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ISOMORPHISME ENTRE &D(Q) ET (s)
D'aprés une note de M. ZERNER
Par M.R. PAVEC

Cet exposé est le développement d'une note de M. Martin ZERNER
[6] . Dans cette note M. ZERNER démontre 1'isomorphisme entre :
~ () espaces des fonctions c” sur @, Q étant un ouvert borné possédant
la propriété du cne.
~ et (s) espace des suites & décroissance rapide.
Ce résultat avait déja été obtenu comme corollaire par BADUENDI-GOULAGUIC [1]
et TRIEBEL Eﬂ dans le cas ol 1'ouvert est borné et a frontigre C .
Notaticns,

Toutes les fonctions sont & valeurs réelles.
Q : ouvert borné de R" possédant la propriété du clne : il existe une
parallélépipéde PD de sommet o tel gue quel que soit xe JVLil existe un
parallépipeds PX déduit de PO par translation et transformation orthogonale
et contenu dans Q.
C : parallélépipéde rectangle fermé de R" tel que - E
D@ : espace des fonctions f définies sur @, qui sont restriction d'une
fonction ¥ de classe " sur R' et a support dans C muni de la topologie
d’espace de Fréchet habituelle.
(s) : espace des suites & décroissance rapide muni de la topologie d'espace

de Fréchet définie par les semi=-normes :

k
= » [
pk(un) sgp In un| keN

CT% espace des polynfmes & n variables
€Pk : espace des polyndmes & n variables de degré total <k,

On a le théoreme

Théoreme : Q) est isomorphe & (s) algébriquement et topologiquement.



Démonstration:

EP étant dense dans LZ(QI. on peut construire une bass de
polyn6mas orthonormaux Pi' de degré croissant. L'application I qui &
feL?[Q] fait correspondre la suite de ses coefficients sur la base P1 est
un isomorphisme entre LZ(Q) et 22. On va montrer que la restriction de I &
D) est isomorphisme entre D (@) et (s). I1 suffit pour cela de montrer
que (D (§)) = (s), la continuité résultant du théoréme du graphe fermé

puisque &0 () et (s) s'injectent continlment dans LZIQ) et ﬂz.

1°) 1P (@) els).

Soit f €D(f) et F un prolongement de f a c.

g = distance de ¥a SPK dans L (c)

k
g, = distance de f & g,k dans L°°(m
@, = distance de f & SPK dans LZ(Q].

I(f) = [uk).

On a

/2

< (mes 9)1 c 172 %

0o<a < (mes Q)

K K k'
Or (ckl € (s) (d’aprds Lorentz [3], donc (o, ) = (8]

La suite P, étant orthonormale :

i
2 2
Oy = 2 Iupl
p>d(k)
od d(k) = (n;k) est la dimension de SPK'
La suite vi = ¥ Ju |2 appartient a (s). En effet :
p>i P
1" ¢ < 1" o 0d K est tel que d(k) < 1 < d(k1)
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donc pour tout m @
sup |1 vil <+
et donc (V1) € (s),

- On en déduit I(f) & (s).

2°) T(D(F)) D (s).

a) Inégalité de Markov pour la norme de LZIQ] : 11 existe c()>0

2
el < cla) K" e peP,.
L2y L2y k

Q)
Pour une norme quelcongue, on note i

Ferll = BeelEcal® )
*3

Pour un parallélépipede Po’ on a 1’inégalité :

e, <eeo ki ell, L red,
L (P)) L (P)

ol c(Po) ne dépend que de Po gt est invariant si on fait une transformation

orthogonale sur P_ (Coatmélsc 121,

Pour x Eﬂ- )
ool <fPl . <em e f e,
L¢P ' L7(P,)
X
< c[Po.‘kz T
" L Q)
Dol 3
IPrl, <o KRl -
L™ (@) L™ (@)
On a donc @

lerll, < mesd'? Jer]
LT(Q) L {Q)

<c @ KRl
L™ ()



Démontrons 1'inégaliteée

1Pl . < cptdk” e s Ped -
@)~ ¢ L% (@) K
Soit Pe‘?k et x_ € Q tel que lP(xGII = ||Pll , - Supposons :
L ()

. P[x0)>o.

x =90, P =P,
o P T x o

Pour tout x £ PO

P(x) >Po) = |P*{ | x|
L™tP_)
”P’“Lm(
Q)
2Pl O - e x|,
L™ () I A

Soient 81,82,.-.,8n les areétes de PO :

Po

(xeR" 1 x=¢t o:t;if_‘l}

1%1

{xeR" i x =1 t.e, o<t.}
ii =i

I1 existe p,>0 tel gue ;
pO !’\B[O;OD] = K nB[O;DO].

Posons HPHL“(Q)

o= - et p = inf (o,p )
P “L”(m 0

xe p = rpwa e, a-L,

L ()
> "Pn [1_‘Lx—l')-
—— o0 p

L (@l

si xaE-Kp = K NBlo,p}, on &

xePOet 1--]-);—1-3_0.



Done

2 2 x| .2
LIPS AL RUE S

L@ - L ()

> [P (1- 1242
2Pl 2
K

L (@)

8]
[o]
J (1- -]-E-l-lzdx =j (1- ;rlzdr[ do , S, = {x€K [x]| = r}
K o S
P

or / dg = rn-1 / do = ¢ r‘n'-ll
1
S s
r 1
P
| (1- 2325 = ¢ 1= 5yZgr
K P 1 p

p
1
= c pn‘/ o 1 (1-u)2 du = Cy pn

r

On obtient donc

- -n/2
Pl . =cq0 et
L7 (Q) L)
sip=op_:|P| - <c, |IP]
o R0 DR KA ()
p=a
o = "P“!_m(Q) 5 1
TPl =@ ~ c(Po)kz
d’oll :

Pl . < c. k" P]
O L2(q)

Donc dans les deux cas @

lel . <. " IP]
L)~ 8 L2(Q)



b) Soit feLZ(Q) telle gque I{f) « (s].

I(f) [ai)

o

f=_L o, P, dans L2 (a).
10 1 1

Soit a ean. La série

est convergente dans LZ(Q) : en effet d'apreés 1'inégalité de Markov comme
g .,
Pie Ji.

(n+2) |a] (n+2)]a]

< e 1
()

3%,
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ax“
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el <cl) i
%

L

comme [ui) est & décroissance rapide la série -

(e

P,
i

Zlaﬂ

x>
converge, d'ol le résultat. La dérivation étant fermée dans LZIQJ, on en
déduit D*F = g, » d'ol 0% el(q).

On a donc f € f\ H(Q).

mzo
{lpossédant la propriété du cbne, en utilisant le prolongement de Sobolev,
on en déduit que pour tout meN, f admet un prolongement ¥m a Rn, de classe

cm. Mails alors pour tout meiN, f est de classe " sur 2 au sens donné dans

- Whitney [5]

n\,
et d'aprés le théoréme I de ce m8me article, f admet un prolongement f & R"

de classe c . Donc fe Q).



BIBL I0GRAPHIE

BAOUENDI-GOULASUIC : Régularité et théorie spectrale pour une classe
d'opérateurs elliptiques dégénérés.

CRAS. Tome 266, &5-2-1968

COATMELEC : Thése Rannes 1968.

LORENTZ : Approximation of functions.

TRIEBEL : Math. Annalen. 177 - 1968 p.247~264.,

WHITNEY : Extensions of differentiables functions.

Am, Math. Soc. Volume 36 1934 p.G4-65.

ZERNER : Développement en série de polyn8mes orthonormaux des fonctions
indéfiniment différentiables.

CRAS t.268 (27-1-1869).





