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ISOMORPHISME ENTRE ET Cs) 

D'après une note de M. ZERNER 

Par PUR. PAVEC 

Cet exposé est le développement d'une note de M. Martin ZERNER 

[6] . Dans cette note M. ZERNER démontre 1'isomorphisme entre : 

- ©C?2) espaces des fonctions C°° sur"Qj Çl étant un ouvert borné possédant 

la propriété du cône. 

- et (s) espace des suites à décroissance rapide. 

Ce résultat avait déjà été obtenu comme corollaire par BAQUENDI-GOULAOUIC [ij 

et TRIEBEL [4] dans le cas où l'ouvert est borné et à frontière C • 

Notations. 

Toutes les fonctions sont à valeurs réelles. 

Çl : ouvert borné de R n possédant la propriété du cône : il existe une 

parallélépipède P q de sommet o tel que quel que soit x c J \ i l existe un 

parallépipède P ^ déduit de P q par translation et transformation orthogonale 

et contenu dans Q. 

o 

C : parallélépipède rectangle fermé de R tel que Q C C 

3>(ft) : espace des fonctions f définies sur Q9 qui sont restriction d'une 

fonction f de classe C sur R et à support dans C muni de la topologie 

d'espace de Fréchet habituelle. 

(s) : espace des suites à décroissance rapide muni de la topologie d'espace 

de Fréchet définie par les semi-normes : 
p. (u ) = sup |n K uJ , keN rk n ' n' 

n 

: espace des polynômes à n variables 

^p. : espace des polynômes a n variables de degré total _<k. 
k 

On a le théorème : 

Théorème : est isomorphe à (s) algébriquement et topologiquement. 
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Démonstration: 

£P étant dense dans L2(fi), on peut construire une base de 

polynômes orthonormaux P^, de degré croissant. L'application I qui à 

2 

f€L (fi) fait correspondre la suite de ses coefficients sur la base P^ est 
2 2 

un isomorphisme entre L (fi) et t . On va montrer que la restriction de I à 

(fi) est isomorphisme entre O Ô (fi) et (s). Il suffit pour cela de montrer 

que (fi)) 53 (s), la continuité résultant du théorème du graphe fermé 

2 2 

puisque <2> (¿2) et (s) s'injectent continûment dans L (ft) et Z . 

1°) I(3>(fl)) ç(s). 

Soit f <=.<2>(Q ) et f un prolongement de f à c. 

c^ • distance de If à 5* dans L°°(c) 

c^ = distance de f à ? ^ dans L°°(fi) 

s distance de f à dans L2(fi). 

On a 

1(f) - (u K). 

1/2 1/2 % 

Or (c^) € (s) (d'après Lorentz [3], donc (a^) £. (s)* 

La suite P^ étant orthonormale s 

\ - l I u P ' 2 

* p>d(k) p 

où d(k) » ( n + k) est la dimension de £P. . 
n k 

La suite v. = ][ |u | appartient à (s). En effet : 
1 P>i P 

i m v 2 < i m o 2 où k est tel que d(k) < i < d(k+1) 
1 — K —" 

^ ft ^Asmn 2 j< (k+1) 
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donc pour tout m : 

I .m 21 ^ 
sup 11 v̂ J < + 00 

2 
et donc (v^ £ (s). 

On en déduit I(f ) e (s). 

2°) I(S>(fi)) 3 (s), 

2 

a) Inégalité de Markov pour la norme de L (fi) : il existe c(fi)>o : 

fP'll < c(O) K n + 2 ]P|| 2 . P £ C P R . 

Pour une norme quelconque, on note s 

If'll - | t ï||î - C x)| 2) i / 2|f 
x i 

Pour un parallélépipède P , on a l'inégalité : 

llP'll œ 1 cCP J - k ? ' | p j | ^ . P ^ f 
L (P ) L (P) o o 

où c(P ) ne dépend que de P et est invariant si on fait une transformation 
o o 

orthogonale sur P q (Coatmélec j.2] )• 

Pour x 6 SL \ 

|P'Cx)| < \\P'\\ œ < - F . . ) " 2 |P|L 
L tP x) L CP X) 

0 L (flî 

D'où : 

I P ' I . < c(P Q) k
2 «P« œ 

L (fl) L (fl) 

On a donc : 

Il F" Il 2 < tmesfi) 1 / 2 |P'| œ 

LT(ß) L (Ö) 

< c (ß) k 2 ||P||W . 
1 L C«) 
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Démontrons l'inégalité 

L (fl) ^ l/tfi) 

Soit P è ^ ^ et X Q 6 fi tel que |PCXQ31 = ||P|| w . Supposons : 
L (Q ) 

. P ( X Q ) > O . 

• X - O , P = P . 
o x o 

o 

Pour tout x £ P : 
o 

PCx) >P(o) -flp ' iL lxi 
L (P ) 

o 

¿ 1 - 1 1 . « - ï i ^ M i . 

Soient e . , 8 n,...,e les arêtes de p : i Z n o 

P * {xeR n : x=Et.e. o<t%<1} 
o i i —• i— 

K = { x e R n ï x = Zt.e. o<t.} 
î i — i 

Il existe P Q>o tel que : 

P OB(o,p ) = K HB(o,p ). 
o o o 

Posons 
»P»L»Cfi) 

11 r !IL (fi) 

x e P n — > PCx) > |P|| œ C1--ki). 
0 L (fi) 

±II P IL ( 1 - J 7 I ) -
L (fi) M 

si xç-K = K AB(o,p5, on a : 
P 

x £ P et 1- 1̂ - > o. 
o p -
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Donc : 

lp!!22, ± f llp»V , ( 1 "¥ ) 2 d x 

L (fi) JK L (fi) ? 

p 

L ((!) j K p

 p 

f ( 1 - M ) 2 d x = f P ( 1 - I ) 2

d r / do » S 3 {xeK Ixl = r} 
J k p J o p Sr

 r 

p y y r 

or I do « r J do = c. r 

' s J s. 
r ' 1 

( 1 . M ) 2 d x „ ( P

 rn-1 ( 1 . £ 2 d r 

p /1 
a ^ p u i1-u) d u 8 c 2 p 

•n obtient donc : 

lPll„ *-«3 P " n / 2 H P » 2 
L (fi) l/(fi) 

si p = p : ||P|| œ < c ||P|| 2 

0 L (fi) l/(fi) 

p a a 

•|P'l'œrfi) > 1 
a = irFF»— - 2 

"L (fi) c(P )k* 
o 

d'où : 

H . I c 5 K
n «Pi 2 

L (fi) S L (fi) 

Donc dans les deux cas : 

H . < c 6 K
n | P | 2 

L (fi) L (fi) 
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b) Soit feL iQ) telle que 1(f) g (s), 

1(f) » (aJ 

f - .S a. P. dans L lu). 
1 = 0 1 1 

Soit a e fN . La série 
» 9 Û P. 

g = , L a. 
c 1 = 0 1 8x a 

est convergente dans L (ft) : en effet d'après l'inégalité de Markov comme 

P, c <?. : 

B pi 
i2tü) 

< cm i(n +2)|«l u p . ) ! < c ' ( ß ) i (n+2)|a 

L'ta) 

comme (a.) est à décroissance rapide la série -. 

Z ia.l 
r 

converge, d'où le résultat, La dérivation étant fermée dans L (fi), on en 

déduit D af = ga , d'où D afeL 2(fi). 

On a donc f c 0 Hm(ft). 

m>o 

ilpossédant la propriété du c5ne, en utilisant le prolongement de Sobolev, 

on en déduit que pour tout mcN, f admet un prolongement à R n, de classe 

c m. Mais alors pour tout merfN, f est de classe c m sur ÏÏ au sens donné dans : 

- Whitney ? 1X1 

et d'après le théorème I de ce même article, f admet un prolongement f à R 

de classe c • Donc fe<£>(Q). 
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