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UN THEOREME DE SDBOLEV DANS DES "ESPACES AVEC POIDS”

par

C. GOULADUIC

On montre 1l'inclusion topologique de certains espaces de distri-
butions dans un espace de fonctions continues et bornées par un poids. Le
résultat ci-dessous sert dans 1l'étude de problémes elliptiques dégénérés

(cf [{]] et la méthode utilisés ici peut s'adapter & des situations bien

plus générales.
On démontre le résultat :

Théoréme 1.

. R . n .
Sotent : Q un ouwvert régulier borné deR  ; m un entier >
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‘P une fonetion de <P (Q) vérifiant :
\P (x) > o dans @
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d¥ (x) # 0o pour tout x €T
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Alors 11 existe une constante ¢ > o telle que :
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pour tous xeQ, t>o , u€& Q) et tel que LP u & H(n).

- Remarquons que 1'hypothese Y™ u e R2m

(Q) entraine déja que P u est
borné, mais on obtient ici un résultat meilleur en tenant compte aussi de

1'hypothése u & H™ Q).



Démonstration : On peut se ramensr au probleme dans un demi-espace

iRT ={ x,y) ; x e{R”'1. y > o} et on veut démontrer :
-n
ar ot 2 Ll < el ol sl e e .
- 2m m o
- Remarguons que pour des raisons d'homogénéité, cette inégalité est la
meilleure possible quant & la puissance de y au premier membre et qu'il
suffit de la démontrer pour t = 1,
Nous allons utiliser pour cela des résultats sur les espaces

de tracss.

En utilisant 1'inégalité de Hardy, on déduit des hypothéses

sur u que :
(2) yp— yP u[m+p] (.,y) est dans L2(o. © ; LZ(ar-1))
K
pour p = 0,1,...,m ; utk] désigne 3 E
dy

On a aussi :

(3) ypb— ym ul.,y) est dans Lz(o, w Hzm(ar-1]).

- Considérons la fonction v définie par :

n/
vix,y) =y 4 ulx,y).

On déduit de (3] gue :

m=11/4 2 2m, __n=1
(4) ypb— vy v(.,y) est dans L (a,» ; HT (IR ')).

On a aussi :

g
m="/4  (2m) oMV o
y v {(x,y) =y .20 ( 5
1:

n/q. (1) ,(2n-1)

I}y ) (x,y).

Donc, pour n/4 entier, il résulte de (2) que :



Mm=N/q V(2m)

(5) yb—vy (x,y) est dans L2(0, © ; L"(R 7)),

m=n/q4 (2m)
v

Lorsgue n/4 n'est pas entier, y (x,y) est somme de

termes quil sont dans L2[fRZJ et de :

2m m
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et cette somme est dans LZI{RTJ également lorsque u g,Hg (TRZJ (on utilise
encore 1'inégalité de Hardy).

Nous allons donc terminer la démonstration du thé&oréme en deux
temps :
m

a) Montrer que 1l’on peut se ramener au cas uc?HO

b) Montrer que (4) et (5) impligquent que v est continue bornée.

a) Etude d'un relé&vement.

On connait le résultat suivant (cf [é] Eﬂ]

Lemme 1. Les hypothéses :

y" uley) € %0, = MR
ym u(2m] ..y} e;LZ(o,co 3 HQ(fRn_1J] ou u[m](.,y]é:LZ(o.m ; HO{IRn-1]]
tmpliquent que pouwr © < i < m-1,
i ] 1
yiu s é—% (.,0) extste dans Ht K (ar ).
oy
On démontre un lemme de relévement (avec une condition de plus
que dans la situation "classique”. 1
m=-1 m-i-7 -
Lemme 2. Etant donné (f ,...,f ,}& T H (R ), on peut
—— 0 m-1 {=2g

construire w é—Hm(rRQJ tel que
ym W éHzm( YR:]

n/4 . n
et de plus : vy wix,y) est borné sur R, .



On utilise pour cela le relévement habituel des traces dans ls

cas hilbertien (cf [4] p. 26) et on se raméne au probléme de relever une

seule trace :

1

m=-j- >
Spit f, donné dans H

3

de Fourier danszn_1 de Fj. Par hypothése, on a :

(6) f ‘aztg)l A 22371 G e aves (£241)
n-1

On choisit une fonction cgé'ﬁ)([o,w[] et telle que

et cf’(k][o] =g pour k eN et k# j.

(7)

On pose :
(Wix,y) = <P (wlE.y)) avec
l&(g,yl =23 aE) @Oy,

Y

1/2

[fRn_1] ; on note a la transformée

q§j](ol = 1

{en fait on cherche w sous une forme plus générale et on détermine les

divers param@tres pour obtenir le lemme 2).

On deoit vérifier :

“(3)

1°) w (£,0) = alg), ce qui est évident.
2°) ;eLz(o,w 3 L2m [{Rn—1ll, c'est-a-dire :
A
o
I iaztillkzm_zj J cyz(ky) dy < o o
Rn-1 o}
ma
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3°)

0

€ tho,m : LZ[IRD— )), c'est-a-dire :

3
3

2 ~25+2m (m) 2
mn-1



4°) ym w & L2(o,w ; L22 (ar—1)], c'est-a-dire :
X m
2 —23+4m [
f |a% gy a7 mam f V™ PZ0y) dy < o
mn-1 5

m ~(2m)
y oW

5°) & L2[o,oo ; LZ[FRn]], c'ast-a-dire :

J 1|aZ(gJ|2'23+4m J J2m E?tzmlfkyjjz dy < .
n- )

Toutss les propriétés 2°)...5°) sont évidentes d'aprds 1'hypothése
(6) sur a. Elles impliquent :

we HNRDY 5y w e HMORD) et v, w = L.

J J
n/4
B°) Il reste & vérifier que y wix,y) est borné.
Posons
n/4
glyd =y " wloyf _on_2
H 4 2(ar—1)
n/q ~
gly) =ty wC..y)} , .
R L
A 4 2
: ~ 2 2m=23-1 N/p 2
On a : gly) = ‘a [5]'% [Ixy) (P (AyIl dg .,
n-1 '
R
et comme sup (u"/2 %’2(u]) < o , on obtient :
u>o
n/4
sup _ (ly wl.,y)| R L ) < e
Yy £ |0a® H 4 z(ar_1J
et comme m >-% entraine m + % ~-% >-E%1 , le théoréme de Scbolev ciansTRn.-1

permet de terminer la démonstration du lemme 2.

Si maintenant, on pose z = u-w, on vérifie que :



m n m 2m n
zeHO(rR+];y z eHT(R,)

et pour vérifier que yn/4 ulx,yj est borné, 11 suffit de vérifier que

jvui(x.y] est borné. On peut donc supposer que (4) et (5) sont vérifiées.

b) Les propriétés (4) et {5) impliguent gue yn/4 ulx,y) est borné,

En effet, ces propriétés entralnent que y —> vi(.,y) est

continue bornée de [o,w[_dans 1'espace (cf [21].

(2, m-2, MR, 2, m -2, HR™T)
s] 4 4
et on sait que cet espace est aussi :
(1-0) - -
H (rR" 1] avec 2m(1-0) = m + %---% >~E§1 .

Et on termine encore en utilisant le théoréme de Sobolev danisn—1.

Généralisations possibles.

1°) On peut étendrs le thécréme 1 aux cas des espaces WP avec p # 2.
I1 suffit d'étudier le relévement habituel dans ces cas.
2°) On considére 1l’espace E des distributions u sur Q qui vérifient :
o

g
P LeH™a) et @ ue P

avec sup (m,p} > 2

5 s O et B réels.

On peut encore montrer des résultats analcgues & ceux du théoreme 1,
1, meilleurs donc que 1'applicatiocn brutale du théoréme de Sobolev.

Il y a ici toutefols quelques nouvelles difficultés techniques.
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