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UN THEOREME DE SOBOLEV DANS DES "ESPACES AVEC POIDS" 

par 

C. GOULAOUIC 

On montre l'inclusion topologique de certains espaces de distri­

butions dans un espace de fonctions continues et bornées par un poids. Le 

résultat ci-dessous sert dans l'étude de problèmes elliptiques dégénérés 

(cf [ij ) et la méthode utilisée ici peut s'adapter à des situations bien 

plus générales. 

On démontre le résultat : 

Théorème 1 . 

Soient : fi un ouvert régulier borné cfe fRn ; m un entier > ̂  ; 

une fonction de (ÏÏ) vérifiant : 

y (x) > o dans fi 

< <f (x) = o sur r = 3fi 

d (x) ¿ 0 pour tout x G T* 

Alors il existe une constante c > o telle que : 

1-n/ n / 9 2 m 2 2 9 

t 4 m f (x) 2 |uCxî| < c ( H u|| • ||u|| . t||u||2 ) 
1 2m m 0 

pour tous x é fi , t > o , u è Hm(fi) et teZ que *f u 6 H2m(fi). 

- Remarquons que l'hypothèse <f m u e H2m(fi) entraîne déjà que u est 

borné, mais on obtient ici un résultat meilleur en tenant compte aussi de 

l'hypothèse u éH mtfi). 
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Démonstration : On peut se ramener au problème dans un demi-espace 

IR1^ -{ x,y) ; x 6 fRn \ y > o} et on veut démontrer : 

1-n/- n/ 7 9 m 2 2 2 
CD t 4 m y 2 |u(x,y)| 2 < c(||ym u|| +||u|l * t ||u|| ). 

2m m o 

- Remarquons que pour des raisons d'homogénéité, cette inégalité est la 

meilleure possible quant à la puissance de y au premier membre et qu'il 

suffit de la démontrer pour t = 1. 

Nous allons utiliser pour cela des résultats sur les espaces 

de traces. 

En utilisant l'inégalité de Hardy, on déduit des hypothèses 

sur u que : 

(2) y| > y P u C m + p ] (.,y) est dans L 2(o, - ; L 2(fR n~ 1}) 

(kî . 3 ku 
pour p = o,1,...,m ; u désigne 

9y 
On a aussi 

(3) yf > y m u(.,y) est dans L 2(o, « . H 2 m(fR n" 1)) 

- Considérons la fonction v définie par : 

« V A 

v(x,y) = y u(x,y). 

On déduit de (33 que : 

m- n/4 2 2 m ^ 
(4) y | > y v(, ,y) est dans L (o, *> ; H (rR ) )• 

On a aussi : 

m~ n/4 (2m) f , m " R / 4 2 m

 f 2 m 1 f n / 4 l

( i ) (2m-i) f , 
y v (x,y) = y l ( . J (y J u (x,yj. 

i=o 1 

Donc, pour entier, il résulte de (2) que : 
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(5) y| > y v ( 2 m ) (x,y) est dans L 2(o, <» . L 2(fR n~ 1)). 

Lorsque n / 4 n'est pas entier, y v (x,y) est somme de 

termes qui sont dans L2(1R^) et de : 

2 m

 r2rru rn. rn . m-i (2m-i) , * 
E ( ) (—} . . . ( — - i+1) y u (x,y) i 

i=m+1 

et cette somme est dans L 2( fR^) également lorsque u é,H^ ( TR^) (on utilise 

encore l'inégalité de Hardy). 

Nous allons donc terminer la démonstration du théorème en deux 

temps : 

a) Montrer que l'on peut se ramener au cas u <̂ H™ . 

b) Montrer que ( 4 ) et (5) impliquent que v est continue bornée. 

a) Etude d'un relèvement. 

On connaît le résultat suivant (cf \jz\ ) : 

Lemme 1. Les hypothèses : 

y u(. ,y) 6 L (o, 0 0 ; H ( rR ) ) 

m (2m) f x t y ,2, u o f l 1 3 n - 1 n (m) , . , 2 r u o f m n - 1 n y u (.,Y) e L (o,« ; H ( fR )) ou u (.,y)é:L (o,00 ; H ( fR )) 

impliquent que pour o i m-1, 

i . 1 

Y. u = — r (., o) exvste dans H IfR ). 
3y 

On démontre un lemme de relèvement (avec une condition de plus 

que dans la situation "classique". 1 
m-1 m-i- 7 

Lemme 2* Etant donné (f ,...,f J é n H ( fR ), on peut 
o m-1 i = 0 

construire w €: H m( fR^) tel que 

m ^ , ,2m f m n . y w ê: H ( fR î 

n / 4 n 
et de plus : y w(x,y) est borné surïR+. 
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On utilise pour cela le relèvement habituel des traces dans le 

cas hilbertien (cf [4] p. 26) e t on se ramène au problème de relever une 

seule trace : ^ 

2 n—1 
Soit f donné dans H ( fR ) ; on note a la transformée 

J 
n —*1 

de Fourier dansfR de f.. Par hypothèse, on a : 
3 

(6) !a 2(ç)| i 2 m ~ 2 J " 1 dl < » avso ({ >1) - X . 

On choisit une fonction cp e %l\mp,<*
>[) et telle que c p ^ ( o ) • 1 

et cf>tK5(o) = o pour k €<N et K / j. 

On pose : 

(7) w(x,y) = (w(Ç,yî) avec 

\wU,y) = À~J atU cp(Xy). 

(en fait on cherche w sous une forme plus générale et on détermine les 

divers paramètres pour obtenir le lemme 2). 

On doit vérifier : 

"ii) 

1°) w J U,o) = a(Ç), ce qui est évident. 

2°) weL 2(o,~ ; L 2 (tR n _ 1)), c'est-à-dire : 

r 

( |a2(Ç)| A 2 m " 2 j J <?2CAy) dy < » • 

3°) êL
2(o,» ; L 2(fR n " 1 n , c'est-à-dire : 

3y m 

| |a 2(Ç)|A- 2J + 2 m f [ c f

( m ) ( A y ) ] 2 d y < » • 
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4°) y m w é. L2(o,<» Ï L 2 (fR n~ 1)), c'est-à-dire : 
X 

|a 2CÇ)| x " 2 J + 4 m f y 2 m dy < -

5°3 y m w ( 2 m ) é L 2(o,- ; L 2 ( r R n)3, c'est-à-dire : 

a 2 ( ç ) | r 2 - + 4 m r y 2 m [ H > ( 2 m 3 f À y 0 2 d y < « . 

f R n _ 1 

Toutes les propriétés 2°)...5°) sont évidentes d'après l'hypothèse 

(6) sur a. Elles impliquent : 

, . ,m, ,_n. m . ,2m, _n. , _ 
w £ H ( HR ) ; y w £ H (ff ) et y, w » f,. 

+ + j J 

6°) Il reste à vérifier que y w(x,y) est borné. 

Posons : 

II N / 4 II 
g(y) 88 II y w(.,yj|| n _ J> 

H 4 2 ( r Rn-1j 

n/4 * 
g ( y ) = I) y w ( . , y ) | 

L 2 n 1 

n 

On a : gty) - f |a2(Ç)| X 2 m " 2 j " 1 [ ( A y ) ^ 2 <f2CXyf[ dÇ , 

JfR n" 1 

et comme sup Cu"''2 f 2(u)3 < <=° , on obtient : 
u>o 

sup (||yn/4 wt. >y) || n _ 1 j < w 

H . * n 1 n-1 . ... . , o , -, , mn-1 

et comme m > entraîne m + "4 " "2 > ~ 2 ~ * l e théorème de Sobolev dansTR 

permet de terminer la démonstration du lemme 2. 

Si maintenant, on p o s e z = u-w, on vérifie que : 
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n/4 

et pour vérifier que y u(x,yj est borné, il suffit de vérifier que 

y^ztx^yî est borné. Qn peut donc supposer que (4) et (5) sont vérifiées. 

n/4 

b) Les propriétés (43 et ( 5 ) impliquent que y u(x,y) est borné. 

En effet, ces propriétés entraînent que y/ > v(.,y) est 

continue bornée de [o,00Q dans l'espace (cf [2]). 

T 2 m (2, m - 5 , H

2 m t r R n - 1 ) , 2. m , H 0CfR n' 1)) 
o 4 4 

et on sait que cet espace est aussi : 

L / 1 9 ^ ^ n - 1 . 0 f A ^ n 1 ^ n-1 H (rR ) avec 2m(1-9) = m + - ̂  > -y- . 

Et on termine encore en utilisant le théorème de Sobolev dansfRn \ 

Généralisations possibles. 

1°) On peut étendre le théorème 1 aux cas des espaces wm''3 avec p ¥ 2. 

Il suffit d'étudier le relèvement habituel dans ces cas. 

2°) On considère l'espace E des distributions u sur fl qui vérifient : 
.a 6 

T u ^H m(Q) et u é HP(fl) 

avec sup (m,p) > ~ , a et 6 réels. 

On peut encore montrer des résultats analogues à ceux du théorème 1, 

1, meilleurs donc que l'application brutale du théorème de Sobolev. 

Il y a ici toutefois quelques nouvelles difficultés techniques. 
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