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FORMALISME DE LA THEORIE DE LA DECISION STATISTIQUE» 

Soient 3 espaces mesurables 

(n,̂ 0 espace des observations 

(0,^0 * des paramètres 

(A,%) ,5 des décisions. 

Soit P une probabilité de transition relativement à et 

(n,cd ; P : (e,xoJ [0,1]. 

On appelle stratégie s une application mesurable de (0, ca) -^(A/?)) 

qui consiste à décider 6 e à après avoir observé co ̂  Q. 

On appelle stratégie aléatoire S une probabilité de transition 

relativement à (Œ,CJ et (A,&) 

S(a), .) est ainsi une probabilité sur CA,£fl. 

On appelle W = {wC8,ôî} la fonction mesurable réelle perte définie 

sur x (A, : ainsi W(8,ô) est la perte consécutive à la décision 6 

quand 0 est la valeur du paramètre. 

Une stratégie aléatoire S entraîne une perte moyenne : 

C(8,a>) = / w(0,6) S(o),d6) 

et un risque à l'instant 0 : 

Rs(6) = /nP(do),6) / Aw(6,6] S(a),d6). 



Remarquons qu'une stratégie est une stratégie aléatoire pour la

quelle SCu>, .) est concentrée en s(w) (s ; oo s(a)) et S(a),A) = 1̂ (s(a)))) 

Dans de telles conditions, la perte moyenne est C(0,w) = w(0,s(a))). 

Un préordre ou préférence (resp» y-préférence) peut être défini 

sur les stratégies aléatoires en pesant s 

S cr S f si R ( J < R s ^ o ) s u r @ 

(resp. y p.p. sur (0,fiy)). 

Une s.a, est dite admissible (resp. y admissible) si aucune s.a. 

ne peut lui être préférée strictement, i ee 0 si S p c. S ^=^S c S ' , i.e. enco

re s'il n'existe pas S' tel que RgP(-î <
 R

s^-5 sur ® et tel que = R , 

(resp. tel que Rg f(- 3 _f Rgt-^ ^ ~P»P°
 s u r ® e t tel Que y(R^ ? R ) = 0). 

Une s.a. de Bayes (pour y) est une stratégie qui minimise 

/g ŝ̂ B) yCd8) sur l'ensemble des sca„ S 0 II va de soi qu'une telle straté

gie est y-admissible car si S minimise L Ro(0) y(d8) alors : 
0 ' w b 

/ R s (9) y(d6) je / R (9) y(d6) V S 
o 

o 3 



INTRODUCTION 

L'objet de ce développement est l'étude des processus de 

iiarkov (h, 3\, P, (x, ) ^ avec gains, dans le cas particulier suivant : 
z t * r 

l'ensemble des valeurs prises dans E par est fini % E est 

l'ensemble de N états : A^, f\^, ... Â , (que nous noterons encore 1,2,...N) 

Le processus étant markovien, les probabilités conditionnelles 

vérifieront ; 

Pr X.fc A.|X, fcA , X n € A X. . €A. = Pr X = j|Xb = i = p.. L K v j' 1 q 2 q k-1 îj |_ K J l k-1 J 1 IJ 

Dans le chapitre I, nous particulariserons cette chaîne, qua

lifié pour cette raison de discrète ; 

le temps sera défini sur un ensemble T discret, et nous suppo

serons, ce qui laisse cependant toute généralité au problème, que les 

éléments de T sont équidistants. 

Dans le chapitre II, T sera la demi-droite positive réelle. 

Enfin, les matrices stochastiques de transition P (n, n-1) 

de l'état de la chaîne à l'instant n-1 à l'instant n, définiront une 

chaîne homogène. Nous prendrons donc pour tout n et tout K 

P (n, n-1) = P (K, K-1) = P 

Dans chacun de ces deux chapitres, l'étude du processus est fa

cilitée par l'utilisation d'une transformation : 
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~ P o u r le cas discret par la z-transformation Z* : 

soit f définie sur ^ , à valeurs scalaires ou vectorielles 

f ̂ V ^^fz) = 2^f) = ? ffn] z n où z é C 
o 

- gour lQ_cascontinu par la transformation de Laplace o£ 

soit f définie sur fR+ : 

f ~i<£(f) - ¥(z) = r f(t) e~ t Z dt 
o 

§ 1. QUELQUES NOTIONS ET APPLICATIONS RELATIVES A LA z-TRANSFORMATION 

(cf [2]) 

1.1. ~ Propriétés de 2^ 

2^ particularise la fonction génératrice qui, au sens le plus 

général, est définie par s 

n) z où a et b sont des entiers relatifs 

finis ou nona 

2£> est linéaire et *fiz) converge absolument pour 

lim (n) | 

De plus, dans un domaine de convergence que nous préciserons, 

5£est bijective ; 

Si *f[z) est holomorphe dans le disque (o,R) alors 

fU) - ï a z n où a = ^ f C n } (o) o n n — --| 
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ft.) est donc la fonction unique définie par 

f(o) = f (o), f(1î = <p»(o),... f(nî = -^l n^i°?. , ... 
n ! 

Nous pouvons dresser un tableau de correspondance entre antécé

dent et image par 2^• 

antécédent f(n) image J£(f) = *f (2) 

A1 f^n) + A 2 f2(n) A 1 ^ ( z ) + X ? (p2tz} 

f (n + 1) z~1[<P|zî - fCo)] 

n 1 
— a z 

2 
n 

(1 - z r 

n az 
n a ^ 

(1 - azr 

1 z 
ÏÏT 

f-1)n 

- — — log C1 + z) 
n 

n(n-t-l)... tn+k-1) n 1 

k ! (1 - a z ) K + 1 
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1,2. Application, 
a). - Considérons l'équation vectorielle récurrente suivante : 
IKn+1) = n(n] P (1) 

N 
P est une matrice stochastique i.e, E p. = 1 et p. >o \/i Vi 

j = 1 iJ " ij -

/ p i r p i j p I N \ 

P = p....... p....... •... 
hi1 h ij HiN 

\ P N r " ' " p N j ' " ' B a P N N / 

IlCn] = Cn^Cn) ..... Il An) ..... n f / n ^ e s t u n secteur stochastique. 

Prenons les z-transformes des 2 membres de (1) : 

%> 

or n(n) ^>oa%(n(n)) = T ( Z) = ? iHn) z n 

nCn+1)^6r X(n[n+D = Z ~ 1 [ T ( Z ) - TUo)] 
= ^ [ T ( Z ) - nto}] = z T ( Z ] P (V) 

et xCz) |~I - z pj = II(o) 
. Mais | z | < 1 y dét (j - z P^ * o . 

En effet ; 
- ce déterminant ne s'annule que si z = y ( À appartient au spectre de P ) 
- toute valeur propre dfune matrice stocliastique a son module borne 
par 1. [ij 

Donc [i - z PJ 1 existe et : 

X(n(n)) = T ( Z ) = n(o) [i - z P]" 1 
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lîCo) étant une constants, nous pouvons considérer Jj - z pj ^ 

comme transformé d'une certaine fonction H(n) telle que : 

[l - z P]~ 1= | H(n) z n 

soit en identifiant > 

IUn) = n(o) H(n) 

Interprétons : 

Soit la chaîne de Markov définie par la matrice de transition P ; 

p^j est la probabilité pour que le processus,étant dans l'état i à l'instant 

n,soit dans l'état j à l'instant n+1. 

L'élément ^ tn) de ïï(n) représente la probabilité pour que le 

processus soit en l'état i à l'instant n. Alors en vertu de l'homogénéité 

de la chaîne i 

IUn) = ïï(o) P P 

Ainsi H(n) = P R 

et P n - z P)"1] et [i ^ z P]~ 1 ~~%CP n) 

Ce procédé indique un moyen efficace et rapide d'évaluer P n, à 

condition^ bien entendu., que l'image réciproque par % de [J - z p] 

soit aisée à calculer (1K 

bJ Exemple : 

Un marchand de jouets dresse un bilan à la fin de chaque semaine : 

le dernier jouet produit a (état A^ ) ou n'a pas (état f\^) la faveur du public, 

•ans le cas F\^, il sort un nouveau jouet. Les aléas de la faveur du public 

se traduisent par la matrice de transition de la chaîne supposée homogène ; 

(1) Nous savons d'ailleurs que si P.. réelle ou complexe, admet les valeurs 
propres distinctes X , ,"V A avec les ordres de multiplicité 

p P P 
r., iv r ( E r. = N) alors P n = A + i À N B.(n) où 
1 2 p 1 i i+1 i i 

- A n'existe que si P admet la valeur propre o et A est nulle si n >_ î\i 
- B.CnJ est un oolynôme matriciel» 
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/ ~ \ où P^r exemple ^ est la probabilité 

P = j pour que, placé dans l'état 2 , îs 
2 3 J 

^ -g- -̂ / marchand passe dans l'état 1* 
\ ~* / 

P est stochastique et la chaîne est ergodique Ci.e. sans classe 

transitoire) et régulière Ci.e. non cyclique : le P . G . C D . des entiers K 

constituant l'ensemble f\L̂  fermé par rapport à l'addition, où K est un 

nombre de transitions permettant de passer de l'état i à lui-même, est égal 

à 1) Ccf [1] ) / z \ 
, 1 - 2 " 2 

I - z F = 

i 2z A 3z / 

[î - z pl 1 peut se décomposer ainsi : 

L1 ' z p ] "T^i * — T — ( 2 ' 

Remarquons que CI - z P ) esc décomposée en fractions rationnelles 

en z admettant pour pôles 1 

z - f = 1 o X o 

où A o et sont les valeurs propres de P, 

Ceci est général^ que les racines soient imaginaires ou réelles, 

d'ordre 1 ou dfordre p Cil suffit de prendre le z-transforme de chaque 

membre de l'égalité matricielle de la note 1 page 
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Pour |z| < 1, ayant |a| < 1, -r-̂ r~ est développable en série entière 
i —az 

et nous pourrons prendre les z-transformées des 2 membres da (2). 

I 1 1 \ / I 5 \ 
/ 9 9 , / 9 " 9 \ , 

* = ^ + ( O 3" ° 
\ 4 I / \ 4 4 / 
\ 9 9 / \" 9 S / 

Remarquons : /_4 _5 \ 
/ 9 9 ' 

1) Quand n — y » P n — y M = 
4 5 / 

matrice stochastique qui est évidemment la limite de Cesaro de P n, matrice 

à vecteurs lignes identiques.ee que nous savons être général (cf fi] ). 

D est appelé matrice différentielle Cla somme des éléments ligne 

est nulle) 

2) Dans le cas où P est matrice de transition d'une chaîne cyclique 

la matrice limite de Cesaro est exhibée par une z-transformation. Ainsi, si : 

/O 1\ /1 -z\ 
P = j I - z P = 

11 l\ il l\ 
-1 1 / 2 2 1 ' 2 2 1 

CI - z P) = — — + —— 
1" z 1 1 1 I 1 + 2 I 1 1 

\ 2 2 / \~2 2 / 

/l l \ / 1 . 1 \ 
| 2 2 \ / 2 2 

et P n = + C~1)n 

\ 1 1 I \ 1 l i 
\2 2 / \" 2 2 / 

http://identiques.ee
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{Pn} ne converge donc pas simplement. Cette suite admet pour 

valeurs d'adhérence les matrices s 

'•(::) •«••(::) 
§ 2. PROCESSUS DE liARKOV AVEC GAINS. 

2.1. Etude théorique. 

a^• Formule récurrente. 

Dans le cas d'une chaîne de Narkov homogène, à une transition de 

l'état i (à l'instant n) vers l'état j (à l'instant n+1), nous avons associé 

une probabilité de passage p . 

Nous associerons maintenant, en plus, un gain . Ainsi un pro

cessus de Markov avec gains sera entièrement déterminé par la donnée : 

- du vecteur initial IïCo) 

- de la matrice stochastique de transition P 

- de la matrice de gains G = (g..) 

- d'une valeur "potentielle" ou"capital" ou "valeur de vente'" des 

états j que nous noterons "^(o) j - 1. .. N t^Co) sera, par exemple la 

valeur de vente actuelle de l'usine du fabricant de jouets se trouvant à 

l'instant présent dans l'état 1. 

Jusqu'alors, notre seule préoccupation a été l'examen de l'état 

du processus à l'instant n et nous avons pour cela déterminé une formule 

récurrente donnant l'état probable du processus à l'instant n+1. 
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Une préoccupation maintenaht toute naturelle est de savoir quel 

est le gain total t^(n) que l'on peut s'attendre à percevoir lors des n 

prochaines transitions si le processus est actuellement dans l'état i. 

Calculons t^(n) . t^(1) est l'espérance mathématique, i.e. la 

valeur moyenne, de la variable aléatoire prenant la valeur g.. + t.(o) avec 

la probabilité , En effet, si, placé dans l'état i, nous évaluons la 

valeur (comportant "valeur de vente" en j et gain de i à j) d'une telle 

transition aléatoire, nous obtiendrons : g.. + t.(o) 

N 
Ainsi t.CD = £ p.. (g.. + t.(o)) i j=<i Kij 6ij j 

Plus généralement, évaluons, placés dans l'état i à un instant 

donné, le gain total probable en n transitions à venir : la valeur de la 

transition i — y j est égale au gain g^, auquel s'ajoute le gain total 

probable en (n-1) transitions suivantes- si nous partons l'instant suivant 

de j. 
N 

d'où t.In) = S p. . (g. . + t.(n-D) 

Notation matricielle 

'q, \ 

Posons q = j q avec q = L p g 
| .1 j 1 1 !J J-J 

\K i 

A i t n , \ 
t(n) = t.Cnî avec t.in) = q. + Z p.. t. (n-1) 

•il i 1 n 1 J J 
: / J 
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alors t(n) = q + P ttn-1) 

tCn) est le vecteur de gain total pour les n transitions à venir. 

c). Application de la z-transformation à cette étudee 

00 n 
Posons TCz) = E t(n) z , tCn) étant la fonction vectorielle définie 

o 

précédemment sur fSj. 

Prenons le z-transfcrmé des 2 membres de la relation récurrente : 

t(n+1) = q + P tCn). 

Nous obtenons s 

z""1 [j(z) - tCofj = ~ q + P tCz) 

Soit (I - z P) TCz) = y ~ q + tCo) 

et pour |z| < 1 TCz) = [|-z P}" 1 -~ q + (j-z p] ~1 t(o) 

Or, nous avons vu que jj - z Pj se développe en fractions ration

nelles en z suivant les pôles de riét.Cl - z P). 1 étant toujours valeur 

propre d'une matrice stochastique P, [l - z p] ^ est de la forme : 

- ~ - M + Jï'Cz) où 3^ Cz) est une somme de fractions rationnelles dont les 

coefficients D„ ... D sont des matrices différentielles. 
1 P 

Pour simplifier l'écriture, et la généralisation est facile, nous 

supposerons que ̂  (z) se réduit à s 

H 1 
(z) = Y^âz D °^ a<zsp2ctre de P. 
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Remarquons alors que : 

z D 1 f J 
Qt qua : ( 1 _ z ) M _ a z ) - ^ ' ^.3ZJ

 u 

• lors TCz) = ~~^2 riq + - ^ 3 3*1 ) q + j ~ Mttoî + 3*[z) t(o) (3) 

Prenons,pour |a| £ 1 et |z| < 1 les images réciproques p a r X ^ 

des 2 membres de (3). Il vient : 

t(n) = n flq + (1-an) (F'd) q + Dt(o) + a n Dt(o) 

Si P est une matrice régulièrej donc converge simplement 3 toutes 

ses valeurs propres sont^ en dehors de 1 valeur simple3 de module stricte

ment inférieur à 1 (cf [3]). 

Nous le supposerons pour étudier le comportement asymptotique de 

t(n), qui lorsque n —7* 00 est équivalent à : 

t'(n) = n flq + 3^(1 ) q+D t(o) 

Posons flq = b et ^ (1 ) q + PI t(o) = c ; 

b est interprétable en remarquant que : 

t.'(n) ~ t: tn-1) = b. 1 1 1 

y b est le gain que l'on peut s'attendre à percevoir lors d'une 

transition d'un processus parti de l'état i et durant jusqu'à l'instant n 

(n suffisamment grand). 
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La formule réduits donnant t est, dans le cas où P est régulière : 

t(n) = nb + c 

Pour tout i, ^(n) Û S~ l'espérance mathématique asymptotique de 

gains au bout de n transitions quand le processus part de l'état i. Remar

quons que t^(n) est fonction affine de n» 

Si P n'est pas régulière, t(n) ne converge pas, le terme 

o n [p^^ 9 ~ Dt(o) étant cyclique cependant dans de bonnes conditions 

ce terme est petit devant n Mq + 3^(1) q + Dt(o). 

2.2. Exemplo. 

Reprenons l'exemple du fabricant de jouets. Nous donnerons pour 

déterminer le processus : 

/i 1 \ ^ ^ 

P -
 2 M G = ( I tCo] - [ ° ] 

9 représente le gain Cpar ax. 900 F) que peut percevoir le fabri

cant lors d'une étape pendant laquelle la jouet garde la faveur du public. 

Ici s 

il l\ , Il -!\ [ ^ - 4 * 3 -
M - ] a = -rpr j D = j ; q < 

\! !/ H II | , 2 - ! x 3 - ! x 7 . . 3 
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TCz) - Z

 7 Mq + ^ — Dq 
(1-z) (1-z)(1-~- z) 

w -1 
Prenons l'image inversa par Xj de cette égalité : 

—i 

ttn) - n Mq + -1~ 1 - ( -^"J Dq 

f 1, 10 ~ ,1 ,n"l /5\ 
* n (1> + ~9 1 " Clïï} j (-4J 

Lorsque n est très grand, t(n) se comporte comme : 

t'CnJ = n . ^ 

™ - - (î) * -> ( 4 ) 4 ; 
t£Cn) 88 n - -2g-

Remarquons : 

1) Pour tout n s 

tjjfn) - t^Cn) = 10 donc constant. Ceci signifie que l'état de 

départ a une influence de 1 000 F sur le gain total asymptotique. 

2) Pour tout n s 

t' Cn+13 - tMn) = t'Cn+1) - ti(n) = 1, Autrement dit, on peut 

s'attendre à gagner 100 F lors de chaque transition, quel que soit l'état 

initiale 
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§ 3. PROCESSUS DE MARKQV AVEC GAINS ET POLITIQUES DE CONTROLE, (cf [5jî 

Il faut bien avouer, cependant, que dans la réalité économique ou 

démographique, un processus de Markov n'a pas un déroulement immuable à 

partir de l'état initial. L'homogénéité est exceptionnelle et il est même 

heureux qu'une part d'initiative soit accordée à l'exécutant (industriel, 

commerçant, ouvrier,...). Placé dans un état à un instant donné, cet exécu

tant aura à choisir entre plusieurs politiques lui permettant de contrôler 

le processus, d'infléchir le hasard en régularisant le déroulement ultérieur 

de la chaîne, et, en particulier, en "optimisant", de viser un ou plusieurs 

états particuliers à l'étape suivante. 

3•^• Etude théorique« 

Attachons à chaque état A. : 
i 

- le vecteur ligne de probabilité V^ représentant la distribution 

de probabilité sachant que A^ est réalisé. 

- le vecteur de gain w. 
i 

i étant fixé, à la suite finie = ( 1 , 2 , . . . k J nombres que 
nous appellerons décisions (ou politiques) dans l'état i, associons les 

• Ml M)-\ /• f ? 1 ( '?} \ ^ ^ ) ( k. ). 
couples (V^ , J ; (V* , [\J±

 1 , W ±

 1 J . Considérant les 

N suites associées aux N états, nous aurons k„ x k„ x . .. x k., couples 
1 Z N 

possibles de matrices telles que (P,G) de transition et de gain. La chaîne 

n'est donc plus homogène : le choix d'une désision introduit une modifi

cation du processus. 
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Relativement à un problème économique, pour un esprit équilibré, 

il est tout naturel de songer à rendre maxima ses propres gains. Par exemple, 

nous trouvant dans l'état i, à un instant donné, et supposant l'arrêt du 

processus après n étapes, nous chercherons à rendre maximum la quantité : 

t.Cn) = Z p. . U . . + t .(n-D) 

Supposons que nous ayons rendu, par récurrence sur n, tjCn-13 

maximum, nous "optimiserons" t.. (n) en choisissant la politique r̂  jj ,... kf] 

qui rend t^(n) maximum, c'est-à-dire puisque -fĉ Cn3 dépend des matrices 

P et G, politique telle que s 

t.q(nî = max t7(n) 

Ainsi, de proche en proche, il aura été défini des couples de 

matrices (P_ , G_ )... (P_ , G r ) telles que le gain visé au bout de n M r1 r n n 

transitions soit maximum. 

Soit d le vecteur de décisions dont les N composantes sont N 

nombres extraits des N suites S^. A chaque nombre d'étapes n du processus 

correspond d(n) qui rend t^Cn) maximum pour tout i : 

d(n) = { s où d.Cn) e S. 

3,2, Exemple. 

Supposons que le marchand de jouets ait à choisir entre les deux 

politiques : 
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placé dans l'état 1 ; 

- ou bien il fait do la publicité (13 

- ou bien il no fait pas do publicité (2) 

placé dans l'état 2, il aura ls même choix. Alors = = f1*2j[' 

II est bien évident que les frais de publicité vont absorber une 

part des bénéfices^ mais le risque d'avoir un jouet qui a la faveur du 

public augmente Soient donc les vecteurs : 

Probabilités de transition Gains 

décision 1 V(1J u ( | ^ WC1) a ( g 3 3 

1 d ? j - (i h \\J2)
 - (4 4) Z 1 b b 1 

d1 V*1Î
 - (f |) w£1) = C3 -7) 

a 2 1 i : 

j d 2 yf - [Z-- ^ ) W^J • (1 -193 

Déterminons à chaque instant les gains passibles, relativement 

à chaque politique, par la relation : 

4. r Ï < U C U C U (1) ( 1 ) , R (1) . F pour Û 1 : t^n) = p ^ + g,|2 p 1 2 + p ^ t^n-1) + p 1 2 t2(n-1î 

4. r Ï 123 (23 (23 (23 ( 23 . F ,, C2) ^ R ,, pour d 2 : t^n) = g ^ p ^ + g 1 2 p 1 2 + p ^ t^n-1) + p 1 2 t2(n-1) 

La comparaison des 2 nombres nous indique le gain maximum et la 

décision à prendre au moment du passage de l'instant n à l'instant n-1 

précédent l'arrêt. 
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n = o n = 1 n = 2 n = 3 n = 4 

ci ̂  o 6 7,5 9,25 11,24 
t^n) „ 

d 2 c 4 8,2 10,22 12,22 

o -3 -2,4 -0,74 1,24 

t2(n) — -

d 2 o -5 -1,7 0,25 2,22 

choix (2) (2) C2) (2) 

2 
Remarquons la convergence du vecteur décision vers (,.,). 

Nous conclurons sur cette remarque : il est bien évident que 

rares sont les entreprises envisageant de s'arrêter délibérément Cou même 

de pérécliter) à un instant déterminé. Aussi, il serait intéressant de 

voir si généralement pour n croissant indéfiniment, un choix asymptotique 

de décisions ne serait pas possible, ceci permettant de prévoir une ligne 

de conduite à très longue échéance. 

(cf [5] Gt [4] ) 
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J 4. METHODE ITERATIVE POUR LA RESOLUTION DU PROBLEME D'OPTIMISATION DES 

PROCESSUS A DECISIONS SEQUENTIELLES. 

Soit une chaîne de Markov à N états définie pour une politique 

/d^k) \ 

dCk] = ! : j 

\ % M 1 

par la matrice p 1 ^ ^ de probabilités de transition et par la matrice G ^ ^ 

de .,;*in8. Cette fois, nous nous intéresserons à un déroulement du processus 

se prolongeant indéfiniment dans le temps * 

4.1. Position du problème. 

Nous avons vu, dans ? 3, que, si une politique, optimisant les 

gains à l'instant k-1 précédant l'arrêt, a été choisie, alors il était pos

sible d'optimiser le gain t^k) par le choix d'une politique d^k) % soit s 

N t.CIO rJ.(kî 
t4(kî = E p.* i*.1: + t.(k-D) i .1=1 Hij l 

d.CfO N d.(K) 
55 q. + p. . t .(k-1) . 

Gr (cf. ? 2), t(k) prend la forme asymptotique, pour k suffisarr 

ment grand : 

t(k) <- kb + c où b = : I Gt c = : ; 

les quantités négligées étant de la forme ^espectre K où |X^| < 1 et 

K dépend de P et t(o), donc t (k-1) ~ (k-1)g + tj et 

d.tkî N d.(k) 
tiCk) ~ kg • t. ~ q ^ + p.J [(k-1)g + tj] 

d.(k) N d.(k) 
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indice 

Supprimant l'indice K dans ce qui suit qui devient indépendant 

de l'arrêt du processus : 
I N d~ i 
I R + t. s q. 1 + p.! t, (1) 
j j 

Pf/t:r optimiser t.(k), il suffit donc d'optimiser 
d. N d. 1 

1 y î 

f (i) = + ~̂  p^. et ceci pour tout i, en choisissant parmi les déci

sions figurant dans S^, celle qui rend maximum f(iî. En effet : 
qi + j pij \j + ( k " 1 Î B > qi + j Pij *j + C k " 1 ) g 

<==%> q. + Ç p.. t. > q, + I p., t. 

Il sera nécessaire que cette inégalité ne soit pas douteuse, 

c'est-à-dire que la différence entre les 2 expressions ne soit pas, en mo

dule, supérieure à la somme des erreurs de méthode provenant des termes ex

ponentiels négligés et des erreurs de calcul dans la détermination des va

leurs t . La méthode qui suit présuppose donc une évaluation préalable des 

erreurs de méthode. 

4.2. Détermination des valeurs t.. J 

Pour une politique d donnée, nous aurons N équations du type (1) : 
N 

8
 + *1 " «i + JÏ1 Pij *j 

permettant de définir le vecteur limite t (N composantes) et g. Le problème 

devient un simple problème de résolution de système linéaire à N équations 

et N inconnues en posant arbitrairement t^ = 0 ou v = t^-t^ pour j = 1..N 

v^, y 9 -.-v^^g seront déterminés par l'équation vectorielle 
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F / S * ,v N> "q" , , v x 

\ { : ) * i : \ = i' : \ + P : (2) 
V- / i • ! I • J I • 

; \VN-1! '^N / \ V l / 
i -0 / 0 

Remarquons que 1 'ootimisation des t équivaut, à celle des v^ qui 

ne différent des t. que par une constants. D'ailleurs, les v. ont un sens 
.1 • J 

concret plus clair que les tj. En effet, v permet la comparaison, au même 

instant, des totaux do gains en faxtion de l'état dans lequel se trouve le 

processus à cet instant car : 

t (k) - kg + t. ) 
3 3 \ = £ t . ( i O - t (k) = v. 
tN(k) - kg + t N j 3 3 

v. indique ainsi 1'"avantage" que l'on peut tirer d'un passage 
3 

dans l'état j . 

4.3. Méthode itérative. 
/ d n ' , 

. Ainsi partant d'une politique arbitraire d^ = | dii ! * P A R G X G M " " 

N l d1N ;" 
pie celle qui optimise q^ = ^ p^^ g^y nous déterminons les valeurs v^ 

sous cette politique au moyen du système (3). 

1l T 1l A A 

( g + v, = q + f; p v i = 1,...N-1 
\ i 3 - 1 13 3 

o Puis nous chercherons, à l'aide des v i et g obtenus, le vecteur 
N J 

décision d., qui optimise q. + E p. . v. pour tout i. 
* i ]=1 ij 3 

Nous calculerons alors les nouvelles valeurs v^ sous la politique 

d 2 à l'aide de (3), etc... 

file:///vn-1
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Moyennant la convergence do d^ vers d (décision optimale asympto-

tique), si lors de 2 cycles consécutifs on trouve le même vecteur d^, alors 

d 1 = d. 

En résumé le cycle itératif s'établit ainsi : 

f /\ f\ j 
j 1° pour une politique donnée A (p.. et q. sont donc donnés) on résout] 

! le système (3) en v. et g (vr, = 03 J i ° M 
A N A g + V , = a. + p. . 

1 '1 J=1 H 1 J j 
On trouve v^ et g_. 

J A 

| 2° pour chaque i, on cherche la décision B. qui ootimise 

i ? A 
! q i + J - I p u v J 
j g g 
i ce qui détermine une politique B((p..3,(q.)), puis 1°.. a | ij i 

ïl est recommandé, afin de circonscrire la politique asymptotique 

d'observer ceci : si dans la phase 2° d'un cycle on constate que la déci-
N 

sion du cycle précédent fournit la même valeur q. + E p.. v. que d'autres 
i J Œ1 ij J 

décisions on conservera la décision antérieure. 

4.4. Proposition. 

1° La méthode itérative conduit, après un nombre fini de cycles, 

au vecteur décision limite. 

2° Ce vecteur limite représente la politique de meilleur gain. 

Lemme 1. Soient deux politiques A et B obtenus consécutivement et dans cet 

B A 
ordre par la méthode itérative. Alors g >. g . 

Considérons les quantités tests calculées lors du cycle k (phase 
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2°) consécutif aj cyclo K-1 conclu par 1G choix do la politique A E 

N 
B y B A r n.*.-

qi + j=1 Pij Vj (politique 8J 
A v A A , _ .. . A. + ^ A P. - v- (politique A), i J =1 ij J K M 

LG fait que B soit préférée à A dans le k e m G cycle, supposa que, 

* B A ^ B A v A A . N . 
6i + itl P y vj - Pij *j 1 « i - 1 , . - N . 

Pour chacune des politiques A et 3, seront définies les quantités 

A A A ? A A 
& î *i j=1 1 ik j 

B B B y B B g + v. = q. + m

L

A p. . v. 
& x

 1i J=1 ' i j i 

Considérons la différence : 

B A B A B A r B B ? A A g - g + v . - v . = q . - q , + , ^ p . . v . - . Z j

> 1 p . . v . 

« 7 B A v A A' B B - A A = ô. - , L . p.. v. + l p.. v. + l p.. v. - E p.. v. 

= <S, + E (v^ - v^) 

Soit *~ 

^j B I 
Ag + A v. = ô. + %

U

A p. . A v. ! (4) i = 1...N i i j=1 Kij j ; 
i_ . i i _ 

Or, nous avons vu que, une chaîna homogène (sous la même politi

que B) régulière étant donnée, de telles équations (4) admettaient en />.g 

la forme asymptotique : 
M • 

Ag = ^ ^ ^ ^ joue le rôle des q^ précédents figurant 

dans les équations (1)) 

II est la probabilité limite de l'état i. 

En effet, (cf. p. 11), les équations (1) sont équivalentes à ; 

t'(k) = kMq + JPtDq + Dt(0) = kh + c 
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où fi est la matrice limite de P n à N vecteurs lignes, de probabilité, iden

tiques : 

/ 1 i N 

(:::::::::::: 

Mais i S D , V i , i = 1...N, puisque B est régulière. 

•r le choix de B au lieu de A signifie qu'au moins l'une des va

leurs-tests 6 est strictement positive. Donc : 

H R 
A = z n? 6. > 0 
g 1=1 1 1 

v B A 
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Lemme 2, Soit A la politique optimale asymptotique. Alors il n'existe pas 

de meilleure politique de gain que A, (la fonction de décision est de type 

croissant). 

B A 
Supposons qu'il existe B telle que g J > g . Puisque le vecteur 

décision converge vers le vecteur A alors 

S y
 B A A _ A A . 

qi + j-1 Pij V J " qi " | Pij Vj = ° 1 = 1-" N 

pour toutes les politiques telles que B, envisagées lors de chaque cycle. 

Alors z g^ - g^ = Ag - E II? 6, < 0 

B A 
d'où ; g < g ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Démonstration de la proposition. 

Le processus ne comporte qu'un nombre fini de politiques (pour N 

états et k^.l^, • ..,k^ décisions pour les états 1,2,.BaN, il y a au plus 

N X ^2 x*""x P°litiq U Gs différentes). Donc 

- Si lors des itérations nous obtenons 2 politiques consécutives iden

tiques, 1g lemme 2 montre que cette politique finale est celle du meilleur 

gain et qu'elle est, en même temps, la politique asymptotique des valeurs 

puisque celle-ci conduit au meilleur gain. Nous arrêtons donc ici la mé

thode . 

- Il n'est pas possible qu'une même politique apparaisse 2 fois non 
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consécutivement d'après le lemme 1 qui prouve que la fonction gain croît 

avec le nombre d'itérations. 

Ains' un nombre fini d'itérations conduit à la décision asympto-

tique. 

4.5. Exemples. 

4.5.1. Reprenons l'exemple de l'étudiant pouvant inviter deux 

jeunes filles A et B et espérant maximiser le nombre de danses asyrnptoti-

qjes C!) en recherchant la meilleure politique : 

invitation de B : politique C D 

invitation de A : politique (2) 

Rappelons que f 11 1 1 
q l 2 x 1 7 + i * 1 3 = 1 5 

21,2 

[41î
 - | -12 * | - 2 2 - 18 -

U 2 1 * t ô * " = 17-3 

(2) 

1er_çyclg : Pour la 1ère phase de la méthode itérative, nous choisirons les 

gains immédiats maxima : et q ^ ̂  et dé+erminerons g et v^ (avec v-f®} 

g + v, = 21,2 + - V / ] | 1 

g 

I v„ = 16/3 
g = 20,13 

1 8 + 5 V1 v 2 = 0 

Déterminons la politique optimisant q^ + <-* p ^ v^ 

étal 

1 16 
politique C D : 15 + — * — ^ 17,6 

i (2) : 21,2 + 16 25,2 * |(2)j 
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{ politique (1) : 18 + - ^ - 20,1 
état 2 | 5 3 

(politique (2) ; 17,3 + ~ * ~- <v 21 —* |(2)j 
2 

d'où l'adoption du vecteur décision ( ) s 

4 
2ème_cycle : g + v = 21,2 + v v ~ 4,33 

7 g - 20,33 
g - 17,3 + ~ V l v 2 - 0 

r politique (1) ; 15 + 4 « 4,33 ~ 17,17 
état 1 j * 

[ politique (2) s 21,2 + ~ < 4,33 ^ 24,66 - > j^n] 

( politique (1) : 18 + •§ * 4,33 <v 19,73 
état 2 ^ 3 

V politique (2) : 17,3 + ~ K 4,33 -, 20,33 — :> Rzfl 

2 

Mous arrêtons donc ici la méthode puisque le vecteur décision {̂ ) 

est apparu 2 fois consécutives. Ainsi la décision asymptotique est celle 

présentée dans le § 3. 

4.5n2, Considérons le cas du remplacement d'une voiture usagée, 

La durée de vie maximum supposée,égale à 10 ans pour tous les véhicules, 

sera divisée en trimestres. Pour le possesseur d'une automobile, un choix 

se présentera à la fin de chaque trimestre 2 

- vendre au prix 1\ sa voiture d'âge i (0 ̂ < i < 40) et acheter au prix 

0̂  un véhicule d'âge j (0 < j <_ 40) = politique k = j+2 
- ou bien conserver le sien (politique k=1) et s'attendre à dépenser 

durant le trimestre suivant la somme F. pour entretenir la voiture. 
1 ' 

Ainsi 1 £ k _< 41. 

Soit la prch) abilité pour qu'une voiture d'âge i survive jus

qu'à i+1 sans une dépense excessive en réparation. Mous supposerons que 
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toute voiture subissant des dégâts importants, quel que soit son âge, sera 

immédiatement portée dans l'état 40 et p = 0, Il est évident qu'hélas p, 

décroisse avec le temps. 

On a donc : 

pour k - 1 g * t± - -E. + p. v ± + 1 + (1-p.) t 4 Q 

pour k > 1 g . t. = T j L - C k _ 2 - E R _ 2 . p k _ 2 t k _ 1 . (1-pk_2) t 4 Q 

et l'on retrouve les précédentes notations en posant : 

(K) _ _r _ A JK) a. i = - E i pour k = 1 q^"' = T i - C k _ 2 - E k _ 2 pour k > 1 

r p ± pour j = i+1 

(1) \ A 
pij = 1 1" pi p o u r j = 4 0 

1,0 pour tout autre j 

, P k_ 2 peur j = k-1 

pij = { 1 _ pk-2 P ° U r J = 4 0 

K >1 0 pour tout autre j. 

On a alors à résoudre un problème d'optimisation asymptotique par 

itérations successives à l'aide de la relation : 

(k) 3y Ck] 
* + Vi = qi + j=1 Pij Vj a V 6 C V40 = 0 

v i = h ~ 

Il va de soi qu'un tel calcul est effectué par une machine. Dans 

Howard ([5]) moyennant la suite des valeurs "américaines" E^, C^, T\, p^, 

le problème après 7 itérations conduit à la politique suivante : 

"Si nous possédons une voiture de plus de 6 mois et de moins de 6 1/2 

ans, gardons-la. Si notre voiture a un âge différent de celui-ci, vendons-
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la et achetons une voiture de 3 ans que nous garderons jusqu'à l'âge de 

6 V 2 ans".., (à ne pas divulguer). 

5 5. PROCESSUS A DECISIONS SEQUENTIELLES AVEC ESCOMPTE. 

5.1. Exposé du problème. 

Les problèmes précédents n'ont pas tenu compte de la rentabilité 

des revenus acquis (ou acquérables) à chaque étape du processus. Nous affec

terons ces revenus d'un taux d'intérêt : ainsi le total des gains t.(n) 
j 

pour n transitions précédant l'arrêt du processus sera différencié d'un 

même total à percevoir en p transitions (p ¥ n). 

Notons a = valeur au début d'une transition, devenant par le jeu 

des intérêts 1 à la fin de cette transition (par exemple, si la durée d'une 
transition est une année, le taux annuel d'intérêt sera : r = 100^1 a)^ ̂  

a 

Donc avec l'interprétation donnée : a a [o,l[. 

Nous établirons une formule récurrente du type § 2 - 1 a). 

tj(n) étant le gain total probable en n transitions à venir, si 

le processus part de l'état j, une étape auparavant (n+1^mG) ce gain sera 

considéré valant a t.(n). Ainsi : 
N 

t.(Q + 1) = ^ p . j ( g ± J • a t.Cn)) = q ± . a p ± j t.Cn). 

Le vecteur gain à l'instant n+1 (n+1 étapes avant la fin du pro

cessus) satisfait donc à l'équation vectorielle récurrente : 
j t(n+1) = q ^ a P tCn) 
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En prenant les z transformés des 2 membres sous l'hypothèse pré-

1 
sentée dans î 2 - 1 c), Jfïz] 

1-az 
D : 

\ ! (z) = [I - azP]~ 1 P + [I - azP]~'! tCO) j -1 

5.2. Forme asymptotique de r, (n3. 

Remarquons que si X est valeur propre do P alors 

det(I - azP) = D oour z —r-

1 étant valeur propre simple de P stochastique et régulière, a 

est valeur propre de aP. Il en est de même pour les autres valeurs propres, 

D'où : 

et 

&-*]" 1 - 4 f . ^ D - [i- zp]- 1 - ̂  * ̂  D 1-az 1-aaz 

T(zî 1-z 1-az 

1 G 1 

Mq 
1 1 Dq + 

1-a 1-z 1-az 

1-q 1-aaz 1-az 
Mt(0) + 

1-aaz 
Dt(0) 

1-aa 1-z 1-aaz 
1 ) Dq + — MtCOÎ + 

1-az 

1 
1-aaz 

Dt(OJ 

+ a n MtCOÏ + (aa)n DttOÎ 

et lorsque n pour |a| < 1 : 

1 1 
t(n) ^ t = + 

1-a 1-aa 
Dq-

Remarquons que contrairement aux résultats trouvés dans le 5 2 , t(n) n'est 

plus fonction affine de n. Bien entendu la convergence est lente car a est 
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généralement très voisin de 1. 

Remarquons également que : 

t(n) ^ [i - z P p 1 q. 

5.3. Résolution par la méthode itérative. 

Mous procéderons de la même manière que précédernœnt en utilisant 

comme politique de départ, celle qui optimise les gains q^ immédiats» 

Montrons que les 2 lemmes démontrant l'essentiel de la proposi

tion 4.4. restent vrais, la proposition s'en déduisant immédiatement. 

Lerrmo 1. A et B sont 2 politiques optimisantes consécutives obtenues par 

B A 
la méthode itérative. Alors j> v^ pour tout i. 

B ayant été préférée à A : 

pour tout i : 6. = q^ • a p ^ V J - - a ^ p ^ > 0. 
«M M 

A A v A A 

Pour les politiques A et B i 

N N A A y A A 5 B y B B v. « q. + a , L A p.. v. , v. s q . + a p.. v. 

alors 

B A B A v 3 B „ A A v. - v. = q. - q. + a E p.. v. - a E D . . V . 

„ B A _ A A' _ B B r A A = 6. - a E p . . v. + a Z p. . v. + a E p.. v. - a E p . , v. 

B 
A v i = *\ + a E p _ A VJ 

relation entre les accroissements de valeurs, identique à celle qui existe 

entre les valeurs et qui est donc susceptible de la représentation vecto

rielle : 

Av = [l - a P B j " 1 6 
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Or 3 i tel que 5^ > O, sinon B n'aurait pas été préférée à A 5 de plus au-

B' — i 
cune ligne de [ï-ocP J ne peut être identiquement nulle donc 

N ... . . B A . , . . . B A Av > 0 ----- il : v. > v. et pour tout autre indice : v. > v.. 1 1 H 1 — 1 

Lemme 2. Soit A la politique optimale asymptotique. Alors il n'existe pas 

(^meilleure politique de gain que A. 

Supposons qu'il existe B telle que s 

3i v B - v A > 0 1 i 

A étant la politique optimale asymptotique : 

w • x R r B A A v A A ^ . 0 V 1 ô. = q + a Z p.. v. - q, - a Z p v. < 0 
1 Mi Hij j 4i Hij j -

Le vecteur Ô a donc tous ses éléments < 0 et 
t- Bt-1 B A 

Av « [i-aP ] 1 fi v° - v ±\< 0 V i 

d'où la contradiction. 

5.4. Exemple ; problème du remplacement des automobiles. 

En reprenant les mêmes valeurs et a = 0,97 (intérêt annuel voisin 

de 12%), on trouve que la meilleure politique est de conserver sa voiture 

jusqu'à 6 3/4 ans si elle a plus de 3 ans et racheter par la suite une voi

ture de 3 ans. 
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CHAPITRE II 

ETUDE DE LA METHODE ITERATIVE DANS LE CAS D'UNE CHAINE 

MULTI ERGODIQUE 

INTRODUCTION 

Pans le chapitre I, nous avons limité notre étude des chaînes de 

Markov aux chaînes admettant une seule classe ergodiqun ou apériodique (donc 

non cyclique ou périodique). Nous allons étendre ici les résultats acquis, 

bénéficiant ainsi d'un cadre moins restrictif d'application aux problèmes 

concrets ; nous considérerons des chaînes admettant plusieurs classes ergo-

diques et transitoires : 

1 1 
ex : / 2 2 ° \ 

\ 5 5 J 1 

\ 1 1 1 I 
S 3 3 3 / 

§ 1/ QUELQUES PROPRIETES RELATIVES A LA CONVERGENCE DE P P. 

En note du Chapitre I (p0 5), nous avons rappelé une relation gé

nérale donnant P n, où P n est une matrice carrée quelconque d'ordre N : 

J-1 J 3 p 

. \. est valeur propre avec l'ordre de multiplicité r, et J r. = N. 
j J 1 J 

. A = 0 si n > N n 

. M.Cn) est un polynôme matriciel en n de degré p. < r.-d. (dJ = dimen-J J ~ J J j 

sion du sous-espace propre relatif à K ) a 

Pour toutes les valeurs propres simples : p̂ . = 0. Une valeur pro

pre multiple a un spectre dit simple si r̂  = d^, i.e. si = 0, Alors 
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nous aurons les s 

Théorème 1. Toutes les valeurs propres de module 1 d'une matrice stochasti

que sont à spectre simple, (cf. (j3_|, p. 75-76). 

C'est une conséquence de la oropriété : P n ost à termes bornés. 

Application ; Si J X̂  | = 1, alors fUn) est de degré 0 sn n, donc indépendant 

de n. 

Décomposons alors les p valeurs propres en : 

- la valeur propre 1. 

- l'ensemble des valeurs propres différentes de 1, mais de module 1. 

- l'ensemble J 7 des valeurs propres de module < 1. 

P" = A + PL + . E A R M.(n) + . Ç \n. N fn). 
n "1 y 

Théorème 2. Si_ J / 0, P P ne converge pas simplement mais seulement au sens 

de Cesaro vers . 

Si = 0, P n converge simplement vers M . 

La démonstration en est triviale. 

Nous savons d'ailleurs que si P est régulière (1 est valeur pro

pre simple), alors M a ses lignes identiques. 

Ainsi, si P n'est plus constituée d'une seule classe ergodique, 

mais n'admet pas d'autre valeur propre de module 1 que 1, t(n) admet une 

forme asymptotique : 

t(n) « n M q + 3(1) q + Mt(OÎ 

(1 est stochastique, mais n'a pas ses lignes identiques. 
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Théorème 3, Si P comporte r classes ergodiques (cycliques ou non), l'ordre 

de multiplicité r̂  de la valeur propre 1 est égal à r. 

P peut toujours être ordonné de la façon suivante : 

E. ! où E.,E0...E sont matrices des classes ergodi-
1 r . ! \ 1 2 r & 

"E ° I 
j 2 j ; ques du processus donc matrices stochastiques. 

P = E 
r 

\ représente les vecteurs lignes 
T2 1 

J relatifs aux classes transi-

^2 toires. 

Alors : det(AI-P) »---det(XI - E J X . . . X detOJ -E ) X det(ÀT -T0) où 
1 1 r r N-r 2 

I. (resp. I., ) est matrice de l'application identique de même ordre que E. 
J N-r H H H J 

(resp. T ?). 

Or E , j = 1...r, admet 1 pour valeur propre simple [ 3 ] donc l'or

dre de multiplicité r̂  de 1 est 2. r. 

D'autre part, si V est vecteur propre de P relatif à 1 alors 
A n . 

PV = V =#-P nV = V l^V = V où M 1 = lim P (resp. lim ~ p = ^ si P 
n-*» n 

a des classes cycliques), donc admet les mêmes vecteurs propres relatifs 

à 1 que P et par conséquent le même ordre de multiplicité pour celle valeur 

propre. 

Or au bout d'un temps suffisamment long la piobabilité pour que 

le processus ait quitté toutes les classes transitoires est \ donc : 
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O 

E 2 

I \ 

O 

O E' r 

O 

Ainsi (ÀI-PÎ ) admet 0 comme racine avec l'ordre de multiplicité 

N-r et par conséquent À = i est valeur propre d'ordre <, r. 

Finalement r^ = r. 

Théorème 4. Si P est une matrice monoergodique, ses matrices limites au 

sens de Cesaro et d'Euler existent, coïncident et sont régulières. 

L'existence et l'identité des 2 matrices limites sont des résul

tats classiques (cf. [ï] î. De plus si Q = Kl + (1-k)P , k c ]O,l[, 

alors q.. = K + (1-k)p.. (où q.. et p.. dont des éléments diagonaux de Q 

Gt P), rr> q,. / O V i = 1...N, 
^ 1 1 1 
donc Q est régulière et par conséquent Q n converge vers 

= lim Ces(P n), matrice stochastique, à lignes identiques. 
n-Ko 

Remarque. Soit il le vecteur ligne commun : 

ïïq = n = n [ri + d-k)p] (i-K)ïip= d-k)n ^ ï ï p = n 

Mais ce résultat ne préjuge en rien, bien entendu, quant à l'unicité et le 

caractère "limite" de ïï relativement à P (en particulier si P est cyclique), 

Considérons maintsnant une châinn non homogène telle que nous 

l'avons définie dans § 3, chapitre I : il n'est pas nécessaire que les dif

férentes politiques admettent des matrices de transition comportant les 
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mêmes c l a s s e s e rgod iques . 

§ 2. OPTIMISATION DES GAINS PAR LA METHODE ITERATIVE. 

2.1. Détermination des v a l e u r s asymptot iques, 

/ M 
Soient Mq = g. 

i 1 ) 
V f N / 

alors tiCk) = kg i + t i i = 1...N. 

•r comme dans le chapitre I , J 2 : 
N 

t.[k+1) - q. + S p.. t.(k) i Hi j-1 IJ j 

et en utilisant les valeurs asymptotiques des t.(k) : 
N 1 

(k+1) g± * t i = q ± + ^ p (kgj + t ) 

ou 

- Z 
3i j KiJ °J' i °i 

relation vérifiée pour tout k, donc : 

P,< g J + t, + g. - q, - .ï p., t, = 0 
j J-1 "ij 

N 
gi = j-1 Pij gj 

t. + g. = q. + .£„ p. . t. ! 
i & x s i j = 1 1 1J J j 

soit matriciellement 

(1) 

(2) 

i = 1.. .N 

g - Pg • (1) 
i 

[t + g - q + Pt j (2) 
ou 

/ CI-P) g - 0 

J I - P ) t + g = q 

Mais (1) =^> g est vecteur propre relativement à la valeur propre 
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1 pour la politique asymptotique ; puisque l'espace propre relatif à 1 a 

pour dimension l'ordre de multiplicité r de 1, le système linéaire (1) et 

(2), à 2N équations scalaires, est de rang 2N-r. Il dépend de r arbitraires 

par exemple, r valeurs t^ prélevées chacune dans une des r classes ergodi-

ques, et que nous égalerons à 0. 

Nous retrouvons, en définitive, le cas déjà étudié dans le chapi

tre I, J 4, où dans une classe ergodique, il suffit de comparer les valeurs 

t^ à l'une d'entre elles : pour le problème asymptotique qui nous intéresse 

cette comparaison est suffisante pour nous permettre de choisir une politi

que à longue échéance puisque le séjour dans une classe transitoire est 

"probablement'' fini et suivi d'une entrée dans une classe ergodique d'où 

le processus ne sortira pas. 

2.2. Mèchode itérative pour le choix d'une politique. 

Notre but est d'améliorer t^(k+1) après avoir optimisé à chaque 

étape tjCK). Dans l'expression t^Ck+1) pour la politique d^Ck) : 

d.(k) N d.(k) 
q. + A p . . t. (k) 

remplaçons tj(k) par sa forme asymptotique : k gj+t^. Il vient 

d IK) N djL(k) N d (k) 
q. + k 2 p. . g. + p.. t. 

et nous rendrons optimum cette expression, pour k suffisamment grand, en 

maximisant le coefficient de k soit 
N d.(k) 

Si 2 politiques conduisent à la même valeur f(i), il est néces

saire de choisir celle qui rend maximum la 2ème partie de l'expression 
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donnant t.(k+1), à savoir : 
J 

d.Ck) N d.(k) 
1 7 1 

J = 1 H i J 
'i J = I ij J 

Nous adopterons alors de nouveau la méthode itérative 

Etant donnée une politique A admettant r classes ergodiques : 

A 

1° résoudre en g^ et t^ les 2N équations : 

N g. 83
 r A 

1 j-1 pij gj 

A t, + g, - qï + p\\ t 
l A 
3 = 1 Pij "j 

r^ valeurs t^ prélevées chacune dans une classe ergodique sont 

nulles. 

A A On trouvera g. et t. & i i 1...N 

2° Pour chaque état, rechercher la décision maximisant : 
di A 

S p.. gj , d. appartient à l'ensemble S. des décisions possi-
l j vi 1 

bles en i. 
Bi A d i A 

Soit B. telle que : £ p . . 2 . > E p . . g . , V d . « S. i i j V ij J i l 
d. d i 

(en cas d'égalité utiliser le test : q. + E p,, t J . 
i H i J j 

Arrêter la méthode dès que la marne décision apparaîtra 2 

fois consécutives pour tous les états. 

Proposition. La méthode itérative conduit en un nombre fini de cycles au 

vecteur décision limite. 

2.3, Lemme 1. Soient 2 politiques A et B obtenues consécutivement dans 

cet ordre par la méthode itérative. Alors "gBj> g \ 
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Le choix de la politique A précède le calcul des valeurs afféren-

A A 
tes à A : t et g^. Dans la phase test suivante, supposons que nous ayons 

opté pour la politique B. C'est donc que : 

£ _B A v A A 
J-1 PiJ &j J-1 Kij -J 

B 
i ou que si = 0 : <5 y B , A (q A + Z p A. t A) > 0 

Comparons les valeurs et t^ obtenues après choix des politi

ques A et B. Elles satisfont aux systèmes linéaires suivants : 

( g

A

 = E p

A

 gA 
politique A \ \ \ i j 3 

g. + t. = q. + ^ p. . t. 

B y 3 B 
( g i = i pii gi 

politique B j ^ ' B' Z B .B 
l gi + "i = q i + j Pij "j 

t i=0 pour indices 

t̂ .=0 pour r^ indices 

axors g. - g. = Ç p.. g. B B 

ou 

- E + E P.-
B 

7 
.A, 

y B 

i = 1...N 

Ag = £ + r A g (3) 

et de même 

ou 

B , B f A .A. j. y B f.B .A. g. + t, - (g. + t.) = 6. + * D. . (t. - t.) 
bi i & i i i J " ij J J 

A g. + At, = 6. + i p.. A t, 
bi i i j H 1 J J 

Ag + At = 6 + P B At (4) 

La relation (4) est identique à la relation (2) de § 2, 1 (page 

5). Par contre, la relation (3) diffère de la relation (1) du § 2-1 par la 

présence inopportune de e^. Interprétons cette relation (3). 
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La politique B est par hypothèse représentée par une matrice de 

B 
transition P dont le nombre de classes ergodiques est r = r_ (r_ < N) n 

D D — 
B 

P pourra donc se mettre sous la forme suivante, tenant compte de 

ses classes ergodiques et transitoires : / E , 

0 

1 

\ 

0 

E, 

:0 

lo 

0 

0 

iT ! r 
/ 

r+1 / 

Certains éléments des matrices 

rectangulaires T. (i < r+1) ° i — 

sont différents de 0 

Opérons le mené découpage sur les vecteurs Ag, At, e , S , à N 

composantes Ag^, At^, e , 6̂ , i » 1...N et notons : 

/ A i g \ 

Ag 

A 2g 

A g ! 
r I 

/ 

At =! 
A t r 

\ r+1 

E = 
i « I 
t r 
\r+1 

Ô = 

\r+1 / 

Par exemple, le vecteur A^g est le vecteur d'écart de gain rela

tif à la i è m e classe, 

1 2 r r+1 
Soit II = ( n II ... n II) le vecteur dont chaque élément est 

un vecteur ligne extrait des vecteurs lignes de la matrice 3 lim (P B) n 

1 n 
( « lim CesCP ) n cf. p. 37: ) . 1 n sera 3a vecteur stochastique ligne, ex-

n 
trait de fi., limite de E. (ou de <?. = kl + (1-k)E.) (il est le même d'ail-

î i i i 

leurs pour tous les éléments d'une même classe ergodique), si le processus 
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est parti d'un état quelconque de la ième classe ergodique. On a donc : 

Xn - 1n E i (cf. théo. 4, 5 1). 

r+1. II sera nul puisque tout-départ d'une classa transitive con

duit à une transition dans une classe ergodique. 

Les équations (3) et (4) prennant la nouvelle forme : 

(3) 

(4) 

\[3V A i g = i £ + E i A i g i-1...r 

1(4') 

r+1 
A „e = + y T, A, g 
r+1* r+1 ^ L k k B 

U J J ) A.g + A.t .ô + E. A.t i = 1... r 
i i l 

A Ag
 + A Jt = ,ô + r* 1 T. A.t: r+1 a r+1 r+1 . k k k k=1 

a) Améliorâtion . 

Multiplions (3^) à gauche par 1IÎ : 

1n A.g = 1tï .e + xn e. A.g = xn .e + 1n A.g 
1 & 1 1 lto 1 lto 

— 1 n . s = 0 i = 1... r 1 
•r 1ïï en tant que vecteur limite d'une chaîne régulière n'a pas d'élément 

nul z==^ .e = G , i » 1.... r 
p i 

—r> = 0 pour tous les états des r classes ergodiques. 

Il s'ensuit que, pour tous ces états, notre décision permettant 

le choix de B. (décision relative à l'état i) au lieu de A. provient du i i 

2ème test : celui des valeurs et non celui des gains. 

Les équations (3^) prennent la forme : 

A.g = E. A.g 
i & i i & 

- Or de telles équations vectorielles, où E^ est matrice d'une chaîne 
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ergodique régulière, admettent la solution : 

à± =» 0 ou bien A^ = V j ensemble des indices de la 

ième classe. 

En effet, l'équation vectorielle 

Pv = v ,-̂ -->Pnv = v rr^tlim P n) v = Mv = v 

où limite a le sens ordinaire de Cesaro et où M a ses lignes identiques 

=è> v a ses composantes égales. 

Ainsi pour tous les états d'une même classe ergodique, on obtient 

le rrcme accroissement de gain en préférant B à A, 

Remarquons alors que dans (4^) : 

xn A.g + xn A.t = xn .6 + (1n e j A.t 
lto 1 1 1 1 

= "̂n .6 + xn A.t 
1 1 

i i mais ÎIA.g= îî E. A.g = A.g iB i i & ifa 

— » A.g - h iô. 

Or B préférée à A ) 
j = ^ .6 > 0 pour toutes les classes ergodiques. 

et .e = 0 J 1 

I 

donc A^g a toutes ses composantes positives ou nulles (à moins que A et B 

ne soient équivalentes i.e. que ^6 = 0)» Nous allons fournir 2 conditions 

suffisantes d'amélioration stricte du gain pour tous les états des classes 

ergodiques par la méthode itérative * 

Cas particuliers. 1) Remarquons que si toutes les politiques admettent les 

mimes r classes ergodiques : 

£ A E A 
g i = j = 1 Pij gj " j«J. Pij gj 
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où J. est l'ensemble d'indices relatif aux états de E.. Et de même : 
A £ A +• 

A y A 
= •. + . , p.. g. 

La politique globale A est decomposable en décisions indépendan-

t e s A » «A 

l"'11 V pour les r classes ergodiques et en une décision A p + , | (dépen

dant par contre des valeurs t^ et trouvés lors de l'optimisation des 

valeurs tests des classes ergodiques]. 

Ainsi pour optimiser globalement le processus, il suffit d'opti

miser séparément les r sous-processus ergodiques fournissant J^+„.B+J^ com

posantes dans le vecteur décision asymptotique. 

Nous savons alors (cf. chap. I, 5 4, lemme 1) que : 

- Si E....E sont régulières alors i 
1 r 0 

A.g > G i - 1. . „r 
ito 

- S'il existe i tel que E^ soit régulière alors : 
A i Ë > 0 

2)Si toutes les politiques n'admettent que des classes ergodiques, 

la fonction gain est strictement croissante d'un cycle au suivant. 

En effet, si B est une politique préférée à A lors d'un cycle : 

- = 0 pour tout i 

- ^6 > 0 pour au moins un indice 

B A 
^ à±g > 0 ^ g > g . 

b) Amélioration des sains des états transitoires. 

Les équations (3^) s'écrivent : 
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(I - T A ) A „g = + , £ T, A. g r+1 r+1 r+1*3 r+1 k=1 K k & 

Or la valeur propre 1 (d'après 5 $, théorème 3) n'étant relative qu'aux 

matrices ergodiques : 

A - T A est inversible et s r+1 r+1 
-! Î; 

A ,g = (I - T J ( Az + . ̂  T A.g), r+1 & r+1 r+1 r+1 k-1 k k 6 

On montre (\s]) qu'une matrice telle que ( I A - T .) ^ a tous ses élé-L J r+1 r+1 

ments positifs ou nuls. Cependant, ancunede ses lignes ne peut être iden

tiquement nulle. t * r + 1 ~
 T

r + 1

 e s t u n e application régulière). 

Nous savons de plus que r +^
e a tous ses éléments non négatifs et 

qu'il en est de même pour et A g (pour k = 1.„.r). Donc A

r + ^ g
 a tous 

ses éléments non négatifs. Précisons : 

- Si pour une seule classe ergodique 6̂ > 0 alors A^g > 0 et les états 

de la i e n ) G classe ergodique pouvant être atteints à partir des états tran

sitoires le vecteur T\ A^g est positif j par conséquent A^^g > 0 t a u moins 

une de ses composantes est positive) donc > g \ 

- Si pour toutes les classes ergodiques . 6 = 0 donc A. = 0 alors H i ig 
-1 

Ar+1 s = C Ir+1 " Tr+1 5 r+1 £ a 

Si le premier test a suffi pour choisir B, alors „e a au moins 
r+1 

une composante > 0 et g B > g A, 

Si le 2ème test est nécessaire = 0 ) , on ne peut pas con

clure, (a moins qje cette éventualité soit absurde de qui entraînerait le 
B A 

choix de B par 1er test d'où g > g A ] t 

Remarque» Dans l'hypothèse 1) du a) précédent 
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r 
K=1 K K & r+1 & 

B A 

et par conséquent g > g . Autrement dit, la méthode itérative améliore 

strictement les gains. 

2.4. Lemme 2. La méthode itérative conduit à la meilleure politique 

(autrement dit., il n'existe pas de meilleure politique de gains que la po

litique asymptotique). 

Soit A la politique asymptotique et supposons qu'une politique B 

conduise à un meilleur gain, dans un état quelconque K, que la politique A. 
Alors A étant politique asymptotique : 

? B A £ A A 
( £ i = i=1 Pij gj " i=1 Pij gj 1 

( si e. = 0 alors 6. < 0 v i i — 

Hais si K est un état ergodique s 
k 

A, g = ' II 6, relation dans laquelle A g a ses éléments > 0 par hypothèse, K K K 

alors que ô a ses composantes 0, ce qui est incompatible. 

Si K est un état transitoire i 
- 1 r 

A Ag = (I - T J ( Az + \ T A g) r+1*3 r+1 r+1 r+1 1 p pfa 

prouve que r +^e et A^g ayant leurs composantes _< 0, A^^g a tous ses élé

ments non positifs, ce qui est encore incompatible avec Ag > 0. 
K 

Ainsi B ne peut conduire à de meilleurs gains quels que soient 
les états. 

Démonstration de la proposition„ Dans le cas où la fonction gain est 

strictement croissante, la démonstration est identique à celle du chapitre 

1, S 4. 



- 46 -

BIBLIOGRAPHIE 

R. BELLMANN - Dynamic Programming 1957. 

R. BELLMANN - Adaptive control processes. 

R. BELLMANN - Introduction to matrix analysis 1960. 

R. BELLMANN et DREYFUS - Programmation dynamique et ses applications 1965. 

[1] BOCLE - Cours de Probabilités II - 1962-63. 

FEL'BAUM - Optimal control systems. 

FORTET - Algèbres des tenseurs et des matrices. pb. de valeurs pro

pres, C.D.O. 1961. 

[2] FREEMAN - Discrete. time systems 1965. 

[3] GORDON - Théorie des chaînes de Markov finies et ses applications. 

1965. 

[4] HENNEQUIN ET TORTRAT - Théorie des probabilités et quelques applications 

1965. 

J. HERNITER ET J. MAGEE - Customer behavior as a Markov process (operations 

Research, 1961, Volume 9). 

[5] HOWARD - Dynamic programming and Markov processes 1960. 

MORLAT - Statistique et théorie de la décision (Math. et S. humai

nes 1964). 

NEVEU - Calcul des probabilités 1965. 

SOURIAN - Calcul linéaire (P U F 1959). 


