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FONCTIONNELLES ALEATOIRES ET PROCESSUS GENERALISES. 

Par Michel METÏVTER 

Dans la suite <.>U(ft.$) désignera l f espace des fonction réelles 

"y-mesurables finies définies sur Çl, et ll{çil'espace quotient de ^ 

par le sous espace des fonctions P-négligeables. 

En outre S désignera toujours le dual algébrique de l'espace 

vectoriel S, 

1. - Fonctionnelles aléatoires et processus généralisés. 

Ll - Fonctionnelle « linéaire aléatoire, définie sur (ft&J?) à valeurs 

dans S'« 

Définition 1. 

Soit S 1 C S* f on appellera Fonct. Lin. Aléa, définie sur 

(Q,3\P) à valeurs dans S' toute application a) !̂ (a>) e 3' de S 

aàris S' telle que V x €. S, l'application w <x,i#w)> notée 

< x, k?(.)> soit un élément de <>̂ (Œ,3*). 

Définition 2. 

On dira que la fonctionnelle ^ est une modification de ^ > 

si V x £ S <x, Af(ui) > = <x, r^(w)> P.3. 

1.2 - Processus généralisé. 

Définition 3. 

On appellera processus généralisé sur 3, base sur (ft^P) 

toute application linéaire L de S dans Mffi^P) 
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Il convient de noter que , si vp e S, quel que soit le 

représentant X^ ... X^ choisi dans chaque classe LCf^)... L( ̂  ) f la 

distribution conjointe des variables aléatoires X. ... X est la même. 
I n 

Cette distribution conjointe sera désormais appelée distribution conjointe 

de L(f. ) ... L(f ). 
1 n 

Définition 

Deux processus L et L f basés sur (çifP9P) et (ft1,^1,?1) res

pectivement sont dits équivalents si : V ^ n

 € ^ "*"eS s y s " ^ n e s 

(L(sl.) ... L( u )) et (Lf(4'_ ) ... Lf('f )) ont même district ion conjointe. 
i n "1 n 

Proposition 1. 

A toute ÀoncttonnoJ'J^ JUÀW.?MI<L <*?> ccA/LCApond de. façon UPÂOUCL 

un ptLOCQAAuA ïunëKcdUAïl *u/r S POA : 

V 4: e S LO?) = < f ,£(.)> 

1.3 » Fonctionnelle linéaire aléatoire canonique. 

Soit sur S ? la tribu *?Tf
 engendrëe par les cylindres : 

{ ff : <i , f? > € B } où P. est un Borelinn de iR et y e 3. 

On peut évidemment parler de la mesure P ? image de P par ^ . 

Considérons la fonctionnelle linéaire aléatoire £ définie 

sur (S f,#,P f) par : 

(1.3.1) Â ( f ) - r . 
c 

Définition 5» 

La fonctionnelle aléatoire définie sur (o\%\V) par 

{%) f dijblqnQL ta ctaAùd d'ètyUvalwct don* M(Q,^,P) da 
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(1.3.1)9 à valeurs dans 3
f, est appelée fonctionnelle linéaire aléatoire 

canonioAie associée à <£ • 

Proposition 2. 

"?QJXX ^onattonnoZlzh oJtccotot!i&> £ ^ ci <£n » -I vaùvu/ià corn 

S ? ont r\mz £oncJM>wi<L<Z<i oXoitoiAz canonique aAàecitfi, ht zt Aziilziavi 

ht IQJ> ptioco66ii6 ^znùiaJUAîlA ^ ai L 0 howt zqiUvciZzivU. 

Démonstration : 

Evidente en vertu de : 

P î(L.(t) L.(f )) £ B. x ... x E ] = 

L i 1 i n 1 n\ 

= P \(<i , £.(.) >, ...<4> >)* B.x...xB '' 
L ^ l ' i n i j n 

= Pï { ff : (< u

1,f
?> , ...<f n,f

? >)eB1x...Bn} 

P^ désignant la mesure image de P par ^ sur (3 ,,\C ,) # 

l.U - Les mesures ^ et le système projectif (S'^09P^) de 

" 1* * * n 

probabilités. 

Dans la suite on notera % la répartition conjointe 

de (L(V-)... L(4> )) 9 (ou plus brièvement y, \ si L est clair et 
•1 n ' ^ . • ' •^V ' 

aucune ambiguité possible). 

Soit S* le dual algébrique de S. 

Pour tout système fini a ~ ^ i # * * ^ n ^
 ex^ra^-"t ^ e »̂ o n notera 



^ !.. « 

h / , ,, \ le sous espace de S engendré par {U> • • • H? K P a r 

1 n 

( £ / N)° son polaire dans fî* et uar V/ \ lfapplication 

de S* dans !R n définie par : 

* (^...v ) ( f ) = ( < f 

'1 n 

L'ina^e de 3* par H7 / „ x 4 . - 0 * 
t^... ^ ) sera notée ^ .. q^) • 

Hous avons la décomposition algébrique canonique : 

n 1^ .,, À 

la projection canonique ïï^ ne dépendant que du sous espace V de S 

engendré par les M ? • • • vf n»
 a ^ a ^-i^fer^nce de 1 ? isomorphisme canonique 

Nous allons montrer successivement que x est 

* n • 
portée Dar 3 / x dans LR et nue si l'on considère alors la mesure 

* L 
sir S /V., x o transportée de p", x par l f isomorphisnc 

canonique I „ 9 cette mesure ne dé.oend que du sous espace V engendre 

Dar W_ •.. vp } dans S. 
1 xn 

Nous utiliserons d'abord le : 



Lerme 1. 

Ï'OII/L tovJi 4 oui espace de di'zyiAixtn 'JJJJL V de 2 i t u t 

poMihle de diotstAm n^^Qjif.xrJ: &v dcnô c'irjue. cZ^e d9tqvMj-X' 

£atce L(f ) , 4' ^ v de teHJ.e *o>vie ]ae v w e n £'^?^e^aen ^ > # v S L ( w ) 

4 ou: linecuJie. 

Démonstration : 

Soit ((î1»»« S P r ) 1 1 1 1 6 ^ase de V. Choisissons de façon arbi

traire dans chaque classe LH; pour tous les 4i qui sont combinai

sons linéaires à coefficients rationnels de ^ . Comme lfensemble 
1 r 

Dde ces 4! est un ensemble dénombrable, à l'exception d'un ensemble de 
r 

probabilité nulle Q C Q -oour tout H? • *\ X. ̂  . e D on a, en £ o ' - 1=1 1 î ' 

vertu de la linéarité de L : 
r 

Codifions <^,T^ sur H en posant mar exerrole ̂ T'f(a)) ~ 0 v o v 

V a) ÊL Q . Nous voyons alors que : 

V co £ M; ^ ^ ( O J ) est linéaire sur D, et continue 

pour la topologie induite sur D par Elle se prolonge donc de façon 

unique en une forme linéaire (nécessairement continue) sur V, que nous 

rotons </lr4
; (w). Si (f ) est une suite extraite de D telle que 4: = limH! 

V n n n 

on a pour tout u> £ f (co) - lim <X> <f (oa)* D'où la mesurabilité de 
v n 

£ ^ pour tout 4! c S. 
r 

Par ailleurs si 'i: = X_̂  ^ les étant quelconques, 
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pour tout représentant X> 4? de Lf on a, en vertu de la linéarité de L : 

= .? x.£v t. - 4f. P.S. 

i~l i / i V 

Ceci prouve que & î est un élément de la classe ht . D'où le 

lemme 1. Dans ce qui suit nous appellerons <y un relèvement de L associe 

au sous espace V• 

Lemme 2. 

VovJi tout hMtmz ^hvi (^•••^ n) ^ ^ ^ t dz S {tibscz ou non), 

In nzhuxz \Ut pontet pcvi s*. ci<m6 e n . 

Démonstration : 

Soit en effet un relèvement de L associé au sous espace 
-r 

V engendré par y i dans S. La mesure yVfi, ... v est la mesure 
^ 1 ' n' 

image de P par l'application u & T ( w ) 9 £ (M) étant la forme linéaire 
V V 

sur V identifiée à l'élément ( < S ' . 9 oÙ\T (o>) >)._ n de IRn. Or toute 
1 v î—"i • o • n 

forme linéaire sur V se prolongeant en une forme linéaire f sur S, et 

S," étant l'ensemble des éléments de la forme (<VF., f >). -, 1., • • •if 1 i~±« • «n 
1 n i 

où f est une forme linéaire sur S, on a <*.--( w) £ 3^ pour tout- u). 
V l°- # ln 

D'où le lemme 2. 

Théorème 1. 

doit V £e Aoiu, espace dz s m^end/tz piui { 4 ? , . . . L? } • oo££ P^ 
1 n V 

•k L 
£an£ôu/ie 4UA 3 / vo tnjiMpontzz Iz y, : v p;i/i Vtoouv^liU^z 

/ v • • • 4^/ 
1 n 



canonique. G,„o - 1 0 0 * ~n v s , ... L. neôt'Ae P,- céi indépendante 
1 H ' ('V . . . H ) V ' 

• i. n 
riu -6^ie; te cfe ^n&ia£eu/i6 Of n ...S? ) de V conAicl&it. oofie 

l n 

(3 ^ yo, J5 y, P y ) un 6:;6tme p^oje^U^ indexe p^i Z*ensemble 

{iXxtuxnt :: djioite poujt c de6 6ou6 espaces de dimuion ^tnie f V , de 

ïAZAuAeà de r:oxel ïiejutie/tu. 

D emons t rat i on : 

À 
S 

^ > o,, ? € { R m 

\ 1 Am 

\ vj » 
\ i: 1 m 

Supposons V engendre par f 4>jj... ̂  \ (non nécessairement 

libre) et V 1 engendré par 4̂ '; (non nécessairement libre également)$ 

a-vec V_ C V 0. On a le diagramme canonique commutatif ci-dessus. 
1 cl 

Nous voyons par conséquent nue si x = (<^i,f >). f , 
1 i-x..•n ^••* 4^ 

on a : H U l

1 # " * m (x) = (<W f >). , ^ 
u> 1 1=1.. .m 

1 ln 

Soit alors X.T un relèvement de L relatif au sous espace 
V V2 

V engendré par \ [f^o. 4 n ) a Si on désigne par £ ^ (resp/|) 
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4 f 1 

S'.«, r, ..' V. f,. l'application : 

y w ---^ (< f {,v:v(w) > ) . . 

• • .;-r y J^r (resp. l'application : 

/ 0) .,--> (< •>../'(• ) > )• , „ ) 
v / î v î-l•••n 
s* 
^l***L'n on sait d'après le lemme 2 et sa 

démonstration5 qiie Zi(ï2) c S*F , ? 
v y - • • • "l 

•I m 

et -/jfr(Q)
 c S* . En outre de la définition &e Jï^ etj^ et de 

1 1 'El 

la propriété énoncée ci-dessus pour H ,; IM , il résulte que : 
1 n 

1 1 n 

La mesure ]iL , , images de P par X/L est donc image de 
1 n 

L „ 1 -m 

11 m 1 n 

Enfin si l'on a V engendré k la fois par i'̂ 1

##,

n̂

?> e t 

U j 9 ! * . . H' i le diagramme ci~dessus s'écrit : 
( ̂ 1 A m ) 

O 

v >v û / T ro — — ~ > \ •: ) . « s 

\ / 

• / 



Ce qui prouve que la nesure Py est indépendante du système 

de générateurs (libre ou non) considéré pour V.. D'où le théorème. 

Théorème 2. 

1° Un pKocuhuh genëAciliAe L de^itii hu/i S ut aàéocie de 

£acon unique, à une équivalence p*UAd x tout hifht^.ie yicjecti^ d'e&pace 

pwbctbiLUcA ( s / y 0 , B v K 9 P y , 1 ^ ^ ) . 

2 ° Ce hij6thr"e psLOjceiiis définit de {^ciçon unique une fonction-

notle aleatciric canonique ci. valeusu> daiu S'r aé^tt/uit poan. p<toce&MU> 

nenOvxtut aàhocie un pKocteàuA équivalent il L. 

Démonstration : 

D?après le théorème précédent, à tout processus généralisé 

correspond un système projectif (V , îiyS Py, lïy y ) unique. 

Réciproquement, donnons nous un système projectif 

(V , T: v> , P v 9 ¥y y ) avec V ;\ S ^ 0 Î V décrivant l'ensemble des sous 

espaces de dimension finie de S. Remarquons d'abord que lim (V 9ILT v ) 

s'identifie à S*. En effet, se donner une famille (x^) telle que 

V V <.- V on ait x,,. = IL, v (x̂ , ) revient à se donner un système 
1 1 2 2 

compatible de formes linéaires sur tous les sous espaces vectoriels 

de dimension finie de S, donc une forme linéaire sur S. Réciproquement 

tout élément de 3 définit trivialement un élément (x̂ .) de la limite 

projective. (Cf le premier diagEamne de la démonstration du th. l). 

De même, si (V ) est une suite croissante de sous espaces de dimension 
n 

finie de 3 et si (x ) est une suite telle nue : x e. V* et 
n * n n 
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IL. -r (x ) ~ x r>our tout n, il lui correspond de iacon unioue 
v V , _ n-M n -'• ' J 

n n+1 

uie forme linéaire sur le sous esrace vectoriel U V - soit f telle que 
n n 

Yn x s'identifie a la restriction de f à V , et -car conséquent il 
n n 9 " ± 

existe f c G* telle que x ~ projection canonique de f sur S* , 0 ;v v \ 
n 

Autrement dit la condition de "séquentiel maximal ity" du théorème de 

Bochner (cf Bochner - Harmonie Analysis and the theory of probabilities 

«est vérifies i . . . 
Chap. VJV. Il existe donc une mesure S' limite projective des mesures 

1̂ ., définie sur la plus petite tribu l- de S rendant mesurables les 

applications canoniques 3 vS^o» c'est a dire la tribu 
n 

engendrée par les cylindres de la forme : 

{f : f a 3* 3 ^ . . . 4: S et B borelien de :Rn (< 4 . ,f >). . frB} . 
' -1 n 1 i' i"l...n 

Le système projectif (V, io *., P , ) définit donc une fonctionnelle 

linéaire canonique sur 3^ unique. 

Considérons ainsi, la fonctionnelle linéaire aléatoire canc-

ràque unique sur 3 associée à (V, ?w r4 3 P-, , B T T ) B étant un processus 
; n v 

généralisé quelconque sur 3 . Pour tout système ^ ̂  • • v*n^ li^re
 o u n o n 

engendrant V, et tout borelien B de iPxAA, on a par définition : 

p*{f : ( < 4 .,f >). . c : } -- yf; (E). 
1 i-l. •. n t£.j • • • 

Le processus généralise associé a la fonctionnelle aléatoire 

canonique (3 , P ) est donc bien équivalent à L. D'où le théorème. 

I.5 - Cas ou P est portée par 3 ' c S . 

Si P" est portée par 3 ' C S, la fonctionnelle aléatoire canonique 



- 11 « 

a valeurs dans S associée au processus généralise h prend ses valeurs 

dans 3 ' presque sûrement. On peut donc alors parler de la fonctionnelle 

aléatoire canonique (3',P ) associé au processus généralise L. 

Remarque : 

3i 3 ' est un sous espace muni d'une norme, de 3 , et si P 

est portée par 3 9 on doit avoir, b désignant la boule unité de 3', et 

* . . . . . * 

P ext la mesure extérieure associée -x P : 
% 
P ext.(b) f- 0. 

Sinon on auratit P ext.(3') ~ 0. 

1.6 - Exemple d'une fonctionnelle aléatoire, associée à un processus 

généralisé définie sur un Hilbert II, et non portée par le sous es-oace 

— ^ 
II (conjugue de II) c H . (H : Hilbert séparable). 

Soit L un isomorpbisme de II dans G£ L (n,^,?), G étant un 

2 

sous espace de variables aléatoires gaussiennes de L . (Pour montrer 

l'existence d'un tel isomorphisme, on rjrend une base Of ) orthonomée 
n 

complète de II et on prend pour L(̂ P ) dos variables gaussiennes indépen

dantes normalisées. Il est toujours possible de construire Q pour qu'un 

tel choix soit possible). 

Il existe donc une fonctionnelle aléatoire canonique (E*, ) 

telle en particulier que les distributions conjointes finies de variables 

aléatoires k(^) soient les mêmes que celles des variables aléatoires 

f /-v—> <v£ f > définies sur l'espace probabilisé (il*, cT*fP'* ) • 

Or les variables aléatoires L(t ) étant indépendantes, 
n 
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gaussiennes, de norme 1, on a F | |L 41 : 1. ~ a ̂  0, V n. 

En vertu du lemme de Porel Cantelli : 

P [lim sup j | L <f | 2 > a\] ~ 1. 
n 

D'où : 

p j s | m | 2 - + H « i. 

- n n ' 

D'où encore : 

P*j { f : l |< -în,f >|
2 = «] - 1. 

Corme la boule unité b de II c >I est telle que : 

b - { f : Z \ < f ,f >|2 < 1 } n ' n f — 

on en déduit que : 

P ext (b) ~ 0 

D'où : 

Proposition. 

•me ùa;e&Uc L d'un wpace de XJJJJQJLZ n dar*6 cm cAjncc de 

VOJLII'JIQA cxPXirvtoÂjiu jatMhlennu$ nr:u'::>ei aucune ticptïtewiza&Lon eœr-e 

•pnçjtiomxoJiJA 'il'ôvtosjic il valeu/i* dm* i: . 

Remarque : 

On peut montrer, et nous montrerons sans doute dans la suite 

que (M£nlos - Xolmogoroff) : pour qu'un processus généralisé L défini 

sur un espace de Hilbert H, soit représentable par̂  une fonctionnelle 

aléatoire, à valeurs dans H, il faut'.et il suffit que L puisse s'écrire : 

L = M o A 
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ou A est un opérateur de Eilbert - 3chmidt dans H, et 11 un processus 

généralisé tel que 4' > 4> dans K implique '1(4? ) 
n YI 

en probabilité dans 3P)o 


