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Ш1МЕ DE BFIMEL ET APPLICATIONS 

Par M. *1ETIVIER. 

(Q,'S,y) est un espace probahilisé. 

1 - Préléminaires sur les contractions. 
1 * 

T contraction Dositive de L . T son adjointe. 

1.1 - fonction excessive. 

h est dite excessive dans la suite si h T vh. 

1.2 - Proposition 1 : 

U QXÂJbtQ. une р£ш> petite, fonction exce^Xve. mcLjOHmt t> о . 

CejtXz fonction ut eHiniz dwma РлхллАг atio/jbbcwtz da Pu. buuita Ф dt^biiv, 
n 

рол лесиллеюсе. 

Démonstration : 

Comme T N est une contraction, on voit immédiatement par récur» 

rence s.ur к que : || Ф^Н œ<. (K'IL 

En outre Ф- > ' v лч et si Ф. > Ф. on a : 1 — О У. — k-± 

Ф. = 4 V T Ф. > ч v T Ф =s Ф d foù лаг récurrence sur k+1 к — k-1 к 

к la croissance de la suite (Ф ). 
n 

La suite Ф converge donc vers une fontion . Montrons nue n 
cette fonction est excessive : 

T 4V = lim T 4 Ф < lim Ф j n = n — n+1 ^ n n 
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1,3 - Autre expression de y,,., lcrsaue 4. = 1^ E l ^ > 

On a , (en vertu de T ' \ < 1 ) : 

* x = i E v T % = + T ' ( I E) » v, T * ^ - i E + T * I e - i E T ^ I E = 

Posons alors T p = T 0 J e 

avec J_c : f —> L e • f 
E E 

On a : = J-c o T* 
E E 

D foù 

<ï> = 1 + T 1 

"1 E E E 

et par récurrence sur k du fait que : 

*k = h + V T \ . - i - h + Tl 
on déduit : 

n + y-

n k=o 
D'où : 

I ~ ~ ; 
! > k ! 
! ii/ - E rp -i I 

| j 21. 1 

2 - Lemme erpôdique 

n 
POO/L ̂ tli k < n On Y)06t T, = £ T 

— Ir.,n A=k 

00 
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A£ot6 k>OU* tout f ^ L^"(q 9 '• ,y ) et tout E i -x E c E onaa jf.^ E du _> 0 . 

Démonstration : 

n 

Soit e = i i { T. f > 0 } \i E 
n i = 0 i,n — 

1 ° ) On a E = > ' e, Pour tout n soit E = lim sut) e, : 
k>n k • k 

Si x e en C E^ il existe un 1 > k tel que T. _ f(x) > 0 . 
k f k,l 

Soit ï le plus petit des indices possédant cette propriété. On a nécessai

rement T f e f l f(x) >_ 0 pour tout k + 1 £ k ? < L sinon T

k » £
 f ( x ) < 0 joint 

à T-w-. f(x) ~ T , ? f(x) + T t -, f(x) > 0 impliquerait T.. t f(x) > 0 
Kl :Z ) K. X X """* XK 

contrairement a l'hypothèse que ï est le plus petit des indices > k tel que 

Tkf f ̂  > °* S o i t * < k # C o m m e Tii f ̂  = Tik f ̂  + T k ï f ̂  1 0 0 n a 

donc pour tout x e. : 
*" k 

T . n - f(x) > 0 pour tout i < ï o Soit x £ e_.o Ceci prouve que 

V k e. c e i d'où ' -\ e, ~ — 1 e. V n* 
k l>k 1 k > 0 k k>n k 

En outre si x c E^ = ~ E, d'après la définition de E^ 

x £ L~L (T. f > 01 donc il existe un plus petit n > 0 tel que T f(x) > 0 

et en reprenant le raisonnnement précédent x c e . D'où 

E c ; -! e = U e . 
n > 0 n k>n k 
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( 2 o l ) On nose E. = e. J e. _ o . , ; i e 
i,n i î+l n 

D'après ce oui précède 1^ ~ M . ~ > 1- "oour tout i e r. i,n E 
i,n 

2 ° ) Construction de $ < ^ telle que / f. $ dp > 0 , 
o,n — E i j c ^ n _ 

Nous définissons <î>. i < n de la façon suivante : c L ) : 
i,n — i,n 

j n,n n 9n 

\ 
$ b * v T 1 

( 0 2 ) n-l,n n-l,n n,n 

I 

! 
$ sr s- v T ^ 

0 5 n " 0,n *l,n 

On a (en vertu de < f _ ) $ < $ - . Par 
n,n " n~l5n n sn — n-l,n 

récurrence sur k - n 0 on voit que <î> < 4\ < 1 V k = l0.<,n : 
k,n — k-l5n — 

en effet une telle inégalité jointe à 4!, < M\ ^ et â la r>ositivité 
k ,n — k-1 ,n 

de T'implique trivialement 

*. 0 0 V T* *. . > v. , . V T * $ . = à . 
k~2,n k - 2,n k-l,n — k«l,n k,n k-l,n 

Nous définissons également : 

•4. 

2 0 , n 0,n l,n 

'l,n l,n 2 5 n 
e 
o 
• 

r = $ 
n ,n n,n 

( 2 . 3 ) T A + TV. + . o o + T ^ r = <S> 

0,n l,n n,n 0,n 
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Si x t E. on a r»our tout i > k ^. (x) = 0 dfoir : 
k,n ~ i,n 

(x) = T* *. . (x) 
i 5n 1+1,n 

d'où : 

x jL E, r. (x) s 0 T»our tout i > k 
k,n Ai,n — 

Si donc x E. - E . on a : 
k 9n k+1 ,n 

V l , n ( x ) ^ k + 2 , n
( x ) - - = r n , n

( x ) - 0 

et 

(2.5) 1 ̂ V,n(x)
 " \ , n ( x ) * - " *0,n ( x ) 

Comme la suite < (T* $. ). est décroissante il résulte de 
i,n i<n 

(2.?) et de la définition des y. auer . < r_ < ... <!\ sur 
Ji,n - 1 0,n — l,n — — k,n 

E, - E- . . Ceci entraine nue sur E, - E. c e. : 
k,n k+l,n - k,n k+l,n k 

r0,n f + Fl,n T f + + rk,n ^ f = 'o f + + F Y T" f " 

8 8 V f « r o + ( r i - r o ) Ti,k f + - + ( rh - rkii ) Tk,> f 

1 o 

D'où finalement sur E n = V Ei - Ei ̂  : 

0,n k k,n k+l,n 

r f + F T f* + . . . + R T N f ^ 0 
0,n l,n n,n 

Comme sur ;'E- T A =
 r. - ... = r = 0 on a : 

v 0,n 0 1 n 
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0 < / (r^ f + ï\ Tf + ... + T T nf) dy = /f(lL + 'T*Ï\ + ...+ T^ nr )dy 
— ; 0,n l,n n,n j 0,n l,n n,n 

Soit d'après (?.?) : 

(2 .6) 0 < / f . <î> dy 

— J o ,n 

30 ) $ y 

Commet. < L-, "oour qtout i et tout n, il resuite de la défi-
i,n — E • ' 5 

nition de ¥ donnée en (l.l) nue : 

(2.7) < v -pour touti i et n. 
i,n — E 

Remarquons nue : en vertu de la croissance de i - — : 
- i 9n 

* n v T * ( H . J T * ( * 0 v T \ . . (% v «f . . . v T \ ) ) ) ) 

0,n o,n l,n 2,n 1 5 n n,n 

(2 .R) > V T ^ . V T * ( . . . T*(Sf. ))) pour tout i 
— ~ 1,n 1 ,n 1 ,n 1 

i termes 

En revenant aux "natations de 1°), soit telle nue 

*j(x) >_ v ̂ (x) » e 

$.(x) - 1^ V Ttl^ V V T V I J ) ) 

i termes 

n 
Comme");. > 1„ (limite croissante), on r>eut trouver 

i,n E ' 

n^ tel que compte tenu de (2 .^ ) pour tout n >_ n^ : 

(2.9) $ Q n (x) >_ ^(x) - 2e 
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En vertu de (2.7) et (2.9) on a donc : 

(2.10) lim $ 0 n (x) = ^ (x). 

Î £ 2 J 2 £ J L 1 : ! ^ ^ 

En effet d'après le théorème de la convergence bornée de 

Lebesgue : 

/f. ¥_ du - lin /f O * dy > 0. 
; E ; 0,n — 

? - Deuxième lemme de Brunei. 

E" = ({ lin T f > - « } P. C) U ({lim T n f > 0 } P . D ) . 
I un o,n — 

n 5 

(Cet dMwMa contient VmbonblçL E£ - { lim f o ^ogfu).) 

n v * 

A£ato 44. E C E^ / dy >_ 0. 

Démonstration : 

E = F n C 
1 

E 2 - E h D 

oo 

1° ) Soit f > 0 toile nue E f = + ^ C 
o k«0 o 

Sur E_ lira sup T (f + ef ) = + co 
1 " on o 

n 

D'où 13 C * (l^JU^l:->l^ (f + ef ) dy > 0 
"o "Jl ° 

comme ceci est vrai pour tout e > 0 : 

/ M>E f dy >_ 0. 

(1) : C : partie dissipative de l9opérateur T : non la définitive dans le 
cours de la démonstration. 

D : partie conservative. 
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7 T? 1? v T? f-F — J? 1 -n 

" 1 2 "1 2 

- E ^ - ^ 

en vertu de la propriété suivante de li partie dissipative : 

H >_ 0 et {M* > 0 } •: D ^ [ T A ^ > o] c D . 

on a \yv > 0 1 c D ou encore ^ nulle en C d'où ; 
" " 'J2 

V„ - nulle en C." 

Posons y s (l - T*") = (1 - T*)(Y_ - w ) (parce que ¥_ 
fc E l E l 

harmonique). 

Si nous -pouvons montrer que T n(¥ - ¥ ) 0 il en résultera 
i 

que : 

'1 

l) Supposons nue f + T f + ... + = intégrale sur alors : 
o o 2 

+ °° > f i # (f + T F + O O O + T 1 1 f + ... ) dy. 
J o o o 

Soit 

+ « > / f (1^ + T*l + o . . + ) dp. 
° ^2 2 

T)foù : 

1^ + T' 1^ + ... + < + «> 
' J2 ''''2 

et lim # n 1 + T ' n + 1 l p ... * 0 
k-x» 2 

ce qui imnliaue : 



- 9 -

lim T* n ^ < lim k ^ T < n 1T,, - 0 

n-*00 L'p_ n-*» ' — 2 

D'où : 

lim n (v - V _ ) = 0 
n-** 1 

ce qui implique : 

V < v 

^ ^ k>o 1 

Evaluons : 

n 1 

/ f - ^ v ) dy = lim / X ( vl f ) dy 
'1 n 

Or X < - H» nul sur C 
— h; H; 

1 

X £ (l - T*) nul en dehors de E. 

Comme 0 X et que lim f + T ^ + o o o + ^ f ^ O par définition sur 

E^n D , si en outre : 

( 2 ) (f) + T(f) + ... + intc^rable sur E ? } on a : 

lim / X ( T ~ f ) du > 0 

•N. 

a 
Tîous avons maint enantvnous affranchir de (l) et ( 2 ) . 
Comme sur D (par définition) : 

, T k < + «> et , ̂ ' T l v (f ) < + » 
k>0 o k>0 

on peut trouver une suite -Z7 E^ telle que sur chaque E ? (l) et ( 2 ) 

soient vrais. 

m 
On pose E*1 = E 1 U E 2 
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Comme dV̂ /nr̂ s 1 г -oremiòre nartie de la demonstration on a : 

/ f Ч^п dp - 0 

on en déduit : / f У р dy - 0 


