
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

FAUCONNET
Décomposition orthogonale propre d’une F.A du 2ème
ordre continue en M.G
Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1964-1965
« Seminaire d’initiation aux probabilités », , exp. no 8, p. 19-29
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1964-1965____A8_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1964-1965, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1964-1965____A8_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


. 19. 

DECOMPOSITION ORTHOGONALE PROPRE D !UNE F. A. 

DU 2 è m e ORDRE CONTINUE EN M. G. 

I THFQPFME DE MERCER 

Soit X(t) une fonction aléatoire du second ordre, continue en m.q 

sur[a,b) *Sa covariance f(t,t) = E X(t) X(t) est continue sur Ixl et c'est un e 

fonction de type non-négatif* Onpeut la considérer comme le noyau d'une 

2 

transformation l inéaire A symétrique et positive de L • Cette transformation 

est complètement continue .On peut lui appliquer le théorème de Mercer 

Si l a transformation A engendrée par le noyau symétrique et continu A(x 9y) 

est positive la série ^ f n f n X î f n ^ est uniformément et absolument 
convergente de somme A(x,y) f l e s f* sont les valeurs propres non nulles de 

la transformation A et les f̂ GO sont les fonctions propres correspondates 

formant un système orthonormé^la transformation étant positive les sont 

p o s i t i f s . Posons |w« |^ |^ 

Donc r<t,t!)- | | M 2 f n ( t ) f n ( t ) (I) 

J r< t;t) fn(t!) dt = l ? U 2 ^ ( t ) (2) 
a b 

De plus les fonctions propres
 L p n ( t ) sont continues 

II DECOMPOSITION ORTHOGONALE PROPRE DE X(t) [ i ] p.478 et479 

Une fonction aléatoire X(t)^continue en m.q sur I^asur I une 

décomposition orthogonale: 

avec fat) f n (t) dt - ^ (5) 
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si et seulement s i les JX^I ^ sont les valeurs propres et l e s fonctions 

propres (formant un système orthonormé) de sa covariance r ( t , t ) j 

la série converge en m.q uniformément sur ! • 

Démonstration: 

.Posons X n ( t ) - . g j \ \ f k ( t ) . 

Les conditions (5) étant v é r i f i é e s , s i X(t) » lim X (t) alors : 
n*ĉ o n 

E(x(t) X(t!)) = lim E(k n(t) X n(é)) d'où T (t"é) - ^ l*"n

 2 %(t) fjt) 

_ Réciproquement , supposons connue la décomposition orthogonale propre de 

R t . t ) ( ( I ) , ( 2 ) , ( 3 ) ) . Formons : rb 

J a 

l ' intégrale existe car X(t) est continue en m.q et <^ n (0 est continue s u r i 

E K \ K n \ ) £ E
 (X<fc> *<C'>) f n ( t > t ( t ' > dt dt' 

- {kl2 S d'où Efe I ) - à 
m mn >Ti i m n 

E (x(t) Â . n \ ) - E (x ( t ) j h
 XCfT) <f n(t) dt'J 

= / a

b f ( t , t ) ^ = , ? L n 2 < ^ n ( t ) 

d'où E(x(t) Ç n j - \ f n ( t ) 

E/x(t) - X n ( t ) | 2 - fa.t; - E ( x n ( t ) X ( t ) j - E(x(t) 3T(t))+ E | X n ( t ) | 2 

D'après l e théorème de Mercer : 

Rt.t) - £ k i \ i
2 ( f k <t ) %w 

E(x n (t)x ( t)) - £ i i ( \ \ y k M Ï M ) - lAtfcW^ipkW 

Donc EJx( t ) - X n ( t ) | ^ converge vers 0 uniformément sur I quand n-*+«» 
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III Rappels sur les transformations l inéaires dans L [a9b] {2l n°66 chap IV 

Soit une fonction de carré sommable dans f a t b ] x [ a f b j : K(x,y) 

Onlui associe la transformation lineaireJK qui à f £ f a i t correspondre 

T&(x) - J K(x^y) f(y) dy 

K ( . . . ) é L 2 , s o l t | K | - / J /K(x,y)| 2 dx dy 
a a 

2 -Jbjj\(*ty) f (y) dy/ 2 dx 

/ /" b • 2 Imposons k(x) = / / JK(xty)\ dy/2 Ceci est défini pour presque tout x 

d'après le théorème de Fubiniet „b - „ „ 

' f / k ( x ) / 2 d x = | k | 2 « / / k / / 2 

I 

donc k £ L [a,bj 

| J b K ( x , y ) f(y) dyj 2 £ JK(x,y)| 2 dy x y * / f (y)| 2 dy (Holder) 

* k 2 (x) //f//2 

DoncIlKf lp£ / k 2 (x) dx / | f | f = //kli2 |/f//2 Soit II 1 6 I U « K l HfH 
T" J a 
j K e s t donc bornée de norme :|13^|^|K| 

On appelle noyau de rang f in i K(x,y) • ^ j / * ) 4"î y^ 
où ? 9 

f. é LZ et ^ é I* 

Ondémontre que l'ensemble des noyaux de rang f in iest dense dans l'ensemble 

des noyaux ( au sens de la convergence en moyenne dans t » ) 

Etant donnée la transformation T définie par le noyau K(x,y) , la transfor-

-mation adjointe T est définie par le noyau K(x,y) • K (y,x) 

Ainsi < Tf, g> « <f, T g > 

Une transformation est symétrique ou autoadjointe s i e l l e coïncide avec sa 

transformation adjointe 

Eléments propres d'une transformation symétrique sur un espace de Hilbert 
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E l é m e n t s p r o p r e s d une t r ans fo rma t ion s y m é t r i q u e sur un e space de Hi lber t 3 

f es t fonction propre de la t r ans fo rmat ion l i n é a i r e 

T s i T f = • v e € 

JLC es t l a va l eu r p ropre cor respondante . L e s fonctions 

p r o p r e s cor respondant à une va l e u r p ropre pu forment un s o u s - e s p a c e 

f e r m é de dont l a d imens ion es t par définition l a mu l t i p l i c i t é de |u 0 

Nous cons idérons maintenant une t r ans fo rma t ion l i n é a i r e 

A s y m é t r i q u e . 

- P r o p r i é t é 1 : 

La "forme quadra t ique" < A f, f y e s t r é e l l e V fo 

e n e f f e t < A f , f > = <î , A*f > = <f, A f >= < A f,T> 

- P r o p r i é t é 2 : 

La " forme quad ra t ique" < A f, frétant r é e l l e l e s v a l e u r s 

p r o p r e s sont r é e l l e s 

- P r o p r i é t é 3 : 

Deux fonctions p r o p r e s cor respondant à deux v a l e u r s p r o 

p r e s d i s t i n c t e s sont or thogonales , 

A f = juif et A g = v> g n 

formons f, g > = [A . < f, g > > < f > A g> = \>cf, g > c a r 

V es t r é e l 

< A f , g>=<f, A g > donc (|* - M ) ( f, g> = 0 et 

<f, g> = 0 

- P r o p r i é t é 4 ; 

S i A est une t r a n s f o r m a t i o n s y m é t r i q u e 

))Aj/ es t le p lus petit nombre tel que 

<A f, f> $ H Ai/ ji f i ! 
2 
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T rans fo rma t ion s y m é t r i q u e complè tement continue f 2 ] chap V et VI 

~ P£Ci^£Î22_.L Une t r ans fo rma t ion l i n é a i r e es t complè tement continue 

s i e l l e t r a n s f o r m e tout ensemble infini borné en un compact , 

" nâ^lî^}9J[L.Zj équ iva len te : s i e l l e t r ans fo rme toute sui te 

( f̂  ) fa ib lement convergente en une suite for tement convergente . 

On démontre que l e s noyaux de rang fini engendrent des 

t r an s fo rma t ions l i n é a i r e s complè tement cont inues , puisjque l e s noyaux 
2 

de L engendrent des t r ans fo rma t ions ayant l a m ê m e p ropr i é t é 

A étant une t r ans fo rma t ion s y m é t r i q u e complè tement continue 

le p rob lème suivant : e x i s t e - t - i l une fonction f t e l l e que |<A f? f > ,| 

soit m a x i m u m , sous l a condition |jf \\ - 1, a des solut ions et toute s o 

lution es t un é lément p ropre f̂  cor respondant à l a va l eu r p ropre ^ 

( 1^1 = | A | ) . 

Donc toute t r ans fo rma t ion s y m é t r i q u e complètement con

t inue A *=jL 0 admet au moins une v a l e u r p ropre ^0 o 

- Démonst ra t ion 

Cons idé rons \\ f jj = i , s u p j < A f , f; 1 = /I A|/ = sup j| A f jj 

Soit (f )une sui te t e l l e q u e I f II = 1 et < A f f 7 ~* 1/A II 
v n n " n n 

On peut supposer ( f ) t e l l e que<A f̂ , f > l ̂ \ = 1 A\\ 

On va démon t r e r qu ! on peut e x t r a i r e de ( f ) une sui te qui 
n 

converge for tement v e r s f t e l que A f = ^ fc 

0 4 ||Af - |U f \\K ]|A f il 2 - 2 (u XA f , f ||f | |* 
n ' l n ' n ' 1 n n 1 1 n 
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donc II A f - R f j U 0. 
1 n ' 1 n M 

L a t r ans fo rma t ion A étant complè tement continue, de la 

sui te bornée (f ) on peut e x t r a i r e une sui te ( f ) qui converge f a i b l e -
n ^k 

ment donc t e l l e que (Af! ) converge for tement . 

Soit g = l i m ( A-f ) . 

Q îjA f - *A f II _> 0 donc || A f - p-, f Il - * 0 
n ' * n ' n .̂ 1 1 n^ 

donc I A , f converge for tement v e r s g. Il n k 

Posons f = l i m f ( convergence f o r t e ) | f II = )| f II = 1. 
\ n k 

A f = l i m A f = l i m ,U f = K f. 

n k ' 1 n k 1 

< Af , f>=<^ f, f>= ^ donc |<A f, f > j = ij 

et || Af II =!| f || = || A|| 

A étant une t r ans fo rma t ion s y m é t r i q u e non nul le c o m p l è 

tement continue, on obtient pa r la méthode d ' e x t r u m u m toutes l e s v a l e u r s 

p r o p r e s non n u l l e s de A, (chacune es t obtenue autant de fois que l ' ind ique 

sa m u l t i p l i c i t é ) „ E l l e s sont de mu l t i p l i c i t é f in ie , et ou bien de nombre f i 

ni ou b ien dénombrab l e s . Dans ce d e r n i e r c a s , e l l e s forment une sui te de 

l i m i t e 0 0 

Enfin Af = 1 <Af, f. > 

l e s . P . forment un s y s t è m e orthogonal de fonctions p r o p r e s . 

- Pour obtenir l e s fonctions on p rocède de l a façon suivante : 
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Soit ^ l a fonction propre correspondant à l a va l eu r propre 

^ ( t héo rème 1 ) , 

Soit l e s o u s - e s ; a c e vec to r i e l de 3£ orthogonal à , P a r A 

i l es t t r a n s f o r m é en l u i - m ê m e . 

En effet <A f, y i>=<f, A f > = <f, f ^ f V = 0. 

s i ^ t * i 

Sur M on r e c o m m e n c e ce qu'on a fait sur P e s p a c e en t i e r 0 , 0 

" The_qrème _3e 

Pour que la sui te des é l é m e n t s p r o p r e s <p de A co r re spon

dant aux v a l e u r s p r o p r e s jK . ^ 0 forme une sui te orthogonale complète 

2 1 

de l ' e s p a c e L. i l faut et i l suffit que 0 ne soit pas v a l e u r p ropre . 

En effet soit g £ L %<g , ^ .> ^f. es t une s é r i e 

1 2 
for tement convergente de somme f & L 

2 2 
( ^ |<g , .>| ^ )lg|i i n éga l i t é de B e s s e l ) 

donc g = h + . 2 . < g, ^ •> ^ • 
i 

et A g = A h + I<g, f .> A«f. = A h + < g, ^ ^ ^ i

 vf ; 

or d ' ap rè s l e t h é o r è m e 2 A g = I s A g , ^ >̂ 

= 5Vg , A<j>„> f . 

donc A h = 0 

s i 0 n ! e s t pas v a l e u r p ropre A h = 0 ™ty h - 0 
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2 
Trans format ion à noyau s y m é t r i q u e sur L 

- Théo rème , 

Si le noyau A ( x , y ) ne s ' annule p a s presque partout l e s r é s u l 

ta ts du p a r a g r a p h e p récéden t montrent que toute fonction g admet l e 

développement for tement convergent 

g = h ( x ) + 2 > g v f .> f £ ( x ) 

h est une fonction t e l l e que A h ( x ) = 0 et or thogonale aux ^p. 

et A g ( x ) = Z p . < g, f .> f . ( x ) . 

Il n ' y a qu*à d é m o n t r e r l e fait suivant : 

l a t r a n s f o r m a t i o n A ne peut s ' annu le r pour tous l e s é l é m e n t s 
2 , , 

de L» s ans que A ( x> y ) soit nul p r e s q u e par tout 

K. <• h , f > = < h , ^ i

v f > = < h, a f > = a h , /> = 0 

donc h X „ 

Th é o rè me de Schmidt„ 

Toute fonction s y m é t r i q u e de c a r r é s o m m a b l e , peut ê t r e d é 

veloppée au sens de l a convergence en moyenne en l a s é r i e 

A ( x , y ) = 2 ^ f n ( x ) f n ( y ) 
n 

- Démonst ra t ion 

L e s fonctions ï ( x, y ) = <f ( x ) ( y ) forment un s y s -

t ";-me orthogonal dans "L^ 3 

L a s é r i e 2 <A, P > $ ( x, y ) converge en moyenne 
n n 

n 

v e r s une fonction S( x 3 y ) é 1*» 

°" < A ^ n ^ J ( A ^ y ) ^ n ( y ) f n ( x ) d X d y 
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= < A , > = M. 
' n « n ( n 

Donc S ( x v} ~ 51 $ 
f ri n 

n 

Il faut démon t r e r A ( x, y ) = ô ( x, y ) 

Soit F ( x, y ) = g ( x ) f ( y ) où g £ ei i e i / 

S, F> - L /u> < , F > 
'< n n 

n 

or <' A, F> = ^A f, g> g - h + ^ < g, (f > f ^ 

Calcu lons ( A f . g>=̂  < A f, h s -f I~ <A f . v.,p ^ , g > 
^ v x n f ta- ? n 

A h = 0 donc<Af, g> = 2 < f, A<f> * g > = 1~ r ^ / 1 ; ^ H^' 
n n 

- I M < 'f ' , F > 
i n n 

n 
donc <S 3 F> = <A ; Fv* A - S es t orthogonal à tous l e s é l émen t s F de 
* 2 V 

L et pa r sui te a tous l e s noyaux de rang i m i 

C e u x - c i forment un e i ioemble partout deux dans 1 en s en 

b le des noyaux dora. A - S orthogonal à l u i - m ê m e e s ' nui 

A ( x , y ) - S ( x , y ) = 0 p r e s q u e p a r t o u t 

- T h é o r è m e 

Si le noyau s y m é t r i q u e A ( x, v ) sa t i s fa i t à la condi-
f ' 1 7 2 

t ion / | A ( x , y ) | d y < C "V x a l o r s le développement 
^ a 

A g = M- < g . ^ > ( x ) converge absolument 
n 

et un i formément . 

" T h é o r è m e de M e r c e r 

Si l a t r an s fo rma t ion A engendrée par le noyau s y m é 

t r i que continu A ( x , y ) est pos i t ive c ' e s t - à - d i r e s i s A ï f > ;> 0 f, 
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a lors le développement 

A ( x , y ) = £ iU <4> {x) CD ( y ) est uniformément 
A . i n 7 n ' n 

absolument convergent, et les fonctions propres sont continues, 

démonstration du théorème de Mercer page 242. 

Application à f~( t a t ! ). 

r~( t, V ) est une fonction continue de typé non - négatif. Donc 

elle engendre une transformation l inéaire complètement continue A, 

Cette transformation est symétrique car T ( t, t ! ) c= f ( t, t ! ) 

( conséquence du fait que l~ est de type non- négatif). 

Montrons que A est positive, c ! e s t - à - d i r e que<A f , f>?,0 

Vf e l 2 . 

<a î, f>=y j n t , f ) f ( f ) T ( t ) dt dt-

1°) Soit f une fonction continue sur £"a, bj. 

Considérons une subdivision t = a t, ^ t^ . . t = b 
o v 1 2 n 

de £a, b j en n parties égales. 

k -A Èl r ( V ' h > 1 <V < - ^ ' 2 • R n 

R 0 car est de type non - négatif. 
n r h f b _ 

et l im R = / J r ( t , t ! ) f ( t ! ) f ( t ) dt dt ' =<;Af, f; 
n J a a 

donc l im R > 0 S o i t . , A f , f v , 0. 
n 

v 2 
2°) L'ensemble des fonctions continues est deruçdans L . 
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