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. 9. . II . 

C A L C U L EN MOYENNE QUADRATIQUE : 

C O N T I N U I T E , DERIVATION E T INTEGRATION 

I - R e m a r q u e s p r é l i m i n a i r e s . 

Soit une fonct ion a l é a t o i r e X ( t ) du s econd o r d r e s u r T 

c o n s i d é r é c o m m e a p p l i c a t i o n de T d a n s 0 = e n s e m b l e d e s v a r i a b l e s 

a l é a t o i r e s s u r ,3*, P ) . 

P l u s p r é c é d e m m e n t pour tout t t T f X ( t ) e s t un é l é 

m e n t de , P) et L , ^ , P ) e s t un e s p a c e de H i l b e r t quand 

on p r e n d p o u r p r o d u i t s c a l a i r e : < X, Y? = J X Y d P 

Donc E X ( t ) X ( f ) = f~(t, t 1 ) = < X ( t ) , X ( t 1 ) > 

E j x ( t ) l 2 = r ( t , t ) = || X ( t ) | | 2 . 

L ! i n é g a l i t é de S c h w a r z m o n t r e que le p r o d u i t s c a l a i r e e s t 

con t inu : E ( l i m X . X' ) - < l i m X , X ô > = l i m < X , X Q > 
s s s m . q m , q s s 0 

S —*> S o S —• S o 

= l i m E ( X . X 0 ) 

l i m X = X s igni f ie l i m il X - XJ |= 0 
m . q s s > s 0 

s s Q ~ 
ou l i m E | X - X l = 0 

s 
s —» s 0 

et E ( l i m X l i m X ) = l i m E ( X X ) s t s t m q m e q s ~> s 0 

s ~> s c t -^>t0 t t G 
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L e m m e « 

Soit X ( t ) une fonct ion a l é a t o i r e du s e c o n d o r d r e , e l l e c o n -
s 

v e r g e en m o y e n n e q u a d r a t i q u e v e r s une fonc t ion a l é a t o i r e X ( t ) ( n é c e s s a i 

r e m e n t du s e c o n d o r d r e ) . 
land s s0 s i e t s e u l e m e n t s i E (X ( t ) X , ( t ) ) c o n v e r g e v e r s 

s s 
une fonct ion f inie F ( t ) s u r T quand s s Q e t s 1 ^ s 0 . 

A l o r s 1 ( t , t ! ) c o n v e r g e v e r s ^ ( t , t 1 ) X A s 

D é m o n s t r a t i o n : de la cond i t ion suf f i san te : 

H) E / X ( t ) X ( t ) ) F ( t ) f inie quand s ^ s 0 et 
1 s s 1 

S ' i—^ S o • 

P a r s u i t e : || X ( t ) - X , ( t ) | | 2 = l|x ( t ) l | 2 + l|X , ( t ) | | 2 

S S 1 S S 

- < x ( t ) , x , ( t ) > - < x , ( t ) , x ( t ) , . 
S S S 

c o n v e r g e v e r s 0 quand s — s 0 e t s ! —> s 0 

(X ( t ) ) e s t un f i l t r e de C a u c h y donc c o n v e r g e e n m o y e n n e 
s s 0 

q u a d r a t i q u e . 

L a cond i t i on n é c e s s a i r e et l a p r o p r i é t é ' ( t , t 1 ) - * r ( t , t 1 ) 
X X 

g 
r é s u l t e n t de la con t inu i t é du p r o d u i t s c a l a i r e . 

II. - C o n t i n u i t é e n m . q . 

P o u r que X ( t ) so i t con t inu en m . q. s u r T i l faut e t i l suffit 

que r ( t, t 1 ) so i t con t inue s u r l a d i a g o n a l e A de T x T. E t a l o r s f"( t , t 1 ) 

e s t con t inue d a n s T x T 

X ( t ) con t inue en m . q ; X ( t + h ) X ( t ) quand h->0 

m . q 

- La cond i t ion n é c e s s a i r e r é s u l t e de l a con t inu i t é du p r o d u i t 

s c a l a i r e . 
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- Condi t ion su f f i s an t e . 

On s u p p o s e ' ( t , t 1 ) con t inue en tou t poin t de A. 

||X ( t + h ) - X ( t ) | i 2 = | | X ( t + h ) / / 2 - < X ( t + h ) , X ( t ) > - < X ( t ) , X ( t + h ) > 

+ | X ( t ) | | 2 = r ( t + h , t + h ) - T ( t + h, t ) - <~(t , t + h ) + <~( t , t ) 

L ' h y p o t h è s e e n t r a i n e donc jj X ( t + h ) - X ( t )// —> 0 quand 

h ^ O c ' e s t - à - d i r e X ( t + h ) X ( t ) quand h ~*0 . 
m. q 

III. - D i f f é r e n t i a t i o n e n m o y e n n e q u a d r a t i q u e . 

r V /+\ A' • ' * • X ( t + h ) - X ( t ) 
- une f, a. X ( t ) a une d é r i v é e en m # q. en t s i -

h 

a une l i m i t e en m o y e n n e q u a d r a t i q u e quand h _ ^ 0 . C e t t e l i m i t e e s t la d é 

r i v é e en m . q. no t ée X 1 ( t ) 

m f c q. 

- une fonc t ion à v a l e u r s c o m p l e x e s F ( t , t ! ) a une d é r i v é e s e 

conde g é n é r a l i s é e en ( t , t 1 ) s i 1 A A F ( t , t 1 ) a une l i m i t e quand 
h k 

h _> 0 et k 0. C e t t e l i m i t e e s t la d é r i v é e s e c o n d e g é n é r a l i s é e no tée 

VlEL ( t , t») . 
A

h

 A F ( t , t» ) = F ( t + h, t 1 + k ) - F ( t + h, t ' ) - F (t, t ' + k ) + F ( t , t ' ) 
A A F ( t , t ' ) = F ( R ) - F ( Q ) - F ( S ) + F ( I 

S ( t , t 1 + k ) R ( t + h , t 1 + k) 

P ( t , t « ) Q ( t + h , t ' ) 

- T h é o r è m e . 

P o u r que l a fonc t ion a l é a t o i r e du s e c o n d o r d r e X ( t ) a i t une 

d é r i v é e e n m . q. s u r T il faut e t i l suffit que l a d é r i v é e s e c o n d e g é n é r a 

l i s é e de sa c o v a r i a n c e e x i s t e e t so i t f inie s u r l a d i a g o n a l e de T x T. 
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v , , X ( t + h ) - X ( t ) .. D ' a p r è s le l e m m e — _ c o n v e r g e en m . q. v e r s une l i m i t e 
h 

n o t é e X ( t ) quand h 0. 
m - q. . _ _ . 

. ^ X (t + h) - X ( t ) X j + k ) - X ( t ) ) 
s i et s e u l e m e n t s i E - 1 : 1 5 r1 x—'/ a une 

\ h k / 
l i m i t e quand , h -s> 0 . 1 A A r i + t \ 

J o r c e c i e s t —— ^ , [t, t) 

1 k 0 h k n k 

C o r o l l a i r e 1, 

r Si — r , f"(t, V ) e x i s t e f inie en tou t poin t de A 
b t b t 1 g 

a l o r s l e s d é r i v é e s 

e x i s t e n t f i n i e s en tou t point de T x T . 

C e l a r é s u l t e de l a con t inu i t é du p r o d u i t s c a l a i r e . 

E ( X ' ( t ) X (f)) = E / l i m X ( t + h ) - X ( t ) x ( tt) ) 

' m . q. h 
h - » 0 

= l i m -J" (nt+h, t j> - r(t,t'))= ( t , t « ) 
h ^ O h X ' l t 

E ( X - ( t ) X- ( t . ) )= r x i {t/V) - - ^ ï ( t . f ) 

^ 2 r

 g 

- Donc ———— ( t , t 1 ) e s t l a c o v a r i a n c e de X ! ( t ) 
0 t o t 1 m . q. 

C o r o l l a i r e 2 . 

~~ Si X ( t ) a d e s d é r i v é e s en m . q. j u s q u ' à l ' o r d r e n l e s 

d é r i v é e s g é n é r a l i s é e s de r e x i s t e n t j u s q u ' à l ' o r d r e m 4 n e n t 
p tb n e n t 1 

f ^ m j P r „ ( f t n F ^ m x ( t ) d p x ( t ' ) 

g m . q. m . q. 
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C o r o l l a i r e 3 . 

| Une f. a. du 2e o r d r e X ( t ) s u r T e s t a n a l y t i q u e en m o y e n 

ne q u a d r a t i q u e s i et s e u l e m e n t s i f ( t , t 1 ) e s t a n a l y t i q u e en tout point de 

la d i a g o n a l e A . 

E t a l o r s ( t , t 1 ) e s t a n a l y t i q u e s u r T x T . 
_̂ .X. 

- Si T( t , t 1 ) e s t a n a l y t i q u e s u r A , a l o r s l e s d é r i v é e s de X ( t ) 

en m o y e n n e q u a d r a t i q u e , de tou t o r d r e n t N e x i s t e n t p o u r tou t t é T, 

en p a r t i c u l i e r p o u r t = 0. 

P o s o n s X ( t ) = X ( 0 ) + — X 1 ( 0 ) + . . . _*!L X® ( 0 ) 
n 1 ! n i 

Il faut m o n t r e r que E j1 X ( t ) - X ( t ) / c o n v e r g e v e r s 0 

quand n ~>+ o° 

E |x ( t ) - x n ( t ) | 2 = ||x(t) - x n ( t )« 2 =i ix(t ) l l 2 -<x(t ) , x n (t)> -<x n (t) , x(t)>+|x n (t; 

oo , m + k \ m + k r . ^ . „ „_ , X l l 2 
r ( t t ) = s z 1 - i — ^ (o, o) = I IX (t)i( 
' ^ ' t ; k = 0 m = 0 k ! m . ' ^ t m k » k 

n k k n k \ k r 

< X ( t ) , X (t)>= 2 E ( X ( t ) X ( 0 ) - M = Z -j- — ( t . 0 ) 
n k = 0 k J k = 0 k . s^.k 

e t ^ ( t - 0 ) • i . o ( 0 ' 0 ) 

2 oo oo m + k ^ m + k p 

F i n a l e m e n t on ob t i en t E | x ( t ) - X ( t ) | = 2 1 Z — — —TTTTTir ^° 1 x 7 n v 7 . , . , _ k ! m ! t t , K 

k = n + 1 m = n+ 1 

- R é c i p r o q u e m e n t s i X ( t ) = l i m X ( t ) ( o ù X ( t ) e s t un po lynôme 
n n 

' ^ ' en t , à coef f i c ien t s a l é a t o i r e s ) 
n^> + </* 

X ( t ! ) = l i m X , ( t ! ) et E ( X ( t ) X ( t f ) ) = l i m E (X (t) X )) 
n 1 / n n 

m . q. n.+ +ao 

n 1 + cP n l - ^ o o 

Donc T ( t , t 1 ) e s t l a s o m m e d 'une s é r i e e n t i è r e en t e t t 1 . 
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IV. - I n t é g r a t i o n e n m o y e n n e q u a d r a t i q u e . 

Soien t X ( t ) , Y ( t ) deux fonc t ions a l é a t o i r e s du s e c o n d o r 

d r e , de c o v a r i a n c e s P ( t , t ! ) et P ( t , t 1 ) , qui ne sont p a s s u p p o s é e s 
X ï 

c e n t r é e s . E n effet on c o n s i d é r e r a d e s c a s p a r t i c u l i e r s d a n s l e s q u e l s l ! u n e 

ou l ! a u t r e de c e s fonc t ions s e r a une fonct ion s û r e . 

1. - D é f i n i t i o n .de / X ( t ) dY ( t ) i n t é g r a l e de R iemann*S t i e l t j Qfc m . q. 
J a 

So i , a = W V V " t n < V 4 n + I = b 

D ' M l ' V - 9 n" b ) ' l D | = ^ P ' t f c f l - 'k' 
k 

s D = £ x ( e k ) ( Y ( t k + 1 > - Y ( t k ) ; 
k = 1 

Si S ^ a une l i m i t e en m . q, quand |D)-»0 on p o s e 

Jp b n 

X ( t ) d Y ( t ) = l i m r X ( 0 ) ( Y ( t ) - Y (t )j 
a )D| -»0 

m . q. 

Il suffit de se d o n n e r Y ( t ) déf inie à l ' a d d i t i o n p r è s d ' une v a r i a b l e a l é a 

t o i r e ( i ndépendan t e de t ) . 

n+ o° b 

1. m . q. / X(t) d Y ( t ) = l i m / X ( t ) d Y ( t ) à cond i t ion que 
* a m, q, ^ a c e t t e l i m i t e e x i s t e . 

b -> +oo 

2 . - T h é o r è m e . 

Soit I un i n t e r v a l l e f ini ou inf in i . 

Si X ( t ) e s t une f. a. du s e c o n d o r d r e i n d é p e n d a n t e de l a 

fonc t ion a l é a t o i r e du s e c o n d o r d r e Y ( t 1 ) s u r I x I p o u r que i. m . q. 

J X ( t ) d Y ( t ) e x i s t e i l faut et suffit que 

i. R. S; ^ x ^ t , t , ) d d 1 ^ ^ ' * 1 ) e x i s t e • 

I x I 
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Supposons I f ini . Soit l ' e n s e m b l e de t o u t e s l e s s u b d i v i s i o n s p o i n t é e s 

D de I • ( S ) _ cy\ e s t une f a m i l l e de v. a. du s e c o n d o r d r e : k c o v a r i a n c e s 
D D t < ^ 7 

f in i e s : 

E ( S D S D , ) < + ° ° 

e n effet : n n 1 /" 

E < S D S~D.> / ^ H v ^ ^ h ' ^ M ^ ^ W ^ ' J 
k = 1 k f = 1 \ y 

- I £ r ( ^ e L . ) A t - t % - t - V W 
( E ) k = l k ' = l X k k t k + 1 t k • t k , + 1 t k , 

P a r une e x t e n s i o n du l e m m e ( 2 IV) p o u r que S ^ a i t une l i m i t e e n m . q. 

quand |Dj-> 0 i l faut e t suffit que E ( S ^ S^ , ) a i t une l i m i t e quand 

|Dh>0 e t |D ' | - ^0 . 

D ' a p r è s l ' é g a l i t é c i - d e s s u s ( E ) c e l a r e v i e n t à d i r e que l ' i n 

t é g r a l e de R.S II T ( t , t ' ) d d ' T ( t , t ' ) e x i s t e . 

i / l x l X Y 

3 . - C o r o l l a i r e . 

So ien t X 5 ( t ) et Y ( t ! ) d e s fonc t ions a l é a t o i r e s du s e c o n d 

o r d r e i n d é p e n d a n t e s . Si l e s i n t é g r a l e s en m . q. c i - d e s s o u s e x i s t e n t , a l o r s 

E ^ X S ( t ) d Y ( t ) J^XS
 ( t ) dY( t ' ) j =jT( E(x S ( t ) X 8 ' ( f j / d d T Y ( t , f ) 

L ' i n t é g r a l e doub le é t a n t l ' i n t é g r a l e de R i e m a n n - S t i e l t j e s 

Si I et I ' son t d e s i n t e r v a l l e s f in is / X S ( t ) d Y ( t ) = l i m S D 

v I m , q. 

- s ' 
/ X ( t ' ) d Y ( f ) = l i m S« 

J I» |D ' |-*0 D 

où S D ~ Z X S ( 0 k ) [ Y ( t k + 1 ) - Y ( t k ) ] 
k = 1 
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i.D, . | xs' <ek,>[f <t. k , + 1 ) - y <t.k,)] 
k ' = 1 

O r E / l i m S - l i m "S ' ,1 = l i m E (S S ) d 'où le r é s u l t a t , 
m, q. m . q. |D I-* 0 

/DjL>0 ) D ^ 0 | D ! M 

P o u r I e t I 1 inf in is l e s i n t é g r a l e s quand e l l e s e x i s t e n t sont d é f i n i e s c o m m e 

l i m i t e s d ' i n t é g r a l e s s u r d e s i n t e r v a l l e s f i n i s . 

C a s p a r t i c u l i e r s . 

fh 

l ° ) S i K = / X ( t ) d t i . m . q. e x i s t e 
n J n 

a 

n m J J 
a ^ 

2°) z ( t ) = / f ( s ) d Y ( s ) où f ( s ) e st une fonc t ion 
^ a 

c e r t a i n e . 
Si z ( t ) e x i s t e ( i . m . q. ) E ^z ( t ) z ( t ) J = 

/ J f t ( s ) *t ( S , ) d d ' r Y ( S ' S , ) 

a a 

4 . - C r i t è r e d ' e x i s t e n c e . 

Si la fonc t ion a l é a t o i r e du s e c o n d o r d r e X ( t ) e s t con t inue 

e n m . q. , i n d é p e n d a n t e s u r I x I de la fonc t ion a l é a t o i r e du s e c o n d o r d r e 

Y ( f ). 

Si la c o v a r i a n c e JT ( t , t ' ) e s t b o r n é e s u r I x I. 

e t s i l a c o v a r i a n c e f~ ( t , t 1 ) e s t à v a r i a t i o n b o r n é e s u r I x I. 

A l o r s X ( t ) d Y ( t ) e x i s t e . 

( t> t f ) e s t à v a r i a t i o n b o r n é e s u r I x I où I e s t f in i s i i l e x i s t e une 

c o n s t a n t e C .̂ t e l l e que D et D ' é tan t deux s u b d i v i s i o n s q u e l c o n q u e s de I. 

* t r T ( t j + 1 . f k + 1 ) • fT ( t j ( t . k + 1 ) - r y(t j + l l t y + ^ ( ^ f , ) ^ ^ -

V D n o t a t i o n a b r é g é e : * f, n , * ' Y ( t ' *' >/< C I * * ~ 
t ' É D ' t é D t é D 

k 
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Quand I e st inf ini . 

T ( t , t 1 ) e s t à v a r i a t i o n b o r n é e s u r I x I s i p o u r tou t I 1 

Y 
fini, i n c l u s d a n s I C , 4 C < + 
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