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PHYSIQUE ET MATHEMATIQUE

par Louis MICHEL

a Léon Motchane,
fondateur de 'THES

Cet article n’est pas un travail érudit sur les rapports entre la physique et les
mathématiques. J’ai souvent réfléchi sur ce sujet et j’ai été invité plusieurs fois a en parler
(une seule conférence a été publiée [MIC91]). Et je serai fort intéressé de lire les articles de
ce recueil. Le mien sera simplement un témoignage vécu, basé sur mon activité de physicien
théoricien commencée il y a cinquante ans, et dont les deux tiers se sont déroulés a I'THES,
un des lieux de notre planéte o les relations entre les mathématiciens et les physiciens sont
les plus intenses.

Les systemes de numération, y compris I'introduction des fractions, ont été inventés
indépendamment dans plusieurs civilisations ce qui leur a permis non seulement d’intensi-
fier leur commerce, mais aussi d’enregistrer, par exemple, des observations astronomiques
pour faire des prédictions d’éclipses (ou, plus souvent, des prédictions dans les horoscopes).
C’est dans la civilisation grecque antique, établie sur une grande partie du bassin méditer-
ranéen (1), que sont nées les mathématiques : non seulement la géométrie d’Euclide, et
la construction des cinq polyédres réguliers, mais aussi I’étude des coniques et la preuve
de I'existence des nombres irrationnels. Archiméde, tout en faisant d’intéressants travaux
mathématiques (calculs de surfaces et de volumes, calcul approché de ) entreprit aussi une
certaine mathématisation des expériences avec des machines simples (e.g. levier) ou d’hy-
drostatique; cette méthode lui permit de faire d’importantes découvertes. Parallelement,
les astronomes surent reconstituer dans I’espace les mouvements des astres observés sur la
sphere céleste. Des éclipses de Lune ils déduisirent la forme sphérique de la Terre et le
rapport entre les rayons de la Terre et de la Lune. Plus tard Eratosthéne mesura (avec une
bonne précision) le rayon de la Terre et put aussi évaluer la distance Terre-Lune. Aristarque
de Samos introduisit ’héliocentrisme, Hipparque découvrit la précession des équinoxes

(1) Le trés récent livre [RUS97] sur ce sujet est excellent.
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(dont la période est de 26 000 ans) ; le principal traité d’astronomie qui nous est parvenu
est I’Almageste de Ptolémée (remarquable, mais géocentrique). Il fallut plus de mille ans
pour douter de la validité de ce dernier systéme (par exemple, il ne pouvait pas expliquer
les variations d’éclat de Mars ou de Vénus). Au XVI® siécle deux nouveaux systémes furent
proposés pour le remplacer : celui de Copernic et celui de Tycho-Brahé. La précision des
observations de ce dernier permit a Kepler de trouver la forme de la trajectoire de Mars
(une ellipse dont un de ses foyers est occupé par le Soleil) et la variation de la vitesse de
Mars sur son orbite (le segment variable Soleil-Mars balaie des aires égales en des temps
égaux). Il trouva aussi la relation entre les périodes et les tailles des orbites des planétes.

De nombreuses découvertes scientifiques avaient été faites avant Kepler et beaucoup
avaient eu d’intéressantes applications pratiques. Mais on peut dire que la science moderne
est née avec Galilée. Habile observateur (satellites de Jupiter, phases de Vénus, etc.) et
remarquable expérimentateur, a partir d’expériences sur un plan incliné il formula les lois
de la chute des corps par des fonctions (*) du temps. Il précisa que ces lois seraient identiques
si les mémes expériences étaient faites sur un bateau se déplacant a vitesse constante sur
une mer calme (ce que nous appelons maintenant le principe de relativité de Galilée). Bien
que son exceptionnelle intuition scientifique ne I’ait pas préservé de théories fausses (par
exemple celle des marées) qu’il n’abandonna pas, je suis profondément en accord avec son
point de vue :

La filosofia é scritta in questo grandissimo libro, che continuamente ci sta aperto innanzi agli
occhi (io dico l'universo), ma non si puo intendere se prima non s impara a intender la lingua, a conoscer
i caratteri, ne’ quali ¢ scritto. Egli  scritto in lingua matematica... (dans Il Saggiatore, 1623) (?).

Vers la fin de ce XVII® siécle, la découverte par Newton de la théorie universelle
de la gravitation est une illustration magnifique de ce point de vue. Vouloir ranger cette
révolution de nos connaissances dans le cadre des classifications que nous avons héritées du
XIX® siecle n’a pas beaucoup de sens. La théorie de Newton enrichissait ce qui deviendra
les mathématiques et fondait ce qui sera la physique : ¢’était tout simplement de la « Natural
philosophy », le déchiffrement d’un chapitre du grand livre de la Nature. Il est encore oiseux
de se poser de nos jours la question : la théorie de Newton doit-elle étre cataloguée dans
la mathématique, I’astronomie, la physique, la mécanique? Il s’agit de I’'un des monuments
magnifiques de notre patrimoine scientifique qui doit étre enseigné aux futurs membres
des quatre professions correspondantes et a bien d’autres... par exemple a ces explorateurs
du systéme solaire par satellites qui savent faire ricocher ceux-ci sur le champ de gravitation
des planétes pour qu’ils accomplissent plus rapidement leur mission.

Jusqu’au début du XIX€ siécle, en dehors de sujets spécifiquement mathématiques
(la théorie des nombres et la résolution des équations algébriques), la distinction entre
physique et mathématique n’est pas bien définie. C’est toujours la philosophie naturelle, et

(1) Un concept mathématique alors en cours de formation.
(2) En résumé, en francais : « Le livre de la nature est ouvert devant nos yeux; pour le comprendre il faut
connaitre la langue dans laquelle il est écrit : les mathématiques. »
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plus spécialement ce que nous appelons aujourd’hui mécanique rationnelle et mécanique
des fluides, qui inspirent au XVIII® siecle les nouveaux problemes que les mathématiciens
cherchent a résoudre. Pendant ce temps d’autres savants mesurent tout ce qui a un intérét
scientifique. Newton avait prédit ’aplatissement de la Terre aux poles et Mac Laurin avait
fait un calcul précis de I'excentricité de I’ellipsoide terrestre. L’Académie des sciences
de Paris financa deux expéditions, en Laponie et au Pérou, pour vérifier ces prédictions
théoriques. Les deux expéditions durérent plusieurs années et ramenérent de nombreuses
autres observations scientifiques. Le passage de Vénus devant le Soleil se produit deux fois
par siécle, a 7 ans d’intervalle. Ceux du XVIII® siécle permirent de mieux connaitre la
taille du systéme solaire. Coulomb mesura non seulement les charges électriques et leur loi
d’attraction ou de répulsion; il mesura aussi la constante de gravitation, ce qui donnait ainsi
la masse de la Terre.

Bien que la transition soit trés progressive, il me semble que c’est dans la premiére
moitié du XIX® siécle que se dessina la compartimentation de la science en «disciplines ».
Cela était dii en partie a la grande expansion de la science a cette époque et a I'effort de
plus en plus grand et soutenu qui était nécessaire pour acquérir, dans une discipline, une
compétence permettant de la faire progresser (*). Bien siir certains savants étaient capables
de faire avancer avec succés plusieurs domaines de la science. Pour n’en citer qu’un des
plus remarquables, rappelons que Gauss, quand il publia a vingt-huit ans les Disquisitiones
arithmeticae [GAU805] (un des grands monuments des mathématiques), il avait été aussi
le plus efficace des astronomes pour déterminer les orbites des trois premiers astéroides
découverts depuis quatre ans, si bien qu’a trente ans (1807) il fut nommé directeur de
I’observatoire de Gottingen. Vers la cinquantaine il transforma complétement et développa
I’'optique géométrique, il fit faire des progres solides a la mécanique rationnelle (principe de
moindre contrainte, étude des oscillations sans ou avec frottement) et il y engloba aussi (en
collaboration avec W. E. Weber) I’étude de phénomeénes électromagnétiques. En hommage
posthume a ces derniers travaux, le nom de Gauss est aussi celui d’'une unité d’induction
magnétique.

Certainement la compartimentation de la science est due aux motivations différentes
des chercheurs dans les différentes disciplines, méme quand ces recherches ont une
structure commune. Je voudrais montrer sur un exemple que je connais un peu, comment,
deés le XIX® siecle, des savants travaillant sur le méme objet abstrait le faisaient dans un
langage différent sans intercommunication (et le plus souvent sans intercompréhension) ;
appelons cette situation « tour de Babel ». Il s’agit des crystallographes et des mathématiciens
s’occupant de géométrie des nombres. En général, les cristaux se cassent en cristaux
plus petits, les nouvelles faces qui apparaissent €tant paralléles aux faces initiales; c’est
le phénomeéne de clivage des cristaux. En imaginant qu’on le répéte autant qu’il est
possible sur un échantillon, Hatiy montra qu’on pouvait obtenir une cellule élémentaire
(microscopique) du cristal qu’il appella «molécule intégrante». En affinant cette idée,

(1) L’importance de ces deux facteurs n’a fait que croitre a notre époque.
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il fonda la cristallographie : répétées par translations sur tout un réseau, les cellules
fondamentales pavent I'espace [HAU783]. La structure du réseau (que nous qualifions
d’euclidien ci-dessous) peut étre obtenue a partir de la forme du cristal.

Paradoxalement, pour expliquer cet exemple de situation « tour de Babel », il est plus
simple de donner d’abord la solution : il s’agit du dictionnaire entre la « théorie des réseaux
euclidiens» et la «théorie arithmétique des formes quadratiques positives». Evidemment
nous donnons ce dictionnaire en langage actuel.

Nous notons E, un espace orthogonal, %, ¥, ... ses éléments, X. son produit scalaire
(%.% > 0, I’égalité implique % = 0); nous notons &, un espace euclidien qui a E, comme
groupe de translations. Par définition les groupes d’automorphismes de E, et £, sont
respectivement le groupe orthogonal O, et le groupe euclidien Eu, ~ R" x Oy. Soit
{l;;}, 1 < i < m, une base de E,; le sous-ensemble L = {Z,-uili}, W; € Z forme, par
définition, un réseau de translations de rang n. Remarquons que L est un sous-groupe de Euy;
il agit donc sur &,.

Définition : Les réseaux euclidiens sont les orbites dans &, des réseaux de translations.

Ces orbites sont principales (). En prenant pour origine des coordonnées de £, un des
points d’un réseau euclidien, on reconstruit son groupe de translations et par conséquent
L, son réseau de translations.

A partir de la base qui a défini un réseau L. on peut construire la matrice g(L)
d’éléments lI(L)ij = 5,5] Notons que ¢(L) est indépendante de la position du réseau dans
I'espace E,, et dans ’espace euclidien £,. Nous dirons simplement que g(L) définit le réseau
euclidien abstrait (que nous appellerons simplement «réseau» dans la suite).

La matrice ¢(L) définit une forme quadratique positive sur R"; soit Q,, 'ensemble de
telles formes. Les matrices n x n, réelles, symétriques ¢, ¢', ... forment un espace orthogonal
EN, N = n(n + 1)/2 de produit scalaire tr g¢’; et dans cet espace Q,, est I'intérieur d'un
cone convexe que nous noterons C;(Qy). Par la décomposition polaire des matrices
réelles inversibles (?) on peut obtenir son identification a I’ensemble des classes translatées
(= cosets) de O, dans GL,(R), i.e. C4+(Qy) ~ GL,(R): Oy,.

Toute autre base de E, correspondant au méme réseau de translation L est de la
forme {BZ = Zj mzjl;;}, les m;; étant les éléments de matrice de m € GLy(Z); cela signifie
que les bases d’un réseau de translations forment une orbite de GL,(Z) et que I’ensemble
Ly des réseaux de E, peut étre identifié aux classes translatées £, ~ GLy(Z) : GLy(R).
Les changements de base correspondent a l'action ¢(L) — mg(L) m' de GLy(Z) sur
les formes quadratiques positives. La théorie arithmétique des formes quadratiques est
I’étude de I'espace d’orbites Cy(Qy) | GLy(Z). Chaque point de cet espace correspond
biunivoquement a un réseau euclidien abstrait. ’ensemble R, de ces réseaux est identique

(1) C’est-a-dire les stabilisateurs (les physiciens disent «petits groupes») de I’orbite sont =1.
(2) GLh,(R) 2 b=V T r=rVbT bour € Op etlaracine carrée d’une matrice positive est prise positive,
donc VbbT et Vb bsont dans C4 (Qn).
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aux doubles classes GL,,(Z) : GLy,(R): Oy. En résumé :
Ry~ Ci(Qn) | GLy(Z) ~ GL,(Z): GLy(R): Oy ~ L]0y ; (1)

il a donc une topologie naturelle. Comme nous le décrirons, les cristallographes ont été
surtout intéressés par la classification des symétries crystallines; par exemple, déterminer
le sous-groupe de O, qui normalise L (i.e. qui tranforme L en lui-méme). C’est un groupe
fini que nous notons Pp, (car il est appelé groupe ponctuel du réseau euclidien).

Aprés Gauss et jusqu’a la fin du siécle, il semble que les mathématiciens étudiant la
théorie arithmétique des formes quadratiques n’aient jamais mentionné les réseaux. Un
probléme technique, mais naturel, était de déterminer un domaine fondamental ) pour
I'action de GL,(Z) sur C;(Q,). Lagrange I’avait résolu en 1773 pour les formes binaires.
Gauss, qui commenca tres tot I’étude des formes ternaires [GAU805], attaqua ce probléme
pour celles-ci. Une bonne solution fut d’abord obtenue par Seeber [SEE831], physicien et
cristallographe qui s’en servit pour étudier les symétries de cristaux; Gauss [GAU840] fit une
critique élogieuse de ce livre, tout en qualifiant les preuves de trop longues et maladroites. Le
long mémoire de Bravais [BRA850] contient une étude générale des réseaux a deux et trois
dimensions (?) dont la généralisation a toute dimension 7 est évidente. Quand le réseau est
défini par une base, il considére aussi la forme quadratique f correspondante (3). Il définit
aussi, dans la derniere section (= §VI) le réseau «polaire » L par une base correspondante.
Rappelons d’abord une définition de L*, réseau dual de L :

L*={;VlelL, 'feZ}); = (L)*=L, det(q(L*)) =det(q(L))"}; (2)

la derniere equalité s’obtient en notant que dans la base {I;;} de L, la base correspondante
EZ de L* est définie par I;:I;} = d;j. Le réseau polaire défini par Bravais est AL" avec la
normalisation (*) det(q(AL*)) = det(q(L)). Bravais prouve la dualité et en donne plusieurs
applications pour I’étude de la symétrie des cristaux. Ce concept de dualité est devenu encore
plus utile en cristallographie depuis les expériences de diffraction de von Laue en 1912. En
effet les images de diffraction d’un faisceau (de rayons X, de neutrons, d’électrons...) par
un cristal ont un réseau de translations dual de celui du cristal. Ce concept de dualité ne
semble avoir été utilisé en mathématique que depuis les années 1930.

Pour chaque point o d’un réseau euclidien L correspondant au réseau de translations
L, on notera Dy (0) le «domaine de proximité» de o : c’est ’ensemble des points dont la
distance a o est plus petite ou égale a la distance de tout autre point du réseau; c’est-a-dire,
en notant d(x, y) la distance entre les points x, y € &y,

Dy (0) = {x € En; VL €L, d(x,0) < d(x,£)}. (3)

(1) C’est-a-dire un domaine contenant un seul point de chaque orbite.

() Pour faciliter I'exposé il emploie les mots «rangées, réseaux, assemblages» pour les réseaux de
dimension 1, 2, 3.

(®) 1l se référe aux notations de Gauss : [GAUS05] p. 426.

() Bravais remarque que la forme quadratique du réseau polaire est proportionnelle a la forme
«adjointe» définie par Gauss : F = f 1 det f.
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Dy, (o) alasymétrie Py,. L’ensemble des Dy, (¢) pour tousles points duréseau est obtenu par les
translations de L et pave I’espace euclidien. Dirichlet [DIR850] et Hermite [HER850a], en
s’exprimant dans le langage des formes quadratiques, ont démontré que pour un ensemble
ouvert dense de C;(Q9), ce domaine est un hexagone possédant (*) un centre de symétrie;
pour les autres formes quadratiques binaires (= réseaux), ce domaine est un rectangle (qui
peut devenir un carré quand Py, ~ Og(Z)).

La détermination des cinq types combinatoriaux de ces domaines pour n = 3 est
I’objet du livre de Fedorov [FED885] (3). Dans toute dimension n ces domaines sont des
polyédres; Minkowski [MIN897] prouva que leur nombre maximal de faces (de dimension
n—1)est2(2" — 1).

A ma connaissance (3), le premier livre qui donna la traduction entre les deux théories
est celui de Minkowski [MIN896]. Le dernier ouvrage de Voronoi [VORO0S8], est divisé
en deux mémoires (*). Le premier est écrit dans le langage des formes quadratiques et
le second utilise une synthése des deux points de vue. C’est la référence fondamentale
pour les domaines de proximités; a juste titre ils sont appelés maintenant cellules de Voronoi.
L’auteur donne une borne supérieure N;(n) pour le nombre de facettes de dimension d
(d=0,1,...,n—1 pour les sommets, les arétes, ..., les faces) pour les domaines de proximités
de tous les réseaux en dimension 7 :

n—d
0<d<n, Nd(n)z(n+1—d)Z(—1)"_d_k(n£ d)(1+k)":(n+1—d)!S£lT{1_d), (4)
k=0

. o(n+l—d)
ou Sn+1

famille de réseaux (on les appelle maintenant réseaux de poids de 1’algébre de Lie A),
dont la cellule (%) atteint les bornes Ny (n) et il détermine dans Q,, le domaine, un sous-
cone convexe, des réseaux (= formes quadratiques) dont les cellules de Voronoi sont
combinatoriellement équivalentes (il les appelle de type I). Il y a beaucoup d’autres résultats
remarquables dans ce «second mémoire »; depuis vingt ans il est de plus en plus étudié et
il suscite de nouveaux travaux. Remarquons que dans les §112-113 Voronoi reconstruit
rapidement les cinq cellules qui existent en dimension 3, en citant Fedorov [FED885].
Brillouin [BRI31] ignorait le livre de cristallographie de celui-ci; il retrouva 4 des 5 cellules

est un nombre de Stirling de seconde espece. De plus, Voronoi donne une

}) Cet hexagone est aussi inscriptible dans un cercle. Je ne connais aucune référence pour cette propriété
si simple.

(%) Fedorov écrivit ce livre Une introduction d la théorie des figures entre I’age de 16 et 26 ans quand il était
étudiant en médecine, chimie et physique et quand il servit dans I’'armée. Il devint un minéralogiste et six ans
plus tard ce livre fut publié en russe dans une série d’ouvrages de cristallographie. Aucune traduction dans un
langage occidental n’est connue. Un court résumé a été publié en allemand; une analyse assez détaillée est faite
dans [SEN84].

(3) Je serais trés reconnaissant au lecteur qui me ferait connaitre des références antérieures.

(4) IIs furent publiés dans le journal de Crelle, couvrant presque 300 pages réparties dans 3 numéros.
Voronoi mourut a 40 ans, avant la fin de leur publication.

(5) Dans un récent travail [MIC97] j’ai donné la nature des différentes facettes de dimension d,
0 < d < n— 1 etleur nombre. J’ai aussi introduit la derniere égalité de (4).
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de Fedorov en étudiant sur certains exemples de cristaux, la propagation des ondes dans
les réseaux et leur diffraction. Ce que les physiciens appellent zone de Brillouin de L est
la cellule de Voronoi de L* avec les faces opposées identifiées; c’est en fait une description
géométrique de L, le dual du groupe L (=1le groupe formé par les représentations unitaires
irréductibles du groupe L de translations). La cellule de Voronoi fut utilisée pour la premiére
fois en physique dans le fameux article de Wigner et Seitz (*) [WIG33] calculant a partir de
la mécanique quantique des constantes physiques du sodium métallique.

Soit s(¢) > 0 la valeur minimum non nulle, prise sur valeurs enti¢éres des variables,
d’une forme quadratique ¢ € Q,,. Hermite [HER850b] introduisit sur Q,, la fonction réelle

Y(g) = s(q) (det(q)) /™. (5)

Notons que Y(g) est en fait une fonction sur R, qui est aussi invariante par dilatation :
0<XA € R, Y(Aq) = Y(q). Dorénavant, pour la fonction d’Hermite, nous pourrons donc
remplacer la variable ¢ par la variable L. L’interprétation de ¢(L) en termes de réseaux
est trés intuitive : soit d la plus petite distance entre deux points distincts du réseau, alors
s(q) = d?. Considérons «’empilement de sphéres» du réseau, c’est-a-dire '’ensemble des
boules de diameétre d et centrées sur les points du réseau; ces boules se touchent mais ne
s’interpéneétrent pas. Chaque boule est inscrite dans une cellule de Voronoi D. Le rapport
de leurs volumes est la densité dens(L) de I’empilement :

dens(L) = 2-"(y(L))" 200 <1, @n=n"2/T(1+ g), (6)

(o, est le volume de la boule de rayon unité). Les extréma de dens(L) et y(L) coincident.
Pour la dimension 7, le maximum absolu de y(L) est noté v, et est appelé constante
d’Hermite. Elle était connue, ainsi que le réseau L correspondant a ce maximum, pour
n = 2 par Lagrange, n = 3 par Gauss. Pour n = 4,5 Korkine et Zolotareff, pendant les
années 1872-77, déterminérent toutes les formes quadratiques extrémes pour la fonction
d’Hermite v; ils proposérent comme candidats en dimensions n = 6,7, 8 les réseaux des
racines de E,, ces trois algebres de Lie simples, exceptionnelles trouvées quinze ans plus
tard par Killing et Cartan (?).

(*) Seitz m’a dit avoir appris I'existence de cette cellule en lisant la traduction allemande Die Quantensta-
tistik und ihre Anwendung auf die Elektronentheorie der Metalle, edit. Springer (1931) du livre de Brillouin. Les figures
de la page 304 et le texte correspondant ne sont pas dans la version originale en francais.

(2) Depuis, il a été prouvé que pour n = 6, 7,8, les réseaux de racines Ey, correspondent au maximum
absolu de la fonction y d’Hermite (rappelons que les réseaux de racines Az, A3z, D4, D5 = E5 sont les solutions
pour les dimensions inférieures). Que les réseaux de racines des algébres de Lie A, D, E soient extrémaux est
intuitivement évident. Les faces de la cellule de Voronoi D (o) sont orthogonales aux racines en leur milieu; elles
forment donc une orbite du groupe de Weyl et la boule inscrite touche toutes les faces de D (o). Les réseaux de
racines sont contenus dans leur dual, le réseau des poids. Pour n > 8 et dans certains cas, il existe un réseau

intermédiaire sur lequel la fonction y d’Hermite prend une valeur plus grande. Par exemple Ag C Aéz) C Ag,

N . . ye 2 . . o
ou le réseau des racines est d’index 2 dans Aé ). La cellule de Voronoi de ce dernier a donc un volume moitié
de celle D, du réseau des racines Ag; on I’'obtient en tronquant certains sommets de Dy tout en respectant un
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Le premier mémoire de Voronoi [VORO08] est aussi en langage des formes quadrati-
ques; il nomme parfaites celles qui satisfont la condition nécessaire trouvée par Korkine et
Zolotareff pour qu’elles soient des extréma de la fonction d’Hermite. En termes de réseaux,
soit {Ps(L) } ’ensemble des projecteurs sur chaque droite de E,, contenant des vecteurs de
L de longueur minimale; L est parfait si {Ps(L)} engendre I’espace Ey des formes quadra-
tiques (ce qui implique que le nombre des vecteurs les plus courts de L soit > (n + 1)n).
Voronoi prouva que cette condition n’est pas suffisante pour n > 6, et la compléta par la
condition d’eutaxie : I,, I'identité sur E,, est a 'intérieur du céne convexe engendré par
{Ps(L)} C EN. Il montra aussi que les réseaux abstraits parfaits (modulo une homothétie)
sont en nombre fini pour chaque dimension. Il associa a chacun d’eux un sous-céne de
Q,, (ce qui permet de définir des relations de «voisinage » entre formes parfaites) ; il créa
un algorithme pour le calculer et le fit pour le réseau des racines de A,. Dans le second
mémoire, il constate que le cone des réseaux de type I (défini ci-dessus, dans le paragraphe
contenant (4)) est identique : c’est «une coincidence remarquable [qui] est a signaler »
(page 147 du second mémoire, avant-dernier paragraphe du §104). En fait, il s’agissait de
réseaux duaux, concept dii a Bravais, mais alors ignoré par les mathématiciens. S’il n’était
pas mort avant la parution de la deuxiéme partie de ce second mémoire, Voronoi aurait
certainement fait évoluer ce sujet des mathématiques différemment de ce qu’il en a été. Un
récent livre Les réseaux parfaits des espaces euclidiens traite assez complétement ce sujet depuis
son origine [MAR96]. Sur les empilements de sphéres et la symétrie des réseaux le livre de
Conway et Sloane [CON88] (avec des contributions «locales» de quelques autres auteurs)
est une véritable et trés utile encyclopédie.

Au début du XIX€ siecle, Lagrange, Cauchy développerent la théorie des groupes. 11
s’agissait essentiellement de groupes de permutations. Mais ce sont les crystallographes qui
s’occupérent de groupes de la géométrie euclidienne pour entreprendre la classification
des symétries cristallines ébauchée par Hatly pour le réseau cristallin et la forme des cristaux
(nous avons vu que ces deux symétries sont reliées). Considérant les rotations qui laissaient
invariante la forme de certains cristaux, Weiss [WEI816] les groupa dans 7 «systemes
cristallographiques ».

L’article de Bravais [BRA50] dont nous avons déja parlé est plus fondamental. Il
détermina les types d’orbites apparaissant dans les deux espaces d’orbites qui représentent
I’ensemble R, des réseaux dans (1). Bravais appela aussi syst¢émes cristallographiques les
7 types d’orbites qui apparaissent dans £3]|O3. Cinq d’entre eux coincident avec ceux de
Weiss. Les types d’orbites de C;(Q3) | GL3(Z) sont appelées classes de Bravais; il détermina
ces 14 classes (!). Il y a une application naturelle de I’ensemble des classes de Bravais sur

voisinage du centre des faces; la boule inscrite ne change donc pas et la densité de Ag) est le double de la densité
du réseau des racines Ag. L’étude systématique des réseaux de racines et des réseaux intermédiaires a été faite
seulement au milieu de ce siécle : [COX51].

(1) La définition de ces classes (ou une définition équivalente donnée par les cristallographes) n’est pas
celle de Bravais : la sienne est un peu ambigué et semble un peu moins fine [PIT96]. Mais Bravais donne la
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I’ensemble des systemes cristallographiques de Bravais; les deux systémes, « hexagonal » et
«rhomboédrique », contiennent chacun une seule classe de Bravais 3.

Les groupes de symétrie des cristaux sont les sous-groupes discrets G du groupe
euclidien Eu,, dont les translations forment un réseau L. On les appelle, le plus souvent,
groupe d’espace du cristal. Le quotient G/L = P est appelé le groupe ponctuel du cristal. C’est
un groupe fini. Frankenheim [FRA826] et Hessel [HES830] établirent indépendamment
la liste des 32 classes de conjugaison des groupes ponctuels P dans le groupe Og. On les
appelle classes géométriques; cette classification est suffisante pour I’étude macroscopique
de beaucoup de propriétés physiques des cristaux. Des familles de groupes G (appelés le
plus souvent groupes cristallographiques d’espace) ont été obtenues par Jordan a partir
de 1867, par Sohncke a partir de 1879. La liste compléte de ces groupes (17, 219 pour
n = 2, 3) fut obtenue indépendamment par le minéralogiste Fedorov et le mathématicien
Schonflies (aprés quelques corrections mutuelles) en 1892. Ces sous-groupes de Eug avaient
été définis a une conjugaison prés dans le groupe affine (3). Bieberbach prouva aussi [BIE12]
qu’en toute dimension, un isomorphisme entre deux groupes cristallographiques d’espace
implique leur conjugaison dans le groupe affine.

Ce n’est qu’apres cette classification des groupes d’espace des cristaux qu’est ap-
paru un concept de base : celui de classes arithmétiques, c’est-a-dire les classes de conju-
gaison des sous-groupes finis de GL,(Z). Il y en a respectivement *) 2, 18, 73, 710 pour
n=1, 2, 3, 4; Jordan [JOR880] a prouvé que ce nombre est fini pour tout n. A chaque
classe arithmétique correspond une action de P sur L ~ Z" et un probléme d’extension de
groupes G/L = P. Pour chaque classe arithmétique a, les extensions inéquivalentes corres-
pondent aux éléments du groupe de cohomologie H?,(P, Z™) qui est fini puisque P est fini
et Z" a un nombre fini de générateurs. Soit N(P) le normalisateur de P dans GL,(Z); il agit
naturellement sur P, L et par conséquent sur H?,(P, L). Les orbites de N(P) sur H? (P,L)
correspondent aux classes de cristallographie (= classe d’isomorphie) des groupes d’espace

classification exacte : il refait et corrige le travail de [FRA42] qui, n’ayant pas su reconnaitre que deux d’entre
elles étaient identiques, en avait trouvé 15.

(%) Curieusement les Tables internationales de cristallographies n’ont pas voulu choisir entre Weiss et
Bravais! Elles classent les réseaux n’appartenant pas a un des cinq systémes cristallographiques communs a
ces deux auteurs, dans une «famille hexagonale». Ces tables consacrent au moins deux pages pour chacun
des 230 groupes crystallographiques (= groupes d’espace, voir le prochain paragraphe) et celles consacrées aux
groupes de la famille hexagonale sont groupées suivant la classification empirique de Weiss : trigonal et hexagonal.
Ces tables utilisent une notation remarquable pour désigner chaque groupe d’espace : c’est un symbole, composé
au plus de 7 lettres et/ou chiffres, qui permet de déterminer la loi de groupe et la classe de Bravais et, par
conséquent, le systéme de Bravais.

() En fait les physiciens préférent se restreindre au groupe affine connexe car ces conjugaisons
correspondent aux modifications du crystal par changement de température, de pression... qui ne changent
pas sa classe de symétrie. Il faut donc ajouter 11 groupes. On obtient ainsi onze paires de groupes (dites
éniantomorphiques) conjugués dans le groupe affine complet. Les deux «orientations», correspondant aux
deux groupes de la paire, se trouvent présentes dans une cristallisation et elles peuvent étre distinguées par des
mesures physiques (qui utilisent par exemple de la lumiére polarisée).

(*) Tousles livres de mathématiques que j'ai consultés et qui donnent le nombre de classes arithmétiques
pour 7 = 3 sont d’accord pour le nombre 70. L’'un deux est le si intéressant livre Symétrie que H. Weyl écrivit pour
une grande audience.
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en dimension (*) n. La liste des 4 783 groupes d’espace a 4 dimensions et leur structure sont
données dans [BRO77], résultat de calculs sur ordinateurs faits par un groupe interdiscipli-
naire de 5 auteurs.

Apres les mathématiciens et depuis Hermann, des cristallographes ont étudié quel-
ques propriétés de la cristallographie en dimension » arbitraire. Une de ces questions
(désignée le plus souvent comme «condition cristallographique ») est purement mathéma-
tique : pour quelles valeurs de n le groupe (%) GL,(Z) a des sous-groupes isomorphes a
Zy, le groupe cyclique d’ordre m. Pour m < 15 la réponse est donnée par la fonction ¢(m)
d’Euler qui fait intervenir la décomposition de m en produit de puissances des nombres
premiers :

m=J[ #%*: nzem= J[ o' = T[ @-Dp" %

remier remier remier
p p p

Trop souvent cette formule est présentée a tort (*) comme la solution générale; celle-ci a
été donnée par [HER49] :

n>(e>00E"+ > e, (7)

2 < p premier

ou (kg > 1) est une fonction de Boole : elle vaut 1 quand I'inégalité dans ( ) est satisfaite
et vaut 0 dans le cas contraire. Par exemple, la valeur minimum de 7 est 10 non seulement
pour m = 11, 22 mais aussi pour les valeurs m = 35, 45, 48, 56, 70, 72, 84, 90, 120. Il est bien
connu que pour n = 3, m # 5. Cependant en 1984 [SHE84] furent trouvés des cristaux a
symétrie icosaédrique; ces cristaux sont apériodiques, c’est-a-dire sans réseau de translations.
Beaucoup de progrés ont été faits sur I’étude des nombreux cristaux apériodiques (). Le
concept de cristal est a redéfinir. Les figures de diffraction de ces nouveaux cristaux posent
encore de trés intéressants problémes mathématiques.

Le plus important progres de la physique au XIX® siécle est la théorie de Maxwell,
qui rassemble I’étude physique des phénomeénes électriques, magnétiques et lumineux dans
un systéme linéaire d’équations aux dérivées partielles (°). La lumiére visible correspond
simplement a un domaine de fréquence des ondes électromagnétiques, d’autres domaines
de fréquence étant si utilisés de nos jours comme support de communications, comme
rayons ultraviolets, rayons X ou rayons Y. Les équations de Maxwell sont incompatibles
avec la mécanique newtonienne : leurs groupes de symétrie sont différents. La nouvelle

e Que le nombre total de classes soit fini était une partie du 18° probléme d’Hilbert; il fut résolu, sous
une forme moins directe, dans [BIE12].

3 La réponse est la méme pour le groupe GLy, (Q) sur les rationnels.

() Par exemple «Encyclopedic Dictionnary of Mathematics» (Math. Soc. Japan); traduction anglaise :
MIT press (1977), article «Crystallography» § A.

(*) Certains les appellent des quasi-cristaux. Ce sont des vrais cristaux avec des corrélations de position
des atomes de longueur infinie; «apériodique» indique en quoi ils se distinguent des cristaux périodiques.

(®) Cette théorie est exposée dans le « A treatise on electricity and magnetism » [MAX873] qui contient
aussi les connaissances de calcul différentiel et intégral nécessaires pour établir la théorie.
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mécanique fut élaborée dés le début du XX€ siécle, principalement par Lorentz et Einstein;
son cadre est I’espace-temps pseudo-euclidien. Pour la cohérence il fallait aussi abandonner
I’approximation (trés suffisante a 1’échelle terrestre) newtonienne de la théorie de la
gravitation. La nouvelle théorie, créée par Einstein en cinq ans (1911-16) et appelée aussi
«relativité générale », réalise une révolution dans nos concepts : la géométrie de notre
espace-temps dépend directement de I’énergie qu’il contient; plus précisément c’est une
variété riemannienne pseudo-euclidienne dont le tenseur de courbure est proportionnel au
tenseur de densité d’impulsion et énergie (!). La lumiére se propage le long des géodésiques
de cette variété.

La mécanique classique n’est plus valable a I’échelle atomique. Au milieu des
années vingt fut élaborée trés rapidement la mécanique quantique : deux réalisations
mathématiques équivalentes en furent données, I'une par Heisenberg et’autre, un an apreés,
par Schrodinger. Les mathématiciens von Neumann et Weyl apportérent des contributions
importantes a cette nouvelle théorie physique. La version relativiste fut mise en équation
par Dirac en 1928 (il réinventa les algebres de Clifford a cette occasion). Il faut souligner
que les équations d’Einstein et celles de Dirac furent découvertes a partir des conditions
mathématiques (y compris leur symétrie) qu’elles devaient satisfaire. En fait, les équations
de Dirac contenaient une involution supplémentaire (appelée maintenant « conjugaison de
charge ») qui conduisit Dirac a prédire I’existence de I’antimatiére. Cette prédiction a la fois
détaillée et concise est faite a la fin de I'introduction de I’article [DIR31] ot sont inventés et
quantifiés les monopoles magnétiques. L’introduction commence par « The steady progress
of physics requires for its formulation a mathematics which is continuously more advanced...
a mathematics that continuously shifts its foundation and gets more abstract».

Tout un livre pourrait étre écrit sur la symbiose entre les mathématiques et certaines
parties de la physique au XX® siécle; on ne peut le faire dans un court article. L’IHES
est un des points privilégiés pour observer et méme participer a cette évolution. Mais je
n’y ai été qu’'un utilisateur, trés gourmand et un peu gourmet, de mathématiques; ce fut
merveilleux pour moi et trés utile pour la physique que j’ai voulu faire. Serait-ce utile de faire
connaitre aux mathématiciens les desiderata et... les avatars d’un utilisateur? J’en doute, les
motivations sont si différentes! C’est rare de recevoir des produits (?) «clés en main». Il
s’agit plus souvent de «kit» a monter. C’est un travail banal laissé a 1'utilisateur : la notice
de montage est si claire! Oui mais parfois, en le montant, il devient vite évident que celui
qui I’a concu ne I’a jamais essayé, ni méme monté€. Il y a des surprises, certaines décevantes,
d’autres tres agréables!

Je suis trés reconnaissant a tous ceux qui ont participé a la décision de m’inviter a
I'THES comme troisiéme professeur permanent. Presque tous sont morts; ils sont vivants

(*) Hilbert écrivit indépendamment les mémes équations quelques semaines apres.

(%) En voici un trés simple exemple : 4 la suite d’une conversation au déjeuner, un visiteur me passe un
prétirage de [STA77] qui donne une méthode pour calculer sous une forme élégante et efficace 'algebre des
polynémes invariants d’un certain type de groupes finis. Je vois tout de suite qu’il s’applique a tous les sous-groupes
finis de O3 et cela intéresse beaucoup les physiciens!
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dans ma mémoire. Je suis entré a 'THES en octobre 1962, dés son déménagement au
Bois-Marie. Quelle activité avaient les deux premiers professeurs permanents (le séminaire
Grothendieck attirait une remarquable audience) ! Je n’apprendrai rien au lecteur en disant
qu’ils n’étaient pas intéressés par la physique. Jean Dieudonné fut trés gentil pour moi.
Nous aimions discuter ensemble. Au bout de quelques mois, je pus méme me permettre
de le taquiner un peu : je dénichai pour lui tous les articles ou les prétirages de physiciens
qui le citaient. Au début il fut suffoqué, puis assez vite intéressé. Nos relations devinrent
excellentes. Moins de 18 mois aprés mon entrée a l’IHES, ma famille déménagea de Paris
a Bures ou habitait aussi la famille d’Alexander Grothendieck. Nous nous recevions assez
souvent en famille. Scientifiquement, Sacha m’influenca sans que je m’en apercusse tout
de suite (!) : son enthousiasme pour les mathématiques était communicatif et il avait un art
pour expliquer en termes non techniques sa philosophie de cette science.

L’article de A. S. Wightman, dans ce recueil, traite surtout de la physique a I'THES avant
le déménagement au Bois-Marie. Il faut ajouter que Harry Lehmann, a qui une position de
professeur permanent fut offerte mais finalement non acceptée, travailla trois ans a I'THES
(années académiques 62-65). En 63-64, en plus de Arthur Wightman, Arthur Jaffe, Oscar
Lanford, vinrent pour de moins longs séjours Julian Schwinger, Res Jost, Vladimir Glaser,
Henri Epstein; René Thom y était aussi comme professeur permanent et David Ruelle
arriva en octobre 1964. Il est vrai qu’il ne s’agissait encore que d’une cohabitation avec la
géométrie algébrique qui brillait comme une étoile de premiére magnitude au firmament
des mathématiques. Mais la vision de Léon Motchane prenait corps.
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