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LE THÉORÈME DE COMPARAISON
ENTRE COHOMOLOGIES DE DE RHAM

D'UNE VARIÉTÉ ALGÉBRIQUE COMPLEXE
ET LE THÉORÈME D'EXISTENCE DE RIEMANN

par ZOGHMAN MEBKHOUT
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0. INTRODUCTION

Soit X/À une variété algébrique non singulière définie sur un corps k.
Notons DR(^x) son complexe de de Rham 0 -> 0^ -> tl^ -> ... t2^ -> 0 et
Hp^(X) := IT(X; DR(^x)) sa cohomologie de de Rham où n := dim(X). Si le corps
de base k est le corps des nombres complexes, notons de même DR^^) 1e complexe
de de Rham de la variété transcendante X11 associée à X et H^(X11) : = H^X11; DR(^x11))
sa cohomologie de de Rham, isomorphe à la cohomologie de Betti H"(X11; C^h) en vertu
du lemme de Poincaré. On a des morphismes naturels
(*) H^(X)^H^(X11).

Motivé par une bonne théorie des formes différentielles de seconde espèce d'Atiyah-
Hodge [A-H] et une définition purement algébrique des nombres de Betti d^une variété
algébrique non singulière sur un corps de caractéristique nulle, Grothendieck a démontré
le théorème suivant :

Théorème [GJ. — Les morphismes (*) sont des isomorphismes.

Dans l'article d'Atiyah-Hodge (loc. cit.), il était signalé que la clé de la démons-
tration de ce type de théorème devait être le théorème de résolution des singularités
démontré par Hironaka [H]. En vertu du théorème GAGA de Serre [SJ, Grothendieck
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démontre que l'obstruction pour que (*) soient des isomorphismes est Phypercohomologie
d'un certain complexe de faisceaux de C-espaces vectoriels pour la topologie transcen-
dante [GJ. En s'appuyant sur le théorème d'Hironaka [H], il a ensuite montré que
ce complexe est nul [G^].

Plus généralement, on peut considérer un fibre vectoriel § sur X muni
d'une connexion intégrable. Soit DR(<^) son complexe de de Rham; notons
Hps(X, S) := IP(X; DR(^)) la cohomologie de de Rham de X à valeur dans ê et
Hp^(X11, ^h) := H'(X;DR(^11)) la cohomologie de de Rham de X11 à valeur dans
le fibre transcendant ê^ associé à §. On a encore des morphismes naturels
(**) H^X.^^H^X11,^1)

et Grothendieck a demandé si les morphismes (**) sont encore des isomorphismes [GJ.
Gomme l'a remarqué Deligne [D], la réponse est en général négative : si dim(X) = 1,
la différence entre la caractéristique d'Euler-Poincaré des espaces vectoriels gradués
Hp^X^ ^h) et Hp^(X, <??) est égale à la somme des irrégularités du fibre à connexion ê
aux points à l'infini de X, qui en général est non nulle ([D], II, 6.20). Il faut donc
imposer une condition de régularité à l'infini; de fait, Deligne a montré le théorème
suivant :

Théorème [D]. — Avec les notations précédentes^ si V image inverse de ê sur toute courbe
non singulière au-dessus de X ri? a que des singularités régulières à Finfini, les morphismes (**) sont
des isomorphismes.

L'image inverse du fibre trivial 0^ muni de la connexion naturelle sur une courbe
non singulière au-dessus de X n'a pas de singularités à l'infini : on voit ainsi que le
théorème de Deligne généralise celui de Grothendieck. La démonstration de Deligne
s'appuie aussi sur le théorème d'Hironaka, mais utilise en plus le théorème d'existence
de Riemann [D].

Les deux théorèmes précédents ont joué un rôle considérable aussi bien dans le
développement des propriétés de la cohomologie de de Rham des variétés algébriques
en toute caractéristique qu'en théorie des S^^-moà.nles. Par exemple, à partir de ces
théorèmes on obtient par dévissage ([Me^], 3.4.2, p. 87) le résultat suivant. Si «^ est
un ï^^-module holonome (cf. définition dans le § 1) notons

DR(^) : == R hom^ ̂ h, ̂ h)

son complexe de de Rham transcendant.

Théorème. — Soient ^K-^ et ̂ 3 deux Qy^modules holonomes tels que leurs images inverses
sur toute courbe non singulière au-dessus de X n'ont que des singularités régulières à distance finie
et infinie. Alors les morphismes naturels :

(**•) Ext^(X; ̂  ̂ ) ̂  Ext^ JX11; Jt\, ̂ )
-> Ext^(X11; DR(^;), DR(^))

sont des isomorphismes.



COMPARAISON ENTRE COHOMOLOGIES DE DE RHAM ET THÉORÈME DE RIEMANN 49

Un fibre à connexion intégrable est un ^-module holonome qui n'a pas de singu-
larité à distance finie. En ce sens, le théorème précédent généralise encore le théorème de
comparaison de Grothendieck-Deligne.

Le cœur des démonstrations de tous ces théorèmes restait le théorème d'Hironaka.
D'un autre côté, nous pensons que le théorème d'Hironaka était un obstacle pour une
compréhension plus précise et plus simple de la cohomologie de de Rham des variétés
algébriques sur un corps de caractéristique nulle; en particulier, cela ne rendait pas
compte des phénomènes de ramification non modérée; or, la transformation de Fourier
ne respecte pas la ramification modérée. Ceci a sans doute empêché un développement
substantiel de la cohomologie de de Rham des variétés algébriques définies sur un corps
de caractéristique positive, faute de ne pas disposer de la résolution des singularités dans
ce contexte.

Dans ce travail, on se propose de développer une nouvelle méthode de démons-
tration des théorèmes de comparaison du type précédent et du théorème d'existence de
Riemann. Cette méthode est plus précise et n'utilise pas le théorème d'Hironaka. Elle se
fonde sur le théorème de positivité de l'irrégularité d'un Q^-moàxûe holonome le long
d'un diviseur [MeJ.

Par exemple, sachant a priori que le complexe qui intervient dans la démonstration
de Grothendieck [GJ est m. faisceau pervers (cf. § 2), pour montrer qu'il est nul on pro-
cède par récurrence sur la dimension de X, et ceci ne requiert ni le théorème d'Hironaka
ni le théorème d'existence de Riemann autrement que pour les courbes. Outre que
c'est là une démonstration plus élémentaire, elle pourra se transposer en caractéristique
positive à chaque fois que l'on disposera de l'analogue du faisceau d'irrégularité pour des
coefficients donnés. C'est un exemple très important de propriété de la cohomologie des
variétés algébriques où le théorème de résolution des singularités n'est pas au fond du pro-
blème, contrairement à une opinion courante (cf. [03]). De là, on passe au théorème de
comparaison pour les ̂ •'modules holonomes réguliers et au théorème de comparaison pour
les cycles évanescents de [S.G.A. 7], XIV, 4.13, 4.15. On en déduit avec Malgrange [Mg]
que le théorème de rationalité des zéros du polynôme de Bernstein-Sato d'un germe
de fonction holomorphe est équivalent au théorème de monodromie locale (cf. par
exemple [Lg]). Remarquons que la démonstration de Le procède aussi par récurrence.

Une fois acquis le théorème de comparaison, on montre que le théorème d'existence
de Riemann est une conséquence du théorème de prolongement des faisceaux ana-
lytiques cohérents de Frisch-Guenot [F-G] et Siu ([SiJ, [SiJ) (voir aussi [Sg] et [Ta])
et ne requiert pas non plus le théorème d'Hironaka. Prenons par exemple le cas d'un
système local «^j d'espaces vectoriels complexes de dimension finie sur le complémen-
taire U : ==• X-Z d'un diviseur Z d'une variété analytique complexe. Si l'on fixe une
section a : C/Z -> C de la projection naturelle, la théorie élémentaire des équations
différentielles à points singuliers réguliers permet d'étendre le fibre plat Q^ ®ç^ e^ç en
un fibre analytique cohérent oSf^ sur le complémentaire W:= X-sing(Z) du lieu sin-
gulier sing(Z) de Z (cf. [D]). On montre à partir du théorème de prolongement des
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faisceaux analytiques cohérents que l'image directe ^ o§̂  par l'inclusion canonique
de W dans X est un faisceau analytique cohérent. Pour cela, il suffit de montrer que
le fibre oSf^ est prolongeable en faisceau analytique cohérent au voisinage de chaque
point lisse du lieu singulier de Z. Ceci ne requiert que le théorème de résolution plongée
des singularités d'une courbe plane (cf. 5.2). Pour passer au cas d'un système local
sur un ouvert de Zariski lisse d'un espace analytique, il faut en plus le théorème de
résolution des singularités d'une surface complexe où l'on dispose des méthodes natu-
relles et canoniques de Jung et de Zariski ([Z], [Li]). De là, on passe au cas des coef-
ficients constructibles par le dévissage habituel [MeJ. On peut espérer que ce procédé
« canonique » permettra de mieux comprendre le théorème d'existence de Riemann
dans le cas de systèmes locaux particuliers sur le complémentaire de singularités par-
ticulières. Cette méthode de démonstration du théorème d'existence de Riemann à
l'aide du théorème de prolongement des faisceaux analytiques cohérents qui relève donc
de la théorie des fonctions à plusieurs variables complexes s'apparente à la démonstration
de Grauert-Remmert [G-R^] du théorème d'existence de Riemann pour les revête-
ments topologiques étales finis d'une variété algébrique complexe non singulière. Elle a
l'avantage de fournir une méthode d'attaque du théorème d'existence de Birkhoff
pour les singularités irrégulières en dimension supérieure (cf. [Mg]).

Le théorème de positivité qui est à la base de ce qui précède est dû en dimension
un à Malgrange ([MJ, [Mj), et sa motivation en dimension supérieure est le théorème
de semi-continuité de l'irrégularité d'une famille d'équations différentielles [M^],
analogue au théorème de Deligne sur la semi-continuité du conducteur de Swan.
On a là une illustration du principe selon lequel il est plus naturel et plus simple d'obtenir
les propriétés de la régularité comme cas particuliers des propriétés de l'irrégularité.
Inversement, le cas de singularités régulières permet de cerner les difficultés du cas des
singularités irrégulières. Il apparaît que pour la démonstration du théorème d'existence
de Birkhoff pour les singularités irrégulières, le cas crucial est celui de la dimension
deux [MJ. Ceci, comme nous l'a fait remarquer Malgrange, suggère des énoncés de
théorèmes de type Lefschetz-Zariski pour les groupes de Galois différentiels locaux.

Voici le contenu de ce travail. Dans le § 1 nous rappelons quelques résultats généraux
de la théorie des ^.-modules. Dans le § 2 nous rappelons le théorème de positivité et
ses conséquences immédiates. Dans le § 3 nous montrons le théorème de comparaison
pour la cohomologie de de Rham. Dans le § 4 nous en déduisons le théorème de compa-
raison pour la cohomologie de de Rham des cycles évanescents. Enfin, dans le dernier
paragraphe, nous montrons le théorème d'existence de Riemann.

Pour réaliser ce travail nous avons bénéficié de l'aide de B. Malgrange, H. Hamm,
Le D. T., M. Merle, L. Narvaez, B. Teissier, G. Trautmann et de M. Vaquié. Nous
voudrions les remercier. De même nous remercions Mmes L. Barenghi et G. Roussel
pour l'aide matérielle qu'elles nous ont apportée. Les résultats de cet article ont été
annoncés dans une Note aux Comptes Rendus de l'Académie des Sciences : G.R.A.S.,
Paris, t. 305, série I, p. 549-552 (1987).
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1. RAPPELS DE QUELQUES RÉSULTATS

On désigne par (X, 0^ soit une variété algébrique non singulière sur un corps
de caractéristique nulle soit une variété analytique complexe. On note 2^ le faisceau
des opérateurs différentiels d'ordre fini à coefficient dans 0^. C'est un faisceau cohérent
(cf. [M3J) d'anneaux non commutatifs muni d'une filtration Q^ (k e N) par les faisceaux
des opérateurs différentiels d'ordre < A. Une bonne filtration ̂  (l e N) d'un 2^-module
(à gauche) ^ est une filtration exhaustive par des ^-modules cohérents telle que
Qf^^KfCJK^^f pour tous k et l appartenant à N avec égalité dès que i est assez
grand. Un S-^-mod\xïe est cohérent si et seulement si il admet localement une
bonne filtration (cf. pMy). Le faisceau gradué gr(^) := O^k^k+il^k associé à une
bonne filtration est un faisceau cohérent sur le gradué gr(^x) associé à la filtration Q^
et définit un cycle positif du fibre cotangent T* X de X qui ne dépend pas de la bonne
filtration choisie (cf. loc. cit.). Donc, si ̂  est un S^-module cohérent, son cycle carac-
téristique CCh(^) et sa variété caractéristique ChÇ^}, son support, sont globalement
définis. Si ̂  est un .̂ .-module cohérent non nul, la dimension de sa variété caractéris-
tique est au moins égale à la dimension de X en vertu de l'inégalité de Bernstein (cf. [M^]).
En fait, l'inégalité de Bernstein est aussi une conséquence du théorème de l'involutivité
des caractéristiques (cf. [Ga]) mais elle est bien plus élémentaire. On dit alors qu'un
S^-module cohérent ^ est holonome si dim(Gh(^)) == dim(X) ou s'il est nul. On
note Mh(^x) ^a catégorie des 2^-modnles holonomes. C'est une sous-catégorie pleine,
stable par extension de la catégorie des Q^-modules. On note comme d'habitude D(^x)
la catégorie dérivée de la catégorie abélienne des S^-moduïes et D^(^x) ^a catégorie
des complexes à cohomologie bornée et holonome. La catégorie D^(^x) est ^ors une

sous-catégorie pleine et triangulée de la catégorie D(^x)*
Soit Z un sous-espace de X défini par un idéal ^* O11 définit deux foncteurs de

la catégorie D^^x) en posant
R^(*Z) := R lim hom^^ J^)

A^

et R alg r^(^) : = R lim hom^Q^^ , JK),
"T^

où ̂  est un complexe de la catégorie D^^:). On a un triangle distingué de la catégorie
DW :

R alg Tr^JK) ->JK-> R^(*Z) ->.

Il résulte de la théorie du polynôme de Bernstein-Sato ([B], [KJ) (voir aussi [N-M])
que si Ji est un complexe de la catégorie D^(^x) 1e triangle précédent est un triangle
distingué de la catégorie D^(^x)- On en déduit facilement que sif est un morphisme
X -» X' de variétés non singulières l'image inverse d'un complexe J l ' de la caté-
gorie D^x')

Jl := LT.T :== ̂ /-^ f~1^'
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appartient à D^x) si ̂ ' appartient à D£(^). D'autre part, on a un morphisme
canonique pour toute sous-variété Z' de X'

^/-^/-'lurOKZ') -^R^(*Z)
qui est un isomorphisme ([MeJ, 2.2.2, p. 72) où Z-^f^Z'. Si on pose
^x-.x-î-V^x- =r^, alors ̂ x' est un (^x,/~1 ̂ x-)-bimodule et le com-
plexe^ est isomorphe au complexe 2^ è/-,^, f-^' parce que tout ^x-niodule
plat reste plat en tant que ex-module. De cette façon la structure de complexe de
^x-modules à gauche sur le complexe ^ est plus explicite (cf. [KJ, [MJ).

2. LE THÉORÈME DE POSITIVTTÉ
ET LE FAISCEAU D*IRRÉGULARITÉ

2.1. Perversité

Si X est une variété complexe non singulière munie de la topologie transcendante
on note D^Cx) la catégorie des complexes de faisceaux d'espaces vectoriels complexes
algébriquement constructibles si X est algébrique et analytiquement constructibles si X
est analytique. Si ^ est un complexe on note A*(^-) son î-ième faisceau de cohomologie.

Définition (2.1.1). — On dit qu'un complexe constructible ^ a la propriété de support
si h\^} est nul pour i ^ [0, dim(X)] et si la dimension du support du faisceau h\^) est inférieure
ou égale à dim(X) — i pour tout i e [0, dim(X)].

Définition (2.1.2). — On dit qu'un complexe constructible ̂  a la propriété de co-support
si le complexe dual ̂  := Rhom^, Cy a la propriété de support.

Si J( est un complexe de ^-"lodules (eD^x)) notons
DR(^):=RÂOOT^(^,^)

son complexe de de Rham transcendant et S(^) : = R hom^, ̂ ) son complexe
des solutions holomorphes. En vertu du théorème de constructibilité [Kg], les com-
plexes DR(^) et S(^) sont constructibles si ̂  est un complexe holonome (eDj^x))
et ils ont la propriété de support si J( est un ^x-module holonome ([Kg], prop. 4 1)
En vertu du théorème de dualité locale ([MeJ, théorème 1.1) les complexes DR(^)
et S(^) s'échangent par dualité si Jï est un complexe holonome :

DR(^)sRAom^(S(^),C^).

Il en résulte que si ̂  est un ^x-module holonome les complexes DR(^) et S(^) ont
la propriété de co-support.

Définition (2.1.3). — On dit qu'un complexe constructible ^ est un faisceau pervers
s'tl a les propriétés de support et de co-support.
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Donc si ̂  est un S^-modnïe holonome les complexes DR(^) et S(^) sont des
faisceaux pervers. On note Perv(C^) la catégorie des faisceaux pervers sur X qui est
alors une sous-catégorie pleine et abélienne de la catégorie des complexes construc-
tibles [B-B-D]. De plus, un triangle distingué de la catégorie D^(Cx) donne naissance,
à côté de la suite longue de cohomologie usuelle, à une suite longue de cohomologie
perverse [B-B-D]. Si Z est une sous-variété de X, un complexe constructible y sur Z
est un faisceau pervers sur Z si le complexe y\— codimx(Z)] vu comme complexe
constructible sur X est un faisceau pervers sur X. On note Perv(C^) la catégorie des
faisceaux pervers sur Z qui est alors une sous-catégorie pleine et abélienne de la caté-
gorie des complexes constructibles sur Z. Si S^ est un complexe constructible on
note ^H^y} son î-ième faisceau de cohomologie perverse.

2.2. Irrégularité

Si Z est une sous-variété d'une variété complexe non singulière X notons i l'inclusion
canonique de Z dans X et j l'inclusion (transcendante) canonique de U :== X — Z
dans X. Pour tout complexe ^K de la catégorie D^^x) on définit les complexes IR^(^)
et IR^(^) sur Z en posant

IRz(^) :== r DR(R^(*Z)) [1]

IR^(^) := î-^m^Z)) [codimx(Z)].

Par construction on a deux triangles distingués de la catégorie D^C^) :

IRz(^) [- 1] ->DR(^(*Z)) -^R/J^DR^) ->
et jj-1 S(^) -> S(^(*Z)) -^ IR^) [~ codim^(Z)] ->.

En vertu du théorème de constructibilité les complexes IR^(^) et IR^(^) sont cons-
tructibles sur Z si ̂  est un complexe holonome et en vertu du théorème de dualité
locale ils s'échangent par dualité :

IKz(^) [- 1] ^ R hom^(JR^) [- codim^(Z)], Cy.

On définit ainsi un foncteur exact covariant et un foncteur exact contravariant entre
catégories triangulées :

IRz:D^x)->Wz),
n^-.D£(^)-Wy.

On a alors le théorème fondamental de positivité qui est à la base de ce travail [MeJ :

Théorème (2.2.1). — Avec les notations précédentes si Z est une hypersurface (définie loca-
lement par une équation) et si ^ft est un Q ̂ -module holonome les complexes IR (̂̂ ) et IR (̂̂ )
sont des faisceaux pervers sur Z.
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Définition (2.2.2). — Pour toute sous-variété Z de X et tout complexe holonome ̂ , on
appelle complexe d9 irrégularité de ^éK le long de Z le complexe TSLy^K) ou le complexe IR (̂̂ );
pour toute hypersurface Z de X et tout Q^-module holonome ̂ , on appelle faisceau d'irrégularité
de ^K le long de Z le faisceau IR (̂̂ ) ou le faisceau IR (̂* )̂.

Il résulte du théorème de positivité et de la suite longue de cohomologie perverse
que les foncteurs entre les catégories abéliennes Mh(^x) et ^^(Cz) D^z et D^z sont

exacts. En particulier dans une suite exacte courte de S^-modales holonomes le faisceau
d'irrégularité le long d'une hypersurface du terme médian est nul si et seulement si les
faisceaux d'irrégularité des termes extrêmes sont nuls.

On déduit du théorème (2.2.1) le corollaire suivant [MeJ :

Corollaire (2.2.3). — Si ̂  est un complexe holonome et Z une hypersurface de X on a
alors les isomorphismes de faisceaux pervers ÏSL^(K(^)) ̂  ̂ (IR *̂̂ )) pour tout i.

En vertu du corollaire (2.2.3) si ̂  est un complexe holonome et Z une hyper-
surface, le complexe IR^(^) est nul si et seulement si les faisceaux IR^A1^)) sont
nuls pour tout i.

Notons œ^ le faisceau des formes différentielles sur X de degré maximum et ̂ *
le complexe dual d'un complexe ̂  de la catégorie D^^x) :

^ := hom^u^, ÎLhom^JK, ̂ )) [dim(X)].

Si /(^r) désigne la fonction d'Euler-Poincaré d'un complexe constructible ^r, on a le
théorème suivant [MeJ :

Théorème (2.2.4). — Pour tout complexe holonome ^( et toute sous-variété Z, on a V égalité
entre fonctions constructibles (̂IR (̂̂ )) = ̂ (IRz(*^*)).

On déduit des théorèmes (2.2.1) et (2.2.4) le corollaire suivant :

Corollaire (2.2.5). — Si ^K est un Q ̂ -module holonome et Z une hypersurface^ le fais-
ceau IR (̂̂ ) est nul si et seulement si le faisceau ÎSL^^K*) est nul.

En effet, un faisceau pervers est nul si et seulement si sa fonction d'Euler-Poincaré
est nulle.

Soit p : X -> X' un morphisme lisse de variétés lisses et DRy(^) le complexe de
de Rham relatif d'un complexe de la catégorie Tf°{2^). Le complexe R^ DRp(^f)
est un complexe de la catégorie D^^x')- Si^ est un S^-modnie admettant une bonne
filtration globale et si le morphisme/? est propre sur le support de ̂ 5 il résulte du théorème
des images directes des faisceaux algébriques ou analytiques cohérents par un morphisme
propre que les faisceaux de cohomologie de R^ DRy(^) sont ^^-cohérents
(cf. [K^], [MJ). De plus, si ̂  est holonome ces faisceaux de cohomologie sont holo-
nomes (cf. loc. cit.). On a alors le théorème suivant ([MeJ, théorème 4.3.1, p. 59) :
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Théorème (2.2.6). — Avec les notations précédentes si JK est un complexe holonome tel que
le morphisme p est propre sur les supports de ses faisceaux de cohomologie, on a Pisomorphisme
suivant entre complexes d'irrégularité pour toute sous-variété Z' de X' où Z := p~l(Zt) :

DMRA DR,(^)) ^ R^ IR^).

La preuve du théorème (2.2.6) résulte de la commutation des foncteurs de coho-
mologie locale algébrique avec un morphisme propre et de la formule de projection.

Plus généralement, si/: X -> X' est morphisme entre variétés non singulières et
si on pose ^<-x := ^^o^F hom^.{^, Q^ V11 est un (/-1 2^, ̂ -bimodïûe,
alors le foncteur image directe pour les complexes de ^-mod\iles est défini par

^->R/,^^^x^-
II se réduit, au décalage près, à l'image directe totale du complexe de de Rham relatif
pour un morphisme lisse et a les mêmes propriétés (cf. [Kg], [MJ).

Remarque (2.2.7). — En vertu du théorème de positivité, siJK est un Q^-module holonome
et Z une hypersurface, le cycle caractéristique du faisceau d'irrégularité TBL^JK) est un cycle lagrangien
positif du fibre cotangent T* X. // est nul si et seulement si TEL^(JK) est nul. D'autre part, il peut
se décrire à l'aide du cycle caractéristique <fe^(*Z) et du cycle du faisceau R/,J~1 DR(̂ ) [MeJ.
Cette description garde un sens sur un corps de caractéristique nulle. On a là une définition purement
algébrique de l'irrégularité pour les Q^-modules holonomes en dimension supérieure sur un corps
de base de caractéristique nulle.

Remarque (2.2.8). — Le théorème de positivité suggère de construire sur un corps de carac-
téristique nulle, à l'instar de la dimension un, un ^-module holonome à support dans Z, « le module
d'irrégularité », qui contient toute l'information de la ramification de Ji le long de Z et qui a un
analogue pour les faisceaux 1-adiques en caractéristique positive. Cependant, des exemples simples
montrent que la théorie des cycles évanescents, parallèle à la théorie l-adique de [S.G.A. 7], est insuf-
fisante pour construire le module d'irrégularité.

Nous allons déduire du théorème de positivité que sur une variété analy-
tique complexe X, le foncteur qui, à une connexion méromorphe le long d'une hyper-
surface Z génériquement régulière, associe son système local des sections horizontales
sur U : = X — Z, est pleinement fidèle. On appelle connexion méromorphe le long de Z
un ^-module holonome lisse sur U tel que ^K ^ ̂ (»Z). Il revient au même de dire que
c'est un (P^{*Z)-mod\de cohérent muni d'une action de Q^. On dit qu'une connexion
méromorphe ^( le long de Z est génériquement régulière si la codimension dans Z du
support du faisceau IR^(^) est au moins égale à un.

Théorème (2.2.9). — Le foncteur^ ^Aom^(6^,^) qui, à une connexion méromorphe
et génériquement régulière le long de Z, associe son système local des sections horizontales sur U, est
pleinement fidèle.
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Preuve de (2.2.9). — Soient ̂  (i == 1, 2) deux telles connexions. Si j désigne
l'inclusion canonique de U dans X, on a le diagramme suivant :

R hom^^, ̂ ) ^ DR(̂ Î ®^ ̂ 2)

R^J-1^^^) ^ Rj^DRG^®^).

Il apparaît que le cône du premier morphisme vertical est égal par définition au complexe
IR^*^®^*^) ci111 est un faisceau pervers sur Z en vertu du théorème (2.2.1). Mais
il passe par tout point de Z, en dehors d'un ensemble de codimension un, une courbe
non singulière et non caractéristique pour les S^-modules holonomes ^^(*Z), ̂ K^î)
et ̂ ^^^^(•Z) (voir 3.2.1). Ceci a pour conséquence que si les faisceaux IR^(»^),
IR^(.^) sont à support de codimension au moins égale à un dans Z, il en est de même
pour le faisceau IR^.^®^.^) en vertu du théorème de Cauchy-Kowalewski. Donc
le faisceau IR^(^®^^) est concentré cohomologiquement entre les degrés 1 et
dim(Z). Il en résulte que l'on a l'isomorphisme

horriQ^^, ̂ 2) ^ j j ~ 1 hom^Ç^^, Jl^.

En prenant les sections globales dans cet isomorphisme on trouve le théorème (2.2.9).
On remarquera que ce raisonnement remplace avantageusement celui de Deligne basé
sur le phénomène de Hartogs [D].

Terminons ce paragraphe avec la suite de Mayer-Vietoris qui nous sera très utile
par la suite.

Proposition (2.2.10). — Soient Z^ et Zg deux sous-espaces de X (algébriques ou analy-
tiques selon la situation) et ̂  un complexe holonome. On a alors le triangle distingué de la caté-
gorie D^(cy :

œz.nz,(^) ->IR^)CIR^) -^IR^(^) -̂ .
Preuve de (2.2.10). — Cela résulte immédiatement de la définition du complexe

d'irrégularité.
Soient Z une sous-variété de X définie par p équations g^, .. .5^3 Z^ la sous-

variété définie par l'équation g^ et Zg la sous-variété définie par les équations g^, ..., g y .
Alors Z = Zi n Zg et Zi U Zg est définie par les équations gig^y .. ' s g i g y Raisonnant
par récurrence sur p et utilisant la suite de Mayer-Vietoris on trouve que le complexe
d'irrégularité d'un complexe holonome le long de tout diviseur est nul si et seulement
si le complexe d'irrégularité d'un complexe holonome le long de toute sous-variété
est nul.

Soient ̂  un ^.-module holonome dont le faisceau d'irrégularité le long de tout
diviseur est nul, T une sous-variété de X et Z un diviseur de X. Notons i : Z -> X
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e t j :T ->X les inclusions canoniques. En vertu de ce qui précède on a Pisomorphisme
S(RalgI\(^(*Z)) ^j-^S^^Z)) et donc les isomorphismes :

i-1 S(R alg r^) (*Z)) ^ i-1 S(R alg I\(^(*Z))
^ î-1^-1 S(^(*Z)) ^ j - 1 i-1 S(^(»Z)) = 0.

Le complexe IR^(R alg F^)) est nul et par (2.2.3) le faisceau IR^aIgH^))
est nul.

3. LE THÉORÈME DE COMPARAISON

3.1. Enoncés

Nous énonçons les théorèmes du § 3 et démontrons leurs corollaires en 3.1. Nous
démontrons les théorèmes du § 3 en 3.2. Nous commençons par le cas analytique et
nous examinerons par la suite les changements qu'il faut apporter dans le cas algébrique.

Soient X une variété analytique complexe et Z un diviseur de X. Nous utilisons le
mot diviseur comme synonyme du mot hypersurface.

Théorème (3.1.1). — Si Ji est un Q^-module holonome lisse sur X — Z, le faisceau
IRz(̂ ) est nul si et seulement si la codimension dans Z de son support est au moins égale à un.

Voyons comment le théorème (3.1.1) entraîne le théorème de comparaison de
Grothendieck [GJ. Soit donc une variété algébrique complexe non singulière Y. Il
s'agit de montrer que sa cohomologie de de Rham algébrique est isomorphe à sa coho-
mologie de Betti. Pour cela la suite spectrale de Cech nous réduit à supposer que Y est
affine [GJ. Notons Y l'adhérence de Y dans un espace projectif P"1. Alors l'obstruction
au théorème de Grothendieck est égale à Phypercohomologie du faisceau IRy-Y^IK^))
oùp :== m — dim(Y), loc. cit. En vertu de (3.1.1) ÎR^pm) est nul pour tout diviseur Z
de P'" car son support est contenu dans le lieu singulier de Z qui est au moins de codi-
mension un dans Z. Un argument combinatoire de type Mayer-Vietoris entraîne que
le complexe IRz(H^(fl?p^)) est nul pour toutes les sous-variétés T, Z de P"1 (cf. (2.2.10)).

Soient maintenant Y une sous-variété fermée de X et Z une sous-variété fermée
de Y définie localement par une équation et contenant le lieu singulier de Y.

Théorème (3.1.2). — Si ̂  est un Q^'module holonome de support contenu dans Y et lisse
sur Y — Z, le faisceau IR (̂̂ ) est nul si et seulement si la codimension dans Z de son support
est au moins égale à un.

Voyons comment le théorème (3.1.2) entraîne le théorème de comparaison de
Deligne [D]. Soient donc une variété algébrique complexe non singulière Y et <? un
fibre à connexion intégrable sur Y. Il s'agit de montrer que la cohomologie de de Rham
de Y à valeur dans ê est isomorphe à la cohomologie de la variété transcendante Y11,
à valeur dans le système local des sections horizontales du fibre ê^ associé à ê, si l'image
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inverse de ê sur toute courbe non singulière au-dessus de Y n'a que des singularités
régulières à l'infini. La question étant locale pour la topologie de Zariski, on peut sup-
poser que Y est affine. Soit Y l'adhérence de Y dans un espace projectif P"1. L'obstruction
au théorème de Deligne est égale à l'hypercohomologie du faisceau IRy_y(<^) où S
est le ^pw-module image directe de ê par l'inclusion de Y dans P"1. Il saffit alors de
montrer en vertu du théorème (3.1.2) que la codimension dans Y — Y du support du
faisceau IRy_y(<f) est au moins égale à un. Si Y est normale on voit que c'est bien le
cas, en vertu du théorème de Cauchy-Kowalewski, en faisant passer une courbe non
singulière par un point générique du diviseur à l'infini. Dans le cas général, on se réduit
au cas précédent en prenant la normalisation projective de Y. En fait, on peut démontrer
directement par récurrence sur la dimension de Y, comme dans la démonstration du
théorème (3.1.2) (cf. 3.2), que le support du faisceau IRy_y(<^) est de codimension
au moins un dans Y — Y sans recourir à la normalisation.

Scholie (3.1.2)'. — Soit un triplet X, Z, JK comme dans le théorème (3.1.2); le fais-
ceau IR (̂̂ ) est nul si et seulement si le faisceau IR r̂̂ c )̂ est nul pour tout diviseur T.

Preuve. — En effet, pour tout diviseur T distinct de Z le î^^-modale ̂  n'a pas
de singularité au point générique de T. On applique alors le théorème (3.1.2).

L'irrégularité r^est pas stable par image inverse. Cependant, nous allons déduire
du théorème de comparaison que la régularité est stable par image inverse. Soient
/: X' -> X un morphisme de variétés analytiques complexes et ^K un complexe de la
catégorie D^(^x). Notons ̂ f son image inverse par y qui est alors un complexe de la
catégorie D^x') (cf. § 1).

Corollaire (3.1.3). — Avec les notations précédentes^ si le complexe JR^^K) est nul pour
tout diviseur Z de X alors le complexe IR (̂̂ ') est nul pour tout diviseur de X'.

Preuve. — En factorisant f par une immersion suivie d'une projection il suffit de
montrer (3.1.3) dans le cas d'une immersion puis dans le cas d'une projection. Si f
est une immersion on a l'isomorphisme

/, IR^) [dim(X')] ̂  IR^R alg F^)) [dim(X)].

Si le faisceau IR^(^) est nul pour tout diviseur Z de X, la suite de Mayer-Vietoris
montre que le complexe IR^(R alg r^(^)) est nul pour toutes sous-variétés X', Z'
de X. D'où (3.1.3) dans le cas d'une immersion. Si/est une projection on peut supposer
que «^ est un 2-^-module holonome. Soit Y le support de ̂ . On raisonne par récurrence
sur dim(Y). Si dim(Y) == 0, ̂ f n'a pas de singularité et (3.1.3) est vrai. Sinon il existe
toujours un diviseur T (la question est locale) dont la trace sur Y est un diviseur qui
contient le lieu singulier de Y et en dehors duquel ̂  est lisse. On a alors une suite
exacte de ^'modules :

0 -> alg Ir(^) ->J( -^(*T) -> alg H^) -> 0.
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En vertu du scholie (3.1.2)' le faisceau d'irrégularité le long du tout diviseur de ^(»T)
est nul et donc les faisceaux d'irrégularité le long de tout diviseur des ^-modules
alg F^Ç^) et algHi,(.^) sont nuls. L'hypothèse de récurrence montre que (3.1.3)
est vrai pour les ^-modules alg Y^) et alg H^). Si (3.1.3) est vrai pour ̂ (*T)
il est vrai pour Jl. Notons T l'image inverse de T par/. D'après le scholie (3.1.2)'
il suffit de voir que le faisceau IR^(^) est nul. Mais/étant une projection, le faisceau
IR^(^') est l'image inverse du faisceau IR^(^) qui est nul par hypothèse.

Comme corollaire de (3.1.3) on trouve que si le faisceau d'irrégularité le long
de tout diviseur d'un ^-modnie holonome est nul, son image inverse sur tout disque
complexe n'a que des singularités régulières. Ceci a une réciproque :

Théorème (3.1.4). — Le faisceau d'irrégularité d'un Q^-module holonome le long de tout
diviseur est nul si et seulement si son image inverse (ordinaire) sur tout disque complexe au-dessus
de X n'a que des singularités régulières.

La démonstration de (3.1.4) est parallèle à la démonstration du théorème (3.1.2)
(cf. le § 3.2).

Corollaire (3.1.5). — Le complexe d'irrégularité d'un complexe holonome le long de tout
sous-espace de X est nul si et seulement si son image inverse (totale) sur tout disque complexe
au-dessus de X n'a que des singularités régulières.

On déduit bien entendu (3.1.5) pour un ^-module de (3.1.4), puis par récur-
rence sur l'amplitude du complexe holonome.

Corollaire (3.1.6). — Soient^, {i == 1, 2) deux Q^-modules holonomes. Si l'irrégularité
le long de tout diviseur de X de ̂  {i = 1, 2) est nulle, l'irrégularité le long de tout diviseur de X

L
du produit tensoriel total Ji^^Jl^ est nulle.

Preuve. — En effet, si/: D -> X est un disque sur X, on a l'isomorphisme :

V^A,LT^2 ->L/-(^è^^)-
Mais en vertu de (3.1.3) L/*^(î== 1,2) n'a que des singularités régulières et le

L
produit I/*^i®^I/*^g n'a que des singularités régulières. Donc l'image inverse

L
totale de Jt^ç^Jl^ par / n'a que des singularités régulières. Le corollaire (3.1.5)
entraîne le corollaire (3.1.6).

Soient X, (i = 1,2) une variété analytique complexe et ̂  un ^.-module holo-
nome ( î== 1,2). Posons Jl^Jl^\=p\Jl^^p\Jl^ où A sont les projections de
X:= Xi x X^ sur X,.

Corollaire (3.1.7). — Si le faisceau d'irrégularité de ̂  (i = 1, 2) le long de tout diviseur
de X, est nul, le faisceau d'irrégularité deJÏ^Jl^ le long de tout diviseur de X^ x Xg est nul.

Preuve. — C'est une conséquence de (3.1.5) et de (3.1.6).
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Le complexe d'irrégularité d'un S^-modale holonome le long d'une sous-variété
de X n'est pas en général un faisceau pervers [MeJ. Cependant, la suite de Mayer-
Vietoris montre que le complexe d'irrégularité est nul le long de toute sous-variété si
et seulement si le faisceau d'irrégularité le long de tout diviseur est nul. En particulier,
le complexe d'irrégularité le long de tout point est nul si le faisceau d'irrégularité le long
de tout diviseur est nul. Ceci a une réciproque qui se montre à partir du théorème de
comparaison (cf. § 3.2) :

Théorème (3.1.8). — Le faisceau d'irrégularité d'un Q^-module holonome le long de tout
diviseur est nul si et seulement si son complexe d'irrégularité le long de tout point est nul.

Si X etJK sont algébriques les théorèmes (3.1.1), (3.1.2), (3.1.8) et les corol-
laires (3.1.3), (3.1.6), (3.1.7) restent identiques. Cependant, il y a une petite diffé-
rence dans le théorème (3.1.4) et le corollaire (3.1.5) à cause du diviseur à l'infini.

Si Y est une variété affine complexe non singulière munie d'un plongement dans
un espace projectif P"1 désignons par^ l'image directe d'un complexe de ^-mod\ûes^
par l'inclusion de Y dans P"1, Ji est alors un complexe de ^p^-modules à support dans
l'adhérence Y de Y.

Théorème (3.1.9). — Avec les notations précédentes l'image inverse d'un Q^-module ̂
holonome sur toute courbe non singulière au-dessus de Y n'a que des singularités régulières à distances
finie et infinie si et seulement si le faisceau d'irrégularité de J( le long de tout diviseur de P"1 est nul.

Corollaire (3.1.10). — Avec les notations précédentes l'image inverse d'un complexe Jl de
la catégorie D^(^y) sur toute courbe non singulière au-dessus de Y n'a que des singularités régulières
à distances finie et infinie si et seulement si le complexe d'irrégularité de Ji le long de toute sous-
variété de P"1 est nul.

On passe facilement du cas affine au cas général :

Corollaire (3 .1 .11) . — Soit X une variété algébrique complexe non singulière^ alors l'image
inverse d'un Q^-module holonome (resp. d'un complexe holonome) JK n'a que des singularités régu-
lières à distances finie et infinie sur toute courbe non singulière au-dessus de X si et seulement si le
faisceau d'irrégularité (resp. le complexe d'irrégularité) de l'image directe dans un plongement
projectif de la restriction de ^( à tout ouvert affine de X est nul le long de tout diviseur (resp. de
toute sous-variété) de l'espace projectif.

Ceci permet de donner une définition commune dans le cas algébrique et analytique
des modules réguliers.

Définition (3.1.12). — Un Q^-module JK holonome sur une variété algébrique (resp.
analytique) complexe non singulière X est régulier si son image inverse sur toute courbe non singulière
(resp. sur tout disque complexe) au-dessus de X n'a que des singularités régulières à distances finie
et infinie (resp. n'a que des singularités régulières).
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On note Mhr(^x) ^a catégorie des S^-modules holonomes réguliers et D^.(^x) I3'
sous-catégorie des complexes de la catégorie D^(^x) dont la cohomologie est
dans Mhr(^x)* Dans une suite exacte de la catégorie Mh(^x) 1e terme médian est
régulier si et seulement si les termes extrêmes sont réguliers. La catégorie D^.(^x) est

triangulée.
Si f est un morphisme de variétés non singulières algébriques ou analytiques, il

résulte de ce qui précède que :

Corollaire (3.1.13). — Les catégories D^r(^x) son^ ^bles par image inverse totale par /,
par le foncteur de dualité, par le produit tensoriel total interne sur (9^ et par le produit extérieur.

Corollaire (3.1.14). — Si f est un morphisme de variétés algébriques complexes non singulières,
les catégories D .̂(̂ x) son^ ^bles par image directe.

Preuve. — On peut supposer que^est la projection de X X X' sur X'. La question
étant locale sur X', on peut supposer que X' est affine, puis par (3.1.10) que X' est
l'espace projectif P"1. De même, si X est affine on peut supposer que X est l'espace
projectif P"1. Dans ce cas-là, en vertu de (3.1.10), le corollaire est conséquence du
théorème (2.2.6). Dans le cas général considérons un recouvrement de X par des ouverts
affines, la suite spectrale de Oech (cf. [D], II, 7.3) nous réduit alors au cas précédent.

Si f est un morphisme propre de variétés analytiques complexes et si ^t est un
Q^-module holonome muni d'une bonne filtration globale, son image directe est régu-
lière si «^ l'est. Contrairement au cas algébrique l'existence de bonnes filtrations globales
n'est pas automatique. Cependant, nous déduirons dans le § 5 l'analogue analytique
de (3.1.14) à partir du théorème d'existence (cf. 5.5.1).

Corollaire (3.1.15). — Soient X une variété analytique complexe et .̂  [i = 1, 2) deux
complexes de D^(^x). Alors le morphisme naturel

DR : R hom^JK^ JK^) -> R Aom^(DR( î), DR(^))

est un isomorphisme.

Preuve. — Notons A la diagonale de X X X et 8 le morphisme diagonal. On a des
isomorphismes naturels :

R hom^{^^, ̂ 2) ̂  DR(^ ê^ ̂ ).

R hom^DRW, DR(^)) ̂  K A.m^(DR(^) 00^ (DR^))^ Cy.

Pour un complexe ^" de la catégorie D^Cy on note ^"v son complexe dual
RÂOW^(<^', Çx). Prenons les images directes par 8, on trouve les isomorphismes :

8, DR(^* â^^) ̂  DR(R alg I\(^ S ̂ )) [2 dim(X)],

8,RAow^(DR(^i), DR(^)) ^RI^((DR(^)) S DR(^)) [2dim(X)].
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De sorte que l'obstruction au corollaire (3.1.15) est égale à l'hypercohomologie du
complexe IR^^ Kl ̂ 2) • Si ̂ i est régulier, Jl\ est régulier en vertu de (2.2.5) et (3.1.4).
Si, en plus, J(^ est régulier, Ji\ S Jf^ est régulier en vertu de (3.1.7) et (3.1.5). Le
complexe d'irrégularité de Ji\ S J(^ le long de A est alors nul. D'où le corollaire.

Corollaire (3.1.16). — Soit X une variété algébrique complexe non singulière et ̂  (i = 1, 2)
deux complexes de la catégorie D^(^x)- ^ors ^ complexe Jl^ est régulier si J( est un complexe
holonome régulier et le morphisme naturel

R Hom^(X; ̂ i, ̂ ) -> R Hom^(X11; JK\, J^)

est un isomorphisme.

Preuve. — On peut supposer que ^f, ̂ , ̂  sont des S^-modules holonomes
réguliers. La première asser3ion résulte du scholie (3.1.2)' en raisonnant par récurrence
sur la dimension du support de Jl. Pour la seconde prenons un recouvrement de X par
des ouverts affines, la suite spectrale de Gech nous réduit à supposer que X est affine.
Soit X l'adhérence de X dans un espace projectif P"1. Notons i l'inclusion de X dans X.
On a les isomorphismes :

R Hom^(X; Jl^Jl^ ̂  RF(X; Ri, DR(^ 1^^))
^ Rr(X11; (Rî, DR(^Î è^ ̂ ))11)

où le dernier résulte du théorème GAGA de Serre [SJ, et l'isomorphisme

R Hom^(X11; ̂ , ̂ ) ̂  Rr(X11; R^ DR(^11 d^^)).

De sorte que l'obstruction à l'isomorphisme du corollaire (3.1.16) est égale à l'hyper-
L

cohomologie du complexe d'irrégularité de Ji(\®^JK^ le long du diviseur à l'infini
X — X de l'espace P"1. Si JK^ est régulier son dual est régulier et donc le produit ten-

L _
soriel ̂ î®^^ l'est aussi. Son complexe d'irrégularité le long de X — X est donc
nul en vertu de (3.1.6).

Remarque (3.1.17). — Pour montrer que le complexe d'irrégularité de JK\^^JK^ le
long du diviseur à V infini est nul on a utilisé non seulement que ̂ i et JK^ n'ont que des singularités
régulières à distance infinie mais aussi qu'ils n'ont que des singularités régulières à distance finie.

Notons DR, la restriction du foncteur de de Rham (transcendant) DR aux caté-
gories Mhr(^x) et %(^x) aussl bien dans le cas algébrique complexe qu'analytique
complexe. Le foncteur DR, est exact entre les catégories D^r(^x) et D^(Cx) et entre
les catégories Mhr(^x) et Perv(Cx). On déduit bien entendu des corollaires (3.1.15)
et (3.1.16) :

Corollaire (3.1.17). — Le foncteur DR, est pleinement fidèle.
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En posant/^ := (Lf*^y pour un complexe J( de D^(^x) et P0111' un mor-
phisme/de variétés lisses, on déduit de ce qui précède que les catégories D^(^x) sont

stables par les opérations cohomologiques/*,/,,/1, ( )*, ®^, El, avec un grain de sable
pour l'image directe par un morphisme analytique propre (cf. 5.5.1).

3.2. Démonstrations

Nous allons démontrer les théorèmes (3.1.1 ), (3.1.2), (3.1. 4\ (3.1.8) et (3.1.9).

3.2.1. Démonstration du théorème (3.1.1)

Soit A une sous-variété lagrangienne homogène irréductible du fibre cotangent T" X
de la variété analytique X. La variété A est l'adhérence du conormal de la partie lisse
de sa projection sur X. Supposons que cette projection a une dimension strictement positive,
puisque A est irréductible de dimension dim(X), les fibres de A sont de dimension au
plus égale à dim(X) — 1. Au-dessus de chaque point de X il existe un ouvert non vide
de directions cotangentes non nulles qui ne sont pas dans A. Il passe donc, au voisi-
nage de tout point de X, une hypersurface X' telle que son fibre conormal T^ X ne ren-
contre A que le long de la section nulle T^ X chaque fois que A est réunion finie de
variétés lagrangiennes irréductibles se projetant sur X en une variété de dimension
strictement positive. Appliquons ceci à la variété caractéristique d'un Q^-moàMÏe
holonome; on trouve qu'en dehors d'un ensemble de dimension nulle de X il passe,
au voisinage de chaque point de X, une hypersurface lisse X' non caractéristique pour
ce module. Soit ̂  un 2^-mod\ile cohérent et X' une hypersurface non caractéristique
pour*/^. Notons y l'immersion de X' dans X et^*' l'image inverse de*/^ par y. Alors ̂ '
est un Symodvile cohérent et le morphisme

/-'SG^) ->S{^)

est un isomorphisme en vertu du théorème de Gauchy-Kowalewski (cf. [KJ).
Soit un .^-module holonome ^ lisse en dehors d'un diviseur Z. Il s'agit de

montrer que si la codimension dans Z du support du faisceau d'irrégularité de ̂  le
long de Z est au moins un, ce faisceau est nul. Nous allons raisonner par récurrence
sur dim(X).

3.2.1 a) Si dim(X) = 1 les singularités de Ji sont toutes régulières par hypothèse.
3.2.1 (3) Si dim(X) == 2 on peut supposer, la question étant locale, que X est

un voisinage de l'origine dans l'espace complexe de dimension 2 et que Z est une courbe
plane ayant l'origine comme unique point singulier. Le procédé canonique et élémentaire
de la résolution plongée d'une courbe plane permet d'obtenir un morphisme, comme
composé d'un nombre fini d'éclatements de points

7T:X->X

tel que Z :== n~1 Z soit un diviseur à croisements normaux. De plus, n est un isomor-
phisme hors de l'origine. La théorie élémentaire des équations différentielles à points
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singuliers réguliers (cf. |T>]) va nous permettre d'étendre à X le fibre plat JK'y sur
Û : = X — Z, image inverse par TC de la restriction *^j de ̂  à U : = X — Z, en un
fibre à connexion logarithmique le long de Z. Le faisceau oSfç des sections horizontales
de .^j est un système local d'espaces vectoriels complexes de dimension r égale au rang
du fibre e^j. Soit o- : C/Z -> C une section de la projection C -» C/Z et V un voisinage
d'un point de Z où sont définies des coordonnées locales (^15 x^) de X, telles que Z est
définie par x^ == 0 ou par x^ x^ = 0. Le choix d'un point base sur V — Z permet d'iden-
tifier la restriction de oSfç à \^ ~ Z en une représentation dans GL(r, C), de Z dans le
premier cas ou de Z2 dans le second cas. Soit A l'image du générateur cano-
nique de Z dans le premier cas et A^, Ag les images des générateurs canoniques de Z2 dans
le second cas. La forme canonique de Jordan permet d'écrire A = exp(2TCV— 1B),
Ai = exp(27r V— IBi), Ag == exp(27r V— IBg) où les matrices B, B^, Bg sont à coeffi-
cients complexes, leurs valeurs propres sont dans l'image de c et B^ et Bg commutent.
Soit L la fibre de Jë^j au point base. On définit la connexion logarithmique sur le
fibre ^v^çL :

V^v^cL^^cL0^01^^
par V{g ® 1) == dg ® 1 — g ® Bl ® dx^x^ dans le premier cas

et V(^ 01) = dg®\ — ^ ® BI 1 ® ̂ i/A-i — ^ ® B^ 1 ® ̂ 2/^2 dans le second.

Le système local sur \^ — Z des sections horizontales du fibre ^y®cL a ^a i1^11 -̂
dromie de la restriction de oSfç a V — Z. Ces deux systèmes locaux sont iso-
morphes et le fibre ^y®c L a une matrice fondamentale de la forme x^ :== exp(B log x-^
ou x^1 x^ := exp[Bi log(A-i) + Bglog^g)]. Tout fibre à connexion logarithmique le
long de Z sur \^ qui étend le fibre ̂ y_ g et qui a, dans une base quelconque, une matrice
fondamentale de la forme îî(x) x^ ou îî{x) x^ x^, où H(A:) est une matrice holomorphe
inversible et où C, Ci et Cg sont des matrices à coefficients complexes de valeurs propres
contenues dans l'image de la section or et telles que Ci et Cg commutent, est isomorphe
au fibre ffly ®ç L. En effet, la restriction à ̂  — Z d'un tel fibre est de la forme A{x) (Py ®c L
pour une matrice A(x) holomorphe inversible sur V — Z. On a la relation

H(^) ̂  = A{x) x^

ou H(A:) x^ x^ == A{x) xf1 ^B',

ce qui entraîne que

exp{2n -V^TC) = exp(27T ^^^TB),

exp(27TVr::-TCl) == exp(27^\^::-iBl),

exp(2TC V^TCa) = exp(27r V^'IBj
et G == B, Ci = BI, Gg == Bg
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en vertu de l'unicité du logarithme dans une section (T. Donc A{x) = îï{x) et A{x) est
un isomorphisme sur V. Ceci permet de recoller, pour a fixé et ^ variable, les fibres
^v®c L pour donner naissance à un fibre Jl° sur 5e qui est un prolongement de ̂ ç.
Le réseau «^° est contenu dans le ^x-module J\^jjï où j est l'inclusion canonique de Çt^/ /^/
dans X. Le ^x-module engendré par ̂ ° est un ^x-module holonome dont le faisceau
d'irrégularité le long de Z est nul. Tout ceci est élémentaire car l'assertion est locale :

fn^

le réseau ^° apparaît alors comme une extension successive de fibre de rang un et on
est réduit au cas des équations différentielles du premier ordre à points singuliers réguliers.
Prenons l'image directe par n au sens des Q^-modules, on trouve un ^-module qui a
le même système local des sections horizontales que ̂  mais dont le faisceau d'irrégu-
larité le long de Z est nul en vertu du théorème (2.2.6). Le localisé le long de Z de
ce Syi-module est isomorphe à ^f(*Z) en vertu du théorème (2.2.9). Donc JSL.^JK)
est nul et le théorème (3.1.1) est démontré dans le cas dim(X) = 2.

3.2.1 y) Si dim(X) ^ 3, appliquons la situation précédente à la variété caracté-
ristique de ̂ , on trouve que localement sur X il passe par tout point, en dehors d'un
ensemble de dimension nulle de Z, une hypersurface X' non caractéristique pour ^(*Z).
On peut de plus choisir X' de telle sorte qu'elle ne contienne pas le support de IR^(^f).
Notons / l'inclusion canonique de X' dans X, Z' := Z n X' et J K ' l'image inverse
de JK par /. On obtient un triplet X', Z', JIC à partir du triplet X, Z, JX mais avec
dim(X') == dim(X) - 1. On a/*^(*Z) ^ ̂ '(*Z') (cf. § 1) et le théorème de Gauchy-
Kowalewski montre que l'on a l'isomorphisme

f-1 S(^(*Z)) ̂  S(^'(*Z')).

Le faisceau IR^(^') a donc un support de codimension dans Z' au moins égale à un.
Le triplet X', Z', ^ ( ' a les propriétés du triplet X, Z, ̂ . En vertu de l'hypothèse de
récurrence sur dim(X) le faisceau IR^(* '̂ (est nul. Le faisceau IR^(^) est donc nul
en dehors d'un ensemble de dimension nulle de Z. Mais le théorème de positivité montre
que IR^(^) est un objet de la catégorie Perv(C^). Donc l'obstruction au théorème (3.1.1)
est le faisceau ^v^(«^(*Z), (P^) si n = dim(X). C'est là un faisceau ponctuel, soit o
un point de son support et T un diviseur de X passant par ce point. On a la suite exacte
de ^^-modnïes

0 ->^(*Z) ->^(*Z uT)

qui donne naissance à une suite exacte

<^(^(*Z u T), 6x) -^ <^^(^(*Z), ̂ x) -> 0,

puisque la dimension homologique de Qy^ en tout point est égale à dim(X). Pour montrer
le théorème (3.1.1) il suffit de construire un diviseur T passant par o tel que l'espace
<^y^(<^(*Z u T), 6^)0 solt nu^- On peut supposer que X est une boule assez petite
de centre o et de dimension n et que p soit une projection de X sur une boule X' de
dimension n — 1 telle que p soit finie sur Z. Donc X ^ X' X A, où A est un disque
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complexe et on a les inclusions canoniques X' x A C X' x G C X' x P1. Notons p la
projection de X' X P1 sur X' et Z^ le diviseur à l'infini X' x P1 — X' X G. Le
2^-moà.Mle JK(^Ï) est engendré sur X par un faisceau analytique cohérent ,Sf qui
coïncide avec Jl sur X — Z. Le faisceau Jêf, localement libre sur X — Z, est muni
d'une connexion intégrable et se prolonge donc en un fibre S sur X' X G — Z
à connexion intégrable. La théorie élémentaire des équations différentielles à points
singuliers réguliers permet d'étendre ce fibre en un fibre sur X' x P1 — Z pour chaque
section a : C/Z —>• C. On obtient alors un faisceau analytique cohérent sur X : = X' x P1

f>j /^/
qui prolonge câf et que nous noterons o§f°. Ce faisceau engendre un Q^-module holonome
^(*Z) qui étend e^(*Z). Si 0, — 1, ... ne sont pas dans l'image de a le module ̂ f(*Z)
est égal à son localisé le long de Z^. Le complexe Rj?*DR^(.^(*Z)) est un complexe
de ^^-mod\ûes à cohomologie cohérente, ceci résalte de la cohérence des images directes
par le morphisme projectif p, projection de X sur X', du faisceau analytique ,â?°. Par

/^ ^/ _suite, le complexe Jf' :== R^*DRy(.^(îieZ)) est un complexe de la catégorie D^(^x')
(cf. § 2). Il existe donc un diviseur T' en dehors duquel les faisceaux de cohomologie
de ̂ ' sont lisses. On peut supposer que le diviseur T, image inverse par p de T'y passe
pas le point o. Nous allons voir que ce diviseur convient. En vertu du théorème (2.2.6),
le complexe d'irrégularité de J K ' le long de T' est égal à l'image directe par 'p du faisceau
d'irrégularité de ^(*Z) le long du diviseur T image inverse de T' par p. On peut
supposer que^(*Z) est égal à son localisé ̂ (*Z u Z<J. Donc le faisceau IR^(c^(*Z))
est la restriction du faisceau TS^zuz uî(^) à T. Mais le module J!(^L} est lisse en
dehors du diviseur Z u Z^ u T. D'autre part, le faisceau d'irrégularité de ^(*Z) le
long de Z est nul au point générique de Z par hypothèse et le faisceau d'irrégularité
de ̂ (*Z) le long de Z^ u T est nul aux points génériques des diviseurs Z^ et T par
construction. On est sous les conditions du théorème (3.1.1), l'hypothèse de récurrence
sur dim(X) montre que la dimension du support du faisceau IR^z uïC^) est nulle.
Il en sera donc de même de la dimension du support du faisceau IRî(^(*Z)) et par
suite de celle du support de IRy^'). Mais puisque la régularité le long de T' passe à
la cohomologie par (2.2.3), les faisceaux d'irrégularité le long de T' des faisceaux de
cohomologies de ^ ( ' sont de dimension nulle. Comme dim(X') = dim(X) — 1 est
au moins égale à deux, l'hypothèse de récurrence appliquée à X', T' et aux faisceaux de
cohomologie de ^' montre que IR^(«^') est nul. Donc nt,,(^(*Z)) est nul et
<^v^(^(*Z u T), 6x)o == 0. Ce qui achève la démonstration du théorème de compa-
raison (3.1.1).

3.2.2. Démonstration du théorème (3.1.2)

Soient Y une sous-variété fermée de X, Z une sous-variété de Y contenant le lieu
singulier de Y définie localement par une équation et *̂  un S^-modale holonome à
support contenu dans Y et lisse hors de Z. Il s'agit de montrer que si le faisceau d'irré-
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gularité de Jl le long de Z est de codimension dans Z au moins égale à un, ce faisceau est
nul. Si Y est non singulière c'est le théorème (3.1.1). Dans le cas général nous allons
raisonner par récurrence sur dim(Y) pour nous ramener au cas précédent.

3.2.2 a) Si dim(Y) === 1 le faisceau IRz(^) est nul et le théorème est vrai.
3.2.2 (3) Si dim(Y) = 2 le faisceau IR^(M) est à support de dimension nulle et

l'obstruction au théorème (3.1.2) est le faisceau <^^(^(*Z), Q^ si dim(X) == n.
Pour montrer que ce faisceau est nul on peut supposer que X est une boule assez petite
de dimension n centrée en un point o. Soit p une projection de X sur une boule X' de
dimension deux qui est finie sur Y. L'image directe par p de ̂ f(*Z) est un Sy-modale
holonome J t ' . Il existe donc un diviseur Z' de X' hors duquel J t ' est lisse. Si T est
l'image inverse de Z' par/? le faisceau IR^(«^') est l'image directe du faisceau ponctuel
ntr(^(*Z)) et est donc ponctuel. Le faisceau IRy(^') est nul en vertu du cas 3.2.1 P).
Donc le faisceau IR^(^(*Z)) est nul et la suite exacte

^(^(*Z u T), ̂ ) -^ <^(^(*Z), ̂ ) -. 0

permet de conclure.
3.2.2 y) Si dim(Y) ^ 3 il passe par tout point de Z, en dehors d'un

ensemble de dimension nulle, une hypersurface lisse X' non caractéristique pour
^(*Z). Notons Y', Z', ^' les traces de Y, Z, ^i sur X', on peut supposer que
dim(Y') -===• dim(Y) — 1, dim(Z') = dim(Z) — 1 et que la codimension dans Z' de
la trace du support de JSL^JK) est au moins égale à un. Le théorème de Gauchy-
Kowalewski montre que les hypothèses sur X, Y, Z, ̂  se transmettent à X', Y', Z', ̂ .
Prenons l'image directe de ̂ ' par l'immersion de X' dans X, on obtient un Q^-module
holonome à support dans Y' lisse en dehors de Z' et dont le faisceau d'irrégularité le
long de Z' est de codimension au moins égale à un dans Z'. L'hypothèse de récurrence
sur dim(Y) montre alors que ce faisceau est nul et donc que la dimension du support
du faisceau IR^(c^) est nulle. On peut supposer que X est une boule assez petite de
dimension n, en prenant une projection finie sur Y sur une boule de dimension dim(Y)
et l'image directe de ̂ (*Z) par cette projection, on se ramène d'abord au cas 3.2.1 y)?
puis par le raisonnement 3.2.2 P) à montrer que IR^(^) est nul.

3.2.3. Démonstration du théorème (3.1.4)

II s'agit de montrer que si l'image inverse (ordinaire) f* ̂  d'un S^-module holo-
nome ̂  pour tout morphisme^/d'un disque complexe D dans X n'a que des singularités
régulières, le faisceau d'irrégularité de ̂  le long de tout diviseur de X est nul. Soit Y le
support de * ;̂ nous allons raisonner par récurrence sur la dimension de Y. Si dim(Y)
est nul le module «^ n'a pas de singularités et (3.1.4) est vrai. Supposons le théorème
démontré pour les modules à support de dimension strictement inférieure à dim(Y).
Il existe un diviseur Z de Y contenant le lieu singulier de Y (la question étant locale)
en dehors duquel ^ est lisse. On a la suite exacte

0 -^ alg F^) ->^ ->^(*Z) -> alg Hz(^) -> 0.
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Si l'image inverse de Z par y est de dimension zéro, les images inverses des î^^-modules
alg r^(^f) et alg H^(^) par y n'ont pas de singularités et l'image inverse de ^(*Z)
n'a que des singularités régulières. Si l'image inverse de Z est de dimension un, l'image
inverse de^(*Z) est nulle. Donc si/*^ n'a que des singularités régulières, /* ̂ (*Z) n'a
que des singularités régulières. Prenant une section assez générale en point de Z assez
général et en utilisant l'hypothèse de récurrence, on montre par la méthode précédente
que le faisceau TBLy^JK) est génériquement nul et donc nul en vertu du théorème de compa-
raison (3.1.2). En vertu du scholie (3.1.2)', le faisceau d'irrégularité le long de tout divi-
seur de^(*Z) est nul. Le faisceau d'irrégularité le long de tout diviseur de alg H^(e^) est
donc nul. En vertu du corollaire (3.1.3) l'image inverse totale par/de alg ïC^JK) n'a que
des singularités régulières. Ceci entraîne que l'image inverse ordinaire par/de alg F^^)
n'a que des singularités régulières et donc en vertu de l'hypothèse de récurrence le faisceau
d'irrégularité le long de tout diviseur de alg r^(^) est nul. Donc le faisceau d'irrégu-
larité le long de tout diviseur de ̂  est nul.

Cette méthode permet d'éviter le recours à la normalisation pour démontrer le
théorème de comparaison de Deligne à partir du théorème (3.1.2).

3.2.4. Démonstration du théorème (3.1.9)

Le théorème (3.1.9) est l'analogue algébrique du théorème (3.1.4). Il s'agit de
montrer que l'image inverse d'un ^y-module holonome sur une variété affine Y non
singulière, sur toute courbe non singulière au-dessus de Y n'a que des singularités à dis-
tances finie et infinie si et seulement si le faisceau d'irrégularité de ce module le long
de tout diviseur à distance finie et infinie de Y est nul. Par image directe on peut supposer
que Y est l'espace projectif P"1. Soit une courbe non singulière /: G -> P"1 et ^K un
^pw-module holonome dont le faisceau d'irrégularité le long de tout diviseur est nul.
Le morphisme/se prolonge en un morphisme/de la compactification lisse de G de G
sur P^. Le module/*^ n'a que des singularités régulières. La preuve est identique à
la preuve du corollaire (3.1.3). Réciproquement, soit ̂  un ^pn-module holonome
dont l'image inverse sur toute courbe G au-dessus de f"1 n'a que des singularités régu-
lières, alors son faisceau d'irrégularité le long de tout diviseur de T?"1 est nul. La preuve
est identique à la preuve du théorème (3.1.4). Le point est que pour tout ^n-module
holonome il passe, en dehors d'un ensemble de dimension nulle, un hyperplan P"1"1

non caractéristique au voisinage de tout point pour la topologie transcendante.

3.2.5. Démonstration du théorème (3.1.8)

II s'agit de montrer que le faisceau d'irrégularité d'un Q^-modMie holonome le
long de tout diviseur est nul si et seulement si son complexe d'irrégularité le long de
tout point est nul. Dans un sens c'est une conséquence de la suite de Mayer-Vietoris.
Soit Jl un ^-module holonome dont le complexe d'irrégularité le long de tout point
est nul, alors tSLy^JK) est nul pour tout diviseur Z. Nous raisonnons par récurrence sur
dim(X). Si dim(X) = 1 le théorème est bien entendu vrai. Supposons le théorème
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démontré pour les variétés de dimension < dim(X). Nous raisonnons par récurrence
sur la dimension du support de ̂ . Si cette dimension est nulle il n'y a pas de singularités.
Sinon, il existe un diviseur Z (la question est locale) ne contenant pas le support de ̂
en dehors duquel «^ et son support sont lisses. En dehors d'un ensemble de Z de dimen-
sion nulle il passe par tout point de Z une hypersurface lisse X' non caractéristique
pour ^ et ^(sKZ). Notons e^f' la trace de ̂  sur X'. Le complexe d'irrégularité le
long de tout point de X' de ^f' est égal, au décalage près, au complexe d'irrégularité
de ̂  le long de ce même point, il est donc nul par hypothèse. L'hypothèse de récurrence
sur dim(X) et le théorème de Cauchy-Kowalewski montrent que IR^(^) est de support
de codimension dans Z au moins égale à un. Le théorème de comparaison (3.1.2) montre
que le faisceau IR^(^) est nul. On a les deux suites exactes suivantes :

0 -> alg T^JK) -^J( -> SI -> 0,
0 -> à ->J(W -> alg H^) -> 0.

Le faisceau d'irrégularité le long de tout diviseur de e^(*Z) est nul et par suite le faisceau
d'irrégularité de -à le long de tout diviseur est nul, donc le complexe d'irrégularité
de S, le long de tout point de X est nul, donc le complexe d'irrégularité de alg T^{JK) le
long de tout point est nul. En vertu de l'hypothèse de récurrence sur la dimension du
support, le faisceau d'irrégularité de alg r^(e^) le long de tout diviseur est nul. Donc, le
faisceau d'irrégularité de ^( le long de tout diviseur est nul. C'est le théorème (3.1.8).

4. LE THÉORÈME DE COMPARAISON POUR LA COHOMOLOGIE
DE DE RHAM DES CYCLES ÉVANESCENTS

Dans ce paragraphe nous allons montrer à partir du théorème de comparaison
du § 3 le théorème de comparaison pour la cohomologie de de Rham des cycles évanes-
cents de ([S.G.A. 7], XIV, 4.13, 4.15). A partir de là, on peut déduire avec Mal-
grange [MJ que le théorème de rationalité des zéros du polynôme de Bernstein-Sato
d'un germe de fonction holomorphe est équivalent au théorème de monodromie locale
(cf. [La]). Le point clé de ce paragraphe est la surjectivité du morphisme variation sur les
fonctions multiformes.

4.1. Cycles évanescents topologiques

Soient y: X -> G une fonction complexe sur une variété analytique complexe X
et Y l'image inverse de l'origine parjC Considérons le diagramme de [S.G.A. 7], XIV

5e* —> x* -^ x <-̂ - Y

i i i i
G* —> G* —> G <— 0
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où G* -> G* est un revêtement universel de G* : == G — { 0 }. Notons j l'application
X*->X et y/^x) : =î~ l RJ*J~ l ^x^ ^~lJ.fi?x*• Ce dernier faisceau sur Y est un
^-^-module à gauche muni d'une action de la monodromie notée T. Il contient comme
sous-faisceau de S^-modMie le faisceau des germes de fonctions multiformes de détermina-
tion finie T^(^) dont Faction de T admet un polynôme minimal (cf. [S.G.A. 7],XIV,§4).

Théorème (4 .1 .1) . — Pour tout complexe J( de la catégorie D^(^x) Ie morphisme cano-
nique RÂom^(^,Yy(fiy) ^RÂow^^Y/^x)) est un isomorphisme.

Le théorème (4.1.1) permet de remplacer le complexe RAow^(^, Y/ffx))
par RÂom^(^,Y^(^)) qui a de bien meilleures propriétés de finitude du point de
vue de la théorie des ^-modules.

Pour tout polynôme P de C[T] notons Varp l'action de P(T) sur le faisceau Y/<îy.
Si P(T) = T — 1 l'action de P(T) est par définition le morphisme variation.

Théorème (4.1.2). — Pour tout polynôme non nul P le morphisme Varp est surjectif.

Preuve de (4.1.2). — II suffit de le montrer pour P(T) = T — a où a est un nombre
complexe non nul. Notons p le morphisme X* -> X* et considérons la suite exacte de
faisceaux sur X*

0 -> Ker(T - a) ->^ 0^ ̂  0^ -> 0.

En effet, le morphisme Varp est surjectifde façon évidente sur le faisceau j^ 0^.. D'autre
part, le faisceau Ker(T — a) est un faisceau de ^•'•"^dules localement libre de rang un.
Comme Y est une hypersurface, tout point de Y admet un système fondamental de voi-
sinages de Stein dont la trace sur X* reste de Stein. En vertu du théorème B de Cartan
le faisceau R1^ Ker(T — a) est nul, d'où la suite exacte de faisceaux sur Y

0 ^î-1^ Ker(T - a) ->Y^x) -^Wx) -^ 0.

Le théorème (4.1.2) en résulte. On en déduit bien sûr que l'action de Varp sur T^^x)
est surjective.

Remarque (4.1.3). — Le raisonnement précédent montre que sur tout ouvert du plan complexe
stable par la translation z \-> z + 1 l'équation aux différences finies GÇz + 1) — GÇz) = g(z)
est résoluble pour toute fonction holomorphe g. C'est là une démonstration bien plus simple que celle
que possédaient les Anciens (Guichard, Picard...) dans divers cas particuliers, mais qui ne dispo-
saient pas de l'outil cohomologique qui est le théorème B de Gartan.

Si A désigne l'anneau C[T, T~1] alors pour tout complexe L de D^A) on a un
morphisme canonique

R lim homc^(C[T]/C[T] P, L) -> L,~~p^

où la limite inductive est prise selon l'ensemble filtrant des polynômes non nuls ordonnés
par la divisibilité.
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Proposition (4.1.4). — Pour tout complexe L de D^A) dont la cohomologie est formée
d'espaces vectoriels complexes de dimension finie le morphisme précédent est un isomorphisme.

Preuve de (4.1.4). — Le lemme du way-out functor nous ramène à supposer que L
est un espace vectoriel complexe, puis que sa dimension est égale à un, auquel cas la
vérification est immédiate.

Preuve de (4.1.1). — On peut supposer que Ji est un ^-module holonome.
Parce que ̂  est un 2^-module cohérent on a Fisomorphisme

RY/R^m^(^, ̂ )) ^ R^m^(^,Y/^)).

Le complexe K¥^) est défini pour tout complexe ^ dans ([S.G.A. 7], XIV). Mais
en vertu du théorème de constructibilité le complexe R hom^{JK, 0^) est constructible.
En vertu du théorème de fibration de Le [LeJ pour tout point A: de Y les espaces
de cohomologie du complexe RÂOW^(^, Y/^x))» sont isomorphes aux espaces de
cohomologie de la fibre de Milnor à valeur dans le complexe Rhom^^, 6^)- Ge
sont donc des espaces vectoriels complexes de dimension finie. Pour montrer le théo-
rème (4.1.1) il suffit de prouver que le morphisme

R hom^, Y^WL -> R hom^, Wx)L

est un isomorphisme pour tout point x de Y. Prenons une résolution libre 29 au voisinage
de x de ̂  par des Sf^-modules libres de type fini, il suffit alors de montrer que le mor-
phisme canonique

hom :̂, Y^(^)J -^ hom :̂, Y/^x)J

est un isomorphisme. Notons L le complexe de droite qui a les propriétés de la propo-
sition (4.1.4), est donc isomorphe à R lim homc^(C[T]/C[T] P, L), puis isomorphe

"p^
à lim homç^(C[T]/C[T] P, L), en vertu de la proposition (4.1.2). Pour tout polynôme

v^
non nul P on a un triangle distingué de la catégorie D^Cy)

RA^^f, Ker(P, Y/^x))) -> R^m^(^, T/^x))
->R^m^(^,Y/^))

et hom^ (^, Ker(P,Y/flyj) est isomorphe au complexe homc^](C[T]/C[T] P, L).
Prenant la limite inductive, on trouve que le complexe hom^ (^, lim Ker(P, ̂ (flyj)

""P^
est isomorphe au complexe lim homç^(C[T]/C[T] P, L). Mais par définition on a

Y^(^) :=== limKer(P,Y/^))- D'où le théorème (4.1.1).
T»P



72- ZOGHMAN MEBKHOUT

4.2. Cycles évanescents topologiques modérés

On conserve les notations du 4.1. Choisissons une coordonnée t sur le plan com-
plexe G et une fonction Log(/) sur Ô* telle que exp(Log(^)) == t. Posons f- :== exp(a Log(^))
pour tout nombre complexe a. Si — 1 ̂  Re a < 0 posons, pour p e N,

^a.p := ®o^p ^o(*0) t^LogW,

qui est un ^-module holonome muni d'une action de la monodromie exp(27rV— ïtô^
dont la singularité à l'origine est régulière. Notons Nils^p(fi^) l'image inverse par/
du ^ç-module^ p; c'est un ^-module muni d'une action de la monodromie T et
holonome régulier en vertu de (3.1.3). Posons

^TO ^jJ^Nils^TO,
Nils^x) :== lim Nils^(^),

Y^) ^lim^W et
v

Nils/^) := ©-^Bea<o^lNils^(^).

On a la décomposition de ^x-1110^1^ ([S.G.A. 7], XIV, 4.7) :

^w^^^^i-^m
et un morphisme de .̂""^dules : Nils^(^x) -^^(^x)-

Théorème (4.2.1). — Pour tout complexe Jl de la catégorie D .̂(̂ x) ^ morphisme cano-
nique RAow^(^Nils^(ffx))->RAow^(^,Y^(^)) est un isomorphisme.

Preuve. — On peut supposer que Jt est un ^-module holonome régulier. Il suffit
de montrer que pour tout a et tout p le morphisme canonique

R hom^{J(, Nils^' ̂ 0^) -> R hom^Ji, Y^ ̂ (P^))

est un isomorphisme ou que le morphisme canonique
DR(^ ®^ Nils^ ̂ C^)) -> R;,j-1 DR(^ ®^ Nils^ TO)

est un isomorphisme. Mais, par définition, le cône de ce dernier morphisme est égal
au faisceau d'irrégularité ÏR^{^®^ Nïls^^x)). Si Ji est régulier son dual est
régulier (2.2.5), (3.1.4), et le produit tensoriel Ji" ®^ Nils^' p(^) est régulier (3.1.6).
Son faisceau d'irrégularité le long de Y est donc nul et le théorème en résulte.

4.3. Cycles évanescents modérés pour les ^ -̂modules

Gardons toujours les notations précédentes et supposons que Y est non singulière.
Notons ^ l'ordre total lexicographique sur le corps C. Posons

^(^) := { P e ̂ , P(J^) C ̂ -v pour tout k e Z }
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où ^Y est l'idéal de Y et ^\ := ̂  pour k ̂  0. On obtient une filtration de ̂  indexée
par Z. Posons gr^^) := ^o(^x)/^-i(^x)- Si ^ est une équation locale de Y et u
une section locale non nulle d'un ^-module holonome ̂  l'équation fonctionnelle de
Bernstein-Sato [KJ (voir aussi [N-M]) affirme l'existence d'un polynôme non nul B
à coefficients complexes tels que B(^ à,) u e <.i(^x) u. Notons ^ le générateur monte
de l'idéal des polynômes B ayant cette propriété et ordy^) ses zéros complexes. Posons
^a(^). := { u e^ - a - 1 ̂  ord^u) } et ^(^) := u, ̂ (^),. On obtient la
filtration de Malgrange-Kashiwara de Jl le long de Y ([MJ, [KJ). Posons

grj(̂ ) :== ̂ (^)/u,>p y^)

qui sont des gr^(^x) -modules cohérents munis d'un endomorphisme localement nil-
potent Eu + a + 1 où Eu est le champ d'Euler, section distinguée de gr^(^)- En fait,
on a un isomorphisme local gr^(^) ^ ^[t âj et pour tout a grj(^) est un ^-module
holonome (cf. [S-M]). De plus, le complexe gr^,^) -^gr^(^) représente localement
le complexe î'^:^ (Lî*^))* qui est donc placé en degrés 0, 1 (cf. loc. cit.). Posons

^:=^®^Nils^TO,

qui est un S^-module holonome muni d'une action de la monodromie T provenant de
celle de Nils^(fly. Notons T^^) le complexe gr^^,) ̂  gr^,) qui
représente, localement, en vertu de ce qui précède, le complexe i'^a.p et Y^^)
la limite inductive des complexes Y^^) quand p tend vers l'infini. On obtient un
complexe de Sy-modules munis d'une action de la monodromie.

Proposition (4.3.1). — Pour tout a, — 1 ^ a < 0, on a un isomorphisme local de
^-modules de grj(^) dans le faisceau de cohomologie de degré zéro du complexe Y^"^);

l'action de exp(— 2nV— lt^) sur grj(^) correspond à l'action de la monodromie. De plus,
le faisceau de cohomologie de degré un du complexe ̂  "(c^) est nul.

Preuve de (4.3.1). — La preuve se fait par un calcul direct (voir [S-M], 4.7, et
aussi [MJ). On a donc un quasi-isomorphisme local de grj(^) sur le complexe Y^ a(^).
Pour p fixé on a un morphisme pour tout a, — 1 ̂  a < 0,

^DR^J -^DR^^) ^ DR^.01.^^)).

Prenons une résolution injective de chaque complexe précédent et en passant à la limite
en p on en déduit un morphisme (local) de D^Cy) compatible à l'action de la mono-
dromie :

In^DR^J ^DR^Y^^)) ^ DR(grJ(^)).
V y

Théorème (4.3.2). — Si Ji est un ^-module holonome régulier, le Q^-module grj(e^)
est régulier et le morphisme In^-'DR^J ->DR(grJ(^)) est un isomorphisme1 pour
tout a, — 1 < a < 0. p

10



74 ZOGHMAN MEBKHOUT

Preuve. — II suffit de montrer que pour tout p le morphisme

^DRG^,) ->DR(z1^,)

est un isomorphisme. Mais, par définition, le cône de ce morphisme est isomorphe, au
décalage près, au faisceau d'irrégularité le long de Y du ^-moàMie ^^p. Si JK est
régulier, ce faisceau est nul en vertu du § 3. Le ^y-module grj(e^) est isomorphe loca-
lement, en vertu de la proposition (4.3.1), au faisceau de cohomologie de degré zéro
du complexe î1 ^K^ y pour p assez grand. Si ̂  est régulier ce complexe est régulier ainsi
que ses faisceaux de cohomologie en vertu de (2.2.3).

Si X, ,̂ / est un triplet comme ci-dessus, notons X : == X X G, Y : = X X 0,
et ̂  l'image directe de ̂  par le morphisme graphe de y, 8y. Les S^-modules grj(^)
sont définis pour tout a. Notons encore grj(e^) leurs images directes par l'immersion
canonique de ? dans X. Posons grj(^) :== Tor8?^^ 871grJ(^)). Ce sont alors
des S-^-modules holonomes à support dans Y.

Définition (4.3.3). — Pour un Q-^-module holonome ^/K posons

Y^):=®_^a<og^(^) et O^^-'-^-KEea^ogrK^)

qui sont alors des 2^-modules holonomes munis d^une action de la monodromie.

Si on choisit une coordonnée t sur le plan complexe G et une fonction Log(^),
l'action de la monodromie sur les ^.-modules T^^) et O^(^) est représentée par
exp(-— 2n V— 1^<) et on a un morphisme can : Y^^) -> <S>^Ç^) donné par l'identité
sur gr^(e^) pour a ={= — 1 et par <)^ pour a = — 1. Conjuguant les théorèmes (4.1.1),
(4.2.1) et (4.3.2), on trouve que si ^t est un ^-^'module holonome régulier on a le
diagramme suivant de complexes constructibles sur Y munis d'une action de la mono-
dromie, où les morphismes horizontaux sont des isomorphismes :

DR(Y7(^)), exp(- 27r V^t 8,) -^> RY/DR(^T)) [- l], T.

i _ i
DR(<I)^(^)), exp(- 2nV- l t 8 t ) -^> R(&/DR(^)) [- l], T.

5. LE THÉORÈME D'EXISTENCE DE RIEMANN

Dans ce paragraphe nous allons montrer le théorème d'existence de Riemann
(cf. [D]) à partir du théorème de prolongement des faisceaux analytiques cohérents de
Frisch-Guenot [F-G] et de Siu ([SiJ, [Sig]), sans utiliser le théorème général d'Hironaka.
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5.1. Le théorème de prolongement des faisceaux analytiques cohérents

Soient T un espace analytique complexe et S' un sous-espace analytique de T de
dimension < p et ^ un faisceau analytique cohérent sur T — S'. Notons S^(^) l'ensemble
des points de T — S' où la profondeur de ^ est au plus égale à k pour tout entier k.
C'est alors un sous-espace analytique de T — S' (cf. [Gg], [S-T]).

Théorème (5.1.1) ([F-G], [Sii]). — Avec les notations précédentes, ridim(S^)) ̂  k - 2
pour tout k < p + 2, ûfor^ l'image directe de ^ par l'inclusion canonique de T — S' rfû7^ T ̂
un faisceau analytique cohérent sur T.

Pour un rapport sur le théorème de prolongement, voir l'exposé de A. Douady [Do],
Soient maintenant T un espace analytique normal, S un sous-espace analytique

de T partout de codimension égale au moins à 2, et ^ un faisceau analytique localement
libre de type fini sur T — S.

Corollaire (5.1.2). — Sous les hypothèses précédentes supposons qu'il existe un fermé ana-
lytique S' de S de codimension dans T partout au moins égale à 3 en dehors duquel le faisceau ^
est prolongeable en un faisceau analytique cohérent; alors l'image directe de ^ par l'inclusion cano-
nique de T — S dans T est un faisceau analytique cohérent sur T.

Preuve. — Notons i' l'inclusion canonique de T — S dans T — S'. En vertu du
théorème de prolongement de Serre [SJ le faisceau ^ ^ est analytique cohé-
rent sur T — S'. De plus, l'ensemble S^(^) est de dimension au plus k -— 2 pour
tout k ̂  dim(T) — 1 (cf. [Gg], ([S-T], théorème 1.14, c => è)). On est dans les conditions
d'application du théorème (5.1.1) pour p == dim(T) — 3 et pour le faisceau cohé-
rent ^ ^. On aurait pu invoquer que ce faisceau est réflexif [S^] et appliquer le théo-
rème 5 de [SiJ.

Remarque (5.1.3). — On aurait pu utiliser, pour démontrer les théorèmes (5.2.1) et (5.3.2),
le théorème de prolongement de Siu [SiJ des faisceaux analytiques cohérents en dehors d'un ensemble
de codimension 2 prolongeable fibre par fibre pour un morphisme de dimension relative 2. La démons-
tration de ce dernier théorème est nettement plus compliquée que celle du théorème (5 .1 .1 ) . Cependant^
il peut être utilisé pour une démonstration de théorèmes analogues aux théorèmes (5.2.1) et (5.3.2)
en présence de singularités irrégulières (cf. [MJ )̂.

5.2. Le théorème d'existence de Riemann pour les connexions méromorphes

Soient X une variété analytique complexe de dimension n, Z une hypersurface
de X et y^ un système local d'espaces vectoriels complexes de dimension finie sur
U := X — Z. Notons W := X — sing(Z) le complémentaire du lieu singulier sing(Z)
de Z. Si on fixe une section G : C/Z -> C de la projection naturelle C -> C/Z, la théorie
élémentaire des équations différentielles à points singuliers réguliers permet d'étendre
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le fibre plat Q^ ®ç ̂  en un fibre ,Sf^ analytique localement libre sur W muni d'une
connexion logarithmique le long de la partie lisse de Z (cf. [D] ou 3.2.1 (B). Notons i
l'inclusion canonique de W dans X.

Théorème (5.2.1). — Avec les notations précédentes l'image directe \ oSf .̂ est un faisceau
analytique cohérent sur X.

Preuve ûfe (5.2.1). — Si le lieu singulier sing(Z) de Z est de codimension au moins
égale à trois dans X, le théorème (5.2.1) est déjà conséquence du théorème de pro-
longement (5.1.1). Ceci montre que le procédé d'Hironaka qui consiste en commençant
par éclater les strates de grandes codimensions n'est pas indispensable dans notre contexte.
Supposons que la codimension de sing(Z) dans X est égale à deux. En vertu du corol-
laire (5.1.2) il suffit, pour prouver le théorème (5.2.1), de montrer que le faisceau ana-
lytique localement libre ,Sf^ est prolongeable en un faisceau analytique cohérent en
dehors du lieu singulier sing(sing(Z)) de sing(Z). C'est alors un problème local au voi-
sinage de chaque point lisse de sing(Z). Soient V un voisinage dans X d'un point lisse
de sing(Z) et [x^ x^ .. ., x^) des coordonnées locales au-dessus de V telles que sing(Z)
soit défini par x^ == x^ = 0. On a une rétraction de V sur V n sing(Z) définie par
(^i3 ^"2 ? • • • ? ^n) -> (^35 • • - 5 ^ n ) ' Le diviseur Z apparaît au voisinage de V comme une
famille de courbes planes paramétrées par V n sing(Z). Posons (VQ, Z^) :== (V, V n Z)
et soit (V^, ZJ (k^ 1) le couple obtenu à partir du couple (V^_i, Zjc-i) en éclatant,
dans V^_i, le lieu singulier de Zjc-i et °ù ^k est l'image inverse de Z^_i par cet écla-
tement. On obtient alors le théorème suivant qui est une conséquence du théorème de
résolution plongée des courbes planes :

Théorème (5.2.2). — Avec les notations précédentes il existe un entier N tel que le couple
(V^, Z^) est une résolution plongée du couple (V, Z n V) au-dessus d'un ouvert de Zariski de V
complémentaire d'un fermé analytique propre de sing(Z) n V.

Preuve de (5.2.2). — Si les coordonnées (^, ̂ , .... A:J sont assez générales, le dis-
criminant de la restriction à V n Z de la projection (x-^, x^ ..., x^) \-> (^, ... x^) coïncide
génériquement avec l'image de sing(Z) n V par cette projection. Le fermé propre de
sing(Z) n V du théorème (5.2.2) est fourni par la trace sur sing(Z) n V des compo-
santes de ce discriminant qui sont distinctes de sing(Z) n V. En effet, il résulte du critère
de Zariski sur l'équisingularité que Z n V est équisingulier le long de sing(Z) n V en
dehors de ce fermé, et donc que le procédé de résolution plongée des courbes de la
famille Z n V est le même en dehors du fermé de sing(Z) n V en question (cf. [T]).
C'est le théorème (5.2.2).

Preuve ûfe (5.2.1) (suite et fin). — Soit TT : (V^, Z^) -> (V, V n Z) le couple obtenu
dans le théorème (5.2.2). Au-dessus de l'ouvert de Zariski de V du théorème (5.2.2)
V^ est lisse et Z^ 3 image inverse de Z n V par TT, est un diviseur à croisements normaux



COMPARAISON ENTRE COHOMOLOGIES DE DE RHAM ET THÉORÈME DE RIEMANN 77

relatif. Soient W:= TT^W n V et o^ l'image inverse du fibre oSf^. Là encore, la
théorie des équations différentielles à points singuliers réguliers permet d'étendre, au-dessus
de l'ouvert de Zariski de V du théorème (5.2.2), le fibre oSf^y en un fibre analytique loca-
lement libre (cf. [D] ou 3.2.1 (3). Prenons l'image directe par le morphisme projectifTr
de cette extension, on obtient, en vertu du théorème de Grauert-Remmert [G-R^],
des images directes des faisceaux analytiques cohérents par un morphisme projectif, un
prolongement du fibre oS^y en un faisceau analytique cohérent sur le complémentaire
dans V d'un ensemble analytique de codimension au moins égale à trois. Appliquons
de nouveau le corollaire (5.1.2), on trouve que le fibre oSf^ est prolongeable en un
faisceau analytique cohérent sur V tout entier. C'est le théorème (5.2.1).

Remarque (5.2.3). — U ensemble S^_i(^ °S^w) es^ analytique fermé de Z et de dimension
au plus dim(X) — 3. Donc, le réseau i^ oSf̂  est localement libre en dehors d^un ensemble de
codimension au moins 3 dans X. En particulier^ si dim(X) = 2, ce réseau est localement libre.
Plus généralement^ V ensemble S^(î, o§ )̂ est analytique fermé dans Z de dimension au plus k — 2.
Ce sont là des conditions similaires à celles de support de la définition ( 2 . 1 . 1 ) . Il n'est pas impossible
que la stratification S^(i, oâ )̂ soit liée à la variété caractéristique du prolongement intermédiaire
du système local e^j.

Par construction, le réseau -Sf^ est muni d'une action de Q^ et on peut considérer
le sous-^-module Q^ oê^ du ^-module i~^J^B^^ ^u) où j désigne l'inclusion
canonique de U dans X. Le réseau oê^ : = ^ JS^y est alors un faisceau analytique cohérent
sur X contenu dans le ^-module i, Q^ cSf^ et on peut considérer le sous-Q^-modïùe
^x^l engendré par le réseau «S^.

Proposition (5.2.4). — Le Q^module Q^ oS^ engendré par le réseau «Sf̂  est cohérent.

Preuve. — De façon plus précise nous allons montrer que la filtration Q^ °S?1(̂  G N)
est une bonne filtration (cf. § 1). Il suffit de montrer que le ^x-module ^ Jâf^ est
cohérent pour tout k. Mais ̂  JS^ est un sous-fix^udule de type fini de î, i~1 Q^ -S .̂
Il suffit de montrer que î, i~1 Q^ oSf^ est un faisceau analytique cohérent. Soit ̂  l'idéal
de Z;î-1^^ est l'image de î"1^®^0^! dans i~l ̂ ^(^ ^â) P^ le Inor"
phisme canonique. C'est donc un ^-module cohérent sans torsion. Mais il est
prolongeable en faisceau cohérent parce que quotient d'un faisceau prolongeable
i~1 Qk®e^ -^[Sa]. Donc ^î"1^^^ est un faisceau analytique cohérent et la pro-
position (5.2.4) en résulte.

Notons ̂ f(Z, y^) le ^-module Q^ oê?^(sieZ) qui est holonome parce que localisé
d'un ^-"^dule cohérent lisse en dehors de Z [KJ (voir aussi [N-M]). Son faisceau
d'irrégularité le long de Z est à support contenu dans sing(Z) par construction. Ce fais-
ceau est alors nul en vertu du théorème de comparaison (3.1.1) et le module ̂ (Z, ei^j)
est régulier en vertu de (3.1.4). De plus il est de la forme ^x(*^) ®ffx ^S avec un réseau
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globalement défini. Notons DR^ le foncteur qui à une connexion méromorphe régulière le
long de Z associe son système local des sections horizontales sur U. On a alors démontré
le théorème d'existence de Riemann :

Théorème (5.2.5). — Lefoncteur DR^ est essentiellement surjectif.

Conjuguant (5.2.5) avec (2.2.9), on obtient :

Théorème (5.2.6). — Le fondeur DR^ est une équivalence de catégories abéliennes.

La démonstration du théorème (5.2.6) n'a nécessité que le procédé de résolution
plongée d'un germe de courbe plane. En fait, cela s'explique par le théorème suivant :

Théorème (5.2.7). — Si X est une boule assez petite de C", le foncteur qui à une connexion
méromorphe le long de Z dont le faisceau d'irrégularité le long de Z est nul, associe son image inverse
sur X n L où L est un 2-plan affine assez général est une équivalence de catégorie.

Preuve. — Ceci résulte du théorème (5.2.6) et du théorème de Zariski de type
Lefschetz de Hamm-Le [H-L].

Remarque (5.2.8). — Ceci suggère, comme nous l'a fait remarquer Malgrange (cf. [MJ^,
que le théorème (5.2.7) doit rester vrai pour les connexions irrégulières en un sens précisé plus bas
et donc une première étape consiste à démontrer un théorème de type Lefschetz-Zariski local pour
les groupes de Galois différentiels locaux associés aux catégories des connexions méromorphes le long
d'une hyper sur face (cf. [Sa], [D-M]^). La catégorie des connexions sur X méromorphes le long
d'une hyper sur face Z admet un produit tensoriel qui en fait une 00-catégorie rigide telle que
End(l) == C et tout point de U définit un foncteur fibre. Elle est donc équivalente à la catégorie
des représentations complexes d'un schéma en groupe affine G (cf. [Sa], [D-M]). Cependant,
pour avoir une théorie raisonnable il faut comme en dimension un fixer la forme formelle. On se
donne alors une connexion formelle N, c'est-à-dire un module cohérent sur le localisé le long de Z
du complété formel de 0^ le long de Z muni d'une action de Q^. On considère la sons-catégorie
des connexions méromorphes le long de Z dont la forme formelle appartient à la catégorie < N >
engendrée par N. C'est une sous-catégorie équivalente à la catégorie des représentations complexes
d'un groupe quotient de G (cf. [Sa], [D-M}). C'est pour un tel groupe quotient qu'on doit avoir
un théorème de type Lefschetz-Zariski local.

Remarque (5.2.9). — Gabber a démontré un théorème de Lefschetz pour le Groupe G
associé à la catégorie des fibres à connexion intégrable sur un ouvert de Zariski de l'espace projectif
sur un corps de caractéristique nulle (cf. exposé du 6-12-1988 du Séminaire d'Arithmétique et de
Géométrie algébrique d'Orsay).
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5.3. Le théorème d'existence de Riemann
pour les faisceaux constructibles élémentaires

5.3.1. Soient Y un sous-espace analytique fermé normal d'une variété analytique
complexe X et Z un sous-espace analytique fermé de Y défini localement par une équation
et contenant le lieu singulier sing(Y) de Y. Notons W : = Y — (sing(Y) u sing(Z))
et i l'inclusion canonique de W dans Y. Soit <^\j un système local d'espaces vectoriels
complexes de dimension finie sur U : = Y — Z. Si on choisit une section o- : C/Z -> C
de la projection C -> C/Z, la théorie élémentaire des équations différentielles permet
d'étendre le fibre plat fi\j ®ç <^\j en un fibre oâ ,̂ à connexion logarithmique le long de
la partie lisse de Z.

Théorème (5.3.2). — U image directe i^ oSf^y est un faisceau analytique cohérent sur Y.

Preuve de (5.3.2). — En dehors de sing(Y) le fibre oSf^ se prolonge en un faisceau
analytique cohérent sans torsion en vertu du théorème (5.2.1). Si la codimension
de sing(Y) dans Y est au moins égale à trois, le théorème est conséquence du corol-
laire (5.1.2) du théorème de prolongement (5.1.1). Supposons la codimension de
sing(Y) égale à deux. La question est locale au voisinage de chaque point lisse de
sing(Y). Soit V un voisinage d'un tel point et p : V -> V n sing(Y) une rétraction assez
générale sur V n sing(Y) induite par une projection assez générale d'un prolongement
de V dans un ouvert d'un espace numérique. Posons Vo : == V et considérons la suite
d'espaces V^, ..., V^;, Vj^i obtenue à partir de VQ par le procédé de Zariski suivant :
V^i est obtenu en normalisant l'éclatement dans V^ de l'ensemble critique du mor-
phisme V^ -> V n sing(Y).

Théorème (5.3.3). — II existe un entier N tel que l'espace V^ est lisse au-dessus d^un
ouvert de Zariski de V complémentaire d^un fermé analytique propre de sing(Y) n V.

Preuve de (5.3.3). — Pour tout k il existe un ouvert de Zariski 0^ de V n sing(Y)
non vide tel que la fibre au-dessus d'un point de 0^ du morphisme V^i -> sing(Y) n V
est la surface obtenue par le procédé de Zariski à partir de la surface fibre au-dessus
du même point du morphisme V^, ->V n sing(Y) [Z]. En effet, les opérations d'éclate-
ment et de normalisation commutent génériquement au passage aux fibres. L'inter-
section des ouverts 0^ est non vide et donc en vertu du théorème de désingularisation
à la Zariski des surfaces excellentes nœthériennes au-dessus d'un corps de caractéristique
zéro (cf. [Li]) il existe un point de sing(Y) n V et un entier N tels que la fibre au-dessus
de ce point du morphisme V^ -> V n sing(Y) est sans singularités. Donc, le lieu critique
du morphisme V^ -> sing(Y) n V se projette sur un fermé analytique propre de
sing(Y) n V. Comme ce lieu critique contient le lieu singulier de V^, il en résulte que V^
est lisse au-dessus d'un ouvert de Zariski de V complémentaire de l'image de ce lieu
critique par morphisme V^ ->sing(Y) n V. C'est le théorème (5.3.3).
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Preuve de (5.3.2) (suite et fin). — L'image inverse du fibre ^^y sur Vy se pro-
longe en un faisceau analytique cohérent au-dessus de l'ouvert V du théorème (5.3.3)
en vertu de (5.2.1). Prenons son image directe par le morphisme V^ ->• V. On obtient,
en vertu du théorème de Grauert-Remmert [G-RJ, un prolongement de -S^y en
un faisceau analytique cohérent en dehors d'un ensemble de V de codimension au
moins 3. En appliquant le corollaire (5.1.2), on obtient un prolongement cohérent
sur V de oS^y et le théorème (5.3.2).

5.3.4. Soit maintenant un couple Z C Y d'espaces analytiques fermés de la variété
analytique X tels que Y est réduit et que Z contienne le lieu singulier de Y et soit défini
localement par une équation. Soit ̂  un système local d'espaces vectoriels complexes
de dimension finie sur U :== Y - Z. Posons^ :== codim^ÇY), on a donc un ^x-z-^odule
holonome alg H^ _ z(^) ®c ̂ v •

Théorème (5.3.5) .—Le Q^ _ ^-module précédent admet un prolongement en un Qf^mod\i\e
holonome e^(Z, Y, e^\j) dont le faisceau d'irrégularité le long de Z est nul.

Preuve. — Soit n : Y -> Y C X la normalisation de Y. Le morphisme TT est fini et c'est
un isomorphisme en dehors du lieu singulier de Y. Notons W : = X — 7r(sing(?) U sing(Z))
et W son image inverse par TT. Fixons une section a : C/Z -> C et notons ,S^ l'extension
à W de l'image inverse par TT du fibre ^^c ̂ u- Le S^-module 2^ ̂  est cohérent
en vertu de (5.2.4) et on a une suite exacte de Q^-modnies cohérents pour k assez
grand qui est le début de la suite de Spencer de degré k (cf. [MJ, [KJ) si 0, — 1, ...
ne sont pas dans l'image de <r.

^w®^ Tw®^ ^y~1 -> ̂ w^w ̂  -^ ^w ̂  -> o,
où Tw est le fibre tangent de W et JSf^ :== Q^ ̂ . Alors TT,^^®^^^
est un prolongement à W du Q^_^moà\ûe holonome alg H^_^x) ®c ̂ u e^ un ̂ ,-
module cohérent (cf. § 2). Notons ̂  ce prolongement. Posons, si co^ := hom^{^, 6^),

<^1 : - (̂  ®^ TT, œ^ ®^ T,, ®^ ̂ fc-1,

^y:--=^^^^®^^\

Les faisceaux ^f7^^1 et ̂ y sont alors analytiques cohérents sur W et par construction
n'ont pas des sections locales à support immergé. En vertu de la formule de projection,
on a la présentation

^w®^^'1 -^w^^y ->^w -^o.
Notons i l'inclusion canonique de W dans X.

Lemme (5.3.6). — Si ̂  est un faisceau analytique cohérent sur W qui rHa pas de sections
locales à support immergé, le morphisme canonique Q^ ®^ ̂  Jf -> ̂  2^ 0^ ̂  est un
isomorphisme.
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Preuve. — Ceci résulte du fait que le faisceau 2^ est un 6^-module libre et qu'une
section globale de ̂  nulle sur un ouvert du support de «^ est identiquement nulle
sur la composante connexe de cet ouvert.

Mais en vertu du théorème (5.3.2) les images directes i^^y~1 et i^^^ sont des
faisceaux analytiques cohérents sur X. En vertu du lemme (5.3.6), on a un morphisme
de ^x-modules cohérents

i <^ (X) 3^0'arl —>. i <^ 6^ 3^70»k

h ̂ w ^(PW ̂ w "̂  î* -^w ̂ Qv ̂ w •

Le conoyau de ce morphisme est donc un ^'module cohérent qui prolonge le
^x--z-module holonome alglî^.^x) ^c ̂ u- Notons ^(Z, Y, <^\j) le localisé le
long de Z de ce prolongement qui, en vertu de [KJ (voir aussi [N-M]), est un S^-module
holonome. Le support de son faisceau d'irrégularité le long de Z est de codimension
dans Z au moins égale à un par construction. En vertu du théorème de comparaison
(3.1.2) ce faisceau est nul d'où le théorème (5.3.5).

Si Z C Y C X est un triplet comme précédemment (X, Y — Z sont lisses et Z est
défini localement par une équation), notons DR2^ le foncteur exact de la catégorie
abélienne des 2^-modvles holonomes réguliers à support contenu dans Y lisses sur
Y — Z et égaux à leur localisé le long de Z, dans la catégorie des systèmes locaux d'espaces
vectoriels complexes de dimension finie sur Y — Z, qui à un tel Q^-module associe son
système local des sections horizontales sur U : == Y — Z. On a alors le théorème d'exis-
tence pour les faisceaux constructibles élémentaires •

Théorème (5.3.7). — Le fondeur DR2^ est une équivalence de catégories abéliennes.

Preuve. — On sait déjà en vertu du théorème de comparaison (3.1.17) qu'il
est pleinement fidèle. Le système local associé au ^^-mod\ile ^(Z, Y, ^\j) du
théorème (5.3.5) est isomorphe à ^çj. Le faisceau d'irrégularité le long de tout diviseur
de^(Z,Y,^) est nul en vertu du scholie (3.1.2)'. Il résulte du théorème (3.1.4)
que son image inverse sur tout disque complexe n'a que des singularités régulières. Donc,
^(Z,Y,^p) est régulier au sens de la définition de (3.1.12) et le foncteur DR^
est essentiellement surjectif. D'où le théorème (5.3.7).

Cette démonstration n'a nécessité que la résolution des singularités d'une surface
complexe suivie de la résolution plongée d'une courbe plane. En fait :

Corollaire (5.3.8). — Dans la situation précédente, si X est une boule assez petite de C^
le fondeur qui à ̂ (Z, Y, <^\j) associe son image inverse sur X n L pour un hyperplan assez
général L tel que dim(Y n L) =2, est une équivalence de catégories.

Preuve. — Ceci résulte du théorème (5.3.7) et du théorème de Zariski de type
Lefschetz de Hamm-Le. On a aussi une remarque analogue à (5.2.8).

On peut déduire du théorème (5.3.7) le théorème d'existence de Riemann démontré
11
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par Grauert-Remmert [G-Rg] pour les revêtements finis et par Deligne [D] pour les
systèmes locaux d'espaces vectoriels complexes de dimension finie :

Corollaire (5.3.9). — Si X est une variété algébrique complexe non singulière3 le fondeur
qui à un fibre à connexion intégrable sur X, dont Vimage inverse sur toute courbe non singulière
au-dessus de X rHa que des singularités régulières, associe son fibre transcendant sur X11, est une
équivalence de catégories abéliennes.

Preuve. — Le foncteur est pleinement fidèle en vertu du § 3. La question est alors
locale pour la topologie de Zariski. On peut supposer que X est affine munie d'un plonge-
ment dans un espace projectif P^. Si ̂ "^h est un système local d'espaces vectoriel complexe
de dimension finie sur X11, alors le ^p^-module e^f(X11 — X11, X11, ê 'x11) construit par
le théorème (5.3.5) qui est localisé d'un module muni d'une bonne filtration globale est
algébrique en vertu de GAGA. Sa restriction à X est le fibre de Riemann associé au
système local e^xh[D]. Si la monodromie de ^^ est fmi6? ce fibre correspond à un
revêtement algébrique étale de X [G-Rg].

5.4. Le théorème d'existence de Riemann
pour les coefficients analytiquement constructibles

Nous allons déduire du théorème (5.3.7) à l'aide des dévissages de [Meg] le
théorème d'existence de Riemann pour les coefficients analytiquement constructibles.

Soient (X, 6^) une variété analytique complexe et D^(^x) ^a catégorie des
complexes de S^-modules à cohomologie bornée holonome et réguliers. Notons DR,,
et S,, les restrictions des foncteurs DR et S à la catégorie D^(^x) :

DWx) -> Wx), ^ -> DR,(^) : = R hom^O^ ̂ ),
DWx) -> Wx), Jl -> S,(^) := R hom^^ fiy-

Les foncteurs DRy et S, sont des foncteurs exacts de catégories triangulées.

Théorème (5.4.1). — Les foncteurs DRy et S, sont essentiellement surjectifs.

Preuve. — Pour un coefficient constructible ^(eD^C^)) notons ^rv son complexe
dual RAom(^(<^, Çx). En vertu du théorème de dualité locale ([Mej, théorème 1.1) 5
on a un isomorphisme canonique

DR(^) ^ S{^

pour tout complexe holonome ^(eDS(^x))- Mais en vertu du corollaire (3.1.15)
le morphisme naturel

R hom^JK^ ̂ 2) -> R Aom^(DR(^i), DR(^))

est un isomorphisme si Jl^ et ^2 !sont réguliers (^DSr(^x))* ^ résulte du théorème
de dualité locale que l'on a un isomorphisme canonique

R hom^ORW, DR(^)) ^ K ̂ ^(S(^), SW^),
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si ̂ i et ̂ 2 sont des complexes holonomes. Toujours en vertu du théorème de dualité
locale, on a les isomorphismes canoniques

S(^) ^ S(̂ ) ^ S^)^

pour tout complexe holonome Ji. En résumé, si Jl^ et ̂  sont d^ complexes réguliers
le morphisme naturel

Rhom^{^^) ^RÀom^(S(^),S(^i))

est un isomorphisme. Remarquons qu'on n'a pas eu à utiliser le théorème de bidualité
pour les coefficients constructibles. On en déduit que le fbncteur S,, est pleinement fidèle.

Puisque DR(^) est canoniquement isomorphe à S^*) et que Ji* est régulier
si et seulement si J( est régulier en vertu de (2.2.5) et (3.1.4), il suffit de montrer pour
le théorème (5.4.1) que le foncteur S^ est essentiellement surjectif. Le fbncteur S, se
prête mieux au dévissage. Soit ^ un coefficient constructible, il faut montrer qu'il est
de la forme S,(^).

Cas a). — Supposons que 3F est un faisceau constructible placé en degré zéro.
Soit Y son support. Nous allons montrer par récurrence sur dim(Y) que ^ est loca-
lement de la forme Sy(^) pour un complexe holonome régulier Ji. Si dim(Y) == 0,
on a

S^aIgH^)®^^])^,

où n == (dimX) et ^rv := hom^[y, Cy). Il est bien de la forme requise. Supposons
l'assertion montrée pour tous les faisceaux constructibles dont la dimension du support
est strictement inférieure à dim(Y). Localement il existe un diviseur Z ne contenant
pas Y dont la trace sur Y contient le lieu singulier de Y. Posons U : == Y — Z etj l'inclusion
canonique de Y — Z dans Y. On a une suite exacte

0 -^JJ~1 ̂  -> ̂  -^ ^\z -> 0.

Si on choisit Z tel que <^\j :==j-1^?' est lisse, ce qui est loisible, le module JK(Z, Y, ̂ )
du théorème (5.3.5) est la solution cherchée pour j, 3F ̂  puisque par construction
S(^(Z,Y,^)) ̂ .^[-Ah où ^:==hom^{^,C^. L'hypothèse de récurrence
et la pleine fidélité du foncteur S,, permettent de conclure. Raisonnant par récurrence
sur l'amplitude d'un complexe constructible et utilisant la pleine fidélité du foncteur S,,
on en déduit que tout complexe constructible est localement de la forme S,(^f) pour un
complexe holonome régulier J ( . On a le résultat suivant dû à Deligne dont nous don-
nons une démonstration dans l'esprit de cet article pour être complets :

Proposition (5.4.2). — Soit e^ un complexe holonome tel que le complexe S(^) a la pro-
priété de support (cf. définition ( 2 . 1 . 1 ) } , alors Ji est concentré cohomologiquement en degrés
positifs.
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Preuve. — On raisonne par récurrence sur dim(X). Si dim(X) == 0, supposons
que X est un point, alors ^/K est un espace vectoriel placé en degré zéro et l'assertion est
vraie. Supposons la proposition montrée pour les variétés de dimension strictement infé-
rieure à dim(X). Soit ̂  un complexe holonome et h\^) son z'-ième faisceau de coho-
mologie. La question est locale. En dehors d'un ensemble de dimension zéro, il passe une
hypersurface lisse X' qui est non caractéristique pour tous les ^-modules h\JK). Notons/
l'inclusion canonique de X' dans X. On a/* h\JK) ^ h^Lf*^) et le morphisme cano-
nique/-1 S (^) ->S(I/*^) est un isomorphisme en vertu du théorème de Gauchy-
Kowalewski. On peut choisir X' ne contenant pas les supports des faisceaux h\S{^)).
Le complexe/"1 S(^) a la propriété de support et en vertu de l'hypothèse de récurrence
le complexe I/*^ est concentré cohomologiquement en degrés positifs. Donc les
complexes des solutions holomorphes des ^-mod\des h\<JK) pour i < 0 sont à support
de dimension zéro et ces ^^-modules sont à support de dimension zéro pour i < 0.
Pour i> 0 on a les isomorphismes : êxt^^^ (9^ ^ Sxt^(h~\Jl}^ Oy^. Par hypo-
thèse <^^(^, ffy = 0 pour i^ 1. Donc h~\J(} = 0 pour i^ 1, d'où la propo-
sition (5.4.2).

On en déduit que si S(^) a la propriété de co-support (son dual a la propriété
de support) le complexe dual Ji* est concentré en degrés positifs en vertu du théorème
de dualité locale. En résumé, si S(^) a les propriétés de support et de co-support le
complexe ̂  est concentré en degré zéro. On peut alors supposer que c'est un ^-module
holonome placé en degré zéro.

Cas (3). — Soit 3^ un complexe constructible ayant les propriétés de support et
de co-support. En vertu du cas a) ê^ est localement de la forme Sy(^) pour un complexe
régulier c .̂ En vertu de (5.4.2) ^ est un ^-module régulier. Mais comme
le foncteur S, est pleinement fidèle les différentes solutions locales se recollent pour
donner naissance à un 2^-module holonome régulier global Jf tel que l'on ait
des isomorphismes locaux S,(^) ^ SF qui coïncident sur l'intersection de deux ouverts.
Mais <^(U;S,(^),^") =0 pour i<0 ([B-B-D], 2.1.21, ou (3.1.15)) pour tout
ouvert U de X et en vertu de la suite spectrale du local au global on a l'isomorphisme :

F(U; &^(S,(^), ̂ ) ^ Homc,(U; S,(^), J^).

Le préfaisceau U ->Hom^(U; S,(^), ̂ ) est un faisceau. D'où un morphisme global
S,(«^) ^ 3F qui est un isomorphisme. Autrement dit le foncteur qui à un 2^-module
holonome régulier ̂  associe le complexe S,(«^) induit une équivalence de catégories
entre la catégorie Mhr(J^x) des .^-modules holonomes réguliers et la catégorie des
complexes constructibles ayant les propriétés de support et de co-support. D'où le nom
de faisceau pervers donné à un tel objet.

Cas y). — Soit y un coefficient et ^(e^) ses faisceaux de cohomologie pervers
[B-B-D]. Ils sont en nombre fini et y s'envoit dans son dernier faisceau de cohomologie
perverse [B-B-D]. Pour montrer que y est de la forme S,(^), en raisonnant sur l'ampli-
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tude perverse de ̂ , on est réduit à supposer que y est un faisceau pervers utilisant la
pleine fidélité de S,. C'est alors le cas [3), d'où le théorème (5.4.1). Voir la remarque
(5.5.4) ci-dessous.

Résumons les § 3, 4, 5 par le théorème suivant où / est un morphisme de
variétés analytiques complexes, nous notons f^ le foncteur image directe au sens des
S^-modnÏ-es :

Théorème (5.4.3). — Les foncteurs exacts DR^ et S, de catégories triangulées D^(^x)
et D^(Cx) qui respectent les t-structures naturelles Mhr(̂ x) et ^^(Çs) sont des équivalences
de catégories. De plus, les catégories D^(^x) sont stables par les opérations cohomologiques /*,
f\ f! (f ^t supposé propre, cf. 5.5.1;, ( )*, ®^, ^, Y^ (̂  et les foncteurs DR^ et S,
qui s''échangeant par dualité respectent les opérations analogues dans les catégories de coefficients cons-
tructibles D^GJ.

5.5. Remarques

5.5.1. Si y est un morphisme lisse, entre variétés lisses, propre sur le support
d'un Q^-moduïe holonome régulier J(, alors le complexe R^, DR^(^) est holonome
régulier. Le seul problème est de voir que sa cohomologie est ^-cohérente. On n'a pas
démontré qu'un tel module admet une bonne filtration globale, et donc on ne peut se
ramener au cas des fix"11100^1^ cohérents. On procède alors par récurrence sur la dimen-
sion du support Y de ̂ . Le résultat est vrai si dim(Y) = 0. Soit Z le support singulier
de c ,̂ alors dim Z < dim Y et on a un morphisme

JH -> lim hom^{^, JK)
"T^

dont le noyau et le conoyau sont à support dans Z. Mais si J( est régulier ^(*Z) est
régulier en vertu de (3.1.2)'. L'hypothèse de récurrence nous ramène à supposer que
Ji ^ ̂ (*Z). Dans ce cas-là la méthode du théorème (5.3.2) fait apparaître Jt comme
une extension d'un ^.-module holonome régulier à support dans Z, par un ^"module
cohérent muni d'une bonne filtration globale puisque c'est un module quotient d'un
2^-modale cohérent muni d'une bonne filtration globale. On applique le théorème
d'image directe pour un tel 2^-module.

5.5.2. Si S^ est un faisceau pervers sur X il est de la forme DR^(^) pour un
^-"^dule holonome régulier Jf. Donc, si / est une fonction complexe, le complexe
RT/e^) des cycles proches est de la forme DR^^)) en vertu de 4.3. C'est donc un
faisceau pervers sur/'^O) puisque Y^(^) est un ^-module holonome à support/" ̂ O).

5.5.3. On déduit du théorème (5.4.3) le théorème analogue pour la catégorie
des ^-modules holonomes [MeJ et que le foncteur y -> R hom^^, 0^) de D^(Cx)
dans D^^) est un quasi-inverse du foncteur ^00 -> VLhom^JK^, 0^). En particulier,
la catégorie des ^-modules holonomes (localement provenant d'un ^-module holo-



86 ZOGHMAN MEBKHOUT

nome) qui est équivalente à la catégorie Mhr(^x) ^t abélienne et stable par extension.
Il semble que c'est la catégorie des ^-modules holonomes qui a un rôle à jouer pour
la définition de la catégorie des bons coefficients ^-adiques en caractéristique p > 0.
Le fait d'avoir une démonstration de ce résultat sans faire appel à la résolution des
singularités dans le cas général est peut-être un signe encourageant.

5.5.4. La principale difficulté que nous avons rencontrée dans la première
démonstration du théorème (5.4.1) est que la catégorie D^(^x) nîest P^ de nature
locale ([Meg], introduction p. 51). On ne disposait pas encore du dévissage à l'aide de
la cohomologie perverse. Cependant on peut très bien éviter, pour la démonstration du
théorème (5.4.1), le recours à la cohomologie perverse si on utilise la catégorie D^(^)
qui était déjà disponible. C'est ce que nous avons signalé dans [Meg], en page 87,
remarque 3.4.1.

5.5.5. Il faut prendre garde que dans le théorème (5.4.3) le foncteur S, transforme
image inverse ordinaire en image inverse ordinaire (S^Ly* JK) ^/"^S/c^)), et donc
image inverse extraordinaire en image inverse extraordinaire. Mais que le fonc-
teur DR, transforme image inverse ordinaire en image inverse extraordinaire
(DR,(L/'*^) r^/1 DR,(^) [— 2dim(/)]) et donc image inverse extraordinaire en
image inverse ordinaire. On a noté dim(/) la différence entre la dimension de la source
et la dimension du but.

5.6. Le théorème coexistence de Riemann
pour les coefficients algébriquement constructibles

Soit (X, fly une variété algébrique complexe non singulière et D^(^x) ^a caté-
gorie des complexes de .^-modules à cohomologie bornée, holonome et régulière
(cf. § 3, définition (3.1.12)). Notons DR, et S, les foncteurs suivants de D^(^x) dans

la catégorie D^(Cx) des coefficients algébriquement constructibles :

JK ->DR,(^) :== Rhom^^,^),

Jl -> S,(̂ ) : = R hom^{^\ 0^).

Le foncteur DR, est pleinement fidèle (3.1.17). On déduit que le foncteur S, est aussi
pleinement fidèle à partir du théorème de dualité locale comme en (5.4).

Théorème (5.6.1). — Les foncteurs DR, et S, sont essentiellement surjectifs.

Preuve. — La démonstration de (5.6.1) se fait exactement comme la démonstra-
tion de (5.4.1) en remplaçant analytiquement constructible par algébriquement cons-
tructible, sauf que dans le cas a) il y a une petite différence due au diviseur à l'infini. On
procède alors comme suit. Supposons que X est affine plongée dans un espace pro-
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jectif P"1. Soit Z C Y C X un couple de variétés algébriques telles que Z est la trace
d'une hypersurface ne contenant pas Y et que Y — Z est lisse. Soit <^\jh un système local
d'espaces vectoriels complexes de dimension finie sur U11 : = Y11 — Z11. Notons Z, Y les
adhérences de Z, Y dans P^ Le ^p^-module JK{Ï u Y — Y, Y, ̂ h) fourni par le
théorème (5.3.5) est le localisé le long d'un diviseur d'un ^pn-module holonome cohérent
muni d'une bonne filtration globale. En vertu de GAGA ce module provient d'un
^pw-module algébrique cohérent qui est la solution du système ^jh. A partir de là,
les cas (3) et y) ^nt rigoureusement les mêmes. On obtient un théorème analogue au
théorème (5.4.3) avec, en prime, une opération/;0 de plus. Si/est un morphisme de
variétés algébriques non singulières et ê f un complexe holonome, posons

f^:=={f:^r.
En vertu du théorème de dualité relative pour les ^-modules cohérents/"^ est iso-
morphe à /c ̂  si / est propre.

Théorème (5.6.2). — Les foncteurs exacts DR, et S, de catégories triangulées D^(^x)
et D^(Cx) qui respectent les t-stmctures naturelles Mhr(^x) et P^^Çs) •y0^ ^es équivalences
de catégories. De plus, les catégories D^(^x) sont stables par les opérations cohomologiques /*,
f^f^f^ ( )\ ®o^ ^5 x¥m, ̂ m ̂  les foncteurs DR, et S, qui s'échangent par dualité, respectent
les opérations analogues dans les catégories de coefficients constructibles D^(C^).

Il faut prendre garde que, dans le théorème (5.6.2), le foncteur DR, transforme
image directe ordinaire en image directe ordinaire (DR,(/^^) ^ VLf^ DR,(^) [— dim/]
et donc image directe à support propre en image directe à support propre. Mais que
le foncteur S, transforme image à support propre en image directe ordinaire
(SyÇ/®^) ^ R/, S,(^) [—dim/] et donc image directe ordinaire en image directe
à support propre.

Dans ce travail nous avons cité :
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