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TRANSFORMATION DE FOURIER
CONSTANTES D’EQUATIONS FONCTIONNELLES
ET CONJECTURE DE WEIL

par G. LAUMON

INTRODUCTION

En 1982, Witten publie une démonstration analytique des inégalités de Morse
en géométrie riemannienne ([Wi] et aussi [He 1]), dont le principe peut se décrire
comme suit. Soient M une variété ¥ compacte munie d’une structure riemannienne
et f: M — R une fonction de Morse. Witten remarque que le complexe de De Rham
(" (M), d) des formes différentielles € sur M se déforme en une famille & un para-
meétre réel y de complexes (" (M), d,), ou

d,=e¢"odoet! =d+ydf
(dy = d). Bien sfir, la multiplication par la fonction ¢/ induit un isomorphisme du
complexe (&/°(M), d,) sur le complexe (2/°(M),d) et, en particulier, les dimensions
des groupes de cohomologie de (2/°(M), d,) sont indépendantes de y (égales aux nombres

de Betti de M). Cependant, du point de vue de la structure riemannienne, cette défor-
mation est tout a fait non triviale. En effet, Witten montre que le spectre du laplacien

A’II= dﬂd; +d’;d1l
change radicalement quand y — + co. Plus précisément, Witten prouve que, pour tout
nombre réel A > 0, les vecteurs propres 7, de A, (norma.lisés par fM N A %Y, = 1),

associés a des valeurs propres A, < A, se concentrent au voisinage des points critiques
de f quand y - + o (pour tout compact K de M ne contenant aucun point critique

de f, jx N, A *7, > 0 quand y - + o). Une étude locale de A, au voisinage de chaque

point critique de flui permet d’en déduire que, pour chaque degré : {0, 1, ..., dim(M) },
la restriction de A, & &/'(M) a exactement m,(f) vecteurs propres indépendants dont
les valeurs propres correspondantes restent bornées quand y — 4 oo, ou m(f) est le
nombre des points critiques de f d’indice 7, les autres valeurs propres tendant toutes
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vers 4 oo avec y. La fin de 'argument est standard. Pour tout nombre réel A > 0, soit
(4, 4> d,) le sous-complexe de (o/°(M), d,) engendré par les vecteurs propres associés
aux valeurs propres A< A de A,. Alors, d’une part, la théorie de Hodge assure que
o, 4 est de dimension finie et que P’inclusion

(3,45 dy) = (£ (M), d,)

est un quasi-isomorphisme. D’autre part, I’étude asymptotique ci-dessus du spectre
de A, assure que, pour A fixé assez grand, la dimension de 5} , est égale & m,( f) pour
» > 0. D’ou les inégalités de Morse.

Dans le présent travail, nous nous inspirons de cette démonstration de Witten
pour prouver que la constante de I’équation fonctionnelle de la fonction L associée a
une représentation ¢-adique d’un corps de fonctions est un produit de constantes locales
et pour donner une autre démonstration du théoréme de Deligne sur les poids dans
la cohomologie ¢-adique. Dans les deux cas, le probléme qui se pose est du type suivant :
étant donné une variété projective V sur un corps £ de caractéristique p > 0, un nombre
premier £ £ p et un complexe de faisceaux ¢-adiques (*) K sur V, on veut déduire d’infor-
mations locales sur (V,K) des informations globales sur la cohomologie f-adique
RI(V ®, %, K), od % est une cléture algébrique de k. Le cas essentiel est le cas V = P! :
en effet, un dévissage a la Grothendieck ramene le cas général a ce cas particulier (on
choisit une fonction méromorphe non constante f: V —P;; on a

RI(V®,% K) = RI(PL, Rf, K),

la fibre de Rf, K en un point x de P} s’identifie & RI'(f~*(x), K), grice au théoréme
de changement de base pour un morphisme propre, et on est ramené au cas V = P}
par récurrence sur la dimension de V). Et c’est pour analyser RI'(V ®, %, K), dans le
cas V = P}, que l’on utilise une déformation & un parameétre de ce dernier complexe,
modelée sur celle de Witten. Plus précisément, on fixe un caractére additif non trivial
$:F o Q7 , od Q, est une cléture algébrique de Q,. Pour chaque y € %, le revétement
d’Artin-Schreier de la droite affine A; d’équation

P —t=yx,
ou # est la coordonnée standard sur A}, et le caractére ¢ du groupe de Galois F, de
ce revétement induisent un faisceau ¢-adique, &, ( yx), lisse de rang 1 sur Al, dont on

notera §¢( %) le prolongement par 0 & P; tout entier. Alors, la déformation en question
du complexe RI'(P;, K) est la famille de complexes

RI(P;, K® Z,(5%)),

indexée par les y €% (en fait, R['(P%, K) se dévisse en la fibre de K au point o de P}
et en RT,(A;, K) et, pour y =0, on a

RT'(P;, K® Z, (7)) = RT, (A}, K)).

(*) La terminologie est légérement abusive, voir (0.5) ci-dessous.



TRANSFORMATION DE FOURIER 133

La pleine force de cette déformation vient de son lien trés étroit avec la transfor-
mation de Fourier géométrique introduite par Deligne en 1976 pour d’autres raisons.
Deligne définit, pour chaque caractére additif non trivial ¢ : F, < Q; , une involution &%, v
sur la catégorie dérivée des faisceaux ¢-adiques sur A qui est une version géométrique
de la classique transformation de Fourier sur les fonctions f: F, —Q,, définie par

FO) = Z f(x) $( ).
::EPP

Pour tout y € k, vu comme un point géométrique de A}, le complexe RI'(P;, K ® §¢( %))
s’identifie canoniquement a la fibre en y de % (K | A;), de sorte que la déformation
ci-dessus n’est autre que & ,(K | A}). En particulier, du fait de linvolutivité de &,
la donnée de cette déformation est équivalente & la donnée de K | A}.

Ce travail est divisé en quatre chapitres.

Le premier rappelle la définition et les principales propriétés de la transformation
de Fourier-Deligne.

Dans le second chapitre, nous étudions, pour un complexe de faisceaux ¢-adiques K
fixé sur A}, les monodromies locales du complexe #,(K) (le calcul de ces monodromies
locales est I’analogue algébrique du calcul des développements asymptotiques d’inté-
grales oscillantes, basé sur le principe de la phase stationnaire). Ceci nous améne tout
naturellement & définir des variantes locales de la transformation de Fourier-Deligne.
Ces transformations de Fourier locales sont des involutions sur la catégorie des repré-
sentations /-adiques du groupe de Galois d’un corps local d’égale caractéristique p > 0.
Comme premiére application de ces transformations locales nous obtenons une cons-
truction cohomologique de la représentation d’Artin pour une extension finie de corps
locaux d’égale caractéristique p > 0 et une construction cohomologique des représen-
tations exceptionnelles du groupe de Galois d’un corps local d’égale caractéristique p > 0.

Le troisitme chapitre est consacré a la preuve de la formule du produit pour la
constante de I’équation fonctionnelle de la fonction L associée & une représentation
¢-adique d’un corps global d’égale caractéristique p > 0. Cette formule du produit fait
intervenir les constantes locales introduites par Tate et Langlands et nous obtenons,
comme conséquence de notre preuve de la formule du produit, une interprétation coho-
mologique de ces constantes locales (toujours en égale caractéristique p > 0 bien entendu).
Nous rappelons aussi dans ce chapitre les applications de cette formule du produit au
dictionnaire conjectural de Langlands entre représentations /-adiques de Galois et formes
automorphes sur les corps de fonctions.

Dans le quatriéme chapitre, nous donnons une démonstration du théoréme prin-
cipal de Deligne dans « La conjecture de Weil II ». Les ingrédients essentiels de cette
preuve sont la transformation de Fourier-Deligne (et son involutivité) et le critére de
pureté dégagé par Deligne (les sous-quotients lisses irréductibles de tout faisceau ¢-adique
lisse et t-réel sur une courbe lisse et géométriquement connexe sur un corps fini sont
-purs). La différence majeure entre la preuve présentée ici et la preuve originelle de
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Deligne est la suppression totale de la méthode de Hadamard-de La Vallée-Poussin
dans notre argument.

C’est un grand plaisir pour moi de remercier tout particuliérement P. Deligne,
L. Illusie et D. Kazhdan pour les nombreuses améliorations qu’ils ont apportées a ce
travail. Je tiens aussi & remercier 'ILH.E.S. et le département de Mathématiques de
I'Université de Harvard pour leurs invitations qui m’ont permis d’exposer et de mettre
au point les résultats de cet article. Je tiens enfin & exprimer ma reconnaissance a
Mme Bonnardel et 4 Mme Le Bronnec pour la belle frappe du manuscrit.

0. Notations et conventions

(0.1) Dans tout cet article, on fixe d’une part un nombre premier p, un corps &
parfait de caractéristique p et une cléture algébrique & de k. On désigne par ¢ une puis-
sance de p et par F, Punique sous-corps & ¢ éléments de %. On fixe d’autre part un nombre
premier ¢ distinct de p et une cléture algébrique Q , du corps Q, des nombres ¢-adiques.

(0.2) On fixe aussi un caractére additif non trivial ¢ : F, <> Q7 i.e. une racine
primitive p-iéme (1) de 1 dans Q,. On note ¢,: F, >Q7 le caractére additif non
trivial défini par

bo(x) = $(Trg (), Vx eF (4, = §);

tout caractére additif de F, a valeurs dans Q’,‘ est de la forme x> ¢, (ax) pour un
unique a € F,.

(0.3) Sauf mention explicite du contraire, les schémas considérés sont des schémas
séparés et de type fini (ou essentiellement de type fini) sur % et les morphismes de schémas
des k-morphismes. Pour X un tel schéma, on notera | X | I’ensemble des points fermés
de X et, pour x € | X |, on notera k(x) le corps résiduel de x et deg(x) le degré de &(x)
sur k£ (deg(x) est fini si X est de type fini sur &).

(0.4) Soit ¥ un point (non nécessairement fermé) d’un schéma X. On désignera
par x un point géométrique de X localisé en x (cf. [De 4] (0.3)); si x € X(%), on choisira
pour ¥ le point géométrique composé de Spec(k) — Spec(k) - X. On notera X,
(resp. X;,) Ihensélisé (resp. I'hensélisé strict) de X en x (resp. x) (cf. [De 4] (0.4)).
Si de plus X, est un trait (hensélien), on notera 7, (resp. 7;) le point générique de X,
(resp. Xz,) et 7, un point géométrique de X ;, localisé en »; (cf. [De 4] (0.6)).

(0.5) Si X est un schéma, nous dirons « Q ,-faisceaux sur X » pour « Q ,-faisceaux
constructibles sur X » ([SGA 5] VI, [De4] (1.1.1)). Nous noterons D(X,Q,) la
catégorie dérivée des faisceaux £-adiques définie par Deligne ([De 4] (1.1.2) et (1.1.3)).



TRANSFORMATION DE FOURIER 135

Pour S un schéma régulier de dimension < 1, pour X, Y des S-schémas de type fini
et pour f: X — Y un S-morphisme, on dispose alors des opérations internes ® et R 5#m
sur D%(X, Q,), des foncteurs

Rf; ’ Rf; : DZ(X: QI) - DZ(Y’ Ql)
et f" Rf! : DZ(Y, Ql) - DZ(X> Ql)
et, si de plus S est un trait hensélien, des foncteurs R¥ et R® de la théorie des cycles
évanescents pour le S-schéma X ([De 4] (1.1.2); ces constructions dépendent d’énoncés
de finitude établis dans [SGA 4] XIV, XVII et [SGA 43] [Th. Finitude]). On notera
Dy s : Dy(X, Q)™ >DX,Q,)

le foncteur dualisant Dg4(—) = R#om(—, Ra' Q,) ot a:X S est le morphisme
structural.

On utilisera librement pour les Q ,faisceaux et leur catégorie dérivée définie
ci-dessus les théorémes qui sont énoncés et établis dans la littérature pour les faisceaux
constructibles de A-modules, A un anneau fini d’ordre premier a p (cf. [De 4] (1.1.4);
il s’agit des énoncés fondamentaux de [SGA 4] tome 3, [SGA 7] XIII et [SGA 4%]
[Th. Finitude] ainsi que la formule des traces de Grothendieck [SGA 5] XII, XV et
[SGA 41] [Rapport]). ‘

(0.6) La définition de Deligne de D2(X,Q,) pose un probléme pour tout ce
qui concerne les t-structures : en général, D’(X, Q) n’est pas triangulée. Ce probléme
a été résolu par Gabber et par Ekedahl qui adoptent des définitions différentes de celles
de Deligne pour D%(X,Q,); cependant leurs constructions ne sont pas publiées & ce
jour. Aussi nous ferons dans tout cet article I’hypothése supplémentaire suivante sur % :

(*) Pour toute extension finie &’ de % contenue dans %, les groupes H'(Gal(k/%’), Z[(Z),
1 € N, sont finis.

Alors, pour X de type fini sur &, D2(X, Q) est triangulée et munie d’une f-structure
dont le cceur est équivalent A la catégorie abélienne des Q ,faisceaux ([B-B-D] 2.2.15
et 2.2.16 et [De 4] (1.1.2)). Si le corps % est fini ou algébriquement clos, "hypothése (*)
est automatiquement vérifiée.

(0.7) Soit X un schéma de type fini sur £ (& vérifiant (*)). Nous renvoyons a
[B-B-D] 2.2 pour la définition des Q ,-faisceaux pervers sur X. On notera Perv(X, Q)
la sous-catégorie strictement pleine de D’(X, (—2_ ;) formée des Q,—faisccaux pervers;
c’est une catégorie abélienne artinienne et noethérienne qui est le coeur de la ¢-structure
sur D’(X, Q) associée 2 la perversité autoduale et qui est donc stable sous Dy (cf. [B-B-D]
2.2 et 4.3.1). Nous utiliserons librement les notations ?#*, j,.,, ... de loc. cit.

(0.8) Pour X comme en (0.7), on notera K(X,Q,) le groupe de Grothendieck
de la catégorie triangulée D%(X, Q,) (ISGA 6] 1V); K(X, Q,) s’identifie encore aux
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groupes de Grothendieck suivants : celui de la catégorie abélienne des Q faisceaux et
celui de la catégorie abélienne Perv(X, Q,). Pour K e ob DX(X,Q,), on a en fait :

[K] = 2 (= 1) [#(K)] = Z (= 1) #7(K)]

dans K(X,Q,).

L’opération interne ® et les foncteurs Rf,, f* induisent un produit - et des homo-
morphismes de groupes f,, f* sur les groupes de Grothendieck correspondants.

Si £ est algébriquement clos et si a: X — Spec(k) est le morphisme structural,
K(Spec(k),Q,) = Z et on note encore (X, —) ’homomorphisme g,.

(0.9) Nous noterons Frob, le Frobenius géométrique relatif & F, ([De 4] (1.1.7)).
Si X est un schéma de type fini sur F, et si F est un Q ,-faisceau sur X, pour tout x € | X |,
F. est un Q ,-espace vectoriel de dimension finie 7 sur lequel Gal(k(¥) [k(x)) agit; k(x) étant
un corps fini & ¢ ¢léments, Frob,:= Frobaew peut étre considéré comme un
élément de Gal(k(x)/k(x)) et det(l — ¢.Frob,, F;) e Q,[¢] est bien défini. De plus, ce
polynéme est indépendant du choix de x et sera noté det(l — ¢.Frob,, F) ([De 4]
(1.1.8)); de méme, on notera tr(Frob,, F) la trace de Frob, agissant sur F;, i.e. le
coefficient de — ¢ dans det(1 — ¢.Frob,, F), et on notera det(Frob,, F) le déterminant
de Frob, agissant sur F;, i.e. le coefficient de (— ¢)* dans det(l — ¢.Frob,, F). Par
additivité, on en déduit des homomorphismes de groupes
det(l — ¢.Frob,, —) : K(X,Q,) - Q,(t)* n (1 + ¢Q [[£]])
tr(Frob,, —) : K(X,Q,) ~Q,
det(Frob,, —) : K(X,Q,) ~QJ
et, pour K eob D?(X,Q,), on posera
det(l — ¢.Frob,, K) := det(1 — ¢.Frob,, [K]), ...

1. La transformation de Fourier-Deligne

(1.1) Le dictionnaire fonctions-faisceaux : rappels ([SGA 44] [Sommes trig.] et [De 5]).
Dans tout ce numéro ((1.1.3.7) excepté) £ = F,.

(1.1.1) Pour X un schéma de type fini sur F,, on note €(X(F,), Q,) la Q algébre
des applications ¢: X(F,) - Q,. Si f: X —Y est un morphisme de tels schémas, on a
un homomorphisme de Q ,-vectoriels

fi 1 €(X(F,), Q) —C(Y(F), Q)
et un homomorphisme de Q ,-algébres

fr(Y(F), Q) ~¥(X(F,),Q,)
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définis par
(F00) = = 1), VreY(E),
f(:c)=3
et (fTu)(x) = u(f(x), V=xeX(F,).

~ Suivant Grothendieck, on associe & tout K eobD?(X,Q,) sa fonction frace de
Frobenius t € €(X(F,),Q,) définie par

tx(x) = tr(Frob,, K), V xeX(F)

(x est considéré comme un point fermé de X, cf. (0.9)). L’application K > ¢ vérifie

les propriétés suivantes, qui résultent trivialement des définitions a I’exception de
(1.1.1.3) :

(1.1.1.0) Pour tout entier 7, f5, _, est la fonction constante de valeur ¢~ ".
(1.1.1.1) Pour tout triangle distingué
KI —> K — KII > KI[I]
dans D(X,Q,), on a
b = b+l
en particulier, pour tout K €ob DX, Q,), on a

by = 21: (= 1) beig) = % (— l)jtl’x’f(x)‘

(1.1.1.2) Pour tous K;, K, eobD’X,Q,), on a

tK1®Kz = tKl’th'

(1.1.1.3) Formule des traces de Grothendieck ([SGA 5] XII, XV et [SGA 43] [Rap-

port]). — Pour tout Fmorphisme f: X —Y entre F-schémas de type fini et tout
K eobD’X,Q,), on a
tRJ,K =/ k-

(1.1.1.4) Pour tout f: X — Y comme ci-dessus et tout L € ob D*(Y,Q,), on a
oy, =" b

Remarque (1.1.1.5). — Il n’est par contre pas vrai que tz, x ne dépende de K
que par 'interm¢diaire de g, comme le montre ’exemple suivant : si Y = P}q — A}q(Fq),

X=Y—{ow} et f: X —>Y est linclusion, on a fg, =0 et tg; 5 (0)=1—4q.
On se reportera cependant a [Lau 2] pour un énoncé positif.
La donnée de #; est insuffisante pour déterminer K, méme virtuellement (par

18
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exemple, X(F,) peut étre vide!); il en va de méme de la donnée de tK|x®F ¥q» POUT
un entier n > 1 fixé. Par contre, la donnée de la suite

lx = (tKIX®Fqun)»>l E”l;ll C (X (Fpn)s QI)

(on a identifié (X ®g Fa,.) (Fn) 2 X(F,)) permet de retrouver [K] dans K(X,Q,).
Plus précisément, l’apphcatlon K ¢, induit, grace a (1.1.1.1), un homomorphisme
de groupes

LiK(X, Q) > 1T €(X(F,), Q)
et on a le résultat bien connu suivant pour lequel je ne connais pas de référence.
Théoréme (1.1.2). — L’homomorphisme t, est injectif.

Preuve. — K (X, (_2_ ;) est le Z-module libre de base les classes d’isomorphie d’objets

simples de Perv(X,Q,) (cf. (0.7) et (0.8)). Par suite, il suffit de prouver I’extension
suivante du théoréme de Cebotarev :

Proposition (1.1.2.1). — Soient K’, K" deux Q ,~faisceaux pervers semi-simples sur X.
Alors, si t,g = by, K' et K’ sont isomorphes.

Preuve de la proposition. — Ceci ne changeant pas la topologie étale, on peut rem-
placer X par X, et donc supposer X réduit. On proceéde par récurrence noethérienne
sur X. Soit j: U< X un ouvert non vide, connexe, lisse sur F, et sur lequel les
Q -faisceaux #*(K’) et #*(K") (i € Z) sont lisses; notons i:Y < X le fermé réduit
complémentaire. Le théoréme de structure [B-B-D] (4.3.1) (ii) montre qu’il existe
alors deux Q ,-faisceaux lisses semi-simples F’ et F”’ sur U et deux (_2_ faisceaux pervers
semi-simples L' et L' sur Y tels que

K" ~j. (Fld])®: L
K" ~j.(F"[d]) @1, L",

ou d est la dimension de U sur F,. De plus, si £,z = #,¢., on a, par restriction a U,
t = tp.. Mais alors, il suit du théoréme de Cebotarev usuel (densité des Frobenius
géométriques dans le =, de U, [Se 5] Thm. 7) que F’ et F”’ sont isomorphes et, par suite,
que ¢;, = t;.. De la, L' et L"” sont aussi isomorphes par hypothése de récurrence,
d’ou la proposition.

Exemple (1.1.3) (Deligne, [SGA 4%] [Sommes trig.]). — Soit J un groupe algé-
brique commutatif connexe et de type fini sur F ; on note multiplicativement la loi
de groupe. Pour tout entier n> 1, J(F,) est un groupe fini et les J(F,) forment un
systtme projectif avec pour fleches de transition les normes qun nl®n 2 J(Fgm) = J(Fp)
(n, m entiers > 1).
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L’isogénie de Lang de J est ’extension de J par J(F,)
1>JF) >J3] 1
ot L(x) = 7. Frob,(x) (cf. (0.9)). Pour x € J(F), ’action de Frob,, sur la fibre L~*(x)
coincide avec ’action de Npqn,,q(x) eJ(F,) (L™'(x) est un J(F,)-torseur sur Spec(Fp)).
Maintenant, soit yx : J(F,) —~QJ un caractére du groupe fini J(F,); poussant
Pextension ci-dessus par 3”1, on obtient une extension de J par QJ, représentant un
Q,—-faisceau lisse de rang 1, Z,, sur J.
Notons 1 € J(F,) lorigine de J, m:J X ,q] —J la loi de groupe et
Py, Pyt X J =]
les deux projections canoniques; posons
Dy(L) =m* LQpr, L' Qpr; 2V,

pour tout Q faisceau lisse de rang 1, 2, sur J de dual £ = #m(Z,Q,). Alors, par
construction, %, est muni des deux structures supplémentaires suivantes :

(1.1.3.1) une rigidification & l’origine de J,
L {132 Q, 1y,
(1.1.3.2) une trivialisation
DL = Q5,5
compatible & la rigidification
Dy(ZL,) {1, 1)}~ Ql,{(l,l)}
induite par (1.1.3.1); d’ol, en particulier, un isomorphisme canonique

& _ =LY,

x X

De plus, #, a les propriétés suivantes :

(1.1.3.3) pour tout entier > 1, on a

t.z’xl.r@,qrq,, =An = X0 Nqun/rq

(1.1.3.4) si y est non trivial, on a
RT,(J ®g, k, %) =RI(J ®p, k, Z) =0.

Remarque (1.1.83.5). — Compte tenu de (1.1.3.3), les propriétés (1.1.3.1),
(1.1.3.2) et (1.1.3.4) traduisent les propriétés suivantes des y,, :
W) =1 x(xp) = xa(%) - %()

et 2 %.(x¥) = 0 respectivement.
z € J(Fgn)
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Si f: X —J est un morphisme de schémas, on posera, suivant Deligne,
(1.1.3.6) ()= %2,.

On laissera tomber f dans la notation %, (f) quand aucune confusion ne pourra en
résulter (en particulier, quand f est la fleche déduite d’un changement de base
S — Spec(F,)).

Dans le cas paiticulier J=G, ¥y I’isogénie de Lang est aussi appelée le revétement
d’ Artin-Schreier et le Q ~faisceau &, est aussi appelé le Q ,~faisceau d’Artin-Schreier associé
au caractére y:F, > Q7.

Dans le cas particulier J = G,, g, I'isogénie de Lang est aussi appelée le revé-
tement de Kummer dordre ¢ — 1 et le Q ,faisceau &, est aussi appelé le Q,—faisceau de
Kummer associé au caractere y : F —>Q>j.

Remarque (1.1.3.7). — Pour tout corps 2 comme en (0.1) (% n’est plus supposé
fini), on note I(k) I’ensemble des entiers N > 1, premiers & p et tels que 2 contienne
une racine primitive N-iéme de 'unité, que I’on ordonne par la divisibilité. Pour
N €I(k), on appelle revétement de Kummer d’ordre N I'extension de G,, , par py(k)

N
1 — py(k) — Gm’k-—> Gm,k-—> 1,
ou [N] est I’élévation a la puissance N-iéme. Ces extensions forment un systéme projectif

indexé par I(k) et, par passage a la limite, on obtient une extension de G, , par le
groupe profini abélien

l.iﬂ g (R).

<

(k)
Si y est un caractére de ce groupe profini  valeurs dans Q5 (se factorisant par EX pour
une extension finie E, de Q, contenue dans Q, et continu pour la topologie /-adique),
on peut pousser extension ci-dessus par y~! et on obtient un Q ,-faisceau lisse de rang 1,

A, sur G, .. On appellera ", le Q ,~faisceau de Kummer associé au caractére y.
Pour & =F,, limuy(k) =F; et X, =2L,. En général, A, vérific les pro-
(k)
priétés (1.1.3.1), (1.1.3.2) et (1.1.3.4) ot 'on a remplacé F, par %, J par G, , et
&, par A, .

Pour f: X — G,, , un morphisme on pose aussi A, (f) =f"H,.

(1.2) La transformation de Fourier-Deligne : définition, premicres propriétés et exemples
([De 5], [Ka-La] 2 et [Br] IX).

(1.2.1) Soit 2, _le Q ,faisceau lisse de rang 1 d’Artin-Schreier sur G, , associé
au caractére ¢ : F, - Q7 (cf. (0.2) et (1.1.3)).

Soient S un schéma de type fini sur k et E > S un fibré vectoriel de rang constant
7> 1. On note E’ = S le fibré vectoriel dualde E 58S, ¢ , > : E Xg B — G, ; 'accou-
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plement canonique et pr:E X4 E —E, pr':E xXgE —E les deux projections
canoniques.

Définition (1.2.1.1). — La transformation de Fourier-Deligne pour E > S, associée au
caractére , est le foncteur triangulé

‘g‘lﬂ : DZ(E, Q() -> DZ(E,> Ql)
défini par
Fy(K) =Rpri(pr" K® Z,(< , »)) [r]-

Si = F,, notons

C(E(F,), Q) = (E'(F), Q)
la transformation de Fourier pour les fonctions définie par

)= X te) e ed), Ve eE(F).
€ E(F,
m(e)=m'(e’)

Alors le théoréme suivant compléte le dictionnaire fonctions-faisceaux rappelé en (1.1) :

Théoréme (1.2.1.2). — Si k =F,, pour tout K € ob D'(E,Q ), on a

~

lg yx) = (— 1) k.

Preuve. — On applique (1.1.1.1) a (1.1.1.4) et (1.1.3.3).
Dans la suite, on laissera tomber l’indice ¢ des notations &%, et £, quand cela
ne préte pas a confusion.

(1.2.2) Nous allons maintenant donner un certain nombre de propriétés de F
qui refletent celles bien connues de la transformation de Fourier pour les fonctions.

Nous utiliserons les notations suivantes. Si E”" > S est le fibré bidual de E 5 S,
on notera a:E 3 E” le S-isomorphisme défini par a(¢) = — (e, > (I'opposé du
S-isomorphisme canonique). On notera 6 : S - E, ¢’ : S — E" et ¢’ : S — E”’ les sections
nulles de ©, ©n’ et '’ respectivement. On notera s: E Xy E — E la loi d’addition du

fibré vectoriel E > S et [— 1]: E — E I’application inverse pour cette loi d’addition.

Théoréme (1.2.2.1). — Notons F' la transformation de Fourier-Deligne, associée au

caractére , pour le fibré vectoriel E’ % S. Alors, on a un isomorphisme fonctoriel
F' o F(K) ~a, K(—7)

pour K € ob DY(E, Q ,).
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Preuve. — On a un diagramme commutatif & carrés cartésiens

E X 8 E’, B P EII

DPris '’

E XgE" xgE”

/s\

ou afe, e’y ¢’) = (¢/,¢'" — a(e)) et Ble, ¢"’) = ¢’ — a(e).
D’autre part, il résulte de (1.1.3.2) que

pri; LK, 3)®pry (<, ) = a" L, D).

Par applications successives du théoréme de changement de base propre ([SGA 4] XVII
(5.2.6)) et de la formule des projections ([SGA 4] XVII (5.2.9)), on en déduit que

F'o F(K) =~ Rpr/(pr' K® " Rpr” £((, ))) [2r]

- EI Xs EII

fonctoriellement en K. Il ne reste plus qua appliquer 1 E' 5> Seta L =Q ¢, s la propo-
sition suivante :

Proposition (1.2.2.2). — On a un isomorphisme fonctoriel
F (" L[r]) ~ o, L(— 1)
pour L e ob D2(S,Q,).
Preuve. — D’apres la formule des projections
F(x' L[7]) = LOR pr; Z(C , >) [2r].
Or, d’aprés le théoréme de changement de base propre
o"Rpri £, )) =Rm Q,
et Rpr; (¢, D)) |E —d'(8) =0
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(cf. (1.1.3.1) et (1.1.3.4)). D’ou la proposition par une derniére application de la
formule des projections, puisque

R, Ql = Ql,s(_ r) [— 2r]
(ISGA 5] VII (1.1) (ii)).

Corollaire (1.2.2.3). — F est une équivalence de catégories triangulées de D‘G’(E,Q,)
sur DY(E/, Q,), de quasi-inverse a® F'(—) (7).

Théoréme (1.2.2.4). — Soient f: E, — E, un morphisme de fibrés vectoriels sur S de
rangs constants ry et r, respectivement et f' : By — K le trarsposé de f. Alors, on a un isomorphisme
Sonctoriel

Fo(RAL Ky) > f™" F3(Ky) [r, — 7]
pour K, € ob DY(E,;,Q,).
Preuve. — On a, par adjonction de f et f’,
(fX 1) Z(C5 ) =1 X Sf) L5 D)

Par suite, la proposition se démontre par applications successives du théoréme de chan-
gement de base propre et de la formule des projections, en suivant le diagramme commu-
tatif, a carrés cartésiens

Corollaire (1.2.2.5). — On a un isomorphisme fonctoriel

R #(K) ~ ¢" K(— 1) [— 7]
pour K € ob D(E, Q).

Preupe. — On applique (1.2.2.4) & E, =FE', E; =8, f=1=" et K, = F(K),
puis on utilise (1.2.2.1).
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Définition (1.2.2.6). — Le produit de convolution pour E > S est Popération interne

*:DYE,Q,) x DYE,Q,) -~ DYE,Q,)
définie par
K;*K, = Rs, (K, Kg Kz)-

Proposition (1.2.2.7). — On a un isomorphisme fonctoriel
F(Ky* Ky) = F(K,) @ F(Ky) [ 7]
pour (Ky, K,) € ob(D(E,Q,) x Di(E,Q,)).
Prewve. — Si T'on note encore & la transformation de Fourier-Deligne pour

E xg EZ2S, on a d’aprés la formule de Kiinneth ([SGA 4] XVII (5.4.3))
ﬂ-(Kl Xy Kz) = y(Kl) g g’d(Kz)

II ne reste plus qu’a appliquer (1.2.2.4) a2 E;=E XgE, E;=E, f=5s et
K,: =K, K¢ K,.

Proposition (1.2.2.8). — On a un tsomorphisme fonctoriel, dit « de Plancherel »,
R (F(K,) ® F(K,)) =~ R, (K, @ [— 1]" Ky) (—7)
pour (K;, Ky) € ob(DY(E, Q) x DY(E, Q).

Prewve. — On applique successivement (1.2.2.7), (1.2.2.5) et le théoréme de
changement de base propre pour le carré cartésien

Proposition (1.2.2.9). — La formation de % (K) pour K € ob D*(E, Q,), commute a
tout changement de base S, — S.

Preuve. — Théoréme de changement de base propre.

(1.2.3) Donnons quelques exemples de calculs de transformées de Fourier-
Deligne. Les détails des démonstrations sont laissés au lecteur.

Proposition (1.2.3.1). — Soit F S E oun sous-fibré vectoriel sur S de rang constant s.
Notons F f-; E' Porthogonal de ¥ dans E'. Alors, on a un isomorphisme canonique
F(0, Qupls)) = i Qupa(—9) [r — 5].
Prewve. — On applique (1.2.2.4) et (1.2.2.2).
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Proposition (1.2.8.2). — Soit ¢ € E(S). Notons ~,: E 3 E la translation par e. Alors,
on a un isomorphisme fonctoriel

F (. K) = F(K)® Z((e, ))

pour K eob DY(E, Q).
Prewve. — On a ~,, K = (e, Ql,s) * K et on applique (1.2.2.7).

Proposition (1.2.8.8). — Soit a:E 3 E’ un S-isomorphisme symétrique. Notons
4:E—>G,, e ¢:E -G, les formes quadratiques assocides a o (q(e) =< e, afe) ) et
g€) =Ca ), e ) et [2] : &' — E' la multiplication par 2 dans le fibré vectoriel E’. Alors,
on a un isomorphisme canonique

[2]" #(Z(9) = L(— ¢) @ =" R, Z(q) [1].

Preuve. — On a

g(e) +< e, 2¢' ) = q(e + a7 (¢')) — ¢'(¢).

Proposition (1.2.3.4). — Soit G un S-groupe algébrique de type fini agissant linéairement

sur le fibré vectoriel E. 5> S et soient K, L eobD(E, Q) e¢ M eob DG, Q,). On note
m:G XgE —>E laction de G sur E et m': G Xy E' —E' Dlinverse de sa transposée
(m'(g, €) = *g=t.¢"). Alors tout isomorphisme

mK~MRL
dans DY(G X4 E, Q) induit canoniquement un isomorphisme
m* FK)>MRg F(L)
dans DY(G x4 E,Q,).
Preuve. — On considére ’isomorphisme de fibrés vectoriels sur G
(prg,m)~1':G Xg E3 G Xg E
dont le transposé est
(prg,m):G Xg B3 G X E
puis on applique (1.2.2.4) et la formule de Kiinneth.
Proposition (1.2.3.5). — Soit Sl—!> S un k-morphisme de type fini. Notons By > S,

et B o S, les fibrés vectoriels sur S, déduits de E 5SeaESS par le changement de base

19



146 G. LAUMON

S, ise Sfg:Ey > E et fo. 1 E; — E' les projections canoniques. Alors, on a un isomorphisme
Sonctoriel

F(Rfm Kq) = Rfw, F1(Ky) _
pour K, eobD¥(E,,Q,) (on a noté F, la transformation de Fourier-Deligne pour le fibré
E,3S,).

Preuve. — Théoréme de changement de base propre.
(1.3) La transformation de Fourier-Deligne et la dualité ([Ka-La], [De 7] et [Br]).
(1.8.1) On garde les notations de (1.2.1).

Théoréme (1.3.1.1). — Pour tout K cob D2(E,Q ), la fliche d’oubli des supports
Rpri(pr* K® Z(( , 3)) - Rpr(pr" K® Z(<, }))

est un isomorphisme.

Cet énoncé n’est autre que [Ka-La] (2.1.3). Dans loc. ¢it., nous montrons simul-
tanément (1.3.1.1) et P’énoncé suivant ([Ka-La] (2.4.4)).

Théoréme (1.3.1.2). — Soient A,, A, deux copies de la droite affine A, de coordonnée x,, x,
respectivement et soit oy : A, < D, la complétion projective de A, (i.e. une copie de l’immersion
ouverte canonique A, < PL). Alors la projection canonique pry:D; X, Ay — D, est universel-
lement (fortement) acyclique relativement au Q y~faisceau (x; X 1), L(%, ;).

Remarque (1.3.1.3). — Notons o, € D, (k) le point 4 'infini de A, (A; = D, —{0,})
et n; le point générique du trait hensélien D, ,. Pour pr,:D,,, X; A, - Dy,
on a les foncteurs « cycles proches » et « cycles évanescents »

RY¥; : Dg(ny Xy Ay, Q) —>Di(B; X, A, Q()
et _
RO : DDy, XAz Qr) = D(01 X; Ay, Q).
Le théoréme (1.3.1.2) dit en particulier que
R, (L(x %) = RO (@ X 1), L(x, 5)) = 0.

On aurait pu, dans loc. cit., démontrer directement (1.3.1.2) puis en déduire
(1.3.1.1). Explicitons cette derni¢re déduction dans le cas particulier (crucial pour
cet article) ot S = Spec(k) et E = A}. On prend A, = E et A, = E’. Alors le cone
de la fleche d’oubli des supports de (1.3.1.1) s’identifie canoniquement a

RI(L, K;, ® RY, (L% 1)),

ot I, = Gal(n,/n,®, %) est le groupe d’inertic de D, ([SGA 43}] [Th. Finitude]
(3.11)), et il suffit d’appliquer (1.3.1.3).
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Signalons d’autre part que nous utiliserons (1.3.1.2) (ou plus précisément
(1.3.1.3)) pour S = Spec(k) et E = A}, mais maintenant avec A, = E’ et A, = E
(cf. (2.3.3.1) (i)).

Cette double utilisation de (1.3.1.2) est & la base des résultats principaux de
cet article.

(1.8.2) Le théoréme (1.3.1.1) admet les corollaires suivants :

Théoréme (1.8.2.1). — On a un isomorphisme bi-fonctoriel
R #om(F,(K), n"' L) ~ F (R H#om(K, =* L)) (r)

pour K eob D¥(E, Q) et L e ob D%(S, Q).

Prewve. — On a, d’aprés les théorémes de dualité,
R #om(F,(K), ="' L) = R pr. pr'(R #om(K, 7' L) ® Lyl , 3)) [— 1.

De plus, pr est lisse, purement de dimension relative 7, de sorte que
pri(—) = pr’(—) () [2],
d’ou la conclusion, compte tenu de (1.3.1.1).

Pour LL =Q,'s, (1.8.2.1) n’est autre que [Ka-La] (2.1.5) (ii). Pour L = 2'Q,,
ol a:S — Spec(k) est le morphisme structural, (1.3.2.1) se réécrit :

Corollaire (1.3.2.2). — On a un isomorphisme fonctoriel
Dya(F(K)) 2 Fa(Dgi(K)) (7)

pour K € ob DY(E, Q ).

Théoréme (1.8.2.8). — F transforme les Q,:faisceaux pervérs sur E en Q ~faisceaux
pervers sur E'. Le foncteur '

F : Perv(E, Q) — Perv(E’, Q)

est une équivalence de catégories abéliennes de quasi-inverse a® F'(—) (r).

Preuve. — La seconde assertion résulte aussitot de la premiére et de (1.2.2.3).
D’autre part, pr étant lisse, purement de dimension relative r, pr*(—) [r] est ¢-exact
([B-B-D] (4.2.5)) et, pr’ étant affine, pr; est f~exact a gauche ([B-B-D] (4.1.2)), alors
que pr, est t-exact a droite ([B-B-D] (4.1.1)). Par suite, F est t-exact a gauche et
Kb Rpr,(pr' K® Z( , »)) [r] est t-exact a droite, d’oit la conclusion compte tenu
de (1.3.1.1).

Corollaire (1.3.2.4). — F transforme les Q faisceaux pervers simples sur E en Q ,-fais-
ceaux pervers simples sur E'.
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(1.4) La transformation de Fourier-Deligne en rang 1 sur Spec(k).

(1.4.1) Dans la suite de cet article nous travaillerons exclusivement avec la
transformation de Fourier-Deligne en rang 1 et sur Spec(k) (ou Spec(%)). Cela nous
amene 2 fixer des notations qui serviront dans toute la suite.

Soient donc A = Spec(k[x]) et A’ = Spec(k[x']) deux droites vectorielles sur %
(munies de coordonnées x et x') qui sont en dualité parfaite via 'accouplement
<, >:A X, A" -G, = Spec(k[u])
(%, %) > u = xx'.
On note comme précédemment pr et pr’ les projections canoniques de A X, A’ et

F, (ou F):D¥A,Q,) -~ D}A, Q)

la transformation de Fourier-Deligne, associée a4 ¢, pour A — Spec(k). On remplacera

cependant la notation Z,(< , ») (ou Z({ , >)) par la notation plus agréable dans ce
nouveau contexte %, (xx’) (ou Z(xx')).

On utilisera de plus les compactifications naturelles A & D et A’ & D’ des droites
vectorielles en droites projectives : si o0 € D(k) et oo’ € D’(k) sont les points & Pinfini
correspondants, on a donc A =D —{w}et A’ =D"—{0'}. Si0 e A(k) et 0’ € A’(k)
sont les origines de A et A’ respectivement, D — {0} et D’ — { 0’ } sont naturellement
deux droites vectorielles sur 2 de coordonnées ¥ = 1/x et ¥’ = 1/x’. Les compactifications
ASD et A’S D' induisent une compactification

aXa:AX,A'>D x,D’;
on notera pr et pr’ les projections canoniques de D X, D’ (pro (« X ') = pr et
Pr'o (¢ X «’') = pr’). Enfin, on posera

Zy(xx') = (a X '), Ly(xx")

(en laissant tomber ¢ quand il n’y a pas de risque de confusion). On a alors
(1.4.1.1) « F(K) = R pr.(pr' o, K® Z(xx")) [1],

fonctoriellement en K e ob D¥(A,Q ).

(1.4.2) On a vu que la transformation de Fourier-Deligne & transforme les
Q faisceaux pervers simples en Q ,-faisceaux pervers simples (cf. (1.3.2.4)). Dans le
cas particulier que nous considérons dorénavant, on peut étre plus précis.

Distinguons trois types de Q ,-faisceaux pervers simples K sur A :

(T,) K =, F pour s un point fermé de A, i : s < A Pinclusion et F un Q ,-faisceau
(lisse) irréductible sur le schéma s;
(Ty) K = (pr,).(Z(x.s") @ pry F') [1] pour s’ un point fermé de A’,

Pra:A X, =>A et pr,:AX,s —>s
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les projections canoniques et F’ un Q ,faisceau (lisse) irréductible sur le schéma s’ (on
a noté L (x.s") la restriction de £ (xx’) via id, X ¢, o ¢’ : 5’ < A’ est l'inclusion);

(Ts) K =4, F[1] pour U un ouvert dense de A, j: U< A Pinclusion et F un
Q ,faisceau lisse irréductible sur U tel que, quel que soit a’ €%, il n’existe aucun sous-
quotient de F | U®, & qui soit isomorphe & Z(x.a’) | U®, Z.

D’aprés [B-B-D] (4.3.1) (ii) tout Q ,-faisceau pervers simple K sur A est de I'un
des trois types ci-dessus. Nous noterons (T;), (T;) et (Tg) les types correspondants de
Q faisceaux pervers simples sur A’.

Théoréme (1.4.2.1). — (i) F échange les types (T,) et (T;) d’une part et (T,) et (T;)
d’autre part. Plus précisément
F (i, F) = (pry).(L(s.%) @ pr F) [1]
et
F((pra)u(L(x.s") @ pry F') [1]) = [— 1L, F' (= 1)

avec les notations ci-dessus.

(ii) F échange les types (Ty) et (Ty).

Preuve. — La premiére formule de (i) est immédiate a partir de la définition de &
la seconde s’en déduit par involutivité (cf. (1.2.2.1)). La partie (ii) se déduit alors de
(1.3.2.4), de la partie (i) déja démontrée et de I'involutivité de F.

Partant de K = j, F[1] du type (Tj), la transformation de Fourier-Deligne pro-
duit donc un ouvert U’ de A’ (Pouvert maximal de lissité de #(K)) et un Q ,-faisceau
lisse irréductible F’ sur U’ (F' =#~1(#(K)) | U’) tels que

F (4, F11) =4 F[11;

de plus j, F'[1] est de type (Tj).
Nous verrons en (2.3) comment déterminer 'ouvert U’, le rang de F’ et, dans
une certaine mesure, les monodromies locales de F’ aux points de D’ — U’. Par contre,

mis 2 part quelques cas particuliers (cf. (1.2.3.3), (1.4.3) ci-dessous et aussi [Ka 1]),
la détermination compléte de F’ reste pour 'instant inaccessible.

(1.4.3) Considérons les ouverts U=A —{0}>A et U' =A' —{0'} A,
munis des morphismes x: U -G, , et ¥’ : U' - G,, ,. Soit

% lim (k) >Qf

I(k)

un caractére (comme en (1.1.3.7)) non trivial; alors X, (x) et #,-.(x') sont des Q ,-fais-
ceaux (de Kummer) lisses de rang 1 sur U et U’ respectivement.
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Lemme (1.4.8.1). — Dans DA, Q) (resp. DY(A’,Q)), les fléches canoniques
D H (%) >4, H (%) - Rj, A (x)
(resp. T H s(#) >Jo H (%) > R, i (+))
sont des isomorphismes.

Preuve. — Voir [SGA 43] [Sommes trig.] (4.20).

Proposition (1.4.3.2). — Soit G(y, ¢§) le Q r-espace vectoriel, muni d’une action continue
de Gal(k[k), défini par
G(x, §) = Hi(U @k, o', (x) ® Z,(x)).
Alors :
(1) G(x, ) est de dimension 1 et les HL(U®, &, A ,(x) ® L,(x)), pour i+ 1, sont

tous nuls;
(ii) si k = F,, de sorte que y, est un caractire de ¥} , Frob, € Gal(k/[k) agit sur G(y, ¢)
comme [’homothétie de rapport

g(x: $) = — . ezl?" x(x) q’a(x) >

(iii) on @ un isomorphisme canonique
Fy(Je H (%) [1]) 2 jo H (x') [11® G(x, ¥),
o G(y, §) est considéré comme Q ,-faisceau géométriquement constant sur A’.
Preuve. — (i) et (ii) sont essentiellement [SGA 43] [Sommes trig.] (4.3) (i) et
(4.3) (ii). Prouvons (iii). D’aprés (1.4.2.1) (ii), il suffit de montrer que
J* F e H( (%) = H(¥) ® Gy, ¢)-
Considérons alors I'action de G,, , par homothétie sur A, m: G, , X, A > A définie
par m(u,x) =ux. On a
m*(J. H (%)) = H () Ry g, Hy(*)
(cf. (1.1.3.7)), donc d’aprés (1.2.3.4), on a
W F K () = H(0) By Ty, H (1),
ou m' : G, ; X, A" > A’ est défini par m'(u, ) = u~'.x, d’oit la conclusion par res-
triction & G,, X, {1'}(1' € A’(k) étant défini par x' = 1), puisque X, (x'7) = A" -.(x")
et Fy(J.H(%)i = Gt ).

2. Transformations de Fourier locales

(2.1) Représentations des groupes de Galois locaux : rappels ([Se 1] chap. IV, [Se 2] 19
et [Kal] chap. I).
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(2.1.1) Soit T un trait hensélien d’égale caractéristique p, & corps résiduel % :
T est donc le spectre d’un anneau de valuation discréte hensélien R. Si m est une uni-
formisante de R, on a 2{=}CR CEk[[x]], ot k{=} est ’hensélis¢ de I’anneau local
k[x] . et ou k[[x]] est le complété de £{ = } et de R pour la topologie =w-adique (% est
supposé parfait, cf. (0.1)).

On note ¢, n et ¢, 1 les points ordinaires et les points géométriques usuels de T
(cf. [De 4] (0.6)) : suivant nos conventions (0.4), f est le composé de Spec(k) — Spec(k)
et de ¢ et v se factorise par le point générique x; du trait strictement hensélien
T; = Spec(®, R). On pose

G = “1(71’ i)
I ==, (n;, M)-
On a une suite exacte canonique

1 -1 -G - Gal(k/k) - 1;

G est appelé le groupe de Galois de T et I son groupe d’inertie.
L’action de I sur les racines d’ordre premier & p d’une uniformisante = dans &(7)
se factorise par un quotient canonique

15 Z(1) (R),
on Z(1) (k) := li

(N

8

px (R)

X
Il =

P 1

et oul py(R) agit de maniére évidente sur les /¥ ([SGA 7] I (0.3)). Ge quotient est
appelé le quotient modéré de 1. Le noyau de ¢ est 'unique pro-p-sous-groupe de Sylow
de I; il sera noté P et appelé la partie sauvage de I.

Le pro-groupe I admet une filtration décroissante, indexée par R,

I =10>I%> 1
(0< A< V). Chaque I™ est un sous-groupe distingué fermé de I, tout comme

I+ — ‘L>Jo J*+e C IO‘), VA € R+;

on a I°*) = P, D’autre part, cette filtration est continue a gauche, i.e.

N 1 =1% wva>o,
0<A <A

et séparée, i.e.

Nm=y(1}.

A0

Cette filtration est appelée la filiration par la ramification (en numérotation supérieure)
([Se 1] chap. IV, § 3).
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(2.1.2) Un G-module (resp. I-module, P-module) est par définition un Q ,-espace
vectoriel de dimension finie V, muni d’une action de G (resp. I, P) qui est définie sur
une extension finie de Q , contenue dans Q , et qui est continue pour la topologie £-adique.

On notera & (resp. £, & la catégorie abélienne ncethérienne et artinienne des
G-modules (resp. I-modules, P-modules). On a des foncteurs restrictions

G > I >P,

Remarque (2.1.2.1). — Le choix du point base 3 permet d’identifier la catégorie des
Q faisceaux sur v (resp. ;) & & (resp. £) via le foncteur fibre en 7.

Si V est un G-module, I-module ou P-module, on appellera rang de V et on notera
7(V) la dimension de V sur Q,.

Lemme (2.1.2.2). — Soit V un P-module. Alors Paction de P sur V se factorise & travers
un quotient fini et, pour N > 0, I agit trivialement sur V.

Preuve. — Voir par exemple [Se-Ta], page 515, pour la premiére assertion (P est
un pro-p-groupe, alors que V est f-adique pour ¢ # p), puis [Se 1] chap. IV, § 3, pour
la seconde.

Corollaire (2.1.2.8). — Tout P-module V est semi-simple.

Si W est un P-module simple, il existe un unique A e R, tel que
WY =0 (si 2> 0)
et que Wi = w;

on dira que A est la pente de W.

Pour un P-module V arbitraire, on notera A(V) ’ensemble des pentes des consti-
tuants simples de V; A(V) est donc un sous-ensemble fini de R, . Les A e A(V) seront
appelés les pentes de V. En regroupant les constituants simples de V de mémes pentes,
on obtient une décomposition canonique de V en somme directe de P-modules

(2.1.2.4) V= @& v,

AEAV)

ou V, est purement de pente \ (i.e. A(V,) ={1r}).

On appellera conducteur de Swan du P-module V et on notera s(V) le nombre réel
positif ou nul

(2.1.2.5) s(V)y= 2 a.r(V,).
AEAW)

Pour un I-module ou un G-module V, on appellera encore pentes de V les pentes
de la restriction de V 4 P; on notera toujours A(V) ’ensemble des pentes de V. Alors,
la décomposition canonique (2.1.2.4) de V en tant que P-module est en fait une décom-
position de V en tant que I-module ou G-module. On appellera encore conducteur de
Swan de V et on notera toujours s(V) le conducteur de Swan de la restriction de V a P.
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Le résultat suivant est une reformulation du théoréme de Hasse-Arf ([Se 1]
chap. IV, § 3), voir [Ka 3], p. 211-215, pour plus de détails. :

Théoréme (2.1.2.6). — Soit V un I-module. Alors les pentes N de V sont des nombres
rationnels. Plus précisément, pour chaque N € A(V), le nombre N.r(V,) est un entier. En parti-
culier s(V) est un entier.

Il résulte des définitions que ce résultat est a fortiori vérifié par les G-modules.
Pour toute partice ACR_, on notera #,, S, et ¥, la sous-catégorie strictement
pleine de 2, S et ¥ respectivement formée des V tels que A(V) C A. On a des projecteurs

P>P, SFI>F, e Y->9Y,,
notés ViV, et définis par
Vo= D Vv,

AEAVINA

ces projecteurs commutent aux foncteurs restrictions. D’aprés (2.1.2.3), 2,, S, et
@, sont des sous-catégories abéliennes de &, S et ¥ respectivement, stables par sous-
quotients et extensions. Les projecteurs ci-dessus sont exacts et les fonctions r et s sont
additives sur les suites exactes courtes.

Proposition (2.1.2.7). — Soit L un I-module de rang 1 et de conducteur de Swan 1. Alors,
pour tout I-module V, on a :
(i) s(VOL) =r(Vi,s) + $(Vi®L) + 5(Vyy, 1 )
(ii) s(V1® L) < 7(V,) avec égalité si et seulement si

(V,oL* ¥ =0

pour au moins un € € [0, 1/r(V,)[.

Prewve. — On a
VOL = (Vlo,1[® Le((V,®eL)® (V]l,+oo[® L).

Or, pour tout P-module simple W de pente A, le P-module W® L est encore simple
de pente Sup(l,7) si A+ 1 et de pente u< 1 si A = 1. Ceci démontre (i) et I'inégalité
dans (ii).

Supposons maintenant que s(V, ® L) = r(V,), alors, pour tout P-module simple W
intervenant dans V,, on a aussi sS(W®L) = (W) (additivité de 7 et s et inégalité
s(W®L)< r(W) déja démontrée). Par suite A(V,®L) ={1} et (V;® L)I“-‘) =0
pour tout ¢> 0.

Réciproquement, si {V,® L)I(l_') =0 pour un e€[0, 1/r(Vy)[ et si W est un

sous-P-module simple de la restriction de V; a P, on a (W®L)1(1-E) = 0 pour un
e € [0, 1/r(W)[; par suite, si p est la pente de W®L, on a p>1—¢e>1— 1/r(W).

20
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Or, p..7(W) est entier, d’oit . > 1 et donc p = 1, puisque p < 1 (comme on 'a vu
ci-dessus). Mais alors, s(W ® L) = r(W) et, par additivité, s(V,®L) = r(V,).

Exemple (2.1.2.8). — Fixons une uniformisante = de T et soit

R’ = R[x']/(n'? + =n.w'? "' — 7)
(1/=" est donc solution de I’équation d’Artin-Schreier

(1= — (1[=) = (1/x)).
R’ est aussi un anneau de valuation discréte hensélien, de corps résiduel %, et ©’ est une
uniformisante de R’. Si ' est le point générique de T’ = Spec(R’), 4" — n est un revé-
tement fini étale galoisien de groupe de Galois F, (« € F, agit sur n’ par =’ - ='/(1 4 an’)).
Le caractére ¢~': F, —~Q% (cf. (0.2)) du groupe de Galois de %[y définit alors un

G-module de rang 1 et de conducteur de Swan 1 ([Se 1], chap. IV, § 2, exercice 5) que
Pon notera Ly(1/r) (ou méme simplement L(1/x) si aucune confusion n’en résulte).

(2.1.3) On note V" le dual #om(V,Q,) de V. On a r(VY) = r(V),A(VY) = A(V),
(V¥), = (V,)" pour tout A eR, et s(V') = s(V).
On a (Ly(1/x))Y =~ Ly(1/m).

(2.1.4) Un I-module V est dit modéré s’il vérifie les conditions équivalentes sui-
vantes :
(i) P agit trivialement et donc I’action de I sur V se factorise par le quotient modéré
I Z(1) (%),
(ii) V est purement de pente 0 (V eob J,),
(iii) s(V) = 0.

Comme Z(1) (k) est un groupe profini abélien, tout I-module modéré simple
est de rang 1 et sa classe d’isomorphie est donnée par un caractére y : Z(1) (%) -Q3.

Un G-module V est dit modéré si le I-module sous-jacent I’est; il revient au méme
de dire que l’action de G sur V se factorise par le quotient G™* := G/P. Ce quotient
est une extension de Gal(k/k) par Z(1) (%) et I’action de Gal(k/k) sur Z(1) (k) par auto-
morphisme intérieur dans G™® est ’action naturelle.

(2.1.5) Un G-module V est dit géométriquement constant ou non ramifié si I agit
trivialement sur V. ,
Pour un (G-module V les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) V n’a pas de sous-quotient géométriquement constant non trivial,
(if) VI =0,
(1ii) V; = 0.

En outre, ces conditions ne portent que sur la partie de pente 0 de V (elles sont
automatiquement vérifies si V, = 0).



TRANSFORMATION DE FOURIER 155

On notera ¥, ,, la sous-catégorie strictement pleine des V eob & qui vérifient
les conditions écuivalentes ci-dessus. Pour A e R*, on pose

g(o, A= Fp,a N g(o, of

et Gon = Fo,n N Yo, o1

Toutes ces catégories sont des sous-catégories abéliennes de ¥ stables par sous-quotients
et extensions.

La dualité V> VY envoie %, ., dans elle-méme.

(2.2) Ramification des Q ,-faisceaux sur les courbes : rappels ([Ra], [SGA 5] X et
[Ka?2] 1).

(2.2.1) Soit X une courbe connexe et lisse sur k. Pour tout x €| X |, on note
G, le groupe de Galois du trait hensélien X, I, son groupe d’inertie et P, la partie
sauvage de I,.

Si F est un Q ,-faisceau, pour tout x € | X |, F; est un G,-module (cf. (2.1.2))
que ’on appelle la monodromie locale de F en x. Le rang de F;_est indépendant du point
x €| X | et est égal au rang générique r(F) de F. Pour tout x € | X |, on pose

r(F) = dimg,(F)
55(F) = s(F3)
a,(F) = 1(F) + 5,(F) — r,(F)
(le lecteur vérifiera que ces entiers ne dépendent que de F | X, et non des choix des
points géométriques x, 7, faits en (0.4)).
Si K eobD¥X,Q,), on définit les entiers r(K), 7,(K), s,(K) et a,(K) (pour

x €| X |) par additivité & partir du cas des Q ,-faisceaux. On appellera les entiers 7(K),
r,(K), 5,(K) et a,(K) respectivement le rang générique de K, le rang en x de K, le conducteur
de Swan en x de K et la chute totale du rang en x de K.

Si K est un Q faisceau pervers sur X, pour tout x €| X |, K; est concentré en
degré — 1 et on appellera encore monodromie locale en x de K le G,-module H™*(K; ).

Lemme (2.2.1.1). — Soient K € ob Perv(X, Q) et x €| X |. Alors on a les inégalités
a,(K)<r(K) —r,(K)< 0
et les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) #°(K); =0 et #~Y(K) est lisse en x,
(i) 4(K) =0,
(i)  r,(K) = r(K).

Preuve. — #°(K) est & support ponctuel, 5#~*(K) n’a pas de sections & support
ponctuel, les autres #*(K) sont nuls ([B-B-D] (4.0)).
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" On appellera ouvert de lissité de K (K e ob Perv(X,Q,)) Pouvert défini par les
conditions équivalentes de (2.2.1.1).
On utilisera aussi la formule de Grothendzeck-Ogg—Safarevu" ([Ra] et [SGA 5] X 7) :

Théoréme (2.2.1. 2) — Supposons de plus X projective sur k et soit K € ob DY(X, Q).
Alors

(X ®k EK) = 3(X®,% Q) .7(K) — El ldcg(x) .a,(K),
z€|X 2
avec 1X®. Q) =C.(2 —2),

oir C est le nombre de composantes connexes de X ® % et ot g est le genre de Pune quelconque d’entre
elles.

(2.2.2) Pour démontrer des résultats locaux (z.e. sur un trait hensélien), il est
souvent nécessaire de passer du local au global pour se ramener a des résultats globaux
(t.e. sur une courbe projective). Pour ce passage du local au global, nous utiliserons le
résultat de prolongement de Gabber et Katz ci-dessous ([Ka 2]) (1.4)).

Considérons la droite projective P, complétion de la droite affine

A, = P, — { © } = Spec(k[u]).
Notons k{u} ’hensélis¢ de I’anneau local k[«],,, de sorte que (A}), = Spec(k{u}),

et k{u}[u""] son corps des fractions, de sorte que & = Spec(k{u«} [u~']) est le point
générique de (A}),. L’inclusion

klu,u ] >k{u}[u""]
induit un morphisme de schémas
£—>G,,=Al—{0}.
Fixons un point géométrique ¥ localisé en &.
Si (8, E) » m,(E, £)™ est le quotient modéré (cf. (2.1.1)) et si

“I(Gm,k’ ) > '":1( 'm, k3 E)moa.m > Tcl(Gm,ki z)m"d

sont les quotients qui classifient les revétements finis étales de G,, , qui sont respective-
ment modérément ramifiés en co et modérément ramifiés en O et oo, on a un diagramme
commutatif

“ nl(Gm.k’E)
mEHZ T (G, B

} }

(&, g)mod —‘Poi—* "'1(Gm. k2 E)m
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Passant de % 4 %, on a de méme un diagramme commutatif qui s'envoie naturellement
dans le précédent ' ‘

e ”I(Gm.l?’ g)

- zmod. o v —, ©
7, (€ ©, &, E) ————m 3 (Gpy 55 E)™

} !

mESE D™ —F e (G, 5, P
Lemme (2.2.2.1). — Les homomorphismes % et {2 sont des isomorphismes.

Preuve. — 11 suffit de montrer que ¢ est un isomorphisme. Or ,(§ ®, &, £)™
et m,(G,, 3z, £)™* sont canoniquement isomorphes a Z(1) (&) (cf. (2.1.1) et (1.1.3.7))
et ces isomorphismes identifient z_}“"" 4 Pidentité de Z(1) (%) : le revétement de Kummer
de G,, ; d’équation o™ = u induit le revétement de Kummer de £ ®, 2 de méme équation.

Le théoréme de Gabber et Katz est une extension de ce résultat. Plus précisément,
il s’énonce :

Théoréme (2.2.2.2). — L’homomorphisme ™%+ est injectif et admet une unique rétrac-
tion continue 7. De plus t2°0® est aussi injectif et il existe une unique rétraction continue r de
t0°4-® qui prolonge la rétraction 7.

I1 résulte de ce théoréme que les homomorphismes i, et i, sont injectifs et admet-
tent des rétractions continues canoniques (mais non nécessairement uniques).

Si V est un (&, £)-module (cf. (2.1.2)), on appellera, suivant Gabber et Katz,
prolongement canonique de V le Q,-faisceau lisse F sur G,, ;, modérément ramifié en oo,
tel que F; = V et que l’action de (G, 3, €)™ ™ sur Fg soit la composée de la rétrac-
tion r et de I’action de =,(§, %) sur V. Une propriété immédiate mais importante du
prolongement canonique est la suivante : si V est & monodromie géométrique finie, i.e. si
7, (E®, k, ) agit & travers un quotient fini sur V, il en est de méme de son prolonge-
ment canonique F, i.e. 7,(G,, 3, £) agit & travers un quotient fini sur Fz. Il est d’autre
part clair que le prolongement canonique est fonctoriel en V et est un foncteur exact.

(2.8) Monodromies locales de F(K) pour K un Q ,~faisceau pervers sur A.

(2.3.1) On reprend les notations de (1.4.1). Soit K e ob Perv(A, Q,). Alors,
d’aprés (1.3.2.3), K’ := #(K) est un Q -faisceau pervers sur A’. On note j: U A
(resp. j': U’ A’) Pouvert de lissité de K (resp. K’) (cf. (2.2.1.1)) et i:S A

(resp. i’ : S’ <> A’) le fermé réduit complémentaire; on note F (resp. F’) le Q ,-faisceau
lisse #71(K) | U (resp. s#~}(K’) | U’).
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oo 4, 0 & \ é(oo, )

Van¥
Y 74

D,
A4

VoV
A\ 74

SI

Proposition (2.8.1.1). — Avec les notations ci-dessus, on a les formules suivanies :
(i) r(K) = ‘Es deg(s) - a,(K) + r((F5_)u, ) — s((F5_)n, o)
(@) 7(K) = ES deg(s") . 2y (K') + r((F5_)n, o) — S((F5, ), )
(ii) pour tout s’ e |A’| — {0},
re(K) = 7(K') + r((F5.)1) — s(F5 )1 ® L(x.5)3,),
(i1)" pour tout se|A|—{0}
7(K) = r(K) + r((F5_.)1) — s((F5,,)1® L (s-%)5,,.),
(i) 7o(K") = r(K') + r(Fz o, 1) — S((Fr o0
(iii)" ro(K) = r(K) + r((F5_ 0,20 — 5((F5,)0, 20
Preuve. — D’aprés le théoréme de changement de base propre, on a, pour tout
s'e|A'],
re(K) = — 1,(A®, F, K ® 2(x.5")
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et donc, d’aprés la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢ (2.2.1.2), on a
r.(K') = — 7(K) + X deg(#).4,(K) — s(F; ® Z(x.5'); ).
sES e -]

Ceci démontre la formule (iii), ainsi que la formule (ii), compte tenu de (2.1.2.7) (i).
D’autre part, pour a,, a, €k distincts, on a

(Z(x.a);, ® (L(x.4); )" ) =0,

puisque Z(x.(a; — a,));_ est de pente 1 (cf. (2.1.2.8)); par suite, pour presque tout
a €k, on a
((F;):® Z(x.a); )* = 0.
Ceci achéve la preuve de la formule (i), compte tenu de (2.1.2.7) (ii).
Les formules (i), (ii)’ et (iii)’ se déduisent des formules (i), (ii) et (iii) respecti-
vement par involutivité de la transformation de Fourier-Deligne (1.3.2.3).

Corollaire (2.3.1.2). — Louvert U’ ne dépend de K que par Dintermédiaire du
P -module (F; )y, 1. Plus précisément s € | A’ | est dans U’ si et seulement si Pune des conditions
sutvantes est réalisée :

a) s+ 0 et il existe € €[0, 1/r((F; )1)[ tel que
(F;)1® L(x.8); )4 =0,
b) & =0" et (F; )o,=0.

Preuve. — C’est une conséquence immédiate de (2.2.1.1) et de (2.3.1.1).
Les cas particuliers suivants de (2.3.1.1) et (2.3.1.2) nous seront plus spéciale-
ment utiles :

Corollaire (2.3.1.8). — (i) Si le P-module F;_ est non nul et purement de pentes < 1,
alors on a

U =A —{0),
r(K') = g.s deg(s).a,(K)

et re(K) = r(K) + r(Fﬁw) —_ s(Fim).
(ii) St le P -module ¥; est purement de pentes > 1, alors on a
U =A '
et r(K') = — r(K) + sgs deg(s).a,(K) — s(F; ).

(2.3.2) Pour tout s’ €S’, on a d’une part un triangle distingué
sp'(K’|s') >K'| 9, >R, (K') —
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dans D(n,,Q,) (cf. [SGA 7] XIII (1.4.2.2)) qui induit une suite exacte longue de
G, ~-modules

e (K (K >R, (K) > KS) — ..,
ou G, agit sur #4(K.) a travers son quotient 7,(s’, 5'). Comme K’ est pervers, cette
suite exacte longue se réduit a la suite exacte
0 - (K;) - F;, > R71@; (K') »#°(K}) -0,
les autres termes étant tous nuls. D’autre part, on a les cycles évanescents
RO, (pr'(s K) ® Z(x.+) [1]) € ob DD x;n,, Q)
pour la projection pr':D X, A, > A/, (cf. [SGA 7] XIII (2.1.1)).

Proposition (2.3.2.1). — Avec les notations ci-dessus,
(i) la restriction de R®,  (pr'(x, K) ® L(x.2') [1]) & A X,n, est nulle,
(ii) pour tout entier i+ — 1, le G,~module
R ‘Di,. (pr'(«, K)® j(x.x') [1])(66, )
est nul,
(iil) on a un isomorphisme fonctoriel en K e ob Perv(A, Q)
R-1®, (K') ~ R™1 0@, (pr'(e, K) ® P(x.#) [1]),

de G,-modules.

%, 3')

Preuve. — Puisque P(x.x') est lisse sur A X, A, (i) résulte de [SGA 41}]
[Th. Finitude] (2.16). D’apres [SGA 7] XIII (2.1.7.1), on a alors des isomorphismes
canoniques de G,-modules

Rio, (K') ~R'®. (pri(e, K)® P(x.x) D@,

pour tout ¢ € Z, d’ou (ii) et (iii).

Remarque (2.3.2.2). — Compte tenu de I’assertion (i), I’assertion (ii) ci-dessus
est un cas particulier du théoré¢me de Artin et Gabber sur la ¢-exactitude des foncteurs RY
et R® (cf. [B-B-D] (4.4)).

Corollaire (2.3.2.8). — Le rang du G -module R™' @, (pr*(«, K)® P(x.x) (1D .3
est donné par les formules suivantes :
(@) r((F5)) — s(F5 ), ® L(x.5); ) st s %0,
(ii) r((Fiw)[o.u) - ‘((Fiw)m, W sis =0

Remarque (2.3.2.4). — C’est un cas particulier du théoréme de semi-continuité

du conducteur de Swan prouvé par Deligne (cf. [Lau 3] (5.1.1)), compte tenu de
(2.1.2.7) (i).
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(2.3.3) Considérons maintenant d’une part le G,-module F, et d’autre part
les cycles évanescents

RO, (pr'(« K) ® Z(x.x') [1]) € ob D}(D X 1.1, Q)
pour la projection pr’ : D X, D(,.,, = D, (cf. [SGA 7] XIII (2.1.1)).

Proposition (2.8.8.1). — Avec les notations ci-dessus,
(i) la restriction de R®,  (pr(«, K)@Q?(x.x') [11) @ U X,y est nulle,
(1) pour tout entier 1+ — 1, les G, o~modules
R'®;  (pri(¢, K)® Z(x.2") [1])
(s€S) et le G,,-module
RiD, (pri(e, K)® Z(x.%) [1]) =,

(3, ®)

sont nuls,
(iil) on a un isomorphisme fonctoriel en K e ob Perv(A, Q)

F, =~ EEBSInde’ (R0, (pr(«, K) ® Z(x.) [1]),2)

Neo! Ggx o

O R0, (F(x, K) ® Z(x.x) [1])

&, %)

de G,.-modules.

Preuve. — L’assertion (i) résulte aussitét de (1.3.1.2) pour A; = A’, D, =D/,
A, = A. Comme, d’aprés [SGA 7] XIII (2.1.7.1), on a

K.  =RI(D®, %, R¥,; (pr'(s, K)® Z(x.¥) [1])),
les assertions (ii) et (iii) résultent de I’assertion (i) et du fait que R¥; = Rd; = dans
notre situation, puisque

(pr(e, K) ® L(x.#) [1]) | D X, 0" =0,
par définition de Z(x.x").

Remarque (2.3.3.2). — Méme remarque qu’en (2.3.2.2).

Remarque (2.3.3.3). — Une comparaison de (2.3.1.1) (i) et de (2.3.3.1) (iii)
suggére les formules suivantes :

(R0, (pr(e, K) ® Z(x.%) [11)g.2) = ,(K),
pour seS, et
rR71 @, (pri(e, K) © Z(x.4) [)g,m) = ((Fr )i,e0) — 5((F5 )11, )

N Neo

Nous les démontrerons plus loin (cf. (2.4.3) (i) b), pour s =0, et (2.4.3) (iii) b)).

(2.4) Transformations de Fourier locales : définitions et énoncés des propriétés fondamentales.
21
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(2.4.1) Soient T et T’ deux traits henséliens d’égale caractéristique p, & corps
résiduel k, munis d’uniformisantes ™ et =’ respectivement. On notera pr et pr’ les projec-

tions canoniques de T X, T' sur T et T’ respectivement. On a les Q,—faisceaux Zy(w[r"),
L' [r) et Ly(1[nn’) sur T X, 7', 1 X, T et q X7’ respectivement, ol v et 7’ sont
les points génériques de T et T’ respectivement; on notera £, (r/n’), Z,(n'[x) et

Z,(1/zn’) les prolongements par zéro de ces Q faisceaux 2 T x, T’ tout entier.
On utilisera librement les notations de (2.1) (sans modification quand elles sont
relatives a2 T et affectées d’un exposant ' quand elles sont relatives a T").

Pour tout V eob & (resp. V' € ob ¢'), identifié 2 un Q -faisceau sur 7 (resp. 1'),

on notera V, (resp. V;) le prolongement par zéro de ce dernier Q ,faisceau & T (resp. T")
tout entier.

(2.4.2) Pour V eob &, on a les cycles évanescents
RO,(pr'(V,) ® Z,(x/r))
RO, (pr'(V,) ® Zy(w'[))
et RO, (pr*(V,) ® Z,(1/xx))
dans DX(T x,7,Q,), relatifs & pr': T x, T" > T’ (cf. [SGA 7] XIII (2.1.1)). Le

lemme suivant est immeédiat :

Lemme (2.4.2.1). — Soient V eob & et K e ob Perv(A, Q).
(1) Sin: T —>Aetn':n -, sont les k-morphismes définis par > x et =’ > 1[x'

respectivement, alors tout isomorphisme de Q ,faisceaux pervers =* K ~ V,[1] sur T induit un
tsomorphisme de
(= x =')" RO,  (pri(x, K)® L (x.x') [1])
sur RO, (pr'(V,) ® Z,(n/r)) [2]
dans DYT X, 7', Q,).
(i) Si w: T > D et o' 10 — vy, sont les k-morphismes définis par =1 1/x et ' > x’
respectivement, alors tout isomorphisme de Q ~faisceaux pervers = K ~ V[1] sur n induit un iso-

morphisme de . _
(= x ©')* RO, (pr'(a, K) ® L, (x.x") [1])

sur RO, (pr*(V,) ® Z,(='[r)) [2]
dans DY(T X, 7', Q).

(i) Siw: T > Det n’' 1 ' — Ny sont les k-morphismes définis par wi> 1[x et &' 1> 1[%’
respectivement, alors tout isomorphisme de Q ,faisceaux pervers =* K ~ V[1] sur v induit un iso-
morphisme de

(v X =')* R(D%,(_ﬁ*(a, K)® .,Z,,(x.x’) BY))
RO, (pr'(V,) ® Z,(1}mx)) [2]

dans DYT X, 7', Q).
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Proposition (2.4.2.2). — Soit V eob 4. Alors les cycles évanescents
RO, (pr*(V,) ® Z,(r/r))
R®,,(pr'(V,) ® Z,(x'[x))
ot RO, (pr'(V,) ® Z,(1/nn")

sont concentrés sur t X, n' CT X, et n’ont de cohomologie non nulle qu’en degré 1.

Preuve. — Compte tenu de (2.2.2.1) et (2.4.2.1), la proposition résulte aussitot
de (2.3.2.1) (i) et (ii) et de (2.3.3.1) (i) et (ii).

Dféfinstion (2.4.2.3). — On appellera transformation de Fourier locale chacun des foncteurs

FL FP F G >
définis par

F=(V) =R Ou(pr(V)) ® £ (n/r')) g 35
FEOV) =R (pr'(V) ® Zy(v' )z 5
F (V) = R @ (pr*(V)) © Z,(1/rn)) g 7y -

En échangeant les roles de (T, =) et (T’, n'), on définit de méme trois foncteurs
FOOFEO,FP G > G,

Dans la suite, on laissera tomber ’indice ¢ des notations &, et £, quand cela
ne préte pas a confusion. On notera a: T — T l’automorphisme défini par =+ — =

Théoréme (2.4.3). — Les transformations de Fourier locales ont les propriétés suivantes.

(1) a) Le foncteur F©=" est exact.
b) Pour tout Veob ¥, on a

r(F (V) = r(V) + s(V),
s(F@=NV)) = s(V),
de sorte que F©°(G)C G, .
c) Le foncteur F©°): G —~ G, | est une équivalence de catégories abéliennes de quasi-
inverse a* F"0(—) (1).
d) On a un isomorphisme fonctoriel
FPN V)Y~ FE2N(VY) (1)
pour Veob¥9, . (cf. (2.1.5)).

(ii) a) Le foncteur F est exact.
b) Pour tout V eob %, ., on a

F© °"(V) =0
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et, pour tout V eob %, ,, on a :
r(F=O(V)) =r(V) —s(V),
S(F (V) = s(V).
c) Le fonteur F ) : G\ — G est une équivalence de catégories abéliennes de quasi-
inverse a* F° (=) (1).
d) On « un isomorphisme fonctoriel
FEOV)Y & F2OVY) (1)
pour Veob %, . (cf. (2.1.5)).

(iii) a) Le foncteur F'“ =" est exact.
b) Pour tout V eob &, ,,, on a

F (V) =0
et, pour tout Veob 9, .., on a
r(F=UV)) = s(V) —r(V),
S(F= (V) = s(V),
de sorte que F** > Gy o) C G}y o
c) Le foncteur F' =" : G, . —> Gy o est une équivalence de catégories abéliennes
de quasi-inverse a* F'" (=) (1).
d) On a un isomorphisme fonctoriel
FP (V)Y = FE=(VY) (1)
pour Veob %, ..

La démonstration du théoréme ci-dessus sera donnée en (2.5).

Remarques (2.4.3.1). — Katz a défini et étudié un produit de convolution géo-
métrique sur G,, , et une variante locale de celui-ci (cf. [Ka] V et VI). Le produit
de convolution avec Z, | G,, ; est relié & F, et une partie des résultats de (2.4.3) (i) b)
et (ii) b) peut se déduire de loc. cit. VII et VIIL.

(2.4.8.2) Nous verrons en (3.5.2) comment sont reliés, dans le cas ot & =F,,
le caractére central (ou déterminant) et la constante locale d’un objet V de ¥ et de
ses transformés de Fourier locaux.

(2.4.3.8) Dans les assertions (i) d) et (ii) d), on doit écarter les V qui admettent
des sous-quotients géométriquement constants non triviaux car le foncteur V>V, ne
commute pas & la dualité pour ceux-ci. Par contre, si V €ob %, ,;, V, coincide avec
le prolongement intermédiaire V, de V a T qui, lui, commute 4 la dualité.
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(2.5) Transformations de Fourier locales : démonstration du théoréme (2.4.3).

(2.5.1) Les assertions (i) a); (ii) a) et (iii) a) de (2.4.3) résultent immédiate-
ment de (2.4.2.2). Pour démontrer les assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3),
on peut, par conséquent, se limiter au cas ou le G-module V est simple.

(2.5.2) Il résulte aussitot des définitions que les transformations de Fourier
locales commutent aux changements de base & <> £, (k, extension de % contenue dans Z) :
pour f: 0@,k —>netf' :q ®.k — 7 les projections canoniques et pour (., .) = (0, ),
(o0, 0’) ou (o0, '), le carré de foncteurs (avec les notations évidentes)

@ Flo) @'

|k

{0
gl —-—‘f;-——» g;

est « commutatif ». Ceci ramene la preuve des assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3)
au cas ou k est algébriquement clos.

(2.5.3) Montrons maintenant les assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b) de (2.4.3)
pour un G-module V modérément ramifié.
D’apres (2.5.1), (2.5.2) et (2.1.4), il suffit pour cela de montrer la proposition

suivante :

Proposition (2.5.3.1). — (i) Pour le G-module trivial Q,, on a canoniquement
FOQ,) =Q,,
FNQ) =Q (- 1),
7o G) = 0.
(i) Pour tout Q ,faisceau de Kummer non trivial A, sur G,, . = Spec(k[u, u™1]),
notons V., (resp. V) le G-module A, (x) (resp. G'-module A, (7')), ok w:n — G,  (resp.

n' i —> G, ) est le morphisme qui envoie ™ sur u (resp. ' sur u) (cf. (1.1.3.7)). Alors,
on a canoniquement

FOoNV,) = V., ®G(x, §),
FEOV,) =V, 0G0 4,
F="(V,) =0,

oit G, ¥) = Hy(G,, 1, X, ® Z,)

est vu comme un G’-module non ramifié.
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Preuve. — On a vu d’une part que
'g'-(QI,A) =Ql,(o'}(— 1) [— 1],
FQu ) =Qux1],
FJ (%)) =ju H 1 (+') @ Gy, §)
(cf. (1.2.3.1) et (1.4.3.2) (iii)) et d’autre part que, pour «' : %' =7y, ®' > %/,
T RO®, (F(Q,.) 2 FOQ,)
7 ROQ, (F,(j. (1)) = FL (oA (=)
et que, pour ' iy >, TP lfx =%,
T F Qs ) | 1) = FQ),
T F( Qs am o) [ M0) = FOUQ) @ F Q)
T FY (e o (#) | ) 22 FP2UA(m)) © FE (A (7))
(cf. (2.3.2.1), (2.3.3.1) et (2.4.2.1)). On en déduit aussitét ’assertion (2.5.3.1) (i)
et les isomorphismes canoniques suivants
F& (Vi) 2 Via @ G(x, §)
FP2N(V,) @ Fi> 2 (V,a) ~ V. G(y, §).
Il ne reste plus qu’a montrer que &, ‘°°'°°"(VX) =0, t.e. que
RO (F,(%)® Zy(1/%.%"))m, ) =

ol les cycles évanescents sont relatifs & la projection pr': (D —{0}) X; D/py = Do
et od X (%) (resp. Z,(1/%.%')) est le prolongement par zéro & (D —{0}) X D(w,
du Q faisceau lisse de rang un &, (%) (resp. $¢(1/~ ~’)) sur (D — {0, ©}) X, Dy,
(resp. (D —{0,0}) X;,) (on rappelle que ¥ = 1/x, ¥’ = 1/x'). Or, on peut fac-
toriser pr’ en

(D —{0}) X Diw, “"AI X Dy —> Dy
o HEF) = (R3, %)

est une carte affine de I’éclatement de A} X, D/, le long de (0, ') et ou, par suite,
hy,: (D —{0}) Xyne — Ap X3 n, est un 1somorph1sme De plus

(o )e (H((F) © Zy(1F.7") = H,(9) © Zy(1]) @ A ,(1]7")

ol maintenant #,(y) et Z,(1/y) sont les prolongements par zéro & A} = Spec(k[y])
de A, () et L,(1[y) sur A, —{0}. On remarque enfin que (oo, 0’) est un point de
non locale acyclicité¢ isol¢ dans A~'((0, ’)) = (D —{0}) X { '} pour pr’ relative-
ment & X (%) ® Z,(1/%.%") (cf. (1.3.1.2)) et que pr, est universellement localement
acyclique relativement & X, () ® 2,(1/y) ® X, (1/%"), ot K (1/Z’) est le prolonge-
ment par zéro de X, (1/%’) & D, (cf. [SGA 4 ] [Th. Finitude] (2.16)). Par suite la
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nullité de F{>*)(V,) et lassertion (2.5.3.1) (ii) résultent du lemme suivant,
appliqué a

’

Sfi=pr, gi=pr,, h:=h x:= (00,00
K

et 1= (%) © Zy(1F.F) | (D —{0}) Xyne

Lemme (2.5.3.2). — Sotent (S, s, n) un trait strictement hensélien,

un triangle commutatif de morphismes séparés de type fini, x un point fermé de X, d’image y dans Y,
et K eobD(X,,Q,). On suppose que h est compactifiable, que h,: X, =Y, est propre et
que x est un point isolé dans h™( y) = X, de Pintersection du support de RY-(K) avec X,. Alors,
pour tout point géométrique x localisé en x d’image y dans Y, R (K); est facteur direct de
R¥,(Rk, K); dans DY(Q)-

Preuve. — On peut supposer k propre et alors R¥;(Ri, K) = Ri, RY.(K)
([SGA 7] XIIT (2.1.7.1)), d’ou R¥ (R4, K); = RI'(X;, R¥;(K)). Or R¥ (K);
est facteur direct de RI'(X;, R¥;(K)) par hypothése, d’ou la conclusion.

(2.5.4) Montrons que F'**(V) = 0 pour V eob &, . et que F>(V) =0
pour V eob %, ,;.

Dans les deux cas, il existe, d’aprés (2.2.2.2), un Q faisceau F lisse sur A —{0},
modérément ramifié en 0 et tel que

TF~V

od w:n —>A — {0} est le k-morphisme qui envoie = sur 1/x.
La nullité de (V) pour V eob &,  résulte alors de (2.3.2.3) (ii) et
(2.4.2.1) (ii). :
Pour V eob %, ,;, on a, d’aprés (2.3.1.1) (i),

r(F (4, F)) = ao(j, F) = 7(F | no)

ot j: A — {0} A est inclusion, et la nullit¢ de F'*>*"(V) dans ce cas résulte alors
de (2.3.3.1) (iii), (2.4.2.1) et (2.5.3) par un comptage de dimensions.

(2.5.5) Terminons maintenant la preuve des assertions (i) b), (ii) b) et (iii) b)
de (2.4.3).

Soient Veob & et F un Q,-faisceau lisse sur A — {0}, modérément ramifié
en o et tel que

T F~V
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(o w:m -A —{0} est le k-morphisme qui envoie = sur x) (cf. (2.2.2. 2)) On a,
d’apreés (2.3.1.3) (i),

1(F (4, F)) = ao(4, F) =7(V) + s(V),
ol j: A — {0} A est inclusion, et on a, d’aprés (2.3.3.1) (iii), (2.4.2.1) (ii) et
(iii) et (2.5.3),

mH(F (4 F) [ ne) = FO(V)
(pour &' : %' - n,, ©' > 1/x' =%’) de sorte que l'on a

r(FO¢°(V)) = r(V) + s(V).
D’autre part, on sait que %(j, F)|A’ —{0'} est un Q,faisceau lisse (de rang
7(V) + s(V)), placé en degré 0 (cf. (2.3.1.3) (1)), que ro.(F (4, F)) = s(V) (cf. (2.3.1.3)

(1)) et que F(J, F) | 1 est modérément ramifié (cf. (2.3.2.1), (2.4.2.1) et (2.5.3)).
Par suite, comme

RI,(A'®,k F(j,F) =0
par involutivité de la transformation de Fourier-Deligne et changement de base propre,
la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢ implique que

S(F V) = (V) |
et (2.4.3) (i) b) est démontré.

Soient V eob %, , (resp. Veob %, ) et F un Q_,-falsceau lisse sur A — {0},
modérément ramifié en 0 et tel que

T F~V
(o w:m —>A —{0} est maintenant le k-morphisme qui envoie = sur ¥ = 1/x)
(cf. (2.2.2.2)). On a, d’apres (2.3.1.3) (i) (resp. (i1)),
r(F (5, F)) =1(V)
et 7o(F (4, F)) = s(V)
(resp. r(Z (4, F)) = s(V)), .
ol j: A — {0} A est Pinclusion, et on a, d’apres (2.3.2.1) (iii) (resp. (2.3.3.1)
(iii)) et (2.4.2.1) (i) (resp. (ii) et (iii)),
' R°®, (F(j, F)) = F V)
(resp. T(F(J1 F) [ 0) = FOUF | 9) © F=(V))
(pour 7' : 9 -y, ' & (resp. n' i >n,, 7w 1/x’ =%')) de sorte que I'on a
r(F V) =r(V) — 5(V)
(resp. HF= (V) = s(V) — r(V),
d’apres (2.5.3)). D’autre part, on sait que F(j, F) | A" —{0"} (resp. # (4, F)) est un
Q -faisceau lisse (de rang r(V) (resp. s(V))), placé en degré 0 (cf. (2.3.1.3) (i) (resp. (ii)))
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et que F (4, F) | 0, (resp. FO@=(F | n,)) est modérément ramifié (cf. (2.3.3.1) (iii),
(2.4.2.1) (ii) et (iii), (2.5.3) et (2.5.4) (resp. (2.5.3))). Par suite, comme

RT,(A'® %k F(j,F) =0
par involutivité de la transformation de Fourier-Deligne et changement de base propre,
la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢ implique que
s(F= (V) = s(V)
(resp. s(F V) = s(V))
et (2.4.3) (ii) b) (resp. (iii) b)) est démontré.

(2.5.8) Définissons un isomorphisme fonctoriel
at FH0 o FONV) (1) >V

pour V € ob ¥. Pour cela, considérons le prolongement canonique Fde n, Va A — {0}
(o 7 : m — 7, est le A-morphisme qui envoie = sur x) (cf. (2.2.2.2)). Alors, par involu-
tivité de la transformation de Fourier-Deligne on a un isomorphisme fonctoriel en F
et donc en V

@ F o F(jF)(1) =4 F

ouj:A—{0} Aestlinclusion (cf. (1.2.2.3)). Or, d’aprés (2.3.2.1) et (2.4.2.1) (ii),
on a

' RO, (F'(F (4, F))) = FO™(F (4, F) | 1))

(Oh 't ' —> M, T > 1/a’ = ) et, d’aprés (2.3.3.1), (2.4.2.1) (i) et (iii) et (2.5.3),
on a

TH(F () F) | 0r) 2 FOUV).

D’ou Pisomorphisme cherché.
On construit de maniére analogue des isomorphismes fonctoriels

& FO o FONV) (1) =V
pour Veob %, et
at FhR o F 2NV (1) =V

pour Veob ¥, ..
Les assertions (2.4.3) (i) c), (ii) c) et (iii) c) sont conséquence immédiate de

Pexistence de ces isomorphismes et des isomorphismes qu’on en déduit en échangeant
les réles de T et T".

(2.5.7) Un argument parallele & celui de (2.5.6) permet de déduire les asser-
tions (2.4.3) (i) d), (ii) d) et (iii) d) de la commutation a la dualité de la transformation
de Fourier-Deligne (cf. (1.3.2.2)). Les détails sont laissés au lecteur.

22
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(2.8) Transformations de Fourier locales : applications et exemples.

(2.6.1) Supposons % algébriquement clos et soit f: T, — T un revétement fini,
galoisien de groupe de Galois H, de traits strictement henséliens, d’égale caractéristique p,

a corps résiduel k. Le groupe fini H est le quotient du groupe de Galois G de T par le
groupe de Galois G; de Tj;.

Le caractére d’Artin de H est la fonction centrale ay : H — Z définie par
— vy(h(my) — 7)) sih$1
h) =
w®) =\ _ 5 . sih=1
R #1

olt m; est une uniformisante de T, et »; la valuation discréte de T, (normalisée par
vy(my) = 1) (cf. [Se 1] VI, § 2). La fonction centrale ay est en fait le caractére d’une
représentation linéaire de H (cf. loc. cit., Thm. 1) et Serre a montré que cette représen-
tation peut étre définie sur Q, (¢ + p) (cf. [Se 4] Thm. 2 ou [Se 2] (19.2), Thm. 44).
Ces résultats sont des énoncés d’existence : ils ne donnent pas de réalisation explicite
de la représentation d’Artin. Dans [We 2] (voir aussi [Se 1] VI, § 4), Weil pose le pro-
bléme de trouver une réalisation explicite de Artz. Comme me I’a fait remarquer Deligne,
ZF®*" donne une solution & ce probléme (pour une autre solution basée sur le prolon-
gement canonique de (2.2.2.2) et la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevié, voir
[Ka 2] (1.6)).

Fixons donc une uniformisante = de T et soient (T, =) et F**': ¥ - &, |,
comme en (2.4). Notons ey : Q,[H] - Q, Paugmentation canonique (%lh.hl—» E])\,,)
et Ker e son noyau. C’est un Q,—vectoriel de dimension | H| — 1, muni de deux actions
de H qui commutent entre elles, ’'un & gauche et ’autre a droite (actions par trans-

lation). Composant P’action & gauche avec l’application quotient G » H, on munit
Ker ez d’une structure de G-module et H opére a droite sur ce G-module (en tant que

Q faisceau sur v, Kereg n’est autre que R®Y( £, Q,) puisque Kerey~ Q,[H]/Q,,
ot Q,Q,[H], A Zr.k). On peut alors former le G’-module F®*"(Ker eg) et
h
ce G’-module est muni naturellement (par fonctorialité de F®®") d’une action a
droite de H. On posera
Arty = FO =) (Ker ey)

vu comme H-module & droite (on oublie la structure de G’-module).

Théoréme (2.6.1). — Arty a pour caractére ay et est donc une réalisation sur Q, (ration-

nelle sur Q,(4(1)), ot ¢:F, Q7 est le caractire additif non trivial utilisé pour construire
F =) de la représentation d’Artin de H.

Preuve. — Pour tout Q,[H]-module a gauche V, on a, d’aprés (2.4.3) (i) b),
7(F O (Ker eg ®g,mm V)) = r(Ker ey ®g,un V) + s(Ker eg ®g,mm V).
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Or,
r(F " (Ker eg ®g,um V)) = dimg, (Arty O5,, V),
1
r(Ker e Og,m V) = 77 5, (Te(1, V) = Te(h, V)
1
et s(Ker eg ®g,m V) = TH] %sn(h) Tr(k, V),
1 —oy(h(my) — my) sih+1
ou ulh) =) _ S sy(k) sih=1
W F*1
(cf. [Se2] (19.2)), d’on
. 1
dimg, (Artg ®g,m V) = TH| %an(h) Tr(k, V)

et la conclusion.

(2.6.2) Dans ce numéro, on suppose que £ = F_ et que T est un trait hensélien,
d’égale caractéristique p, & corps résiduel 2. Comme me I’a fait remarquer Kazhdan,
les transformations de Fourier locales permettent de construire les G-modules irréduc-
tibles primitifs.

Rappelons qu’un G-module irréductible V est dit induit (par un G,-module V,)
§’il existe une extension finie séparable non triviale 7, s 7 et un G, module (irréduc-
tible) V, tel que V soit isomorphe a f, V,. Les G-modules irréductibles non induits,
appelés encore primitifs, sont les pi¢ces de base dans la classification des G-modules irréduc-
tibles : en effet tout G-module irréductible est clairement induit par un G,-module irréduc-
tible primitif. Rappelons aussi que, si Ve st un G-module irréductible primitif, le P-module
sous-jacent est encore irréductible (P est la partie sauvage du groupe d’inertie ICG),
par conséquent, le rang de V est une puissance de p (cf. [Ko 2] (2.2)); en particulier,
tout G-module irréductible de rang premier a p est monomial, i.e. induit par un G;-module
V, de rang 1, pour "11—!> 7 de degré r(V).

Nous allons illustrer la construction des G-modules irréductibles primitifs V par
transformation de Fourier locale dans le cas particulier suivant : V satisfait

r(V) = p" pour un entier n> 1

(2.6.2.1) V) = 1.

La premicre remarque est que :

Lemme (2.6.2.2). — Tout G-module irréductible V vérifiant (2.6.2.1) est primtif.

Prewve. — On raisonne par ’absurde. Supposons qu’il existe une extension finie

séparable non triviale 7, < 7 et un G;-module irréductible V; tel que V ~ f, V.. Si &,
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est le corps résiduel du normalisé de T dans 7, %,/% est une extension finie galoisienne
(Gal(k[k) est abélien) et on peut factoriser f en
I g
Mm—>NOk—
ou 1 ®, k& 5 7 est ’extension non ramifiée associée a &, /k.
Montrons tout d’abord que 2, = k. En effet, on a V ~ g, f,' V,, de sorte que

s(V) = [ky: k] s(SJ V),

et, comme s(V) = 1, cela implique que [k, : ] = 1.
Maintenant, d’aprés [Se 1] VI, § 2, on a
s(V) = s(Va) + (V1) s(£. Q)
et donc s(V) = 1 implique soit s(f,Q,) = 0 et s(V,) = 1, soit s(V,) =0, r(V,) =1
et s(£,Q) = 1.
Le premier cas est clairement impossible puisque le degré de u,/m est une puis-
sance non triviale de p (ce degré divise (V) et est non trivial par hypothése). Il reste

donc a montrer que le second cas méne a une contradiction. Or, on a le diagramme
commutatif

l— P — I, — L/P, —1

Dol

1—P — 1 —IP —l1

ou les lignes sont exactes et les fleches verticales sont injectives (P, C P car P, est un sous-
pro-p-groupe de I et P NI, CP; car P NI, est un sous-pro-p-groupe de I,, de sorte
que P, = P n1,). Par suite, comme l'indice de I, dans I, égal au degré de v, sur y
(R, = k), est une puissance de p (r(V) = p"), la fleche I,/P, < I/P est un isomorphisme
(I/P est un pro-groupe d’ordre premier a p). Il s’ensuit que V; ~ f* W pour un
G-module W modérément ramifié de rang 1. Ceci contredit 'irréductibilité de V ~ f, f* W
puisque alors W est un sous-G-module de V. D’ou le lemme.

Ceci étant, fixons une uniformisante = de T, et un autre trait hensélien, d’égale
caractéristique p, a corps résiduel £, T’, lui aussi muni d’une uniformisante n’. On dis-
pose alors de la transformation de Fourier locale #'»*” qui induit une bijection entre
les ensembles des classes d’isomorphie des modules suivants (cf. (2.4.3) (i)) :

— les G-modules irréductibles V avec r(V) = p" pour un entier n> 1 et s(V) = 1;
— les G’-modules irréductibles V' avec 7(V’) = p" + 1 pour un entiern > 1 et s(V’) = 1.

Or ces derniers G’-modules sont monomiaux puisque (p" 4+ 1, p) = 1 pour tout
entier n > 1, donc faciles a construire, d’ott la construction cherchée des G-modules
irréductibles primitifs avec r(V) = p" et s(V) = 1. Par exemple, si ¢ = p?% si 9, -7’
est Pextension de Kummer définie par n;?*! = =’ et si V] = L,(1/x}) (cf. (2.1.2.8)),
on a V' = f] V] qui est un G’-module irréductible avec r(V') =p + 1 et s(V') =1,
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de sorte que V = a" F*=" (V') (1) (cf. (2.4.3) (i) c)) est un G-module primitif de
rang p et de conducteur de Swan 1.

Remarque (2.6.2.3). — En utilisant les transformations de Fourier locales, il est
aussi possible de démontrer la conjecture de Langlands locale numérique (cf. [Ko 1]) pour
un corps local F d’égale caractéristique p > 0. C’est ce que vient de faire Henniart
(cf. [He 2]). Son résultat précis est le suivant. Soient z > 1 et j > 0 deux entiers et soit
C,, ; le nombre des orbites sous I’action du groupe des caractéres non ramifiés de Gal(F/F)
de classes d’isomorphie de représentations ¢ complexes, continues et irréductibles de
Gal(F/F) vérifiant : 7(o) divise 7, s(c)/r(c) < j/n et la restriction de o au groupe d’inertie
de Gal(F/F) est encore irréductible. Alors

Cn,j = nq’(q— 1))

t.e. G, ; est égal au nombre des orbites sous I’action du groupe des caractéres non rami-
fiés de F* de classes d’isomorphie de représentations p complexes, admissibles, irréduc-
tibles et donc de dimension finie de D, telles que j(p) < j et que p| 2 soit encore irré-
ductible. On a noté D, I’algébre a division centrale sur F de degré réduit n et 2, son
groupe des unités. Si F = F ((x)), on a D, = F((r)) avec =" = = et a.v = 7.a? pour
tout a e F,, on a 9, = Fu[[7]] et le groupe des unités admet la filtration

DO + FL[]]D1 + 2 Fu[[<]]D...;

une représentation comme ci-dessus est automatiquement triviale sur 1 4 «/ F ,[[+]]
pour j > 0 et j(p) est le plus grand entier j tel que

(1 + v Faul[<]]) + 1
(avec la convention j(p) = 0 si p |(1 + *F.[[<]]) = 1).

(2.6.3) Dans ce numéro, on suppose % algébriquement clos et on considére deux
traits complets T et T’, d’égale caractéristique p > 0, a corps résiduel £, munis d’unifor-
misantes 7 et ©’ respectivement.

Pour tout couple d’entiers 7, s > 1, premiers & p, et toute série de Laurent en ='/*
a coefficients dans %

avec a_, + 0, on note Ly(«(w)) le G-module irréductible de rang r et de conducteur

de Swan s défini comme suit : soit 111—'; 7 Pextension finie galoisienne modérément
ramifiée donnée par =] = =, alors L,(«x(n])) est un G;-module de rang 1 et de conduc-
teur de Swan s (cf. (2.1.2.8)) et on pose

Ly(a(m)) = £, Ly(a(m])).

Des calculs classiques de développements asymptotiques liés 4 la phase stationnaire
et qui m’ont été expliqués par Malgrange, suggérent, pour p > r, 5, la méthode suivante
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pour calculer les transformés de Fourier locaux de Ly(x(x)). Supposons, tout d’abord,
que s> r et que P’on veuille calculer

F5 = (Ly(x(m))) 5

alors, on élimine la variable = du systéme d’équation suivant, ol «’(n’) est ’inconnue

a(w) + — = o'(7')
do 1
™ e =0

et on obtient une série de Laurent en =" A coefficients dans %
(=]
W(n)= X an"
i=—3

avec r' =1 —s et 5’ = s5; F ) (Ly(a(r))) doit étre isomorphe i L,(«'(n")). Pour

FL ) (Ly(a(r))) (resp. s <r et Fy*(Ly(x(r)))) la méthode est la méme i cela pres
e 1 1 7 1 - T’ . s

qu’il faut remplacer —; et — ——; par —; et — |resp. — et — — | dans le systtme d’équa-

. . TR 2T EA - T T

tions ci-dessus.

Pour r=1 et (s5,p) = (s—1,p) =1, Katz a vérifié effectivement que
F> ) (Ly(a(m))) est bien donné par la régle ci-dessus (cf. [Ka 4]).

(2.7) Produit de convolution (additive) local et transformations de Fourier locales.

(2.7.1) Le produit de convolution pour A = Spec(k[x]),
* DZ(A, Ql) X DZ(A, Q() '*DZ(A3 Ql)’
(cf. (1.2.2.6)) admet une variante locale.

Soit T un trait hensélien d’égale caractéristique p, & corps résiduel &, muni d’une
uniformisante . On a alors le diagramme de k-morphismes

T2 (T X T,y 2o

nTXT

(A X3 A)g,0

l:
Ao

-

T

ol s:A X, A—>A est la loi d’addition, et, pour V,,V, eob &, on peut former les
cycles évanescents

R®, (pri(V1:) @ pry(Vs)))
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dans D((so (= X )71 (0) X479, Qy), relatifs 2 so (r x 7w : (T X, T)y o = A
(cf. [SGA 7] XIII (2.1.1)), ou V,, et V,, sont les prolongements par zéro a T tout
entier des Q faisceaux V, et V, sur .

Lemme (2.7.1.1). — Soient Fy, F, deux Q ,-faisceaux lisses sur A — { 0}, modérément
ramifiés & linfini de A. On note j: A — {0} A Pinclusion. Alors :

(i) (4, Fy) * (J, Fy) eobD(A,Q,) est & cohomologie lisse sur A —{0} et modé-
rément ramifiée a linfint de A,
(ii) R®, ((j, Fy) * (j, Fy)) eob D2(n9,Q,) n'a de cohomologie qu’en degré 1,

(iii) les cycles évanescents
RO, ((, F1) By (4, Fa)) €0b DYs*(0) Xm0, Q0),

relatifs @ s: A X, A - A (cf. [SGA 7] XIII (2.1.1)), sont concentrés au point fermé (0, 0)
de s71(0) et en degré 1 et on a un isomorphisme bifonctoriel en Fy, F,

ROZ ((jy F2) B (i Fo))is,0 = ROL((J) Fo) * (J, Fa))
de Gy-modules.

Preuve. — Pour prouver (i) et (ii), utilisons la transformation de Fourier-Deligne

F :DYA,Q,) - DYA’,Q,). On a vu (cf. (2.3.1.3), (2.3.2.1), (2.3.3.1), (2.4.2.1)
et (2.4.3) (i) b) et (ii) b)) que F(j, F;) | A’ — {0} est a cohomologie lisse et concen-
trée en degré 0, que H#°(F(j, F));,) est modérément ramifié et que #°(F(j, F); )
a toutes ses pentes < 1 (¢ = 1, 2). Par suite

(F (5, F)® F(j, Fy)) | A —{0"}

est aussi & cohomologie lisse et concentrée en degré 0, #°((F(j, F,) ® F(j, F,))5,.)
est aussi modérément ramifié et #°((F(J, F,) ® F(J, F2))ﬁoo') a aussi toutes ses pentes
<1 (avec les notations de (2.1.2), si W, et W, sont deux P-modules simples, on a tri-
vialement A(W,;® W,) C [0, Sup(A(W,), A(W,))] car I® agit trivialement sur W,
et W, et donc sur W; ® W, si A > Sup(M(W,), A(W,))). Or, d’apres (1.2.2.7) et I'invo-
lutivité de la transformation de Fourier-Deligne, on a

(Ji F) * (4 Fy) = @ F(F (4, F)©F (4, Fy) (1) [ 1]
et, comme on peut dévisser Z(j, F,) ® #(j, F,) dans D(A’,Q,) en
JN(F (G F) @ F (5, Fy))

et en un objet & support {0’} (on a noté j': A" — {0’} A’ Pinclusion), les asser-
tions (i) et (ii) résultent de ce qui précéde, de (2.3.2.3) (i), (1.4.2.1) etde (2.3.3.1) (iii),
(2.4.3) (i) b) et (iii) b).
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Pour prouver (iii), on commence par compactifier s: A X, A - A en

Ax, A2 _ Ax, A _Dx,A

A
Le Q -faisceau
(« x id), (id, 5), (pryj, F, ® pry j, Fy)

est lisse sur D X, A — (A, Uu{0,0} X, A), o A, est la diagonale de A X, A, et il
est modérément ramifié le long de {0} X, A

ol (@0 Ay

04

D' (0,0 |
(i) A

Par suite les cycles évanescents
R®, ((« X id), (id, s), (prij, F, ® pryj, Fy))

relatifs & la projection pry: D X, A, —> A, sont concentrés en (0,0) ([SGA 7] XIII
(2.1.5) et (2.1.11)) et, d’aprés [SGA 7] XIII (2.1.8.9), on a

RO;,((4, F) B (i Fa))o, 0 = RO7,((J, Fu) * (4, Fa)
d’ou l’assertion (iii).

Remarque (2.7.1.2). — Pour une démonstration de (2.7.1.1) qui n’utilise pas la
transformation de Fourier-Deligne, voir [De 2] et [Laul] 7.

Corollaire (2.7.1.3). — Pour tous V,, V, € ob G, les cycles évanescents
RO, (pri(Vy,) ® pry(Va))

sont concentrés en (t,t) et en degré 1.

Prewve. — Compte tenu de (2.2.2.2), ce corollaire résulte aussitét de
(2.1.7.1.1) (iii).
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Dffinstion (2.7.2). — Pour V,, V, € ob 9, on appellera produit de convolution (additive)
local de V, et V, le G-module

=" R® (pri(Vy,) ® pry(Vyy)).
On a donc un foncteur
(—)*(—):¥xF>9

et il résulte aussitot de (2.1.7.3) que ce foncteur est exact en chacun de ses arguments.
On laisse le soin au lecteur de formuler et de démontrer des énoncés de commutativité
et d’associativité pour ce produit de convolution ainsi que le fait que le G-module tri-

vial Q, est une unité.

Proposition (2.7.2.1). — Soient V,, V, eob 9. Alors
r(Vy* Vy) =1r(Vy) (V) +7(Vy) s(Ve) + s(Vy) r(Vy) — s(Vi® [ 1]" V)
el s(Vy#Vy) =5(Vy) s(Vy) + s(V1® [— 1] V),

ot [— 1]:m —n est le k-automorphisme de v induit par =+ — w. En particulier
r(Vix Vi) + s(Vix V) = (r(Vy) + s(V1) (r(Va) + 5(Vy)).
Preyve. — On utilise un argument global basé sur (2.2.2.2). Avec les notations
de (2.1.7.1), on a, pour V, ~ =*(F; | %) (1 =1, 2),
Vi * V> 7" ROL((j, Fy) * (4, Fo))
et les autres R(I)%0 (¢ & 1) sont nuls. Par suite on a
(Vi * Vy) = 1(K) — r(K),
s(Vy* V,) = — 50(K),
ou on a posé K = (5, F,)) * (4, F,). Or, d’aprés la formule de Grothendieck-Ogg-
Safarevi¢, on a
n(K) = — s(V,® [— 1]' V)
7(K) = — (V) 7(Vg) — (V) s(Va) — (V1) 7(Ve)
et Y (A ®, &, K) = 1(K) — 54(K)
(on utilise la compactification de A X, A introduite dans la preuve de (2.7.1.1) pour
les deux premiéres formules et I’assertion (2.7.1.1) (i) pour la derni¢re). Enfin
XA ®LE K) = 3, (A®,k, ji F)) .1, (A®, k, ji Fy)
(suite spectrale de Leray et formule de Kiinneth pour la cohomologie étale, cf. [SGA 4])
et donc
XA®E,K) = (— s(V1)).(— s(Vy)) = s(V1).5(V)
(une nouvelle application de la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi).

23
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- Proposition (2.7.2.2). — Avec les notations de (2.4.3), on a :
(1) un isomorphisme fonctoriel en (V,, V,) e ob(9 X %)
Fo, °°"(V1 * Vz) ~ 37‘°’°°"(V1) ® F0 °°')(V2)
de G’-modules,
(i) un isomorphisme fonctoriel en (Vy, Vy) € 0b(% 4 X Fo.1)
.g,'(oo,o')(vl®v2) ~ .g-(oo,o')(vl) * g(oo,o')(vz)
de G'-modules.

Preuve. — D’apres (2.4.3) (i) c) et (ii) c), il suffit de montrer assertion (i). Pour
cela on utilise l'existence du prolongement canonique, (2.7.1.1), (1.2.2.7) et

(2.4.2.1) (i).

3. Formules du produit pour la constante de I’équation fonctionnelle
des fonctions L

(8.1) Fonctions L et constantes locales : rappels ([Gr], [SGA 5] XV, [SGA 4 1] [Rap-
port], [De 1], [De 2] et [Go-]Ja]).

(3.1.1) Soient X une courbe projective et lisse sur le corps fini F, et
K eob D’(X,Q,). La fonction L de Grothendieck associée i (X, K) est par définition la
série formelle (4 coefficients dans Q,) développement du produit infini

1 1
eelx| det(l — % Frob,, K)

(cf. (0.9)); on a méme L(X, K;t) e 1 + tQ,[[]].
Un résultat fondamental de Grothendieck assure que L(X, K;?) est en fait le

L(X,K;t) =

développement d’une fraction rationnelle A coefficients dans Q, :

Théoréme (3.1.1.1) (Grothendieck, [Gr] et [SGA 5] XV). — La série L(X, K; t)
est le développement de la fraction rationnelle (& coefficients dans Q,)
det(l — ¢.Frob,, RI'(X ®g, k, K))~1.

Remarque (3.1.1.2). — L’énoncé ci-dessus vaut bien entendu dans un cadre beau-
coup plus général (X de type fini sur F); il est équivalent & la formule des traces de
Grothendieck pour Frobenius rappelée en (1.1.1.3).

Maintenant si DX,,q(K) est le dual de K (cf. (0.5)), la dualité de Poincaré
([SGA 5] 1 et [SGA 43] [Dualité]) fournit un accouplement parfait

RI(X @y, %, K) ® RT(X @y &, Dy, (K)) >Q.
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On en déduit que la fonction L(X, K; ) satisfait I’équation fonctionnelle ([De 1] § 10)
(3.1.1.3) L(X, K; ) = ¢(X, K).2%8 L(X, Dy/e,(K); £77)
ou le conducteur a(X,K) € Z et la constante (X, K) eQ 5 sont donnés par
(3.1.1.4) a(X,K) = — y(X, K)
(3.1.1.5) ¢(X, K) = det(— Frob,, RT'(X ®, k, K))—?

(on a, pour tout « €Qj, Iégalité

1 —1 1 1
= (— oc) N1 .1—_———‘—"—).

1 — ot ot ?

Si K’ -K —K” —K'[1] est un triangle distingué dans D%(X,Q,), on a
L(X,K;t) = L(X, K';¢).L(X, K"”; t)
(3.1.1.8) a(X, K) = a(X, K') + ¢(X, K")
e(X, K) = (X, K').¢(X, K").
Par dévissage pervers, on voit donc que I’étude des fonctions L(X, K; ) peut se ramener
a deux cas particuliers : le cas trivial ot K est a support ponctuel et le cas essentiel ou

K =j,F pour j: U - X un ouvert (non vide) et F un Q ,faisceau lisse (non nul)
sur U. Dans ce dernier cas on notera encore L(X, F; t), a(X, F) et ¢(X, F) la fonction L,
le conducteur et la constante correspondant a (X, j, F).

D’autre part, on a, pour tout K € ob D’(X, Q,) et tout n € Z,
L(X, K(n);#) = L(X,K;¢7"?)
(3.1.1.7) a(X, K(n)) = a(X, K)
e(X, K(n)) = ¢~ "% B ¢(X, K).
Par suite, pour F un Q faisceau lisse sur un ouvert de X, de dual naif F¥ = Hom(F, Q),
’équation fonctionnelle pour L(X, F;¢) peut se réécrire
(3.1.1.8) L(X,F;t) = (X, F) *®O L(X, FV;¢71¢7Y)
(Dyr, (4. F) = j. F[2] (1)).

(3.1.2) Pour X connexe, de corps des fonctions K, on peut aussi attacher des
fonctions L aux représentations automorphes sur K et ces fonctions L ont des propriétés
tout & fait similaires a celles des fonctions L de Grothendieck. Rappelons leur définition
dans le cas cuspidal ([Go-Ja]).

Notons A I’anneau des adéles de K et fixons un entier n > 1 et un caractére

x: AKX >QF
L’espace des formes automorphes cuspidales sur GL, (A) & valeurs dans Q,, de caractére

central y, est le Q,—espace vectoriel

Ly(GL,(A)/GL,(K), x)
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des fonctions

f:GL,(A) ~Q,
ayant les propriétés suivantes :

(i) f est invariante a droite sous GL,(K),

(ii) f est invariante a gauche sous un sous-groupe compact ouvert assez petit de GL,(A),

(iii) f(z.g) = x(2) f(g) pour tous z € A* et g € GL,(A),
(iv) pour tout sous-groupe parabolique propre P de GL,, de radical unipotent noté Uj,

et tout g e GL,(A), on a
flgu) du =0

f Up(A)/Up(K)

(Pintégrale ci-dessus se réduit & une somme finie d’aprés (ii) de sorte que le fait que f

soit & valeurs dans Q , ne pose pas de probléme : la topologie de Q, ne joue aucun réle
dans la définition de L,).

Le groupe GL,(A) agit linéairement par translation & gauche, sur le Q ,-espace
vectoriel Ly(GL,(A)/GL,(K), x) et cet espace est somme directe dénombrable de sous-
représentations admissibles irréductibles de GL,(A), chacune intervenant avec mul-
tiplicité 1 (cf. [Bo-Ja], [Pi2]).

Définition (3.1.2.1). — Une représentation automorphe cuspidale de GL,(A), de carac-
tére central y, est une représentation m admissible irréductible de GL,(A) qui intervient dans la
décomposition ci-dessus de Lo(GL,(A)/GL,(K), x).

A la décomposition de GL,(A) en produit restreint HI;IIGL"(K“) (K, est le
z€

complété local de K en la place x) correspond une décomposition de chaque représen-
tation automorphe cuspidale = de GL,(A) en produit tensoriel restreint

’ nz
z€|X]|
de représentations admissibles irréductibles =, de GL,(K,). A chaque =, est attachée
une fonction L (locale) (relative a F)
1

(3.1.2.2) L(=,;¢) =m,

ou P(m,; t) €Q,[¢] a pour terme constant 1 et est de degré < n, avec €égalité sauf pour
au plus un nombre fini de x € | X |. Le produit infini

(3.1.2.3) L(X, n;t) = I L(rm,; tdes)
z€

x|
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qui converge clairement dans 1 4 #Q,[[t]], est appelé la fonction L (globale) attachée
a la représentation automorphe w. La fonction L(X, =;¢) est aussi le développement

en série d’une fraction rationnelle & coefficients dans Q, et satisfait I’dquation fonctionnelle
(3.1.2.4) L(X, n;t) = (X, =) #*®™ L(X, ®*; ¢~ ¢71)

ou (X, ) Q5 est appelé la constante, a(X, ©) € Z est appelé le conducteur et ou % est
la représentation automorphe cuspidale de GL,(A), de caractére central x~!, contra-
grédiente de = (cf. [Go-Ja] (13.8)).

(3.1.3) A la différence de I’équation fonctionnelle (3.1.1.8) pour L(X, F;¢)
qui est obtenue par voie cohomologique globale, I’équation fonctionnelle (3.1.2.4)
est obtenue comme « produit » d’équations fonctionnelles locales pour les L(x,; ¢).

Fixons un x € | X | et rappelons d’abord comment Godement et Jacquet obtiennent
Péquation fonctionnelle locale pour une représentation irréductible admissible (w,, V,)
de GL,(K,) ([Go-Ja] (3.3)).

Notons @,C K, ’anneau des entiers de K,, m, I'idéal maximal de 0,, ¢, = ¢
le nombre d’éléments du corps résiduel k(x) = 0,/m, de K, v,: K, - Z la valuation

discréte (v,(a) =1 si aem, — m2) et €°(M,(K,)) le Q,,-espace vectoriel des fonc-
tions sur M, (K,) (matrices carrées d’ordre n & coefficients dans K,) & valeurs dans Q,
qui sont lisses (i.e. localement constantes) et & support compact.

Notons End,(V,)C Endal(V,) idéal bilatére formé des Q,-endomorphismes
de V, de rang fini. Soit 4 € End,(V,). Le coefficient de =, associé & u est la fonction
f.:GL,(K,) ->Q, définie par

Ju(8) = Tr(u o m,(g))-

Si (%, \V/'E) est la contragrédiente de (=,, V,) et si # est ’endomorphisme de \vfm transposé
de u, # est aussi de rang fini et le coefficient f; de %, associé a # coincide avec la fonc-
tion g f,(g7") (cette généralisation de la notion de coefficients m’a été signalée par
Deligne).

Fixons une racine carrée p'? de p et donc une racine carrée de toute puissance
de p (par exemple, de ¢ et ¢,) et fixons une mesure de Haar d* g sur GL,(K,). Alors
Godement et Jacquet associent & u € End,(V,) la distribution sur M,(K,) a valeurs
dans Q,((¢)) définie par

1
Zlo,ui0) = [ 9l o) (r T 40 g

n—1

= 3 (0 ) [, 90 £i0) dg

meL vy(det g)=m
(p €€ (M, (K,))). Ils montrent que ’idéal formé des P(¢) €Q,[#] tels que
P() Z(o, u3t) €Q/t, 17],
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pour tout u € End,(V,) et tout ¢ e €7(M,(K,)), est non trivial et ils définissent
P(n,; ) = L(x,;¢)~' comme le générateur, normalisé par P(r,; 0) = 1, de cet idéal
([Go-Ja] (3.3)). Enfin Godement et Jacquet montrent que, pour tout caractére additif
non trivial ¥,:K, >QF, Z(9, u;¢)/L(x,;#) satisfait P’équation fonctionnelle (loc.
cit.)

Z(e, 43 1)

&(m,, V) t4me ¥ =

L(r,; )’

23, 659,17 _ g nEE
L(7,; ¢, ¢ ") 3

ou ¢(¥,) € Z est le conducteur de ¥, (i.e. le plus grand entier ¢ tel que ¥, |m ¢ = 1)
et ol

3(&) = [, ., 2(0) ¥ulTr(eg) de

est la transformation de Fourier sur €;(M,(K,)) relative & ¥,, normalisée par

#(g) = 9(— g) pour tout ¢ € #°(M,(K,)) (dg est la mesure de Haar autoduale sur
M,(K,) et
n2 c(Fy

—_ )2
J‘Mﬂ(@" dg =4, )'

Le facteur local L(x,; t) ne dépend que de =, et qj‘, le conducteur local a(x,, ¥,) €eZ
ne dépend que de =, et ¢(¥,) et la constante locale €(r,, ¥,) €eQ 5 ne dépend que de m,,
¥, et q;&. Plus précisément, on a ([Go-Ja])

a(m,, ¥,) = a(m,) + ne(¥y),
ou a(m,) € N ne dépend que de =, et est appelé le conducteur de =,, et
g(m,, ;) = %a(8) - 45" ¢(m,, ¥o),
o ¥, est le caractére de K, défini par
¥i(a) = ¥, (ab)

et ol y, est le caractére central de .

Remarques (3.1.3.1). — Godement et Jacquet notent plutét (s, =, ¥,) le produit

— (ne(¥,)/2) — sa(m,, ¥',)
e(m,, 1) ¢z "+ w0 ¥,

(3.1.8.2) Pour n = 1, =, coincide avec son caractére central y, et les résultats
rappelés ci-dessus sont en fait dus & Tate ([Ta 1]). De plus, on a des formules explicites

pour L(x,;1%), a(x,) et e(x» ¥,) (cf. loc. cit. ou [De 1] 3) :
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L(k;t) = T_—-—lk—(i)' @b el =
1 si x| 0 + 1
0 six,|OF =
2 = % le plus petit entier a> 1 tel que , [ (1 +m*) =1 si |0 1
1, (mEER) goFD six, |0 =1
T e e e e s

ol Y, = ¥, v, € K, est un élément arbitraire de valuation a(y,) + ¢(¥,) et ou la

mesure de Haar dz sur Kz est normalisée par fw dz = 1.
x

(8.1.8.8) Soient ay,...,a, €Q et x,:B,(K,) -Qf le caractére du Borel
de GL,(K,) des matrices triangulaires supérieures défini par

Yo(B) = a0 | olbun)
La représentation induite
Ind§n&(y,) ={f: GL,(K,) - Q, lisses | pour tous g € GL,(K,)
et b €B,(K,), on a f(gh) = 8(b)% 1.(8) fle) }
(ou 3(b) = ilfIl (Zi—n—Dobi) est le module de B,(K,) et ou GL,(K,) agit par transla-

tion a gauche) n’est pas nécessairement irréductible mais admet un unique sous-quotient
irréductible =n,(a) non ramifié (.. ayant un vecteur fixe non nul sous GL,(@,)). Pour
presque tout x € | X |, =, est équivalente & w,(a,) pour un z-uple (¢ ,, ..., «, ,) € Q)"
uniquement déterminé a ’ordre prés et alors ([Go-Ja])

" 1
L(m,;t) = L(m,(a,); t) = 11 A=a.)
a(m,) = a(m,(a,)) =0
et o(mps ) = (mo(e), ¥o) = 11 (g, o, ) “F¥.

Finalement, Godement et Jacquet fixent un caractére additif non trivial
¥:AK — Q’,‘

induisant, pour chaque x € | X |, un caractére ¥, : K, -~ Q, et montrent en utilisant
la théorie de Fourier sur M, (A) I’équation fonctionnelle (3.1.2.4) avec comme conduc-
teur global

(3.1.3.4) aX,m) = X Ideg(x).a(-n:ac, ¥,

z
2€|X
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et comme constante globale
(3.1.3.5) (X, w) = ¢"*=? I ¢(x,, ¥,)
z€|X|

ot C est le nombre des composantes connexes de X ®e, % et g le genre de I'une quelconque
d’entre elles (G.(1 — g) = x(X, 0x)) ([Go-Ja] (13.8)).

Remarque (3.1.3.6). — Comme on a fixé en (0.2) un caractére additif § : F, Q5
non trivial, les caractéres additifs non triviaux ¥,:K, - Qj (resp. ¥:A/K -~ Q%)
sont paramétrés par Qp — {0} (resp. Qx —{0}) : 2 w, (resp. ), on associe ¥, (resp. ¥)
défini par
¥,(0) = §(Tryun, (Res(a. 0,))

(resp. T((“x)xe|x|) = 4’(262'}”Trk(z)/r,(Resz(az-%))),

ot o, €Q — {0} est 'image de w; la formule des résidus assure que ¥(K) = 1).
Si ¥, correspond & w,, on a

o(F,) = v,(,)

(ot v,(a db) = v,(a) si a,b €K, et v,(6) =1). Si ¥ correspond 2 o, la restriction ¥,
de ¥ a K, correspond & 'image ©, de ® dans Qf —{0O}eton a

Y deg(x).¢(¥,) = X deg(x).u,(w,) = C(2g — 2).
z€|X| z€|X|

(3.1.4) Soit T un trait hensélien d’égale caractéristique p et de corps résiduel
fini % et soit K, le complété du corps des fonctions de T. La théorie du corps de classe
abélien locale ([Se 1] XIII) fournit un homomorphisme continu, injectif et d’image
dense, dit de réciprocité,

ig, t Ki* — Gal(K,/K,)*® = G*,

ol G est le groupe de Galois de T (cf. (2.1)). On adopte la normalisation de Deligne
([De 1] (2.3)) : ig, envoie les uniformisantes (i.e. les éléments de K, de valuation 1)
sur les Frobenius géométriques (i.e. les éléments de G* dont I'image dans Gal(k/[k)
est le Frobenius géométrique relativement a k).
La théorie du corps de classe abélien globale ([Ar-Ta]) fournit quant & elle un
homomorphisme continu, injectif et d’image dense, dit encore de réciprocité
i : A¥[K* — Gal(K/K)*®

et, pour tout x €| X |, le carré

AX[K* —E s Gal(K/K)®
II: ixx GT‘:"

o les fleches verticales sont les fleches évidentes, est commutatif (ceci normalise #).
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(8.1.5) D’aprés une conjecture de Langlands, & tout Q ,-faisceau lisse et irré-
ductible de rang n > 1, F, sur un ouvert dense U de X, doit correspondre une repré-
sentation automorphe cuspidale m, sur GL,(A), de telle sorte que

L(X, mp; £) = L(X, F; )
(cf. [Lan 2], [Bo], [De 2]).

Pour n = 1, cette correspondance est celle induite par ’homomorphisme de réci-
procité (F est donné par un caractére de Gal(K/K)® qui induit un caractére y de A*/K*
et

1/det(1 — ¢.Frob,, j, F) = L(x,; t)
pour tout x €| X |, out j: U< X est 'inclusion). Pour n = 2, cette correspondance a
été établie par Drinfeld ([Dr 2] et [Dr 3]; voir aussi (3.2.2)).

Cette conjecture de Langlands implique DPexistence de conducteurs locaux et
de constantes locales associés & un tel Q -faisceau F, ainsi que des formules analogues
2(3.1.3.4) et (3.1.3.5) pour le conducteur global (X, F) et la constante globale (X, F).

L’existence des conducteurs locaux est due a Artin et I’analogue de (3.1.3.4)
est une variante de la formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢. L’existence des cons-
tantes locales a été démontrée tout d’abord au signe prés par Dwork ([Dw]) puis incon-
ditionnellement par Langlands ([Lan 1]). La preuve de Langlands est purement locale;
Deligne ’a considérablement simplifiée par I'introduction d’arguments globaux ([De 1]).
L’analogue de (3.1.3.5) pour &(X, F) est le résultat principal de ce chapitre et sera
énoncé au numéro suivant.

Plus précisément, considérons les triplets (T, K, w) constitués :

— d’un trait hensélien T d’égale caractéristique p, & corps résiduel fini 2 D F,;
— de K eob D¥(T, Q,);
— d’une 1-forme méromorphe @ non identiquement nulle sur T (@ € Q,, —{0}).

On note K, le complété du corps des fonctions &(n) de T et v, : K — Z sa valua-
tion discréte naturelle. On note ¢, = ¢%*®* le nombre d’éléments de k. On note encore
v,: Q, —{0} - Z lapplication définie par v,(a.db) = v,(a) si a, b e Ki et ,(b) = 1.

A tout triplet (T, K, ») on associe son conducteur local a(T, K, ) € Z défini par
(3.1.5.1) a(T, K, 0) = o(T, K) + r(K;).7,(w),
ou
(3.1.5.2) a(T, K) = r(K;) + s(K;) — r(Ky)

(cf. (2.1.2) et (2.2.1)). La formule de Grothendieck-Ogg-Safarevi¢ admet la variante
immédiate suivante, ou l’on suppose X connexe :

(8.1.5.8) Pour toute 1-forme méromorphe e non identiquement nulle sur X (o € Qg —{03})
et tout K eobD%(X,Q,), on a

aX,K) = zezlxl deg(x) .a(X,), K | Xy © | X

24
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D’autre part, ’énoncé de Langlands-Deligne d’existence des constantes locales
(dans le cas d’un trait d’égale caractéristique p > 0) admet la variante suivante ([De 1]
(4.1), [De 2] et [Ta 2]).

Théoréme (3.1.5.4). — Il existe une et une seule application <, ({ est le caractére additif
non irwial de F, fixé en (0.2)) qui associe & chaque triplet (T, K, ) comme ci-dessus

&(T, K, w) e(—)_}‘ et qui vérifie les axiomes (i) @ (v) ci-dessous.
(1) e(T, K, ) ne dépend que de la classe d’isomorphie du triplet (T, K, ).
(ii) Pour tout triangle distingué
K'-K - K” - K'[1]
dans DY(T,Q,), on a
&(T, K, o) = ¢(T, K’, 0).5,(T, K", 0).
(iii) Sz K est supporté par le point fermé t de T (i.e. K; = 0), alors
(T, K, ©) = det(— Frob,, K)™!
(cf. (0.9)).

(iv) 8% my/m est une extension finie séparable, si f: T, — T est le normalisé de T dans v,

et si Ky €ob D¥(T,, Q) est tel que 7(Ky,5) =0, on a
3¢(T’f. K, 0) = %(Tls K,, f* w).

(v) 8i V est un Q faisceau (lisse) de rang 1 sur v, qui induit un caractére ¥ : K} — Q5
via I’homomorphisme de réciprocité ig, : Ki — G™ (cf. (3.1.4)) et si j:n <> T est Pinclusion,
on a

e(T, 4.V, 0) = ¢(x, 1)
o le caractire ¥ = ¥ : K, > Q7 est défini par
¥, = ¢ o Tryp, (Res(a. w))
et a pour conducteur ¢(¥) = v,(w), et ot €(x, V) est la constante locale de Tate (cf. (3.1.3.2)).

Dans la suite, on notera simplement (T, K, ) la constante locale ¢,(T, K, )
quand aucun risque de confusion n’en résulte.
La constante locale ¢(T, K, ©) a en outre les propriétés suivantes ([De 1] 5) :

(3.1.5.5) Pour tout a ek(n)*, on a
e(T, K, a.0) = yg(a).¢iEP%@ (T, K, ),

o yg : KX — Q[ est le caractére induit par le Q faisceau (lisse) de rang 1, det(K | v), sur n,
via Phomomorphisme de réciprocité (cf. (3.1.4)).

(3.1.5.8) Si F est un Q -faisceau lisse de rang r(F) sur T, on a
e(T, K®F, w) = det(Frob,, F)*T % @ ¢(T, K, w)"®.
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Pour V un Q -faisceau (lisse sur % (i.e. un G-module, cf. (2.1.2)), on posera encore
(suivant Deligne, [De 1] 5)

(T, V,0) =¢(T,5,V, o)
et (T, V, 0) = &(T, j, V, 0)

ol j:n -V est Pinclusion.

Remarque (83.1.5.7). — Si 0 V' >V = V” 0 est une suite exacte courte
de G-modules, on a

go(T, V, ©) = &4(T, V', 0).¢(T, V", )
mais en général
(T, V, 0) £ (T, V', 0).e(T, V", w);
cela ne contredit pas cependant [De 1] (4.1) (1) puisque dans cet énoncé les G-modules

considérés sont supposés I-semi-simples.
On posera aussi

a(T,V, 0) = a(T,;,V, 0)
a(T, V) = a(T,;, V)

et ay(T, V, ) = a(T, 5, V, o)
(T, V) = a(T, 5, V)

(avec les notations ci-dessus).

Remarque (3.1.5.8). — Dans [De 1] (4.1), la constante ¢ définie par Deligne
dépend en outre du choix d’une mesure de Haar dx sur K,. Nous avons implicitement

choisi comme dx la mesure standard, i.e. celle qui est normalisée par fa dx =1, ol
0,CK, est 'anneau de la valuation v,. ‘

(3.2) Formule du produit pour (X, K) : énoncé et conséquence pour la conjecture de Langlands.

(3.2.1) L’énoncé ci-dessous a été conjecturé par Deligne ([De 2]). C’est le résultat
principal de ce chapitre.

Théoréme (3.2.1.1). — Sotent X une courbe projective, lisse et connexe sur F , o une

1-forme méromorphe non identiquement nulle sur X et K € ob D¥(X,Q,). Alors la constante
globale (X, K) de Péquation fonctionnelle (3.1.1.3) vérifie la formule du produit

E(X’ K) = qC(l—a) r(K)w H 8(}((:c)’ K I X(x)’ « | X(x))

elx|

ot C est le nombre des composantes connexes de X ®F., ket g le genre de Pune quelconque d’entre
elles.
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Remarques (3.2.1.2). — On a aussi

- K, 0)
FHL(X, Oy)

(3.2.1.3) Le second membre de la formule du produit est bien indépendant du
choix de o (cf. (3.1.5.5) et la formule des résidus sous la forme

2 deg(x).v,(a) =0, VaeK).
z€|X|

(3.2.1.4) La formule du produit pour £(X, K) contient la formule (3.1.5.3)
pour a(X, K) : si I'on remplace K par K(m) (m €Z), on a
(X, K(m)) = ¢~ ™* P e(X, K)
alors que, pour tout x € | X|,
&(Xigys K(m) | Xppyy 0 | X))
= g; mE KX 01X (X, K | X5 0 | X)),
d’apres (3.1.5.6).

(3.2.1.5) Pour K a support fini, la formule du produit est triviale.

Compie tenu de cette derniére remarque, la formule du produit est équivalente
(par dévissage) & son cas particulier suivant : soit F un Q ,-faisceau lisse sur un ouvert
dense U de X, alors

(3.2.1.6)  c(X,F) =¢@-2® I ¢(X,,Fln,0|X,)

z€|X]|

(avec les conventions de (3.1.1) et (3.1.5)).

Proposition (3.2.1.7). — S8i F est & monodromie géométrique finie, i.e. s°il existe un revé-
tement fini étale U’ de U tel que F | U’ soit géométriquement constant, alors la formule du produit
ci-dessus pour (X, F) est satisfaite.

Preuve. — Soit G un groupe profini qui est extension de Z par un groupe fini,
alors toute représentation f-adique irréductible p de G est la forme p = p;.y, ou p; est
une représentation /-adique de G qui se factorise par un quotient fini de G et ol y est
un caractére f-adique de G qui se factorise par le quotient G - Z (on a un homomor-
phisme continu central Z < G tel que le composé Z <> G > Z soit de conoyau fini).
On peut donc supposer F de la forme F;® L ot F; est un Q,-faisceau lisse sur U 2
monodromie finie et out L est un Q -faisceau lisse de rang 1 sur U qui est géométrique-
ment constant. Compte tenu de (3.1.5.6), (3.1.5.3) et de DP’égalité

RI'(X ®p, Ej (F®L)) = RI'X ®r, kj. F)eM

ol M est le Q -faisceau (lisse) de rang 1 sur Spec(F,) dont L est 'image réciproque

sur U, on est ramené au cas ou L = Q, , Z.e. oi F est 2 monodromie finie. Par suite,
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(3.1.1.6), (3.1.5.4) (i), (3.1.5.4) (iv), la suite spectrale de Leray pour un revétement
fini de X et la théorie de Brauer, nous raménent au cas o F est lisse de rang 1 sur U
et & monodromie finie. Ce dernier cas résulte de la thése de Tate ([Ta 1]), compte tenu
de (3.1.5.5) (v) et de la théorie du corps de classes abélien.

Remarques (3.2.1.8). — Deligne a aussi donné une démonstration géométrique

de la proposition (3.2.1.7) ([De 6] et [De 1] (10.12.1)), basée sur le corps de classe
abélien géométrique de Serre ([Se 3]).

(3.2.1.9) Outre la proposition (3.2.1.7), les cas particuliers suivants de (3.2.1.6)
sont déja démontrés :

a) F fait partie d’un systéme compatible infini de Q,,-faisceaux (¢ + p) lisses
sur U : ce cas est dit a Deligne ([De 1] (9.3)),

b) F est modérément ramifié¢ le long de X — U : ce cas est aussi d a Deligne
([De 21),

¢) F est de rang 2 : ce dernier cas est conséquence de la théorie de Hecke pour GL,
([We 1] ou [Ja-La]) et de la correspondance de Langlands pour GL, sur les corps de
fonctions établie par Drinfel’d ([Dr. 1], [Dr. 2] et [Dr. 3]).

(3.2.2) On a vu que I’énoncé (3.2.1.1) est motivé par la correspondance de
Langlands entre représentations de Galois et formes automorphes (cf. (3.1.5)). Réci-
proquement, P’application la plus importante du théoréme (3.2.1.1) est le principe
de récurrence, dégagé par Piatetski-Shapiro et Deligne, pour établir cette correspon-
dance ([De 2]).

Soit # un entier > 1. Langlands considére les deux ensembles &7, et 4, suivants :

— &/, est ’ensemble des classes d’isomorphie de représentations automorphes cuspi-

dales de GL,(A) (a coefficients dans Q,) dont le caractére central K*\A* — Q5
se prolonge de fagon continue & Gal(K/K)* via ’homomorphisme de réciprocité iy
(cf. (3.1.2) et (3.1.4));

— &, est ensemble des classes d’isomorphie de Q ,faisceaux (lisses) irréductibles de

rang n sur le point générique de X, qui se prolongent en un Q ,-faisceau lisse sur un
ouvert dense de X (i.e. des représentations ¢-adiques irréductibles de Gal(K/K)
presque partout non ramifiées).

La correspondance de Langlands pour GL, sur le corps de fonctions K s’énonce

alors ainsi ([Lan 2], [Dr 1], [De 2]).

Correspondance (conjecturale) de Langlands (3.2.2.1).

(1), Il existe une application
F.:Mnﬁgn, TCHFR’
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telle que, pour tout = € o, on ait
det(l1 — ¢ Frob,; F,) = P(n,; )
pour presque tout x € | X | (cf. (3.1.1) et (3.1.2.2)).
(i), Il existe une application
w9, >, Fpmr,,
telle que, pour tout F € 9, on ait
P(my, .5 t) = det(l — ¢ Frob,, F)
pour presque tout x € | X | (cf. (3.1.1) et (3.1.2.2)).

Remarques (3.2.2.2). — Il résulte du théoréme de densité de Cebotarev ([Se 5]
Thm 7) que I’application F, est unique si elle existe et il résulte du théoréme fort de
multiplicité un pour GL, ([Pi2]) que I’application =, est unique si elle existe. De plus
F, et =, sont automatiquement des bijections réciproques 'une de I'autre dés qu’elles
existent simultanément (3.2.2.3). Pour n = 1, les assertions (i), et (ii), de (3.2.2.1)
sont tautologiques. Pour n = 2, I’assertion (i), a été établie par Drinfel’d via sa théorie
des stukas ([Dr 1]). Le principe de récurrence ci-dessous permet alors d’en déduire les
assertions (ii), pour # = 2 et 3. Signalons cependant que Drinfel’d a donné une démons-
tration de (ii), pour n = 2 totalement différente ([Dr 2] et [Dr 3]).

Principe de récurrence (3.2.2.3) (Deligne, [De 2]). — Soit n un entier > 2. Supposons
que :

a) Les assertions (i), et (ii),, de (3.2.2.1) sotent établies pour tout entier n' < n — 1,

b) Pour tout F € &, tout entier n’ < n — 1 et tout F' € 9, & ramification disjointe de F,
e(X, F®F’) vérifie la formule du produit (3.2.1.6).

Alors Passertion (ii), est vérifiée.

Corollaire (3.2.2.4). — Soit n un entier > 2. Supposons que Uassertion (i), est établie
pour tout entier n' < n — 1. Alors, Passertion (ii),, est vérifide pour tout entier n’ < n.

Preuve. — Compte tenu de (3.2.1.1), le corollaire est conséquence immédiate du
principe de récurrence ci-dessus.

Esquisse de la preuve du principe de récurrence. — Soit F € 4. Pour tout n' < n — 1
et tout n’ € &/,, 4 ramification disjointe de F, on peut former la fonction L

LX,F,n';¢) = II Lo(F, ' 10

zE€|X
avec L, (F,n';t) = H(l — o, B;8)7!
si det(l — ¢ Frob,, F) =TI (1 — o)

et P(r; ) = T1(1 — B, ).
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D’aprés la théorie de Hecke inverse pour GL, ([Pi 1]), pour démontrer I’existence
de =y il suffit de vérifier que L(X, F, =’; t) satisfait, pour tout entier »’'< n — 1 et tout
n' € &/,, aux conditions suivantes :

(«) L(X, F, =’; t) est le développement en série formelle d’une fraction rationnelle,
(B) L(X, F, =n';¢t) vérifie une équation fonctionnelle
LX,F,n';8) = ¢(X, F, o). 255 L(X, FY, ®%'; ¢~ 1 t7)

ot le conducteur ¢(X, F, n’) et la constante (X, F, n') vérifient des formules analogues
a (3.1.5.3) et (3.2.1.6).

Or, par hypothése, F,. existe, de sorte que
LX,F,n';t) =L(X,F®F_;1)

a un nombre fini de facteurs locaux pres, d’ou la conclusion.
(3.3) Formule du produit pour (X, K) : une premiére réduction.

(3.3.1) Soient A = Spec(F [x]) une droite affine sur F,, de complétion pro-
jective D = A uU{w}, w,= — dx la l1-forme différentielle méromorphe, holomorphe
sur A et admettant un péle double en oo, qui est induite par x, S C A un fermé fini réduit

et F un Q,faisceau lisse de rang 7> 1 sur U: =A —S. On notera j: Ues A et
«: A< D les inclusions et on fait ’hypothése suivante :

(3.8.1.1) F est non ramifié en o, i.e. (« | U), F est un Q ,~faisceau lisse sur U U{ 0 }.
On notera simplement F; la fibre de (« | U), F au point géométrique .

Théoréme (8.8.1.2). — Avec les notations et hypothéses ci-dessus, on a
det(— Frob,, RT'(U @, k, F))~'.¢".det(— Frob_, F,)
= algs &(Degs F | 1,5 @ | D)
(cf. (0.9) et (3.1.5)).

La preuve de (3.3.1.2) sera donnée en (3.5.2). Pour le moment, montrons que
la formule du produit pour £(X, K) est conséquence de (3.3.1.2). Plus précisément :

Proposition (3.3.2). — Les énoncés (3.2.1.1) et (3.3.1.2) sont équivalents.

Preuve. — Tout d’abord (3.3.1.2) est le cas particulier suivant de (3.2.1.1) :
X=D, o =0, e¢ K=«,j, F. En effet, on a d’aprés (3.1.5.5), (3.1.5.6) et
(3.1.5.4) (v)

€(Dys F | N5 0y | Do) = ¢ det(— Frob,, Fy) ™2
et e(Dyy, F|n, 00 [ D) =1, Vie|A|—S.
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Inversement montrons la formule du produit pour (X, K) en admettant (3.3.1.2).
Comme la formule du produit pour ¢(X,Q,) est déja démontrée (cf. (3.2.1.7)), on
peut supposer que 7(K) = 0 (remplacer K par K@ Q®I[— ¢], ot ¢ = r(K)/ | r(K) |,
si7(K)# 0, cf. (3.1.1.6) et (3.1.5.4) (ii)). Comme il suffit de démontrer la formule
du produit pour (X, K) pour une quelconque des 1-formes o (cf. (3.2.1.3)), on peut
alors supposer que X = P},q (choisir une fonction méromorphe f:X —>P},q qui fasse
de X un revétement fini, génériquement étale de P},q, choisir pour @ une l-forme qui
provient zia f* d’une forme sur P},q et remplacer K par f, K, cf. (3.1.5.4) (iv) et
Pégalité

¢(Pp,, /. K) = ¢(X, K)

donnée par la suite spectrale de Leray pour f). Par dévissage sur K, on se raméne ensuite

au cas ot K est un Q ,-faisceau lisse sur un ouvert dense de P;q, prolongé par 0 a P},q
tout entier (cf. (3.1.1.6), (3.1.5.4) (ii) et (iii)). Si cet ouvert dense de P},.q contient
un point rationnel sur F , on a terminé (on prend ce point comme point o), sinon on
conclut par le lemme suivant :

Lemme (3.3.2.1). — Sotent X, o et K comme dans (3.2.1.1); on suppose de plus X
géométriquement connexe et on note X, w, et K, les objets déduits de X, « et K par le chan-
gement de base de ¥ a Fyn, pour tout entier m > 1. Alors, si la formule du produit est démontrée
pour e(X,,, K,) et (X, K,) avec m et n deux entiers > 1 premiers entre eux, elle Pest aussi
pour (X, K).

Preuve. — On peut supposer que 7(K) = 0 (cf. (3.2.1.7)). Puisque le Frobenius
géométrique relatif & F , est la puissance m-i¢me de celui relatif 3 F, on a clairement

(X s K,p) = (— 1)m= 05 (X, K)m,

Alors, pour prouver le lemme il ne reste plus qu’a montrer la formule analogue

¢X,, K, 0,)=(— 1)m—DaX,K (X, K, o)™,

od maintenant ¢'(X, K, w) désigne le second membre de la formule du produit (3.2.1.1).
Or, si f,,: X,, > X est la projection canonique, il résulte de (3.5.1.4) (iv) et de
r(K) = 0 que

(X Kps 0) = €'(X, f Kpp» 00).

Mais on a, par la formule des projections,
S Kn = K®fthl’

avec f,,, Q, qui est un Q faisceau lisse sur X de rang m, et on a

det(Frob,, f,,,Q,) = (— 1)m—1 desta)
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pour tout x € | X |. Par suite, il résulte de (3.1.5.6) que
' (XsSme Ky @) = (= )7V 0E0 (X, K, )7

d’ou la conclusion.
(8.4) Localisation de det(RT,(U ®, %, F) [1]).

(3.4.1) Considérons de nouveau un corps £ arbitraire (% parfait et de caractéris-
tique p, cf. (0.1)). Soient A la droite affine Spec(%[x]), S un ensemble fini de points

fermés de A, j: U < A ouvert complémentaire et F un Q-faisceau lisse sur U. On
note « : A < D la compactification naturelle de A (D = A U { © }) et on fait ’hypothése
suivante :

(8.4.1.1) F est non ramifié & Pinfini, i.e. («|U),F est un Q ,faisceau lisse sur
Uu{ow}

On notera simplement F la fibre au point géométrique © de (« | U), F.

Soient % { = } I’hensélisé de I’anneau local k[x],, et T = Spec(k{ = }) le trait hen-
sélien correspondant, muni de son uniformisante =. Pour chaque s €S, le trait A,
est muni canoniquement d’une uniformisante =, et donc d’un k-morphisme fini
étale ©,: A, > T, m,o = : si

s® k= 1

)
¢ € Homy(k(s), k)
on pose

w, = (x —s) ek[x] C 0%) ,

(pour s €S NA(k), n, =x — s et m,: A, > T est un isomorphisme). Alors =, (F|,)

est un Q,—faisceau (lisse) sur le point générique v de T, de rang deg(s).r(F|n,) et de
conducteur de Swan deg(s).s(F | ,).

Maintenant, si T’ = Spec(k{ =’ }), mum de Iuniformisante =’ et si
FO G > G,
est la transformation de Fourier locale définie en (2.4) (on a fixé ¢ : F, -Q5,cf. (0.2),
on peut former, pour chaque s €S, le G’-module
F Oz, (F | n,))
de rang deg(s) (r(F|»,) + s(F|»,)) et de conducteur de Swan deg(s).s(F |n,)
(cf. (2.4.3) (i) b)).
Lemme (3.4.1.2). — La puissance extérieure maximale
det(F*<(x,,(F | 1,)))

de FO°)(r, (F | n,)) est un G'-module de rang 1 modérément ramifié.

25
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Prewve. — On a det(F">(x,,(F | n,))) € 9}, ,; et donc le lemme résulte aussitot
de (2.1.2.6).

Soit enfin A’ = Spec(k[x']) la droite vectorielle duale de A et «': A’ < D’ sa
compactification naturelle (D’ = A’ U{’}); on a un k-morphisme

T >D, ' 1 ‘
qui induit un isomorphisme =’ :T" 3 D(g,,. Pour chaque G-module V, le G’-module
de rang 1, det(F*="(V)), admet un prolongement canonique en un Q ,-faisceau

lisse de rang 1 sur A’ —{ 0’ } qui est modérément ramifié en 0’ (et en ') (cf. (2.2.2.1)).
On notera

(3.4.1.3) det(F©*(V)).
le Gal(k/k)-module de rang 1 fibre de ce prolongement canonique au point géométrlque T

de A’ (I'cA'(k) = k).

Théoréme (3.4.2). — Pour tout sous-ensemble fini S C | A | de complémentaire U dans A
et pour tout Q ~faisceau lisse F sur U qui vérifie (3.4.1.1), on a un isomorphisme de Gal(k/k)-
modules de rang 1
_ det(RT,(U®, %, F) [1]) ®det(F5(— 1)) ~ a@g det(F = (rx, (F|n,)))
JSonctoriel en F.

Remarques (3.4.2.1). — Pour tout K e ob D¥(Spec(k), Q,), on a posé
det(K) = ‘§>z det(#(K))® '
")
et ’ det(V) = AV
pour tout Gal(%/k)-module V.

(3.4.2.2) Bien qu’il ne soit pas vrai en général que chacun des G’-modules
det(F > (x,,(F | 9,))) soit séparément non ramifié, on verra au cours de la démons-
tration de (3.4.2) que

& det(F©>)(x,,(F | 1,)

sES

est un G’-module non ramifié, de sorte que le second membre de la formule (3.4.2)
est indépendant du choix de =’ et par conséquent de la coordonnée affine x sur A.

Preuve de (3.4.2). — Considérons le transformé de Fourier global
K’ := Z(j, F[1]) e ob Perv(A’, Q)
du Q -faisceau pervers j, F[1] sur A (cf. (1.3.2.3)). On sait, d'aprés (2.3.1.3) (i),

que
K'|A"—{0}=FTl],
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ot F’ est un Q,-faisceau lisse sur A’ —{0’}. De plus, d’aprés (2.3.2), (2.4.2.1) et
(2.5.3.1) (i), on a la suite exacte ¢anonique ’

0 >#"1(K;) ——>F_'.°, -F (—1) -#°(K,) =0,
avec K = RT,(U®, %, F) [2] |

par changement de base propre, et on a, d’aprés (2 3.3.1), (2 4.2.1) (111) et (2.4.3)
(iii) b), un 1somorphlsme canonique

63 Indg;x o RT1O, (T (0, K) ® Z(x.4) [1])g =,

(avec les notations de loc. cit.). En outre, sur s X, A X, A’, on a canoniqucment
Px.x) = P((x —s).2)® g(s.x’) .
(cf (l 1.3.2)), de sorte que
R™? @, ,(pr*(e, K) ® L(x.x") (1D =
P(s.x )5, @RT1 O (pri(e, K)® L((x — 9).2) [ g,)-
On déduit alors des résultats précédents que la puissance extérieure maximale de F’,
det(F’), qui est un Q,—falsceau lisse de rang 1 sur A" — {0’ }, a les propriétés su1vantes

a) det(F’) est non ramifié¢ en 0’ i.e. j, det(F’) est un Q,—fa,lsccau lisse sur A’ (oil
JtA"— {0 }> A’ est linclusion), et (j. det(F’))o, est canomquement 1somorphc
au Q-espace vectoriel de rang 1

det(RT,(U ®, E, F) [1]) ® det(F(— 1)),
b) La monodromie de det(F’) en oo’ est donnée par l’isomorphisme canonique
det(F);,, = L(p.x);,, © ) det(FO=(m, (F| 1))
ou l'on ;1 posé |

= X a,(5,F).tr(s) ek
sES
avec tr(s) = 2 _s ek
¢ € Homy(k{#), ¥

(on rappelle que

s® k= _ 5
t € Homg(k 8), k)

Par suite, le Q,—faisceau lisse de rang 1
L(— 8;.x") ®j, det(F’)
sur A’ a pour monodromie a I'infini

'@s det(F = (m,,(F | n,)))



196 G. LAUMON

et donc est modérément ramifié a Pinfini d’aprés (3.4.1.2). Comme tout Q -faisceau
lisse sur A}, qui est modérément ramifié & Dinfini, est en fait géométriquement constant
et que 'on a canoniquement

L(— 8 x)5 2 Q,
(cf. (1.1.3.1)), il suit de ce qui précéde que
® det(F=(m(F | 1))

est un G_-module non ramifié et que, en tant que Gal(k/k)-module, il est canonique-
ment isomorphe a

det(RT,(U ®, %, F) [1]) ® det(F4(— 1)).

D’ou la conclusion.

(8.5) Interprétation cohomologique des constantes locales et fin de la preuve de la formule
du produit pour (X, K).

‘ (3.5.1) Soient T et T’ deux traits henséliens d’égale caractéristique p, & corps
résiduel £ D F, fini, munis d’uniformisantes = et =’ respectivement; on considére la trans-
formation de Fourier locale

FO 1 G > Gy
définie en (2.4) (relative au caractére ¢ fixé en (0.2)).
Pour tout V eob %, on dispose alors de deux nombres ¢-adiques
a) La constante locale modifiée (cf. (3.1.5))
(T, V, drn) €eQF,
b) Lavaleur en =’ € K;f du caractére de K} déduit de det(F*>"(V)) via ’homo-
morphisme de réciprocité ig, : K — G (cf. (3.1.4)) que 'on notera simplement

det(F (V) (x) € Q.

On a alors Pinterprétation cohomologique suivante des constantes locales :

Théoréme (3.5.1.1). — Pour tout G-module V,
&(T, V, dn) = (— 1)V +V det(F©2"(V)) ().

(3.5.2) Admettons provisoirement (3.5.1.1) et terminons la preuve de la for-
mule du produit pour (X, K). D’aprés (3.3.2), il suffit de démontrer le théoréme
(3.3.1.2). Or on a montré Iexistence d’un isomorphisme canonique de Gal(%/F)-
module de rang 1

det(RT(U @, &, F) [1]) @ det(Fo(— 1)) = @ det(F = (m, (F | 1,)))n
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(cf. (3.4.2)) et on a
— X (U@, B F) + r(Fz) = 3 deg(s).a,(/, F)

(cf. (2.2.1.2)), de sorte que
det(— Frob,, RT (U ®, £, F))~* ¢" det(— Frob,, F5)
= II (— 1)t tr(Frob,, det(F = (r,,(F | n,)))w)-

sES
Il suffit donc de montrer que, pour tout s €S, on a
&(Diys F | 1,5 0 | Dyyy)
= (— 1)@ sD tr(Frob,, det(F="(x,,(F | ,)))x).
Or, &(Diys F | 0,5 0 | Dyyy) = &(T, 7, (F | m,), — dr)
(d’aprés (3.1.5.4) (iv), il suffit de vérifier cette formule pour F |1, =Q ; dans ce
cas, le premier membre de la formule vaut trivialement — 1 et le second membre se
calcule par (3.1.5.6)); par suite, pour achever la preuve de (3.3.1.2), il suffit d’appli-
quer (3.5.1.1) et le lemme suivant :
Lemme (3.5.2.1). — Pour tout G'-module V' de rang 1 et modérément ramifié, on a
tr(Frob,, V,,) = V'(— =) ’
ot V., est la fibre en 1' du prolongement canonique de w,V' (n': T — Dy, #' > 1/x") en
un Q faisceau lisse de rang 1 sur A’ —{ 0’} qui est modérément ramifié en 0’ (cf. (2.2.2.1))
et ot V'(— ') est la valeur en — w' € Kj5 du caractére de K[ déduit de V' par I’homomor-
phisme de réciprocité iy, : K3 — G (cf. (3.1.4)). ‘
Preuve. — Par ’homomorphisme de réciprocité global pour K = F (x),
i : AX[K* - Gal(K/K)®,
le prolongement canonique induit un caractére y : AX/K* - Q5 tel que %(0X) =1,

pour tout s’ e |A’| — {0}, x(1 + my) = 1, x(1 + m,) =letx(— (1/%") o) = V(— =)
(on a noté (—), le plongement de K* dans K}). Or
= —x)= 1l 1 —%),
L=yl =#) = IL (=)
et (1 —#)) =1, VselA|—{1}
x((1 — #")y) = tr(Frob,, Vy,)
21— #) ) = (= (1/x")) "

(puisque 1 — &' = — (1 — (1/x")) (1/%")"1), d’ou le lemme.



198 G. LAUMON

(3.5.3) Preuve de (3.5.1.1).
(83.5.8.1) Cas on 'V est modérément ramifié.

On peut supposer V irréductible : les deux membres de la formule & démontrer
sont multiplicatifs sur les suites exactes courtes en V (cf. (3.1.5.7) et (2.4.3) (i) a)).

On peut supposer V de rang 1. En effet, tout G-module irréductible modérément
ramifi¢ est de la forme Jy. V1 pour k; une extension finie séparable de  contenue dans Z,
pour f: T; = T ®,k; — T le morphisme non ramifié de traits correspondant et pour V,
un G;-module modérément ramifié de rang 1 (f, : 0, = n®, k; — n et G; = Gal(y/n,)).
Or, si ! est uniformisante de T, induite par =, on a

&o(T, V, dn) = ¢o(Ty, V3, dr;)

(d’apres (3.1.5.4) (iv), il suffit de vérifier cette formule pour V, = Q,; dans ce cas,
les deux membres de la formule valent — 1 : trivialement pour le second et d’aprés
(3.1.5.6) pour le premier) et on a, avec des notations évidentes,

FONV) o fr, FO V),

ou f': T, =T ®,k — T est la projection canonique (cf. [SGA 7] XIII (2 1.7. l)),
de sorte que

det(# ‘°'°°"(V)) (m) = (= 1)"“""_1 det(F % =0(V))) (m}),
ou ; est 'uniformisante de T, induite par =’. D’01‘1 Passertion, puisque 7(V) = [k, : k],
r(Vl) =1 et s(V) =s(V,) =0. _
~ On peut supposer V de la forme V = A, (m) pour un caractére y:k* - Qjf
(les notations sont celles de (2.5.3.1)).. En effet, tout G-module modérément ramifi¢

de rang 1 est de la forme V =V, ® w pour un y : k% —>Q, et pour un G-module non
ramifié de rang 1, W. Or .

(T, V, ® W, dr) = det(W) (x).¢,(T, V,, dr)
(cf. (3.1.5.6)) et |
| FONV @W) x FON(V)@ W,
ol W’ est 'unique G’-module non ramifié de rang 1 correspondant au méme Gal(k/k)-
module que W, de sorte que

det(F©=U(V, ®W)) (n') = dct( ) (m) .det(F@>(V,)) (x')
(r(F©=(V,)) =1, d’aprés (2.5.3.1)). D’otx Passertion.

Plagons-nous donc dans le cas V =V,. Alors, d’aprés (2.5.3.1), on a, pour
¥, trivial,

FOV) =Q
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et, pour y non trivial,

FONV ) =V, ®G(x, )
(avec les notations de loc. cit.).v Or

—1 si y est trivial

T, V., dr) =

(T Var dr) =1 (— 1) S 3(@) Ga(a) sinon
aEk*

ol ¢, =14¢o Trk,l,p : en effet, compte tenu de (3.1.5.4) (v), il suffit de remarquer que
le caracttre ¥ :K; —>QF induit par V., zia ’homomorphisme de réciprocité
i, K — G* (cf. (3.1.4)) est donné par les formules
Y(a) = x~a) siaek*CK
xm) =x(—1)
21 +m) ={1}
(on applique la théorie du corps de classes abélien globale au Q ,-faisceau de Kummer " X

sur G,, ;; les détails sont laissés au lecteur). Par suite, (3.5.1.1), pour V.=V, , est
trivial, si y est trivial, et résulte de la formule des traces de Grothendieck

tr(Frob,, G(x, 9)) = — I 2(a) dula),
si y est non trivial (V (n') = x(— 1)).
(8.5.3.2) Cas général.

On peut supposer V irréductible (voir (3.5.3.1)) et donc que le groupe d’inertie
I CG agit a travers un quotient fini (d’aprés le théoréme de monodromie de Grothen-
dieck ([SGA 7] I et [De 4] (1.7)), un sous-groupe ouvert I, CI, qu’on peut supposer
distingué, agit de fagon unipotente; alors VI & 0 et comme V' est I-stable, VI = V),

Soient D la complétion projective naturelle de A = Spec(k[x]), m:m =7, le
k-morphisme qui envoie = sur x/(1 — x) et F le prolongement canonique de =, V a
D —{0,1}: F est un Q,faisceau lisse sur D — {0, 1 } & monodromie géométrique finie,
modérément ramifié en 1 et tel que F|no~ =, V (cf. (2.2.2.2)).

D’apres (3.2.1.7), on a la formule du produit (cf. (3.3.1.2))

det(— Frob,, R[,(A®, & —{0, 1}, F))~! ¢® det(— Frob,, F.)
=& (T, V, — dr).g,(Dy,, F | ny, — dx | D).
D’autre part, d’aprés (3.4.2) et (3.5.2.1), on a
det(— Frob,, RT,(A®, 2 —{0,1}, F))~* ¢"® det(— Frob,, Fy)
= (= )™V det(F (V) (— ). (— 1) det(F* =" (m,, (F | my))) (— 7).
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Or, d’aprés (3.5.3.1), on a
co(Dyys F [0y, — dx | D)) = (— 1) det(F " (m,,(F | ) (— =)
(dx = dmy, o0 m; = x — 1). D’ou le théoréme (3.5.1.1).

(3.8) Constantes locales et transformations de Fourier locales.

(3.6.1) Soient T, T" deux traits henséliens d’égale caractéristique p, a corps
résiduel fini 2 = F, munis d’uniformisantes =, ©’ respectivement, comme au numéro (2.4)
dont on reprend les notations.

Alors, a tout G-module V, on peut associer deux entiers, a savoir sa dimension (V)
sur (_2_, et son conducteur de Swan s(V), et trois nombres ¢-adiques non nuls, & savoir :

(3.6.1.1) Son déterminant 3(V) défini par
3(V) = (= 1)™ det(V) (x) €QJ,

(3.6.1.2) Son signe ¢(V) défini par
o(V) =det(V) (— 1) e{£ 1}CQ}

(3.6.1.3) Sa constante £o(V) définie par
so(V) = (T, V, dr) € Q;
(on a identifié det(V) & un caractére det(V) : K¥ — (_l}‘ via ’homomorphisme de réci-

procité 7 : K — G®, cf. (3.1.4), et (T, V, dr) est la constante locale modifiée de
Deligne, cf. (3.1.5)).

Bien entendu, ces notations valent aussi pour V' e ob ¢’ (on remplace T par T,

n par «’ et V par V).

Théoréme (3.6.2). — (i) Soient V eob & et V' = F©*)N(V), alors on a les formules

suivantes :

a) 3(V') = g(V),
b) o(V') = a(V),
c) (V') = ¢"V 3(V) 77 (V)™
(ii) Soient V eob % o et V' = FO(V), alors on a les formules suivantes :
a) (V) = g™V 8(V)* a(V) 71 g(V) 7Y,
b) s(V') = o(V),
c) (V) = ¢"" a(V) 3(V).
(iii) Soient V €ob &), o et V' = F= V), alors on a les formules suivantes :
a) (V') = ¢V 3(V)7*a(V) &(V),
b) o(V') = o(V),

c) (V') = ¢V TV §(V) 70 go(V)™
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Preyve. — Remarquons tout d’abord qu’il suffit de démontrer les assertions (i) a),
(ii) a) et (iii) a). En effet, les formules (i) b), (ii) b) et (iii) b) s’en déduisent en échan-
geant ® en — 7w et donc ©’ en — =’ (§(V) et §(V’) sont transformés en o(V) 3(V) et
6(V’) 3(V’) respectivement alors que &,(V) est transformé en o(V) g,(V), cf. (3.1.5.5)).
D’autre part, les formules (i) c), (ii) c) et (iii) c) se déduisent des formules (i) a), (ii) a)
et (iii) a), compte tenu des propriétés « d’involutivité » des transformations de Fourier
locales (cf. (2.4.3) (i) c), (ii) c) et (iii) c)); les détails sont laissés au lecteur.
La formule (i) a) n’est autre que (3.5.1.1) puisque r(V') =1r(V) 4 s(V)
(cf. (2.4.3) (i) b)).
Prouvons maintenant (ii) a). Nous utiliserons un argument global. Soient
A = Spec(k[x]) et F un Q,faisceau lisse sur A —{0} tel que
w(F|n,) 2V
ol T:N >7,, n> 1/x =7, (un tel F existe d’aprés (2.2.2.2); nous ne supposons
pas F modérément ramifié en O car c’est inutile pour notre argument). On note
j:A —{0} A Pinclusion et K’ le Q,-faisceau pervers sur A’ = Spec(k[x']) trans-
formé de Fourier de j, F[1] (cf. (1.4) pour les notations). D’aprés (2.3.2) et (2.4.2.1) (ii),
on a un triangle distingué dans D¥(n,., Q)
K: — K'io, —mx, V[1] -
ot n':n =y, ® & = m,. Par suite, puisque
K; = RT,(A®,F — {0}, F) [2]
(changement de base propre), on a I’égalité
3(V') = (— 1)V det(Frob,, RT,(A®, &k — {0}, F)) (det(K5 ) (my)) "
D’autre part, la formule du produit (3.2.1.1) étant maintenant démontrée, on peut
P’appliquer & notre situation (X = D, w = dx et K = «, 7, F) et on obtient la formule
det(— Frob,, R[',(A®, %2 — {0}, F) [1])
dr,
= ¢ ¢)(Digys F | g, dy) .5, (D(oo)a Fl9e, — ‘1;2_)’
ou w, = x. Comme
Xc(A®kE _{6}, F) = - S(F l 710) - S(V)a
d’aprés (2.2.1.2), que r(F) = r(V), que
&o(Dioys F | 5 dmg) = (— l)f(Flno)+a(F|no) det(F*="(F [ 1)) (Ter)
ol m, = 1/x et ot F*»®) est la transformation de Fourier locale de (D, w,) a
(Diwy> Tor)s d’aprés (3.5.1.1), et que

dr,

&) (D(oo)’ F I News — —1—:2_) = q_zf(w 8(Vv)—z G(V> eo(v)

26
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d’aprés (3.1.5.5), on en déduit que
B det(Frob,, RT,(A®,k — {0}, F))
= (= 1) P7V gV §(V)?a(V) 7" &(V) T (det(F =(F | m)) (mo)) 7
Par conséquent, pour achever la preuve de (ii) a), il ne reste plus qu’a démontrer
’égalité
det(F©=(F | m)) (me) = (det(K7,) (my)) !

(onar(V’') =17(V) — s(V) d’apres (2.4.3) (ii) b)). Or, onsaitque K’ | A’ —{ 0"} = F'[1]
pour un Q -faisceau lisse F’ sur A’ — { 0’ }(cf. (2.3.1.3) (i) et que
B, = #07F ),

n

d’apres (2.3.3.1), (2.4.2.1) et (2.4.3) (iii) b). Par suite, I’égalité qu’il reste & démon-
trer se réécrit

(det(F)z,) (mw) = (det(F')5,,) (7o)

ot det(F’) est maintenant un Q ,faisceau lisse sur A’ — {0’ }. Cette derniére formule

résulte du corps de classes abélien : en effet, si K = k(x’) et si x: AX/K >QJ est le
caractére déduit de det(F’) via ’homomorphisme de réciprocité i : AX/K — Gal(K/K)*®
(cf. (3.1.4)),0ona

1= x((¥) ) = x(me) - x(1mwr)s

s'e ID I
ou (—), est le plongement de K* dans K} pour tout s’ € | D’ |. Ceci achéve la preuve
de (ii) a).
Prouvons finalement (iii) a). De nouveau, nous utiliserons un argument global.
Soient A = Spec(k[x]) et F un Q ,-faisceau lisse sur A — {0} tel que

(F [9,) 2V

ol min >v,, nP ljx =n_ (un tel F existe d’aprés (2.2.2.2) et, comme dans la
preuve de (ii) a), nous ne supposons pas F modérément ramifi¢ en 0). On note
J:A — {0}~ A Pinclusion et K’ le Q,—faisceau pervers sur A’ = Spec(k[x’]) trans-
formé de Fourier de j, F[1] (cf. (1.4) pour les notations). D’apreés (2.3.3.1) et (2 4.2.1),
on a canoniquement

K. = m V[1]®F%=UF |y, [1],
ou'n :m >N, © b 1/x =mx, et ol F**) est la transformation de Fourier locale

de (D), 7)) & (Drys ) (o = %). De plus, on sait que K’ = F'[1] pour un Q ,-faisceau
lisse F’ sur A’ (cf. (2.3.1.3) (ii)), avec

F, = RT,(A®k — {0}, F) [1]
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(théoréme de changement de base propre). Par suite

(det(F)z,,) (7o) = (= 1)7"7 8(V") det(F© =) F | np)) (ro;,)
et (det(F")z,,) (my) = det(Frob,, RT (A®,k — {0}, F))~*
Comme

co(Diys F | 1y, dmg) = (— 1) 1w+ 5T 1) det(F =)(F | m,)) (regy1),

d’apres (3.5.1.1), que 7(F | ny) = (V) et que r(V’) = s(V) — r(V) (cf. (2.4.3) (iii) b)),
la premiére des formules ci-dessus se réécrit

(det(F')z_ ) (me) = (= 1)7*W =T §(V") &y(Dyy, F |y, dey).

Neo'
D’autre part, la formule du produit (3.2.1.1) étant maintenant démontrée, on peut
Pappliquer & notre situation (X =D, o = dx et K = «,j, F) et on obtient
det(— Frob,, RT,(A®, k2 — {0}, F) [1])

dr,
= g™ eo(Dw)a F | o, A1) - €, (D(w)’ F | Nwos — Tt:z—)’

@

ou m, = l/x. Comme
L(A®k — {0}, F) = — s(F | me) — s(V),
d’apreés (2.2.1.2), que 7(F) = r(V) et que

d

“ (D F | N, — %) = ¢V 3(V) 2 o(V) gy(V),

d’aprés (3.1.5.5), la seconde formule ci-dessus se réécrit

(det(F")z,,) (my)
= (— 1)7 W=l =1 §(V) =2 6(V) £(V) &(Digy> F | Mg5 d7,)-
On conclut la preuve de (iii) a) et donc du théoréme (3.6.2) en remarquant que I’argu-

ment de corps de classes abélien dégagé a la fin de la preuve de (ii) a) implique ici aussi
que

(det(F)z,,) (7) = (det(F')5_,) (ma).

4. Une autre démonstration du théoréme principal de Deligne dans « La
conjecture de Weil. II »

(4.1) Rappel de Pénoncé ([De 4]).

(4.1.1) Fixons un isomorphisme de corps +:Q,~ C et notons | | la valeur
absolue usuelle de C (| z | = (z.2)"?).
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Définition (4.1.2). — Soient X un schéma de type fini sur ¥,. Un Q ,faisceau lisse F
sur X est dit «pur s’tl existe un nombre réel w tel que, pour tout point fermé x de X et toute valeur
propre o de Frob, agissant sur F (cf. (0.9)), on ait

| la) | = g
le nombre réel w est alors appelé le v~poids de F.

En particulier, un Gal(%/F,)-module H est dit -pur de t-poids » & R si, pour toute
valeur propre « de Frob, agissant sur H on a | u(a) | = ¢"2
Rappelons I’énoncé du théoréme principal de Deligne ([De 4] (3.2.3)) :

Théoréme (4.1.3) (Deligne). — Soient X une courbe projective et lisse sur F, j: U > X

un ouvert dense et ¥ un Q ~faisceau lisse et v-pur de -poids w € Z sur U. Alors le Gal(k[F)-
module H'(X ®e, k,j, F) est v-pur de v-poids w + i pour tout entier i.

Rappelons aussi que ce résultat entraine la partie suivante des conjectures de
Weil ([De4] (3.3.9)) :

Corollaire (4.1.3.1) (Deligne). — Soit X une variété propre et lisse sur F,. Pour chaque
entier i, le polyndme caractéristique det(t — Frob,, H(X ®p, %, Q) est & coefficients entiers
et indépendants de ¢ (¢ + p). Les racines complexes o« de ce polyndme sont de valeur absolue

Le but de cette partie IV est de donner une autre démonstration de (4.1.3) en
utilisant la transformation de Fourier-Deligne.

(4.2) Un critére de pureté et monodromie locale des Q ,~faisceaux purs : rappels ([De 4]).
Nous utiliserons de maniére essentielle deux outils dus a Deligne.

(4.2.1) Le premier (et le plus profond) est un critére de pureté qui est prouvé
et utilisé par Deligne aussi bien dans « La conjecture de Weil. I » ([De 3] (3.2)) que
dans « La conjecture de Weil. II » ([De 4] (1.5.1)).

Définition (4.2.1.1). — Soient X un schéma de type fint sur ¥ . Un Q,—faisceau lisse F
sur X est dit v-réel si, pour tout point fermé x de X, le polynome

vdet(l — ¢ Frob,, F) e C[{]

est a coefficients réels.

Remarque (4.2.1.2). — Tout Q,—faisceau lisse F, qui est «-pur de t-poids entier w,

est facteur direct d’un Q faisceau lisse w-réel, & savoir F® FY(— w).
Réciproquement ([De 4] (1.5.1)) :
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Théoréme (4.2.1.3) (Deligne). — Les sous-quotients lisses irréductibles de tout Q,—fais-
ceau lisse v-réel sur une courbe lisse et géométriquement connexe sur F, sont w-purs.

(4.2.2) Le deuxiéme de ces outils est ’étude de la monodromie locale des
Q faisceaux t-purs sur les courbes faites par Deligne dans [De 4] (1.8). Nous utilise-
rons plus précisément les résultats suivants :

Lemme (4.2.2.1) (Deligne). — Soient X une courbe lisse et géométriquement connexe
sur ¥ et j: U< X un ouvert dense, complément d’un ensemble fini S de points fermés de X. Si

F est un Q -faisceau lisse v-pur de -poids w € R sur U, alors, pour tout s € S et pour toute valeur
propre o« de Frob, agissant sur (j, F); (resp. (R'j, F);), on a Pestimation
|4(o) | & g
(resp. I l.(a) | > ydes(a)(w+2)/2)_
Preuve. — La partie relative a (7, F); n’est autre que [De 4] (1.8.1); la partie
relative & (R'j, F); résulte de celle relative a (j, F); et de la dualité locale ([SGA 5] I 5)

qui fournit un accouplement parfait
(jt F); ® (let F); —»QI(— 1)‘

Lemme (4.2.2.2) (Deligne). — Soient X,j5: U< X et S comme dans (4.2.2.1).

Fixons un point s €S. 8i F est un Q ,~faisceau lisse w-pur de v-poids w € R sur U tel que Paction
de 1, sur F; soit unipotente d’échelon 2, i.e. que 1, agisse trivialement sur le quotient

Fa /F%,

alors, pour toute valeur propre « de Frob, agissant sur ce quotient, on a

I L(o() | —_ qdec(n)(w+1)/2.
Preuve. — 11 s’agit d’un cas particulier de [De 4] (1.8.4).

Lemme (4.2.2.3) (Deligne). — Sotent X, j: U X et S comme dans (4.2.2.1).
Si F est un Q -faisceau lisse ~pur de v-poids w € Z, alors, pour tout x €| X |, on a
vdet(1 — ¢ Frob,, j,(F ® F(— w))) e R[¢].

Preuve. — Pour x ¢ S, c’est la remarque (4.2.1.2). Pour x €S, cela résulte de
[De 4] (1.8.4) et (1.6.14). En effet, avec les notations de loc. cit., P(F;) est -pur
de w-poids w — 7 et
P(F5) = B(F5)"();

donc, si a est valeur propre de Frob, agissant sur (j, F);, il existe un entier > 0 tel
que | t(a) | = 2@ =2 et que o g2 —9 soit valeur propre de Frob, agissant sur
(J, F(— w));; d’ott la conclusion puisque

ot PR =) = (),
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(4.3) Réductions.
(4.3.1) Le théoréme (4.1.3) admet le corollaire suivant :

Corollaire (4.3.1.1). — Sotent A = Spec(F [x]) une droite vectorielle sur F,j: U < A

un ouvert dense et F un Q,—faisceau lisse v-pur de v~poids w € Z sur U. On suppose en outre que
F est irréductible, non ramifié & Pinfint (cf. (3.3.1.1)) et non géométriquement constant. Alors,
pour toute valeur propre o de Frob, agissant sur Hi(A ®e, k, 5, F), on a Destimation

l v.(oc) l < q(w+1)/2.

Preuve. — Si o : A < D est la complétion projective naturellede A (D = Au{®}),
on a la suite exacte courte

0 >F, > HY(A®, £,j,F) > H(D®y £ o,j, F) >0
ou Fa = (atj: F)E'
Or, d’apres (4.1.3), HY(D ®e, k, a,j, F) est i-pur de w-poids w + 1 et, d’apreés (4.2.2.1),

pour toute valeur propre « de Frob, agissant sur F, on a | 1(«) | < ¢ (en fait, on peut
montrer que F est w-pur de w-poids w), d’od la conclusion.

(4.3.2) Réciproquement, on a :
Proposition (4.3.2.1). — Le corollaire (4.3.1.1) implique le théoréme (4.1.3).

Preuve. — On peut supposer X = D en projetant j, F sur D a P’aide d’une fonc-
tion méromorphe non constante f: X — D.

On peut supposer que le point rationnel co € D(F,) est dans U : il suffit de démon-
trer (4.1.3) aprés une quelconque extension finie des scalaires F, — F .
Il suffit alors de vérifier que pour toute valeur propre « de Frob, agissant sur
H{(D ®,, k,j.F) (1 €Z), on a estimation
[ () | < gtoe
en effet, la dualité de Poincaré sur les courbes ([SGA 4 4] [Dualité] et [SGA 5] I) fournit
des accouplements parfaits (: € Z)
H/(D ®; k,j, F) @ H* (D ®y %, j, F) > Q,(— 1).
De plus, comme on a la suite exacte longue de cohomologie
0 - HYA ®p, k,j,F) - H(D ®e, kj, F) > Fg
- Hl(A ®r, k,j, F) - H(D ®c, kj,F) -0
- H3(A ®p, k,j, F) - H}D ®k, kj, F) =0,
il suffit de vérifier la méme estimation pour les valeurs propres « de Frob, agissant sur
H{(A ®p, kj.F) (ieZ).
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On notera encore par j: U< A Pouvert U — {0} de A et par F la restriction
de FaU—{w}

On peut supposer F irréductible. En effet, si on a une suite exacte courte de
Q,—faisceaux lisses sur U

0->F -F—->F'—=>0
avec F -pur de i-poids w € Z, F’ et F” sont aussi t-purs de t-poids w et on a la suite
exacte longue
0>j,F —>j,F>j,F’ SR, F.
Or, d’apres (4.2.2.1), 0 = 0, de sorte que I’on a les suites exactes (¢ € Z)
HYA®y £,j, F') ~Hy(A®y F,j.F) > Hy(A®y Fj, F");
d’ou I’assertion.
Enfin, si F est géométriquement constant de valeur le Gal(%/F,)-module M, on a
Hi(A ®e, kj,F) =0, sii+2
et HY(A®y £j, F) = M(— 1);

d’ol la conclusion dans ce cas.
Le théoréme (4.1.3) résulte donc bien de son corollaire (4.3.1.1).

(4.4) Preuve du corollaire (4.3.1.1) & Paide de la transformation de Fourier-Deligne.

Considérons la transformation de Fourier-Deligne % de A vers A’ = Spec(F [+'])
relative au caractére ¢ fixé en (0.2) (cf. (1.4)). D’apres (1.4.2.1) (ii) et (2.3.1.3) (i),
on a

F(4. F1]) =4 F1],
ott j': A’ — {0 }> A’ est Pinclusion et ot F’ est un Q,faisceau lisse irréductible
sur A’ —{0"}.
De plus, d’aprés (2.3.2), (2.4.2.1) (ii), (2.5.3.1) (i) et le théoréme de change-

ment de base propre, la monodromie de F’ en 0’ est décrite par la suite exacte de
G,-modules

0 —>H10(A®Fq k. F) »F%O, —-F;(—1) -0,

ou I, agit trivialement sur Hj(A ®k, k7, F) et F(— 1) (G, agit donc a travers
Gal(k[F,) sur ces espaces) et ol

(F;, ) = H(A 0y 1. T
(on a en effet ‘
F(F |n) =F;® f“"’"’"((_lc) =Fg5(—1)

si F* 9 est la transformation de Fourier locale de (D, 1/x) vers (Dg,, x')).
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Par suite, si ’on sait par ailleurs que F’ est t-pur d’un certain t-poids ' e R, on
est dans les conditions d’application de (4.2.2.2) :

Fo, [(F5,)% =Fg(— 1)

est t-pur de t-poids w’ + 1. Or, d’aprés (4.2.2.1) (appliqué a F et & FV), F est -pur
de -poids w, par suite

w=w-+1

et on achéve la preuve de (4.3.1.1) par une derniére application de (4.2.2.1).

Il suffit donc de démontrer que F’ est w-pur ou encore, en utilisant le critére de
pureté (4.2.1.3), que F est constituant d’un Q -faisceau lisse t-réel G’ sur A’ — {0’ }.
Or on dispose d’un candidat naturel pour G’ : #(j, F[1]) est facteur direct de

Fy(j.(F @ F(— w)) [1]) ® F (4 (F O F(— w)) [1])
et ce dernier Q,—faisceau pervers est de la forme

J. Gl
pour un Q faisceau lisse G’ sur A’ —{0’}, d’aprés (1.4.2.1) (ii) et (2.3.1.3) (i).
I1 suffit donc maintenant de démontrer que ce G’ est t-réel : en effet, comme F’ est irré-
ductible et que F’ est facteur direct de G’, on aura terminé.

Or l’interprétation cohomologique des fonctions L due & Grothendieck (et rap-
pelée en (3.1)) donne, pour tout x' €| A’ | — {0}, la formule du produit

, 1
L det(l — ¢ FrObz', G ) = eEl Algkk(z')l Q‘t’z,(td&(z)) Q%—,;’(td&‘(m)) ’
ou o () = P (t(tryym, (x.4)))
et P,(1) = tdet(l — ¢ Frob,, j,(F ® F(— )))

(on a k(x) D k(x") D F,). Comme P,(¢) e R[t], pour tout x €| A |, d’aprés (4.2.2.3),
on en déduit que

vdet(l — ¢ Frob,., G') e R[],

pour tout x'e|A’| —{0"}, et le corollaire (4.3.1.1).
Ceci achéve notre démonstration du théoréme (4.1.3) (cf. (4.3.2.1)).
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