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CRITERES POUR L’INDEPENDANCE ALGEBRIQUE
par Patrice PHILIPPON

INTRODUCTION

C’est E. Borel qui en 1899 introduisit le premier le résultant de deux polynémes
en une variable dans I’étude des nombres transcendants. Mais c’est A. O. Gel’fond
qui en 1949 en montra toute la puissance pour les questions d’indépendance algébrique
lorsqu’il généralisa la méthode qui lui avait permis de résoudre, parallélement a
T. Schneider, le septi¢eme probléme de Hilbert, pour démontrer qu’au moins deux des
-1 o0 « est algébrique distinct de o, 1 et B algébrique de degré
d> 3 sur Q, sont algébriquement indépendants sur Q. Lorsque 4 = g il montrait ainsi
'indépendance algébrique sur Q des nombres «f, a® résolvant le cas d =3 de la
conjecture, dite, depuis lors, de Gel’fond-Schneider (cf. [G] et [S]), qui demande d’établir
Iindépendance algébrique sur Q des nombres «f, . .., «® " avec « et  comme ci-dessus.
Cette méthode de Gel’fond, pour I'indépendance algébrique, repose sur un critére de
transcendance, dit lui aussi de Gel’fond, dont la démonstration fait intervenir de fagon
essentielle le résultant de deux polyndémes en une variable, et que nous rappelons dans
le corollaire suivant sous une forme raffinée obtenue indépendamment par W. D. Browna-
well et M. Waldschmidt en 1971 (cf. [B] par exemple).

nombres o, ..., «

Corollaire (0.x) (critére de Gel’fond). — On note d° P et t(P) le degré et la somme du
degré et du maximum des logarithmes des valeurs absolues des coefficients du polynsme P de Z[X].
Sotent 0 € C et v, § deux fonctions croissantes de N dans N* tendant vers Uinfini. Si Gg est un
nombre réel suffisamment grand (indépendant de 0, <, 8), il n’existe pas de suite (Py)ycn de
polynémes de Z[X] telle que pour tout N e N on ait t(Py) < t(N), d°Py< 3(N) et

0 < | Py(0)] < exp[— Co=(N + 1) S(N + 1)].

N.B. — Ce corollaire, ainsi que les autres énoncés formulés dans cette introduction
seront déduits au § 2 de la seconde partie de cet article, d’un théoréme appelé « critére
principal ». Ces énoncés ne sont pas toujours donnés dans cette introduction sous la
forme optimale établie par leurs auteurs.
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La méthode de Gel’fond a connu de nombreux développements, par exemple
W. D. Brownawell a étendu le domaine d’application du critére de Gel’fond en substi-
tuant au corps de base Q un corps quelconque de type de transcendance fini (au sens
de S. Lang); voir [B] pour plus de détails et aussi [C], § 1, pour plus de théorémes.

C’est surtout G. V. Choodnovsky qui, & partir des années 1974-1976, s’est attaché
a faire progresser les travaux sur la conjecture de Gel’fond-Schneider. Il propose ainsi
que le degré de transcendance sur Q du corps Q (e, ..., a* "), avec « et B comme
plus haut, soit au moins [logy(d + 1)] (o0 [ ] désigne la partie entitre et log, le
logarithme en base deux). Parallélement, il énonce un critére d’indépendance algébrique
pour des polynémes en plusieurs variables, dont E. Reyssat a démontré dans [R] une
version améliorée que nous écrivons comme suit :

Corollaire (0.2) (critére de Choodnovsky-Reyssat). — Soient 6y, ...,0,€C et 3 un

n

nombre réel > 2" et ay, a, deux nombres réels vérifiant o < ay < a, < a, . 1l nexiste

2" —
pas de suite (Py)ysy, de polynsmes de Z[X,, ..., X,] telle que pour tout N > N, on ait
exp(— N**%) <[Py(6;, ..., 0,)| <exp(— N"*%).

Remarques. — Nous démontrerons ce corollaire pour tout nombre réel n > n 4+ 1,
ce qui améliore de fagon, semble-t-il, optimale le critére de Choodnovsky-Reyssat et
nous permet d’énoncer le théoréme suivant sur la conjecture de Gel’fond-Schneider.
Remarquons auparavant qu’un énoncé similaire au corollaire (0.2) avec la condition
N> n+ 1 avait déja été proposé, sans démonstration, par G. V. Choodnovsky (cf. [C],
Prop. (5.1)).

Théoréme (0.3). — Soient o un nombre algébrique distinct de o, 1 et B algébrique de degré
d> 2 sur Q. Alors au moins [d|2] des nombres of, . . ., o;"d“l sont algébriquement indépendants.

Notons que ce résultat général n’est pas assez fin pour contenir dans le cas d = 3
celui de Gel’fond. Nous établirons ce théoréme au § 2 de la seconde partie comme
corollaire d’un théoréme de minorations de degrés de transcendance plus général.

En 1977, Y. V. Nesterenko introduit dans [N1], et pour la premiére fois dans
Pétude des nombres transcendants, les techniques de U-élimination a la Kronecker.
Nous avons déja largement utilisé dans [P2] ces techniques pour étudier certains pro-
blémes d’indépendance algébrique sur les variétés abéliennes (analogues de la conjecture
de Gel’fond-Schneider et du théoréme de Lindemann-Weierstrass) et y avons démontré
un critere d’indépendance algébrique généralisant un énoncé antérieur de R. Dvor-
nicich (cf. [D], th. 1). Nous mentionnons ce critere de [P2] sous une forme simplifiée.

Corollaire (0.4). — Sotent 0,, ...,0, € C et Cy un nombre réel suffisamment grand en
Sonction de n. Il nexiste pas de suite (Iy = (P x, ..., Pu,n))npy, @'idéaux homogénes
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de Z[X,, ..., X,] dont la variété des zéros dans Despace projectif P,(C) soit de dimension zéro,
telle que pour tout N > Ny et tout 1 =1,...,m(N) on ait ¢(P,5) < N et

o< lsr{lsa';f(N){lpi,N(I’ 019 ceey en)l}< exp(— Co N"+1)'

Y. V. Nesterenko a lui-méme appliqué, dans [N3], les méthodes de [N1] au pro-
bléme de Gel'fond-Schneider oui il démontre le résultat proposé par Choodnovsky, et
plus récemment dans [N2] pour ’étude des problémes de mesures d’indépendance algé-
brique (voir également [C], § 2, pour une autre approche de ce type de problémes).

En 1983, M. Waldschmidt et Zhu Yao Chen ont interprété dans [WZ] la condition
de minoration du critére de Choodnovsky-Reyssat, ce qui les a conduit & un énoncé
du style suivant : ‘

Corollaire (0.5). — Sotent (0,, ...,0,) € C" et v un nombre réel > 2" et C, un nombre
réel suffisamment grand en fonction de n. Il wexiste pas de suite ((Pyy, ..., Ppyn))npy,
de familles de polyndmes de Z[X,, ..., X,] telle que pour tout N > N, et tout
i=1,...,m(N) on at P, x)<N, et que pour tout (z,...,2,)ecC" tel que
max {|z; — 6;|} < exp(— 3Cy, N") on ait

1<i<n
o< P; x(215 - - -5 2,)|} < exp(— Cy N™).

ISI?g(N){l

Remarques. — Le véritable critere de Waldschmidt-Zhu (cf. [WZ]) est plus fort
car il ne demande d’imposer ’encadrement que pour les n-uplets (z, .. ., 2,) €C"
tels que 2z = 0,. Ceci fait que le vrai critetre de Waldschmidt-Zhu entraine a la fois
celui de Gel’fond et celui de Choodnovsky (cf. [C], Prop. (1.7)), alors que celui de
Choodnovsky n’implique pas celui de Gel’fond. Nous établirons le corollaire (0.5)
avec la borne meilleure % > n + 1 mais nous ne sommes pas parvenus a nous ramener
a ’hypothése 2z, = 0, du vrai critere de Waldschmidt-Zhu. L’interprétation et Pétude
de ce type de condition, qui est peut-étre a rapprocher dans le cas » = 2 de la condi-
tion (c) du théoréme 2 de [D], nous semblent intéressantes. Il faut encore men-
tionner que Zhu Yao Chen avait déja établi le corollaire (0.5) avec la condition
0> 22 4 1/3).

Dans cet article nous démontrons un critére d’indépendance algébrique englobant
et généralisant (aux exceptions pres, déja mentionnées) les critéres précédents. La philo-
sophie de ce critére peut étre mieux appréhendée sur le corollaire simplifié suivant :

Corollaire (0.6). — Soient 6 = (0,, ...,0,) e C* et o un nombre réel>n + 1
et Co un nombre réel suffisamment grand en fonction de n. Il nlexiste pas de suite
(Iy = (Py,n5 - - -5 Pupwy, ) )nmn, dtdéaux de Z[X,, ..., X,] dont Uensemble des zéros dans
la boule B(0, exp(— 3Cy N")) de C" soit de cardinal fini et telle que pour tout N > N, et
tout i =1,...,m(N) on ait ¢(P,y)<N et

o< max {|P; (0, ...,0,)|}<exp(— C,N").

1<i<m(N)
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Remarque. — Les divers raffinements que I’on trouvera dans le critére principal
(théoréme (2.11)), par rapport au corollaire (0.6), sont essentiellement de séparer,
comme dans le corollaire (0.1), le degré de la hauteur des polynémes P; y et de diffé-
rencier, comme dans le corollaire (0.2), les comportements du rayon de la boule consi-
dérée et de la majoration des |P; y(0)].

Il est clair que le corollaire (0.4) est un cas particulier du corollaire (0.6) lorsque
Pon y déshomogénéise les idéaux Iy en posant X, = 1. Le corollaire (0.4) ne per-
mettait, dans [P2], de traiter les questions d’indépendance algébrique que sur les variétés
abéliennes (qui sont des variétés algébriques projectives complétes); le corollaire (0.6),
en « localisant » la condition d’étre de dimension zéro, permet d’étendre les méthodes
et résultats de [P2] aux groupes algébriques commutatifs généraux. Le théoréme (0.3)
est un exemple d’une telle extension. M. Waldschmidt a établi dans [W], par une méthode
différente s’appuyant néanmoins sur le corollaire (0.6), de nombreux autres cas de
grands degrés de transcendance dans les groupes algébriques. Il faut également dire
que G. V. Choodnovsky a dans [C], § 4, donné une démonstration dans le cas n = 2
du corollaire (0.6), bien qu’il ait énoncé le théoréme (4.1) de [C] de fagon différente.
Par ailleurs, la proposition (5.1) de [C] se trouve maintenant démontrée comme consé-
quence du corollaire (0.2) avec m =n 4+ 1, tandis que les autres affirmations ou
conjectures de ce § 5 de [C] trouvent toutes leurs contre-exemples en reprenant la méthode
de J. W. S. Cassels pour démontrer le théoréme XIV (p. 94) de [Ca] (cf. Appendice).
Signalons encore que le lemme (3.1) de [C] se déduit de la remarque suivant la propo-
sition (2.8) en adaptant la preuve de la proposition (2.6).

Nous avons découpé ce travail en deux parties. La premiére présente les outils
nécessaires a la démonstration du critére principal, on y trouve un exposé de la théorie
de I’élimination projective (§§ 1 et 2) trés proche de celui de [N1], et au § g des définitions
de hauteurs et valeurs absolues en un point d’idéaux homogeénes (donc en particulier
de variétés projectives) ainsi que la preuve de plusieurs propriétés utiles de ces notions
(voir aussi [N3]). La seconde partie est consacrée a 1’énoncé et a la démonstration du
critére principal (§§ 2 et 3), on y explique également au § 2 comment les énoncés de
cette introduction se déduisent du critére principal et au § 1 on étudie sous différents
aspects les variétés projectives définies sur un corps de nombres. Enfin, en appendice,
nous montrons qu’une des hypothéses essentielles du critére principal est naturelle.

Pensant que cette introduction serait parcourue par des lecteurs plus archimédiens
qu’ultramétriques, nous nous y sommes résolument placés dans le domaine complexe,
mais il est connu depuis longtemps que la nature des critéres d’indépendance algébrique
est trés algébrique et dépend peu du complété de Q dans lequel on se place, aussi
traiterons-nous dans tout ce qui suit les critéres d’indépendance algébrique simultanément
pour toutes les places de Q (ou du corps de nombres envisagé).

Pour conclure cette introduction, je voudrais remercier D. Bertrand et M. Wald-
schmidt pour leurs bienveillants conseils et encouragements lors de la gestation de ce texte.



I. — LES OUTILS GEOMETRICO-ARITHMETIQUES

1. Idéaux U-éliminants

Soient R un anneau commutatif ncethérien et A = R[X,, ..., X,] 'anneau des
polynémes en les variables X, ..., X, a coefficients dans R. On note .4, I’ensemble
des mondémes unitaires en X, ..., X, de degré d (i.e. des expressions de la forme
X5 ... Xin avec g, ...,a, €N et oy + ... + «, = d). Soient r un entier > o et d
un élément de N’. Si r =0 on pose R[d] =R (resp. A[d]=A) etsi r>1 on
note R[d] (resp. A[d]) ’anneau des polynémes a coefficients dans R (resp. A) en les
variables :

{udd; j=1,...,ret me.#,}

Et toujours lorsque 7> 1 on appelle U;, pour j=1,...,7, I’élément de A[d]
suivant

U] == Z u(,f‘).m.
me.d,{,.

Enfin, soit I un idéal homogéne de A (i.e. engendré par des éléments de A homogénes
en les variables X, ..., X)). Si r=0 on pose I[d] =1 etsi r>1 on note I[d]
I'idéal de A[d] engendré par I et les polynémes U,, ..., U,.

Définition (x.1). — On appelle idéal U-éliminant d’indice d de 1, que I'on note Gy(I),
Pidéal de R[d] formé des éléments a tels que pour tout i = o, ..., n il existe un entier N, e N
tel que a.X%i e I[d]). En d’autres termes, si on pose

U(D) = U (1[d] : yql) = U {f  ALd]; f.4,C I[a]},

=1
on a Ey(I) = U (I) n R[d].
Remarque. — Dans la définition de U, (I), & cause de la ncethérianité de A[d],

la réunion infinie est en fait égale & une réunion finie et, les idéaux étant emboités, il
existe donc un N eN tel que :

U(I) = I[d] :A[d]"lN‘
Considérons I’algébre SA[d] des polyndmes a coefficients dans A en les variables
{Sfmsj=1,..,ret mm ey}
liées algébriquement par les seules relations

=0 et ¥+ =0
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Le morphisme de A-algébres suivant nous sera utile :
b: A[d] > GA[d]
w) o) = X @ ..wm.
m E.I/dj ’
Lemme (x.2). — Pour feAld] les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f e Uy(D);
(i1) ol existe un entier N tel que d(f).#xCI.GA[d].
Démonstration.
(1) = (). Si feUy(I) alors f..#y CI[d]. Mais on remarque que
a(U)= 2 du).m= X X @ .mm =o
. mE.ﬂq’. me.ﬂdj m'E.ldi
et donc d(I[d]) CI.GA[d] d’ou b(f).#4CI.GA[d].
(i1) = (i). Pour ¢ =o0,...,n soit M; I’ensemble multiplicatif formé des puis-
sances > o0 de X;, M; ={X",m =1,2,...}. On définit alors pour tout i un mor-
phisme de A-algébres

5;: GA[d] - M; . A[d]
dXE sim =X et m'+ m,
si(s¥ ) ={—dlll/XE  sim =X et m £ m
o sinon.
On vérifie facilement que pour tout j=1,...,7r et m €A, ona
s;0 D(ud)) — ul) e M. I[d]
d’ou I'on déduit que pour tout fe A[d]
s;0 b(f) — fe M LI[d].
Lorsqu’on suppose que b(f)..#yCI.GA[d] on a s;0d(f).#5C M;1I[d]
et avec la conclusion ci-dessus il découle que f..#,C M; *.I[d].

Ceci, étant vrai pour tout ¢=o0, ...,n entraine I’existence d’un entier N’ tel
que f..#y,n CI[d] et donc, d’apres la Définition (r.1), tel que f e Uy(I).

' _Propo.fvition (x.3). — Soit 1 un idéal homogéne de A :
(i) si A CVT alors W (I) = A[d] et G(I) = R[d],
(i) 2 I est premier et My & 1 alors Uy(I) et €4 (I) sont premiers,
(i) sz I est primaire et M, ¢ V1 alors Wy(1) et G, (I) sont primaires et de plus
VU = UWVT) et done VE(T) = G(VT),
t

(iv) si I = N1, est une décomposition primaire normale de I, alors Wy(I) =
h=1

N 11,

h=1

et donc Ey(I) =hr‘_]1 CHO R

10
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Démonstration

(1) est clair d’aprés la définition de Uy(I).

(i1) Si fgeUy(I) on a, par le lemme (1.2) : d(fg).#xCI.SA[d]. Comme
A est ncethérien et SA[d] est un anneau de polyndmes sur A, il est facile de vérifier
que lorsque I est supposé premier, I.SA[d] est nécessairement premier (ou cf. [No],
Prop. 6, p. 263). Or si 4, ¢ 1 on a A4, ¢ I.SA[d] d’ou il résulte que

b(fg) = d(f) d(g) e 1.GA[d];

ceci entraine que d( f) ou d(g) doit étre dans I1.SA[d], donc que fou g est dans U,(I).
On a montré que W (I) est premier, il suit facilement que €,(I) est également premier.
(iii) Si fg e Uy(I) on a encore, par le lemme (1.2) : d(fg).#xCI.GA[d].

On vérifie comme précédemment que lorsque I est primaire et que .4, ¢ VI, alors

I.SA[d] est également primaire et vérifie #; ¢ VI.SA[d] (ou cf. [No], Prop. 8,
p. 264). Il vient donc que bd(fg) = d(f) d(g) € I.SA[d]. Supposons. f ¢ U,(I), alors
o(f) ¢ 1.GA[d] et la primarité de I.SA[d] impose que d(g) e VI.SA[d]. Il existe
alors un entier M vérifiant d(g)¥ = d(g¥) e I.SA[d] d’ou g¥ e Uy(I). On a ainsi
établi que U,(I) est primaire, ce qui entraine que &;(I) est aussi primaire. Il nous reste
a déterminer le radical de Uy(I). Mais dire que f appartient a ce radical est équivalent,
d’aprés le lemme (1.2), & dire qu’il existe un entier M tel que d(fY).. 4y C I.SA[d].
On vérifie aisément que VI.GA[d] = V1 .GA[d] (ou cf. [No], Prop. 8, p. 264) et
FeVU(I) équivaut donc i dire que b(f).#3yCVI.GA[d]. En réutilisant le
lemme (1.2),0on a fe Hd(\/i) et on a montré que V U, (I) = u,.(\/i) ce qui-acheve
la preuve de (iii). .
(iv) Le lemme (1.2) énonce que

]

feWI) i d(f).#CIL.GA[d] = N (I,.GA[d]),

h=1

cette derniére égalité résultant par exemple de [No], Prop. 9, p. 265. Et ce méme lemme

t
affirme que cette derniére condition est équivalente au fait que fe M Wy(I). Le
h=1

point (iv) et la proposition (1.3) se trouvent donc ainsi complétement démontrés.

Remarque. — Lorsque I est primaire et .4, ¢ V1, il est aisé de vérifier que 1'idéal
primaire U,(I) a méme exposant que I (Pexposant d’un idéal primaire Q est le plus
petit entier ¢ tel que (WVQ):c ), et donc que I'exposant de I’idéal primaire E,(I)
est inférieur ou égal A celui de I. Quand R est supposé intégre, on peut montrer, bien
que nous n’en aurons pas besoin ici, en reprenant le travail de Y. V. Nesterenko (voir § 1
de [N1]), que Gy(I) et I ont méme exposant.

Venons-en maintenant & Pinterprétation géométrique de 1’idéal U-€éliminant.

11
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Proposition (x.4) (théoréme de Iélimination 1). — Soit o : R[d] —k un homomorphisme
d’anneau de R[d] dans un corps k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) p(Cy(I)) = (0);
(i) ol existe une extension K de k et un zéro non trivial de o(I[d]) dans K**' (fe. :
Ix = (%, ..., %) eK""\{o}/Vp eI[d], o(p)(x) =o0).

Remarques. — On a encore noté p le prolongement évident de p en un homomor-
phisme de A[d] dans k[X,, ..., X,].

La proposition ci-dessus généralise le théoréme dit des zéros de Hilbert : on prend
r=o0, R =k et p =id,; siIn’a pas de zéro non trivial dans K**! pour toute exten-

sion K de k alors .4, CVT.

Démonstration. — (ii) = (i) est clair car si a € € (I) alors a..44 C I[d] et donc
si (%9, ..., %,) est un zéro non trivial de p(I[d]) dans K*** on écrit pour un indice &
tel que x;+ 0 que p(a).x¥ = o d’ou p(a) = o.

Pour (i) = (ii), on distingue deux cas :

e Si p est ’homomorphisme nul, alors tout point de k"*! est un zéro de
e(I[d]) = (o). En particulier il y a bien un zéro non trivial de p(I[d]) dans k" *1,

e Si p n’est pas ’homomorphisme nul, montrons que pour tout entier N> o
on a Ay ¢ p(I[d]). Appelons k, le corps des fractions de p(R[d]); c’est un sous-corps
de k. Il est facile de vérifier que si #y C p(I[d]) alors A4y C p(I[d]) Nky[X,, ..., X,]
ce qui implique qu’il existe un élément a € R[d] tel que p(a). 4y C p(I[d]) et p(a) # o.
Ceci entraine qu’il existe des éléments (a3 yw)m m .4 d¢ Kerp dans R[d] tels que

pour tout m e.#y on ait El (B + @8y ) M" €I[d], ol &, ., désigne le
m e A

symbole de Kronecker. Si A est le déterminant de la matrice (@y m + @ 3p, ) m, m' € x
on vérifie sans peine les propriétés suivantes :

A. 4y CI[d] donc A e G,(I),
et p(A) = (@)™ + o

ou |.4#y| est le cardinal de ’ensemble .#y, qui contredisent I’hypothése (i), & savoir
que p(€,(I)) = (0). Il est donc établi que #y & p(I[d]).k[X,, ..., X,].

Soit 7 un indice dans {o,...,n} tel que pour tout entier N>o on ait
XN ¢ o(I[d]) K[X,, ..., X,] Léément 1 — X; de k[X,, ..., X,] n’est pas inversible
modulo p(I[d]) .k[X,, ..., X,]. En effet s’il n’en était pas ainsi, notons p, + ... + py
cet inverse avec f; polynéme homogéne de degré j. Alors (1 — X;) (pp + ... + py) — 1
appartient a 1’idéal homogeéne p(I[d]).k[X,, ..., X,] ce qui entraine que p, — I,
Xifo— b1y - Xipu—1 — px €t X;py appartiennent & ce méme idéal, et donc on
devrait avoir XM+ e o(I[d]) .k[X,, ..., X,] contrairement au choix de I’indice ¢. En

12
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conséquence de ceci, 1 — X; appartient nécessairement & un idéal maximal M de
k[X,, ..., X,] contenant p(I[d]) et p induit donc un homomorphisme

3 Ald] > k[X,, ..., X,]/M =:K

de A[d] vers un corps K contenant k, qui vérifie §(X;) =14 0 et §(p) =0 pour
tout pelI[d]. Or B(p) = p(p) (3 (Xo)s ..., 0(X,)), ce qui permet de conclure que
(?(Xg)s - .., 9(X,)) est bien un zéro non trivial de p(I[d]) dans K"** et achéve la preuve
de la proposition (1.4).

Pour la suite de notre exposition et de ce paragraphe, nous allons supposer que R est un anneau
intégre et principal.
Nous appellerons codimension d’un idéal premier B de A le plus grand entier %
tel qu’il existe une suite d’idéaux premiers deux a deux distincts

P=Po2P.2 ... 2P, = (0).
C’est le « rang » de [No], Déf., p. 214; ’appellation codimension est justifiée dans notre

cas par le fait que I’anneau que nous considérons est Cohen-Macaulay (cf. [No], Déf.,
p- 257 et Th. 17, p. 271).

Proposition (x.5). — Soit B un idéal homogéne premier de A de codimension< n — r + 1,
(1) si P NR* (0), alors EG(P) = (B NnR).R[d],
(ii) sz P N R = (0), alors G (P) = (0) st et seulement si P est de codimension < n — r + 1,
(iii) s PN R = (0) et si P est de codimension n — r + 1, alors €(P) est principal.

La démonstration de ce lemme repose sur les deux faits suivants et sera donnée
aprés les preuves de ces deux faits.

Fait (1.6). — St P est un idéal premier de N[X] ot A est un anneau de polynémes sur R
et si P NUA= (0), alors P est principal.

Fait (x.7). — Soit P un idéal homogéne premier de A tel que P N R = (o) et X, ¢ P.
On note v le sous-anneau de R[] des polyndmes a coefficients dans R en les variables
{ul; j=1,...,7 et me M\XP}}

Pour alléger Iécriture on note vl = ul) quand m = X%. Alors, si t<n + 1 — codim P
et 1<I<7r, ona

€y(B) N xluf?, ..., uf’] = (o).

Démonstration du fait (1.6). — Soit K le corps des fractions de . L’idéal P.K[X]
engendré par B dans K[X] est donc principal; soit f un générateur dans K[X] de cet
idéal. On peut supposer que f € P et, comme U est factoriel, que f est de contenu 1
(en effet si ¢ est le contenu de fon a flceP car ¢ eWA donc ¢ ¢ P, cet élément f]c

13
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de P est de contenu 1 et engendre P.K[X]). Montrons que P =fA[X], et pour
cela soit geP; il existe £ e U[X] et b e tels que b.g =f.h et donc b divise le
contenu de k.f qui n’est autre que le contenu de &, d’ot k/b € U[X] et g =f.h/b.

Démonstration du fait (1.7). — Raisonnons par I’absurde en supposant qu’il existe
un élément a e G (B) N 4", ..., 4] non nul. Il existe donc un entier N tel que
a. Ay C Pld],
et en posant formellement pour j=¢t+41,...,7
W= T ulmxs,
m * X4

on montre que, a ne dépendant pas de uf™", ..., ul’, on a
a. My C Py, ..., d].A[d],

car X, ¢ P et donc X, ¢ PB[d,, ...,d]. Do 'on déduit que les coefficients de aq,
vu comme polynéme de (R[4, ...,d])[d,, ..., 4], sont dans €, _ ,(P), et
comme a est non nul, il suit que ce dernier idéal est non nul.

Appelant k le corps des fractions de R la non-nullit¢ de €, ., () entraine,
via la proposition (1.4), ’existence de polynémes homogénes p,, ..., p, de degrés d,, ..., d,
de k[X,, ..., X,] tels que l'idéal (B, p,, ..., p,) de k[X,, ..., X,] n’admette pas de
zéro non trivial dans k" *! (k désignant une cléture algébrique de k). Ceci entraine que
codim(P, py, ..., p) = n + 1 et donc, par le théoréme de I’idéal principal de Krull
(cf. [No],- Th. (22), p. 217), que codim P > n — ¢ 4 1, contredisant I’hypothése de
I’énoncé.

Démonstration de la proposition (1.5) — La proposition est claire si » = 0, sinon
I'idéal P étant de codimension < 7 —7 4+ 1<n+1 ona P p (X, ..., X,) et ’'on
peut supposer que X, ¢ ‘B, quitte a réindexer X, ..., X,.

(i) Comme P NR+ (0), posons R’'=R/P NnR; c’est un anneau intégre
et principal et l'idéal P’ =P/PNR de R'[X,, ..., X,] est de codimension
<codim P n—r+ 1 et vérifie P' "R’ = (0). Il suffit donc de montrer (ii) pour
obtenir que G (P’) = (o) d’ou 'on déduit bien que E,(P) = (P N R).R[d].

(i1) La codimension de P étant < n — r 4+ 1, prenons ¢ =r<n 4 1 — codim P.
Comme X, ¢ P, le fait (1.7) entraine que E(P) N R[d] = (0). Inversement si
€,(B) = (o) la proposition (1.4), ou 'on prend pour k le corps des fractions de R,
affirme que, pour tout r-uplet de polyndmes homogenes p;, ..., p, de degrés d,, ..., d,
de k[X,, ..., X, ], l'idéal (B, py, ..., p,) de K[X,, ..., X,] admet un zéro non trivial
dans K"*! ot K est une extension de k. Ceci entraine que codim($, py, ..., p,) <n + 1
pour tout r-uplet p,, ..., p, et donc, comme P N R = (0), que codim P <n —r + 1.

(iii) On utilise le fait (1.7) avec ¢t =7 — 1; on a bien t<nz + 1 — codim B
et PNR =(0) et X,¢P, ce qui entraine que E(P) N[, ..., uf~Y] = (o).
Le fait (1.6) montre alors que €y (P), qui est premicr, est aussi principal.

14
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Remarque. — Lorsque 'on prend I = (0) dans A =Z[X,, ..., X,] et r=n+ 1,
Pidéal §,(I) de Z[d] est premier, principal et, au signe prés, son générateur coincide
avec le résultant des n 4 1 polynémes homogenes U,, ..., U, , de A[d] (cf. [M]).

Concluons ce paragraphe par un lemme donnant une majoration du degré, en
tant que polynémes de R[d], des générateurs de E;(I) quand I est pur de codimen-
sion n + 1 — 7. On rappelle que si k désigne le corps des fractions de R on définit
le degré d’un idéal homogéne I de codimension #n 4+ 1 — r comme Pentier

!

,
deg I = lim 7. dimy (k[X,, ..., X,]/L.k)p,

ou ( ), désigne I’espace vectoriel des éléments homogeénes de degré * de ( ). Notons
que si INR =+ (o) ona degl=o.

Lemme (x.8). — Soit I unidéal homogéne pur de A de codimension n + 1 — r. L’idéal €y(I)
est principal et ses générateurs sont des polynémes de R[d] homogénes, pour j =1, ...,1, par
rapport au groupe de variables U; = {ul); m e My} de degré<degl. 11 4.

{+j

Démonstration. — La principalité de E4(I) résulte facilement des proposi-
tions (1.5) (iii) et (1.3). Comme G,(I.k) = €;(I).k ou k est le corps des fractions
de R, on peut se contenter de démontrer le lemme lorsque R est un corps k. D’autre part,
il est clair que €y(I) = €, ((I, Uy, ..., U,)) et que le degré de I'idéal (I, Uy, ..., U,)

est égal & degI. II 4,. Quitte & permuter les polynémes Uy, ..., U, et & remplacer k
t=2

par le corps des fractions de R[(d,, ..., d,)] il suffit d’établir la majoration du degré

donnée dans le lemme lorsque r = 1. Dans ce cas, notons pour chaque idéal premier P

associé 2 I, 2/(P) ensemble des zéros de P dans P,(k) (k est une cloture ‘algébrique
du corps k) : Z(B) est un ensemble fini et son cardinal est égal a deg P. Si I'on choisit
convenablement pour chaque élément de 2(B) des coordonnées dans k"*! on vérifie
a Paide des propositions (1.3) (ii) et (1.4) que le polynome de k[d]
n (2 u,.mx))
XEZ(P) meHy
est un générateur de €,(PB). Le degré de ce polynéme homogene est donc égal au cardinal
de Z(P) qui n’est autre que deg P. Comme on sait que X egdegP<degl on
PBOI

g est exposant de la composante primaire de I de radical B (voir par exemple [BM]
p. 282 et lemme 1) il résulte de la proposition (1.3) et de la remarque consécutive qu’un
générateur (et donc tout générateur) de &;(I) est homogeéne de degré < degI. Ceci
achéve d’établir le lemme. :

Remarques. — 1) Si I est un idéal homogene premier de codimension 7n 4 1 — 7,
on a G(I) =C,(I[d, ...,d,_]) = € Uy, .. .4 ), or Wy ., ,(I) est un idéal

15
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premier de A[(d,, ..., d,_,)] de codimension » d’aprés la proposition (1.3) (ii) et 'on
déduit facilement de la démonstration du lemme précédent que le degré en les
variables de %, d’un générateur de €, (U, . o _,(I)), et par suite de €y(I), est dgal

r—1

a degI.IH d;. On a bien sir un résultat similaire pour les variables de %;
=1

=1,..,r—1).

2) Supposons d,< d,, ...,d,_, et I un idéal homogéne de A de codimen-
sion n+1—7 Si lon remplace pour j=1,...,7r—1 la forme U; par
e(U;)) = U; + 5 U, . X5i~% il est clair que 'on a p(€y(I)) = €(I).R[d][A]. On en
déduit que si f est un générateur de €,(I), alors f divise p(f) dans R[d][A]; dévelop-
pant suivant les puissances des A; on vérifie que o(f) = f.

2. Elimination et complexe de Koszul

On reprend les notations du paragraphe précédent et 'on pose
b= U, .. b= U,;

ce sont des polynémes homogénes de degrés d,, ..., d,. On suppose que I'idéal I de A
est engendré par des polynémes p,, ..., p, homogénes de degrés d, ., ..., d, . On
définit alors une permutation o de {1, ...,7 + m} telle que

d°<1)> do@) >IN 3

Soit p un homomorphisme de R[d] dans un corps k’ de caractéristique zéro, et
A’ =Kk'[X,, ..., X,]. On note & la codimension de I’idéal p(I[d]) de A’. Le lemme
suivant m’a été fourni par D. W. Masser.

Lemme (x.9). — Il existe des polynémes qy, . .., q, homogénes de degrés dy,,, .. ., dyy,
Sormant une suite réguliére dans p(I[d]), c’est-d-dire appartenant a p(1[d]) et vérifiant pour
i=1,...,h — 1 la condition

(91, D) qz) Cafigr = (ql’ ) qi)'
De plus les polynémes q; pour @ = 1, ...,k peuvent étre pris de la forme

(*) ¢ = ,Z (le,m'm) P(Po(j)—r)>
JES;

ot la somme est étendue aux m € M;_ (i —do(j)? 0% S, est un sous-ensemble de {1, ...,r + m}
i—1
de cardinal < Il dyy + 1 et o les N, ,, sont des entiers rationnels de valeurs absolues inférieures
=1 ’
i—1
ou égales a II d,,.
t=1

Démonstration. — Soit i, le plus petit entier tel que

P(boig—r) ¥ O € me 'ldo(l)_do(io);

16
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on prend ¢; = m.p(p,;,—,) €tl'on raisonne par récurrence pour construire g, ..., g.
Supposons construits les polynémes ¢, ...,q; pour ¢<#% de telle manieére que

P(I[d]) C..L', ou Ji déSigne idéal (ql’ s s P(pc(i+1)—r)’ LRI ] P(pc(r+m)—r)) de Al
On sait que 'anneau A’ est de Cohen-Macaulay (cf. [No], Th. (17), p. 271) et donc
I'idéal (g,, ..., ¢;) de codimension i est pur. Notons N le nombre d’idéaux premiers
qui lui sont associés, ce nombre est majoré par le degré de I’idéal qui est égal a IH dot)-
=1
Posons d = (dy;,q), 1, ..., 1) e N*7#+1 L’idéal €y((gy, ..., ¢)) de k'[d] est prin-
cipal et I'on sait d’aprés le lemme (1.8) que ses générateurs sont de degré < II 4,
t=1

en les variables de %, = {u); me A,

idéal premier B associé¢ & (g, ..., ¢;), un polynéme P(p"(“B)" ), avec 1 <ig< 71+ m,

}. Comme i<k, il existe, pour chaque

n’appartenant pas 2 . On appelle S, ; Pensemble des indices i, lorsque B parcourt
les idéaux premiers associés a (¢, ..., ¢;), auquel on adjoint I’indice ¢ + 1. Le cardinal

1
de S;,, est< N + 1< Il 4y + 1. Le principe des tiroirs permet alors de trouver
t=1

un polynéme g¢;,, de la forme (%) qui n’est dans aucun des idéaux premiers associés
a (¢, ---,¢), ce qui montre que lorsque lon substitue dans un générateur f
de €;((¢1, ---»¢)) les coefficients du polyndme générique de la forme (*) aux
variables {u{}; m e/do('.”)} on obtient un polynéme homogéne non identiquement

nul en les variables {A ,.;j€S5;.;, me.#

da(i+1)—do(j)} de degré en ces variables

1
majoré par II d,,. On en déduit Pexistence d’entiers rationnels A; ,, tous non nuls,
1=1 . .

de valeurs absolues < II d,, et n’annulant pas le générateur f de €y((qy, ---, @))-
=1

Il suit de la proposition (1.4) que le polynéme ¢;,, de la forme (%) associé a ces
entiers A, ,, n’appartient a aucun idéal premier associ€é a (gy, ..., ¢), et donc que 'on
a bien

(@5 o+ s @) P aivr = (qas - -5 @)~

Comme les A; ,, sont tous non nuls, on a p(Peit1)—r) €Jiyr1, c€ qui achéve la cons-
truction de ¢;,, et la preuve du lemme (1.9).
A la suite ¢,, ..., g, fournie par le lemme (1.9), on associe un complexe de Koszul,
c’est la suite
;9% y 0 Oh-2 4, Oh-1 4,
0—>Aj— Al — ... — A _| — A
ol A, est la partie homogéne en degré ¢ de I’algebre extérieure libre sur A’ engendrée
par les symboles z,, ..., 2 et ou les applications 9, sont données par

.....

h
0(Zay, oyt AN Ty) = .leaﬁ W G HN BN Ay,
j=

ou les sommes sont étendues aux (4, ...,%) tels que 1< ¢4 <...<g<kh

17
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On déduit facilement du fait que la suite ¢;, ..., g, est réguliére que le complexe
ci-dessus est exact, son conoyau étant isomorphe a A’/(qy, ..., ¢,) avec ’augmentation

e Ay A'(qns -5 )

az A ... Az amod(qy, ...y ).

On en déduit en particulier que si on désigne par A, et (¢;, ..., g,), les éléments
homogenes de degré * en X, ..., X, de A’ et de (g, ..., ) respectivement on a
Pidentité '

I

dimy Ap/(qy, -+ > G)p = Z (— 1) Tdimy Ap_y

D ...—da(;l))

ou la somme est étendue aux (i, ...,%) tels que 1<, < ... << h
Ce qui montre que le nombre dimy Ap/(¢y, ..., ¢)p ne dépend que de D et
des degrés des éléments de la suite réguliére ¢,, ..., ¢, choisie.

Proposition (x.10) (théoréme de Uélimination 1I). — Soit p:R[d] - R’ un homo-
morphisme de R[d] dans un anneau R’.

(i) p(€(D) C U p(I[d)) : rly.
(i1) 8% R’ est intégre, de caractéristique zéro, de corps de fractions k', on a

p(Cy(1)) k' = kglp(l[d]) Cwky = p(1[d]) : oMy,

>

ot M2dyyy+ ... +dypqy—n st n+1<7r+m et M>1 sinon.

Démonstration. — (i) résulte de la définition de €,;(I). Quant a la premiére égalité
de (ii) c’est une reformulation de la proposition (1.4) si on remarque que p(E,(I)). k'
est égal a (o) si A4, ¢ Vp(I[d]) et & Kk’ sinon.

Pour établir la proposition il suffit de montrer que p(I[d]) : , .#y =k’ dés que
kl;ll p(I[d]) : w4, =Kk'. Or cette derniere hypothése signifie que 1’idéal engendré

=z

par p(I[d]) dans A’ =Kk'[X,, ..., X,] est de codimension 7 4 1. En particulier
v+ m>n+ 1 et utilisant le lemme (1.9), on construit dans p(I[d]).k’ une suite
réguliére ¢y, ...,q,,,; de polynémes homogeénes de degrés d,, ..., dy, . La
remarque précédant I’énoncé de la proposition montre que pour tout entier D on a

dimy Ap/(gs, - - -, oy 2)p = dimy Ap/(XEW, .. ., Xioten),

mais on vérifie aisément que Ap/(Xdew, ..., Xb@+1) est nul pour tout D> M et
il en est donc de méme de Ap/(qy, - -, §p41)p, d’0U il résulte que

Ay C (s o5 Guyd) Cp(I[d]) I,
ce qu’il fallait démontrer.

18
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3. Hauteurs sur les polynémes et les variétés

Soit K un corps de nombres, S ’ensemble des places a I’infini de K et pour toute
place v». de K on note K, le complété de K pour une valeur absolue |.|, associée a o.
On note encore G, le complété d’une cléture algébrique de K,, et o, le plongement
de K dans C, étendant le plongement canonique de K dans K,. On a [x|, = |0,(x)]
pour tout x € K, ou || désigne la valeur absolue de G, étendant la valeur absolue
ordinaire de Q si v €S et telle que |p|,=1/p si v ¢S etsip estle premicr de Z
divisant . Enfin on note #, le degré local en v, c’est-a-dire le degré de K, sur Q ,ou R
suivant les cas.

Soit P un polynéme en des variables T, T,, ... a coefficients dans le corps K
Pour chaque place » de K on note ¢,(P) le polynéme déduit de fagon évidente de P.
Nous allons définir une mesure locale de P en v de la fagon suivante :

esi v¢S, M,(P) est le maximum des valeurs absolues v-adiques [|m des coef-
ficients de 6,(P) et c’est aussi le maximum des valeurs absolues v-adiques |.|, des coef-
ficients de P; '

e si veS, M,(P) estla mesure de Mahler de o,(P) qui est définie par M(o) = o
et, si o,(P) e C[T,, ..., T,]\{o}, '

M(o,(P)) = exp (f flog|o ) (™, ., ) | duy . duy)-

L’intégrabilité de log | ,(P)| (cf. par exemple, [Ru], Th. (3.3.5), p. 46) entraine
que M,(P) = o si et seulement si P = o. '

Par la suite on utilisera également la notation M,(P) pour P e G[T,, ..., T,].
Si PeK[T,, ..., T,]\{o} il n’y a qu'un nombre fini de places » de K telles que
M,(P) + 1. On peut donc poser les définitions :

Définition (x.x1). — On appelle‘l—l et h les applications hauteur et hauteur invariante
hh: l>JOK[T1, ..,T,]>R
définies par h(0) = h(0) = o et, pour P =% o,

h(P) = En max(o, log M,(P))

[K: Q.]

h(P) = . Zn, log M,(P).

[K:Q] Q.]
Remarques

e Si KCK' est une extension de corps de nombres, on peut voir tout élément
de K[T,, ..., T,] comme un élément de K'[T,, ..., T,]; on vérifie sans peine que
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les hauteurs h(P) et h(P) ne dépendent pas du corps de base choisi (et c’est pourquoi
nous ne I'avons pas fait figurer dans la notation). Ceci permet de prolonger h (resp. h)
A I’ensemble l.>.l0 Q[T,, ..., T,]

e Si AeK on notera que h(A) n’est rien d’autre que la hauteur de Weil loga-
rithmique et absolue de A.

Les premicres propriétés de ces hauteurs qui nous seront utiles sont réunies dans
la proposition suivante :

Proposition (x.12). — S¢ P, Q eK[T,, ..., T,]J\{o} e¢¢ AeK* on a

(i) B(P) > h(P),
(ii) h(A) = o, .

(i) h(PQ) =h(P) + h(Q) & h(PQ)< h(P) + h(Q),
(iv) h(P) < h(PQ) + h(Q) — h(Q),

(v) h(P) et h(P) > o,

(vi) pour toute place v, M,(P) > exp (— [i(nTQ—] E(P)) R
(vii) il existe w = w(P) eK* tel que h(pP) = h(uP) = h(P).

La démonstration sera donnée aprés celle du lemme suivant sur lequel elle s’appuie.

Lemme (1.13). — Soient P, Qe G,[Ty, ..., T,] de degrés dp et dy, on éerit
P(T,, ..., T,) = 2a,, o Ti*... Tym odt la somme est étendue aux (ay, ..., a,) tels
que o + ... + a,< dp. Soit m' €{o,...,m} et posons oy=dp — o, — ... —a,.
St Py o, €C[Thiy, ..., T,] désigne le polynime

At 41 o,
Zaal,...,am:,a;,,:+1,...,a;,. Tm”n-itl e Tm’"’
ot la somme est étendue aux (o, .4, ..., %) lels que o, s+ ... + o, < oy, on a les

inégalités suivantes :

) S e M)

Sil)ES, Mv(Pal ..... m \a'a'

et M,P+Q) <M(P)(m+ 1)® + M(Q)(m+ 1)%;
st v ¢ S3 Mv(Pa:x, ...,amr) < Mﬂ(P)

e¢. M,(P+ Q) < max{M,(P), M,(Q)}.

Démonstration. — Pour les places v ¢ S le lemme est évident, soit donc v e S.
Démontrons pour commencer la premiére inégalité. Il suffit de traiter le cas m' =1
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pour tout nombre m > 1 de variables, le cas général s’en déduisant comme suit. On a
successivement, en appliquant ce résultat avecm — m’ + 1, ..., m variables, les inégalités

—y— e — oy )!
M(P, ) <TaT o Ty
m Oyt Oy ! vt om=
(dP—“l_ ... “'—aml_z)!
M, (P <
v( “1:---;%’—1) (dp . al - .. = am,—l)! mm,—l! Mv(Pap....am-_z)
dp!
M,(P,) < = M, (P)

(dp — ;) !

d’ou I’'on déduit immédiatement I’inégalité annoncée.

Pour traiter le cas m’ = 1 on utilise le fait bien connu que pour un polynéme
]

a € C[T] sécrivant a(T) =@y T¢+ ... +a;=10a, Il (T — @) on a
A=t
d
M(a) = |a0|hl;llmax(l, lo )

et donc, pour A =o,...,d,

d!
Iah| = |ao| lzah e a,-hl < M(G)ZI < mM(a),
ou les sommes sont étendues aux (4, ...,%) tels que 1< < ... <g<d.
On en déduit que pour ¢y, ...,%,€C et a;<dp on a

d.) 1 )
P, (tyy .y b)) < —— 2 (fl S )
I al(tz m)l al!(d —(ll)!exp o OgIP(ezl >t2’ ’tm)ldul

P

et donc que
1

1
M,(P,) = exp (f f log | P, (™, ..., &™m)| du, ... dum)
0 0
dp!
S —— P
ay H(dp — o) ! M.(P)
ce qui achéve d’établir la premiére inégalité.
Pour montrer la seconde inégalité, on remarque que la premiére entraine pour
tout ¢, ...,%, € G la majoration

IP(tl’ "'9tm)|< Mv(P)(I + |t1| + ¢t + |tm|)dP

et la majoration correspondante pour Q. Comme les ¢; intervenant dans la définition
de M, sont de modules égaux a un, on obtient
1

1
M(P+ Q)< exp([ ... | Log(M,(B).(m+ 1)
0 0
+ M,(Q)(m + 1)R) du, ... dum)
ce qui démontre la seconde inégalité et termine la preuve du lemme.
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Remarque. — Si v €S, on a de fagon générale les inégalités suivantes que nous
utiliserons trés souvent par la suite (P € C[T,, ..., T,] comme dans le lemme (1.13)) :

M,(P) < Za,,, .. q,l < (m+ 1)%. M,(P),

ol la somme est étendue aux («y, ..., ,) tels que «; + ... 4+ «, < dp. La seconde

inégalité est une conséquence du lemme (1.13) et la premiére découle de la définition
de M,(P).

Démonstration de la proposition (1.12). — (i) est clair, (ii) résulte de la formule du
produit sur K (i.e. Il |x[» =1 si x eK*), (ili) est une conséquence de la multipli-

cativité de M, pour toute place v (lemme de Gauss lorsque v ¢ S). Pour (iv) on écrit

h(P) = K O] Q] ¥ n, max(o, log M,(PQ) — log M,(Q))
< B(PQ) — oy S log My(Q)
[K Q] ?n max (0, log M,(Q.))

< h(PQ) —h(Q) + h(Q).

On démontre les propriétés (v), (vi) et (vii) par récurrence sur le nombre de
variables m. Pour m = o, (v) est une conséquence de (i) et (ii), (vi) est 'inégalité de
la taille sur K (conséquence de la formule du produit) et (vii) est clair avec p = 1/P
d’aprés (ii). Si m> 1 supposons ces trois propriétés établies pour les éléments de
K[T,, ..., T,_4] et soit PeKJ[T,, ..., T,]. Appelons Tj= la plus grande puissance
de T,, divisant P et posons P, = P/Ti»; comme M,(Tj») =1 pour toute place v
il suffit de prouver les propriétés (v), (vi) et (vii) pour P, afin qu’elles soient vérifiées
par P. Le polynéme Py;=Py(T,,...,T,_;,0) eK[T;, ..., T,_,] est non nul et
vérifie donc les propriétés (v), (vi) et (vii). On déduit alors du lemme (1.13) que pour
toute place » on a

(%) M,(Po) > M,(Pg) > o

Il résulte que

h(P,) = €. 0] Q,] 2 n,log M, (P,) > K. Q,] 2n,log M, (P;) = h(P;) > o
d’ou (v) pour P,. Ensuite
ML(R) > M) > exp - E R py)

d’ot I’on déduit (vi) pour P, car h(P;) < h(P,) est une conséquence directe de (%).
Enfin il existe p = p(Py) e K* tel que M,(wPy) > 1 pour tout ». On déduit encore
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de (x) que M,(pPy) > M, (uP;) > 1 d’ou h(pP,) = h(uP,) = h(P,) ce qui démontre
(vii) pour P, et achéve la preuve de la proposition (1.12).

Nous allons maintenant passer aux variétés ou plus précisément aux idéaux.
Soient I un idéal homogeéne de A = K[X,, ..., X,] de codimension n —r + 1 et
d eN’, on appellera forme U-éliminante d’indice d de 1 tout générateur de la partie principale
de €y(I) (c’est-a-dire tout p.g.c.d. des éléments de E,(I)) et 'on pose :

Définition (x.14). — Hty,(I) =:h(f) et Degy(I) =:d°f (degré total) o f est une
Sforme U-éliminante d’indice d de 1 quelconque.

Remarque. — 11 est clair d’apres la proposition (1. 12) que ces définitions ne dépendent
pas de la forme f choisie. D’autre part il faut noter que d’aprés le lemme (1.8) on a

Deg,(I) < degI x d, ... d, X ('21 1/d),

P’inégalité pouvant étre stricte. Toutefois si I est premier la remarque finale du § 1 montre
qu’il y a égalité dans ce cas.
Soit XCP, et I(X) ={PeA; P(X) =0}, on posera parfois
dim X = n — codim I(X),
et Ht,(X) = Ht,(I(X)), Degy(X) = Deg,(I(X)) pour d e N* =X

On considére maintenant une place » de K et un idéal I homogéne de codimen-
sion n + 1 —r de G[X,, ..., X,]. Soit deN" et x e C**!, on note comme aupa-
ravant Z(I) ’ensemble des zéros de I dans P,(C,).

On utilisera le morphisme suivant
bx,d : Cv[d] g 6C.'v[d]
u(nJ1) g bx,d(u(tgl)) = X s(tgl), m 'm'(x)>
m’e.l/d].
que I’on notera également b, ou simplement b lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité sur
les indices. Pour simplifier les notations, nous utiliserons & plusieurs reprises dans la

suite de cet article le morphisme 'S,,,, (ou Sx, 3) défini par S,‘d(u(,{;)) = b, o(udfm, ; ),
pour j=1,...,7 et m e.,ldj, et o m, ;, = M,(Uj(x)) si v€S et m,;,=m'(x),

ol on choisit m’ tel que |m'(x)|, = M,(U;(x)) si 2¢S (ici Uj(x) est la forme
linéaire Uj(x) = X ol . m(x) e G,[d]]).
me.lld}

Définition (x.15). — ||I||y,q=: M,,(b,_,,(f))/M.,(f).jli[le(Uj(x))d%f
= M,(0,.4(f))IM,(f),

oiv f est une forme U-éliminante d’indice d de 1. Si X CP,(C,) on pose
Dist, (X, x) = ||I(X)ly,s,a pour d e N'*E%,
o I(X) ={PeC[X,, ..., X,]; P(X) = o).
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On vérifie facilement que cette définition est indépendante de f et ne dépend
que du point défini par x dans P,(C,). Egalement on vérifie, en utilisant la proposi-

tion (1.4) et lorsque I est pur, que b, 4(f) = o si et seulement si x € Z(I); on a
donc en général

11 ]]s.0.a = 0 <> Dist, o(Z(I), x) = 0 = x e Z(I).

(Nous continuons de noter x le point de P,(C,) défini par x e C}*1.)

N.B. — Comme nous I’a fait remarquer le référé, pour définir M, (b, 4(f)) nous
devons choisir un ensemble de variables s¥) . formant une base de SC,[d]; on vérifie
alors que M, (b, 4(f)) ne dépend pas de ce choix.

Fixons la place » de K. Soient x,y e P, (C,); nous allons comparer Dist, ,(y, x),
que nous noterons simplement Dist(y, x), & la métrique de la carte affine {X;+ o}

i 5
Jo %oy
(resp. (¥ ---,0,)) désigne n’importe quel systtme de coordonnées projectives de x

(resp. y).

de P, définie par ||y — x|| = max

1<i<n

lorsque x,,%+ o etou (x, ..., x,)

Lemme (x.16). — On suppose que x4+ o.
(i) St yp=10 on a

[(n + 1)%. max{1, ||x]|}]~* < Dist(y, x) < (n + 1)".
(i1) 8 9o+ 0 on a

I |y — x|
(n + 1)? max {1, ||x||} max {1, [|y]||}

ly — x|

< Distly, x) < (» + 1) =L Y1

Démonstration. — On a par les définitions (1.1) et (1.15)
Dist(y, x) = M,(d,(U(y)))/M,(U(x)) M,(U(y))
et ,(Uy) = X s;(®5—x5x%),

0<i<j<n
ce qui montre en particulier que Dist(y, x) = Dist(x, y).

Supposons d’abord x, =1 et y,=o0. On a, d’aprés le lemme (1.13),

oréliaé(”{lxihv)} < M,(U(x)), oglfé"{l)’jhu)}s M,(U(y))

(n+1)?
et M,(2,(U(y))) < p osr}lgfsn{l %2; — % %0}
< (n+ 1)2og‘f’é‘n{lx&l(o)}ogljaén{l}’jl(v)}a
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d’our la majoration de Dist(y, x) dans (i). Pour la minoration on écrit, car y, = o et
Xy =1, que

ogl’aé{n{l.yjl(o)}s max_ {|%9; — %9 |w} < M,(0,(U(y)))

0<i<jsn
et que M(U(y)) < (1 + 1) max, {151}
et M,(U(x)) < (2 + 1) max {1, ||x||}

ce qui permet de conclure.

Supposons ensuite x, = y, = 1, on a alors
max {1, || x[|}< M,(U(x)), max{1, ||y|[} < M,(U(y))

et M,(0,(U)) < P max {15y — ml -

2  0<i<j<n
Si ||x||< ||y|| on écrit pour o< i<j<n que
Ixi)’j“xj]il(v)=lxi()’j*xj) —xj()’i'—xi)|<o)<2”)'-xnmax{l,”‘“}
d’ou 'on déduit que
M, (0, (U(y))) < (» + 1)* ||y — x|| max {1, || x]||}
ly —=ll
max {1, ||y ||}

Si ||y]l < ||x|| on échange les réles de x et y, ce qui conduit & la majoration
du (ii) de Dist(y, x). Pour la minoration, on écrit, car x, =y, = 1, que

lly — x|| = max {l)’j - "J"w)}< max {|xi)’j - xj.yil(u)}

1<j<n 0<i<i<n
< M,(2,(U(y)))

et enfin Dist(y, x) < (n + 1)2

et M,(U(x)) < (n + 1) max {1, |[x]|}
et M,(U(y)) < (» + 1) max{1, ||y||}

d’ou la minoration du (ii). Le lemme (1.16) est ainsi démontré.

Remarque. — Comme b, 4(U(y)) = X Sy p(m(x) m'(y) — m(y) m’(x)) on

I
2 mmeHy
vérifie que pour tout d e N* on a Dist, ,(y, x) = Dist, 4(x, y). Egalement, on vérifie
a I’aide du lemme (1.13) que l’'on a, pour tout x, y, v et d,
M U
Dist"'d(x, y) . v(bx,d( (Y))) < (n + I)4d Si v eS

-~ M,(U(x)) M,(U(y))

et <1 sivéS.

Nous terminons ce paragraphe en établissant une propriété supplémentaire des
mesures M, sur les anneaux de polynémes.
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Proposition (x.x7). — Soient P € G,[Ty, ..., T,] un polynime de degré d, et
@, 9% GIT,, ..., T,] > G[S,, ..., 8]

deux homomorphismes de G -algébres tels que pour { = 1,2 et 1 =1,...,p on ait

¢"(T) = ¢ + Z <p}’} S; avec ¢ eC,.
Alors

M, (¢™(P) — o®(P))/M,(P)< Cf. max{|¢{] — ¢f}|,} . max {1, |g{} [y} %,
o Co=4(p+1)(q+1) si veS e C,=1 si v¢S et od les maxima sont pris sur
les 1e{1,...,p}, je{o,...,q} et de plus ¢ €{1,2} pour le second.

Démonstration. — Nous la donnerons uniquement pour les places v de S, la preuve
pour les autres places étant similaire et plus simplc

Pour ¢ = 1,2 posons #’(u) = o} + Z o{').e#™i; on a donc

|£)(w) o< (¢ + 1)~max{|%,j|(o)

ol le maximum est pris sur les ze{1,...,p} et je{o, ..., q}. On écrit
1 1
M, (e)(P) — ¢®(P)) = exp f f log | A(w)| duy - . . du,,

ou A(u) = P(t,(u) + 7y(u), ..., {,(w) + 7,(w)) — P(t,(u), ..., t,(w)), #(u) = (u)
et 7(u) = #"(u) — #?(u). On remarque alors que si P=2p, TP ... T on a

Pty + 745 o os by + 7,)
oy , [¢ 2 o . A i X
508 B () () e
. o =0 ;p=o 11 ’,,

et que pour ¢ =1,...,p on a

q
lTi(u) |(v)<j§ I‘Pil_: ch JI(') s 2 q + I) max{lq)(l)l(v)’ lcp(2)

ol le maximum est pris sur les 2 e€{1,...,p} et je{o, ..., q}. En utilisant la majo-
ration des coefficients de P qui se déduit du lemme (1.13) on obtient

IP(tl + T1s ""tp + Tp) — P(tl, e ey P I(U)
< M,(P) (2p + 1)? [ {|T| )} max {1, | &w, [%ley}~h

1<i<p

Ceci combiné aux majorations de | (u)], et | 7;(w) |, déja mentionnées établit I'inégalité
et termine notre démonstration de la proposition (1.17%).

En guise de conclusion a ce paragraphe nous voudrions signaler que l’on peut
montrer pour v ¢S et d e N' que la fonction Dist, 4+, -) définit une distance ultra-
métrique sur P,(C,). Lorsque v €S, d e N' et n = 1 on vérifie encore que Dist, ,(-, -)
est une distance sur P;(C), mais pour 7> 1 nous ne sommes pas parvenus 4 montrer
que cette fonction satisfait 1’inégalité du triangle. La vérifie-t-elle néanmoins?
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II. — LES CRITERES D’INDEPENDANCE ALGEBRIQUE

1. Etude des idéaux d’un anneau de polynémes

Soient K un corps de nombres et pour 7 > A K[X,, ..., X,]. On reprend
les notations du § 3 de la partie précédente.
Soit I un idéal homogéne pur de A de codimension n+ 1 —r et soit
= (dy, ..., d,) e N. On considére un homomorphisme p:K[d,] —K et ’on sup-
pose que p(U,) ¢ P pour tout idéal premier P associé a I, on prolonge de fagon évidente p
a K[d]. Si f est une forme U-éliminante d’indice d de I, il suit de la proposition (1.4}
que o(f) * o.

Lemme (2.1). — On a les inégalités
(i) @°p(f) < Degy(1),
(ii) h(p(f)) < Hy(I) + (h(p(U,)) + 6(dy + ... + 4,) log(n + 1)) Degy(I).
Démonstration. — (i) étant clair, nous montrons (ii). On a, pour toute place » de K
et d’aprés la proposition (1.17) avec o) = p:K[d] -K[d;, ..., d,_,] et ¢® =0,
la majoration

M, (p(f)IM,(f) < [aftrt o) waax, {1, [e(u) 1%,
ol a,=2(n+1) si veS et q,=1 si v ¢S. Mais d’aprés le lemme (1.13) on a
| o(ul) |y < @t % M,(p (Ur)), et donc

h(p(f)) = K:Q] Q,] - Zm, log M, (p(f))

{En,,logM (f) + [.Eﬁ‘n,,.?,(a’l + ... 4+4d)loga,
+ S, max {o, log M(p(U))}] 4"/}

S K Q]

d’ou le lemme (2.1), car X n, =[K:Q].
veS

Nous utiliserons & plusieurs reprises le lemme suivant.

Lemme (2.2). — Sotent 1<r<n, deN', feCGJ[d] et p:GC,J[d] - C, un homo-
morphisme de C,-algébres. Pour x = (%y, ..., %,) €P,(C,)) on a

g g lp x) l(v) ]
M, (b0 0(f)) < | My(05(f)) + _—_(U( =) M,(f)

X [(rn + 1)*@+-*%) . max {1, M,(p(U,))}]"™".
27
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Démonstration. — L’énoncé étant indépendant du choix du systéme de coordonnées

(%95 - - -, %,) de x on peut supposer sans perte de généralité que |x, |, = Jnax {|x|n}=1
<i<n

eton a alors 1< M,(Uj(x)) < (» + 1)% pour j=1,...,7. Soit 3 I’homomorphisme
¢: Gl4] ~C,
tel que B(ul)) =p(ul) si m+ X§ et Fuy) = p(ul)) — p(U,(x))/ay si m = X§;
on étend § a G[X,, ..., X,][d]. Appelons 3’ ’homomorphisme
?': 6Gl4d] ~C,

tel que B ) =P/ s mem =X§ — FE siom 4 m= X3
et o sinon; on étend 3’ A GC,[X,, ..., X,][d]. On vérifie aisément que, posant b = d,,
ona Dop(f)="% od(f), car 5(U,)(x) = o. En remarquant que I’on a

ax {1, [F) s o@D} < (1 + 0%+ +9). max {1, My(e(U)},

on déduit de la proposition (1.17), avec ¢ =doF et ¢® =0 puis ¢ =Ddop,

M, (b0 3(f)) = M,(3" o d(f))
< M,(d(f))-[(n + 1)*@* - +%) max {1, M,(p(U,)) ¥,

M,(d08(f) — dop(S))
< [p(U,) (®) |- My (f) - [(r + 1)¥3* - *%) . max {1, M,(p(U,)) }]*".

En utilisant le lemme (1.13) on obtient

M, (dop(f)) < [My(doB(S))
+ M, (Do B(f) — dop(f))].(n 4 1)a+ - +aar,

ce qui, avec les inégalités précédentes et la définition (1.15), achéve la preuve du
lemme (2.2) en remarquant que ’on a choisi x de sorte que 1< M, (Uj(x)) < (n + 1)%
pour j =1, ...,7 et que d’aprés le lemme (1.8), f est homogéne par rapport 4 chaque
groupe de variables %;.

Comme premiére conséquence du lemme (2.2) nous énongons :

Corollaire (2.3). — On reprend les notations du début du paragraphe et on suppose que
I = P est un idéal premier de A. Soient v une place de K ¢t x e P,(C,); on a alors

M, (b, o o(.f)) [0(U,) (x) |y
e 19+
x exp[13[K : Q] {Hty(PB) + (h(p(U,)) + (dy + ... + d,) log(n + 1)) Degy(P)}].
Démonstration. — En notant que d’aprés la définition (1.15) on a
_ M)
1B lls = 3o
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M,(Sf) 100, + ... +d, X o
m[(n + 1) ).max {1, M,(p(U,)) }]*/

pour déduire le corollaire du lemme (2.2). Mais d’aprés la proposition (1.17) avec
¢ =p et ¢ =0 on a

on constate qu’il suffit de majorer

max{ 1, M(e(U,)) }*! si 0¢S,

M, (p(S))IM,(f) < [(n 4 1)%@* - +4) max {1, M,(p(U,))}]*! si veS;

on en déduit que

B(e(f) =X [K’Z"Q] .max {o, log M,(p(f))}
= (max{0, g My(f )} + [3(ds + - .. +4,) log(n + 1)

+ max{o, log M,(e(U,))}]1 &°f} + ...
o(f)} + max{o,log M, (e(U,))}d°f}

.,es[K Q]

.,¢s[K Q,]
h(f) + [3(dy + ... 4 d,) log(n + 1) + h(p(U))] " f,
d’ou, en reportant dans la proposition (1.12) (vi),

M,(e(f)) > exp[— [K : Q] {h(f)
+ (h(e(U,) + 3(dy + ... + d,) log(n + 1)) d° f}]

et par suite

M,(f)
M,(e(f))

< exp[13[K: Q] {h(f) + (h(e(U,) + (1 + ... + ) log(n + 1)) d° f}].

On conclut la preuve du corollaire en remarquant que son énoncé est indépendant de

[(n + 1)"%@+ -+ max {1, M,(p(U,)) }]*/

la forme U-éliminante de B choisie et que ’on peut donc d’apreés la proposition (1.12) (vii)

supposer que h(f) =h(f) = Ht,(B) et lon sait que d°f = Deg,(P) (défini-
tion (1.14)).

Moralement la majoration du corollaire (2.3) est intéressante lorsque |p(U,) (%),
est inférieur a Dist, ;(2(P), x) (o0 Z'(P) est la variété des zéros de P dans P,(GC,)).
Mais nous aurons également a considérer des p tels que [p(U,)(x)|, est de l'ordre
de ern-‘zi%B){DiStv,d'(y, x)} et, comme le lemme (2.7) (voir plus bas) le laisse possible,

nous devons envisager le cas ol cette quantité est beaucoup plus grande que
Dist, 4(Z'(B), x). Aussi utiliserons-nous dans ce dernier une approche différente que
nous expliquons plus loin aprés avoir éclairci la signification de la forme p( f). On vérifie
facilement que o(f) €€y, . . ,(p(B[4])) et I'on serait tenté de dire que p(f)
est une forme U-éliminante d’1nd1ce (dy, ..., d,_y) de p(PB[d,]). Mais il se peut
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que Pon ait Degy, o ,(p(BI4]) < dego(BL4D dy . d_y X (3 1]d) = & o( ),

aussi p( f) ne peut étre dans ce cas une forme U-éliminante de p(B[d,]). On a néan-
moins la propriété suivante.

Proposition (2.4). — Soient k un corps commutatif, B un idéal homogéne premier de
k(X,, ..., X,] de codimension n+ 1 —7r, deN et fek[d] une forme U-éliminante
d’indice d de P. Soit o :k[d,] -k un homomorphisme tel que o(f) + o (ou de fagon équi-
valente o(U,) ¢ PB). L’idéal o(*B[d,]) est alors de codimension n + 2 — r et appelons f,, ..., f;
des formes U-éliminantes d’indice (dy, ...,d,_,) des idéaux premiers minimaux qui lui sont
assoctés. Il existe des entiers naturels non nuls £y, ..., ¢, et un élément A €k tels que

o(f) = IL £

Démonstration. — Pour tout homomorphisme p’ : k[d] — k (cléture algébrique de k)
prolongeant p, on utilise la proposition (1.4) qui s’énonce :

p'(f) = o0 <o (P[d]) a un zéro non trivial dans |
< o' ((B,e(U)) [y, - .., d,_4]) aunzéro non trivial dansk" *?
<3ke{1,...,t} tel que p'(f) = o,

car une forme U-éliminante d’indice d de V' (P, p(U,)) est f; ... f; d’aprés la propo-
sition (1.3). Ceci signifie que ’hypersurface 2 (p(f)) a les mémes points définis sur k
t

que la réunion des hypersurfaces U Z(f,), la conclusion de la proposition s’en déduit
immédiatement. =t :

Remarque. — 1l serait intéressant de déterminer les exposants?,, ...,¢ de la propo-
sition (2.4). Notons qu’en réappliquant la proposition (2.4) a chaque idéal premier
minimal associé a p(P[d,]) on étend cette proposition (2.4) aux homomorphismes
p:k[d,_,,d] -k etidéaux p(B[d,_,, d,]) et plus généralement & p:k[d;, ...,d] -k
eto(B[d;, ..., d,]). Cest souvent sous cette forme que la proposition (2.4) nous sera utile.

Nous revenons maintenant 4 notre approche alternative au corollaire (2.3).

Proposition (2.5). — On reprend les notations du début du paragraphe et du corollaire (2.3).
On suppose en outre que pour des nombres réels o< <1 e¢ H>1 ona

16(U,) (0)|/M,(U,(x)) < min {1, H Dist, (5, x)"},
alors

~

Mv(bx ° P(f)) n Degy(B)
Ml < Pl H

X exp[26[K : Q] {Hty(P) + (h(p(U,)) + (d + ... + 4,) log(n + 1)) Degy(P)}]-
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Démonstration. — On remarque tout d’abord que pour toute place w de K et
PeC|[Ty,...,T,] ona

M,(P)< sup {|P(h, ..s tn)|w}s
[4ly =1
cela est clair si w €S, etsi w ¢S on a méme une égalité qui résulte, par exemple,
de [A] (lemme (4.1.7) et corollaire (4.1.12)). On peut supposer que Org?.é”{lxil(v)} =1
et donc que 1< M(Uj(x))< (n + 1)% pour j=1,...,r
Soit un homomorphisme 7:&G,[d,, ..., d,_,] > C, quelconque vérifiant
136 ) =1 pour j=1,...,7—1 et m+m €My.

~

Supposons §o by 4, ....4_,(f) ¥ 0; alors

Y=2Z@Foda,.. 4Bl ..., d_1])

est un sous-ensemble de P,(C,) de cardinal fini contenu dans Z () C P,(C,). (L’idéal
de définition de % est de codimension > n d’aprés la proposition (1.5) et < n d’aprés
le théoréme de I’idéal principal de Krull (cf. [No], Th. 22, p. 217).) '

D’aprés la proposition (2.4) il existe des entiers naturels non nuls (4,);cq €t un
2 €C, tels que (voir remarque aprés la preuve de la proposition (2.4))

T oD a0y f) =2 I Uy)? e Cld).
YE¥

Du lemme (2.2) appliqué a f = U,(y) € G,[d,] on déduit que pour tout y e ¥
on a

g | p(Ur) (x) |(o)
[e(U,) (¥) | < [Mv(bx(Ur(Y))) + M(U,x) Mu(Ur(Y))]

X (n + 1)*.max {1, M,(p(U,)) },

ce qui se réécrit

. le(U,) (x) |(v) 9d,
[Dls%,a,(y, x) + —M‘vm] (n 4+ 1)

X max {1, M,(e(U,))}.

| P(Ur) (Y) |(v) <
M, (U h

v r

Comme on a fait ’hypothése que

le(U,) (x) I(.,) . . \
MU ) S Ty, {1 HDist g (v, )7,

il suit que pour tout y e % on a

[0 Bl ¢ oy Dist, , (y, x), H Dist, 4 (y, )"} .21 + 1)

M,(U,(y))
X max{1, M,(p(U,))}.
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En faisant le produit des puissances ¢/, pour y parcourant %, des inégalités
ci-dessus on obtient, en utilisant I’hypothése H > 1,

|9° X, (1, +- ey dy_ 1)°P(f)lv)< Il [H Dist, a,(Y x)”]” < ..
M,(Fo by a,.qn(f)  7€?

x 11 Dist, (v, %) [2(n + 1)* max {1, M,(e(U) ",
yE®*

ot #* ={ye%; Dist, ,(y,x) > H' "> 1}.
Mais on a d’une part

I1 DlSt', d'(Ya ) ~ -
ye¥y Mv(9° ..,d,_l)(f))

et d’autre part, il résulte de la proposition (1. 17) avec ¢ =73 et ¢® =0 que l'on a

~

M,(Fo Bya(S)) < My(bga(f))- (n + 1)ttt -+t
et pour tout y € % on a d’aprés la remarque suivant la démonstration du lemme (1. 16)
Dist, , (y, x) < (n + 1)*.

Donc d’aprés la remarque faite au début de la démonstration, on a

M, (b0 p(£)) < SUP{|P°b o o(f) |}

< SEP {M,(po bx, (dl,...,d,_l)(f))}l K M( X, (SN
’ J[H(n 4 14t 44 max {1, M, (e(U,)) J1*.

~

Utilisant & nouveau la proposition (1.17), avec ") =%obd, 5 . 4, €t ¢® =0, on
montre

M,(F0 Dy gy, ....a,_ () < My(f) (n + 1)@t vaieer,

et comme 0< I — 7 < I, on en déduit que

M, (b0 e(f)) . M(S)

[H(n + 1)@+ -+ max {1, M,(e(U,)) 1%/

M,(e(f) ~ My(e(f)) N
« [M.,(b‘,d(f»]"
M,(f) |~
Pour achever la démonstration de la proposition (2.5) il suffit de prouver que
Mo(f) " 23(d; + ax M dof
M.(o(/)) [(» + 1) " max {1, M,(p(U,))}]

< exp[26[K : Q] {Hty(B) + (B(e(U,)) + (dy, ... + d,) log(n + 1)) Degy(P)}],

mais ceci se démontre comme dans la preuve du corollaire (2.3), et la proposition (2.5)
est donc bien établie.

32



CRITERES POUR L’INDEPENDANCE ALGEBRIQUE 33

Remarque. — Dans le cours de la démonstration de la proposition (2.5) nous avons
vu qu’il suit de la proposition (1.17) que

M,(B 4y, ..a () € My(Sf). (0 4 1)4+ o taieer,

Il est intéressant de noter que 'on a également l’inégalité

M,(f) < My(dy 0y, ..a_g(f))- (0 4 1)tdat v et
dés que d,< dy,...,d,_;.

Pour voir cela normalisons les coordonnées de x de sorte que ,Jax {|x o} =1

(le morphisme b (1, ....d,_, D€ dépend pas d’une telle normahsatlon) et supposons,
pour fixer les 1dées, que [ %0l = 1. Considérons ’homomorphisme

p: GCldy, ..., d,_,] > Cyd)

défini par F(sW ) = (U, 48 — uly ud)[U,(x). m(x) pour j=1,...,7r—1 et
m+m e, o my=Xi " et avec la convention uff), =o si my¥m. Il suit

alors de la remarque 2 a la fin du § 1 de la premiére partie que

T oDy e o) =S

-~ U, (x) .
car Bodyq,...q_n(U) =U; — U—(xm .U,,my, pour j=1,...,7— 1.
Pour tout homomorphisme p: C,[d] > C, tel que |p(ul)|, =1 (G=1,...,7

et m e.#,) on a d’aprés la proposition (1.17) avec ¢! =poF et ¢® =o
o0 ) oy = lp 0B Daiayy.trn( )l
< My(dy, . _p() - (1 + D)8+ T80 (U, (x)) [,
d’ou il suit que
M,(f).-M,(U,(x))*" = M,(f. U (x)*/)
< My(g 0y, g () - (0 1) b,

Il suffit pour conclure de remarquer que M,(U,(x)) > 1, d’aprés le lemme (1.13).

Reprenons maintenant I’idéal I de A introduit au début du paragraphe. Nous
ne le supposons plus nécessairement pur, ni de codimension n + 1 — 7, par contre
nous allons supposer que

I= (gspl’ .. 'apm)

ol & est un idéal homogeéne premier de A de codimension n — R, et p,, ..., p, des
polynémes homogenes de A de degrés d,, 4, ..., d, ,. Nous poserons

H= max {h(p)} et D= max {d°p};

1<j<m 1<j<m
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on a alors le résultat suivant :

Proposition (2.6). — Soit P un idéal premier minimal (ou isolé) associé a 1, de codimen-
sion n+1—1r (B+127). Soit d = (dy, ...,d,) eN" et posons
d=(d,....,d,D,...,D) e NF+1;

on a alors

Hty(P) < Htg ()
+Ek+1—r[H+6d+ ... +d + (k+ 1 —7r)D)log(n + 1)] Degy (&),

Deg,(B) < Degy(&).

Démonstration. — Pour démontrer la proposition on construit par récurrence une
suite d’idéaux premiers & = P,C P, C...CP,,, , =P telle que P; soit de codi-
mension n — k 4 j et vérifie

thj("Bj) < Htaj_l(?B,-_l)
+[H+6(d,+ ... +d,+(k+2—j7—r)D)log(n+1)] Degdjd(snj_l)

Deg,,(B;) < Degy,_,(B;-1)

on d;=(d,...,d,,D,...,D)eN"""i (d,,, ,=d). Soit je{r,...,k+1—71};
'idéal PB;_, étant de codimension n — & + J—1<n+4+1—7r et P étant un idéal
premier minimal de codimension n 4+ 1 — 7 associé a I, il résulte que I & PB;_, et
qu’il existe au moins un polynéme p; n’appartenant pas a B;_,. Définissons ’homomor-
phisme p:K[D] - K par p(U,,, ;) = XP~%ip, ou X, ¢P;_, (£ €{o, ..., n}).
Soit f une forme U-éliminante d’indice d;_; de PB;_;. On déduit de la proposition (2.4)
que toute forme U-éliminante d’indice d; de tout idéal premier minimal de codimen-
sion n—k 47 associé a (P;_y, )2 e(P;—([D]) divise p(f). On choisit P; 'un
de ces idéaux premiers de codimension n — k 4 j contenant P et le lemme (2.1)
combiné a la proposition (1.12) fournit les inégalités (x). La proposition résulte faci-
lement des inégalités (*) pour j=1,...,k+1 —71.

Nous allons maintenant établir une relation entre Dist, 4(X, x) et 1}1&1§ {Dist, 4 (y, x)}.

(*)

Lemme (2.7). — Soit B un idéal premier de codimension n + 1 —r de A.
Appelons X = Z(P)CP,(C,) et soit de(N) tel que dy<d,,...,d. Soit
x eP,(C,). Il existe au moins un point y de X tel que
Dist, 5 (y, %) < Dist, o(X, x)/P® x (n 4 1)¥ert o +4),

Remarque. — En direction opposée on peut montrer que

Dist,, o(X, x) < Dist, 4,(y, x) X exp[C(n, x,y) (4, + ... + d,) Degy(B)]
pour tout y € X.
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Démonstration. — D’aprés la remarque liminaire 4 la démonstration de la propo-
sition (2.5) on peut choisir un homomorphisme p: SC,[d,, ..., d,] - G, tel que pour
m+m ey (j=2,...,7) on ait o ) < 1 et My(R(S)) = My(by, (4, ....a0(S))
(donc B(f)+o0) od g=po bx,(dz’_“,d,), et f est une forme U-éliminante d’indice d

de P. On vérifie facilement que §(f) € €, (§(P[d,, ..., 4,])) et utilisant la propo-
sition (2.4) on déduit que dans C[d,] on a (cf. remarque aprés la démonstration de

la proposition (2.4))
3
B =210 £,

ou AeC, etf,...,f[ sont des formes U-éliminantes d’indice 4, des idéaux premiers

minimaux de codimension z associés 4 3(B[d,, . .., d,]) dans G[X,, ..., X, ]Jets, ..., ¢,
sont des entiers naturels non nuls. Itérant 'utilisation du lemme (2.2) on montre que,

comme p(U;(x)) =0 pour i=2,...,7, on a

M,,G,owf)) M, (0,(f)) rldy 4 ... +4) Dogg
MG MGy <Y

]

car M,(3(f)) = M,,(b,, (@, ....a)(f)) et, d’aprésla remarque suivant la proposition (2.5),

M, (0,4, ....0)(S)) = M.,(f) (n + 1)7 "+ aEL,
Comme ¢, + ... 44, = dg f< Degy(P), il résulte de I'inégalité ci-dessus que

pour un h e{1, ...,t} on a

M,,(b ( < H;B”1/Degd n + I)lSr(dl +d,)-

(fh) wod
Mais I’idéal premier dont f; est une forme U-éliminante d’indice d, est de codi-
mension n dans CG[X,, ..., X,] et sa variété des zéros dans P,(C,) est réduite & un
M, (0(£)

point y situé sur X. Enfin on a = Dist, ,(y, x) par définition, ce qui

acheve d’établir le lemme (2.7). M.( )

Nous consacrons la fin de ce paragraphe a ’étude de la variation en fonction de
Iindice d des quantités Ht,, Deg,, || |[s ou Dist,. Pour simplifier les notations nous
omettrons cet indice lorsqu’il sera égal a4 (1, ..., 1) e N". Soient P un idéal homogene
premier de codimension n + 1 — 7 de A et d e (N*)" on a alors :

Proposition (2.8)
() Dogu(®) =&, .. 4. ( £ 7) Dea(®)

Ht,(B) _
d ... d >

(ii) He() — log(n + 1) Deg((P) < Ht($) + log(n + 1) Deg({P).
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Démonstration. — (i) se déduit facilement de la remarque qui suit la définition (1.14).
Pour (ii) considérons d’abord f et f; des formes U-éliminantes d’indices d = (dy, ..., d,)
et d, = (dy, ...,d,_, 1) respectivement de P. Nous procédons de fagon similaire & la
démonstration de la proposition (2.5). Soit v une placede K et 3: GJ[dy, ..., d,_,] = G,
un homomorphisme quelconque vérifiant |g(uld)|, =1 pour j=1,...,7—1 et
med,, et 5(f)+ o ainsi que B(f;) £ 0. Alors ¥ = Z(g(Pldy, ---,4d,_4])) est
un sous-ensemble de P,(C,) de cardinal fini et, d’aprés la proposition (2.4), il existe
des entiers naturels non nuls (4,),ca, ({})yeo €t A, Ay € G, tels que

Xt=2 b =dy...d_,degP,

YyE¥ YyE¥

) =% I Uy et 3(A) =n I Ly)¥
YE¥ YE¥

(notons que pour chaque y € % on a fixé un systéme de coordonnées projectives dont
dépendent 2, et 1;). Montrons que Ay/A¥ est un élément de K indépendant de § et que
¢, =¢; pour tout ye%.

Pour cela on considére I’homomorphisme p:K[d,] - K[1] défini par
e(U,) = (L,)*; on vérifie & aide de la proposition (1.4) que p(f) = M* pour un
certain A € K (indépendant de §). On calcule alors que

ho- I L)% = 00B(f) =Fop(f) = A(f)* =n.20. I L (y)*,
YEY YEY

ce qui montre bien que A/Af =reK et £ =¢ pour tout y=%.

Si v ¢S on vérifie aisément que pour tout ye % on a
M, (U,(y)) = max {| yil}* = My(L,(y))*

0<isn

d’ou il suit que M, (3(f)) = ||, M,(F(f1))* et enfin, d’aprés la remarque liminaire
de la démonstration de la proposition (2.5),

M,(f) = M My(f)™

Si veS la définition de M, et le lemme (1.13) permettent d’établir que pour
tout ye% on a (voir remarque apreés la preuve du lemme (1.13))

Mv(Ur(Y)) < (ﬂ + I)d’ max {I.yil(n)}d'S [(ﬂ + I) Mv(Lr(Y))]d'

0<isn

et M,(U,(y)) > max {| 5ilw}* > [(» + 1)7" My(Ly(y))]*

0<<i<n

On en déduit aussitot que

(n+ 1)~ %20V M B(A))F< M"|(—§(|f£< (n+ )% HE R M (E(f)™

Reportant cet encadrement dans la définition de M, ( f/A) on trouve

M.(f)

(n + I)—dl"'d’deg&}.M,,(f])d'S |)\|

< (1 1) d S M f)%
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En sommant les résultats obtenus sur toutes les places v de K on a enfin
dh(f) —d,...dlog(n+ 1)degP
<h(f)<dh(fy) +dy...d]log(n+ 1)deg B,
car Zu]n,, log |A], =[K:Q]h(\) = 0. Cet énoncé peut se réécrire

EEE@. — log(n + I)deg‘B
1 - Gp_q
Hey(B) Ht,, (B)
< d ... df d ... d,_, + log(n + 1) deg %,

et en itérant le procédé on montre finalement que :

Hit,()

Ht(P) — rlog(n + 1) deg P < ———
4 ... .4

< Ht(PB) + rlog(n + 1) deg B.

Comme Deg(B) = rdeg P la proposition est établie.

Remarque. — En reprenant la remarque suivant la démonstration de la proposi-
tion (1.5) on déduit de la proposition (2.8), avec P = (0) et r==n+4 1 dans
A=0Q[X,, ..., X,], et du lemme (1.13) que les coefficients dans Z du résultant
des n 4+ 1 polynémes homogeénes Uy, ..., U, , de A[d] sont de valeurs absolues infé-
rieures & (n 4 1)3" VA daiy

Lemme (2.9). — Soit v une place de K et x,y eP,(C,) et deN-.
§t veS on a
(2(n + 1))~ %+, Dist,(y, x) < Dist, (y, %) < (2(n + 1))%¢* 7. Dist,(y, x).
St v¢S ona
DiStv,d(y’ x) = Dist,(y, x).

Démonstration. — On se raméne a supposer que | |y =012?.<x”{|x,.|}(v) = I

et que | y; |w) ZOIE]?‘}”{I)’A(::)} = 1. On a alors, pour tout d' e N*,

) (n + 1)7** max {A,, n }< Dist, ,(y, x) < (n + 1)*¥ max{A,, .} siveS,
*

( Dist, ;(y, x) = max{A,, .} sivé¢s,

ou Pon a posé A, . = |m(x) m'(y) — m(y) m'(x)|, et les maxima sont pris sur
m+ m’ e, On pose encore ¢, =1/2 et a,=2(n+ 1) si v€S et g, =a,=1
si vé¢S.

d d
Soient m = [I X, et m = IT X;, deux mondmes distincts de .#,; on
=1 =

1
d
vérifie que m(x) m'(y) = ’1;[1 [(x, 2, — %, %) + %, %], dou lon déduit que
Ap < &7 % o JHBX {Ax,x;}. Ceci conjugué aux relations (x) pour d=d e d =1
) <i<j<n 1
entraine que Dist, ;(y, x) < a2®*" Dist,(y, x).
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Pour montrer la minoration, considérons des indices iz, j tels que
L x, = ax .
Ax,,x, o2 ISn{ Ay, xe}

On distingue trois cas :
10 Si Ay, x < &’ Ay, x;, soient m=X;X{"! et m' = X;X{™; on vérifie
que Ay > Ax;,xj — g2+t Ax;.,x,-. > ¢, Ay, %

d.

0 Q; 2d 1/d 4 _ d r__
20 Si By, x; > & Ax, x; et | %, il < &%, soient m = X{ et m’'=Xi; on

vérifie que A, . > €, > € Ax, x> car Ay x.< e
3 2d 1/d d—1 d.
3° Si Ax‘_‘,xj.z & Ax,x; et [ %, Yi | = &% s01ent m=X, . X7 et m'=X;

Jo?
3 d——l d+1 lld
on vérifie que Ay e > | %, 5 It A XipX;, 2 € &'t Ay, xj» car | %, |0 = & et Do =
Dans les trois cas, on reprend les relations (*) pour d’=d et d' =1 qui per-

mettent de conclure que Dist, 4(y, x) > ¢, %**Y Dist,(y, x), ce qui achéve de mon-
trer le lemme (2.9).

Corollaire (2.10). — Soit P un idéal homogéne premier de codimension n de
A =K[X,, ..., X,], deN,
v une place de K et x e P,(C,). On a alors,
siveS, ||Bll. (2(n 4 1)) Ht1De®
< 1B lsn,a < [ Blly,o- (2(n + 1)*F 0T,
st v ¢S, ”g‘B”xvd ”‘BHX.

Démonstration. — 11 suffit de remarquer (cf. démonstration du lemme (1.8) que
pour tout d’e N on a

” s‘B”x,v.d’ = I Distv, d’(Y: x)’
yEZ(P)

ou Z(*P) est ’ensemble de cardinal Deg P des zéros de P dans P,(C,), et d’appliquer
le lemme (2.9) a chaque facteur.

2. Enoncé du critére principal et démonstrations des corollaires
L’énoncé que nous appelons critére principal est le théoréme suivant.

Théoréme (2.1x) (critére principal). — Soient K un corps de nombres, v une place de K
e 0=(0,,...,0,) €C;. On suppose qu’il existe un idéal premier & de K[X,, ..., X,]
de codimension n — k (0 < k< n) tel que pour tout P € & on ait P(0,, ...,0,) = o. Soient
o, 8, R et S quatre fonctions croissantes de N dans I’ensemble des nombres réels > 1. On suppose que
v =0 + 8 tend vers Dinfini avec N, que S[t8* est une fonction croissante de N dans R et que
pour tout NeN on a:

S(N)¥*+2> Ce(N + 1) (N + 1)* [S(N)E+! £ R(N + 1)¥+1],
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o C=C(n, [K:Q), &) est un nombre réel > 1 ne dépendant que de n, [K : Q] et &. Sous ces
hypothéses il wexiste pas de suite d’idéaux (ly)ysy, de K[X,, ..., X,] telle que pour tout
N > N, lensemble des zéros de Iy dans la boule fermée B(0, exp(— R(N))) de CF soit de car-
dinal fini et que Pidéal Ly soit engendré par des polynsmes QY ..., QU de degrés < 8(N),
de hauteurs h< o(N) et vérifiant

o< _ _max {IfoI)(ela ey en)l(v)}S CXP(— S(N))

1<i<m(N)

Remarques. — Dans I’énoncé ci-dessus on peut, quitte a remplacer les fonctions R (N)
(resp. 8(N)) par la fonction max {S(N — 1), R(N)} (resp.[8(N)] + 1) et C par C/2**,
supposer que pour tout NeN on a S(N)< R(N + 1) (et donc en particulier que
R(N) tend vers linfini avec N) et §(N) e N*.

e On peut encore supposer sans perte de généralité que ||0||,, = max {160} < 1.

Il suffit en effet, si |0, > 1, d’appliquer & & et aux QY (I=1,...,mN)) la
transformation

P(X,, ..., X,) > X&P.P (le Xy, oo es x,,)

pour se ramener, quitte & remplacer la fonction R(N) qui tend vers l'infini avec N par
la fonction 2R (N) et C par C/2***! et & modifier I'indice Ny, aux hypothéses du théoréme

—| < I.
1 |(v)
On procéde pareillement pour tous les j tels que |6, > 1.
Nous déduisons maintenant les corollaires (0.1) & (0.6), énoncés dans 'introduc-

tion, du théoréme ci-dessus.

pour le point (61— s 0y ooty 0,,) qui vérifie
1

Déduction du corollaire (0.1). — On prend K = Q, vla place a Pinfini et n =1
avec 0 eC et & = (0) (k= 1). On choisit encore pour tout NeN, R(N) =1,
S(N) = Gyt(N 4+ 1) (N 4+ 1) ou Gy > C(1, 1, (0)), le théoréme (2.11) assure qu’il
n’existe pas de suite d’idéaux (Iy)yenx avec Iy = (Py) telle que ¢(Py)< 7(N),
d°Py< 3(N) et o< |Py(0)|< exp(— Cor(N + 1) (N + 1)), ce qui est la conclu-
sion du corollaire (o0.1).

Remarque. — On peut énoncer le critére de Gel’fond sans supposer que les fonctions
7(N) et 3(N) sont croissantes, ’encadrement imposé est alors de la forme

0 < |Py(8)] < exp(— 3(¢(Py_1) + #(Py)
+ 8(Py4)) (@° Py_y + d° Py + d° Py ).

Ce dernier résultat, plus fort que le corollaire (0.1), ne se déduit pas du théoréme (2.11).

Déduction du corollaire (0.2). — On prend K = Q, vla place a P'infini et & = (0)
(k = n). Pour tout N e N on pose T(N) = 2N, S(N) =N**% et R(N) = gN"+a,
La minoration de |Py(0,, ..., 0,)| assure que I'idéal Iy = (Py) n’a pas de zéro dans
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la boule B(0, exp(— R(N))) de C". Les conditions reliant les fonctions o, 3, R et S se
traduisent pour N assez grand par les inégalités

I

o< ay — N — 1 et a; —a, <
M+ a 1 2 7+

(n+a—n—1),

. . . . I .
qui sont clairement vérifiées si n=2n+4+1 et 0< q;< ay (1 + ——) . Ceci montre
. . n+1
donc et améliore le corollaire (0.2). +

Remarque. — On pourra également montrer si on le désire que le théoréme (2.11)
entraine et améliore, comme pour le corollaire (0.2), le théoréme plus général de [R]
(voir également [N2]).

Soit » une place de Q et xy, ..., x, (resp. Jq, ..., ) des éléments de C, tels que
les valeurs ¢%% (i=1,...,k j=1,...,¢{) soient définies et que pour tout &> o,
tout X > X(e) et tout k-uplet (Ay, ..., A,) (resp. f-uplet (g, ..., u;)) d’entiers ration-
nels, non tous nuls, tels que |A|< X (f=1,...,k) (resp. |y|< X (j=1,...,9),
on ait

k ¢
|2 n] > exp(— X (resp. | S s3] > exp(— X))
Le théoréme (0. 3) est alors une conséquence triviale du cas (ii) du théoréme suivant.

Théoréme (2.12). — Avec les conditions ci-dessus on a

(i) degtrg Q (x;, 3, €Y) > MJ(k + ),
(i) degtrq Q (x;, %) > (R — )[(k +£),
(iii) degtrq Q (¢%) > (RtJ(k +2) — 1,

ott degtrq désigne le degré de transcendance sur Q.

Démonstration. — On reprend [P1] jusque et y compris le § 4. (Bien que [P1] soit
écrit dans le cas ou la place v est finie, les arguments se transposent sans difficulté au
cas de la place v infinie.) Au § 5 on substitue au critére d’indépendance algébrique men-
tionné le corollaire (0.2) avec n = n 4 1. Le reste de la démonstration est un exercice,

k¢
par exemple pour le (i), si degtrq Q(x;,;, €"%) =n<x —1, ol k= P, + 1,
on pose a,_=a2<1 —}-n—_ll_—l—) — €& avec Gy =K —n — I ——%——-s et 'on vérifie que

n+ 14+ a, >k, ce qui permet d’appliquer le corollaire (0.2) pour montrer I'impos-
sibilité de la construction faite sous ’hypothése k> n + 1 et donc que
kt

n = degtrq Q,(xia.yj’ efiyf) ZK—1= k———+ 7
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Déduction du corollaire (0.4). — On prend K = Q, vla place a Pinfini et & = (o)
(¢ =mn). Pour tout N eN on pose t(N) =2N, R(N) =1, S(N) = Gy(N + 1)"*?
ou Cy> 2"**C(n, 1, (0)). Les hypothéses du corollaire (0.4) assurent que pour tout
N> N, lidéal Ty = (Pn(1, Xy, .., X))5e=1,...,mN)) de Q[X,,...,X,] n’a

qu’un nombre fini de zéros dans la boule B (0, -:—) de C" et le théoréme (2.11) entraine
la conclusion du corollaire (0.4).

Déduction des corollaires (0.5) et (0.6). — On prend K = Q, v la place & I'infini
et &= (0)(k=mn). Pour NeN on pose t(N)=2N, S(N)=Cy(N + 1)" et
R(N) =3C,N ou GC,> (2*** 4 6¥*1).C(n, 1, (0)). Les conditions reliant les fonc-
tions o, 8, R et S se traduisent alors par la minoration % > n -+ 1 et le théoréme (2.11)
entraine donc le corollaire (0.6) et améliore le corollaire (0.5).

Remarque. — Le corollaire (0.5) avec la condition v > 7 + 1 est un cas parti-
culier du corollaire (0.6) puisque ’on y demande que ’ensemble des zéros communs
aux polynémes P, y, ..., P, y dans la boule B(0, exp(— 3G, N")) de C" soit vide.

3. Démonstration du critére principal

Dans tout ce paragraphe v est la place du corps de nombres K fixée dans I’énoncé
du théoréme (2.11) et 0 le point (1, 0,, ..., 0,) de P,(C,). On considére K plongé dans C,
et pour simplifier les notations nous ne rappellerons pas les paramétres 0 et » en indices

des fonctions Dist, 4(., .), || - |6,0,4> | - |y €t M,. On notera encore pour

Y= (.y(h . ".yn) € Pn(cv)
tel que Jy, + 0, comme dans le lemme (1.16), ||y]|l = 1T?§n{|]ib’0| }oooSi
PeC,[X,, ..., X,] on notera "P le polynéme homogéne T

X X
(X, ..., X,) = XEPP (3(—‘ f)
0 0,

de C,[X,, ..., X,] et si I est un idéal de C,[X,, ..., X,] (ou K[X,, ..., X,]) on
notera *I I'idéal de C,[X,, ..., X,] (ou K[X,, ..., X,]) engendré par les polyndémes *P
lorsque P parcourt I. Nous nous plagons dorénavant sous les hypothéses du théoréme (2.11)
et nous nous ramenons, grice aux remarques suivant I’énoncé de ce théoréme, 4 consi-
dérer que ||0||< 1 et que pour tout NeN on a S(N)< R(N + 1) et §(N) eN".

Nous supposons qu’il existe une suite (Iy)ysy, d’idéaux de K[X,, ..., X,] telle que
pour tout N > Ny Pensemble des zéros de 1y dans la boule B(O, exp(— R(N))) de C; soit
de cardinal fini et que idéal 1y soit engendré par des polynomes Q1Y .. ., QU de degrés < $(N),

de hautewrs h< o(N) et vérifiant
o< lsl?é,’,f(N){le(?)(el’ .o 8] }< exp(— S(N)).
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Cette hypothése, dite auxiliaire, sera faite dans tout ce § 3 et nous allons en déduire,
pourvu que la constante G soit suffisamment grande, une contradiction qui établira
donc le théoréme (2.11) en montrant que pour une infinité de N > N, le point 0 est
un zéro de I'idéal "I dans P,(C,) (et donc que 'on 2 Q¥(6,, ...,0,) = o pour tout
i=1,...,mN)).

Considérons pour tout re{1,...,n} Dlassertion suivante (sans préjuger de sa
véracité).

Assertion (A,). Il existe un entier N, > Ny et une suite (Py ,)x>n, d’idéaux homogénes
premiers de A = K[X,, ..., X,] de codimension n+ 1 — 1" >n+ 1 —1r vérifiant, avec
dy, = 3(N), ..., 3(N)) e (N7,

(0)x,r '€ C By r i1 C By,

(D)x, Hty (By,) < 7" 2(N) S(N)* et Degy, (PBx,») < ¢ 3(N)*
) S(N) "k +1)
(i1)y, , Il ;‘BN,er,,,,:< €Xp\ — (thu,,r(sBN,r) +T(N) ‘Deng,,'(s:BN,r))' (W)

ot ¢, > 1 est un nombre réel ne dépendant que de n et &.

On a alors le lemme suivant.
Lemme (2.13). — Sous les hypothéses du théoréme (2.11) Passertion (A, ,) est vraie.

Démonstration. — On choisit N,,, =N, et pour tout N> N,,; on pose
Px,x+1="€. Comme (0, ..., 0,) est un zéro de & dans Gy on a || Bykr1lley,,, =
pour tout N > N, ., et les inégalités (ii)y ., sont donc vérifiées. Pour tout N > N, ,
les quantités Ht(Py ;) et Deg(Py 1) ne dépendent que de n et &, et les majora-
tions (i)y, x4 découlent donc de la proposition (2.8). Le lemme est ainsi établi ((0)y,x+1
est clair si on pose Py .5 ="F).

Nous allons maintenant montrer par récurrence le lemme suivant.

Lemme (2.14). — Sous les hypothéses du théoréme (2.11) Passertion (A,) est vraie.

Démonstration. — Comme (A, ;) est vraie, il nous suffit de démontrer que
pour r==~%-+1,...,2 lassertion (A, entraine I’assertion (A,_;). Supposons
donc pour re{k + 1,...,2} que Passertion (A,) est vraie. Pour N > N, posons
Xy, = Z(Py,,) CP,(C,). On déduit du lemme (2.7) et de Pl'inégalité (ii)y,, pour
tout N> N, que

i SNy \7HY Ht,, ,.(By,,)
SR, (DSt (3, )< exp {( - o))+ Degan,,,(ssz,,>) ’

ou ¢, est un nombre réel > o ne dépendant que de .
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S(N)
=) s>

,24n {Distyp(y, 0)3< [3(n + 1))~ 128

Comme > (cy + 12 log 3(n + 1))**! on en déduit que

Soit x = (xg, ..., x,) € Xy, réalisant le minimum ci-dessus; comme ||| <
il découle des lemmes (2.9) et (1.16) (i) que xy+ o et des lemmes (2.9) et (1.16) (

que ||x — 8] < %max{l, l|x||} (car sinon Distyy(x, 8) > [2(n + 1)]~ ™).
Utilisant a nouveau les lemmes (2.9) et (1.16) (ii) on conclut enfin que

min {[ly — 8]1}< [|x — 0]] < Distyy(x, ). (2(n + 1))**". max(x, || x|}
|| = l

Vu que ||x||< |[x— 8][4 [[0]| <

)OIOO

ou ||x||< 3, on adonc

+
S( /(k +1) Ht Nr,(‘B ,r)
,min {|ly —|i}< cxp{(ﬁlog?»(" DAa— ( S(N)) )'(T(N)‘Fﬁegda?(—‘/l‘%?))}'

N—>ow

Ceci montre que yren)i(n {lly — 0||} == o0, car 7(N) tend vers Pinfini avec N. Soit
N, 7
N,_, un entier > N, tel que pour tout N > N,_, on ait

exp(— R(Np)) > min {[|y — 0]|}.

Pour tout N > N,_, on définit alors M comme étant DPentier > N,,
dépendant de N, le plus grand tel que d’'une part M N et d’autre part
exp(— R(M)) > yIéx}i(n {lly — 90|/} On a ou bien M =N, ou bien M<N avec

exp(— RM + 1)) < min {|ly — 8[|} < exp(— R(M));

nous distinguerons ces deux cas plus bas dans la construction de I'idéal Py ,_;.

Dans les deux cas, si codim Py ,>n —r -+ 2, on pose Py, ;= Py, (les
conditions (i)y,_; et (ii)y,_; résultent de la formulation des conditions (i)y , et
(ii)y,,). Sinon on a codim Py, =n —r 4+ 1 <n, c’est-a-dire dim Xy, =7r—1> 0,
ce qui conjugué au fait que exp(— R(M)) > yren)i(f.l,{”y — 0||} montre que le car-
dinal de Pensemble Xy, N B(0, exp(— R(M))) est infini. L’hypothése auxiliaire dit
que Z(Iy) N B(6, exp(— R(M))) est fini, ce qui entraine que Xy, ¢ Z(Iy) et
donc qu’il existe un des générateurs de Iy, soit Q% tel que "QM¥ ¢ P, ,. Soit X, tel
que X; ¢ Py,, nous définissons un A[dy ,_;]-homomorphisme

p: Aldy,] - Aldy,_4]
par p(U,) = Xf‘N)"”’Q‘i")."Q}‘), et soit f une forme U-éliminante d’indice dy , de By ,.
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Considérons la forme o(f) e K[dy,_;]; comme p(U,) ¢ Py ,, elle s’écrit, d’apres
la proposition 2.4,

o) = I fih,

ou fy, ..., f; sont des formes U-éliminantes d’indice dy,_, des idéaux premiers mini-
maux de codimension n — r + 2 associés & p(*By ,[8(N)]). Le lemme 2.1 en liaison
avec la proposition (1.12) (iii) et (v) et ’hypothése (i)y , montrent que pour tout
h=1,...,t ona

{h(ﬁ.) <h(f) + (3rlog(n + 1) + 1) 7(N) d° < ¢]7"** o(N) §(N)",
& i< d°f< e 3N,

car h(p(U,)) =h(\QY) = h(QY) < =(N) et ¢ > grlog(n + 1) + 2.
Nous distinguons maintenant les deux cas mentionnés plus haut pour majorer la

quantité M(D o p(f))/M(p(f))-

Premier cas : si M = N. — D’apres le corollaire (2.3) et ’hypothése auxiliaire,
on a

M(e(f)) < [ By, rllay, + 1.exp{cs(B(f) + ©(N) d°f)},

ol ¢; est un nombre réel ne dépendant que de z et [K: Q].
On déduit des hypothéses du théoréme (2.11) que, si C est assez grand en fonction
de ¢;,¢5 €t n,

S(N) (r—1)/(k + 1) s .
S(N) > {[(W‘) + ¢5 + log(n + 1)] 20t~ "+2 ¢(N) §(N)* + log 2
dog((n + 1)) + 1,

et

r/(k+1) (r—1(k+1)

En utilisant ces remarques et les estimations (i)y, , et (ii)y,, on déduit de I'inéga-
lité précédente que

~

M(boo(f))

S(N) (r—=1)/(k+1)
xp{ — (h T(N) d° f).
M) <CP{ (h(f) + () f)( )

=(N) 3(N)*

gN) | UED
< exp{— (h(p(Sf)) + *(N) @° P(f)).( ) )k) }

.(1 4 grlog(n + 1))]

=(N) (N
grace au lemme (2.1).
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Deuxiéme cas : st M<N. — On a,
exp(— R(M + 1)) < min {[|ly — 6]}
YEXx,r
< (3(n 4+ 1))°°W. ,min {Distyw(y, 8) )

et comme on a déja vu que yren‘i{n { Distyy(y, 0)}< (3(r + 1))~ "**™, il suit que
exp(— R(M + 1)) < min {Distyy(y, 8)"2}.

Do, [e(U,) (8)]

— S(M) : . n
MU (o) S¢S mn {1, Dista(y, )},

si Pon pose 7 = S(M)/2R(M + 1) > o.
On a n< 1 car on s’est ramené & supposer S(M) < R(M + 1), et donc la pro-
position (2.5) entraine avec I'inégalité (ii)y , la majoration

M(b o p(f)) ol oo [ (s VY smy _c]}
M) <ep{ (h(f)+T(N)df)-[2(———T(N)8(N),,) R~ 4|

oll ¢, est un nombre réel ne dépendant que de z et [K: Q].
Mais on a

( S(N) )1/(k+1) S(M) >( S(M)"+2
7( )k ‘R

e 1/(k +1)
N) 5(N M+ 1)~ \RM + ) T =(M) S(M)") >

et G étant suffisamment grand en fonction de z et [K: Q] on déduit du lemme (2.1)
et de I'inégalité ci-dessus que

M(30o(f))

B . S(N) (f~1)l(k+1)}
M(o(/)) <e P{ (h(e(Sf)) + =(N) d° o(f)). (——__—)k) :

=(N) 8(N

Dans les deux cas on démontre donc la méme majoration. Utilisant la décompo-
sition de p(f) déja indiquée plus haut, on déduit de cette majoration qu’il existe un idéal
premier minimal de codimension n — r 4 2 associé a p(By ,[3(N)]), et que nous posons
dorénavant égal a Py ,_,, de forme U-éliminante d’indice dy ,, égale a fi(1< A< ?)
et tel que :

1By, mall = o)
M( /)

Comme h(f) = thu"_l(EBN,,_l) et d°f, = Deng,,_l(‘BN',_l) il suit que I’idéal

Py .1 Vérifie (ii)y,_, et aussi (i)y,_, d’aprés ce qui a déja été remarqué

apreés la décomposition de p(f). Nous venons donc, en supposant 1’assertion (A,) vraie,

de construire pour tout N > N,_, un idéal Py ,_, premier dans A de codimension

>n—r-+42 et vérifiant (0)y,_q, (i)y,,—1 €t (ii)y,_;. Ceci montre que si (A,) est

S(N (r— 1)k +1)
< exp { — (b (f) + <(N) &°f). ((N_)(S()T\IT) }
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vraie, alors (A, _,) est également vraie pour 7 €{k + 1,%, ..., 2}. Mais le lemme (2.13)

assure que I’assertion (A, _,) est vraie, il en résulte que P’assertion (A,) est vraie et le
lemme (2.14) est établi.

Il faut encore montrer le lemme suivant.

Lemme (2.15). — Sous les hypothéses du théoréme (2.11) la suite (Py ;)y>n, de Passer-
tion (A,) est d valeurs dans un ensemble fini d’idéaux homogénes premiers de codimension n de A.

Démonstration. — Comme || Py 4|lo,,, <1 pour N> N, les idéaux (By, ()nsn,

sont tous de codimension z. Soit N > N; et M le plus petit entier compris entre N,
et N tel que les deux conditions ci-dessous soient vérifiées. On pose P = Py ;.

(%) Hty(B) < 72 w(M) 3(M)%,
(%) Degsan(P) < 61 3(M)¥;
cet entier M existe car N vérifie les conditions (%) et (#*).
1) Supposons d’abord que ygl}i(n {lly — 0]|}< exp(— R(M)), et montrons qu’alors
N, 1
M = N,. Pour cela considérons I’éventualit¢ M > N, et il existe un générateur Q¥ -1
de Iy_, tel que "Q¥~Y¢P et tel que X;¢P; on définit le A-homomorphisme
p: A[(M)] - A

par o(U;) = X?‘M)”"OQSM_I)."QQ‘“”. Le corollaire (2.3) appliqué a cet homomorphisme
s’écrit en utilisant ’hypothése auxiliaire

(I 1< [[IBllsa5 + exp(— S(M — 1))]. exp{e;(Htyne)(B) 4 7(M) Deganey(P))1s

ou ¢; est un nombre réel ne dépendant que de z et [K: Q].
On sait d’aprés le corollaire (2.10), la proposition (2.8) (i) et I'inégalité (ii)y ,
que
”"BH&M)\ ”‘B”s .exp(cs T(N) Dega(N)(‘B))

S(N k+1)
< exp | (Htyn)(PB) + 7(N) Degs)(B)) X (CG— (Rﬁﬁ)ﬁ)—") )},

ol ¢ est un nombre réel ne dépendant que de n.
Comme on a encore S(M — 1) > Ct(M) §(M)*, on en déduit en utilisant la
proposition (2.8) que I'inégalité (I) est intenable et donc que

QY . Q) C .
On a également les inclusions
" = %N,k—i—l C “BN,kC ...C %N,l = ‘Ba
mais comme on suppose que min {||ly — 0||} < exp(— R(M)) on déduit de I’hypo-
ppose que gn P yp

thése auxiliaire que B est un idéal premier minimal associé a ("¢, "Q¥~", .. . AQMEY .
Il suit alors de la proposition (2.6) que
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Htgo—1)(B) < 4(n + 1) log(n + 1) ¢ 7(M — 1) (M — 1)*
et Degym—1)(B) < ¢, 3(M — 1)*

ce qui contredit la minimalité de M et montre que I'on a bien M = N, dans ce cas.

2) Il reste encore & étudier Iéventualité exp(— R(M)) < yIen}i(n {lly —0]|}. Dans

N,1
ce cas on montre que N < N; avec Nj un entier > N, tel que pour tout N’ > N on
ait
exp(— R(Ny) > min {||ly — ]|},
N, 1
L’existence de Pentier N résulte du fait que , én)%n {lly — OH}F» o et qui
N',l > 0

se démontre comme indiqué au début de la démonstration du lemme (2.14). Si
N > N; il existe un entier M’ > N, tel que

exp(— R(M’ + 1)) < min {{|y —6]|} <exp(— R(M)).
Comme exp(— R(M)) < ‘-’ren)i(n {lly — 0]|}, il est clair quee M’ < M. Montrons

que I, CPB. En effet, sinon soit Q™) un générateur de I tel que "QM) ¢ P et
soit j tel que X; ¢ P; on définit

p: ARM)] - A

s —a° Q™) neyar) o , X -
par p(U,) = X i .'QW). En utilisant ’hypothése auxiliaire on montre que,
comme dans le second cas de la preuve du lemme (2.14), on a

Uy @) _
%%JIE(LW))' < yeXn s {1, Distyy(y, 8)"}

avec 7 =S(M')/2R(M’" +1)>0. On a n< 1 et la proposition (2.5) s’écrit alors
(IT) 1< || SB||§'(M,).exp{07(Ht8(m,)(§l3) + (M) DegS(M’)(gB))})

ou ¢, est un nombre réel ne dépendant que de z et [K : Q]. Mais on a encore

SN 1(k +1)
I gB”s(mf) < exp {(Htsm)(%) + ©(N) Degs(N)(‘B)) (56 - (W) )},

M’ S(N
car M'< Mg N, et comme S(M) ( @)

ROM + 1) \=(N) 3(N

’inégalité (II) est intenable et que donc on a bien (*QY, ...,"QM) ) C B.

Comme y{En)i(n {|]ly — 0]|}< exp(— R(M’)) on déduit de I’hypothése auxi-
N,1

1/(k+1)
)k) > CY&+1) j] vient que

liaire que P est un idéal premier minimal associé a (*&, "Q%", ..., *QM} ) et il suit
de la proposition (2.6) que

Htgpr)(P) < 4(n + 1)*log(n + 1) ¢ 7(M') §(M')*
et Degsur)(B) < ¢ §(M)~
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Ceci contredisant la minimalité de M entraine que 'on a N < N; dans ce cas. Dans
les deux cas on établit a I’aide de la proposition (2.8) que

Ht(Py,1) + Deg(Pu,1) < (67° + ¢ + ¢ log(n + 1)) 7(NG') 3(Ny')",

avec Ny’ = N, ou Nj suivant le cas. Comme il n’y a qu’un nombre fini d’idéaux pre-
miers homogénes de A de hauteur et degré bornés a I’avance, le lemme (2. 15) est démontré.

Fin de la démonstration du théoréme (2.11). — Grice au lemme (2.15) on peut extraire
de la suite (PBy ;)y>y, Une sous-suite (‘BNM),E, telle que N, ;—> o et que Py, 1= B
soit un idéal premier fixe indépendant de ¢. Il suit des inégalités (ii)y 41 Gt du corol-
laire (2.10) que pour tout £ €N on a

S(NI) 1/(k+1)
) - < _ .
Comme S(N) > Cr(N) 3(N)* et que 7(N,) tend vers linfini avec ¢/ on a donc
[|B]| =0 c’est-a-dire 0 € Z(P). Mais alors 0,, ..., 6, appartiennent & une cléture

algébrique K de K (dans G,) et les nombres Q¥ (6, ...,0,) eK pour tout N> N,

et :=1,...,mN) sontde taille < 7(N) + ¢;8(N) ol ¢z ne dépend pas de N. Comme
S(N) > Cr(N) 3(N)* linégalité de la taille et la majoration

|Q5(6,, ..., 0,)| < exp(— S(N))

pour tout 7 =1, ...,m(N) montrent que les nombres Q%(6,,...,0,),...,
Q) (6y, ..., 0,) sont tous nuls pour tout N assez grand. Ceci contredit Pexistence
d’une suite d’idéaux Iy satisfaisant hypothése auxiliaire et achéve donc d’établir le
théoréme (2.11) (critére principal) et tous ses corollaires mentionnés en introduction.

Formulons deux remarques finales. D’une part, il serait intéressant de généraliser
le critére principal en substituant au corps de nombres K un corps quelconque de type
de transcendance fini. D’autre part, on pourrait songer a substituer au point @ des
ensembles de points plus compliqués éventuellement munis de multiplicités.



APPENDICE

LE CONTRE-EXEMPLE DE CASSELS

Dans cet appendice nous voulons étendre le théoréme XIV (p. 94) de [Ca] pour
montrer que ’hypotheése du théoréme (2.11) qui impose aux idéaux Iy d’étre de dimen-
sion zéro au voisinage du point 6 ne peut étre éliminée. Par voie de conséquence il vient
que sous ’hypothése (5.3) (ii) de [C] (p. 359) on ne doit pas, lorsque 7> 3, espérer
que les nombres 0,, ..., 0, sont algébriques (ni méme algébriquement dépendants),
et qu’aucune des hypothéses additionnelles

a) Jimoy/N"*" = f @, b) dimIy<nz,

(ni méme les deux) ne peut permettre, lorsque n > 3, d’arriver a une telle conclusion
(contrairement a ce qui est affirmé dans [C]).

Proposition. — Sotent n > 2 et (Y(N))yen une suite de nombres réels > o. Il existe des
nombres complexes 0y, ..., 0, algébriquement indépendants sur Q tels que pour tout N e N
i existe une famille (a;;), t=1,...,n—1; j=0,1,2 dentiers rationnels de

valeurs absolues < N et vérifiant pour i = 1, ..., n — 1, d’une part a;, + o, et d’autre part

Iai,o + a; 4 0, + a2 ei+1] < $(N).

Remarques. — La proposition est intéressante lorsque ¢(N) tend rapidement vers
zéro quand N tend vers l'infini. Par exemple si — log ¢(N)/N"*+32 — 4 oo,

N>

o Posons Iy = (a, o+ ay; X, + 8, Xy, .. 8,10+ @13 Xy + @, 45 X,); Cest
un idéal premier de Q[X,, ..., X,] de codimension n — 1 < n dont les générateurs

sont de hauteur h < log gN et vérifient
o< max {|ag,+ 4,0 + 4,0} <¢N).

1<i<n—1
On voit donc qu’il existe un point 6 = (6, ..., 0,) € C* et une suite d’idéaux (Iy)ycy
de codimension n — 1 vérifiant les hypothéses du théoréme (2.11) avec & = (o),
3(N) =1, #(N) =1 +1log3gN et R(N + 1) = S(N) = — log ¢(N); exceptée celle

sur les zéros de Iy dans la boule B(8, exp(— R(N))). Si — log ¢(N)/log N ——> + o

ceci montre que le théoréme (2.11) ne peut étre vrai lorsque I’on supprime la condi-
tion, pour les idéaux Iy, d’étre de dimension zéro au voisinage du point 6.
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e On peut supposer, sans perte de généralité, que ¢ est monotone décroissante

vers zéro, quitte a remplacer ¢(N) par min {—;—I, (1), ..o, 9(N) .

Démonstration. — On suit la méthode de J. W. S. Cassels pour établir le théoréme XIV
de [Ca] (pp. 94 et suivantes). On construit une suite d’entiers 1 = N; < N, < N,, ...,
une suite de nombres réels 3;, 3;, 83, ... > o et une suite de points 6,, 6,, 6,, ...
de C" vérifiant les quatre conditions suivantes pour s> 1

(i), pour tout o< NN, il existe une famille (4,;), ¢=1,...,7n — 13
J=o0,1,2 d’entiers rationnels de valeurs absolues < N et telle que pour
t=1,...,n — 1 on ait d’'une part g;, + o et d’autre part

Iai,o + 8,12 + a5 zi 4| < Y(N)

pour tout z e B(6,,3,);

(ii), pour tout polynéme irréductible P de Z[X,, ..., X,] de taille < N,_, on a
P(z) + o pour tout ze€B(6,,8,) (si s> 1);

(iii), B(9,,3,)CB(0,_,,8,_,) (si s> 1);

(iv), il existe une famille (af)), i =1,...,n2 —1; j=o0, 1,2 d’entiers rationnels de
valeurs absolues < N telle que pour i =1, ...,2 — 1 on ait d’une part af’} + o
et d’autre part af’y + 4" 0, , + a'} 6, ., = o.
(Rappelons que B(#, 8) ={z e C" 112'2("{ |z — 6;|}< 8}.)

11 est clair que si Pon construit les B(9,, 8,) pour s> 1 la proposition est établie.
En effet (iii), entraine qu’il existe un point 6 € [1 B(6,, s,) et (ii), que les compo-
s=1 ’

santes 0,, ..., 0, de 0 sont algébriquement indépendantes sur Q; enfin (i), fournit la
conclusion dc la proposition.

Construisons par récurrence les B(O,, 3,). Pour s=1 on pose N; =1,
8, = (1,0,...,0)eC" § < {(1) et pour i=1,...,m—1 on prend al}=1
et g} =a', =0 et (i), découle de (iv),. Supposons s> 1 et B(6,_,,3,_,) cons-
truit. Si P eZ[X,, ..., X,] nous notons P, sa partiec homogeéne de plus haut degré

et on considére le polyndéme de Z[X,, ..., X,] homogéne II P, ou le produit
{P)S N,

est étendu aux polynémes irréductibles de Z[X,, ..., X,] de tailles < N, _,. Il existe
des entiers ¢;, ..., ¢, tels que Il  Py(1, — ¢, ..., — ¢u_;) + 0. On choisit

{P)S N,y

encore un nombre rationnel r, suffisamment proche de 6, ,_, pour que le point
(rgy oo, ) €C* (o0t 1y = — (afg " +dfTY r)fais Y, i=1,...,n— 1) vérifie
max {|r, —0;,,_,]}<8,_;. On note alors aff)z eN* le p.p.c.m. des dénominateurs

1<ig<n
derjetr,,,pour :=1,...,n— 1 etl’on définit

aéf)1 =gqdeZ et afh=— (gir; + 7y agf)z eZ.

On a donc pour i=1,...,n— 1 DPégalité 4 + ayr, + a7, =o.
On définit N, =max{1 + N,_,,|d}| (i =1,...,n—1etj=0,1,2)}
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Il résulte du choix des entiers ¢,, ..., g, que pour tout polynéme irréductible P
de Z[X,, ..., X,] de taille < N,_, le polynéme de Q[X,]

R(P)(X,) = P(Xy, 712 + ga(rn — Xy)s - o5 1+ gua(rn — X))
n’est pas nul (R(P) est le résultant par rapport aux variables X,, ..., X, de P et des

formes linéaires af) + oy X, + o} X, (=1, ...,n — 1)).
On choisit 6, , un nombre complexe suffisamment proche de r; tel que

R(P) (6
t(P)g{,_l ( )( l,s) 4: o
(par exemple 8, ,¢Q) et que le point 6, = (8,,,0,,,...,90,,) € C" vérifie d’'une
part lrg?gcn{le,.,s —0;,,_,]}<8,_;, et d’autre part

max {|afs" +af7V0,, + a5 V0, 1< $(N,),

1<isn—1

ol pour i=1,...,n —1, on a posé¢ 0, , = — (a% + a0, ,)/a" (on a donc
ei,s - ei,s—l = ¢;4(n — el,s) + (r — ei,s—l) pour i=2,...,n).

Pour tout polynéme irréductible P de Z[X,, ..., X,] de taille N,_, on a
PO, ..., 0,,) = R(P)(8,,) + o.

On choisit alors 8, > o suffisamment petit pour que tout point

z=(2,...,2,) €B(0,,38,)

satisfasse a

d.) H P(Z) 4‘ 03
{P)SN;,
) zeB(0,_,8,_4),
) na (el el i <O,

(iv), découle alors des définitions de N, et des 6, , (¢ = 2, ..., n), (iii), est consé-
quence de B), (ii), est conséquence de «) et pour (i), on distingue suivant que N< N,_,
ou N,_, < N< N,. Dans le premier cas, (i), se déduit de (i),_, et dans le deuxi¢me cas,
la famille (af7Y), i=1,...,n—1; j=o0,1,2 est formée d’entiers rationnels de
valeurs absolues < N,_, <N et vérifie pour i =1, ..., — 1 d’une part af;" + o
et d’autre part |af; " + a7V z + a5V 74| < $(N,) < ¢(N) pour tout zeB(8,, 3,)
d’apres y) et la décroissance de ¢. Ceci achéve la construction de B(8,, 3,) et la preuve
de la proposition.
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