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A la mémoire de Claude Chevalley

INTRODUCTION

Dans un premier chapitre de ce travail (noté I, voir bibliographie) nous avons
introduit et étudié du point de vue des groupes « abstraits » la notion de « donnée radi-
cielle valuée ». L'un des résultats de ce second chapitre — résultat qui motive a posteriori
cette étude — est que, sous des conditions assez générales sur lesquelles nous reviendrons
dans un instant, le groupe G(K) des points rationnels d'un groupe réductif connexe G
sur un corps value hensélien K possède une donnée radicielle valuée « compatible avec
la valuation de K » (5.1.20, 5.1.23); cette donnée est unique à conjugaison et équi-
pollence près (I, 6.2.5). Ainsi, tout ce qui a été dit dans 1 s'applique à G(K) : description
et classification des sous-groupes bornés maximaux, décompositions d'Iwasawa, de
Gartan et de Bruhat, existence et propriétés des sous-groupes U^ et autres sous-groupes
apparentés (I, § 6), existence et propriétés de V immeuble du groupe, etc.

Les schémas en groupes dont il est question dans le titre sont tout à la fois un outil
essentiel pour atteindre ce résultat et l'objet d'étude principal du chapitre. Il s'agit
de schémas en groupes sur l'anneau des entiers (9 de K, de fibre générique G, le plus
souvent lisses et affines. Supposons par exemple, pour éviter d'entrer d'emblée dans
les complications techniques, que G soit semi-simple et la valuation de K discrète; alors
nous associons à toute partie bornée Q d'un appartement de l'immeuble ^ de G un
tel schéma en groupes ® (noté ®^ en 5.1.9) dont le groupe des points entiers (5(ff)
est le stabilisateur de 0. dans G(K) (qui opère sur ^, rappelons-le). Si de plus t2 est
une facette de l'immeuble ^ (I, 2. i . i), l'ensemble des facettes dont l'adhérence contient 0.
s'identifie avec l'immeuble « sphérique » de la composante neutre de la fibre fermée
de ®, c'est-à-dire du groupe algébrique ©^ obtenu à partir de (5 par réduction module
l'idéal maximal m de Q (5. i . 32) ; lorsque K est parfait, l'immeuble sphérique en question
est l'immeuble des K-sous-groupes paraboliques de ©K ([37]? § 5)* Ainsi, la réduction
mod îîî correspond géométriquement à une « localisation » dans l'immeuble, et l'étude
des fibres fermées des schémas associés aux facettes fournit des renseignements de nature
combinatoire sur l'immeuble. Les stabilisateurs de parties bornées d'appartements ne
sont que certains des sous-groupes introduits et étudiés aux §§ 6 et 7 de 1 (groupes Up
Pp Pjf, etc.) et dont beaucoup s'interprètent aussi comme groupes de points entiers
de schémas lisses de fibre générique G (4.6.2, 4.6.21, 4.6.28).

La preuve de l'existence de la donnée radicielle valuée (donc de l'immeuble)
de G(K) est obtenue par la succession de deux processus de descente, une descente quasi-
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8 F. B R U H A T ET J. T I T S

déployée, passage d'un corps sur lequel G se déploie à un sous-corps sur lequel il est quasi-
déployé, et une descente étale, passage d'un corps de « quasi-déploiement » à un sous-
corps dont il est extension étale (dans le cas hensélien, où nous nous plaçons pour l'instant,
une extension algébrique est dite étale si elle est non ramifiée et si l'extension résiduelle
est séparable). La descente quasi-déployée est la plus facile. Elle pourrait se faire par
des calculs explicites (4.2. n), mais à cette méthode « terre à terre », nous en préférons
une autre, plus géométrique (elle fait usage de l'immeuble) ; un peu moins élémentaire
que la première, elle ne nécessite par contre aucune distinction de cas et a surtout, pour
nous, l'avantage d'avoir été préparée au chapitre 1 par un théorème de descente (I,
9.2.10) dont la descente quasi-déployée est une application immédiate (4.2.3). Rap-
pelons incidemment que les groupes quasi-déployés avaient été étudiés (au moins sur
un corps p-adique) par H. Hijikata [i8], après que N. Iwahori et H. Matsumoto eurent
étudié le cas déployé dans un mémoire fondamental [21] qui est à l'origine de nos
recherches.

Le même théorème 9.2.10 de 1 s'applique également mais moins directement
à la descente étale. La difficulté consiste à montrer que les conditions d'utilisation du
théorème sont remplies. Le lemme clé est ici l'existence (toujours sous certaines condi-
tions : voir plus loin) d'un tore de G défini sur le corps de base et qui devient déployé
maximal sur une extension étale sur laquelle G est quasi-déployé. C'est pour prouver
ce lemme que nous avons besoin des schémas en groupes dont il a été question plus
haut. Dans un premier état de notre travail (esquissé dans [8], [n], [13], [40]) nous
ne disposions de ces schémas que dans le cas déployé. Pour effectuer la descente étale,
et notamment pour démontrer le lemme en question, nous devions nous contenter de
doter les stabilisateurs de facettes — pour un groupe quasi-déployé — de structures
proalgébriques, déduites par descente (quasi-déployée et totalement ramifiée) de struc-
tures analogues dans le cas déployé, lesquelles étaient obtenues à partir des schémas
à l'aide du foncteur de Greenberg. La méthode que nous utilisons ici a plusieurs avan-
tages : elle donne des résultats plus précis (un schéma sur (9 a « plus de structure » que
le groupe proalgébrique correspondant), elle est plus générale (nous ne devons plus
supposer la valuation discrète ni le corps résiduel parfait), et les schémas sont un outil
plus puissant et plus commode que les groupes proalgébriques (ainsi, des processus
encombrants d'approximations successives sont remplacés par de simples applications
du lemme de Hensel). Par contre, les schémas dont nous avons besoin pour les groupes
quasi-déployés ne sont plus obtenus par descente à partir du cas déployé, et doivent
être construits directement; cela nécessite la machinerie mise en place aux §§ 2 et 3,
dont nous reparlerons plus en détail dans la partie analytique de cette introduction.

Signalons au passage que depuis la publication de [i i], [13], l'existence de données
radicielles valuées et d'immeubles pour des groupes non quasi-déployés a aussi été obtenue
par d'autres méthodes. Rappelons tout d'abord que le cas des groupes classiques est
traité au § 10 de I. Dans [20], H. Hijikata (qui avait déjà étudié précédemment [19]
certains groupes classiques particuliers) montre par des calculs directs l'existence d'un
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GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 9

système de Tits de type affine (donc d'un immeuble) pour tout groupe semi-simple
sur un corps localement compact; toutefois, il a besoin pour cela de connaître la nullité
de H1 pour les groupes simplement connexes (un résultat de M. Kneser [22] et de
Bruhat-Tits [13]). Une méthode géométrique de descente qui devrait pouvoir s'appliquer
à la descente modérément ramifiée a été développée par G. Rousseau [27], mais celui-ci
nous a signalé l'inexactitude d'un lemme, crucial pour le cas des valuations denses.
Enfin, utilisant la classification [34], l'un de nous [38] a vérifié, cas par cas, par un
procédé de réduction au rang un, l'existence d'une donnée radicielle valuée pour « la
plupart » des groupes de rang relatif ^ 2 sur un corps value hensélien quelconque.

Cela nous amène à reparler des conditions où nous nous plaçons dans ce travail.
Notre théorème d'existence de la donnée radicielle valuée (5.1.20) est prouvé sous
les hypothèses suivantes : K est hensélien, G est quasi-déployé sur l'hensélisé strict (exten-
sion étale maximale) £ de K et lorsque la valuation est dense le corps de déploiement
de G au-dessus de Ê est non ramifié (extension « admissible » : cf. i .6. i) et G satisfait
à une condition (5.1.5 (DE)) qui est peut-être toujours vraie et l'est en tout cas dès
que le complété de K est maximalement complet. Ces hypothèses sont satisfaites pour
tout groupe réductif G sur un corps de valuation discrète hensélien à corps résiduel
parfait puisque, dans ce cas, un résultat bien connu de R. Steinberg (cf. [32], [6] et
aussi [29], II, § 3) implique que G est quasi-déployé sur Ê..

Lorsque la valuation est dense, la méthode des schémas que nous utilisons ne
peut très probablement pas s'étendre au cas où le groupe G ne se déploie sur aucune
extension non ramifiée : le fait que l'anneau des entiers d'une extension ramifiée ne
soit pas un module de type fini sur l'anneau des entiers du corps de base semble un
obstacle insurmontable. D'autre part, plusieurs résultats intermédiaires sont établis sous
des conditions plus générales. Ainsi, le traitement des groupes quasi-déployés (donnée
radicielle valuée, immeuble, schémas associés aux parties d'appartements, etc.) ne
nécessite pas que K soit hensélien, et certaines des constructions plus générales des
§§ 2 et 3 sont valables pour n'importe quel anneau prûférien, voire pour des anneaux
intègres quelconques.

Passons maintenant en revue le contenu des divers paragraphes.
Des rappels et généralités sur les groupes algébriques et les schémas en groupes

ont été rassemblés dans le § i. Il s'agit le plus souvent de concepts et de résultats connus
mais pour lesquels nous n'avons pas toujours trouvé de référence adéquate. Il nous
a même parfois paru utile de développer ces généralités un peu plus qu'il n'était stric-
tement nécessaire à nos besoins. C'est notamment le cas pour ce qui concerne les distri-
butions (1.3) et la restriction des scalaires (1.5).

Soient G un groupe réductif sur un corps quelconque K, S un K-tore déployé
de G, Z le centralisateur de S, X le groupe des caractères de S et €> l'ensemble des rayons
radiciels, c'est-à-dire des demi-droites ouvertes de X ® R qui contiennent au moins
un poids de S dans l'algèbre de Lie de G. Pour a e <&, il existe un plus grand sous-
groupe U^ de G normalisé par S et tel que les poids de S dans U^ appartiennent à a.

201
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io F . B R U H A T E T J . T I T S

On sait que si les éléments de 41 sont rangés dans un ordre convenable, l'application
produit de II U^ X Z dans G est une immersion ouverte dont l'image G porte tradi-
tionnellement le nom de grosse cellule. Soit maintenant A un sous-anneau de K ayant K
pour corps des quotients, supposons que G soit un groupe linéaire, GCGL(V), et
donnons-nous dans l'espace vectoriel V un A-module projectif de type fini M tel que
M ® K == V et que M soit somme directe de ses intersections avec les composantes
isotypiques du S-module V. La donnée de M dote G, Z et les U^ de structures de
A-schémas ©, 3? ^a (adhérences schématiques de G, Z, U^ dans le schéma en
groupes ®Û(M)). Au § 2, nous nous intéressons surtout au cas où ®, 3? lia sont plats
(il en est ainsi, par exemple si A est un anneau de valuation ou un anneau de Dedekind),
donc sont des schémas en groupes. Nous montrons notamment que l'application produit
définit un isomorphisme de II Ho X 3 (pour le même ordre sur ^ que ci-dessus) sur
un ouvert (£ (« grosse cellule ») de ®; on en déduit que ® (supposé plat) est lisse dès
que 3 et les Ho 1e sont.

Le problème étudié au § 3 est en quelque sorte inverse. Ici, nous nous donnons
A, comme ci-dessus, et des schémas en groupes plats U^ (a e 0), 3 K< prolongeant
les H, et Z » (c'est-à-dire ayant les U^ et Z pour fibres génériques), d'où une grosse
cellule (S == IIUo X 3? q^ nous nous proposons de plonger comme ouvert dans un
schéma en groupes plats ® prolongeant G. La méthode que nous employons consiste
à nous ramener à la situation du § 2, c'est-à-dire à chercher une représentation linéaire
p : G -> GL(V) et un sous-A-module M de V possédant les propriétés énoncées plus
haut et tel que les U^ et 3 ^ soient » les adhérences schématiques des U^ et de Z
dans ®fl(M). C'est grosso modo la voie suivie par G. Chevalley pour montrer l'existence
des schémas qui portent son nom [16]. En 3.1.1, nous énonçons quatre conditions
(sur les Ua et 3) manifestement nécessaires pour l'existence de p et M. Il s'agit, pour
l'essentiel, de conditions exprimant que certains morphismes impliquant les U^ et Z
et exprimant des relations de commutation ou de conjugaison se prolongent en des
morphismes de schémas faisant cette fois intervenir les Ua et 3î lorsque ces conditions,
notées (DRS o) à (DRS 3), sont satisfaites, nous disons que le système ((lto)ae»5 3)
est une donnée radicielle schématique. Le principal résultat du § 3 est que, dans le cas qui
nous intéresse le plus, celui d'un groupe G quasi-déployé et d'un anneau A de valuation
(ou, plus généralement, d'un anneau prùférien), les conditions nécessaires (DRS o)
à (DRS 3) sont aussi suffisantes pour l'existence de p et M, donc du schéma en groupes ®.
Certains résultats intermédiaires s'appliquent d'ailleurs à des groupes non quasi-déployés
ou à des anneaux non prùfériens.

Une autre méthode pour construire ® à partir de (£, méthode utilisée par
M. Demazure dans le cas des schémas de Ghevalley, consisterait à doter (£ d'une structure
de « noyau de groupe », dont l'existence découle à nouveau des propriétés (DRS o)
à (DRS 3), puis à « intégrer » ce noyau à l'aide du théorème de Weil-Artin ([SGAD],
exposé XVIII). Bien que ce procédé conduise peut-être à des résultats plus généraux
que les nôtres, nous lui avons préféré la méthode des représentations linéaires en raison
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de son caractère plus « concret » — elle fournit (Tailleurs des renseignements plus précis
sur les schémas obtenus — et surtout pour éviter d'avoir à aligner des sorites pesants
sur la notion peu attrayante de noyaux de groupes schématiques (cf. 3.1.7).

Le § 4 est consacré à l'étude des groupes quasi-déployés sur un corps K value.
Ici, S désigne un tore K-déployé maximal du groupe G envisagé et son centralisateur Z
est donc un tore maximal T de G. Nous commençons (n° 4.2) par montrer l'existence
d'une donnée radicielle valuée dans G(K). Rappelons qu'une fonction à valeurs réelles
f\ 0 ->R sur l'ensemble 0 des racines de G par rapport à S est dite concave si, pour
a, b E 0 et p, q e Z tels que pa + qb e 0, on a f{pa + qb) ^ pf(a) -f- qf{b). Au
n° 4.5, nous associons à toute fonction concave (ou même quasi-concave : cf. I, 6.4.8
et le n° 4.5.3 ci-dessous) / satisfaisant, dans le cas de valuations denses, à une condition
technique supplémentaire (condition (Sch) du n° 4.5.1), une donnée radicielle sché-
matique ((Uo^), Ï) : les U^f sont sélectionnés parmi des schémas en groupes de fibre
générique U^ construits en 4.3, et les choix possibles du schéma Z, de fibre générique T,
sont discutés au n° 4.4. Ainsi, toute fonction/ayant les propriétés indiquées donne
lieu à une grosse cellule Œy = nil^j X 2, possédant, d'après le § 3, une immersion
ouverte dans un schéma en groupes de fibre générique G. Ce schéma en groupes n'est
pas unique mais il en existe un « plus petit », que nous notons ®p et par passage à la
composante neutre et recollement de translatés on en obtient d'autres (schémas Y®?
du n° 4.6.21), également utiles : ainsi, les schémas attachés aux parties bornées d'appar-
tements, dont il a été question au début de cette introduction, sont cas particuliers de
ces Y®^. Au n° 4.6, nous établissons l'existence de ®^ et des Y®^ (le problème, pour
ceux-ci, étant de montrer qu'ils sont séparés et affines) et nous décrivons brièvement
la structure (groupe des composantes, radical unipotent déployé, système de racines...)
des fibres fermées des Y©p c'est-à-dire des groupes algébriques sur le corps résiduel déduits
de ceux-ci par réduction mod m. Dans le cas d'une valuation discrète, ces derniers
résultats nous permettent d'établir l'isomorphisme mentionné plus haut entre l'étoile
d'une facette de l'immeuble de G et l'immeuble sphérique du groupe algébrique ©p
déduit par réduction mod m du schéma ®p attaché à F (4.6.33). Lorsque la valuation
est dense, une facette F est non plus un ensemble mais un germe d'ensemble; on ne
peut plus lui attacher naturellement un schéma en groupes mais nous montrons (4.6.41)
qu'on peut encore lui attacher canoniquement un groupe algébrique ®p sur 1e corps
résiduel, dont l'immeuble sphérique s'identifie à l'étoile de F.

Enfin le § 5 est consacré à la descente étale. Conservons les notations précédentes,
mais supposons que K soit strictement hensélien {i.e. hensélien à corps résiduel sépa-
rablement clos) et que le groupe G soit défini sur un sous-corps K^ de K dont K soit
une extension étale. Les principaux résultats du n° 5.1 sont l'existence d'une donnée
radicielle valuée dans G(K^) (sous réserve de (DE) dans le cas d'une valuation dense),
donc l'existence d'un immeuble de G sur K11, et l'identification de cet immeuble avec
l'ensemble des points fixes de Gal(K/K^) dans l'immeuble de G sur K. Ces résultats
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se déduisent facilement du théorème de descente de I, 9.2.10, une fois établie, à l'aide
du n° 4.6, l'existence d'un K^-tore qui devient déployé maximal sur K (5.1.12).

La fin du § 5 est consacrée à la généralisation par descente des autres résultats
du § 4 et à une étude plus poussée du cas de valuation discrète (définition des sous-
groupes parahoriques et d'Iwahori, système de Tits, conjugaison des sous-groupes
parahoriques).

Enfin, nous donnons en Annexe une description des « relations de commutation »
dans les groupes quasi-déployés qui peut être utile et qui permet notamment de démontrer
l'existence d'une donnée radicielle valuée dans un groupe quasi-déployé sans utiliser
le théorème de descente du Chapitre 1 (cf. 4.2.11).

Nous ne voudrions pas terminer cette introduction sans remercier Guy Rousseau
qui a bien voulu lire attentivement notre manuscrit, et dont les remarques et corrections
nous ont été précieuses, ni sans signaler que le lecteur trouvera dans ce Chapitre la
démonstration de tous les résultats énoncés dans [8], [13] et [40], à l'exception de ceux
ayant trait aux « diagrammes de Dynkin » et questions annexes (indices, classification),
aux applications à la cohomologie et à certains exemples explicites. Nous espérons
revenir un jour sur ces questions.
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§ i. NOTATIONS ET RAPPELS

Dans tout ce travail, la lettre K désigne un corps commutatif infini. Dans les §§ i,
2 et 3, la lettre A désigne un sous-anneau de K, ayant K comme corps des fractions.
A partir du n° 4.2, le corps K sera supposé muni d'une valuation non impropre (par
valuation d'un corps, nous entendons valuation à valeurs dans R; par contre, nous ne
faisons aucune hypothèse restrictive sur les anneaux de valuation considérés aux §§ 2
et 3), et on prendra pour A l'anneau (9 de cette valuation. Sauf mention expresse du
contraire, les A-algèbres considérées sont supposées commutatives et possédant un
élément unité.

Le mot schéma signifie, sauf mention expresse du contraire, schéma affine.

1.1. Groupes algébriques.

En ce qui concerne les groupes algébriques (qui sont toujours supposés affines),
on prend les définitions et notations de [2], [4] et [7], à ceci près que notre corps K
est désigné par la lettre k dans ces références auxquelles nous renvoyons pour les résultats
énoncés dans le présent numéro.

i. i. i. — Dans tout ce travail, la lettre G désigne un groupe algébrique (affine)
défini sur K et connexe. La lettre S désigne un tore de G, défini et déployé sur K. On
note Z = Z(S) le centralisateur et N = N(S) le normalisateur de S dans G. On sait
que Z et N sont définis sur K et que Z est la composante neutre de N.

i. i. a. — Les racines de G suivant S sont les poids non nuls de S dans la repré-
sentation adjointe de G dans son algèbre de Lie Lie G. Elles forment un sous-ensemble
fini du groupe des caractères X*(S) de S, groupe que l'on identifie avec son image
canonique dans l'espace vectoriel réel E == R® X^S). Un rayon radiciel de G suivant S
est une demi-droite ouverte d'origine o dans E contenant au moins une racine; l'ensemble
des rayons radiciels de G suivant S est noté ^(S, G) ou simplement 4^.

I . I .3 . — Pour toute demi-droite ouverte a d'origine o de E, il existe un plus grand
sous-groupe fermé connexe U^ de G, normalisé par S et tel que les caractères de S inter-
venant dans la représentation adjointe de S dans Lie U^ appartiennent à û; il est défini
sur K, unipotent déployé sur K et on l'appelle le sous-groupe radiciel de G associé à a.
On a U^ 4= { i } si et seulement si a e 0.
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1.1.4. — Si a et b sont deux demi-droites ouvertes d'origine o de E, l'ensemble
des demi-droites ouvertes contenues dans le cône a + b est encore noté a + é. On
dit qu'une partie Y de 4» est close si pour tous a, b e Y, on a (û + b) n 0 C Y. Si
de plus la réunion des a e Y est contenue dans un demi-espace ouvert de E, on dit
que Y est positivement close,

1.1.5. — On dit qu'une partie ^+ de 4» est un système de rayons radiciels positifs
s'il existe un hyperplan H de E ne rencontrant aucun élément de 0 tel que ^+ soit
l'ensemble des éléments de 4> contenus dans l'un des deux demi-espaces ouverts de
bord H. On pose alors <&~ == 4» — 4»4' et les éléments de ^~ sont dits négatifs. Il
est clair que ^+ et ^~ sont positivement closes et que réciproquement, toute partie
positivement close est contenue dans un système de rayons radiciels positifs convenable.

Si G est réductif, on a <& == — ̂  et <&"" === — <&4'.

1.1.6. — Pour Y C 4>, on note Uy le sous-groupe fermé engendré par les U<,
pour a e Y. C'est un sous-groupe connexe de G, défini sur K et normalisé par Z. On
note Gy le sous-groupe fermé engendré par Z et Uxp; il est défini sur K.

On dit que Y est quasi-close si tout poids de S dans Lie Uy est élément d'un a e Y
et positivement quasi-close si de plus Y est contenue dans un demi-espace ouvert. Si Y est
close (resp. positivement close), alors Y est quasi close (resp. positivement quasi-close).

1.1.7. — Si Y est positivement quasi close, alors Uy est unipotent et l'application
produit II Un -> U\p est un isomorphisme de K-variétés, quel que soit l'ordre mis sur Y.

ae^v
L'application produit est aussi un isomorphisme de K-variétés de Z x Uy sur Gy,
qui est produit semi-direct de Z par Uy

1.1.8. — Soient a, b e 0 avec b + — a; alors {a + b) n ̂  est positivement
close et l'application commutateur est un morphisme de K-variétés de U^ X U^ dans
LL^.^4,, d'où, vu ï . i . 7 , un morphisme de K-variétés

y^:u,xu,-> n u,
ce(<»+6)n4»

(quel que soit l'ordre mis sur {a + b) n *; bien entendu, YO.& dépend de cet ordre!).

1.1.9. — Soit Y une partie close de <& et soit 4»4' un système de rayons
radiciels positifs. Alors Y^" = Y 0 ̂ ± est positivement close et l'application pro-
duit Uy- X Z X Uy+ -> Gp est une immersion ouverte. En particulier U^- X Z x U^+
s'identifie par l'application produit à un voisinage ouvert de l'élément neutre dans G,
qui est G tout entier lorsque G est résoluble.

1.1 . lu. — Soit a e ̂  tel que — a e Ï (ce qui est toujours vrai si G est
réductif). Soit W^ l'image réciproque de l'ouvert U_^ZU^ par l'application produit
de U^ X U_^ dans G^ _^ (notons que {a, — a} est évidemment close !). Alors, W^ est
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un voisinage ouvert de l'élément neutre de U^ X U_^ et le composé de l'application pro-
duit W^ -> U_^ZH, et de l'inverse de l'application produit U_^ZU^ -> U_^ X Z x U^
est un morphisme de K-variétés

P,: W , - ^ U _ , x Z x U ,

tel que prod == prod o p^ : W^ -> G.

1.1 . il» — Le radical unipotent déployé R^(G) est le plus grand sous-groupe uni-
potent défini et déployé sur K contenu dans le radical de G. Si K est parfait, R^ n'est
autre que le radical unipotent de G et les résultats qui vont suivre sont démontrés
dans [4] ; dans le cas général, on en trouvera une esquisse de preuve dans [7] en attendant
mieux. Le sous-groupe R^(G) est un sous-groupe distingué de G, stable par extension
séparable de K, et l'application produit

n (R^(G) n UJ x R^Z) x n (R«a(G) n UJ ^R^(G)
oG*4' aç9~

est un isomorphisme de K-variétés. Les sous-groupes R^(G) n U^ sont unipotents
déployés sur K. Si Y est une partie close de * telle que ( — Y ) n 0 C Y, alors
Rud(G^) =Rud(G) ^&F.

i. i. 12. — On dit ciue G est quasi-réductif (sur K) si R^(G) = { i}. Dans le cas
général, on posera ^G == G/R^(G) et l'on notera q l'application canonique de G
sur ^G; le groupe ^G est quasi-réductif. On sait ([2], p. 363) que si H est un sous-groupe
unipotent distingué de G, défini et déployé sur K, alors l'application canonique de G(K)
dans (G/H)(K) est surjective; en particulier ?(G(K)) =qG(K).

1.1.13. — Supposons jusqu'à la fin de i . i que S soit un tore Y^-déployé maximal. Alors,
l'image q(S) de S est un tore K-déployé maximal de ^G et q : S -> q(S) est un iso-
morphisme, ce qui nous permet d'identifier désormais X*(S) et X*(y(S)). L'image q{Z)
(resp. ?(N)) est le centralisateur (resp. normalisateur) de q (S) dans ̂  Pour tout a e <&,
la restriction de q à U^ définit un isomorphisme de VJ(R.^{G) n U^) sur le sous-
groupe radiciel U^ de ^G associé à û.

L'ensemble R des racines de q(S) dans ^G est un système de racines dont le groupe
de Weyl s'identifie naturellement aux groupes N(K)/Z(K) et y(N)(K)/y(Z)(K) opérant
canoniquement sur X*(S) = X^ç^S)). Il existe une donnée radicielle génératrice
(y(Z)(K), (VJ^R) dans ^(K), de type R (au sens de I, 6.1.1), telle que U^(K) soit
égal à Va ou à V^-V^ suivant que le rayon radiciel a e^^S),^) contient une
seule racine a ou deux racines a et 2a.

1.1.14. — L'ensemble R4' des éléments de R appartenant aux éléments de ^+

est un système de racines positives de R. Soit B la base correspondante de R; pour toute
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partie J de B, notons Yj' l'ensemble des rayons radiciels contenant soit une racine
positive, soit une combinaison linéaire des éléments de J : c'est une partie close de
^(S),^). On pose

PJ - Î-W)^)

et l'on dit que Pj est le K^-sous-groupe pseudo-parabolique standard associé à S, R'̂  et J. Plus
généralement, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques de G sont par définition les
conjugués des Pj par les éléments de G(K). Leurs groupes de points rationnels sur K
sont exactement les sous-groupes paraboliques du système de Tits image réciproque
dans G(K) du système de Tits de ^G(K) associé à la donnée radicielle de 1.1.13 (cf. I,
6.1.12 et 1.2.ic).

Si K est parfait ou si G est réductif, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques ne
sont autres que les K-sous-groupes paraboliques de G au sens de [4].

Pour les propriétés des K-sous-groupes pseudo-paraboliques (qui sont en gros les
mêmes que celles des K-sous-groupes paraboliques du cas réductif), voir [7]. Signalons-en
quelques-unes :
— deux K-sous-groupes pseudo-paraboliques sont égaux (resp. conjugués dans G) si

et seulement si leurs groupes de points rationnels sont égaux (resp. conjugués
dans G(K));

— deux K-sous-groupes pseudo-paraboliques minimaux sont conjugués par un élément
de G(K);

— tout K-sous-groupe pseudo-parabolique est son propre normalisateur;
— si K' est une extension séparable de K, les K-sous-groupes pseudo-paraboliques sont

les K'-sous-groupes pseudo-paraboliques K-fermés.

1.1.15. — Toute classe latérale de N suivant Z contient un élément rationnel
sur K. En effet, soit n eN; la restriction à <y(S) de l'automorphisme intérieur de ^G
défini par q(n) fournit un automorphisme du système de racines R. Comme N(K) induit
sur R son groupe de Weyl tout entier (1.1.13), il existe n' e^.N(K) conservant R4',
donc normalisant le K-sous-groupe pseudo-paraboliqae minimal P^ de G, donc appar-
tenant à P^ (1.1.14). Mais comme S est contenu dans le radical de P,, son norma-
lisateur dans Pg coïncide avec son centralisateur Z. Ainsi n' e Z et n eZ.N(K).

1.2. Schémas.

x .2 . i . — Rappelons que le mot schéma signifie sauf mention expresse du contraire
schéma affine.

Si 3£ est un A-schéma, on note A[X] son algèbre affine, XK sa fibre générique, c'est-à-
dire le K-schéma SpecKXspecA^ d'algèbre affine K[3£] == K[X^\ = K ®^ A|X|
et on identifie X^ et son image canonique dans X (par la deuxième projection).

Si u : 3£ -> î) est un morphisme de A-schémas, on note u* l'homomorphisme corres-
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pondant de A-algèbres de A[î)] dans A[X] (défini par f\->fou), et ^K^K-^K
la restriction de u à 3^5 on a u^= id®u* : K®A[Î)] ->K®A[3£].

1.2.2. — A un groupe algébrique linéaire G défini sur K correspond canoni-
quement un K-schéma en groupes (affine) lisse, dont l'algèbre affine est l'algèbre affine
de G, et réciproquement. On se permettra de noter l'un et l'autre par la même lettre G.
Le produit (resp. l'inverse) dans le groupe algébrique G ou dans le K-schéma en groupes G
est donné par le même homomorphisme de K[G] dans K[G] ® K[G] (resp. K[G]).
Les parties K-fermées (resp. fermées et définies sur K) du groupe algébrique G corres-
pondent bijectivement aux sous-schémas fermés réduits (resp. géométriquement réduits)
du K-schéma G : les unes et les autres correspondent bijectivement aux idéaux 1 de K[G]
tels que K[G]/I soit réduit, i.e. sans éléments niipotents 4= o (resp. tels que K.®K[G]/I
soit réduit pour toute clôture algébrique K de K) (cf. [2], p. 45). A un sous-groupe
fermé de G défini sur K correspond ainsi un sous-schéma en groupes lisse et récipro-
quement (cf. [DG], p. 238).

1.2.3. — Soit X un A-schéma. Pour que la fibre générique XK soit dense dans X,
il faut et il suffit que X soit « sans torsion », c'est-à-dire que le A-module A[3£] soit sans
torsion : chacune de ces conditions signifie que l'application canonique j^ : A[X] -> K[X]
est injective. On identifiera alors A[X] et son image dans K[3£]. Ceci s'applique en parti-
culier si 3£ est plat, c'est-à-dire si le A-module A[3£] est plat.

1.2.4. — Soit X un K-schéma. Un prolongement de X est un couple (X, i) formé
d'un A-schéma 3£ et d'un isomorphisme i de K-schémas de XK sur X. On identifiera
alors X et XK et on dira que X prolonge X.

De façon analogue, si 3£ et î) sont des A-schémas et u un morphisme de K-schémas
de XK dans î)^, un prolongement de u est un morphisme ît de A-schémas de X dans î)
tel que 2^ == u- Si X est sans torsion (par ex. plat), alors u se prolonge à 3£ si et seulement
si Im{u* oj^) CA[X] et dans ce cas le prolongement ît est unique et défini par
î t * == u* oj^ : A[î)] -> A[ï]. Autrement dit si u et v sont deux morphismes de X dans î)
tels que u^ = v^ alors u == v : on dira que l'égalité u = v s'obtient à partir de
^K = ^K P3'1' prolongement par continuité.

1.2.5. — Soit f : X ->• î) un morphisme de A-schémas et soit 3 un sous-schéma

fermé de î). Disons que / envoie X dans 3 si / se factorise en X ->3 "̂  19î °ù l ^t
l'immersion canonique de 3 dans î). Si 3£ est sans torsion et si f^ envoie X^ dans 3x5
alors f envoie 3£ dans 3 : en effet, si z appartient à l'idéal définissant 3? on a

Jx°/*(^) ^/K0^^) = °» dîoù F^) == o puisque^ est injective.

1.2.6. — Soit f: ?) ->X un morphisme de A-schémas, l^ image fermée de f (ou
par abus de langage de î)) dans X est le plus petit sous-schéma fermé î)' de X tel que
f envoie ?) dans î)'. Son idéal est le noyau de f* et son support est l'adhérence de
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l'image/(î)) (cf. [EGA] I, pp. 176-177). Si/est Pimmersion canonique d'un sous-schéma
(affine) î) de X, on dit aussi que î)' est Y adhérence schématique de î) dans X Le schéma î)
est alors un sous-schéma ouvert de son adhérence schématique î)' (loc. cit., 9.5.10).

Soit de plus B une A-algèbre intègre plate sur A. Alors, l'image fermée de
/B^B-^B s'identifie à % ([DG], p. 56).

Supposons X sans torsion. Soit Y un sous-K-schéma^W de XK et soit/le composé
de l'immersion de Y dans XK et de l'injection canonique de XK dans 3£. Soit î) l'image
fermée de f (qu'on appellera encore adhérence schématique de Y dans 3£) et soit I(î))
(resp. I(Y)) l'idéal de A[X] (resp. K[X]) définissant ?) (resp. Y). On a

( î ) I(î)) -^(Y)),

d'où résulte aussitôt que î) est .ya^j torsion et si Y est réduit (resp. réduit et irréductible)
(c'est-à-dire si I(Y) est égal à sa racine (resp. est premier)), alors il en est de même de î).
D'autre part, de la suite exacte !(?)) ->A[X] ->A[Î)] ->o on tire la suite exacte
K®I(Î)) -.K[3£] -^K[î)] -^o, d'où 1 )̂ == K^(I(Î))) = I(Y), et
(2) Î)K - Y.

Inversement, si 3)' est un sous-A-schéma fermé sans torsion de 3£ tel que î)j^ == Y,
alors î)' == î) : en effet, d'une part l'injection de Y dans X se factorise à travers î)'
et d'autre part on a ?)'CÎ) d'après (2) et 1.2.5. L'opération d'adhérence schématique
établit donc une bijection entre P ensemble des sous-V^-schémas fermés de 3̂ ; ^ l^ ensemble des
sous-A-schémas fermés sans torsion de 3£.

1.2.7. — Soit 3£ un A-schéma en groupes, soit p : X X X ->X (1) le morphisme
produit et s : X -> X le morphisme de passages à l'inverse de X (que nous appellerons
inversion). Si î) est un sous-schéma fermé plat de X tel que 3)^ solt un sous-schéma en
groupes de 3^, alors î) est un sous-schéma en groupes de X. En effet, ?) X î) est plat
(on notera que par contre ?) sans torsion n'implique pas î) X î) sans torsion !) et p^
(resp. JiJ envoie 9)^ x ^K == (î) x Î))K (^sp. 2)^) dans î)^- Î 1' suite ^ (resp. s) envoie
î) X î) (resp. î)) dans 9) d'après 1.2.5.

En particulier, si Y ̂  ̂  sous-V^-schéma en groupes fermé de 3^ et st l'adhérence sché-
matique ?) de Y ^/ ^n A-schéma plat, û/or^ î) ^^ !/% sous-A-schéma en groupes fermé de X.

i .a.8.— Soient X un A-schéma, p : X x X -> X, <? : Spec A - > X et j : X - > X
des morphismes. Supposons que 3£ soit plat et que ̂  soit une loi de groupe sur le
K-schéma 3^, de section unité e^ et d'inversion j^. Alors, p est une loi de groupe sur X,
de section unité e et d'inversion j. En effet, cette assertion se traduit par un certain
nombre d'égalités ^ == ^ de morphismes de schémas de 3£ X X X X ou de X dans X,
exprimant l'associativité, etc. (cf. [DG], p. 140). L'hypothèse entraîne (u^ == (^)K?
d'où ^ = ^ par prolongement par continuité (1.2.4).

(1) Bien entendu, la notation X x î) (resp. XK X ^QK) désigne le produit fibre des A-schémas X et î) au-dessus
de Spec A (resp. des K-schémas XK e1 Î)K au-dessus de Spec K).
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De même, soient 3£ et V) deux A-schémas en groupes et soit u : X -> î) un mor-
phisme de A-schémas; si 3£ est plat et si u^ est un morphisme de K-schémas en groupes,
alors u est un morphisme de A-schémas en groupes.

1.2.9. — Un A-schéma 3£ est lisse ([EGA] IV, § 17, notamment 17.5.1) s'il
est plat, de présentation finie {i.e. A[3£] est une A-algèbre de présentation finie) et si
ses fibres sont lisses, c'est-à-dire « sont » (cf. 1 .2 .2) des variétés dont tous les points
géométriques sont simples (cf. [2], p. 72). Supposons X lisse et soit s : Spec A -> X
une section de ï; il lui correspond un homomorphisme s* : A[X] ->A. Soit 1 l'idéal
noyau de s*, de sorte que A/I == A. Le A-module I/I2 est projectifde type fini et l'homo-
morphisme canonique évident de l'algèbre symétrique Sym(I/P) dans la A-algèbre
graduée Gr A[X] == U P/P+1 est bijectif (voir [EGA] IV, § 17 et Ojy, § 19). En parti-
culier, A/P est un A-module projectif de type fini pour tout entier n.

1.2.10. — On note ?Ibb (resp. SJluIt) le A-schéma en groupes lisse qui à toute
A-algèbre R fait correspondre le groupe additif de R (resp. le groupe multiplicatif des
éléments inversibles de R) (cf. [DG], pp. 148 et 149, où ces schémas sont notés a^ et [i^
respectivement). On a A[Slbb] == A[T] (resp. A[9Jlutt] = A[T, T-1]), où T est la
fonction identique, qui est algébriquement libre sur A, et SOÎuIt est un sous-schéma
ouvert de ÎÏbb.

Remarquons que îlbb peut être considéré comité un A-schéma en modules, en
munissant chaque ÎIbb(R) = R de sa structure canonique de R-module. Nous le
noterons alors î) ou T)^. Une droite sur A est un A-schéma en modules isomorphe à î)^.

1.2. il. — Soit S un tore défini et déployé sur K. Les caractères de S forment
une base du K-module K[S] et la K-algèbre K[S] n'est autre que l'algèbre du
groupe X*(S) des caractères de S à coefficients dans K. Si p : S X S -> S est la loi de
groupe de S, on a

(i) ^*(a) == a® a pour tout a eX*(S).

Considérons alors l'algèbre du groupe X*(S) à coefficients dans A : c'est l'algèbre
affine d'un A-schéma G sans torsion, de fibre générique S et il est immédiat que p se
prolonge en une loi de groupe sur (5, donnée toujours par ( i ). On dit que G est le A-schéma
en groupes canonique associé à S. Un K-isomorphisme de S sur (SOÎuttK)" correspond
au choix d'une base de X*(S) et se prolonge d'une manière et d'une seule en un iso-
morphisme de A-schémas en groupes de G sur (SJluIt)^ En particulier, G est lisse.

1.2.12. — Soit ® un A-schéma en groupes. Nous dirons que (5 est connexe si, pour
tout p e Spec A, sa fibre ®p au-dessus de p est connexe. Pour toute A-algèbre B, le
B-schéma en groupes ©g est alors connexe ([SGAD], Exp. VI^, 2.1.1).

Supposons que ® soit lisse aux points de sa section unité. Alors, la réunion ®°

211



20 F . B R U H A T E T J . T I T S

des composantes neutres ©^ des fibres (Sp pour p e Spec A est un sous-A-schéma en
groupes ouvert lisse de ®, connexe, distingué et même caractéristique dans ® ([SGAD],
Exp. VIg, th. 3.10), qu'on appelle composante neutre de ®, et ® est connexe si et seule-
ment si ® = ®°.

i .a. 13. — Soient ® et ^> deux schémas en groupes, j^ : ®K ->• §K un morphisme
de K-schémas en groupes. Supposons que ® est lisse et connexe et qu'il existe un voisinage
ouvert U de la section unité de ® tel que la restriction de j^ à Ug se prolonge en un
morphisme j de A-schémas de U dans §. Alors, j^ se prolonge (d'une manière et d'une
seule) en un morphisme de A-schémas en groupes de ® dans ^. En effet, il suffit de
montrer que^ se prolonge à ® (i .2.8)3 ou encore que pour tout x e®, de projection
j&eSpecA, d'anneau local 0^ et tout /eA[^], on a j^{f) e (9^. Pour cela, on
peut remplacer A par Ap et supposer A local d'idéal maximal p. Soit alors A' l'hensélisé
strict de A : c'est une A-algèbre locale, d'idéal maximal j&', de corps résiduel k' sépara-
blement clos, fidèlement plate sur A ([EGA] IV, 18.8.8). Le morphisme canonique
®A' "^©A est fidèlement plat ([DG], p. 42, prop. 2.5) donc surjectif. Soit x ' e® .
d'image x. Comme ®p est connexe, on a ®y. == lt(^') .Hp.. Comme ® est lisse et A'
hensélien, il passe une section de U au-dessus de A' par tout point de U(A') ; il existe donc
^eU(A') tel que x ' ey.U^ et le morphisme y.u \->j^'[jy) JA'W de l'ouvert jy.U^
dans §̂  prolonge 7'K0 A/ - II en résulte que JK®A'(/) appartient à l'anneau local O'^
de x ' pour tout / e A'[$] C K ® A'fô] et que si / e A[§], on a j^f) e 0^ n (K ® ̂ ).
Or 0^ n (K®^) == ^ puisque 0'^ est fidèlement plat sur ^ ([NB] AC I, § 3,
prop. 10 (ii)), cqfd.

Plus généralement, remplaçons l'hypothèse ® connexe par celle de l'existence
d'un sous-schéma en groupes lisse 3 de ® tel que la restriction de j^ à 3p se prolonge
en un morphisme^ de 3 dans ^ et que ® == ©(A) .3-®°- Alors, j^ se prolonge à © :
il suffit pour le voir de remplacer dans la démonstration ci-dessus la relation
®^ = U(A'). IÇ par ®p, = (5(A) .^k'). U(k'). Uy. et le morphisme yu ̂ j{y}j(u) par le
morphisme yuv-^j^[x)j^z)j(v)j(u) de y.U dans §, pour j^ = ^y avec A:e(S(A),
^ (=3 (A7) et yeU(A' ) .

1.2.14. — Soient (S et § deux A-schémas en groupes lisses et soit j' : ® -> § un
morphisme. Supposons que j^ : ®K ~^ ÔK solt un isomorphisme et qu'il existe un
voisinage ouvert U (resp. 25) de la section unité de ® (resp. §) tel que j(U) = 33 et
que la restriction dej à U soit un isomorphisme de schémas de U sur 33. Alors j est un
isomorphisme de (5 sur un sous-schéma en groupes ouvert de §. En effet, j est de présen-
tation finie ([DG], p. 69). Pour tout p e Spec A, le morphisme Jp : ®p -> §p est li^
en e, donc est lisse ([SGAD], Exp. VIg, prop. 1.3) et donc plat. Par suite j est plat
([DG], p. 327, Lemme 2.2) donc lisse. Il en résulte quej(©) est ouvert ([DG], p. 79,
cor. 3. n) et que Kerj est un schéma en groupes plat ([DG], p. 42, prop. 2.5). Comme
(Ker^')K == { i }, Kerj == { i }, d'où le résultat.
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Notons que s'il existe une partie Y de ® ou de (5 (A) telle que § ==j(Y) .$°, alors
j est surjectif et est donc un isomorphisme.

1.3. Distributions.

1.3.1. — Soit X un A-schéma, soit .y:SpecA->X une section de X et soit
I = I(^) = Ker^ l'idéal de A[X] associé à s (cf. 1.2.9). Une distribution d'ordre ^ m
sur X le long de s est une forme linéaire 8 sur A[X] nulle sur 1̂ , autrement dit un élément
du dual t{A[X]|ïm). On dit que 8 est sans terme constant si 8(û) = o pour tout a eA.
On notera Dist^ X (resp. Dist^ X) le A-module des distributions d'ordre ^ m le
long de ^ (resp. et sans terme constant) et l'on pose Dist 3£ = U TOst^ X,

Ht > 0

Dist^ X == U T^isd. X. Comme A[X] est somme directe de A et de I, le A-module
m^O

Dist^ X est somme directe de As* et de Dist^ X == ^I/P) ; en particulier, Dist^ X
est le dual de I/I2, c'est-à-dire est l'espace tangent à X le long de s.

1.3.2. — Si f: X ->î) est un morphisme de A-schémas et s une section de X,
l'application t/* envoie Dist X dans ̂ Dist î) : on pose /(8) = ̂ (8) pour 8 e 'Dist X.
Si/est une immersion (resp. une immersion ouverte), l'application 8 ->/(8) est injective
(resp. bijective).

1.3.3. — Soit B une A-algèbre. Soit X' le B-schéma déduit de X par le changement
de base A-^B et soit s ' la section de X' déduite de s. L'idéal I Ç s ' ) " " est l'image cano-
nique de B®I(^T dans B[X'] et BfX']/!^')^ s'identifie à B®A[X]/I(^m. Par
dualité, on en déduit une application B-linéaire dite canonique de B ® Dist^ X dans
''Dist^X7, puis de B®8DistX dans ^Dist X'.

Prenons B = K. L'application canonique de Dist X dans K ® Dist X et celle
de K® Dist X dans ^Dist XK sont alors injectives ([NB] A II, p. 117, cor. i, et p. 197,
exer. 29) et permettent d'identifier Dist X à son image dans ^DistXK- Si de plus X
est de type fini (ce qui entraîne que AI^X]/!^)"* est un A-module de type fini), l'appli-
cation canonique de K^DistX dans ^Dist XK est bijective (loc. cit.).

1.3.4. — Soient X et î) deux A-schémas, s (resp. t) une section de X (resp. î));
alors (J, t) est une section de X X î) et I(.s-, t) est somme des images canoniques de
I(J)®A[?)] et de A[X]®I{t) dans A[X X î)] = A[X] ® A[3)]. Par suite, I(^, t^
est somme des images canoniques des I^® I^)3 pour p + q = m et la forme linéaire
8®8' sur A[XX?)] appartient à ^Disty+^X X î)) dès que 8e sDistpX et
8' e^Dist î). D'où une application linéaire dite canonique n de TOst X ® t)ist î)
dans ^DistÇX X î)).

1.3.5. _ Supposons X lisse. Alors les A-modules A^]/!^ P/P^1 et TOst^X
sont projectifs de type fini et le A-module gradué Gr 'Dist X = U "Dist^+i X/'Dist^X
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s'identifie au dual gradué de GrA[3£] ^UP/l"14'1 (cf. 1.2.9), ou encore au dual
gradué de l'algèbre symétrique Sym(I/I2) (« algèbre des puissances divisées » F^I/I2))).

Reprenons les notations de 1.3.3 : l'application canonique de B ® Dist X dans
^DistX' est alors bijective : on a en effet ^B® (A[X]/P1)) = B® ^A^J/P) puisque
A^]/?1 est projectif de type fini. Si de plus ACB, alors l'application canonique
Dist 3£ -> 8 Dist 3£' est injective puisque Dist 3£ est plat sur A.

De même, reprenons les notations de 1.3.4 en supposant que X est lisse. Pour
tout m ^ i, on a les inclusions

1(^0 A[3)] + A[3£] ® 1(^0 I(^, ^2W

C 1^® Afî)] + A[X] ® IÇt^C ÏÇs, t)^

d'où, par passage aux quotients de A[X x î)] == A[X] ® A[î)] par les termes de cette
suite, des surjections

ATO/IM^^A^/I^^-^A^ x ?)]/I(^, ^2W

4. A^J/I^^A^]/!^^ A[3Ê x Î)]/I(^ <)",

où p o a (resp. y ° P) est ^a projection canonique. Par dualité, compte tenu de ce
que les A^]/!^)"1 sont projectifs de type fini, on en déduit des injections

(^DisUX X î)) -^ 'Dist^ X ® ^Dist^ î)

-t ^'^Dist^ÇX X î)) -^ Dist^ X ® ̂ Dist^ 9),

où ^ o t(3 (resp. ^ o ̂  est l'injection canonique (rappelons que ^Dist^ 3£ est projectif
de type fini) et où ^ est la restriction de l'application canonique

7T : Dist X ® ^Dist V) -> ^'^DistÇX X 5)).

En passant à la limite inductive sur m, on voit que n est bijective.
Prenons 5) == X et considérons l'application diagonale d : X ->• X X X. L'appli-

cation c = -nr1 o ̂  : ̂ Dist 3£ -> Dist X ® ̂ ist X munit TDist X d'une structure de
cogèbre associative et commutative, de counité l'application 8 \-> 8(1). Pour 8 e Tîist 3£,
<;(§) =28,08; et /,,?eA[X], on a

(i) <8,/^>=S<8,,/>.<8;,5>.

1.3.6. — Soit X un A-schéma en groupes et soit e la section unité de X; on pose
Dist 3£ == TOst X, etc. Vu i. 3.2 et i. 3.4, le morphisme produit n : X X X -> X définit
une application linéaire de Dist X ® Dist 3£ dans Dist X et l'on vérifie aussitôt que
Dist X est ainsi muni d'une structure de A-algèbre associative, non nécessairement
commutative, admettant e* comme élément unité, compatible avec la filtration de
Dist X par les Dist^ X. Pour 8, 8' e Dist 3£, on a

88' = (8 ® 8') o n\
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On pose Lie 3£ = Dist^ X : on sait que [8, 8'] == 88' — 8'8 e Lie 3£ quels que
soient 8, 8' e Lie 3£ et que Lie 3£ est ainsi muni d'une structure de A-algèbre de Lie
([DG], prop. 6.9, p. 230).

Si 3£ est lisse, l'application canonique de r(Lie 3£) dans Gr Dist 3£ (1.3.5) est un
isomorphisme d'algèbres. En particulier, si Lie X est un A-module libre et si (8^, . . ., 8J
en est une base, il existe une base (8JaeN" de Dist X telle que les 8^ pour |a| = m
forment une base de Dist^X modulo Dist^_i3£ et que 8^8p = (a, (3) 8^4.3 modulo
^s t j a i+ jp i - i ï (avec (a,(3) = (a + [3)!/a!(3! et | a| = a^ + . . . + ̂  (cf. [NB]
A III, p. 155)). Si de plus A est « de caractéristique zéro », c'est-à-dire est une Q^-algèbre,
on peut prendre 8^ == (i/a!) 8?1 . . . 8 "̂ et Dist X s'identifie à l'algèbre enveloppante
de Lie X

^S-?* — Supposons que la fibre générique XK de X est connexe, réduite et de type
fini. Notons 1̂  l'idéal de K[X] définissant l'élément neutre de 3 ,̂ i^' l'image cano-
nique de K®I(^) dans K[X]. Comme K[X] est noetherien et intègre on a alors
FI 1^ = = { 0 } ([NB] AG III, cor. au th. de Krull, p. 65). Il en résulte aussitôt que si

n^O

/eK[3£] est tel que 8(/) = o pour tout 8 eDistXio alors f == o.
Si de plus X est /^, alors A[X] C K[X] et Dist XK = K ® Dist X. Par suite,

si /eA[ï] est tel que 8(/) == o pour tout 8 e Dist ï, alors f == o.

i . 4. Représentations linéaires»

Dans ce numéro, on note X un A-schéma en groupes de produit n et de section
unité e et l'on note M un A-module projectif de type fini.

1.4.1. — Le foncteur qui à une A-algèbre R fait correspondre le groupe additif
R ® M est représentable par un A-schéma en groupes lisse 9JI, dont l'algèbre affine
s'identifie (avec sa structure de bigèbre) à l'algèbre symétrique du dual de M ([DG],
p. 148). Si N est un sous-A-module projectif de type fini de M, alors îl est un sous-
schéma en groupes fermé de 9ÎÏ si et seulement si l'application canonique ^M -^ W
est surjective, c'est-à-dire si et seulement si N est facteur direct dans M.

En particulier, à un idéal fractionnaire inversible a de A (i.e. un sous-A-module
projectif de type fini de K) correspond ainsi un A-schéma en groupes lisse noté îtbba,
de fibre générique le groupe additif ÎIbbK-

1.4.2. — Soit N un second A-module projectif de type fini. Le foncteur qui à
une A-algèbre R fait correspondre le groupe additif HomR(R®M, R ® N ) est repré-
sentable par un A-schéma en groupes lisse fi (M, N) dont l'algèbre affine s'identifie
(avec sa structure de bigèbre) à l'algèbre symétrique Sym^N^M) ([DG], p. 150).
Si N = M, alors fi (M, M) = Û(M) est un A-schéma en algèbres.

Le groupe linéaire ®fi(M) est le sous-schéma ouvert de fi (M) induit sur l'ouvert
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spécial fi(M)det des points de fl(M) où la fonction régulière det : g -> det g sur fi(M)
ne s'annule pas : si R est une A-algèbre, on a ®fi(M)(R) =GL(R®M) ([DG],
p. 150). C'est un sous-A-schéma en groupes lisse du A-schéma en monoïdes (pour la
multiplication) fi (M). La transposition est un isomorphisme de schémas de ®fi(M)
sur ©S^M) qui est un antiisomorphisme de groupes.

Il est clair que fi(M) opère sur 9ÎÎ par le morphisme 9 de fi(M) x 9ÎI dans 90Î
défini par cp(^, m) == u(m) pour ^ e E n d ( R ® M ) et m e R ® M . On écrira aussi
<p(î/, m) == u.m. Nous laissons au lecteur le soin d'expliciter les propriétés d'associativité
et de bilinéarité de cette opération (u.Çv.m) = {uv).m, u.(m + m') == u.m + ^.w', etc.).
Par restriction, on obtient la loi d'opération de ®fl(M) dans SOT.

1.4.3. — Une représentation linéaire p de 3£ dans M est un homomorphisme de
A-schémas en groupes de 3£ dans ®fi(M) (cf. [DG], p. 169). Il lui correspond une
« action de X sur 9ÎI », c'est-à-dire un morphisme de schémas p': {x, m) -> çi{x) .m de
3£ X 9JI dans SOî tel que les deux morphismes 'po (TT x id) et ^o (id X p^) de X X X X 9ÎÎ
dans SOI soient égaux : on a p(^).77z == p(^). (p(j^) .m).

Pour tout m e M == 93î(A), l'application A*-> p(.r) .TTZ est alors un morphisme
de A-schémas de X dans SDÎ et si mfetMCA[yR], l'application x }-> <w', p(A:) . m >
appartient à A[X] : nous la noterons ^ ^ et nous dirons que c'est le coefficient d'in-
dices (m'y m) de la représentation p. Il est clair que l'application (m', m) h> ̂  ̂  de
^M. X M dans A[X] est bilinéaire. Il lui correspond donc une application linéaire
^ : M -> M ® A[X] == Hom(tM, A[^]) donnée par
(i) (w'^id)^^)) ==^,^ = < w ' , p . m > (w' e^.w e M)

(et aussi une application linéaire ^p : ̂  -> ̂  0 A[3£] donnée par

(m®id)(^(m'))=^J.

On dit que ^p (resp. V') est la coaction de 3£ sur M (resp. tM). On vérifie aussitôt que
c^ (resp. ^p) munit M (resp. tM) d'une structure de comodule sur la cogèbre A[X] (cf. [30]
ou [DG], p. 173 sq.). Réciproquement si Y : M - ^ M ® A [ 3 Ê ] est une structure de
comodule, il existe une représentation linéaire p de X dans M et une seule telle que
y - ^ ([DG], p. 173 sq.).

On note det p l'image p^det) de l'élément det e A[©fl(M)]; c'est un élément
inversible de A[3£].

1.4.4. — Soit p une représentation linéaire de 3£ dans M et soit N un sous-module
facteur direct de M. On dit que N est invariant par p si pour tout n e N, le morphisme
x \-> p(A:) ,n de X dans 9JÎ se factorise en un morphisme de X dans 9t suivi de l'injection
canonique de 91 dans SOÎ. On vérifie aisément que N est invariant par p si et seulement
si N est un sous-comodule de M, c'est-à-dire si et seulement si ^(N) C N®A[3£] (notons
que N®A[X] CM®A[3£] puisque N est facteur direct dans M), ou encore si et
seulement si ^ „ == o quels que soient n e N et m' appartenant à l'orthogonal de N
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dans iM. La restriction de p à N est alors la représentation de X dans N correspondant
à la coaction ^ : N -> N ® A[3£].

1.4.5. — On dit qu'une représentation p de X dans M est fidèle si le morphisme
p : X ->®fi(M) est une immersion fermée. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que
les coefficients c^.^ et (det p)~1 engendrent la A-algèbre A[X]. En effet, les m' ® m et det~1

engendrent la A-algèbre A[®fi(M)] et la condition signifie que p* : A[®fi(M)] ->A[X]
est surj écrive.

Si A est un anneau de Dedekind, tout A-schéma en groupes (affine ! ) plat de type fini possède
une représentation linéaire fidèle. Soit en effet X un tel schéma, de produit n et de section
unité e. Il existe alors un sous-module M de type fini de A[3£] (donc sans torsion, donc
projectif) engendrant la A-algèbre A[X] et tel que TT^M) C M ® A[X] ([30], § i,
prop. 2). La restriction de n* à M définit une structure de A[X]-comodule sur M, donc
une représentation linéaire p de X dans M. Comme (^®id) o TT* = id sur A[3£], on
a, pour tout m e M,

m = (^ ® id) o ^(m) = (^ ® id) o c^m) == c^^

(en notant encore e* la restriction de e* à M). Par suite, les coefficients de p engendrent
A[3£] et p est fidèle.

1.4.6. — Soit B une A-algèbre. D'une représentation p de X dans M, on déduit
par changement de base une représentation pg de 3£g dans B ® M : on dira que pg
provient de p ou « se descend sur A » en p.

En particulier, prenons B = K et soit 'p' une représentation de XK dans un
K-espace vectoriel de dimension finie V. Soit M un sous-A-module projectif de V (auto-
matiquement de type fini). Nous dirons que X opère (resp. opère fidèlement) sur M par p"
si le sous-espace vectoriel W = KM de V est invariant par p" (1.4.4) et si la restric-
tion p^r de p" à W provient d'une représentation (resp. d'une représentation fidèle) p
de X dans M.

Supposons que le schéma 3£ soit plat. Alors M ® A[3£] s'identifie à un sous-
A-module de W ® K[3£] et on voit aussitôt que 3£ opère sur M si et seulement si

(1) ^(M) CM®A[X].

La représentation p de X dans M dont provient ̂  est alors unique et sa coaction c^ est
la restriction de c^ à M.

La condition ( i ) peut se traduire en termes de coefficients : appelons polaire de M
dans le dual *V de l'espace vectoriel V et notons M° l'ensemble des m' e ̂  tels que
<m', w> eA pour tout m e M (notons que si M engendre V, alors M° s'identifie au
dual ̂  de M); alors M est le polaire de M° dans t(i>V) == V et la condition (i) est
équivalente à

(2) ^ e A[X] C K[X] pour tous m e M et m' e M°.
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1.4 7' — s()it P une représentation de 3£ dans M. Pour 8 eDist X, on note p(8)
l'endomorphisme de M défini par

^) <OT' ,p (8) .w>= <8,^> pour OT e M et OT 'e *M.
On a aussi

(2) <OT',p(8).W>== ̂ 'OS,^)) == ^gtS.^OT')),

ou encore

(3) p(S) = (id®S)o<;'1.

L'application p est alors un homomorphisme de A-algèbres de Dist X dans End M.

1.4.8. — Soit p une représentation de 3£ dans M; posons V = K ® M et sup-
posons que la fibre générique ̂  est connexe réduite, de type fini. Pour qu'un sous-espace
vectoriel W de V soit invariant par p^ (i .4.4), il faut et il suffit que p^S) .w e W pour
tout 8 e Dist ̂  et tout w e W : la condition est trivialement nécessaire et sa suffisance
résulte aussitôt de i .3.7 et 1.4.4. Nous verrons plus loin (3.5) des généralisations de
ce résultat.

1.4.9. — Un automorphisme du A-schéma en groupes X définit évidemment un
automorphisme de l'algèbre Dist 3£ (resp. du A-module Dist^X pour m ï o). Par
exemple, si 3 est un A-schéma en groupes et (z, x) t-> z . x une opération de 3 sur X
respectant la structure de groupe de X (cf. [DG], pp. 160 sq.), alors le groupe 3(A)
des points de 3 à valeurs dans A opère par automorphismes sur X, donc sur l'algèbre
DistX et sur chacun des A-modules Dist^X. Si de plus 3£ est lisse, alors pour toute
A-algèbre R on a Dist,, ̂  = R ® Dist^ 3£ (1.3.5) et ce qui précède fournit un
homomorphisme fonctoriel de 3(R) dans GL(R®Dist^X), c'est-à-dire une repré-
sentation linéaire de 3 dans le A-module (projectif de type fini) Dist,, X.

1.5. Restriction des scalaires.

1.5.1. — Soit B une A-algèbre, projective de type fini en tant que A-module (1).
On sait que A s'identifie par l'application a h> ai à un sous-module libre facteur direct
dans B (cf. [NE] AC II, § 5, exer. 4, p. 176). On peut donc choisir des éléments
e_, ..., e, e B et e\, ..., ̂  e *B tels que e, == i, ,;(^) = ̂ .) = o pour j> i et
^®e; = id dans B^B identifié à End^B. Si M est un A-module, on a alors

(!) x = ̂  ® (^ ® id) (A-) pour tout x e B ® M.

I'5'.2" — soit x un B-schéma (affine). On sait qu'il existe un A-schéma ̂  et
un seul à isomorphisme unique près tel que les foncteurs R H. 3^(R) et R H. X(B ® R)

(1) Dans ce qui suit jusqu'au i" alinéa de i .5.12 compris, il n'est pas nécessaire de supposer A intègre.
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sur la catégorie des A-algèbres soient isomorphes (ou encore tel que les foncteurs
Y H- Mor(î), X5) et î) l-> Mor(î)g, X) sur la catégorie des A-schémas soient isomorphes) :
on l'appelle le A-schéma obtenu à partir de 3£ par restriction des scalaires de B à A et on
le note îl^X (ou encore 3E? lorsque A et B sont évidents) ([DG], I, § i, n° 6.6, p. 30 sq.).
L'unicité de 3^ est évidente; on en donnera plus loin une construction explicite (1.5.7).

1 • 5 • 3- — Soit A' une A-algèbre et posons B' == A' ® B. Si X est un B-schéma,
le A-schéma Î Ï . B ' / A . ' ^ ' B ' ^identifie canoniquement à (ÎÎ-B/A^A"

Si G est une B-algèbre projective de type fini et X un C-schéma, on a

IIc/A^ = ̂ B/A^C/B^')'

l ' 5 ' ^ — II est clair que la correspondance X }-> 3^ est fonctorielle et commute
avec le produit de schémas. Si f:X ->î) est un morphisme de B-schémas, on note
HB/A./ ou f^ 1e morphisme correspondant de 3£^ dans î)^. Si X est un B-schéma en
groupes, alors 3£^ est un A-schéma en groupes, etc.

Soient f, g : X -> î) deux morphismes de B-schémas. Si f^ == g^, alors f == g.
Soit en effet R une B-algèbre; comme B/A est projectif, donc plat, l'application cano-
nique de R dans B®^ ̂  est injective ([NB] AG I, § 2, prop. 4). L'hypothèse /ft = g^
entraîne Ç of* == ^ o g* pour tout Ç e X(B ®^ R), donc a fortiori pour tout Ç e 3£(R)?
d'où /' == g* en prenant R == B[X] et Ç == id.

I •5•5• — ^olt N un B-module projectif de type fini et soit Nr^i le A-module
sous-jacent (qui est lui aussi projectif de type fini). Si X = 9Î est le B-schéma en groupes
canoniquement associé à N (1.4.1), alors 3£^ est le A-schéma en groupes 9Î^ cano-
niquement associé à N^j.

On sait que B[X] == Syn^Hon^N, B)) et A[X^] == Sym^N (où *N désigne
le dual de N en tant que A-module) (1.4.1). En particulier, si N = B ® M, où M est
un A-module projectif de type fini, on a Hom^N, B) = B^M et *N = tB® tM,
d'où

B[X] == Syn^B ® ̂  = B ® Sym^ tM,

A^] ^Sym^B®^).

1.5.6. — Plus généralement, soit E un A-module (quelconque). Soit Q le
B-schéma Spec(B® Sym^ E) et soit S' le A-schéma Spec Sym^B ® E). On
a alors S^ == S' ([DG], ^. cit.). En effet, si R est une A-algèbre,

(5(B ® R) = HomB.aig(SymB(B ® E), B ® R)

s'identifie à Hom^B ® E, B ® R) et S'(R) = Hom^SymACB ® E), R) s'iden-
tifie à Hom^B^E, R). Gomme B est un A-module projectif de type fini, ces deux
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A-modules sont fonctoriellement isomorphes par l'application qui à 9 e Hom^B 0 E, R)
fait correspondre l'élément Ç' e Homg(B ® E, B ® R) donné par

(1) ^!{b®x) == S^®9(^®^) (b e B . j v e E )

(cf. [NB] A II, p. 77 (12) ^)).
On peut encore dire ceci : notons

j: SyniB(B®E) -> B ® Sym^B ® E)

l'unique homomorphisme de B-algèbres qui prolonge l'application linéaire de B ® E
dans BC^B^E donnée par

j\b®x) == ^Lbe^e^x {b e B , A : e E ) .

Alors la bijection 9 h-> ^ de ©^(R) = Hom^SyniACB ® E), R) dans
(S(B ® R) == Hom^(SymB(B ® E), B ® R)

est donnée par

(2) ^ = (id 0 y) oj,

car les deux membres de (2) coïncident sur B®E, vu (i).

ï - 5 - 7 » — Soit X un B-schéma. On peut toujours écrire B[3£] comme quotient
d'une algèbre commutative libre, c'est-à-dire de la forme Symg(B®E) où E est un
A-module libre, par un idéal I. Alors, ^algèbre A[3£^] s^identifie au quotient de Sym^B ® E)
par V idéal 1̂  engendré par les éléments {u ® id) oj\x) pour u e ^B et x e 1 (ce qui démontre
d'ailleurs l'existence de 3?). Vu 1.5.6, dont nous reprenons les notations, il suffit de
montrer que si 9 e S'(R), alors ^ est nul sur 1 si et seulement si 9 est nul sur 1 .̂ Or
^ nul sur 1 équivaut à Ker(id®ç) == B ® Ker 9 Dj(I) et il résulte alors de 1.5.1 (i)
que 1̂  est le plus petit idéal de SyniACBOE) tel que BOI^DjÇI) , d'où notre
assertion.

1.5.8. — Si 3£ est de type fini (resp. de présentation finie), on peut prendre E
libre de type fini (resp. et 1 de type fini), ce qui montre aussitôt que 3^ est de type fini
(resp. de présentation finie).

Par contre, on notera que 3£ plat n'entraîne pas nécessairement X^ plat, même
si A est un anneau de valuation discrète complet. Cependant, on sait que 3£ lisse entraîne
^ lisse ([DG], I, § 4, cor. 4.8, p. 112).

^S-O» — L'application 11-> 1̂  de i .5.7 est évidemment croissante. Il en résulte
que si î) est un sous-Q--schéma fermé de X, alors ̂  s'identifie à un sous-A-schéma fermé de 3 .̂

(1) N. Bourbaki ne traite à cet endroit que du cas des modules libres de type fini; l'extension au cas projectif
est immédiate. La même remarque s'applique aux références au livre d'algèbre de N. Bourbaki données plus loin.
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1.5.10. — Supposons par exemple que B soit un A-module libre de base (^)
((^) en est alors la base duale) et que B[X] == B[Xi, ..., XJ/I, où 1 est Pidéal engendré
par les polynômes P^, ..., Pg. Prenons pour E le A-module libre de base X^, ..., X^ :
on a SyniB(B®E) = B[X^, ...,XJ et SymA( tB®E) est l'algèbre des polynômes
en les indéterminées Y, j = e\ ® X .̂ pour i ^ i ^ d et i ^ j ̂  n. On vérifie immé-
diatement que si P e B[X^, . . . , XJ, alors j(P) est le polynôme obtenu en substituant S ̂ Y»j

à Xj. Aznj f pour i ^ j ̂  n et s'écrit d'une manière et d'une seule sous la forme S ̂ eJ&W?

avec j&(P) eA[(Y^.)]. Il est alors clair que Vidéal 1^ est engendré par les polynômes jjc{P/)
pour i ^ k^ d et i ̂ t ^ q :

A[^]=A[(Y,,)]/((j,(P,))).

1.5. il. — Soit î) un A-schéma. L'application identique de î)g donne un mor-
phisme i dit canonique de 3) dans (îîa)^ (c^- ^ ô - 2 ) ^ montrons que c'est une immersion
fermée. Prenons d'abord le cas î) = Spec Sym^ E (avec les notations de 1.5.6).
Soit e l'homomorphisme de A-algèbres de Sym^B €) E) dans Sym^ E défini par
e{u^x) == u{î)x pour u e ^B et x eE; il est surjectif puisque ^(i) == i. Il suffit
donc de montrer que i == Spec e, ou encore que ? == (id 0 e) o '̂ est l'identité de
B ® Sym^ E, ce qui est immédiat :

?(è ® A-) ==-- (id ® e) (Sè^® ̂  ® x) = Sè^ 0 ̂ (i) x == b®x.

Dans le cas général, on peut écrire î) comme sous-schéma fermé d'un A-schéma 3
de la forme Spec Sym^ E et notre assertion résulte aussitôt du diagramme commutatif

î) ———> 3

(^ — (3^
Soit par exemple M un A-module projectif de type fini et prenons î) = 9JI :

on a vu en 1.5.5 que (^e)^ s'identifie au A-schéma associé au A-module B ® M et
il est immédiat que i est le morphisme associé à l'injection canonique m -> i ® m de M
dans B ® M.

1.5.12. — Si U est un sous-schéma ouvert de X, alors H? s'identifie à un sous-
schéma ouvert de X^ : si I est un idéal de B[3£] définissant U {i.e. tel que U soit l'ensemble
des points de X où un élément feï au moins ne s'annule pas), alors V? est l'ouvert
de X^ défini par l'idéal J formé des a e A[3^] tels que i ® a appartienne à l'idéal
de BOOAp^j engendré par j(ï) ([DG], pp. 31-32). On notera que JCI^ mais
les sous-schémas fermés de 3£^ définis par J et 1̂  sont en général distincts et n'ont même
pas le même espace sous-jacent.

Supposons I principal : autrement dit, U est l'ouvert spécial de X défini par une
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fonction /eB[X]. Soit çe^R) et soit ^ l'élément de X(B0R) correspondant;
alors 9 provient d'un point de U^R) si et seulement si $'(/) est un élément inversible
de B® R, ou encore si Norme^^^/) (1) est inversible dans R. Il s'ensuit que U^
est l'ouvert spécial de 3^ défini par la norme dans A[3^] de l'élément j(f) e B®A[3^].

ï -5.13. — Exemples : i) Soient X = ÎIbb et It -==- SJluIt; prenant pour/ la
fonction identique, on voit que

A^ult^] = (Sym^B^i/Norme^J.

Soit i: yjluît^ ->Tl^^ yjîult^ l'immersion fermée canonique (1.5.11). C'est un
morphisme de schémas en groupes et l'on vérifie aussitôt (p. ex. en considérant ÏRuIt
comme un ouvert de SIbb et en appliquant les dernières lignes de 1.5.11) que pour
toute A-algèbre R, l'homomorphisme î(R) n'est autre que l'injection canonique de R^
dans (B^R)^

2) Soit N un B-module projectifde rang r. Prenons X == fi(N) (i .4.2) : vu i .5.5,
3^ est le A-schéma canoniquement associé au A-module Endg N. Or ce dernier est
un sous-module facteur direct dans End^N (2). Par suite, fi(N)^ s''identifie à un sous-schéma
fermé en groupes (et même en algèbres) de fl(N^).

Prenons maintenant U = (5fi(N) : c'est l'ouvert spécial de fi(N) défini par la
fonction deteB[X]. Par suite, U^ est l'ouvert spécial de ^(N)^ défini par la fonc-
tion Norme (det), qui n'est autre que la restriction à ^(N)^ de la fonction det sur fi(N^j)
(cf. [NB] A III, p. 112). Autrement dit, ®fi(N)^ == fi(N)< n ®fl(N^) et ®fi(N)^
s'identifie à un sous-schéma en groupes fermé de ®fi(N^)«

En particulier, si ® est un B-schéma en groupes et si p est une représentation
linéaire de ® dans N, alors p^ est une représentation linéaire de ®^ dans N^]; si p est
fidèle, il en est de même de p^.

1.5.14. — Soit L une extension de degré fini d du corps K. Tout ce qui précède
s'applique bien entendu à la restriction des scalaires de L à K d'un L-schéma.

Supposons L séparable sur K et soit K/ une extension de K. On sait ([NB] A VIII,
§ 7, cor. i au th. i, p. 86) que I/ == K'®^L est un produit II L», où les L^ forment

»ei
un système de représentants des classes d'isomorphismes des extensions composées de L
et K'. Si 0, est une extension algébriquement close de K, de degré de transcendance

(1) Puisque A est intègre, B possède un rang r ([NB] AC II, p. 141) et B® R est un R-module prqjectif de
rang r. On peut donc considérer le déterminant d'un R-endomorphisme de B ® R ([NB] AC II, § 5, exerc. 9, p. 177)
et la norme Normes ® E/E x d'un élément x 6 B ® R est le déterminant de la multiplication par x. Elle est donnée
par la valeur en x de l'application de B (x) R dans R définie par un élément NormcB ® E/R homogène de degré r de
Sym^R ® ̂  = R ® Sym^ ̂  dépendant fonctoriellement de R : on a NormcB ® E/E == 1 ® NormcR/A •

(2) End^ N/Endg N est un A-module de présentation finie comme quotient d'un module de présentation
finie par un sous-module de type fini. Compte tenu de ([NB] AC II, § 3, cor. i à la prop. 12, p. 114), on peut donc
supposer que A est local. Alors B est semi-local ([NB] AC V, § 2, prop. 3, p. 40) et N ayant un rang est un B-module
libre ([NB] AC II, § 5, prop. 5, p. 143). Si (n^) est une base de N sur B, l'ensemble des A-endomorphismcs de N nuls
sur les njç est un supplémentaire de Enda N dans End^ N.
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supérieur à celui de K', les L^ correspondent bijectivement aux couples de K-isomor-
phismes de L et K' dans Q pris à un K-automorphisme de 0, près. Si l'on choisit un tel
couple et si l'on identifie L et K' à leurs images dans ti par ce couple, on voit facilement que
l'on peut prendre pour 1 l'ensemble des doubles classes Gal^/K'^GaUQ/K^/GalÇtî/L)
et prendre L^ = K/(o^(L)), où cr, est un élément de la double classe i. L'isomorphisme
j : K' ® L -> FIL, est alors donné par

j [ x ^ y ) == (^(j0),ei (^K', y eL).

Si K' est une extension quasi-galoisienne (on dit aussi « normale ») de K conte-
nant L, alors L, = K' pour tout ieï et I = Gal(Q/K)/Gal(Q/L) s'identifie à
Gal(K7K)/Gal(K'/L), d'où Gard I = d et j est un isomorphisme de K'® L sur K'^.
Le groupe de Galois Gal(K'/K) opère sur K/0L par (y, x 0jy) \-> y(^) ®y et si
l'on transporte cette opération à K/^ par j\ on vérifie aisément que

(!) Y- (^)<ei = Wiel avec ^ = Ï^Y-1.»)-

I -5 - Ï5* — Soit maintenant 3£ un L-schéma et 3£^ == îl^X' On a

(nL/K^)K'=^(n^/K^L,),
où, bien entendu, L^ est considérée comme extension de L grâce à o, : L —>-I^.

Si K' est quasi-galoisienne et contient L, on a L, == K' et !IL/K'^L = ^L*
pour tout i e I. Tout y e Gal(K'/K) fournit un isomorphisme de XL. sur ̂  - 5 "^é
encore y? et l'opération naturelle de y sur (Tl^X)^' transportée à II (IÏL./K'^L-)
est encore donnée par 1.5.14 (i). IE

1.5.16. — Réciproquement, soit î) un K-schéma et soit K' une extension galoi-
sienne de K telle que 9)^ se décompose en un produit î)o .. . î)^_i de K'-schémas
permutés transitivement par l'action naturelle de Gal(K'/K). Soit L le corps des inva-
riants du stabilisateur de î)o dans Gal(K//K). On voit par descente galoisienne que
?)o provient par extension de la base de L à K' d'un L-schéma 3£ et l'on vérifie aisément
que î)^ muni de l'action de Gal(K'/K) s'identifie à (IIL/K^)K' et P^ suite que î) est
isomorphe à IIL/K^-

i .5.17. — Prenons pour X le L-schéma en groupes SOÎuIt et posons T = IlL/K^uIt.
Si K' est une extension galoisienne de K contenant L, alors 1.5.15 montre que T^'
est isomorphe à SITtuIt^, donc que T est un tore, qui se déploie sur K/. Le groupe X(T)
des caractères de T est isomorphe à Z^ et admet une base (^), indexée par
I = Gal(K.7K)/Gal(K'/L), stable par l'action naturelle de Gal(K'/K) dans X(T) et
telle que y-Xi == Xy.r On voit que L, est le corps de définition du caractère /^, que
la plus petite extension de K déployant T est l'extension galoisienne de K engendrée
par L et que T est déployé sur K si et seulement si L = K. Enfin, les caractères de T
rationnels sur K sont les multiples entiers du caractère S/,, qui n'est autre que la fonc-

223



32 F . B R U H A T E T J . T I T S

tion N === NormeL/K sur T (cf. 1.5.13) : en effet, si R' est une K'-algèbre, et si
x = (x,) eT(R') = n (L^K'R')^ on a

iei

N(^) = NormeL^RvR- ^ = II Normei^R^ x, = 11 x, = (S%,) (A:).

Il en résulte que le sous-tore S déployé sur K maximal de T est de dimension i
et coïncide donc avec l'image canonique de SRuIt (1.5.11).

Réciproquement, si T est un tore défini sur K tel que le groupe de Galois Gal(Q/K)
permute transitivement une base /o, . . .5/^-1 ^u g^^e des caractères X(T) de T,
et si L est le corps de définition de %o, alors T est K-isomorphe à IIL/K^D^K : ce^ résulte
de 1.5.16 ou de ce que les groupes de caractères X*(T) et X^Çn^ïlïtult) sont des
Gai (Q/K)-modules isomorphes.

Plus généralement, nous dirons qu'un tore T défini sur K est un tore induit s'il
existe une base S du groupe des caractères X(T) qui est stable par l'action naturelle
de Gal(Q/K). Alors X(T) se décompose en produit direct des sous-groupes engendrés
par les différentes orbites de Gal(tî/K) dans 3 et T est isomorphe à un produit direct
de tores de la forme IlL/KS^tt pour des extensions séparables de degré fini de K. La
réciproque est évidente.

1.6. Extensions admissibles et étales»

Toutes les valuations considérées dans la suite sont à valeurs réelles. Si L est un corps muni
d'une valuation non impropre, on note 0^ l'anneau de cette valuation, TH^ son idéal
maximal et L son corps résiduel. Dans ce n° i. 6 on suppose K muni d'une valuation
non impropre <o et on pose O = 0^ m = m^.

Si L est une extension de K, et si co^ est une valuation de L prolongeant œ, on
note f==f{^ï,l<^) le degré résiduel de co^, i.e. le degré de L sur K, et e == ^(coL/œ)
l'indice de ramification de co^, i.e. l'indice du sous-groupe ^(K^) dans ^(L^). On a
toujours ef^. [L : K]. Si e == i, on dit que co^ (ou L) est non ramifiée.

1 . 6 . 1 . Définition. — Soit L une extension de K. On dit que L est univalente s'il existe
une seule valuation cû^ de L prolongeant œ. On dit que L est admissible si elle est séparable de
degré fini, univalente et si Vanneau (9^ de co^ est un Q-module libre de rang [L : K].

Supposons L séparable de degré n\ les faits suivants sont des conséquences faciles
de théorème bien connus (cf. [NB] AC VI, § 8, passim, notamment cor. i à la prop. i,
th. 2 et ses cor., exer. 6) :

a) L est univalente si et seulement si la fermeture intégrale de (9 dans L est un
anneau local, égal alors à 0^. Si K est hensélien, en particulier si K est complet, alors toute
extension algébrique de K est univalente.
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b) Supposons L univalente; alors L est admissible si et seulement si 0^ est un
^-module libre (resp. de type fini). Si œ est discrète, toute extension séparable de degré
fini univalente est admissible.

c ) Si û) est discrète, L est univalente, donc admissible, si et seulement si ef = n '
si L est galoisienne et o^ invariante par Gal(L/K), alors L est admissible.

Si <o n'est pas discrète, alors L est admissible si et seulement si f = n, ce qui entraîne
e == i.

d ) Supposons L admissible. Soit TT une uniformisante de L si œ est discrète et
TT == i si û) n'est pas discrète. Soient (A-,)i^^<^ des éléments de 0^ tels que leurs images x '
forment une base de L sur K. Alors les éléments x^n3 pour i ^ i ̂  f et o ̂ j< e
forment une base de 0^ sur (9.

e) Soit x e L tel que L = K{x) ; si le polynôme minimal de x sur K est à coeffi-
cients dans 0 et si son image dans K[X] reste irréductible, alors L est admissible non
ramifiée : en effet f^n pour toute valuation (o^ prolongeant û>.

f) Si œ est discrète et K hensélien, toute extension séparable de degré fini de K est
admissible.

1.6.2. Définition. — Une extension K' de degré fini de K est dite étale si elle est admis-
sible, non ramifiée et si son corps résiduel K' est une extension séparable de K. Une extension quel-
conque de K est dite étale si elle est réunion d'''extensions de degré fini étales.

Une extension étale est séparable, univalente, non ramifiée, de corps résiduel
séparable sur K. Si K' est une extension étale galoisienne de K, alors K/ est galoisienne
et l'application évidente est un isomorphisme de Gal(K//K) sur Gal(K'/K.). Par contre,
K' peut être galoisienne sans que K' le soit (voir cependant 1.6.7 a}).

1.6.3. — Soit L une extension de degré fini de K et soit L' une sous-extension
de L. Pour que L soit univalente (resp. univalente non ramifiée, resp. admissible, resp.
étale), il faut et il suffit que L' le soit et que L soit une extension univalente (resp. . . .)
de L' (muni de l'unique valuation prolongeant œ).

1.6.4. Proposition. — Une extension K' de degré fini n de K est étale si et seulement
s'il existe x e K/ tel que K' == K[x), que le polynôme minimal de x sur K soit à coefficients
dans (9 et que V image de ce polynôme dans K[X] soit irréductible et séparable.

Que la condition soit suffisante résulte aussitôt de 1.6.1 e ) . Réciproquement,
si K' est étale, on peut choisir x e (9^ dont l'image canonique x dans K' engendre K'
sur K. Soit P le polynôme minimal de x sur K : on a deg P ^ n, P e ̂ [X] puisque
x est entier sur 0, P{x) == o d'où deg P ^ n. Par suite deg P = n, K' = K{x) et
P est séparable car P est le polynôme minimal de x sur K et est donc séparable.

1.6.5. Corollaire. — Soit k' une extension algébrique séparable de K. 77 existe une extension
étale K' de K dont Vextension résiduelle est isomorphe à k\
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On se ramène aussitôt au cas où k' est de degré fini (1.6.3). Il suffit alors de
prendre K/ = K[X]/(P), où P est un polynôme unitaire à coefficients dans (9 dont
l'image dans K[X] est le polynôme minimal d'un générateur de k' sur K'.

1.6.6. Corollaire. — Toute extension étale est contenue dans une extension étale maximale.
Le corps résiduel d^une extension étale maximale est une clôture séparable de K.

1.6.7. — Supposons K hensélien. Alors toute extension algébrique de K est uni-
valente et hensélienne.

a) Soit L une extension étale de K : on sait que l'application canonique du groupe
des K-automorphismes de L dans le groupe des K-automorphismes de L est bijective.
En particulier, L est galoisienne si et seulement si L est galoisienne et l'on a alors
Gal(L/K) - Gal(L/K).

b) Soit L une extension admissible de K et soit Lo la fermeture séparable de K
dans L. Il existe une plus grande sous-extension étale L^ de L et son corps résiduel
est Lo : on l'obtient par exemple en considérant un générateur ~x de Lo sur K, son poly-
nôme minimal P, et en choisissant un polynôme unitaire P e ^[X] d'image canonique P
dans K[X]. Puisque P est séparable, P a une racine x dans 0^ d'image x et l'on a
Lét-KM.

Si L est galoisienne, alors L^ l'est aussi, Lo est galoisienne, L est quasi-galoisienne
et l'application canonique de Gal(L/K) dans Gal(L/K) == Gal(Lo/K) est surjective.

1.6.8. Proposition. — Soit Î2 une extension algébriquement close de K, soit L une sous-
extension admissible et soit K' une sous-extension munie d^une valuation œ' prolongeant co, non
ramifiée.

(i) On suppose que L est galoisienne^ que L n K' est une extension galoisienne étale de K
et que les corps résiduels L et K' sont des extensions linéairement disjointes de L n K/ (1). Soit
I == Gal(L n K-7^) e^ P0^ ^ou^ l e ̂  s01^ a» e Gal(L/K) un prolongement de i. Alors

K'®KL= îin
ieï

où H = L' = K'(L) et où la projection p, : K' ® L -> L,' est donnée par p^x ®y) == xa^jy)
pour x e K/ et y e L. De plus, L' est une extension admissible de K' et p == (̂ ) induit un
isomorphisme

^^L^ri^;..
(ii) Supposons L et K' linéairement disjointes sur K. Alors L et K' sont linéairement dis-

jointes sur K, L' = K' ®K L est une extension admissible de K', on a (0^, = 0^. ®Q Q^
et œ(L') = œ(L).

(1) Nous disons que deux extensions M et N d'un corps E dont Vune au moins est de degré fini sont linéairement
disjointes sur E si M ®EN est un corps. Ceci équivaut à dire que M(M) et î/(N) sont des sous-extensions linéairement
disjointes de F (au sens classique) pour tout triple ou, ce qui revient au même, pour au moins un triple (F, M, v),
où F est une extension de E et u : M—>- F et v '. N—> F des isomorphismes sur des sous-extensions de F (cf. [NB] A V,
§ 2, no 5).
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Démontrons (i). L'assertion relative à la décomposition de K/ ® L a déjà été
vue (i .5.14), compte tenu de ce que L' est une extension galoisienne de K' et que

Gal(Q/L)\Gal(Q/K)/Gal(Q/K') = Gal(Q/K)/(Gal(ti/L) .Gal(Q/K'))

== Gal(L/K)/Gal(L/L n K') = Gal(L n K'/K) = I

(la deuxième égalité résultant de ce que l'image de Gal(Q/K') dans Gal(L/K) est égale
à Gal(L/L n K') (cf. [NB] A V, p. 68)). On a

(i) CardI == [LnK' :K].

Choisissons une valuation œ" de L' = K'(L) prolongeant œ\ La restriction de o/'
à L est <OL. Par suite, le corps résiduel de L' contient L et K' et l'hypothèse de disjonction
linéaire entraîne

(2) /(œ"/co') ^ [L : L n K'].

Gomme K' est non ramifiée, on a aussi

(3) (?(0)'7(X)') ^ ^((OL/O)) = ^((OL/OL^)-

D'autre part, L est une extension admissible de L n K', lui-même extension admissible
de K (d'où o/== (OL sur L n K') (1.6.3), donc

(4) [L : L n K'] = [L : L n K'j^œi».

Enfin, on a
(5) [L':K']^^"/<o')/(œ"/o>').

Utilisant toutes ces inégalités, on en déduit :

(6) [K' ® L : K'] = S [L; : K'] ^ (Gard I)^(ù/7o/)/(co'7œ')
iei ____

^ [L n K' : K]<?(œL/co)[L : L n K/]
^ [L n K' : K][L : L n K'] = [L : K] = fK' ® L : K'].

Par suite, les inégalités (2), (3), (5), (6) sont des égalités, et il résulte alors de
Végalité (5) que L' est une extension admissible^ compte tenu de ce que si œ n'est
pas discrète, V égalité (3) entraîne que <?(cx/7cû') = ^L/^) == I- De plus, Y égalité (2)
montre que [L' : K'] == [L : L n K'], d'où

(7) L/^K^^L.

Enfin, soient (^)jgi (resp. ( A) !<&</') des éléments de fi^nE/ (resp. fi^) dont
les images forment une base de L n K' sur K (resp. de L sur L n K/), notons n
une uniformisante de L si <o est discrète et prenons TT = i si co n'est pas discrète. Les x^^n
pour j e l , i ^ k ̂ f et o ^ / < e = e{(ù^l<ù) forment une base de 0^ sur (9^ et,
vu (7), les (^(j^T/) pour i ^ k ^ f et o ^ t < ^ forment, pour tout î e I, une base
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de 0^ sur 0^, (cf. 1.6.1 d}). Soit u == (^),çi dans II fi^;; i1 existe des u^ ç 0^,
uniques tels que

u, = S; u^a^Tf) pour î e I.

Mais un élément y de ^ 0 ^L s'écrit de manière unique sous la forme S ^ ^ i^.J^ avec
i,fc^ ' '

^,fc,/ e ^K/ et ^ relation M == p{v) se traduit par le système d'équations

(8) ^.fe,/ = S ^.fc./^(^)
jei

pour z e I, i ^ k ^ y et o ̂  f < e. Or, puisque L n K' est galoisienne étale, on a
det(^(^.)) e^nK'^^K' et 1e système (8) a, pour tout u donné, une solution et une
seule, ce qui montre bien que p : d)^ 0^ Q\, ->Tlffl^'. est bijective.

La démonstration de (ii) est analogue en plus simple : soit E une extension composée
de L et de K/ et soit œ" une valuation de E prolongeant o/. On a

(2 bis) /(û)"/œ)^/(cojœ),

(3 bis) ^(o/'/co') ^ ^(œjœ),

d'où
(6 bis) [E : K'] ^ <?(6)/7û)')/(6)"/œ') ^ e^J^)f(^J^) ^ [L : K) ^ [E : K'],

et ces inégalités sont toutes des égalités. La dernière égalité de (6 bis) donne la dis-
jonction linéaire de L et de K/, la première égalité de (6 bis) montre que E est une
extension admissible de K', compte tenu de ce que, si û) n'est pas discrète, l'égalité (3 bis)
donne ^(ci/'/^') = I- Enfin, la dernière assertion résulte aussitôt de 1.6.1 d ) , compte
tenu de l'égalité (2 bis).

Remarque. — Dans la démonstration de (i), l'hypothèse que L est galoisienne a
servi uniquement à montrer que l'opération de restriction définit une bijection de
Gal(i2/L)\Gal(D/K)/Gal(û/K') sur Gal(L n K'/K). Elle peut être remplacée par
toute autre condition entraînant cette conclusion, par exemple que K' est galoisienne.

1.6.9. — Nous utilisons surtout 1.6.8 dans les cas suivants :

a) Le corps résiduel de K est fini. Soit L une extension admissible de K; posons
q === Gard K et qf== Gard L. Il existe alors une extension étale K' de K telle que
K/ soit infini et linéairement disjoint de L sur K, ce qui permet d'appliquer 1.6.8 (ii).
Il suffit d'utiliser 1.6.5 en prenant pour extension k' de K la réunion des corps des
racines de l'unité d'ordre q^ — i, où p est un nombre premier ne divisant pas y et où
n décrit l'ensemble des entiers ^ i.

b) On prend pour K' Vhensélisé ̂ K. de K {i.e. le corps des fractions de l'hensélisé h^
de 0, muni de la valuation d'anneau h^; pour la notion d'hensélisation, voir [EGA]^\
IV, § 18 ou [NE] AG VI, § 8, exer. 14, p. 193), ou le complété K de K : c'est une extension
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non ramifiée de K. (pour sa valuation canonique), de corps résiduel K et, pour toute
extension admissible L de K, on a L n K' == K, puisque L n K' est une extension
admissible de K de degré résiduel et d'indice de ramification égaux à i. Les conditions
de 1.6.8 (ii) sont satisfaites.

c ) Supposons K hensélien (on peut s'y ramener grâce à b)). Soit L une extension
galoisienne admissible de K et L^ la sous-extension étale maximale (1.6.7 b}). Prenons
pour K' un hensélisé strict ^K de K contenant L^, i.e. une extension étale maximale
de L^t, extension qui est unique à isomorphisme près. On a alors K/ n L = L^, le
corps résiduel de K' est une clôture séparable de L^ et est donc linéairement disjoint
de L sur L n K', puisque L est radiciel sur L^. On peut donc appliquer 1.6.8 (i).

1.7. Schémas étoffes.

On garde les notations de 1.6. De plus, si 3£ est un ^-schéma, on note X sa fibre
fermée X^.

1 .7 .1 . Définition. — Un Q-schéma X est dit étoffé s'il est plat et si, pour tout Q-schéma î),
tout K-morphisme u de XK dans 9)^ te^ ̂  u{X{0)) C^ÇO) se prolonge en un 0-morphisme
de 3£ dans V).

Rappelons que ce prolongement est alors unique puisque 3£ est plat (1.2.4) et
qu'il existe si et seulement si ^*(^[Y]) C ^[3£]. Par suite, X est étoffé si et seulement
si il satisfait à la condition suivante :
(ET) 0[X] = {fe K[X] \fW)) C G}.

i.7.a. — En pratique, les deux conditions suivantes seront réalisées :
(ETi) Pour tout /eK[3£], /<^[X], il existe ae0 tel que af e 0[X} et que

bf^C\y\ pour tout beK avec œ(é) < œ(a)
(autrement dit mf{t e ̂ (K^ | af e ^[X] pour co(û) = t} e (^(K^)).

(ET 2) L'image canonique de X(^) dans 3£(K) est dense dans 3£ (1).
Montrons que les conditions (ET i) et (ET 2) entraînent (ET). Soit /eK[3£] telle

que /(3£(fl?))C^ et supposons que /^^[ï]. Pour a e Q comme dans (ET i) on a
a e m, û/'(X(^)) C m mais af ^ m^[3£] ; par suite, l'image canonique de af dans K[3£]
n'est pas nulle, mais s'annule sur l'image canonique de X(^) dans 3£(K), ce qui
contredit (ET 2).

1.7.3. — a) (ET i) est satisfaite dans chacun des cas suivants :
a^) (x) est discrète;
a^) (P[X] est un ^-module libre;

(1) Au sens schématique : X est le plus petit sous-schéma fermé de X dont l'espace sous-jacent contient l'image
de X(^); cela implique que 36 est réduit.
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a^) il existe un recouvrement fini de 3£ par des ouverts affines 3^ satisfaisant
à (ET i). En effet, si /eK[X], on a

inf{A e c^K^) [ û/e ^[3£] pour œ(û) = ^}
== infinf{^ e ̂ (K^ | û/e ^[Xj pour œ(û) == A}.

b) On sait que (ET 2) est satisfaite si 3£ est lisse et ^ strictement hensélien {i.e. hensélien
à corps résiduel séparablement clos).

c ) Par suite, si <o est discrète et K strictement hensélien^ tout Q-schéma lisse est étoffé.
d ) Si 3£ est réunion d'ouverts affines étoffés, alors X est étoffé.
e ) Supposons K infini et soit M un ^P-module libre de type fini. Tout ouvert 3£ du

0-schéma SOÎ associé à M est un Q-schéma étoffé. Vu d ) , il suffit de montrer que tout ouvert
spécial X satisfait à (ET i) et (ET 2). Or, on a 0[X] == ^[Xi, ..., XJ [rf-1], où les X,
sont des indéterminées et où d e ^[X^, ..., XJ. Si d e îît[X^, .... XJ, on a
ffl[X] == K[X] et il n'y a rien à démontrer. Supposons û?^m[Xi, ..., XJ. L'image
canonique d de d dans K[X^, ..., XJ n'est pas nulle et

K[X]=K[X,,...,Xjrrf-1].

Pour f e K[X^, .. ., XJ et k eN, la relation af^ e 0[X] équivaut à
^e^[X,,.. . ,XJ;

en effet, si S est la valuation de K(X^, ..., XJ prolongeant co et telle que S(X^) = o
pour tout i (cf. [NB] AC VI, § 10, prop. 2, p. 161), on a S(rf) = o et chacune des
deux relations précédentes équivaut à !S{af) ^ o. La condition (ET i) en résulte
aussitôt (même si K est fini, d'ailleurs).

D'autre part, X est l'ouvert spécial de K'1 défini par J. Comme K est infini,
3£(K) est dense dans 3£; mais l'application canonique X(^) ->3£(K) est surjective,
d'où (ET 2).

f) Soit X un K-schéma et soit P une partie de X(K), « bornée » en ce sens que,
pour toute fe K[X], on a inf œ(/(A:)) > - oo. Posons ^p = {fe K[X] [ /(P) C 0}
et 3? == Spec ̂ p. Alors PCX^) et X? est un ^-schéma étoffé de fibre générique X.

Réciproquement, si X est un (9-schéma étoffé de fibre générique X, alors P == X(^)
est bornée et on a 3£ = y.

1.7.4. — Soit X un ^-schéma plat satisfaisant à (ET i) et soit U un ouvert affine
de X tel que U soit dense dans 3£ (p. ex. un voisinage ouvert affine de la section unité
lorsque X est un ^-schéma en groupes connexe). Alors

d}[X] = K[X] n 0[U].

Soit en effet /e K[3£], f (f: (P[X] et /e (P[U] (autrement dit, la restriction de / à Ug
se prolonge à U), et soit a e Q satisfaisant à (ET i). Alors œ(a) > o, af est nulle sur U
donc sur 3C; par suite û/'em^[3£], ce qui contredit la minimalité de œ(û).
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1.7.5. — Soit K' une extension de K, munie d'une valuation prolongeant co,
non ramifiée. Si X' est un ^'-schéma plat satisfaisant à (ET i) pour K/, alors X' considéré
comme ^-schéma satisfait aussi à (ET i). Si de plus K/ est étale (1.6.2) et si X est un
^P-schéma plat satisfaisant à (ET i), alors 3^ satisfait à (ET i) pour K' : il suffit pour
le voir de remarquer qu'il existe une famille (^) d'éléments de Q' formant une base
de 0' sur (0 et de K' sur K, et dont les images canoniques forment une base de K' sur K.

1.7.6. Proposition. — Soit ̂ 0 un hensélisé strict de (9 et soit X un G-schéma lisse satis-
faisant à (ET i). Alors

(P[X] = {/ G K[X] | A^ffl)) C h8^}.

Si î) est un 0-schéma et u un ÏL-morphisme de XK dans î)g, alors u se prolonge en un C-morphisme
de X dans 3) si et seulement si u^9^) C^^O).

On raisonne comme en 1.7.2.

231



§ 2. DÉCOMPOSITION D'UN GROUPE LINÉAIRE

2.1. Décomposition du groupe linéaire général»

a. i. i. — Soient (M^)i<^<^ des A-modules projectifs de type fini et soit M la somme
directe des M,. On pose fiy = fi(M^, M^) (pour i ^ z, j ̂  n) : c'est un A-schéma
en groupes lisse, d'algèbre affine Sym^M^® M,). Le schéma en algèbres fi == fl(M, M)
s'identifie de manière évidente àllfiy, le produit dans & se traduisant par le produit

*J
« matriciel » (&j) • (^y) == {^Sik^kj)9 P^ cette identification, le schéma en groupes

II®fl(M,) C rifi^ s'identifie à un sous-schéma en groupes fermé î) de ®fi(M) (« groupe
des matrices diagonales »).

2.1.2. —- Posons 0 = = { ( î , j ) | i ^ i - ¥ j ^ n}, ©+ = {{ij) e 0 | i<j} et
©- == {(i, j) e © | i > j}. Une partie Y de © est dite close si (i, j) e Y et (7, k) e Y
impliquent (î, A) e Y.

Il est immédiat que le morphisme x t-> i + x est un automorphisme de schéma
de fi et que sa restriction à Sy (pour (î, j) e ©) est un isomorphisme de schémas en
groupes de fi^. sur un sous-schéma en groupes fermé de ®S(M), que nous noterons 93y.

2.1.3. Proposition. — Soit Y une partie close de ©+ (resp. ©~).

(i) U image de II fi<, />flr V automorphisme x h> i + x de Q est un sous-schéma en
(U)e^ "

groupes fermé de ®fl(M), que Von notera 33rp.
(ii) Le morphisme produit de ®fi(M) définit une immersion fermée de î) X 33y sur un

sous-schéma en groupes fermé (noté î)93y) de ®fl(M), produit semi-direct de î) j&ûr 93y.
(iii) Soit (î,j) e ©+ (r .̂ ©-) tel que ( î , j )^Y ^ que { j , k } eY implique

(î, A) e Y. ^for^ Y' == Y U {(z, j ) } est close et 93y, est produit semi-direct de 93^ par 95y.
(iv) £^ morphisme produit II SOy -^33y est un isomorphisme de schémas quelque

soit l'ordre mis sur Y. (u)eY

Démontrons (i) : il suffit de vérifier que pour toute A-algèbre R, 33y(R) est un
sous-groupe de GL(R®M), ce qui résulte d'un calcul matriciel immédiat. De même,
soit 3£ le sous-schéma fermé de ®fi(M) intersection de ®fl(M) avec le fermé

II HijXÎHîii de fi; un calcul matriciel simple montre que 3£(R) est un sous-
(»,j)e^ i
groupe de GL(R®M) produit semi-direct de Î)(R) par 93y(R), d'où (ii). Sous les
hypothèses de (iii), on vérifie aussitôt que Y' est close et (iii) résulte là encore d'un
calcul matriciel simple dans GL(R®M).
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Enfin, démontrons (iv) : il suffit de montrer que pour toute A-algèbre R, l'appli-
cation produit n93^(R) ->35y(R) est bijective quel que soit l'ordre des facteurs.
Commençons par ordonner T en numérotant ses éléments a^ = (2\,J\), .. .5 a^ = ( J ' m ^ J m )
de telle sorte que l'application k H-^ — 4 (resp. ^ — j^) soit croissante. Pour
o ^ r ^ m, posons Yy = {ûy^. i , . .., û^}$ on vérifie aussitôt que c'est une partie close.
Posons alors H, = S^W (i ^ r ^ m) et K, == îîy/R) (o ^ r ^ m). Des calculs
matriciels que nous laissons au lecteur montrent que

1) Le groupe des commutateurs (Hy, HJ est contenu dans Ky pour i ^ r, s ^ m;
2) Hy n K^ = { i} pour i ^ r ^ m;
3) t^r =: H,+i.K,+i pour o ^ r ^ w - i.

L'assertion (iv) résulte alors du lemme suivant :

2.1.4. Lemme. — Soit Ko un groupe et soient Hy et K.,. des sous-groupes de Ko [pour
i ^ r ^ w). On suppose que KgD K^D . .. 3 K^ == { i } ^ ̂  fcj conditions i), 2) ^ 3)
ci-dessus sont satisfaites. Alors, pour toute permutation a de { i , . . . ,w}, V application produit
HO(I) X .. . X Hg(^) -> Ko est bijective,

Procédons par induction sur m, le lemme étant évident pour m = i. Vu 3), on a
Ko = HI .. . H^ et il résulte alors de i) que H^ est central. Soit p la projection
canonique de Ko sur Ko == KQ/H^. Posons K;=^(K,) et H;=j&(H,) pour
i ^ r ^ w — i. On constate aussitôt que toutes les conditions du lemme restent satis-
faites avec m, K,. et Hy remplacés par m — i, K^. et H^. Soit alors k e Ko. Vu l'hypo-
thèse de récurrence et compte tenu de ce que, d'après 2) et 3), p est une bijection de Hy
sur 1-4, il existe, pour i ^ j ̂  m et cr(j) 4= w, un unique élément ^ e H^) tel que
^(è) = p[w) avec w == II ^-. Posons alors ^g-i^^to"1 : c'est l'unique élément

l ^ j ^ m
o(j) + m

de H^ tel que k = y^-i^î^. Mais comme H^ est central, on a aussi

è == II v. avec ^ eH^.
1 ̂  j ̂  m

Réciproquement, cette relation entraîne p{k) = p{ II y,), d'où l'unicité des ^•.
i ̂  i ̂  m
o(j) + m

2.1.5. Proposition. — Posons 33^ = î?©±. // ̂ ^ un élément d dans V'algèbre affine
de ®fl(M) tel que rf(i) == i et que le morphisme produit définisse un isomorphisme de schémas
de 93"~ X î) X S4' sur rouvert ®fl(M)^ formé des points de ®fi(M) oà d est inversible.

Pour i ^ r ^ n, posons M^ = 2 M, et soit py la projection de M sur M^
l^t^r

parallèlement à 2 M,. Si R est une A-algèbre et si g e End(R® M), on note g^
i>r

la restriction à M^ de ( i ® A ) ° ^ : matriciellement, si g == (gij)i^ij^n avec

^.e^.(R), on a g^ == (^)i^z,^r- Posons d^g) == det g^ e R. Faisant varier R,
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on obtient ainsi un élément de l'algèbre affine de ®fl(M) noté dy et nous allons démontrer
la proposition en prenant

d== n d,.
l^r^n

On a bien d{ï) == i. Il s'agit donc de montrer que, quelle que soit R, l'application
produit est une bijection de 93~(R) X Î)(R) X ^(R) sur l'ensemble des g e End(R® M)
tels que d(g) soit inversible dans R. Autrement dit, il s'agit de montrer que,
si l'on considère des matrices g = (^y), u == (u^-), z == {z^) et v == (v^), avec
ëzjî ^-5 ^î ^ eHom(R® M^, R® M^), et si l'on considère les conditions
(1) u^ == o j&our î < j, yy = o pour i > j , u^ == y,, = i,

z^ === o pour i =t= j et z^ est inversible ;

(2) dy{g) est inversible.

Alors les assertions suivantes sont vraies :

a) Si (i) est satisfaite pour i ^ i y j ^ n et si g == uzv, alors (2) est satisfaite pour
i ^ r ^ n.

b) Si (2) est satisfaite pour i ̂  r ̂  n, ûfor^ z7 m.̂  un triple et un seul de matrices {u, z, v)
satisfaisant à (i) pour i ^ i y j ^ n et tel que g = uzv.

Si (i) est satisfaite pour i ^ î,j ̂  n, on voit aussitôt que, posant g == î^y, on a

(3) ^(r) == ^^^y^ pour ï ^ r ^ n ,

d'où ^(^ === det z^ == II det %, ce qui démontre ^.
l^i^r

Démontrons b) par récurrence sur n, les cas w == o ou i étant évidents. Si (2)
est vraie, il existe par hypothèse de récurrence un triple unique de matrices u' == (^.),
zt = (^-) et vf == (^') satisfaisant à (i) pour i ^ i, j ̂  n — i et telles que
g{n-i) ̂  u' z ' v ' . Soient u'\ z"\ v" les endomorphismes de R® M égaux respectivement
à u ' , z ' , v ' surR^M^"^ et à l'identité sur R®M^. Quitte à remplacer g
par u t f ~ l gv"~ l z f t ~ l ^ on voit qu'on peut, compte tenu de (3), supposer que ^(n-l)

est l'identité sur R ® M^-^. Il existe alors u e Hom(R ® M^-^, R ® MJ,
y eHom(R®M^,R®M ( n- ' l )) et z eHom(R® M^, R® MJ tels que

/I y\^= L J
\U ZJ

et la relation

i1 W °ïï1 ° U1 °}\u zj \u 1) \o z — uvj \o ÏJ

entraîne l'existence et l'unicité des matrices cherchées, compte tenu de ce qu'elle
implique detÇz— uv) = deig == d^g).
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2.1.6. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie sur K et soit S un tore
défini et déployé sur K du groupe algébrique GL(V). Soit M un sous-A-module projectif
de V (automatiquement de type fini) tel que l'application canonique de K ® M dans V
soit un isomorphisme. On suppose que le A-schéma en groupes canonique G prolon-
geant S (1.2. n) opère sur M (cf. 1.4.6). On choisit un ordre total compatible avec
l'addition sur le groupe des caractères X*(S). Soient a^, ..., o^ les poids de S dans V,
rangés par ordre croissant, et soit V^ le sous-espace de V de poids o^ sous S. Alors M
est somme directe des M, == M n V, ([DG], p. 177) et l'on peut appliquer les résultats
précédents. Notons que V^ == KM^.

Comme les caractères 0^3 . . . , a ^ engendrent X*(S), ils engendrent avec leurs
inverses l'algèbre affine de G et l'opération de (3 dans M est fidèle : elle permet d'iden-
tifier (5 à un sous-schéma en groupes fermé lisse de ®fl(M) (1.4.5).

On sait que Lie GL(V) s'identifie à EndV ^ IlHom(V^, V^), la représentation
i,3

adjointe étant donnée par ad^.-y = gxg~1. Les racines de GL(V) suivant S sont donc
les caractères o ^ — a j pour î'+j. Soit 9 le système de rayons radiciels de GL(V)
suivant S (1 .1 .2) (rappelons que c'est l'ensemble des demi-droites ouvertes de X*(S) ® R
qui contiennent une racine), et soit (p4' (resp. 9"") l'ensemble des rayons radiciels positifs
(resp. négatifs) pour l'ordre choisi.

Pour a e 9, l'ensemble ©^ des couples (î,j) tels que Oy — oc^ e a est évidemment
clos et contenu soit dans ©+ soit dans ©-. On peut donc considérer le sous-A-schéma
en groupes fermé 33o = 2?© de ®fi(M) (2.1.3). Plus généralement, pour toute partie
close YC cp^ l'ensemble ©y réunion des ©^ pour a e Y est clos et contenu dans ©±;
on posera 93^ === 2?ew O11 a vu (2.1.3) que l'application produit est un isomorphisme
de schémas de n 33o sur 33y quel que soit l'ordre des facteurs.

oe^
D'autre part, il est immédiat que le sous-groupe radiciel V^ de GL(V) associé

à a e y ( i . i .3 ) est formé des «matrices» (^) telles que g^ = i pour i ^ i^ n
et gi. = o si a.— a, ^ a. Il en résulte (vu 2.1.3) que pour tout a e 9 et plus géné-
ralement pour toute partie close T C 9^, on a

v,=(a^ v^==(9^)K.
Enfin, le centralisateur de S dans GL(V) est le groupe des « matrices diagonales »

D = {(^) e GL(V) I &, == o pour i + j}.
D'une manière générale, si H est une partie fermée de GL(V), nous noterons §

son adhérence schématique dans ®fi(M) (1 .2 .6) : c'est un sous-A-schéma fermé de ®fi(M)
(donc automatiquement de type fini) et sa fibre générique ̂  s'identifie à H. Si H est
un sous-groupe fermé, défini sur K, et si § est plat, alors § est un sous-schéma en groupes
de (Sfl(M) (1.2.7) . Inversement, si $' est un sous-schéma fermé plat (ou simplement
sans torsion) de ®fl(M) tel que y^ == H, alors §' == § (1.2.6). Les notations (5,
®aî ®TÎ ^ sont conformes à cette convention générale puisqu'elles désignent des sous-
schémas plats de ©fl(M) de fibre générique S, V^, etc. respectivement.
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2.2» Décomposition d'un groupe linéaire.

2.2.1. — On conserve les hypothèses et notations de 2.1.5 et l'on donne de plus
un sous-groupe fermé connexe G de GL(V) défini sur K, contenant le tore déployé S.
On note ^ le système de rayons radiciels de G suivant S (1.1.2), ^+ (resp. ^~)
l'ensemble des rayons radiciels positifs (resp. négatifs) pour l'ordre choisi sur X*(S).
D'une manière générale, on reprend les notations de 1.1, notamment Z, U^, Uy, etc.

2.2.2. — Dans toute la suite du § 2, nous supposons que les adhérences schématiques 3
et Ua de Z et des U^ {pour a e 0) sont des sous-schémas plats de ®fi(M) et sont donc des sous-
schémas en groupes. Notons qu'il revient au même de dire qu'il existe des A-schémas en
groupes plats 3 et Ha (p°ur a e 4>) tels que 3p = Z et (UJK = H» et ̂  q^
l'injection de Z (resp. UJ se prolonge en une immersion fermée de 3 (resp. UJ dans
®fi(M). Cette hypothèse est automatiquement satisfaite lorsque l'anneau A est pruférien^
les adhérences schématiques étant sans torsion (1.2.6). Pour les différentes définitions
équivalentes d'un anneau pruférien, voir ([NB] AC VII, § 2, exer. 12, p. 93); une de
ces définitions est que pour tout idéal premier p de A, l'anneau local Ay est un anneau
de valuation; une autre, que tout A-module sans torsion de type fini est projectif,
condition qui entraîne immédiatement qu'un ^.-module sans torsion est plat. Tout anneau
de valuation est pruférien. Un anneau est un anneau de Dedekind si et seulement si
il est pruférien et noethérien.

Remarquons que © est un sous-schéma fermé de 3 puisque Z 3 S.

2.2.3. Théorème. — (i) Soit Y C ̂ + une partie close. U adhérence schématique Uy
de Vxy dans ®£(M) est un sous-schéma en groupes fermé plat de ®fl(M) et le morphisme produit
II Ho -> Uxp est un isomorphisme de A-schémas quel que soit V ordre mis sur Y.

aeT

(ii) Soit Y comme dans (i) ; l^ adhérence schématique 3 HT de ZUxy dans ®fi(M) est un
sous-schéma en groupes fermé plat de ®fl(M), produit semi-direct de 3 par Uy

(iii) Le morphisme produit définit un isomorphisme de ^.-schémas de U -̂ X 3 x lÏ̂
sur un ouvert (£ de F adhérence schématique (5 de G, dense dans ®, et il existe d e A[®] non nul
tel que Œ soit V ouvert spécial ©^. De plus, © est l^ adhérence schématique de C.

Gomme Lie G est une sous-algèbre de Lie de Lie GL(V), les racines de G suivant S
sont des racines de GL(V) suivant S et ^Cy, d'où Y Cep4'. Par suite II Via est

aey
un sous-schéma fermé de 334" == II 33^ (2.1.3 (i)), plat puisque les Ua le sont. Mais

ae^
( I I UOÎK =:= IÏ ^a == Uy est un sous-groupe fermé, défini sur K, de G donc de GL(V),
ae'v ae^P

et (i) résulte de 1.2.6 et 1.2.7.
De même, le morphisme produit identifie 3 x ^F à un sous-schéma fermé

plat 3Uy de î)934- et {3ÎÏ^)^ === ZUy est un sous-groupe fermé de GL(V), défini sur K,
d'où (ii) compte tenu d'une part de 2.1.3 (ii), d'autre part de 1.2.6 et 1.2.7.
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Enfin soit û?eA[®fi(M)] satisfaisant à 2.1.5. Posons U±==U^±. Vu (i),
II" X 3 X ^+ est un sous-schéma fermé plat de 33~ x î) X SB4', le morphisme produit
définit un isomorphisme de schémas de U~~ X 3 X II+ sur un sous-schéma fermé plat (£
de l'ouvert ®fl(M)^ et (S est un sous-schéma de ©fi(M). Soit ©' l'adhérence schématique
de C dans ®fl(M) : nous allons montrer que ® == ®'. En effet, comme C est plat et
que C K C G = ® K , ona £C® (i .2.5) (1), d'où ®'C®. Inversement, Kg == U~ ZU4'
est un ouvert dense de G ( i . i . 9), d'où ®^3 G et ®' D ®. Par suite, (£ est un sous-schéma
ouvert de ®, dense dans ® (1.2.6). On a donc | CE; | == \ C | n ®fi(M)^ == \ © | n ®fi(M)^
et (£ est le sous-schéma ouvert ®^ de ®, en notant encore d l'image canonique de d
dans A[©], qui n'est pas nulle puisque û f ( i ) == i. Ceci achève la démonstration.

2.2.4. Scholie. — Supposons que ® soit plat. Alors © est un sous-schéma en groupes fermé
de ©fi (M), de type fini, de fibre générique G, contenant 3 et les U^ comme sous-schémas en groupes
fermés et possédant un voisinage ouvert G de la section unité isomorphe par le morphisme produit

à n u ,x3x n u,.
a e <ï>- a e ̂

Que © soit un sous-schéma en groupes résulte de 1.2.7 et que © soit de type fini
est évident puisque ®Û(M) l'est.

Notons que, puisque © est sans torsion, il est automatiquement plat dès que
l'anneau A est prùférien.

2.2.5. Corollaire. — Supposons que 3 ̂  l^ lia soun^ lisses et que © soit plat. Alors

(i) les schémas ÎÏy, 3 r̂ {pour Y C ̂ ± close) et © sont lisses;

(ii) la composante neutre ®° du schéma en groupes © est un sous-schéma en groupes ouvert lisse de © ;

(iii) si A est un anneau de valuation de hauteur i ou un anneau de Dedekind, alors ®° est affine.

Il est clair que U^y et 3^ sont lisses. Par suite ® est lisse au voisinage de la section
unité et ses fibres sont lisses ([DG], p. 238). De plus ® est plat de type fini, donc de
présentation finie ([26], cor. 3.4.7), donc lisse. D'où (i) et (ii) ([SGAD], Exp. VIg,
th. 3.10).

Démontrons (iii). Compte tenu de ce que la fibre générique G de ® est connexe,
le schéma ®° s'obtient à partir de ® en lui retirant des parties ouvertes et fermées de
fibres fermées de ©, en nombre fini : c'est évident si A est un anneau de valuation de
hauteur i $ si A est un anneau de Dedekind, donc noethérien, alors © est de présentation
finie, l'ensemble des s e Spec A tels que la fibre ©g soit connexe est un voisinage du
point générique de Spec A ([EGA] IV, prop. 9.7.8), dont le complémentaire se compose
d'un nombre fini de points fermés. L'assertion (iii) résulte donc du lemme suivant :

(1) La relation X C î) entre sous-schémas d'un schéma 3 signifie que l'injection canonique X—>•3 s e

factorise à travers î). Plus loin, la notation | X | désigne l'espace topologique sous-jacent à X.
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2.2.6. Lemme. — Faisons F une des deux hypothèses suivantes :

a) A est un anneau de valuation de hauteur i ;
b) A est un anneau de Dedekind.

Soit X un A-schéma affine plat. Soit s un point fermé de Spec A et soit Y une partie ouverte
et fermée de la fibre 3^ == X. Le sous-schéma ouvert 3Ê — Y est affine.

Notons co la valuation de A dans le cas a), celle de Ag dans le cas b ) , et
soit k le corps résiduel de Ag. Posons ^ == A[X], et, pour tout x e X, notons ^
l'application canonique de s/ dans l'anneau local ̂  et aussi son extension canonique
I ® ^ : K ® J ^ - > K ® ^ ; (rappelons que ^ (resp. cQ^) est plat sur A et s'identifie
à son image canonique dans K®^/ (resp. K®<^;)). Comme ^[X] ==k®^/ est
le produit direct de k[Y] et de è[X—Y], il existe fe^ telle que f{x) == o si
x e X — Y et f{y) == i si j^ e Y. En considérant un recouvrement de X par des ouverts
affines contenus soit dans l'ouvert 3£ — Y, soit dans l'ouvert 3É — (X — Y), on voit
qu'il existe des ouverts affines U^, ..., U^ de X tels que X — Y == (U^ u ... u UJ n X.
Puisque f{x) == o pour tout x e Uj n X == (U,)g, l'image canonique de y dans A[iy
appartient à ^A[U^] et il existe o .̂ eK tel que (o(o^) < o et que v^jf) e^p pour
tout x E (Uj)s' Prenons a eK tel que co(a) == sup œ(a^) et que a eA^ pour tout
^ e Spec A, t =)= ^ ; l'existence d'un tel a est évidente dans le cas a) et résulte de [NB]
AG VII, § 2, prop. 2 dans le cas b). On a alors co(a) < o et v^f) e ̂ c pour i ^ j ^ n
et A: eltj.

Posons ^ == ^/[af] C K ® j^ et montrons que X ~ Y == Spec ^?, ou plus
précisément que le morphisme i : Spec 39 -> X défini par l'inclusion z* \ ^ -> SS est
une immersion ouverte d'image X — Y. Comme A( ® j^ == A( ® <^ pour tout
t e Spec A, ^ =(= j, il est clair que la restriction de i à l'ouvert image réciproque de
Spec A — { s } est un iso morphisme sur X — X . Reste à montrer que la restriction
de i à (Spec 8S\ est un isomorphisme sur X — Y. Soit tout d'abord x ' e (Spec â§)^
Posons x == i{x') = x n ^ e X. On a << C ̂  C K ® c< et ^ == x ' SS^, n e .̂
Par suite x n'appartient pas à Y car Vy{f) ^y^y pour tout y e Y (puisque f{y) = i),
alors que v^{f) = a"~l^^(a/') e x ' S S ^ . On a donc montré que i((Spec ^),) C X — Y .

Inversement, soit . y e X — Y . Il existe j tel que x eUj, d'où ^(^Cj^g.
Soit x ' l'image réciproque de x^ par l'homomorphisme v^\SS—>^. Alors
A:' e (Spec âS)sî on a A: = A:' n js/ == i[x') et ^ se factorise par un isomorphisme de S8^.
sur ̂ , ce qui prouve à la fois que le morphisme i : (Spec âS)y -> X — Y est surjectif
et est un isomorphisme, et achève donc la démonstration du lemme.

2.2.7. Remarque. — II ne faudrait pas croire que © est toujours plat, ni que
c'est un schéma en groupes, même si l'on suppose que 3 et les U^ sont lisses et que A
est noethérien (pour un contre-exemple, voir plus loin 3.2.14).

Il n'est pas vrai non plus que la composante neutre ®° est nécessairement affine,
même si l'on suppose que 3? ̂  H» et ® sont li^^ et q^ l'anneau A est noethérien.
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2.2.8. Corollaire. — Gardons les hypothèses de 2 .2.5 et supposons de plus que les Kg
sont connexes. Alors (£° = Vr^Vi^ est un sous-schéma ouvert de ®°.

En effet, C° est contenu dans ®°, et est ouvert dans (£, donc dans ®.

2.2.9. Corollaire. — Gardons les hypothèses de 2.2.8 et supposons de plus que Vune des
deux conditions suivantes est satisfaite :

^}3=3W'3°^
b) A est un anneau de valuation de hauteur i ou un anneau de Dedekind.

Alors ? image ®1 == 3'®° ^ 3 x ®° P^ Ie morphisme produit est un sous-schéma en
groupes ouvert lisse de ®, contenant 3 et les Ua comme sous-schémas en groupes fermés et Œ comme
sous-schéma ouvert. Si b) est satisfaite, ®1 est affine.

La dernière assertion résulte des autres et du lemme 2.2.6. Si a) est satisfaite,
on a ®1 =3 (A).®0 et le corollaire est évident. Supposons b) satisfaite. Comme la
fibre générique de 3 est connexe, on voit comme plus haut qu'il existe un nombre fini
de points fermés s^, . . . ,^ de Spec A tels que 3^=3^ pour s e Spec A distinct
des ^, d'où

^=^u U 3.,.®^
KKfc

et pour montrer que ®1 est un sous-schéma en groupes ouvert dans ® il suffit de remar-
quer que 3s--®^ ^ P01111 I ^ l ^ ^ un ^(^-sous-groupe algébrique ouvert dans ®^..
Les autres assertions du corollaire sont évidentes.

2.2.10. Proposition (1). — On suppose que A est noethérien et que les Ua pour a e^>
sont lisses et connexes. Soit § l'image de (£ X (£ dans ®fi(M) par le morphisme produit n
de ®fl(M). Alors ^ est ouvert dans ® et est un sous-schéma en groupes de ®fi(M), de fibre géné-
rique G, plat, de présentation finie, non nécessairement affine, contenant 3 ^ ̂  lia comme
sous-schémas en groupes fermés et contenant (£ comme ouvert.

Comme (£ X £ est plat et que TC(ŒK X ̂ ) CG = ®K, on a §C© (1.2.5).
L'image réciproque F de (£ par TT : (£ X £ -> ® est donc un ouvert de (£ X (£ et il
est immédiat, puisque U""3 et 3H4' sont ^es groupes, que
(i) r3((îï- x3 x { i } ) x (îl- x3 x { i } ) )

^ ( ( { I } x 3 x U 4 - ) x ( { I } x 3 x U + ) ) .
Soit p e Spec A et soit k le corps résiduel de l'anneau local Ap. Comme en 1.2.2,

on se permettra de jouer le double jeu et de considérer les fibres en p de A-schémas en
groupes lisses comme des groupes algébriques définis sur k. En particulier la fibre ®fl(M)p
s'identifie au groupe algébrique GL(è®M).

(1) Ce résultat ne sera pas utilisé dans la suite de ce travail, sauf en 3.9.4.
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La fibre Fy de F au-dessus de ^ est un ouvert de (£p x (£p, dense dans Cp X £p :
en effet, quels que soient u, u' e Uy et z, z ' e^p, l'ensemble V des {v, y') e iç X îç
tels que ((?/, ^, y), (^', 2:', y')) e Fp est un ouvert de iç X iç, non vide puisque
(i, i) eV d'après ( i) , donc dense dans iç x iç puisque iç est connexe.

Soit Hy l'adhérence de Cp dans GL(^®M). Comme Cp est ouvert dans ®p,
û fortiori (£y est ouvert dans Hp. D'autre part Fp est dense dans H X H et
7c(Hp X Hp) CHp puisque par définition ^(Fp) C(£p. Autrement dit, H est un sous-
groupe fermé de GL(^®M). Comme (£p en est un ouvert dense, on a Hp=($;p.Sp
(cf. [2], prop. 1.3, p. 87), d'où

(2) H,=ôn®fi(M),.

On a aussi Hp == G;̂  == U^3p^U^3^ = IÇS,, et il en résulte, puisque iç
est défini sur k, que, si ky est une clôture séparable de k, on a

(3) Hp est la reunion des a.(£p pour a eU^Çkg).

Montrons maintenant que § est ouvert dans ® et est plat. Pour cela, nous allons faire
voir que, quitte à localiser et à changer de base, on peut recouvrir § par des translatés
de (£ par des sections de (£. Comme A est noethérien, (£ X (£ et © sont de présentation
finie (c'est-à-dire des A-schémas algébriques au sens de [DG]) et il s'ensuit que § est
une partie constructible de ® ([DG], cor. 3.9, p. 78). Pour montrer que § est un ouvert
dans ®, il suffit donc, toujours parce que A est noethérien, de montrer que si x e §
et y e® sont tels que x e{j/}, alors y e § ([DG], cor. 3.4, p. 76).

Soit p la projection de x dans Spec A. Comme l'anneau local Ay est plat sur A,
les adhérences schématiques de G et de (£ x^ Spec A dans GL(Ap®M) coïncident
l'une et l'autre avec l'image réciproque de ® dans ®fi(A ® M) ([DG], p. 56). Faisant
le changement de base A ->Ap, on se ramène au cas où A est un anneau local d'idéal
maximal p.

Soit alors (9^ l'anneau local de x dans ®fl(M) et soit A l'henselisé strict de ^
(cf. [EGA] IV, § 18.8). Soit x ' le point fermé de Spec A et soit a le morphisme cano-f^ ^^ <^
nique Spec A -> Spec Oy, : on a a(^') == x. Le corps résiduel A de A est une extension
séparablement close du corps résiduel k de A, donc contient une clôture séparable ky
de k. Vu (3), il existe a eîÇ(^) tel que x e aCp; puisque U^ est lisse, le « lemme
de Hensel » entraîne l'existence d'une section aeU^ÇA) de U4" au-dessus de Spec A
telle que a[x') == a.

Faisons alors le changement de base A ->A. Si X (resp. X) est un A-schéma
(resp. un K-schéma), posons X == X XgpecA Spec A (resp. X == X XgpeoK Spec £
avec K = KOA) et si f'.X-^V) est un morphisme de A-schémas, posons
/ =/X id : X -> î). Enfin, soit ? : ®C(M) ->®fi(M) la première projection. Comme
A est plat sur (9^ et que (9^ est plat sur A (puisque ®fi(M) est plat), S est plat sur A et
on voit comme plus haut que ® est l'adhérence schématique à la fois de Œ et de G dans
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©Û(M). D'autre part, la translation à gauche par la section a est un automorphisme
du schéma ®fi(M) et la restriction S^ de a à Spec ÎC appartient à U^ÇîL) C G(ÊL) ; on a
donc a.G == ÛK.G == G et û.® = ®. Comme £ est ouvert dans ®, il en résulte que

/^ /^
Û. (S ^ 02/ZW^ ûfûWJ ©.

Comme S est fidèlement plat sur G^ le morphisme a est surjectif. On a A: e{j},
donc jy e Spec ̂  et il existe y ' e Spec X tel que a(V) ==j^; de plus, x ' e{y} puisque
le point fermé de Spec A appartient à l'adhérence de n'importe quel point de Spec A.
Posons x" = (a^id) (^') = (x, x ' ) et y " == (a X id) (Y) == (^,Y); alors x 1 ' e a. £,
y'e® et A:"e{y'}. Comme û.£ est ouvert dans ®, il en résulte que

y e 2. S = % o (î x id) (Spec À x^ S) C %(% x^ S).

On en déduit que

^=(3(y ' )e (3o?ï (£xA£) =7 ro ( (Bxp ) (SXAC)C7r ( ( î ; x (S : ) == §,

don^ que § est ouvert dans ®.

De plus, 2.(£ est plat sur Spec A. Comme c'est un voisinage de x dans ^A? 1!
en résulte que l'anneau local de x dans §^ est P^1 sur A et par descente fidèlement
plate, que l'anneau local de x dans § est plat sur A. Donc ô ^t plat.

Par suite, §, comme ouvert du sous-schéma ©, est un sous-schéma de ®fl(M),
qui n'a aucune raison d'être affine. C'est un sous-schéma en groupes de ®fi(M). En
effet, la restriction à $ de l'application produit n de ®fi(M) envoie H^ X tî^ dans G,
donc, puisque § est plat, se factorise par un morphisme ô X § ->® Ç1^^). Mais
on a ensemblistement TC(^ x ^) C § puisque les fibres de § sont des sous-groupes
(cf. (3)). Comme ^ est ouvert dans ®, il en résulte que TC : § x § -> © se factorise
à travers §, et § est bien un sous-schéma en groupe. Il est de présentation finie, puisque
ouvert dans ® qui est de présentation finie et noethérien. Enfin, les autres assertions
de la proposition sont évidentes.

2.2.11. Remarque. — Si aux hypothèses de 2.2.10 on ajoute celle que 3 est
lisse, alors § est lisse; si on ajoute celles de 2.2.9, on a § == ®1.
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§ 3- DONNÉES RADICIELLES SCHÉMATIQUES

On suppose désormais que le groupe algébrique connexe G est réductif.

3.1. Données radicielles schématiques»

3.1.1. Définition. — Une donnée radicielle schématique sur G relativement à S
est la donnée de A-schémas en groupes plats de type fini 3 prolongeant Z et Ua prolongeant V^
(pour ae0), satisfaisant aux conditions suivantes :

(DRS o) l'injection de S dans Z se prolonge en un isomorphisme de © sur un sous-schéma
en groupes fermé de 3î

(DRS i) soient a, b e 0, b + — û; pour tout ordre grignotant (voir 3 . 1 . 2 ) sur
0 n (a + è), l'application commutateur Ya & : Ua X U^ ~> II U^ ( 1 . 1 . 8 ) se pro-

ce*n(a+&)
fon^ ^z un morphisme de tt^ X lÏ^ âhnj 11 Uç, no^ encore Ya & 5

e G * n (a -+- &) *
(DRS 2) soit a e $; l'application (z, u) \-> zuz~1 de Z X U ,̂ </â^ U ,̂ j^ prolonge

en un morphisme de 3 X H» ^ûnj H»?
(DRS 3) jo^ a e 4^; î7 ̂ iĵ  ^72 voisinage ouvert 333^ rf^ /û section unité dans U^ x U_o

^^ î/n morphisme (3^ ̂  2B^ ^ûyzj ll_^ x 3 X U^ tels que le composé de (^K avec Inapplication
produit de U_^ x Z x U^ dans G coïncide avec la restriction à (SBJic ^e Inapplication produit
de V^X V_a ^ans G [autrement dit, (9fCo)Kc^a €t (Pa)K est ^a restriction de l'application
notée |^:W^->U_^X Z X U<, en 1 . 1 . 1 0 ) .

On dit qu'une donnée radicielle schématique (3, (UJ) en domine une autre
(3'î W)) sl 1̂  applications identiques se prolongent en des morphismes 3"~>3' et

U,->U; ( a e * ) .
Dans toute la suite du § 3, on note Q == (3, (U^ae») une donnée radicielle schématique

sur G relativement à S.

3.1.2. — Rappelons que si ^ est une partie positivement close de 4», un ordre
grignotant sur ^ est un ordre total sur ^ tel que chaque élément de ^ soit extrémal dans
l'ensemble des éléments de ^ plus grands que lui, c'est-à-dire soit une génératrice extré-
male du cône convexe engendré par les éléments plus grands que lui (I, 1.3.15). Si a
est extrémal dans ^, alors ^ — { a } est positivement close. Si (û^, . .., a^) est un ordre
grignotant sur ^, alors (û,, . . . ,^) est positivement close pour tout i.
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3.1.3. — Le but de ce paragraphe est de montrer que, moyennant un bon nombre
d'hypothèses supplémentaires qui seront progressivement introduites, une donnée radi-
cielle schématique permet de définir un A-schéma en groupes ® prolongeant G, contenant 3
et les U^ comme sous-schémas en groupes fermés et tel que, quel que soit le système de rayons radiciels
positifs ^+ et quels que soient les ordres choisis sur O^, l'application produit soit un isomorphisme
de schémas de ( II UJ X 3 X ( Iï UJ sur un ouvert dense de ® (« crosse cellule »).

ae»~ ae^
Disons tout de suite que ce schéma en groupes, lorsqu'il existe, n'est généralement pas
unique à isomorphisme près (cf. 3.2).

3.1.4. — Pour cela, nous chercherons à nous ramener à la situation du théo-
rème 2.2.3. Appelons Q-module le couple formé d'un A-module M projectif de type
fini et d'une représentation p de G dans V == K ® M tel que 3 et les Vt^ opèrent sur M
par p. Disons que le ^-module (M, p) est fidèle pour 3 (resp. UJ si de plus le morphisme
correspondant de 3 (resp. UJ dans ®fl(M) est une immersion fermée, et que (M, p)
est fidèle s'il est fidèle pour 3 et pour chacun des Ua (û e <&).

Si (M, p) est un ^-module fidèle, alors p est un isomorphisme de G sur un sous-
groupe défini sur K de GL(V). En effet, Ker ûfp est stable par S, donc est somme de
ses intersections avec Lie Z et les Lie U^ Or dç) est inj écrive sur Lie Z et les Lie U^,
d'où Kerûfp =={o}. Par suite, p est séparable et Ker p est un sous-groupe fini de G,
contenu dans le centre de G et a fortiori dans Z. Gomme la restriction de p à Z est une
immersion, on a Ker p == { i } et p est une immersion.

Par suite, si nous arrivons à construire un ^-module (M, p) fidèle, nous nous
trouverons exactement dans les hypothèses du théorème 2.2 .3 (après identification
de G et de p(G)), et ce dernier fournira, au moins si A est prùférien, le A-schéma en
groupes ® cherché. Des choix différents de (M, p) peuvent d'ailleurs donner des schémas ®
non isomorphes (3.2).

3.1.5. — Remarquons qu'inversement si on se place a priori dans la situation
du théorème 2.2.3 (avec G réductif), alors les schémas 3 et U^ de ce théorème forment
une donnée radicielle schématique : (DRS o) est immédiate, (DRS i) (resp. (DRS 2))
se déduit facilement de i. i . 8 et 2 .2.3 (i) (resp. i . i. 7 et 2 .2 .3 (ii)) et (DRS 3) s'obtient
à partir de 1.1.10 et 2 .2 .3 (iii) en prenant pour 2B ,̂ l'image réciproque de C par
l'application produit de Ua X U__o dans ®.

3.1.6. — En combinant 3. i .4 et 3.1.5, on voit que si (M, p) est un ^-module
fidèle pour 3? si p est une immersion fermée permettant d'identifier G et p(G) et si les
adhérences schématiques U^ des U^ dans ®fi(M) sont plates, alors (3, (Uo)) est une

donnée radicielle schématique dominée par Q.

3.1.7. — Une autre méthode pour construire le schéma ® cherché est de construire
une structure de « noyau de groupe » sur la « grosse cellule » ( îl UJ x 3 X ( II UJ

n <= A"*' n C A~a e ̂  a e *~
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et d'utiliser le théorème d'Artin-Weil ([SGAD], Exp. XVIII) de plongement d'un tel
noyau dans un schéma en groupes. Cette méthode permettrait peut-être d'obtenir le
résultat sous des hypothèses plus larges (ce qui d'ailleurs ne nous intéresse que modé-
rément), mais d'une part nécessite des contorsions techniques assez complexes, ne
serait-ce que dans la définition même d'un « noyau de groupe », d'autre part repose
sur un théorème dont les rédactions existantes ne nous ont pas entièrement convaincus
que nous pouvions l'appliquer.

3.2. Un exemple : le cas déployé»

Jusqu'à la fin du n° 3.2, G est supposé déployé sur K et S est un tore déployé
maximal de G, d'où Z == S. On note <D le système de racines de G suivant S, W le
groupe de Weyl de G et Ko le corps premier de K. Quitte à remplacer G par un groupe
K-isomorphe, on peut supposer, ce que nous ferons désormais, que G et S sont définis
et déployés sur Ko.

Dans le cas qui nous intéresse vraiment en vue de la suite, celui d'un anneau A
de valuation (et, plus généralement, pour un anneau prùférien), les résultats que nous
allons établir seront retrouvés plus loin, par une autre méthode, pour un groupe quasi-
déployé quelconque (n° 3.8). Nous pourrions donc, en principe, faire l'économie de
ce paragraphe, mais il ne nous paraît pas superflu de traiter séparément le cas déployé
en raison du caractère plus « élémentaire » de la méthode, et, accessoirement, du fait
que certains résultats sont aisément prouvés pour des anneaux plus généraux. Toutefois,
nous serons parfois assez brefs quant aux démonstrations et les calculs de routine seront
laissés au lecteur.

3.2.1. — Chaque U^ (ûeO) est muni d'une structure de droite sur Ko (1.2.10)
satisfaisant à la condition suivante (qui la caractérise) : pour toute extension L de Ko
et tout tore S' défini et déployé sur L maximal normalisant U^, il existe une racine a'
de G^ suivant S' et une seule telle que U^ soit le sous-groupe radiciel correspondant
et, avec ces notations, on a sus~1 == a'(s) u pour tout yeU^(L) et tout J-GS'(L).

Soit KI un sous-corps de K. Nous appelons 'K^-épinglage de U^, un K^-isomorphisme
î)^ "-> Ua (c^* 1.2.10). Pour tout K^-épinglage x^ de U^, il existe un K^-épinglage x_y
et un seul de U_^, dit associé à x^ caractérisé par l'une quelconque des propriétés équi-
valentes suivantes :

(i) m^ == ̂ (i) x_^{î) x^ï) appartient à N;
(ii) m_^==x_^î)x^î)x_^i) appartient à N; , v
(iii) il existe un K.^-homomorphisme ^ de SLg dans G tel que x^(u) = ̂  j ( et

( \ \^ ï /«-.(.)-ï._::.
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L'homomorphisme 2^ est alors unique et l'on a

r i ° Ama = "-»= 4-1 oj-
L'image de m^ dans le groupe de Weyl W de G est la réflexion r^ définie par la racine a.
Il est clair que x^ est le K^-épinglage associé à x_^.

On note V le K-i-homomorphisme ^h-^U _J de SOÎuttK dans G. On sait que

Im^CS et que, pour tout caractère ^ de S, le composé ^ o !f est le caractère t^t^'^
de SOîuttK 5 où cT est l'élément associé à a dans le système de racines O^ inverse de 0
(rappelons que O^ CHom(X*(S), Z)). En particulier, Une dépend pas du choix de
l'épinglage ̂ . II est clair que 0' se prolonge d'une manière et d'une seule en un A-homo-
morphisme noté encore S'y de SDÎuIt dans (5.

3.2.2. — Un K.^-épinglage de G (relativement à S) est la donnée d'une base B
de 0 et pour chaque a eB, d'un Kj-épinglage x^ de U^. Un 'K^-système de Chevalley
dans G (relativement à S), est une famille (^o)oeo ^e K^-épinglages des U^ possédant
les deux propriétés suivantes :

(Ch i) pour tout a e O, les K^-épinglages x^ et x_^ sont associés\
(Ch 2) pour û, b e 0, A jor^ y^ r^(b) e O, î7 îĵ  e = ± i ^/ y^

^(&)(^) = ̂ ^(^^a"1 pour tout u eî)^.

On sait que pour tout K^-épinglage de G, il existe un K^-système de Chevalley
le prolongeant, qui est déterminé « au signe près », c'est-à-dire au remplacement
éventuel, pour certaines racines a, de x^ par u h-> x^(—u).

3.2.3. — Dans ce qui suit, nous prendrons K^ = Kç et supprimerons le pré-
fixe KQ devant « épinglage » ou « système de Chevalley ». On se donne désormais un
système de Chevalley (A-J^eo- On sait qu'il existe des entiers C^^.^j pour û, b e 0,
b =t= — û, i,j eN", î û + j é e O tels que le commutateur de x^(u) et de x^(v) soit
donné par

(i) w^M)= n ,̂,(c,,̂ ,,̂ )̂
»,J'£N*, to+j6G^

(les racines ia -{- jb étant rangées dans un ordre donné arbitraire). On pose
H^,, == Ca,&;i,i et M^o == i. Si a - b i 0, on a M^^, = ± i.

3.2.4. — Considérons le groupe adjoint Ad G de G. On sait que T = Adç S
est un tore maximal déployé de Ad G. Le système de racines de Ad G par rapport à T
s'identifie à 0. Le groupe X*(T) des caractères de T est le groupe Q, engendré par 0.
La représentation adjointe définit un isomorphisme entre les sous-groupes radiciels
associés à a e O de G et Ad G et permet de les identifier; le système de Chevalley (^)
« est » alors aussi un système de Chevalley pour Ad G.
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Soient g l'algèbre de Lie de Ad G et Ï) l'algèbre de Lie de T. On sait que t) s'iden-
tifie à Hom(Q^, K) et que Qu'identifie donc à un sous-groupe additif du dual t!). Soit î
le A-schéma en tores déployés prolongement canonique de T. La restriction à S de la
représentation adjointe de G se prolonge en un morphisme surjectifde ® sur Ï. L'algèbre
de Lie 1)̂  de Z s'identifie au sous-A-module libre Hom(Q^, A) de Ï). Pour a e 0, posons
(1) ^ == (Lie ^) (i) eLie^ V^CLie^ U^,

(2) ^ == - k. ^-oL

éléments que nous considérons comme appartenant tantôt à Lie G, tantôt à g. Pour

^a^b^+b avec N^ = M^i e Z si a + é e 0,
a, b e 0, on a

(3) k^] = . . , - _ , ,
[o si a + b ^ 0 u {o}.

Enfin, l'identification de t) avec Hom(Q^ K) envoie h^ sur l'image canonique de a " et
(4) lAx? ̂ ] = ̂ a) ̂  = < û^, è > ̂  pour û, é e $.

3.2.5. — Les formules suivantes sont conséquences de 3.2.3 ( i) et de 3.2.4 (2)
et (4) :
(1) Ad^).^=SM^^,^^^ (û ,6e(D;é+ -û),

la sommation étant étendue aux entiers j ï o tels que b -{-ja e 0 ;
(2) Ad x^u) .<?_<. == ̂  - ̂  + ̂ 2^;

(3) Adx^u).h==h-aÇh)ue, (A et)).

3. as. 6. — Donnons-nous pour chaque a e 0 un îâkW fractionnaire inversible f{a)
de A, c'est-à-dire un sous-A-module projectif de type fini de K. On a vu (1.4.1) que
f{a) définit un A-schéma en groupes ÎÏbb^, lisse, de fibre générique Add^. Par trans-
port de structure grâce à x^ on en déduit un A-schéma en groupes lisse Ua prolongeant U^.

3.2.7. Proposition. — Avec les notations de 3.2.6, le système 3) == (S, {Ua)aç^)
est une donnée radicielle schématique de G relativement à S si et seulement si les idéaux inversibles f {a)
satisfont aux deux relations suivantes :

(1) f{b + id) 3 M^fÇaW) (é, û, b + ia e 0, b + - û, i e N-) ;

(2) ./(^yi— û) ÇA pour tout a e $.

La condition (DRS o) est tautologiquement satisfaite.
Vu 3 .2 .3 (i), (DRS i) est remplie si et seulement si, pour tout X e ^f{ia -{-jb),

on a ^Ga^j ^fW ^fW^ c'est-à-dire si
(!') f^+Jb)^G^f{ayf{by

pour û, é, ia +jb e O, é =t= — û, î,j eN*. En particulier (i) doit être satisfaite. Mais,
réciproquement (i) entraîne (i'). En effet, l'examen des systèmes de racines de rang
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deux montre que le seul cas de (i') qui ne soit pas couvert par (i) est celui où a et b
forment une base d'un facteur direct de type Gg de O, les racines de la forme ia + jb
étant alors, après échange éventuel de a et b, a + é, a + o.b, a + 3^, 2^+36 ; si ( i )
est satisfaite, on a f{a + 36) 3/(û)/(é)3 (car M,̂  = ± i), /(2û + 3^) =V(û)/(û + 3^)
(car M^3^=rb i), d'où /(2û + 3^) ^/(û)2/^)3 et, finalement, (i'). Nous avons
ainsi établi que (DRS i) est équivalente à (i).

La condition (DRS 2) est toujours remplie : l'opération de S dans U^ se prolonge
en l'opération composée du caractère a : G -^ SRuIt et de l'opération canonique de
ajhllt dans îlbb^).

Pour l'étude de (DRS 3), identifions U^ et U_^ à Add par x^ et x_^ et notons u
et v les coordonnées correspondantes. Un calcul simple et classique dans SL^, transporté
à G par î^, montre que W^ est l'ouvert (U^ x V_a\i-uv) de U^ X U_^,, et que l'appli-
cation (3^ du n° i. i . 10 est donnée par

(3) Pa(^ V) == (——l——, Ï(I - ̂ ), ——^1 •
\I — UV 1 — UV]

Or, l'anneau local R de la section neutre (o, o) de Ua X U_o est l'ensemble des fractions
rationnelles P(^, v)Q^{u, v)~1 avec Q,(o, o) eA X . Comme l'algèbre affine de U^ est
l'algèbre symétrique de ^(é), le coefficient de ̂ ^ dans le développement en série entière
de tout élément de R appartient à ^(o)".^— û)"*. Pour que (3^ se prolonge à un

/ u \
voisinage de (0,0), il faut que pour tout yeA[UJ, on ait <p|————| e R. En

V - ̂ 7
particulier, on doit avoir ^ ( i — u u ) ~ 1 eR pour tout Àe^û) . Considérant le
coefficient de u^v dans le développement de \u{i — uv)~1, on voit qu'il faut que
y(û) C^û)2 .^—û), d'où (2). Inversement, supposons (2) satisfaite; alors
i ey(û).y(— û), i — uv eA[lI^ x U_J, et (DRS 3) est satisfaite en prenant pour 2B^
le voisinage ouvert de la section neutre (o, o) où i — uv est inversible et en définissant
le morphisme ^ par (3).

3.2.8. — Les relations (i) et (2) de 3.2.7 sont satisfaites si l'on prend f{a) = A
pour tout a. La donnée radicielle schématique correspondante est appelée donnée radicielle
schématique de Chevalley associée au système de Ghevalley (^).

3.2.9. — Jusqu'à la fin du n° 3.2, nous supposons remplies les conditions (i)
et (2) de 3.2.7. Ainsi, Q est une donnée radicielle schématique et notre but est à présent
de construire un ^-module fidèle. Pour a e 0, Lie U^ s'identifie au sous-A-moduley(û)^
de Q == Lie Ad G. Posons

(i) L^^+ S Liell,=^+ S Aa)e,CQ
aG ® aç 0

(cf. 3.2.4). C'est un sous-A-module projectif de type fini de Q et aussi, vu 3.2.4 (3)
et le fait que a (I)jJ ÇA, une sous-A-algèbre de Lie.
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Proposition. — Le module ly est [pour la représentation adjointe de G dans Q) un Q'module
fidèle pour les U .̂ Il est fidèle pour G si et seulement si le groupe G est adjoint.

Il est clair que G opère sur Ly et que cette représentation est fidèle si et seulement
si G == Ad G.

Montrer que Ua opère sur L^ équivaut à faire voir que, pour m e L^ et m' e ̂ p
le coefficient c^ ^ de la restriction à U^ de la représentation adjointe de G dans g
appartient à A[IÏJ, c'est-à-dire, est un polynôme en u dont le coefficient de ^n appartient
à î/^û)" pour tout n ^ o. Par bilinéarité, il suffit de vérifier cela pour m e ̂  u [jf{b)e^
et m' e ^A u U Î/W^ °ù (^&) désigne la base duale de (^) dans l'orthogonal de t)
dans tQ. Les calculs sont faciles et sans surprise; nous les laissons au lecteur.

Comme t)^ == Hom(Q^, A) et que toute racine a fait partie d'une base du
Z-module Q, il existe m eÏ)^ tel que a(m) == — i. Il résulte alors de 3.2.5 (3) que,
pour (JL e y(û) et m' == \s,e^ on a c^ ̂  = y.u, ce qui implique que les ^ ^ engen-
drent A[UJ, donc que Via opère fidèlement sur Ly. La proposition est démontrée.

3.2.10. — Nous avons ainsi construit un ^-module fidèle dans le cas d'un groupe G
adjoint. Passons au cas général et rappelons d'abord ([NB] Lie VIII, § 7, n° 3) qu'un
poids dominant œ de G (on suppose choisi un système de racines positives O'1') est dit
minuscule si <û), a^ > e{o, i} quelle que Soit a e O4". On sait (loc. cit.) que le groupe
des caractères de S est engendré par les racines et un nombre fini de poids dominants
minuscules.

Soit (o un poids dominant minuscule et soit p la Ko-représentation irréductible
de G de poids dominant o, dans un Kç-espace vectoriel Vo. Soient II l'ensemble des
poids de p et V^ le sous-espace de Vç correspondant au poids X e H. On sait (loc. cit.)
que dim V^ == i, que les éléments de II sont les transformés de <o par le groupe de
Weyl de G et que p(^)2 == o pour tout a e 0, d'où

(i) p(^)) == 1 + u^).

Posons Ly == Lie S + S f(a)e^LieG. C'est une sous-A-algèbre de Lie de Lie G.
ae<s>

Posons V = K ® V o et soient y e V y — { o } et M^ le sous-L^-module de V
engendré par v (l'algèbre de Lie L^ opérant sur V par rfp). Comme ç(e^v = o si a e O4',
que p(A)^ == (ù(h)u si h eLieS et que p(^)2 = o, on a, par des calculs standard,

(2) Mf= s (n/ (û)) (np(^ ,
i c o ~ < » 6 i oei

les facteurs du second produit étant rangés dans un ordre compatible avec l'addition,
choisi une fois pour toute dans 0~. On voit donc que M^ est un A-module de type fini,
somme directe de ses intersections avec les V^ = K®V^.

Appliquant ce résultat en y remplaçant K par Ko et A par AQ == Z. i CKo, et
faisant f[d) = AQ pour tout a e 0, on voit (et c'est d'ailleurs bien connu) qu'il existe
des v^ eV^ — { 0 } pour X e II, tels que le sous-A-module libre engendré par les v^
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soit stable par les p(^) pour a e 0. De plus, si û e 0 et À, X + a e II, on a
<X, ̂  > = - i et À - a ^ n, d'où

P^-JP^À = P(Â>X = < \ ̂ >^ = - ̂ ,

et par conséquent,

(3) P^>X - ^À+a.

où s est un élément inversible de Ao (on peut en fait choisir les v^ de telle sorte que e == ± i.)
Pour À e II, soit g(\) l'image réciproque de M^ dans K par l'application t\-> tv^.

Vu (2), c'est un idéal fractionnaire de type fini de A et la stabilité de M^ par les p(/(û)<?J,
jointe à (3), montre que

(4) g{^ + a) ̂ fWgW pour a e 0 et À, \ + a e H.

En général, les idéaux g(\) n'ont pas de raison d'être inversibles, et, par suite,
Mf n'est pas nécessairement projectif. Nous disons que la famille f -= Çf{a)) est bonne
pour co s'il existe une famille (g{>))^çn d'idéaux fractionnaires inversibles de A tels que

(4) g{^ + à) 3/(û)i(À) pour û e (D et X, À + û e II.

Alors, M^ == S gWv^ est un A-module projectif de type fini, stable par les p(/(û)<?J,

et il résulte immédiatement de (i) que M^ est un Q-module.

3.2.11. — Donnons quelques conditions suffisantes pour que la famille/soit bonne
pour co. Une condition évidente est que g{\) soit inversible pour tout X. Ou que f{a) ÇA
pour tout a (prendre g(\) = A pour tout X). Ou encore, que tout élément de II soit
de la forme œ — a avec a e <3> (prendre ^(œ) = A et g{\) =/(X — co) pour X + co),
condition satisfaite, par exemple, pour les représentations « standard » de SL^ et S .̂

Plus intéressant est le cas où l'anneau A possède la propriété
(FI) Tout idéal fractionnaire de type fini a de A est contenu dans un plus petit idéal inversible 8.

Il suffit alors, en effet, de prendre g{\) ==^(X). Notons que la condition (FI)
est satisfaite si A est prùférien (tout idéal de type fini est alors inversible), ou si tout
idéal divisoriel de A est inversible (comme tout idéal inversible est divisoriel, 8 est alors
le plus petit idéal divisoriel contenant a, lequel existe toujours), notamment si A est
factoriel ou est un anneau noethérien intégralement clos tel que l'anneau A^ soit factoriel
pour tout idéal maximal m de A ([NB] AG VII, § 3, prop. i, p. 34), cas d'un anneau
régulier par exemple.

3.2.12. — Supposons maintenant que la famille/soit bonne pour un ensemble
de poids dominants minuscules œ^, ..., co^ engendrant avec les racines le groupe des
caractères de S. Faisant alors la somme directe M de L .̂ (3.2.9) et de modules M^.
construits comme en 3.2.10 pour i ^ i ̂  n, on obtient un 2-module fidèle : il est fidèle
pour les Ua puisque Ly l'est (3.2.9), et il est fidèle pour G parce que les poids de G
dans M engendrent le groupe des caractères de G.
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3.2.13. — Si A est un anneau de Dedekind ou, plus généralement, un anneau
prùférien, les résultats précédents combinés avec la scholie 2 .2 .4 fournissent des A-schémas
en groupes lisses. Si l'on prend f{a) == A pour tout a e 0, on retrouve les « schémas
de Ghevalley » de G. Ghevalley [16] et M. Demazure [17]. Remarquons que notre
construction est plus élémentaire que celles de [16] et [17] en cela qu'elle ne fait pas
intervenir les puissances réduites des e^.

Nous terminons ce numéro par deux « contre-exemples ».

3. a. i4. — Non-unicité de ®.

Prenons pour A un anneau de valuation discrète, d'uniformisante TC et de corps
résiduel k, soient G le groupe SLg, S le tore {diag(^, t~1)} et a la racine (t, t~1) h> t2.
Choisissons comme système de Ghevalley celui pour lequel ^ est l'application identique
et prenons f[d) ==f{— a) == TcA.

Nous allons construire deux ^-modules fidèles conduisant par application du
théorème 2.2 .3 à deux A-schémas en groupes lisses satisfaisant tous les deux aux condi-
tions de 3.1.3, mais non isomorphes.

i^ solution. — Prenons V == K2 x 3, p == Id X Ad et M == A2 X L/. On vérifie
immédiatement grâce 0 3 . 2 . 9 ^ 3 . 2 . 1 2 que M est un ^-module fidèle. Rapportant A2

à sa base canonique et Ly à la base (^__^, À, TT^) où h est l'élément de Ï)^ te! q^ aW == I?
on voit que

/ / t2 -n^zt ^ \
1 I X V\ \ 1 I X V\ 1

(i) p ==j , j — 2-jyt xt+yz —2uxz
Av 1 1 V '\f -^^ ^ )

II en résulte que l'algèbre affine A[®] de l'adhérence schématique ® de p(G)
dans ®fi(M) s'identifie à la sous-A-algèbre de K[G] == K[A:,jy, z, t]l{xt —yz — i)
engendrée par A:, y, z, t, n~lzt et ïT^xy et est isomorphe à

A[X, Y, Z, T, U, V]/(XT - YZ - i, XY - -n;U, ZT - -rcV).

On en tire que ® est un A-schéma en groupes lisse. Sa fibre fermée ®^ a pour algèbre
affine k[X, Y, Z, T, U, V]/(XT — YZ — i, XY, ZT) et n'est pas connexe; sa compo-
sante neutre ®^ est définie dans ®^ par les équations Y == Z = o et « est » le sous-
groupe de GL(A®M) formé des matrices de la forme

/ fx-2 -v o

:;• ° I °V \° -" *',
C'est un groupe résoluble, extension de 9Jlutt par (îtbb)2. Mais ®^ a une autre compo-

sante connexe, définie par les équations X = T = o, et l'élément w = ( \
\-i o;
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du groupe de Weyl de G « est » une section de (5 (ou si l'on préfère un élément de ®(A)),
mais n'est pas une section de la composante neutre (5°. Le schéma ® est réunion de ®°
et de w®°.

2e solution. — Prenons V == K2 X Q X g, p = id X Ad X Ad et prenons pour M
le A-module engendré par la base canonique de K2, la base (r:e_^h^e^ du premier
exemplaire de g et la base (^_o, A, TT^) du second exemplaire de g. On trouve

,, .. ( , . f t2 -^zt n-^\ [ t2 -zt ^ \
(x y\\ J x y\ [ \ [

p = 1 h 1 —27r^ xt +yz ~ 2 X Z h 1 — 2^ xt +yz ~~2T:XZ\\. if! ^ t ) ^ ̂  _^ ^ J ̂  _^ ^ ^

et l'on vérifie sans peine que M est un ^-module fidèle et que l'algèbre affine de l'adhé-
rence schématique ®' de p(G) dans ®fi(M) est engendrée par x, y^ z, t, Tr"1^ et T^lz
(compte tenu de ce que p. ex. n~lz==n~lz2x—i^^zty) et est isomorphe à
A[X, T, U, V]/(XT — T^UV — i). Sa fibre fermée est connexe et l'on voit facilement
que l'application identique de G se prolonge en un isomorphisme de ®' sur la compo-
sante neutre ©° du schéma ® de la première solution.

3.2.15. — Un exemple où ® n^est pas plat et n^est pas un schéma en groupes.

Prenons pour A l'anneau (non prùférien) des polynômes k[^ Y]] à deux indéter-
minées sur un corps algébriquement clos k et prenons G, S, a et le système de Chevalley
comme en 3.2.14. Prenons f{a) == ÇA, /(-— a) = T)A, V == K2 X g, p == id X Ad et
choisissons pour M le A-module libre engendré par la base canonique de K2 et les
éléments r^e_^, h et ̂  de g. On voit comme plus haut que c'est un ^-module fidèle et que

/ / u / / \ / t2 -'rl~lzt ^~1^ '/ l X Y\ \ j I X V\ i
(i) p , = L , ' -2^ xt+^ -^xz

\\. t ] ] \\. t] ^_^ _^ ^

Notons (^)i<t ,^3 les coordonnées sur End g associées à la base choisie; on voit
que p(G) est défini dans K13 par les équations
(2) A-^ = t2, X^ == —— 27]^, X^ == Xt +yZ, X^ = — 2Ï.XZ, A-33 = X2,

et

(3) Xt —yZ — I = 0, TîA-12 + Zt = 0, 7)^3 — Ç^2 == 0,

^3i — fît == o» ^32 + xy = o,

qui engendrent l'idéal de p(G) dans K[x,y,z,t,(x^]. Les équations (2) per-
mettent de se débarrasser des cinq coordonnées x^y x^, x^y x^ et ^33 et de
considérer p(G) comme une sous-variété irréductible de dimension 3 de K8, dont
l'idéal I est engendré par les premiers membres des équations (3). Mais ceux-ci n'engen-
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drent pas l'idéal 1̂  == 1 n A[.y,j/, z, t, x^y x^, x^y x^ : on peut montrer que 1̂  est
engendré par les premiers membres de (3) et ceux de

(4) ^3+Ç^î=o, xx^ + ̂ 32 ==^ W^-^z2 ==o.

Considérons alors l'adhérence schématique ® de p(G) dans ®fi(M) et sa fibre
®^ = ®^ ^ au-dessus d'un point fermé p = (a, (3) de Spec A. Si a, (î eA^ , on
a ®y 2^ SLg. Si a == o et (3 4= o, on voit aisément que ®p « est » le groupe des
matrices de la forme

/ [x-2 r1^-1 o\\(5) C « 0 - - ° • °V x ' \ o . .V;

f /^ 0 \ )
et est isomorphe au produit semi-direct du groupe triangulaire {\ -i\\ Par ÎIbb.[\z x / J
Enfin, si a == p == o, alors ®(o,o) possède deux composantes connexes, définies respec-
tivement par les équations
(6) y == z == o, xt = i, A:i3 = x^ === o

et

(7) x== (==o, ^ == - i, ^ 3 ^ 3 1 = 1 -

La première composante connexe, définie par (6), est le groupe de dimension 3 déjà
rencontré en 3.2.14 (2). Mais la deuxième est la variété ©^o) ^e dimension 4 des matrices
de la forme

I I ° A 1 ° ° °\\<8) ^ - . Q . 0 , - - 0 -
V v w °//

Ces deux composantes connexes étant de dimensions différentes, la fibre ®(O,G)
ne peut être un groupe et le schéma ® n'est pas plat (d'ailleurs dim®(ço)> dimG).
Par contre, § == ® — ©^ o) est ouvert dans ® et est un schéma en groupes, comme
le dit 2.2.10, mais n'est probablement pas affine.

Remarquons que pour montrer que la variété (8) de dimension 4 est contenue
dans ®(o.o)? donc que ® n'est pas plat, il n'est pas nécessaire de déterminer complètement
l'idéal IA (ce que nous avons en fait laissé au lecteur). Il suffit, en termes heuristiques,

//^' jy\\
de considérer le point p , avec ^ x ' t ' — j ^ = i , de « faire tendre Ç et T]

\\z r ^ t ] ]
vers o » en conservant à Ç == ÇT)" 1 une valeur fixe non nulle et de poser enfin u == — zt\
v == ^z2 et w == — x' y.
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3.3. Construction de Uy et de SîÏ^p.

3.3.1. Lemme. — Soient Y ^ K.-schéma en groupes, X, (/w^r i == i, 2) î^ ^o^-
'K.-schéma en groupes fermé de Y, î) ̂  A-schéma plat prolongeant le K-schéma Y, X, !̂  A-schéma
en groupes plat prolongeant le K.-schéma en groupes X^. On suppose que les applications produit
Xi X X^ ->• Y ^ X^ X X^ -^ Y ^ prolongent en des isomorphismes de A-schémas
a : 3£i X Xg -^ ç?) ^ [3 : 3£a X Xi —^ î). ^^î ^û ̂  ̂  ̂ ro^ ^ Y se prolonge en une loi de
groupe sur î).

Le produit, la section unité et l'inverse de î) s'obtiennent respectivement comme
suit :

^x^^^^x^x^x^^^^^x^x^x^

.î-^.^x^^î),

Spec A ̂  3^ x Xa -a-^ ?),

^J^^x^.-I—.^x^^^^x^^?).

Il est clair que les morphismes ainsi définis prolongent respectivement le produit, l'élé-
ment neutre et l'inverse de Y et vérifient donc par continuité les axiomes des lois de
groupe (1.2.8).

3.3.2. Proposition. — Soit Y une partie positivement close de <&. Il existe un A-schéma Uy
et un seul à isomorphisme unique près, prolongeant Uy et tel que, pour tout ordre grignotant (3 .1 .2)
ou inverse d'un ordre grignotant sur Y, l9 isomorphisme de ^.-schémas de II U^ sur Uy donné

a€T

par Inapplication produit ( 1 . 1 . 7 ) se prolonge en un isomorphisme de A-schémas

(i) n u,-^.
ae^v

Le schéma U^p est plat, la loi de groupe de Uy se prolonge en une loi de groupe sur Uy et
(1) est l'application produit. Pour toute partie Y' positivement close de Y, l'injection de Uy» dans Uy
se prolonge en un isomorphisme de A-schémas en groupes de Uvy' sur un sous-A-schéma en groupes
fermé de Uy

On fera la démonstration par induction sur Gard Y, le cas Gard Y = i étant
inclus dans les hypothèses. L'unicité et la platitude de Uy sont évidentes. Pour montrer
son existence, il suffit de faire voir que, si a et b sont deux éléments extrémaux de Y,
le K-isomorphisme composé

(2) U, x U^_^ -^ U^ ̂  V^_^ x U,

se prolonge en un isomorphisme U^ X lty-{a} -^•UT-{&} X lt&- Si a =t= b, c'est évident
grâce à l'hypothèse de récurrence :

Ua X 14-(a) ̂  ÎIa X IÏT-{M} X U, -^ Uy.^ X U,.
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Supposons donc a = b. Il suffit de montrer l'existence d'un morphisme

l t o X l t y _ ^ ^ U y _ ^ X U ,

prolongeant (2) : on prouve de même l'existence d'un morphisme

U Y _ { ^ X U , ^ U < , X U Y _ ^

prolongeant l'inverse de (2), et le composé de ces deux morphismes prolonge l'identité,
donc est l'identité. Soit alors b' un élément extrémal de Y distinct de a et posons
YI = Y n (a + b') C Y - {a, b ' } . D'après (DRS i), l'application (x,^ -> {xyx-^-1,^, x)
de U, X Uy dans U^ X U;,, X H, se prolonge en un morphisme

a : U, X Uy -> U^ X Ui, X U,.

Le morphisme cherché s'obtient alors comme composé

IÏ, x U^ ̂ ^ y,, x ÎÏ,_^ x U, -"̂  U ,̂ x U,
prod-ïxid id x a
———> Uy-^} x U, x U^ -——> U^,^ x U^ x U,. x U,

prodxid
—————^lty-{a}XU, .

On a bien entendu appliqué plusieurs fois l'hypothèse de récurrence.
L'existence de la loi de groupe sur Uy résulte alors du lemme 3.3.1 et il est clair,

par continuité, que (i) est l'application produit. Enfin, la dernière assertion résulte
aussitôt du lemme suivant :

3.3.3. Lemme. — Soient Y'CY deux parties positivement closes de *. Tout ordre
grignotant sur V est induit par un ordre grignotant sur T.

Démontrons-le par induction sur Gard T. Soit a le premier élément de Y'. Si a
est extrémal dans Y, on le prend comme premier élément de Y et l'on applique l'hypo-
thèse de récurrence aux parties positivement closes Y —{a} et Y' —{a}. Si a n'est
pas extrémal dans Y, on choisit comme premier élément de Y un élément extrémal
b (^Y' et l'on applique l'hypothèse de récurrence à Y — { é } et Y'.

3 3 4* — Le composé avec l'application produit de l'application y^ donnée
par (DRS i) n'est autre que l'application commutateur de U^ X U^ dans Uy (pour
û , é e Y ) . puisqu'elle prolonge l'application commutateur de U^ x U^ dans Uy. Il
en résulte que si Y'CY est telle que a e Y, b e Y' entraînent * n Ça + b) CY',
alors Uy, est un sous-schéma en groupes distingué de Uy. Notamment, si a est un élément
extrémal de Y, alors Uy est produit semi-direct de U^ par Uy_^.

D'autre part, dans les « bons cas » (cf. 2 .2 et 3.8), l'application produit
II Uo ->• UY est un isomorphisme de schémas quel que soit l'ordre mis sur Y.

3.3.5. Proposition. — Faction de Z sur Uy se prolonge en une action de 3 sur Uy,
respectant la structure de groupe de Uxy.
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L'action de 3 sur lly s'obtient en écrivant Uy comme produit II U^ (3.3.2)
fl6Y

et en faisant le produit des actions de 3 sur les U^ données par (DRS 2). Qu'on obtienne
bien ainsi une action de 3 sur Uy et qu'elle respecte la structure de groupe de Uy résulte
par continuité des propriétés de l'action de Z sur Uy.

3.3.6. — On peut donc considérer sur 3 x ÎIy ^a structure correspondante de
produit semi-direct de 3 P^ Uy (cf. [DG], p. 166) : on obtient ainsi un A-schéma en
groupes, noté 3^? prolongeant ZUy et contenant 3 (resp. Uy) comme sous-schéma
en groupes fermé (resp. fermé et distingué).

3.3.7. Remarque. — En plus de la platitude des schémas U^ (resp. 3 et UJ,
la démonstration de 3.3.2 (resp. 3.3.5) n'utilise que (DRS i) (resp. (DRS i) et (DRS 2)).

3.4. L'algèbre des distributions associée à une donnée radicielle schématique.

Désormais, on suppose que les A-schémas Ua pour a e <&, sont lisses.

3.4.1. — On identifie l'algèbre des distributions Dist3 ( I • 3 • I ) (resp. Dist U^,
Dist ÎÏy) à une sous-A-algèbre de la K-algèbre Dist Z (resp. Dist U^, Dist Uy), qui
s'identifie elle-même à une sous-K-algèbre de Dist G (1.3.3). On note Dist Q la
sous-A-algèbre de Dist G engendrée par Dist 3 et les Dist Ua pour a e 4^.

3.4.2. Proposition. — Soit Y une partie positivement close de .̂

(i) L'application produit 0 Dist U^ -> Dist Uy est bijective quel que soit l'ordre gri-
aç'y

gnotant ou inverse d'un ordre grignotant mis sur Y.
(ii) L'application produit

Dist 3 ® Dist Uy -> Dist 3Uy (resp. Dist Uy ® Dist 3 -> Dist 3Uy)

est bijective.

Vu 3.3.2 et 3.3.6, cela résulte de 1.3.5, puisque les Uo, et donc Uy, sont lisses.

3.4.3. Lemme. — Soit a e 4>. Dans l'algèbre Dist G, on a
Dist H.. Dist 3. Dist U_ ^ = Dist U_ ̂ . Dist 3. Dist U^.

Reprenons les notations de (DRS 3) et soit 8 e Dist U^, 8' e Dist U_a. Comme 2B^
est un voisinage ouvert de la section unité e dans Ua X U-a? 1e A-module Dist 2B^
s'identifie à Dist Ua ® Dist U_ ^ (1 .3.2 et 1.3.5). Par suite,

8®8' eT)ist2B,, i^^S') eDist U_^®Dist3 ®Dist U, (1.3.5)
et

(prod o (3J (8 ® S') e Dist U_ ^. Dist 3. Dist U^.
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Mais, d'après (DRS 3), (prodo(3jK est la restriction de l'application produit
U^ x U_^ -> G, ce qui entraîne que (prod o (3J(8® 5') = 88'. Autrement dit, on a

Dist U^.Dist U^C Dist U_^. Dist 3. Dist l^,

d'où le lemme, compte tenu de 3.4.2 (ii).

3.4.4. Proposition. — Soit <&4' un système de rayons radiciels positifs. Posons
0~ == — ^+. L'application produit de Dist U^- ® Dist 3 ® Dist U^ Az^ Dist Q est
bijective.

L'injectivité résulte de celle de l'application produit de U ,̂- X Z x U .̂ dans G.
Pour établir la surjectivité, il suffit de montrer que l'image A ne dépend pas du choix
de ^+ : ceci entraînera A == Dist Q car, d'une part, A. Dist 3 = A vu 3.4.2 (ii),
d'autre part A.DistU^== A pour tout a e O, comme on le voit en choisissant €>4'
contenant û, donc A. Dist Q = A et A D Dist Q.

Soit donc <&^ un autre système de rayons radiciels positifs. On veut montrer que
sa substitution à O4' ne change pas A. Raisonnons par induction sur Card(<ï^ n <&~).
Si ce cardinal est nul, il n'y a rien à démontrer. Sinon, il existe un élément a extrémal
dans 4^ appartenant à €»-. Posons Y4- == 4^- — {a} et Y- = 4E^- — { — a}. Alors
€^ = Y4- u { — a} est un système de rayons radiciels positifs (cf. [NB] Lie VI, p. 157)
et, vu 3.4.2 (i) et 3.4.3, on a

Dist U^. Dist 3. Dist U^ == Dist 14-. Dist lt_^. Dist 3. Dist U^.Dist Uy.

== Dist Uy-.Dist U^.Dist 3.Dist U^.Dist U^
= Dist U^. Dist 3. Dist U^,

d'où notre assertion par induction.

3.4.5. Corollaire. — L'application canonique K ® Dist Q -> Dist G est bijective.

Cela résulte de 3.4.4, i. i. 9 et 1.3.4.

3.5. ^-modules : lemmes préliminaires.

Dans ce numéro, on désigne par X un A-schéma en groupes lisse de fibre géné-
rique XK connexe, et par p une représentation de XK dans un espace vectoriel V de dimen-
sion finie sur K.

3.5.1. Lemme. — Faisons l'hypothèse suivante :
(G) Si /eK[3£] est telle que <S , />eA pour tout 8 e Dist X, alors f e A[3£].

Soit M un sous-K-module projectif de type fini de V tel que p(Dist X) M = M; alors
X opère sur M par p.
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On a p(Dist^K).KM == KM. D'après 1.4.8, le sous-espace vectoriel KM de V
est donc invariant par p et l'on peut supposer V = KM. Le dual *M de M s'identifie
alors à un sous-A-module projectif de type fini du dual de V. Si m e M, m' e *M et
8 e Dist X, on a

<^c^y==^m\ç>{8)m>eA

(cf. 1.4.7), et la condition (G) entraîne ^eA[X], cqfd.

3.5.2. Lemme. — Faisons l'hypothèse suivante :

(G') A[3£] est réunion d'une suite croissante de sous-A-modules M^ projectifs de type fini
telle que, pour tout n, l'application de restriction ^ de Dist X dans ̂  soit surjective.

Alors, la condition (G) de 3.5.1 est satisfaite et il existe un entier N et une application
A-linéaire q : Dist X -> Dist^ X telle que p(8) == p(y(8)) pour tout 8 e Dist X

Pour tout entier %, on peut choisir une application A-linéaire ^ : ̂ ^ -> Dist X
telle que r ^ o ^ = i d et <^orJ8) ,w> pour 8 e Dist X et meM^

Soit alors feK[X] telle que <8, />eA pour tout 8 G Dist X. Il existe un
entier n tel que / e K ® M ^ et pour tout À e ^-M^, on a

<V> = <^ot^),/> = <^(À),/> eA,

d'où /eM^, ce qui démontre (G).
D'autre part, soit M le A-module engendré par une base de V. Son image par

la coaction ^ : V -^ K[ï] (x^V = A[3£] ®^ V est contenue dans M^V pour un
entier n assez grand. Pour z/ E ̂  m e M et 8e Dist X, on a

<^,p(8)w> == <8®^,^(^)> = <^o^(8)®^,^(w)>,

d'où la deuxième assertion en prenant q = u^ o ̂  et N assez grand pour que Dist^ X
contienne le sous-A-module de type fini image de q.

3.5.3. Remarques. — i) On peut montrer que si A est un anneau de Dedekind,
alors la condition (G) est satisfaite si et seulement si X est connexe (1.2.12).

2) On peut exprimer les conditions (G) et (G') pour un A-schéma lisse X à fibre
générique connexe quelconque, muni d'une section s, en y remplaçant Dist 3£ par
TOst X. Soit d e A[X] inversible sur s. Si X muni de s satisfait à (G), alors l'ouvert spé-
cial ̂  muni de s satisfait aussi à (G). On a en effet Dist X^ = 'Dist 3£ et si g e K[X] est
telle que <8,rf-^> eA pour tout 8 e Dist X, alors <8,^> = 2;<8,, ^>.<8;, rf-^> eA
pour tout 8e sDistX (1.3.5 (i)) , d'où g e A[X].

De même, si 3£ muni de s satisfait à (G'), alors 3^ aussi. En effet, quitte à rem-
placer (MJ par une suite partielle, on peut supposer dM^C M^+i. Posons M,; = d^M^
alors A[3£J est réunion de la suite croissante des M^, qui sont projectifs de type fini,
et une forme linéaire sur M^ est de la forme /h> <8, d^ avec 8 e Dist X. Il suffit
alors d'appliquer 1.3.5 ( i ).
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Par ailleurs, il est immédiat que le A-schéma 3£ associé à un A-module projectif
de type fini M, muni d'une section s quelconque, satisfait à (G') : on peut supposer
que s est la section nulle et il suffit de prendre pour M^ le sous-A-module de
A[X] = Sym ^M engendré par les éléments homogènes de degré ^ n.

En particulier, on voit que tout A-schéma en groupes 3£ dont le schéma sous-jacent est
un ouvert spécial d'un schéma associé à un A-module projectif de type fini, satisfait à (G') donc à (G).
Ceci s'applique en particulier à SRutt.

3) On peut montrer que la condition (G') est équivalente à

(G") II existe une suite de sous-A-modules projectifs de type fini (PJ^ > o de A[3£] telle
que ?„ soit supplémentaire de 1 (.?)'*+1 dans !(.$•)" et que A[3£] soit somme directe des ?„.

3.5.4. Lemme. — Supposons donnée une opération de SRuIt sur le schéma X, fixant l'élé-
ment neutre de X et telle que les caractères de SOÎuItK intervenant dans la représentation associée
de SERuItK dans l'espace tangent à XK ̂  Vêlement neutre soient strictement positifs. Alors, la condi-
tion (G') est satisfaite.

L'opération de SThut sur 3£ se traduit par l'existence d'une graduation (R.).g^
de la A-algèbre A[X] telle que la coaction

A[3£] -> A[3îlult] ® A[X] = A[T, T-1] ® A[X]
soit donnée par Sr, }-> ST ® .̂ (pour r^ e Rj). Autrement dit, SOîuIt opère sur R
par le caractère — j : t\->t~3. Gomme SJluIt fixe l'élément neutre, l'idéal d'augmen-
tation 1 == I{e) est gradué. Par hypothèse, les caractères de SJluItK intervenant dans
KI/KP sont strictement négatifs, ce qui entraîne que les caractères de SOîuItK inter-
venant dans KP/KP4'1 sont ^ — n. Comme n P = = { o } (1.3.7), il en résulte que
R. == {0} pour j < o et que

(i) r^SR,.
j ^ n

Posons alors M^ = S R,. Alors A[X] est la réunion des M^. De plus,
0 ̂  j ^ n — 1

(i) montre que le A-module projectif de type fini Af3£]/P s'identifie à la somme directe
de M^ et de S R,/P. Par suite, M^ est projectif de type fini et si u e '̂M ,̂ la forme

J^»î

linéaire sur A[X] égale à u sur M^ et à o sur S Rj est nulle sur P d'après (i), donc
j ̂  n

appartient à Dist X, ce qui achève la démonstration.

3.5.5. Proposition. — Soit Y une partie positivement close de 4>. Le schéma en groupes Uy
satisfait à la condition (G') de 3.5.2, donc à la condition (G) de 3 .5 .1 .

On peut en effet choisir un isomorphismej de SJÎutt sur un sous-schéma en groupes
fermé de (5 tel que, pour tout a e Y et toute racine a de G suivant S appartenant à û,
le caractère a oj de SRuIt soit strictement positif. Le composé de j avec l'action de 3
sur Uvp. (3.3.5) fournit une action de SJlutt sur Uy satisfaisant à la condition de 3.5.4.
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3.5.6. Lemme. — Soit v eV et posons M == p(Dist3£).y. On ^/y^? que M ̂
projectif de type fini, que X op^ ^r M et que A[X] possède un système générateur formé de coeffi-
cients de p de la forme c^ y avec x e ^V. Alors, 3£ opère fidèlement sur M.

Soit x e *V tel que c^ e A[X] et soitj/ la restriction de x à M. Pour S e Dist X,
on a

0, p(8).^> = <^, p(8).^> = <8, ̂ ,> eA,

d'où y e tM. On vérifie alors aisément que c^ est le coefficient ^ „ de la représen-
tation p de 3£ dans M définie par p. Par suite A[X] est engendrée par les coefficients
de p, cqfd.

3.5.7. Lemme. — Supposons XK unipotent et soit v e V tel que le K-schéma en groupes
stabilisateur de v dans XK soit trivial. Pour N entier ^ i, notons p(N) la représentation 0 p
de XK dans V^ = ̂ V ^ jî^o^ ^ == ^)Ny- tslî N ^^ âjĵ  grand, l'algèbre A[X] ^^
engendrée par des coefficients de p(N) ^ la forme c^ pour y e^.

On se ramène aussitôt au cas où V est le plus petit sous-espace vectoriel contenant
l'orbite ^(^.v. Puisque XK est unipotent, celle-ci est d'ailleurs fermée ([DG], p. 488)
et l'application x ^ ç s { x ) . v est une immersion fermée de XK dans V ([2], prop. 6.7).
Par suite, la K-algèbre K[X] est engendrée par les coefficients c^ pour x e *¥.

L'ensemble 1̂  des coefficients ̂  de p(N) est exactement l'ensemble des poly-
nômes homogènes de degré N à coefficients dans K en les coefficients c^ pour x e ̂
D'autre part, puisque XK est unipotent, il possède un point fixe z 4= o dans ̂  et le
coefficient c^y est une constante non nulle (sinon on aurait X^.vCKer z), qu'on peut
supposer égale à i. Il s'ensuit que 1^ est l'ensemble de tous les polynômes de degré N,
homogènes ou non, en les ri^.

Or, A[3£] est engendrée par un nombre fini d'éléments/^, ...,/r de K[X] et
chaque/^ est un polynôme à coefficients dans K en les ri^. Il suffit alors de prendre
l'entier N plus grand que le plus grand des degrés de ces polynômes.

3.6. Construction d'un ^-module fidèle pour U .̂

Désormais, nous supposons que I9 anneau A est prùférien (cf. 2.2.2).

3.6.1. Proposition. — Soit p une représentation de G dans un espace vectoriel V de
dimension finie sur K et soit Mo un sous-A-module de type fini de V. Soit Y une partie positivement
close de <& et posons M = p(Dîst Uxp.) .Mo. Alors,

(i) M est de type fini (donc projectif) et Uxp opère sur M ;

(ii) si 3 °̂ ^ sur Mo, alors 3 OPere sur M.
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Vu 3.5.5 et 3.5.2, il existe un entier N tel que M == pÇDist^ Uy) .Mo. Par
suite, M est de type fini, donc projectif puisque sans torsion, et Uy opère sur M
d'après 3.5.1.

Supposons maintenant que 3 opère sur Mo. L'action de 3 sur Uy (3.3.5) définit
une opération de 3 sur le module Dist^ Uy (1.4.9), d'où une opération de 3 sur

M' == Dist^ UY ® Mo. L'application 9 : M' -> M définie par 9(8 ® m) == p(S).w est
surjective et K ® 9 : K ® M' -> K ® M C V est compatible avec l'action de Z (pour
tout ^eZ(K) , on a (K® 9) (2'. (S® m)) == p(^S)p(^) .w = p(^)p(S) .w), c'est-à-dire
est un morphisme de K[Z]-comodules, ou encore un morphisme de A[3]"comodules
(noter que par exemple K[Z] ®^ (K®^M') == A[3] ®^ (K^M') !). On en déduit
que Ker K ® <p et M' sont deux sous-A[3]-comodules de K ® M', et il en est de même
de leur intersection Ker 9 [30]. Par passage au quotient par Ker <p, on obtient donc
une structure de A[3]-comodule sur M, c'est-à-dire une opération de 3 dans M, qui
redonne par tensorisation avec K la représentation p de Z dans KM.

3.6.2. Corollaire. — Soit p une représentation de G dans un espace vectoriel V de dimension
finie sur K et soit Mo un sous-A-module de type fini de V tel que 3 ^^ sur Mo. Posons
M == p(Dist D)Mo. Alors, M est un A-module de type fini, KM est invariant par p(G) et le
couple (M, p^), où pi est la restriction de p à KM, est un Q-module.

Gomme KM est invariant par p(Dist G) (3.4.5), il est invariant par p (1.4.8)
et l'on peut supposer V == KM. Choisissons un système de rayons radiciels positifs 04',
posons U^ = U^± et Mi == p(Dist U^Mo; vu 3.6.1, M^ est de type fini et 3 opère
sur MI. Il en résulte, compte tenu de 3.4.4, que M == p(Dist U~)M^ et 3.6. i entraîne
que 3 et U~ opèrent sur M. Enfin, M == p(Dist U^M et, toujours par 3.6.1, U4' opère
sur M.

3.6.3. Soit G un revêtement simplement connexe du groupe adjoint Ad G de G.
On sait qu'il existe un unique tore S déployé sur K de G dont l'image dans Ad G
coïncide avec celle de S et le système de rayons radiciels de G suivant S s'identifie cano-
niquement à 4>. Pour Y C ̂  positivement close, la projection canonique G -> G
définit un isomorphisme du sous-groupe radiciel Uy de G associé à T sur Uy, ce qui
permet d'identifier ces deux groupes.

3.6.4. — Soit 4>4' un système de rayons radiciels positifs et posons U± == U^±, etc.
d

Soit L l'algèbre de Lie de G et L~ celle de U~. Posons d == dim U~, V == A L et
d

W = A L"~, de sorte que W C V et dim W == i ; soit v un élément non nul de W
et soit p (resp. p") la représentation adjointe de G (resp. G) dans L. Pour un entier N ^ i,
on note p(N) la représentation 0% dans V^ == ^V, on pose W^ = (^WCVN
et v^ == ® y. Enfin, on pose

MN = p(N)(Dist^).^.

260



GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 69

3.6.4. Proposition. — (i) Le A-module M^ est de type fini et 3? U4' et U~ opèrent sur M^
par p(N).

(ii) Si N est assez grand, U4' o/^ fidèlement sur M .̂
Autrement dit, le couple (M^, p(N)) est un 2-module, qui est fidèle pour U4' {donc pour

les Ua pour a e <&4') ûf̂  ç^ N ̂  ûĵ -s' grand.

En effet, il est clair que Z laisse invariant W et y opère par un caractère ^. Vu
(DRS 2) (ou 3.3.5), 3 opère sur le sous-module S Lie Ua de L~, ce qui entraîne

ae*~
que ^ se prolonge en un homomorphisme (noté encore y) de 3 dans SERuIt et 3 opère
par ^N sur tout sous-module de type fini de W^, en particulier sur Avy.

L'assertion (i) résulte alors de 3.6.2 et l'assertion (ii) résulte des lemmes 3.5.6,
3 -5 -7 et

3.6.5. Lemme. — Le stabilisateur de v dans U4" est trivial.

Il revient au même de montrer que le stabilisateur de v dans U4' est trivial;
autrement dit, on peut supposer que G est semi-simple et simplement connexe. Soit K une
clôture algébrique de K et soit n l'application x\->ç[x).v de U^K) dans K0V.
Il nous faut montrer (cf. [2], prop. 6.7) que

P=^-i(,) ={,} et Q^^o) ={o}.

Soit T un tore maximal défini sur K de G, contenant S, soit 0 le système de racines
de GK suivant T et soit Y4" (resp. Y"~) l'ensemble des racines a e 0 dont la restriction
à S appartient à un élément de 4>4" (resp. ^~). Les parties XF+ et Y~ sont positivement
closes, on a Y~ == — Y4' et le sous-groupe unipotent de G^ associé à Y4' (resp. Y~)
n'est autre que (U4")^ (resp. (U"")^).

Gomme TC Z, le sous-groupe fermé P de U4' est normalisé par T et est donc
engendré par les sous-groupes radiciels U^ qu'il contient ([4], 3.n). Mais U ^ C P
entraîne LieUaCQ^ : il nous suffit donc de montrer que (^^{o}.

Etant normalisée par T, l'algèbre Q^ est somme des Lie U^ qu'elle contient (avec
a eY4'). En définitive, nous devons seulement montrer que si l'on choisit un épinglage
de Ghevalley (.yjae^ ^e ^K relativement à T et si l'on pose e^ == dx^{i), alors a e Y4'
entraîne p^a) •v + °-

Or, on a K ® L ~ = = 2 K^-a? d'où v=k A e_n avec À e K ^ , et3çy+ p pe^

PK^-^k^-jA A <?_p+ S ±[e^,e_^\/\ A e_^
pgy+-(a} p Ye^-^a) ^^-{Y)

=^(±^A A e_^+ S ±N<,_ ^_ A A <?_p).
P(=y+-(a} • •yeT+-{a} ' 3ey+-(Y}

Geci démontre notre assertion, puisque h^ == \e^, e_ y\ est un élément non nul de Lie T.
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3.7. Construction <Pun ^-module fidèle pour 3.

^ Désormais, nous supposons que G est quasi-déployé sur K et que S est un tore déployé sur K
maximal. Il s'ensuit que Z est un tore maximal de G. On suppose de plus que le ^-schéma
en groupes 3 possède une représentation linéaire fidèle (condition toujours satisfaite si A est
un anneau de Dedekind (1.4.5)).

3.7.1. — Soit K, une clôture séparable de K. On note 0 le système de racines
de G^ suivant le tore maximal Z^ et 0+ l'ensemble des a eO dont la restriction
à S appartient à un élément de 4>4- : c'est un système de racines positives dans 0 et
(^K, est le sous-groupe unipotent maximal de G^ associé à O4-. Il s'ensuit que le
caractère / de 3 introduit en 3.6.4, c'est-à-dire la représentation de 3 dans le module
D == det Lie U+, est le produit des racines positives dans le groupe des caractères X*(Z)
noté multiplicativement :

z = n a.
ae^

C'est donc un poids dominant de Z, égal au carré du produit des poids dominants fonda-
mentaux ([NE] Lie VI, § i, prop. 29) et pour tout caractère À de Z, le caractère À/*
est un poids dominant pour n entier assez grand.

3-7'^ — Soit Mo un A-module projectifde type fini et soit CT une représentation
linéaire fidèle de 3 dans Mo. Posons V = K®Mo. Puisque Z est un tore, la repré-
sentation CTK de Z dans V est complètement réductible : soit V = S V. une décompo-
. . , . ^J^r 3

sition de o^ en K-composantes irréductibles ô . : Z -> GL(V-). Pour i ^ j ̂  r, la
représentation (c^ de Z^ dans K, ® V .̂ est somme directe de caractères À, i, . . . ,\ „.
deux à deux distincts et permutés transitivement par le groupe de Galois F de K sur ^K
opérant de façon naturelle sur X'(Z) (notons que, puisque G est quasi-déployé'sur K,
les deux actions classiques de F sur X*(Z) (cf. [36], 3.1) sont identiques).

Soit n un entier assez grand pour que les caractères \^ soient tous des poids
dominants pour i ^ j ^ r et i ^ k ^ n^. La représentation a == (o®^) ®^ de 3
dans Mo== (Mo^^D))®? est encore fidèle. L'image par «T de A[®fi(Mo)]
contient en effet d'une part ^ et ^-1, d'autre part les produits par ^ des coefficients
de a et le produit par ^-"^v de l'inverse de det a, donc contient l'image par ^ de
A[®fi(Mo)], qui est A[3] tout entier.

Par suite, quitte à remplacer G par a ' , on peut supposer que tous les poids ̂  ^ sont
des poids dominants.

3 7 3- — Pour i ^ j ̂  r, les poids \j ̂ , ..., .̂ ̂  forment alors une orbite de F
dans le cône des poids dominants. On sait ([36], 3.3, 7.2 et 7.4) qu'il existe une
K-représentation irréductible ^ (et une seule à isomorphisme près) de G dans un
K-espace vectoriel W .̂ qui se décompose sur K, en la somme directe des représentations
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irréductibles p^ de G^ de poids dominants X^ (pour i ^ k ^ n.). Soit W ^ le sous-
espace de Kg®W, sur lequel (p^ induit p, ̂  et soit W^ la droite des vecteurs
dominants de W^. Pour j donné, les Wy ̂  (resp. W^) sont permutés transitivement
par F, il existe un et un seul K-sous-espace vectoriel W °̂ de W , de dimension n-, tel
que S W^ == K^®W? et la K-représentation de Z dans W° est isomorphe à G-..

l^fc^ny •/' ^ x J I- J

3.7.4. — Faisant la somme directe des py pour i ^ j ^ r, on obtient une K-repré-
sentation p de G dans W = SWy et un K-sous-espace vectoriel W° = SW° de W,
invariant par Z, formé de vecteurs dominants, donc fixes par U4", et tel que la repré-
sentation de Z dans W° induite par p soit isomorphe à o^. On peut donc identifier Mo
à un sous-A-module de W° et 3 opère fidèlement par p dans Mo.

3.7.5. — Posons M == p(Dist^)Mo. Le corollaire 3.6.2 entraîne que M est
de type fini et que 3? U4' et U~ opèrent sur M, c'est-à-dire que M est un Q-module.

De plus, des considérations élémentaires sur les poids montrent que
(1) pCDist^^W^^};
(2) W° n p(Dist4- U-) W° = {o}.

De ( i ) et de 3.4.4 résulte que M == p(DistU'~) Mo et de (2) résulte alors que M est
somme directe des sous-modules Mo et p(Dist4' U~) Mo, qui sont invariants par 3.
Gomme 3 opère fidèlement sur Mo, on voit que 3 opère fidèlement sur M.

En conclusion, nous avons démontré la proposition suivante :

3.7.6. Proposition. — II existe un 2-module fidèle pour 3.

3.7.7. — Faisant alors la somme directe d'un ^-module fidèle pour 3? d'un
^-module fidèle pour U4' et d'un ^-module fidèle pour U~ (3.6.4), on obtient enfin :

3.7.8. Proposition. — II existe un Q-module fidèle.

3.8. Récolte.

Réunissant l'existence d'un ^-module fidèle et les résultats de 2.2, nous obtenons :

3.8.1. Théorème. — Soient A un anneau intègre prùférien, K son corps des fractions,
G un groupe algébrique réductif connexe défini sur K, quasi-déployé sur K, S un tore déployé sur K
maximal de G et (3? (ÎIJaet») une donnée radicielle schématique sur G relativement à S. On
suppose que les ^.-schémas en groupes Ua sont lisses et que 3 possède une représentation linéaire
fidèle (cette dernière condition étant conséquence des autres lorsque A est un anneau de Dedekind).

Alors, le K-schéma en groupes G se prolonge en un A-schéma en groupes ®, plat, de type
fini, possédant une représentation linéaire fidèle, et satisfaisant aux conditions suivantes :

(S i) V injection de Z (resp. U^ pour a e 4>) dans G se prolonge en un isomorphisme
de 3 (resp. Ua) sur un sous-A-schéma en groupes fermé de G;
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(82) pour tout système de rayons radiciels positifs ^+ de ^b et pour tout ordre sur ^+

(resp. ^~ = — ^+)? U application produit est un isomorphisme de schémas de II Ua
Q C^4"

{resp. 11 IIa) sur un sous-schéma en groupes fermé U+ (resp. U~) de ®;
a64>-

(S 3) Inapplication produit est un isomorphisme de schémas de U~ X 3 X U^ sur un

sous-schéma ouvert (£ de ®.

A <fe j&/^ 3 ̂  fc^, û/orj le schéma ® ^/ &ĵ .

3.8.2. — Nous n'avons pas répété dans le théorème précédent toutes les pro-
priétés déjà vues de ®. Rappelons-en sommairement quelques-unes.

a) L'ouvert (£ de (S 3) est un ouvert spécial, défini par un élément d e A[®]
tel que rf( i ) = i.

b) Pour toute partie positivement close Y de 0 et pour tout ordre sur Y, l'appli-
cation produit est un isomorphisme de schémas de II Ua sur un sous-schéma en groupes

ae^sr
fermé Uy de ® (2.2.3 (i) : on comparera avec 3.3.2).

c ) 3 normalise U+ et l'application produit est un isomorphisme du produit semi-
direct 3 lx II+ sur un sous-schéma en groupes fermé 3^I+ de © (2 .2 .3 (ii)).

3.8.3. — On a déjà vu que le schéma ® fourni par le théorème précédent ne
dépend pas seulement de la donnée radicielle schématique mais aussi du ^-module
fidèle M choisi, même si A est anneau de valuation discrète complet (3.2.14). Cepen-
dant, lorsque 3 est lisse, la composante neutre ®° de ® est indépendante du choix de M.
Contentons-nous d'énoncer le résultat qui nous sera utile par la suite :

Théorème. — Gardons les hypothèses de théorème 3 .8.1 et supposons de plus que A est
un anneau de valuation de hauteur i ou un anneau de Dedekind, que 3 ^st lisse et que les Ua sont
connexes.

(i) Le schéma en groupes ®° est (à isomorphisme unique près) le seul schéma en groupes
connexe défibre générique G possédant les trois propriétés (S° i), (S° 2) et (S° 3) obtenues en rem-
plaçant 3 par 3° dans les conditions (S i), (S 2) et (S 3) de 3.8. i.

(ii) Le schéma en groupes ®1 == 3 • ®° (c^- 2 •2 • 9) es^ (à isomorphisme unique près)
le seul schéma en groupes de fibre générique G possédant les trois propriétés (Si), (82) et (S 3)
de 3.8.1 et tel que ®1 ==3.(®1)0.

On peut même dans (i) [resp. (ii)) remplacer la condition (S° 2) (resp. (S 2)) par celle
obtenue en y remplaçant deux fois les mots « pour tout » par « il existe un ».

Cela résulte immédiatement de 1.2.13 et 1.2.14, compte tenu de ce que les
conditions imposées entraînent la lissité des schémas considérés.
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3.9. Compléments.

3.9.1. — Groupes réductifs en caractéristique zéro.

Dans U énoncé du théorème 3.8. i, on peut supprimer les deux hypothèses G quasi-déployé sur K
et S maximal parmi les tores K-déployés à condition de supposer que 3 possède une représentation
linéaire fidèle a telle que la ÏL-représentation a^ de Z soit complètement réductible (condition auto-
matiquement satisfaite si car K = o, puisque Z est réductif).

Gomme ce résultat ne sera pas utilisé par la suite, nous nous contenterons d'en
esquisser la démonstration. Il s'agit de prouver 3.7.6 et, en reprenant les notations
et les arguments de 3.7, on voit qu'il suffit de montrer l'assertion suivante :

a) II existe une YL-représentation de G dans un espace vectoriel W et un sous-A-module de
type fini Mo du sous-espace W° des vecteurs dominants de W, engendrant W°, tel que 3 opère fidè-
lement dans Mo.

Soit T un tore maximal de G défini sur K, avec S C T d'où T C Z. Soient K
une clôture séparable de K et T le système de racines de G suivant T. Le système de
racines Yg de Z suivant T est l'ensemble des a e Y triviales sur S et l'on peut choisir
une base B de Y telle que B^ == B n Y^ soit une base de T^ et qu'une racine a e Y
dont la restriction à S appartient à un élément de <&4' soit positive. On note A^ (resp. A^)
l'ensemble des poids dominants de G (resp. Z) relativement à B (resp. Bg) ; on a A^ C A^".

Le caractère % de 3 dans D = det Lie U4' (3.6.4) restreint à T est le produit
des racines a e Y4" — Y^", d'où résulte que < %, a" > = o si a e B^ et < ̂ , a" > S i
si a e B — B^. Par suite, si À est un poids dominant de Z, alors À^ est un poids dominant
de G pour N entier assez grand.

Partons alors d'une représentation fidèle a de 3 dans un A-module Mo projectif
de type fini telle que la K-représentation CTK de Z soit complètement réductible. On voit
comme en 3.7 que, quitte à remplacer o par la représentation (<r® ((^^ x)) ® % et

à considérer séparément chaque composante K-irréductible, il suffit, pour prouver ûj, de
démontrer

b) soit a une ^-représentation ^-irréductible de Z dans V telle que les poids dominants
des composantes VL-irréductibles de rç soient aussi des poids dominants de G; il existe une ^-repré-
sentation p de G dans un espace vectoriel W 3 V telle que la restriction de p à Z laisse stable V
et y induise o, et que V espace des vecteurs dominants pour G de W coïncide avec celui des vecteurs
dominants pour Z de V.

Rappelons que le groupe de Galois F == Gal(K/K) opère sur A^ (resp. A^) :
si X h-> ^X est l'opération « naturelle » de y e F sur le groupe des caractères de T et
si \ eAç" (resp. X ^A^), alors YcW (resp. YzW) est l'unique poids dominant de G
(resp. Z) transformé de ̂  par un élément du groupe de Weyl W^ de G (resp. Wz de Z).
Comme W^CWç, on voit que si À et Yz(X) sont des poids dominants de G (donc
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de Z), on a y^) = y^X). En particulier, d'une part tout poids dominant de G qui est
fixe par l'action de T sur A^ est aussi fixe pour l'action de F sur A^ et d'autre part les hypo-
thèses de b) entraînent que Y ensemble P des poids dominants des composantes K-irréductibles
de CTK est une orbite de F aussi bien pour son action sur AQ que sur A}.

Utilisant les résultats du n<> 7 de [36], on se ramène aisément au cas où P est réduit
à un seul poids X. Il suffit alors d'adapter la démonstration du théorème 3.3 de [36],
dont nous reprenons les notations (à^quelques changements évidents près, notamment
de k en K...). On peut supposer que le K-isomorphisme 9 de G sur un groupe K-déployé G^
envoie T sur un tore maximal K-déployé T^ de G^ et par suite envoie Z sur un sous-
groupe K-déployé Zd de G .̂ Le i-cocycle Ç : y ̂  9 ° ï o ?~1 o y-1 envoie alors F dans
le groupe des automorphismes de G^K) conservant Z^K).

La représentation K-irréductible p^ de G^ dans W^ de poids dominant Âo(p- 1

restreinte à V contient une fois et une seule la représentation K-irréductible ^ de V
de même poids dominant ([36], p. 204). Soit V^ le sous-espace correspondant : on voit
aussitôt que le i-cocycle î: défini dans [36], p. 204, à valeurs dans PGL(W), conserve V
et fournit un i-cocycle Ç' à valeurs dans PGL(V). Il suffit alors de tordre simultanément
d'une part Gd et V par Ç, d'autre part GL(W) par Ç et GL(V) par Ç'pour déduire
de p^, comme dans [36], la représentation p de G cherchée (on remarquera que les
algèbres à division canoniquement associées à G et \ d'un côté, à Z et X de l'autre, sont
isomorphes : cela résulte aussi de la prop. 5.5.2 de [36]).

3-9- 2 * — Pour éviter des complications techniques, nous avons supposé dès le
début de ce chapitre que K est le corps des fractions de A. Cependant la méthode peut
être aménagée de façon à s'appliquer à la descente d'un corps à un sous-corps. On peut
ainsi déduire l'existence des schémas de Ghevalley sur Z à partir de l'existence des groupes
correspondants sur C : on commence par descendre de C à Qen faisant jouer à ce dernier
le rôle de A, puis de % à Z comme en 3.2.

3-9-3* — Cas des données radicielles schématiques de Chevalley.

Supposons que A soit un anneau de Dedekind, G un groupe déployé et Q une
donnée radicielle schématique de Chevalley. La proposition suivante montre alors
qu'un ^-module fidèle pour S = 3 est « presque toujours » fidèle.

a) Proposition. — Supposons remplie l'une au moins des conditions suivantes :

(i) l'idéal (2) est totalement non ramifié dans A, c'est-à-dire que 2 + 0 et que tout idéal
dont une puissance est divisible par 2 est lui-même divisible par 2.

(ii) le groupe G ne possède aucun sous-groupe distingué qui soit adjoint de type C^ (n à i).

Alors, toute donnée radicielle schématique dominée par Q coïncide avec Q. En particulier^
tout Q-module fidèle pour Q est fidèle,

Que la dernière assertion soit conséquence de la précédente résulte de 3.1.6.
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é^) II est facile de voir que si un schéma en groupes lisse © de fibre générique G
a pour « composante neutre » ®° un schéma de Chevalley, alors ® = ®° (pour le cas
d'un anneau de valuation hensélien, dont le cas général se déduit aussitôt, cf. 4.6).
On en déduit :

Corollaire. — Supposons remplie l'une des conditions (i) et (ii), soit p : G -> GL(V)
une représentation linéaire fidèle de G et soit M un sous-A-module de type fini de V stable par
Dist Q et tel que KM = V. Alors l'adhérence schématique ® de p(G) dans ®fi(M) est le schéma
de Chevalley associé à Q.

En effet, 3.5.3 (2) entraîne que G et les H, opèrent sur M et 2.1.6 montre que G
y opère fidèlement. Vu la proposition, M est donc un ^-module fidèle. Enfin, 3.8.3
puis, à nouveau, la proposition impliquent que ®°, donc ©, est le schéma de Chevalley
associé à Q).

Pour A = Z, ceci est essentiellement un résultat de G. Chevalley [16]; notre
démonstration s'apparente d'ailleurs à la sienne.

c ) Le corollaire précédent et, a fortiori^ la proposition ne sont pas vrais sans hypo-
thèse sur A et G comme le montre l'exemple suivant : A == Z(\/2], G = PGLg,
p = Ad, < & = { ± û } , M == v^AéL-a + A^, + V^a? avec les notations ^, ^
de 3.2.2, que nous conservons dans la preuve ci-dessous.

d) Preuve de la proposition.

La condition (ii) est équivalente à
(ii') pour a e 0, le sous-groupe de G engendré par U^ et U_^ est isomorphe à SLg.

Soit Q' == (3, (Uo)) une donnée radicielle schématique dominée par Q. Nous
devons montrer que, pour a e 0, le morphisme U^ -> U^ prolongeant l'identité de U^
est un isomorphisme. Quitte à remplacer G par le sous-groupe G^ engendré par U
et U_a, ce qui est loisible vu la reformulation (ii') de (ii), nous pouvons supposer que
G = G^. Posons alors e == e^ f= e_^ h = h^. Identifions K[UJ à un anneau de
polynômes K[X] au moyen de l'épinglage utilisé pour définir la donnée Q (cf. 3.2.2).
Ainsi, A[UJ == A[X]. Comme U^ est normalisé par S, on peut écrire

A[U:] = A + Sû,.X1,

où ûi est un idéal de A, et notre assertion revient à Oi == A. Faisons l'hypothèse inverse
et cherchons à en déduire une contradiction. Quitte à localiser en un idéal premier
contenant ûi, nous pouvons supposer que A est un anneau de valuation discrète et, dési-
gnant par TT une uniformisante, que TT divise ûi, ce qui implique que 7r~1^ e A' == Dist Q ' .
Gomme l'identité de U_^ se prolonge en un morphisme U-a -^ If-o? A' contient aussi
les puissances réduites /(n) de /. Mais un simple calcul (utilisant, si l'on veut, [NB]
Lie VIII, n° 12.5, Lemme 4) montre que

Â=[[/(2)^]-/.[/,^^.
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Par conséquent, '^:~2h e A', et cela implique que G est isomorphe à PGLg (sinon G
aurait Ah pour algèbre de Lie) et que 7r2 divise 2, en contradiction avec les conditions (i)
et (ii).

3 •9 -4 - —Anneaux de dimension homologique ^ 2. (Complément ajouté aux épreuves.)

Le théorème 3.8.1 se généralise au cas où l'anneau A n'est plus supposé prùférien
mais est nœthérien, intégralement clos et de dimension homologique ^ 2, par exemple
pour A =k[x,jy], où k est un corps, ou pour A == Ai[[-2:]], où Ai est un anneau de
Dedekind (ce cas pourrait être utile dans l'étude des groupes associés aux algèbres de
Kac-Moody). Nous devons cependant supposer alors que les schémas U^ sont connexes,
et le A-schéma © obtenu n'est peut-être pas affine (cf. 3.2.15) : il ne possède peut-être plus
de représentation linéaire fidèle au sens de 1.4.5, mais il s'identifie encore à un sous-
schéma en groupes (non nécessairement fermé) plat de dimension finie d'un ®fl(M), et
il possède les autres propriétés énoncées dans 3.8.1. Pour établir ce résultat, il suffit de
montrer l'existence d'un ^-module fidèle et d'appliquer la proposition 2.2.10. Autre-
ment dit, il suffit de généraliser 3.6 et 3.7.

A cette fin, on remarque que si M est un sous-A-module de type fini d'un K-espace
vectoriel V, engendrant V (autrement dit, un réseau de V), alors M est contenu dans un
plus petit sous-A-module projectifde type fini de V, que nous appelons l'enveloppe pro-
jective de M et notons M. En effet, comme A est un anneau de Krull, on sait que M est
contenu dans un plus petit réseau reflexify qui est l'intersection des localisés Mp pour p
décrivant l'ensemble P de idéaux premiers de hauteur i de A ([NB] AC VII, p. 50).
Mais comme A est nœthérien de dimension homologique ^ 2, un A-module est un réseau
réflexifsi et seulement si il est projectifde type fini ([NB] A X, § 8, exer. 13, p. 203),
d'où notre assertion. De plus, il existe x e K^ tel que M C M C xM ([NB] AG VII,
§ 4, prop. 2) et x n'appartient qu'à un nombre fini d'idéaux premiers pi, ..., p^ e P, d'où

(i) M = xM n M^ n ... n M^.

De (i) résulte aussitôt que si u e End V est tel que u{M) C M, alors u(M) C M
et que si V est muni d'une structure de comodule

d: V ->G®AV

sur une A-coalgèbre plate C telle que M soit un sous-comodule de V, alors M est aussi
un sous-comodule de V, comme intersection finie de sous-comodules ([30]).

On voit alors aisément que 3.6.1 reste valable, à condition de supposer Mo pro-
jectif de type fini et de remplacer dans (i) et (ii) le sous-module M = p(Dist Uy).Mo
par son enveloppe projective M. On modifie de même 3.6.2 (resp. 3.6.4, resp. 3.7.5)
en supposant Mo projectif de type fini et en remplaçant M = p(Dist^).Mo par M
(resp. MN == p(N) (Dist Q) .^ par M^, resp. M = p(Dist Q) .Mo par M) et l'exis-
tence d'un ^-module fidèle (3.7.8) résulte de 3.6.4 et 3.7.5 ainsi modifiés.
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§ 4- GROUPES QUASI-DÉPLOYÉS SUR UN CORPS VALUE

Dans ce paragraphe, sauf mention expresse du contraire, la lettre G désigne un
groupe réductif connexe quasi-déployé sur K et S en est un tore défini et déployé sur
K maximal. A partir du n° 4.2, K sera supposé value.

4.1. Généralités (1). Structure des H,.

4.1.1. — Rappelons qu'un groupe réductif défini sur K est dit quasi-déployé (sur K)
s'il possède les propriétés équivalentes suivantes :

— le centralisateur Z d'un K-tore déployé maximal est un tore;
— G possède un sous-groupe de Borel B défini sur K.

On peut toujours supposer que B 3 Z. Pour aider le lecteur à se souvenir que Z
est un tore (maximal), nous le noterons aussi T.

4.1.2. — Soit K^ une clôture séparable de K. On sait que T et G sont déployés
sur K.5. Le groupe de Galois Gal(KJK) opère sur le groupe des caractères X*(T) de T,
conserve le système de racines 0 de G suivant T ainsi que la base A de 0 associée au
K-sous-groupe de Borel B. Il existe une plus petite sous-extension K de Kg déployant G :
c'est aussi la plus petite sous-extension déployant T; elle est galoisienne et est le corps
des invariants du noyau de la représentation de Gal(KJK) dans X^T).

On note 0 le système des racines de G suivant S, ̂  le système des rayons radiciels
de G suivant S (au sens de 1.1.2) et V le dual du sous-espace vectoriel engendré par 0
dans R®XÎ( t(S). On sait qu'un élément a e4> contient un ou deux éléments de 0.
Dans le premier cas, nous notons également a l'unique élément de $ appartenant à a.
Dans le second cas, nous disons que a est pluriel et nous notons a (resp. 20) l'élément
non divisible (resp. divisible) de 0 appartenant à a. On sait que les éléments de 0 sont

/v/ /^
les restrictions à S des éléments de 0, que les restrictions à S des éléments de A forment
une base A de 0 et que les éléments de A dont la restriction à S est un élément donné
de A forment une orbite de Gal(KJK) (ou de Gal(K/K)) dans S (pour toutes ces asser-
tions, voir [4] passim, notamment § 6).

(1) Les résultats de ce n° 4. i sont valables pour un corps K quelconque éventuellement fini.
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/X/ f\^

4.1.3. — Pour a eO, notons U^ le sous-groupe radiciel correspondant de G^.
Le groupe de Galois Gal(K/K) permute les Û^ et y(ÛJ = Uy(a)- Soit 2^ le stabi-
lisateur de la racine a dans Gal(K/K) : c'est aussi le stabilisateur de U^; il ne dépend
donc que du sous-groupe U^ et non du choix du tore S normalisant U^. Le corps des
invariants de 2^ sera noté L^ et appelé le corps de définition de la racine a (ou du sous-
groupe UJ. L'opération de 2^ dans U^ le munit par descente galoisienne d'une structure
de droite (1.2.10) sur L^. Si % : î^a "-> ̂ a est un I^-épinglage de Û^ (3.2.1), et
si yeGal(K/K), on a y(LJ = L^) et y o % o ï~1 ^ Î^La) -^ ^(a) est un ^(a)-
épinglage de V^y ne dépendant que de y (a).

Il en résulte que l'on peut choisir un K-épinglage (îa)aeA de Gg (3.2.2) tel que
1) % : 2) -> Ua est un L^-isomorphisme (pour a e A ) .
2) y^^yo^oy" 1 (pour oceS et y e Gal(KL/K)).
Nous dirons que c'est un épinglage de Steinberg de G (relativement à S). On montre

alors (cf. [31]) qu'il existe un K-système de Chevalley (S^JaeS (3* 2 - 2 ) prolongeant
cet épinglage et possédant les propriétés suivantes :

3) Si la restriction a de a e O à S est un élément non divisible de 0, alors 3^
est un L^-isomorphisme de 2) sur U^ et l'on a %y^) == Y ° % ° T~~1 P°ur tout y e Gal(K/K).

4) Si la restriction a de a e 0 à S est un élément divisible de $5 alors il existef^/
deux racines distinctes (3, (3' eO de restriction û/2 à S telles que a = ? + ^ ' \ on a
Lp == Ly, Lp est une extension quadratique (séparable) de L^ et pour tout y e Gal(K/K),
il existe s = ± i tel que y ° %(^) o y"1 = %Y(a)(£^) î si y e Gal(K/LJ, on a s = — i
si et seulement si y induit sur Lp l'unique automorphisme non trivial.

Un tel système sera appelé un système de Chevalley-Steinberg de G.

4. i. 4. — Nous allons maintenant décrire les structures possibles pour les sous-
groupes radiciels U^ pour a e 4>. Pour cela, on peut évidemment supposer que a contient
un élément de A. On note \ l'orbite correspondante de Gal(K/K) dans A. Soit d'autre
part TT : G" -> <U^, U_Q> un revêtement universel du groupe (semi-simple) engendré
par H, et U_^ : c'est un groupe semi-simple, simplement connexe, défini et quasi-déployé
sur K, déployé sur K, de rang relatif un, admettant TT^S) (resp. TC^T)) comme tore
déployé maximal (resp. tore maximal). L'orbite A^ s'identifie à une base du système
des racines de G0 suivant 7^~1(T) et TT induit des isomorphismes des deux sous-groupes
unipotents maximaux U^. et U_ de G" normalisés par TC^S) sur U^ et U_^ respec-
tivement.

Le groupe Gal(K/K) permute transitivement les éléments de l'orbite A^. Un
coup d'œil à la classification des diagrammes de Dynkin montre alors que deux cas
seulement sont possibles :

— Cas ï : G^ est isomorphe à un produit de groupes ©fig indexé par A^ et per-
mutés transitivement par Gal(IC/K), le corps de définition du facteur d'indice a est
L, et G^n^KSÛz (cf. i .5-i6).
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— Cas II : G^ est isomorphe à un produit de groupes ©£3 indexé par l'ensemble 1
des parties à deux éléments {a, a'} de \ telles que a + a' soit une racine. On a alors
L^ == La', L^ est une extension quadratique (séparable) de L^g/, le facteur simple G'
d'indice {a, a'} est défini sur Lg == L^ 4. a' ? déployé sur L == L^ et est isomorphe sur Lg
au groupe spécial unitaire de la forme hermitienne h : {x_ ̂ , XQ , ;q) [-> x°_ ^ x^ + A:̂  ^o + ^? ̂ -1
sur L3 (où CT est l'élément non trivial de Ga^L/Lg)), considéré comme groupe algébrique
sur Lg et que nous noterons j^QU^y ou simplement SUs, lorsque aucune confusion
n'est à craindre. On a alors G" ̂  II^/KSIla*

Notons que l'on se trouve dans le cas II ou dans le cas 1 suivant que le rayon
radiciel a est pluriel ou non.

4.1.5. — Plaçons-nous dans le cas I. Le groupe (UJg est ^ors 1e produit direct
des Ua pour a e A^ et ceux-ci sont permutés transitivement par Gal(K/K). Il en
résulte que U^ est K-isomorphe à IIi^/RUa (pour a eAJ. Si % est un L^-épinglage
de Ûa, alors x^ = IÏL^K% est un K-isomorphisme de îl^/^ sur U^; un isomor-
phisme obtenu de cette manière (ou plutôt le couple (L^ ^)) sera appelé un épinglage
de U,.

Notons que îl^ ^î) n'est autre que le K-schéma fi^ associé au K-module L^
(1.4.1), défini par fiaW ^L^^K^ pour toute K-algèbre R. L'isomorphisme ^
fournit alors un isomorphisme de groupes du groupe additif L^ = &a(K-) sur U^(K),
qu'on note encore x^ par abus de langage. Si ( îp)peA est un épinglage de Steinberg
de G, on a, pour u e L^ 5

(1) ^) = H ^3) avec^)=Y(^) pour y e Gal(K/K).
Pe^a

L'épinglage de U_^ associé à ̂  est celui obtenu à partir du L^-épinglage de U_a
associé à y_^ (3.2. i) (notons que L_a = L^!). On voit aisément qu'il peut être carac-
térisé par la propriété suivante (cf. 3.2.1 (i)) : pour u eL^, on a

(2) ^(u)=x^u)x_^u-l)x^u)eN

(resp. m_^u}=x_^u)x^u-l)x_^u) eN).

L'image de m^u) dans le groupe de Weyl W = N(K)/T(K) est la réflexion
par rapport à la racine a. On pose m^ == ^a(i). Alors,

(3) ^-a^) ==m^{u)m^1.

Enfin, soit G31 le facteur simple de Gg d'indice a. Vu 3.2.1, il existe un unique
L^-isomorphisme î^ de Sfia sur ̂  te! que ^±a == 7r ° îa °^± OÙJ?+ (resp.j_) est l'homo-

morphisme u h> ( | (resp. ^ |-> | | 1 de 2) dans ©fia- O11 note ^a 1e

\o i ) \ \-u i ] ]
K-homomorphisme no Tl^^ de îl^G&^ dans G et 'S l'homomorphisme
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^^((1 °t-^) ^"WK^It dans T (cf. 3 .2 .1 ) . On a m^^H^ '}} et

m^(u) == H{u) m^ == m^S'{u~1) pour tout u e L^ .
On prendra garde que, contrairement à ce que les notations pourraient faire

croire, les objets x^^ m^ ^ dépendent non seulement de û, mais des choix de a e 2^
et de l'épinglage %•

4.1.6. — Déterminons maintenant l'ouvert W^ de Ug X U_^ et le morphisme
Pa : ̂ o -^ U_^, X T X H, introduits en i. i. 10. Des formules

(i îA / i o\ /i — ̂ ' îA
o 1^-.' i;̂  -.' i;

/ z o\/t oWi ^/ t tv \
\- v 1 if [o t-1) \o îf \- tv' r1 - tvv'l

résulte aussitôt que W^ est couvert spécial de U^ X U_^ âfçÇw ^ûr la fonction

(1) ^ == NormeL/K(i — ^')

et que
(2) (B,(^), ^_,(^)) = (^,((1 - ̂ ')-^'), ^((1 - 0), ̂ ((i - ̂ )-^)).

4.1.7. — Lorsque l'on se donne le sous-groupe U^, mais lui seul, il faut faire
plusieurs choix pour définir un épinglage de U^ :

(i) Choix d'un tore déployé maximal S normalisant U^;
(ii) Choix d'un sous-groupe radiciel U^ C U^;
(iii) Choix d'un L^-isomorphisme 2) -> U^.

Le premier choix est sans conséquence : en effet, la composante neutre du norma-
lisateur de U^ contient T, donc est engendrée par T et les sous-groupes radiciels Up
qu'elle contient ([4], 3.4). Or, un sous-groupe Up ne peut normaliser U^ que s'il le
centralise, d'où Norrn0 U^ == T. Cent0 U^. Il en résulte que les sous-groupes U^ de U^
sont exactement les sous-groupes invariants par l'action de Norm° U^ sur U^, non
triviaux et minimaux. Ils ne dépendent donc pas du choix de S C Norrn0 U^. D'autre
part, on sait que la structure de droite et la notion d'épinglage d'un U^ sont intrin-
sèques (3.2. i).

Remplacer Ua par U^a) revient à remplacer L^ par le conjugué v(LJ et le
La-épinglage ^ de U^ par y ° % ° Y"1- L'épinglage x^ est alors remplacé par x^ o i,
où i est l'isomorphisme de IÏL a/KÎ^ sur n^/K^ déduit du K-iso morphisme
•r^L^-^L,.

Enfin, les L^-automorphismes de î) sont donnés par les multiplications u \-> eu
pour c e L^. Par suite, changer le La-épinglage de Vy, revient à remplacer l'épinglage x^
par un composé de ^ avec une application u \-f eu pour un c e L^.
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En résumé, on voit qu'un épinglage de U^ est la donnée d'une sous-extension
convenable L de K et d'un isomorphisme convenable x de îl^î) sur U^. Si (I/, x ' )
est un autre épinglage, ce qui précède montre qu'il existe un K-isomorphisme j : L' ->• L
et un c e L^ tels que x ' soit obtenu en effectuant successivement le K-isomorphisme
] ' : ̂ L' ~^Î^L défini par^', l'automorphisme u\-> eu de fl et l'isomorphisme x : î)^ -> U^.
De plus, c est bien déterminé car x\i) == cx{î) etj est bien déterminé, carj' l'est et j n'est
autre que l'isomorphisme correspondant de L'==3\'(K) sur L=î)i/K).

4.1.8. — De cette discussion résultent aisément les faits suivants :

(1) On sait que U^ est muni canoniquement d'une structure de K-espace vec-
toriel ([4], 3.17); tout épinglage (L, A:) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels
de IÏL/K^ sur U^.

(2) L'ensemble des endomorphismes du K-espace vectoriel U^ de la forme
(JL^) : x(u) l-> x(tu) (pour t e L) ne dépend pas du choix de l'épinglage (L, x). C'est
un corps isomorphe à L par l'application t \-> [L^{t) et contenant les homothéties du
K-espace vectoriel U^. On le note L ,̂ et on l'appelle le corps attaché au rayon radiciel a.

(3) Les éléments non nuls de L^ sont exactement les automorphismes de U^
induits par les éléments rationnels sur K de la composante neutre du normalisateur
de U^ dans le groupe adjoint de G.

(4) Soit a e A ^ , et soient %? ^ comme plus haut. L'isomorphisme ^ de (2)
ne dépend que de a et non du choix de l'épinglage ^* Son inverse est un plongement
de la K-extension L ,̂ dans K et on obtient ainsi, lorsque a décrit 2^, tous les plongements
de H, dans K une fois et une seule.

(5) L'isomorphisme x^(u} \->x_^{u) == m^x^(u)m^1 de U^ sur U_^ (avec les nota-
tions de 4.1.6) définit un isomorphisme de L^ sur L_^, indépendant du choix de
l'épinglage. On l'appelle l'isomorphisme canonique de L^ sur L_^.

4.1.9. — Plaçons-nous maintenant dans le cas II, et reprenons les notations
de 4.1.4, cas II. Choisissons un L^-épinglage % de U^, posons ^ = a o % o o"1,
îa+a' =:= lnt mv.'l 0 % (°ù m».' est l'élément de N associé à 3^ (3.2.1)) et soient 3?_a5 î-a'
et y_(a+a7) 1̂  épinglages associés. On montre alors aisément qu'il existe un L-isomor-
phisme Ç et un seul de ©£3 sur G' tel que

(i w — v\

o i u j =%(^)%+a ' (— v)^{— w),
[ o o i j

i o o\
w i o[ =y_^(w):?_^^(z0y_^(-^).

— V U î j
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Si l'on transporte l'action de G à ©£3 grâce à Ç, on constate que

(i w — v\ /i — u° u°uf5 + y°\
C T O I ^ j = j 0 1 — ^0 |

0 0 1 j \0 0 1 j

et qu'en tordant ©fig par CT, on obtient un groupe algébrique défini sur Lg qui n'est
autre, comme on l'a déjà dit, que le groupe ©Ug de la forme hermitienne
ft:{x_^Xo,x^^xa.^+X^XQ+x^x_^ sur L3, et ^^^oI Ï^K^ est un homo-
morphisme de ÎÏ^^GUs dans G.

Les matrices diagonales et antidiagonales appartenant au groupe des points
rationnels sur Lg de ce groupe ©Us sont les matrices

A o o \

(1) M=\o t-H0 o (pour^eL^,
\o o (D-1/

/ o o -(^)-l\

(2) m(t) = ( o - ̂ ^° o j (p r̂ ^ e L").
^ — ^ 0 o j

Les matrices triangulaires supérieures unipotentes de ce même groupe sont les
matrices

(i - u° - v\

(3) P-(^ v) == o i ^ j
0 0 1 /

pour u, v e L satisfaisant à

(4) y + y° = ̂

(les notations ont été choisies de telle façon que ^(^, v) corresponde à l'élément noté
u^{z, k) dans I, 10.1.2, avec z = u et k == u).

Considérons alors la sous-variété Ho(L, Lg) de L X L, considéré comme espace
vectoriel de dimension 4 sur Lg, définie par l'équation (4) et munissons-la de la loi de
composition

(5) (^ v) (^ ^') == {u + u\ v + v' + u0^)

obtenue en transportant par (JL la loi de groupe induite par celle de ©Us. Il résulte alors
de ce qui précède que H()(L, Lg) est un Lg-groupe et que

(6) Ç o ^ x : ^v)^^{u)y..(-v)W)Ç o ^ x : {u,v)^^{u)y^^-v)^{ua)
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est un Lg-isomorphisme de groupes de Ho(L, Lg) sur le sous-groupe unipotent maximal
U' == U^U^+^Û^ de G'. Gomme U^ == Tl^V^ on voit que

^ = n o IlL2/K(î ° ^)

^ un Vi-isomorphisme de groupes de H(L, Lg) == !IL /KÎÎ()(L, Lg) J^r U^. Un isomorphisme
ainsi obtenu (ou plutôt le triple (L, Lg, x^)) est appelé un épinglage de U^. Comme plus
haut, on note aussi x^ Pisomorphisme correspondant du groupe des points rationnels
sur K de H(L, Lg) (groupe qui s'identifie à l'ensemble des {u, v) e L X L satisfaisant
à (4) muni de la loi de groupe (5)) sur U^(K), isomorphisme qui est donné par

(7) ^y) == n^p):^.^- yp)%'(^),
où (3 décrit un sous-ensemble de \ contenant un et un seul point de chaque élément
de I, (V étant l'autre point de cet élément de I, et où les différents termes intervenant
dans le second membre sont définis comme suit : pour chaque (3, on choisit y e Gal(K/K)
tel que (3 = y(a) ; on a alors (3' = v(a') ; on pose îp == y ° % ° Y~\ ^3' == Y o %' o Ï'S
%+p' == ï ° %+a' ° T'S ^3 = ï(^5 ^3 = ï(^;) (notons que u^v^e Lp et que
y^ -|- y^ == u^u^y où T est l'unique Lp 4. p,-automorphisme non trivial de Lp).

4.1. io« — II résulte de 4.1.9 (y) que le sous-groupe radiciel Ugo associé à la
racine 20 se compose des ^(o, v), où v décrit l'ensemble L° des éléments de trace nulle
de l'extension quadratique L de L^ et l'application v \-> ̂ (o, v) est un isomorphisme
de K-espaces vectoriels de L° sur Ug^. De plus, l'image de x^{u, v) dans UJ^2a ne dépend
que de u\ si on la note x^{u), l'application u \-> x^{u) est un isomorphisme de K-espaces
vectoriels de L sur le groupe quotient UJU^o.

4.1. il. — L'épinglage x_^ de U_^ associé à x^ est celui obtenu par la même
méthode à partir de l'épinglage î_^ de Û_a'. C'est un isomorphisme de H(L, La)
sur V_a donné par x_^ == TT o riL^K(^ 0 [Jl-)î avec

/ I 0 0\

( A _ ( M , Î » ) = I u ï o l (pour («, v) eH(L, L^)),
\-. -»0 ï/

caractérisé par la propriété suivante : pour {u, v) e L X L satisfaisant à (4) avec v =f= o,
les éléments y ' ̂ y " e U^(K) tels que le produit

^a(^y) ==y^-a(^ ̂ y
appartienne à N (et ait donc pour image dans W la réflexion par rapport à la racine a)
sont donnés par

(ï) y = x^uv-\ (.°)-1) et y'=^W)-^°)-1)
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(I, 10. i . il (3)). Reprenons les notations de 4. i .9 et posons m^ == ^(m(i)). Alors on a

(2) ^ ̂  = W^)) = rn^(v),

(3) ^-a(^ ^ == rn^(u, v)rrÇ\

où l'on note "a l'homomorphisme ^ H- TT o Tl^(^ oj) de n^K^utt dans T.

4.1.12. — Des calculs matriciels simples dans SU^, qu'il serait peu esthétique
d'imprimer et que nous laissons au lecteur, entraînent que l'ouvert W^ de U^ X U_,
de i . i. 10 est l'ouvert spécial défini par la fonction

^a ^ ^-a

W ^(^(^ v), x_^{u\ y')) = NormeL/K(i — u°u' + v v ' )

et que le morphisme ^ : W^ -> U_^ x T x U^ de i . i. 10 est donné par

(2) Pa(^ ^)^-a(^^'))

= (^-a(^1^' - 0, rV), ̂ ^), ̂ ((^)-1^ - ̂ 0, r^)),
avec ^ = i — ^°^' + vv\

4.1.13. — Étudions maintenant comment interviennent les différents choix faits
(choix de S, de U^, de %). Si S' est un autre tore déployé maximal normalisant U^,
il existe g e (Norrn0 UJ (K) tel que S' == gSg~\ On voit aisément que

Norrn0 U^ = T. Cent0 U^. U,.

Mais Pintersection T.Gent°U^nU^ est le centre de U^, qui, vu 4.1.9 (4) et (5),
est K-isomorphe au sous-espace vectoriel { y e L ] y + y ° = o } de L et a donc une
cohomologie galoisienne triviale. Il s'ensuit que g == g^ avec g^ e (T. Cent0 U^) (K)
et g^ eU^(K). Alors int^ conserve le sous-groupe Û^ et l'on voit que changer de tore
déployé normalisant U^ revient à composer l'épinglage avec un automorphisme intérieur de H(L, Lg),
défini par un élément rationnel sur K. Un tel automorphisme est de la forme

( T ) {u, v) l-> (u, v + ufu — u^w) pour un w e L.

Si S est fixé, remplacer la racine a par y(a) et % par y o % ° ï~1 revient à rem-
placer ^ par ^oH(y-1), où H(y-1) :H(y(L),Y(L2))-^H(L,La) est l'isomorphisme
déduit de y"1. Enfin, un autre épinglage ̂  de Û^ est de la forme u ̂  ^(cu) avec c e L"
et remplacer % par 3^ revient à composer ^ avec l'automorphisme (z/, v) }-> {eu cacv)
de H(L,L^.

En résumé, si (L', Lg, ^) est un autre épinglage de U^, il existe un K-isomorphisme
j : L' -> L, tel que ^'(Lg) = Lg, un c e L" et un w e L tels que x^ soit obtenu en
effectuant successivement

— l'isomorphisme H{j) : H(L', Lg) ->H(L, Lg) défini parj,
— l'automorphisme 9,^ : (^, y) -^ {eu, c^c^v +wau—uaw)) de H(L, Lg),
— l'épinglage ^.
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De plus, j, c et w sont bien déterminés par ces conditions. En effet, il est immédiat que H(j)
détermine j et que y^ ^ détermine c et w. D'autre part, les automorphismes de H(L, Lg)
de la forme <pç y, forment un groupe qui ne contient aucun automorphisme non trivial
de la forme H(y) pour un K-automorphisme y de L conservant Lg. Le composé
<pç ^ o H(j) == -y^o^ détermine donc bien j, c et w.

4.1. i4. — Les assertions (i) à (5) de 4. i .8 restent exactes, à condition d'y rem-
placer U^ par le groupe quotient UJV^ et de considérer, au lieu des épinglages x^
les isomorphismes correspondants ^ de L sur UJU^ (4.1.10).

De plus, l'image dans L^ du sous-corps L^ de L par l'isomorphisme de L dans
End UJUg^ défini par x^ ne dépend pas du choix de l'épinglage; on le note L^ et l'on
obtient ainsi V extension quadratique L^ 3 L^ attachée au rayon radiciel pluriel a. On peut
encore la caractériser ainsi : un élément rationnel sur K du normalisateur connexe
de UQ dans le groupe adjoint de G définit un élément de norme un de L^ si et seulement
s'il induit l'identité sur U^.

4.1.15. — II est souvent commode d'utiliser une autre description du
groupe H(L, Lg) défini en 4.1.9. Soit L° le sous-Lg-espace vectoriel de L formé des
éléments de trace nulle et soit \ eL tel que \ + À° = i. L'application
(i) j\: (u,v) ̂ {u,v —\u°u)

est un isomorphisme du K-groupe algébrique H(L, Lg) sur le K-groupe algébrique H^
constitué par le K-schéma obtenu par restriction des scalaires de Lg à K à partir du
Lg-groupe additif L X L°, muni de la loi de groupe
(2) (^). (^',y) = [x + K',y +y - w° + x0^').

4. i. 16. — Donnons-nous un système de Chevalley-Steinberg (^Joceo de G (4. i. 2).
Pour toute racine a £0 non-divisible, choisissons une racine a(û) eO dont la res-
triction à S soit égale à a. Alors 4.1.5 et 4.1.9 nous procurent à partir des %^ des
épinglages x^ des groupes radiciels U^ (en notant encore a le rayon radiciel qui contient a).
On peut choisir les a(û) de telle sorte que x_^ soit l'épinglage associé à x^ et nous dirons
alors que {x^^ç^ est un système cohérent d'épinglages des U^, déduit du système de
Chevalley-Steinberg donné.

Supposons que G est K-simple et simplement connexe (nous laissons au lecteur
le soin de généraliser). Soit ÏQ une composante du diagramme de Dynkin de G sur K,
soit OQ le sous-système de racines engendré par S^ et soit 2 le quotient du stabilisateur
par le fixateur de So dans Gal(K/K). Toute orbite de Gal(K/K) dans $ rencontre 3>o
et l'on peut choisir les racines a(a) dans OQ. L'examen des diagrammes de Dynkin et
de leurs automorphismes fournit alors les résultats suivants :

a) Si S = = { i } , autrement dit si G est K-isomorphe à un groupe IÏL/K11, où
L est le corps des invariants du stabilisateur de A() et où H est simple, déployé sur L,
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de diagramme de Dynkin A(), alors toutes les racines sont non divisibles et tous les
corps L^ pour a e<I>o sont égaux à L;

b) Si Gard S == 2 et s'il n'existe pas de rayon radiciel pluriel, les corps L^ pour
a e <î>o ^l6 ÇP6 sa restriction à S soit une racine longue (resp. courte) sont tous égaux
à un même corps L (resp. Lg) et L est une extension quadratique (séparable) de Lg;

c ) Si Gard S = 2 et s'il existe des rayons radiciels pluriels, les L^ pour a e <î>o
telle que sa restriction à S soit non divisible (resp. divisible) sont tous égaux à un même
corps L (resp. Lg) et L est une extension quadratique (séparable) de Lg; le groupe G
est K-isomorphe à H^Q^n+i {n ^ ^î

d ) Si Gard S == 3 (d'où Ag de type D4), les assertions de b ) sont valables, à
ceci près que L est alors une extension cubique galoisienne de Lg;

_ f^j /^/
e ) Si Gard S = 6 (d'où Ao de type D4), les L^ pour a eOg dont la restriction

à S est une racine longue sont tous égaux à un même corps L^; il existe une extension
cubique non galoisienne L de L.2 contenue dans K telle que, pour chaque racine courte û,
les trois corps associés aux trois racines a e Oo dont la restriction à S est a soient les
trois conjugués de L dans K; on peut choisir les a(û) de telle sorte que L^v = L pour
toute racine courte a.

Remarque. — Dans les cas b) à e ) , le corps Lg est le corps des invariants du stabi-
lisateur de Ao, le groupe G est K-isomorphe à un groupe îl^j^îî, où H est absolument
simple, quasi déployé sur Lg, de diagramme de Dynkin Ag, et K est la plus petite exten-
sion galoisienne de K contenant L.

4.1. i7. — Gardons les hypothèses et notations de 4.1.16. Soit a e^. Le stabi-
lisateur W^ de a dans le groupe de Weyl W de G est engendré par les réflexions par
rapport aux racines b orthogonales à a. En considérant les groupes de rang relatif 2
correspondant au couple a, b et en utilisant par exemple les formules de I, 10. i .2, on
voit facilement que tout élément n e N(K) stabilisant a induit l'identité sur le corps L^
attaché à a, excepté dans les deux cas suivants :
( E l ) on est dans le cas b) de 4. i. 16 et a est une racine courte;
(E 2) on est dans le cas c ) de 4. i. 16 et a est non pluriel.

Dans chacun de ces deux cas exceptionnels, le corps L^ attaché à a est une extension
quadratique séparable d'un sous-corps isomorphe à Lg et n induit l'identité (resp. la
conjugaison) sur L^ si et seulement si son image dans W^ est produit d'un nombre pair
(resp. impair) de réflexions.

On voit alors que, sauf dans les deux cas exceptionnels ci-dessus, les corps (resp.
extensions quadratiques) attachés aux rayons radiciels d^une orbite du groupe de Weyl W dans ̂
sont canoniquement isomorphes^ l'isomorphisme canonique de L^ sur Ly,/^ étant donné
par l'isomorphisme u\->nun~1 de V^ sur U^ pour ^eN(K) d'image w dans W.
Dans les deux cas exceptionnels, l'orbite de a sous W est aussi son orbite sous le sous-
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groupe W+ des éléments pairs de W et l'assertion ci-dessus est vraie en y remplaçant W
par W+. Par contre, si w eW — W+, Pisomorphisme correspondant de L^ sur Ly,̂
est le composé de Pisomorphisme canonique et de la conjugaison. En particulier, Piso-
morphisme canonique de L^ sur L_^ que nous venons d'introduire est le composé avec
la conjugaison de celui introduit en 4.1.8 (5)!

4.1.18. — Soit K' une extension de K, linéairement disjointe de K, c'est-à-dire
telle que K/ = K'®^^ solt un corPS (c^- 1.6.8 (1)).

Alors toutes les considérations précédentes se conservent par le changement de
base K —>• K'. On sait en effet que K' est une extension galoisienne de K/, dont le
groupe de Galois s'identifie canoniquement à Gal(K/K) ([NB] AV, p. 68). Il en résulte
aussitôt que K' « est » la plus petite extension de K/ déployant G' == G^', que S' = S^r
est un K'-tore déployé maximal de G', que le système de racines de G' suivant S'
s'identifie à 0, etc. En particulier chaque épinglage ^ : FÏL/K^ -> ̂ a (resp.
^ : H(L, L^) -^UJ fournit canoniquement un épinglage ^ : 11^®^^^ -^ ̂ a (resp.
^ : H(K'® L, K'® Lg) ->U^). Nous laissons au lecteur le soin de développer le
sorite s'il l'estime nécessaire.

4.1.19. — Au groupe algébrique G sont associées naturellement deux données
radicielles (au sens de I, 6.1.1, compte tenu de 6.1.2 (8)) :

(i) Dans le groupe G = G(K) des points de G rationnels sur £, celle formée
du sous-groupe T = T(K) et des sous-groupes Ù^ == V^îL) P01111 a e ° : on a vu
(I, 6.1.3 b)) que (T, (U^, Mjoceï) est une ^onnée radicielle génératrice de type 0 dans G,
la classe M^ étant égale à T%^ (où !n^ est défini comme en 3.2. i à partir d'un épin-
glage % de ÛJ;

(ii) Dans le groupe G = G(K) des points de G rationnels sur K, celle formée
du sous-groupe T = T(K) et des sous-groupes U^ == U^(K) pour a e 0 : on a déjà
affirmé (I, 6.1.3 c)) que (T, (U^, MJ^J est une donnée radicielle génératrice de type $
dans G, avec M^ = Tm^ (où m^ est défini comme en 4.1.5 et 4.1.11). Indiquons
brièvement que l'axiome (DR i) de I, 6.1.1, est évident, que (DR 2) résulte de ([4],
3.8), que (DR 3) est évident, que (DR 4) résulte de 4. i .5 (2) et 4. i. n, (DR 5) de
ce que l'image de m^ dans le groupe de Weyl W est la réflexion ^ et (DR 6) de ([4],
3.22 c)). Le groupe N = N(K) des points rationnels sur K du normalisateur de S
dans G coïncide avec le groupe également noté N en I, 6. i .2 (10) : cela résulte de ce
que le quotient N/T dans l'un ou l'autre sens « est » le groupe de Weyl de O.

De plus, ces deux données radicielles sont compatibles (I, 9.1.9 (DDR i)) et satisfont
aux conditions (DDR 2) de I, 9.1.10 et (DDR 3) de I, 9.2.9, en y remplaçant les nota-
tions G, U, etc. par G, Û, etc. et les notations G^, U4, etc. par G, U, etc., et en prenant
pour V l'espace vectoriel \^ dual du sous-espace vectoriel engendré par 0 dans X*(T) ® R
et pour V^ le sous-espace V des invariants de Gal(K/K) dans \^, sous-espace qui s'iden-
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tifie au dual de l'espace vectoriel engendré par 0 dans X^S) ® R. C'est clair pour
(DDR i) et même pour la condition plus forte (DDR i bis) de I, 9.1.13 (condition
qui demande que U^(K) soit contenu dans le produit IIUa(K) pour a e 0 de restriction
à S égale à a ou à 2fl, ce qui est vrai par définition même des UJ, évident pour (DDR 2)
(qui demande que Gard a n O ̂  2 pour tout a e^) et pour (DDR 3) (qui signifie
que T C T, M^ C N et que l'automorphisme intérieur défini par m^ permute les
groupes algébriques U^ et U_^ quel que soit a e4^).

4.2. Valuations,

Désormais, nous supposons que le corps K est muni d'une valuation non impropre œ
(à valeurs réelles) et que l'extension galoisienne minimale K de K déployant G est
univalente (i .6. i), c'est-à-dire que œ se prolonge d'une seule manière en une valuation
de K, notée encore co.

4.2.1. — Nous avons défini au chapitre 1 la notion de valuation d^une donnée radi-
cielle (Z, (V^gy) : rappelons que c'est une famille ^ = (^sey d'applications
^ : V^ — { i } -> R, vérifiant des axiomes (V o) à (V 5) que nous ne recopions pas
ici (I, 6.2. i).

Nous avons aussi défini (I, 6.2.3 b ) ) une valuation ^ = (^a)aeï de la donnée
radicielle (T, (UJaeo) (4- I • Î9 (1)) du groupe G == G(K) des points rationnels sur K
du groupe K-déployé Gg de la manière suivante : on choisit un K-système de Che-
valley (^Jaeï de Gg (relativement au tore maximal K-déployé T^) et l'on pose
(i) ?a(%(^)) == ^{u) pour tout u eK^.

On dit que ^ est la valuation de Chevalley associée au système de Chevalley choisi.
Dans ce qui suit, nous supposerons que (îa)aeï est un système de Chevalley-Steinber g

de G (4.1.3); nous noterons (^)ae» un f̂è1116 cohérent d'épinglages déduit de (%)
et L^ (resp. (L^, LgJ) le corps (resp. l'extension quadratique) attaché(e) à un rayon
radiciel a non pluriel (resp. pluriel) (4.1.8 et 14).

4.2.2. — Nous allons montrer que la valuation ^ « se descend » à la donnée
radicielle (T, (UJ^ç^) du groupe G == G(K) (4.1.19 (ii)) et définit ainsi une valuation
de celle-ci.

Nous appliquerons pour cela les résultats du chapitre I, § 9, et notamment le
théorème 9.2.10, mais le lecteur que la technique de ce § 9 rebute pourra fabriquer
une démonstration plus terre à terre, en suivant par exemple les indications de 4.2.11.

Explicitons tout d'abord la définition des applications <po;U^ — { i } - > R à
partir de Ç' (I, 9. i .6) : pour a e 0, notons A (resp. B) l'ensemble des a eO de res-
triction a (resp. 20) à S; pour u e H,, on sait qu'il existe des S^ G U^ uniques tels
que (pour un ordre choisi arbitrairement sur A u B)

O /^u == u^
AuB
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et l'on pose

(1) 9 )̂ = inf(^^(%), ̂ ^(%c)),

le résultat ne dépendant pas de l'ordre choisi sur A u B (loc. cit.).
Vu l'invariance de co par Gal(K/K), on voit alors que

— si la racine a e $ n'est ni divisible ni multipliable, on a

(2) PaC^)) = œ^) pour tout u eL^;

— si la racine a e 0 est multipliable, on a

(3) <Pa(^aM) =^œ(y)^œ(^) pour {u, v) eH(L^, L^), (^y)+(o,o);

(4) 920(^(0, y)) = ^W pour y e L^, Tr^/i^ = o.

En effet, (2) résulte de 4. i .5 (i). Si û est multipliable, (i) et 4. i .9 (7) montrent

que 9o(^(^, v)) == i n f l c o ( M ) , - œ ( y ) ) $ mais 4.1.9 (4) entraîne co(y) ^ 2œ(^) pour

(M, y) eH(L^L,2j, d'où (3). Enfin, (4) résulte de (3), puisque (pgo t̂ la restriction
de 2^ à Ug^ (I, 9 . 1 . 1 0 ) .

4.2.3. — Notons ^ l'immeuble de G défini par ̂  (I, 7.4.2) et A l'appartement
correspondant, ou encore l'ensemble des valuations équipollentes à ^ (I, 6.2.5). Rap-
pelons que A est un espace affine euclidien sous l'espace vectoriel \^, dual de l'espace
engendré par 0 dans X*(T)OOR (4.1.19), muni d'un produit scalaire invariant par
le groupe de Weyl ̂  de 0. Le sous-groupe N = N(K) de 6 opère sur A grâce à un
homomorphisme 7 de N dans le groupe des automorphismes affines de S (I, 6.2.10).
Si t e T, alors ^l(t) est la translation de vecteur v donné par
(i) <y, oc> == — œ(a(^)) pour toute a eO,

et pour tout H e N l'image ̂ {Tt) de ' Î Ç V ) dans GL(V) est l'élément du groupe de Weyl "W
de G image canonique de V.

Vu 4.1.3 (3) et (4), le groupe de Galois Gal(K/K) opérant sur G permute au
signe près les épinglages % du système de Chevalley-Steinberg donné et par suite conserve
la valuation ^ : on a ^(a)(ï^) === ?a(^) quels que soient ae0, u e Ua(K) et
yeGal(K/K).

Par transport de structure, il s'ensuit que Gal(K/K) opère par automorphismes
sur ^, conserve le point ^ e ^ et l'appartement A et opère sur A par automorphismes
affines.

Notons alors < ^ L (resp. A) l'ensemble des points fixes de Gal(K/K) dans ̂ (resp. A) :
c'est une partie convexe (resp. un sous-espace affine de direction V) de J^ (resp. A).
De plus, comme Gal(K/K) conserve la base A de O (4. i .2)3 il conserve la chambre
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vectorielle D C V associée (I, 1.3.12)5 donc le quartier ^ + D de A et par suite la
chambre G == C^ 5 (I, 7.2.4). Il en résulte aussitôt (comme nous l'avons déjà dit
en I, 9.2.3) que les conditions (DI i), (DI 2) et (DI 3) de I, 9.2.1 sont satisfaites en
prenant F = G.

Nous avons déjà vu en 4.1.19 que les conditions (DDR i), (DDR 2) et (DDR 3)
l^ étaient aussi. Enfin, les conditions (DV i) {i.e. ^ e A) et (DV 2) (i.e. Gard y^(UJ ^ 3
pour tout a e <I>, ce qui est évident vu 4.2.2 (2), (3) et (4) puisque la valuation œ de K.
n'est pas impropre) le sont également. Toutes les conditions du théorème 9.2.10 du
chapitre 1 sont donc remplies, d'où :

Théorème. — La valuation ^ se descend à G; autrement dit la famille <p == (9a)aço
définie par les relations (2), (3) et (4) de 4.2.2 est une valuation de la donnée radicielle (T, (UJ^ ç ̂ )
du groupe G = G(K).

4.2.4» — On peut donc appliquer à G = G(K) muni de la donnée radicielle
(T, (Uo)^g^) et de la valuation 9 de celle-ci les résultats du chapitre I, §§ 6 à 9, dont
nous utiliserons librement les notations, à l'exception près de l'usage du symbole \\.
En particulier, on peut considérer V immeuble ^ de G (I, 7.4.2), qui s'identifie cano-f^
niquement en tant qu'espace métrique, à une partie de ^ C ^ (qui peut être distincte
de ̂  lorsque K est ramifiée), de manière compatible avec les lois d'opération de
G(K) C G(K) sur ^ et ^ (I, 9.2.14). L'appartement de ^ formé des valuations
équipollentes à 9 (I, 6.2.5) s'identifie alors à A (par l'application cp + v \->^ + v
pour v eV), et est un espace affine sous V. Une racine affine de A (I, 6.2.6) est
toujours l'intersection avec A d'une racine affine de A, mais la réciproque peut être
inexacte lorsque K est ramifié (cf. 4.2.2).

4.2.5. — Soit H un groupe algébrique défini sur K et soit X^(H) le groupe des
caractères rationnels sur K de H. Soit c e X^(H) ® Q; il existe un entier N > o tel
que N^ e X^ÇH) et l'on pose

(i) ((oo .) {t) = ̂  œ((N.) {t)) pour t e H(K),

définition licite car il est immédiat que le second membre de (i) ne dépend pas de
l'entier N choisi. On obtient ainsi un homomorphisme <o o c de H(K) dans R.

4.2.6. — L'injection S-^T fournit un homomorphisme de X^(T) dans
X^(S) = X*(S) qui est injectif et de conoyau fini puisque S est le sous-tore K-déployé
maximal de T. Elle permet donc d'identifier canoniquement X*(S) ® Q, et Xj^(T) ® Q^
et de définir comme en 4.2.5 l'homomorphisme c o o ^ : T ( K ) - > R pour tout
^eX*(S)®%.

Soit a e 0, de restriction a à S. Alors a s'identifie à l'élément (i/[K : K]) 2L °a
de X*(S)®% et, pour tout ^eT(K) , on a oeGaWK)
(i) (œo^) =œ(a(^)).
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4.2.7. — II résulte immédiatement, soit des formules (2), (3) et (4) de 4.2.2,
soit de la formule (i) de 4.2.3 que, pour tout a e0 de restriction a à S, l'on a

(1) 9a(^-1) = ?a(^) + œ(a^)) {u E U,(K), t e T(K)),

ou encore, vu 4 .2 .63
(2) 9a(^-1) = Pa^) + (CO o û) (^) (^ G U,(K), t G T(K)).

Comme en I, 6.2.10, on note v Phomomorphisme de N(K) dans le groupe des
automorphismes de Pappartement A défini par Faction naturelle de N(K) sur les
valuations de (T, (U^)). La formule (2) signifie alors que, pour ^eT(K), Fautomor-
phisme v(^) est la translation de vecteur noté encore vÇt) e V défini par
(3) <v(^), û> = — (oof l ) {t) pourûeO.

4.2.8. Définition. — On dit qu'une valuation de la donnée radicielle (T, (U^)) de G
est compatible avec co si elle satisfait aux conditions équivalentes (i), (2), (3) de 4.2.7.

4.2.9. Proposition. — Les valuations de la donnée radicielle (T, (UJ^ç^) de G compa-
tibles avec <o sont les valuations équipollentes à 9.

Il est évident que toute valuation équipollente à 9 (I, 6.2.5) (c'est-à-dire un
point de Pappartement A, ou encore une valuation de la forme y + v avec v e V)
est compatible avec œ. Réciproquement, soit 9' une valuation de (T, (UJ) compatible
avec û) et soit A' == 9' + V sa classe d'équipollence. Vu I, 6.2.12 b), il suffit de
montrer qu'il existe un isomorphisme affine j : A -> A' transformant Phomomorphisme
v : N(K) -> Aut A défini par 9 en celui v' : N(K) -> Aut A' défini par 9'.

Or, on sait qu'il existe un sous-groupe fini Ni de N(K) tel que N(K) = Ni.T(K)
(p. ex. le sous-groupe de N(K) engendré par les m^ pour a e A). Alors, Ni possède un
point fixe p e A (resp. p ' e A') et Pisomorphisme j de A sur A' défini par
J\P + v) == p ' -}- v pour tout v e V répond à la question : d'une part, on a
V{n) oj ==j o v(n) pour tout n e N^ puisque n conserve alors p et p ' et que v(7z) et v'(n)
ont même image dans Aut V, à savoir l'opération naturelle de l'image de n dans le
groupe de Weyl W de G; d'autre part, v'(^) oj ==jo\/{t) puisque v(^) et v'(^) sont,
vu 4.2.7 (3)5 des translations de même vecteur.

4.2.10. — A la famille des épinglages de Chevalley-Steinberg correspond donc
une famille de valuations équipollentes de la donnée radicielle (T, (UJ), que nous
appellerons parfois les valuations de Ghevalley-Steinberg de celle-ci. Il est facile de
les déterminer parmi les valuations équipollentes à 9. En effet, on obtient les épinglages
de Ghevalley-Steinberg à partir de l'épinglage donné de la manière suivante : on choisit
un homomorphisme 6 de 0 dans K^ tel que y o 6 = 6 o y pour tout y e Gal(K/K)
et l'on pose

^(u) == %(9(a) ù) pour a eO et u e EL
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Pour a e0 non divisible, posons 8(û) = 6(a(û)). Alors 6(û) e L^ et la valuation <p'
associée à l'épinglage (%') est donnée par

û(ç' — 9) = — <o(6(û)) pour tout û e $3 non divisible.

Réciproquement, si l'on choisit pour tout û e A un élément ci)^eœ(L^), il existe
une valuation de Chevalley-Steinberg et une seule telle que û((p' — 9) == — co ,̂ pour
tout a e A.

4.2.1l. —On remarquera que la démonstration de l'équipollence de deux valua-
tions compatibles avec œ de la donnée radicielle (T, (UJ) est indépendante de celle
de l'existence d'une telle valuation.

Il est d'ailleurs possible de démontrer l'existence d'une valuation de (T, (UJ)
compatible avec co sans utiliser le théorème de descente de I, § 9. On peut par exemple
montrer directement que la famille y = (<pJ définie par les formules (2), (3) et (4)
de 4.2 .2 satisfait aux axiomes (V o) à (V 5) des valuations : les propriétés (V o) et (V 4)
sont évidentes, (V i) l'est aussi lorsque la racine a est non multipliable et résulte faci-
lement de la détermination de la loi de groupe sur U^ lorsque 20, e 0 (4. i. 9) $ la
condition (V 2) résulte des formules de passage d'un épinglage de U^ à un autre (4.1.7
et 4. i. 13)5 car le composé d'un épinglage et de la conjugaison par un élément de N(K)
est encore un épinglage; la condition (V 5) résulte de 4.1.5 (2) et 4.1.11 (i).

Reste donc à démontrer l'axiome « de commutation » (V3). Cela peut se faire
par simple vérification à partir du calcul explicite des applications commutateur
Ta & : U^ X U^ -> IIUç définies en i . i .8 ( i) (pour a, b e^, b 4= — a). Nous don-
nerons les résultats de ce calcul en Appendice.

On peut aussi remarquer que la vérification de (V 3) ne fait intervenir qu'un
sous-groupe unipotent maximal d'un sous-groupe semi-simple de rang relatif deux de G.
On peut alors se ramener pour cette vérification au cas où G est semi-simple, simplement
connexe, de rang relatif deux. Si l'on suppose de plus que O n'a pas de facteur de type G^,
on est alors ramené, à une isogénie centrale et à une restriction des scalaires près, à
des « groupes classiques » (d'ailleurs d'un type particulier), pour lesquels l'existence
d'une valuation compatible avec G) et en particulier (V 3) sont prouvés au § 10 du
chapitre I.

4.2.12. — Rappelons que l'immeuble ^ de G est parfaitement défini par la
donnée radicielle valuée, avec toutes ses structures (appartements, avec leur structure
d'espace affine, chambres, facettes, etc.) à l'exception de sa métrique qui dépend du
choix d'un produit scalaire sur V invariant par le groupe de Weyl (un tel produit scalaire
n'est unique qu'à la multiplication près par un scalaire sur chacun des sous-espaces
vectoriels engendrés par une composante irréductible de 0).

En particulier, soient K' un autre corps value, a : K -> K' un isomorphisme
de corps values, G' un groupe algébrique défini sur K', et j un o-isomorphisme de G
sur G', d'où un isomorphisme noté aussi j de G(K) sur G'(K'). Posons S' ==j(S) et
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notons par un ' les objets attachés au triple (K', G', S'). Munissons V du produit scalaire
déduit de celui choisi sur V par transport de structure. Toujours par transport de
structure, on en déduit une isométrie, notée encore j\ de ^ sur ^r', compatible avec
toutes les structures portées par les immeubles et telle que
(1) j {g. x) =j{g) .j\x) pour g e G(K) et x e J.

Cette bijection est V unique application j : ^ -> ^' satisfaisant à (i) et à F une au moins
des deux conditions suivantes :

(2) j est isométrique',
(3) quels que soient x,y e e ,̂ la restriction de j au segment \xy\ est une bijection affine de celui-ci

sur le segment [j\x) j { j y ) ] .

Il suffit de montrer cette unicité lorsque a et j : G -> G' sont l'identité. Sous (2),
elle résulte alors de I, 9.2.15, en y prenant G^ = G et ^ == ^. Supposons (3);
alors j permute les segments, donc permute les parties convexes de ^'. D'autre part
(i) entraîne que j permute les parties stables par un sous-groupe donné de G(K). Il
résulte alors de I, 7.4.32 que j(A) = A, puis de I, 7.4.3 quej est l'identité.

Signalons que si dim A ^ 2, on peut remplacer (3) par
(4) l'image par j d'un segment est un segment.

Si (o est dense, la condition (i) suffit à elle seule à assurer l'unicité dej (I, 8.2.1).

Remarque. — Plus généralement, la démonstration ci-dessus montre que, pour tout
immeuble ^ d'une donnée radicielle valuée, l'identité est la seule application j de ^ dans
lui-même qui satisfasse à (i) et soit à (2), soit à (3), cette deuxième condition étant
superflue dans le cas d'une valuation dense.

4.2.13. — L'immeuble ^ ne dépend pas, à isomorphisme unique près, du choix
de S : cela résulte de ce qui précède, compte tenu de la conjugaison par un élément
de G(K) des tores K-déployés maximaux.

4.2.14. — Le centre G de G(K) opère trivialement sur ^ : si g e G alors g e T
et v{g) = i par définition même de v (I, 6.2.5), d'où ghx = hgx = hx pour tous
x eA et A e G ( K ) .

4.2.15. — L'immeuble de G est invariant par épimorphisme central : soit G'
un autre groupe algébrique défini sur K et soit j : G -> G' un homomorphisme surjectif
de noyau central. Alors G' est réductif, quasi déployé sur K, déployé sur K; l'image
S' ==J*(S) en est un tore K-déployé maximal, de centralisateur T' ==j(T); l'appli-
cation û' \-> a' oj est un isomorphisme de O' = ^(S', G') sur 0 et si l'on identifie 0
et 0' par cette application, alors pour tout a e O^ la restriction de j à U^ est un iso-
morphisme de V^ sur U^ (pour toutes ces assertions, voir ([5], th. 2.20). On peut alors
définir 9^ par <p^ = ^a°J^ d'où une valuation 9' de la donnée radicielle (T', (U^))
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de G'(K) et on vérifie sans peine qu'il existe un isomorphisme et un seul de ^ sur
l'immeuble ^f de G' compatible avec les actions de G(K) et de G'(K) et envoyant <p
sur 9'.

4.2.i6. — II est parfois préférable d'introduire V immeuble élargi e^1 de G défini
comme suit (cf. [27], [40]). Considérons le groupe X^(G) des caractères rationnels
sur K de G, l'espace vectoriel XK(G)®R et son dual V1, que l'on munit d'une
métrique euclidienne. On pose ^1 == ^ X V1 et l'on fait opérer G(K) sur ^rl en posant

(1) g . ̂  v) = (^ v + 6(5)) {g ^ G(K), x e ̂  . e Vi),

où Q{g) est l'élément de V1 défini par

(2) <6(^ X > = - co(xQ?)) pour tout x e X^G).

On définit les appartements, chambres, facettes... de e^1 comme les produits
par V1 des appartements, chambres, facettes... de ^ et la métrique de ̂  en prenant,
pour tout appartement A' de e ,̂ la métrique euclidienne de l'espace affine A' x V1

somme euclidienne des métriques données sur A' et V1. Il est facile de voir que la quasi-
totalité des propriétés géométriques de l'immeuble ^ restent valables pour <^1. Cepen-
dant l'assertion d'unicité de 4.2.12 n'est plus exacte : les applications j : ̂  -> ̂
commutant avec l'action de G et satisfaisant à l'une des conditions (2) ou (3) de 4.2.12
sont les applications de la forme {x, v) h> Çx, v + ^o) où ^o est une constante appar-
tenant à V1.

Par ailleurs, soit DG le groupe dérivé de G et soit CG son centre connexe. L'iso-
génie DG X CG -> G (resp. (T n DG) x CG -> T) permet d'identifier XK(G) ® %
et XK(CG)®% (resp. XK(T)®% et la somme directe de X K ( T H D G ) ® % et
de XK(CG)®QJ, donc XK(T)®R avec le dual de V X V1, le facteur direct
XK(T n DG) ® R (resp. XK(CG) ® R = X^(G) ® R) étant l'orthogonal de V1

(resp. V).
On a alors, pour tout t e T(K) et tout c e XK:(T) ® Q ,̂

(3) <v(^) +6(^>= - (œo^(^ ) .

En effet, (3) est vraie pour c si elle l'est pour un multiple ne de c, avec n =(= o. Il suffit
donc, compte tenu de l'additivité en c des deux membres, de la vérifier
— pour c e X^(T n DG), et l'on a alors <6(^), c) == o par définition de la dualité

entre V X V1 et XK(T)®R et <v(^), ^> == — (co o c) Çt) d'après 4 .2 .7 (3);
— pour ^eX^ÇG), et l'on a alors < v ( ^ ) , c > = = o par définition de la dualité et

<6(^), c^ == — (co o c) {t) par définition de 6.

On identifie J et le sous-ensemble ^ X {o} de ̂ . Alors, le stabilisateur de ^
pour l'action de G sur ^rl est le sous-groupe distingué

Gi = e-^o) = {g e G(K) | coM) == o pour tout x e X^(G)}.
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On a U^(K) C G1, d'où résulte aussitôt que (T n G1, (UJ) est une donnée
radicielle génératrice dans G1 (I, 6.1.2 (12)), dont 9 est une valuation, et l'immeuble
de G1 s'identifie canoniquement à e^.

Si X est une partie de G(K), nous poserons
X1 = X n G1.

Si X est le stabilisateur (resp. fixateur) d'une partie M (ou d'un germe de parties)
de ^ pour V opération de G sur J^, alors X1 est le stabilisateur de M x {0} dans G pour
l'opération de G sur J^1. En particulier N1 est le stabilisateur de A x{o}. On pose

Wi=v(N1).

4.2.17. — Nous allons donner un exemple d'immeuble élargi qui nous sera utile
au § 5. Pour cela, nous utiliserons les résultats de I, 7.6, qu'il nous faut malheureusement
compléter. Reprenons pour ce numéro exclusivement les seules hypothèses et notations de I,
7.6. Le résultat suivant aurait dû être énoncé comme corollaire 7.6.6 au chapitre 1 :

Proposition. — Soit XQ eA et posons ^[ = G°^.(xo + Ker^).

(i) ^[ nA = XQ + Kerp.
(ii) La restriction n de % à ̂ [ est une isométrie de ^[ sur < \̂ commutant avec les actions de G[.
(iii) Soitj l'inverse de TT'; l'application {y, v) ̂ j(y) + v est une bijection de ^ x Li

sur GI . A.
(iv) II existe un homomorphisme O^ de G^ dans Li tel que

g-U{y) +^) =j\g^) +v+W
quels que soient g e G^, y e ̂  et v e L.i. On a Q^(g) = o pour g e G^ et Q^{t) == [p o v) (t)
pour t e TI .

Pour démontrer (i), il suffit de faire voir que si x e A, g e G^ et A;' = g. x e A,
alors x ' ex + Ker/? (rappelons que p est la projection orthogonale de V sur Li). Or
il résulte de I, 7.6.4 (3) et 7.6.5 (ii) qu'il existe r o e N ? tel que x ' = n.x, d'où
x ' e x + K e r p puisque, par définition même, v(N?) est engendré par des réflexions
orthogonales par rapport à des hyperplans stables par L^.

Démontrons (ii). L'application TT/ : XQ + Kerp -> A^ est bijective. Comme
^i == GÎ.AI, il s'ensuit que TT' est surjective. De plus, si x, x ' e^, il existe g e G[
tel que n ( x ) , n Ç x ' ) eg.A-^. Vu (i), {g~1 o n ) Çx) et { g ~ l o ^ ) { x f ) appartiennent à
XQ + KerjS?; il en résulte aussitôt que TT' est isométrique, d'où (ii).

Par suite, j est une section de l'application ïc : G^.A -> ̂ \, d'où (iii), puisque
les fibres de cette application sont les x + L^ pour x eG^.A (I, 7.6.4 (iii)).

Enfin, démontrons (iv). Vu I, 7.6.4 (iii), il existe une fonction 6 : G^ X ^i -> L»i
telle que l'on ait g. {j{x) + v) ==j{g.x) + QÇg, x) + v pour x e J^i, g e G^ et v e L.i.
Un calcul simple et classique donne

(i) QÇgh, x) == Q{g, h.x) + 6(A, x) pour g, h e G^, x e ̂ .
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Mais QÇg, x) == o si g e G?, d'où
(2) 6(^, A:) - 6(^ A:) == 6(^ t-^gt.x) pour ^ e G0, et t e T\.

De plus, si x eA^ et t (=Ti, on a ^J(A;) ==j{x) + v{t) et j(^.A:) ej\x) + Kerj&, d'où
(3) e(^ x) = { p o v) (^) pour A: e Ai et ^ e Ti.

Mais (2) montre que Q{t, g . x ) == Q(t, x) pour ^ e G?, ^ e T\ et A-e^. Comme
^i = GÎ.Ai, on a donc (3) pour tout t e T\ et tout ^ e ̂ i et (iv) résulte aussitôt
de (2).

4.2.18. — Revenons maintenant à nos conventions générales. Soit 0^ un sous-
système de racines quasi-clos de 0 (I, 7.6. i) et soit G^ le sous-groupe algébrique de G
engendré par T et les U^ pour a e 0^. Alors G^ est réductif connexe, défini et quasi-
déployé sur K, déployé sur K et le système de racines de G^ par rapport au tore K-déployé
maximal S est O^. On peut donc lui appliquer d'une part les résultats démontrés pour G
dans les pages précédentes, d'autre part les résultats de I, 7.6 dont nous reprenons les
notations (avec G^ = G^(K)). Le dual V^ de X^G^) ®R s'identifie à L^ X V1 grâce
aux identifications déjà vues :

XK(GI) ®R = XK(CG^ ®R == (XK(CGi n DG) ® R) x (XK(G) ® R).

Considérons alors, avec les notations de 4.2.16 et 4.2.17, l'application
j\ : {x, y, y') }-> (j\x) + y, y')

de ^ x LI x V1 = ̂  X V} dans G^.A X V1 = Gi. (A x V1) C ̂ . II est clair, vu
4.2.17, que c'est une isométrie surjective, etji est compatible avec les actions de G^
sur l'immeuble élargi ^ X V^ de G^ d'une part, sur l'immeuble élargi e^1 de G d'autre
part : cela résulte de 4.2.15, compte tenu des relations Gi = G^.T et G^CDG.
Autrement dit, Gi.(AxV1), c'est-à-dire le plus petit sous-ensemble de V immeuble élargi
de G stable par G^ et contenant l9 appartement A X V1, s'identifie à l^ immeuble élargi de G^,
et ceci d'une manière et d'une seule à une translation près par un élément de V^.

4.2.19. — Bornologies. Le groupe G = G(K) est naturellement muni d'une
bornologie ^?(<o) : une partie X de G est bornée si et seulement si, pour tout / e K[G],
l'ensemble des <^{f{x)) reste borné inférieurement lorsque x décrit X. Cette bornologie
est compatible avec la loi de groupe de G.

D'autre part, la valuation <p définit sur G deux bornologies :
— la bornologie <^(<p) dite définie par 9 en I, 8.1.7, qui est l'image réciproque de

la bornologie naturelle du groupe des isométries Isom ^ de l'immeuble ^ (I, 3. i . 2 b}) ;
— la bornologie âS1^) image réciproque de la bornologie naturelle du groupe des

isométries Isom ̂  de l'immeuble élargi ^1.

Proposition. — (i) ^(co) ==^(9).
(ii) Les bornologies induites sur le sous-groupe G1 par ^(co) et par <^(ç) sont égales.
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L'assertion (ii) résulte de (i) puisque G1 opère trivialement sur V1. Démontrons (i).
Il est clair que, pour a e 0 et k e R, le sous-groupe U^ est borné pour ^(co) et que
H, ne l'est pas. Autrement dit, ^(<o) est faiblement compatible avec y au sens de I, 8. i. i.
Vu I, 8. i .5, il suffit, pour prouver (i), de montrer que ^(œ) et ^((p) induisent la même
bornologie sur T. Or, dire que XC T est borné pour ^(y) signifie que x h> (œ o a) (x)
reste bornée inférieurement sur X d'une part pour a e $, d'autre part pour a e Xg-(G).
Mais O U X K ( G ) engendre XK(T)®% (cf. 4.2.6 et 4.2.16) et notre assertion
résulte du lemme suivant :

Lemme. — Soit T un tore défini sur K, déployé sur SL Une partie X de T(K) est bornée
pour la bornologie naturelle ^?(co) si et seulement si l'application x [-> œ(/(A:)) est bornée infé-
rieurement sur X pour tout / e XK(T).

La condition est évidemment nécessaire. Supposons-la satisfaite. Pour tout / e K[T],
il existe ^, ..., ̂  e X*(T) et ^, ..., ̂  e K tels que f= S^/,. Il suffit donc de
montrer que œ(/(^)) reste borné intérieurement sur X pour tout ^ eX*(T). Posons

^= S, ï.xeXK(T).
T£Gal(K/K)

On a <o((Y.x) W) = CO^A:))^ = co(^)) pour tout y e Gal(K/K) et tout x eT(K),
d'où

^(xW)^^:^-1^^)),
ce qui démontre le lemme et la proposition.

4.2.20. — Ensembles de valeurs. Soit y la valuation de la donnée radi-
cielle (T, (UJ^çJ donnée par 4.2.2. Rappelons que, pour a e 0, on a posé (I, 6.2.2) :
(1) I\=y,(U, -{!}),

(2) F, = { 9^) | u e U, - { i }, ^{u) = sup y^UJ}

(si 2û^0 , on pose U^=={î}). Nous allons déterminer ces ensembles de valeurs.
Pour cela, notons comme plus haut L^ (resp. (L^,, LJ) le corps (resp. l'extension
quadratique) attaché (e) à un rayon radiciel a non pluriel (resp. pluriel). D'une manière
générale, si L 3 L^ est une extension quadratique, avec K C L^ C L C SL, nous notons L°
(resp. L1) l'ensemble des éléments de L de trace nulle (resp. égale à i) et posons
(3) 14. = {\ e L11 co(X) = sup{œ(^) | x e L1}}.

Si le corps résiduel de L est de caractéristique 4= 2, on a - e L^. Avec ces notations :

Lemme. — (i) Si L^ = 0, la valuation œ ^atteint son maximum sur aucune classe
de L modulo L° ne contenant pas o.

(ii) *Sï ^ e L^, on û, ̂ r A: e Lg et y e L°,

(4) œ(^ +j) = inf((o(^), œ(j0).

^P
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Soit z e L" tel que 0(2') == sup ^[z + L°). Alors z i L°, Tr ^ + o et
\ = (Tr^)-1.^ appartient à L^, d'où (i).

Adoptons maintenant les notations de (ii). Il suffit de démontrer (4) lorsque
x ^ o ; on a alors À+Ar^eL 1 , d'où co(À) ^ œ(X+A;-1^) et (ù(^) ^ co(A:X+^).
On en déduit co(^) ^ inf(co(A?À +jQ, œ(—A;À)) == u{x\ +jy) d'où (4).

Remarquons que X ^L° et que L = LgÂ + L°; la formule (4) permet donc de
calculer la valuation de n'importe quel élément de L.

4.2.21. — Soit a e^. On a

(1) r^ = r^ == (o(L^) si û est non pluriel;
(2) 1^ = r^ = Ù)(L^ - {o}) si û est pluriel;

(3) F, == 0 et F, = ^ œ(L^ - {o}) si a est pluriel et (L,)^ == 0 ;

(4) r,=^(À)+co(L,<) et r,=^o)(L,<)

si û est pluriel et \ e (LJ^.

En effet, les formules (i) et (2) résultent aussitôt de 4.2.2 (2) et (4) respectivement.
D'autre part, 4.2.2 (3) et 4.1.9 (5) montrent que, si a est pluriel, T^ (resp. 1̂ ) est

l'ensemble des ÇaO^^)) ==-^{v) pour

(u, v) e H(I^, LJ (resp. et (ù{v) == sup o(y + L^)).

Lorsque (L^)^ = 0, (3) s'ensuit aussitôt, vu 4.2.20 (i) et I, 6.2.2. Supposons donc
que X e (L^)^, d'où y = ^° u + VQ, avec ^ e L^. La première relation (4) résulte

alors de 4.2.20 (ii). L'inclusion F^ C - û)(L^) étant évidente, il reste à établir l'inclusion

inverse. Si e == i, elle résulte de ce que cù(L^) = <o(L^) = <o(l4 — {o}) C2l^,
et si ^ = 2, 4.2.20 (ii) implique que

co^) == (<oM + cù(L^)) u co(L^ - {o})
= (coM + 20)^)) U co(LS - o) C 2F,,

d'où (4). Notons encore que, toujours sous l'hypothèse où X e (L^)^, 4.2.20 (ii) entraîne
aussi

(5) <Pa(^M) Sû)^)+^(X),

avec ^a^ si et seulement si 9 (̂M, v)) =sùp 9a(^(M, y) UJ (p. ex. si v == XM°M).
Si co est discrète, on a évidemment (LJ^x + 0 (puisque x e L^ entraîne co(A;) ^ o),

d'où r^=t= 0 pour toute racine multipliable û. Par ailleurs, il est clair que la valua-
tion 9 est discrète (I, 6.2.21).

Si <x) est dense et si (LJ^x + 0 pour toute racine multipliable a (ce qui est le cas
si K est admissible, voir plus loin 4.3.3), alors 1̂  est dense dans R pour tout a e 0.
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4.2.22. — Proposition. — Supposons G simplement connexe. Alors; le groupe W = v(N)
est engendré par les reflexions r^ par rapport aux hyperplans

^ ^ == [x e A | û(.y — 9) + k = 0} pour a e 0 <^ À e 1 .̂

6Ï <fe ^to œ ^ discrète^ W ^ fe groupe de Weyl affine du système de racines affines
o^ ^ = [x e A | a(A: — 9) + A ^ 0} ̂ r û e 0 ^ k e 1^.

On sait que G(K) est engendré par la réunion des U^(K) pour a e ̂  (cf. par
exemple [33], lemme 64, p. 183). La première assertion résulte alors de I, 6.2. n et la
seconde s'ensuit aussitôt.

4. a. 23. — Echelonnages. Supposons co discrète. Des formules de 4.2.21 résulte
immédiatement la détermination de l'échelonnage ë C O x S attaché au système de
racines affines de A (I, 1.4). Il suffit de le faire lorsque G est K-simple. Il existe alors
une extension L de K contenue dans K. telle que G = IÏL/KÎÎ, où H est un L-groupe
absolument Simple; l'immeuble de G sur K s'identifie à celui de H sur L et les échelon-
nages sont les mêmes. On peut donc se borner au cas où G est absolument simple. On a
alors les résultats suivants, où nous reprenons les notations de I, 1.4.6 :

a) Si G est déployé de type X^, l'échelonnage ê est de type X^;
b) Si G n'est pas déployé et si K est une extension non ramifiée de K, alors

— pour G de type ̂ ^ (n ^ i), ê est de type G — BC ,̂
— pour G de type ^A^^.^ (n ^ i), ê est de type C^i,
— pour G de type ^D^ {n ^ 4)5 ê est de type B^_^,
— pour G de type ^g, ê est de type F'4,
— pour G de type ̂ 4 ou ̂ 4, ê est de type G2;

c ) Si G n'est pas déployé et si K est une extension ramifiée de K, alors
— pour G de type ̂  [n ^ i), ê est de type G — BC;"1,
— pour G de type ^g^i (n ^ i), ê est de type B — Cy^i,
— pour G de type 2^ {n ^ 4)5 ë est de type G — B^_^,
— pour G de type ̂ g, ê est de type F^,
— pour G de type ̂ 4 ou ^4, ê est de type G^.

4. a. 24. — Soit E une extension algébriquement close de K) soit K' un sous-corps
de E contenant K muni d'une valuation o/ prolongeant o et posons K' == K'K : c'est
la plus petite extension galoisienne de K' déployant G. Supposons que K' soit une exten-
sion univalente de K/ et posons G' == G^,, T' = T^,, etc. Notons qu'en identifiant X^T)
et X*(T'), on a 0 = 0'. Soit S" le sous-tore K'-déployé maximal de T et 0" le système
de racines de G" suivant S". Il est clair que le système de Chevalley-Steinberg (S^) « est »
encore un système de Chevalley-Steinberg de G', donc définit une valuation f^1 de la
donnée radicielle (T(K'), (U^(K')^)) de G(K'), qui se descend en une valuation 9'
de la donnée radicielle (T'(K'), (U^K')^.)) de G(K'). Il est immédiat que ̂ ' se
descend en ^ (cf. I, 9.1.19 a)), d'où résulte par transitivité que 9' se descend en 9.
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Appliquant I, 9.1.17 (avec S^ == T(K-)), on voit qu'il existe une isométrie^ et
une seule de l'immeuble J^ de G(K) dans l'immeuble ^1 de G(K') telle que j(<p) = ç'
etjÇg.x) =g.j[x) pour x e ^ et ^eG(K) . Compte tenu de 4.2. lo,^* est indépendante
du choix du système de Chevalley-Steinberg et nous permet d'identifier ^ à une partie
de ̂ /. L'image j(A) est contenue dans l'appartement A' de ^f associé au tore K'-déployé
maximal S". Enfin compte tenu de la conjugaison des tores K-déployés maximaux et
de 4.2.10, on voit quej ne dépend pas non plus du choix de S $ on peut donc la qualifier
de canonique. En particulier, si u est un K-automorphisme de K' conservant œ', alors u
opère sur ^ ' et l'on a u oj ==j\

4.2.25. Définition. — Supposons que K soit une extension admissible de K (i .6. i) (1),
et soit K' une extension de K, munie d^une valuation co' prolongeant œ. On dit que le changement de
base K -> K' est conservateur par rapport à K si co' est un prolongement non ramifié de û)
(i.e. œ'(K') == œ(K)) et si les corps résiduels de K' et de K sont linéairement disjoints sur le
corps résiduel de K (cf. 1.6.8).

Un tel changement de base ne change en effet pas grand-chose. Vu i. 6.8, K' et K
sont linéairement disjoints sur K, ce qui permet d'appliquer 4. i. 18, et K' est une extension
admissible de K'. Avec les notations de 4. i. 18 et 4.2.24, on a S" == S', O" = 0,
les sous-groupes radiciels de G et de G' sont « les mêmes », etc. La restriction de j à A
est alors un isomorphisme de A sur l'appartement A' de e '̂ correspondant à S', pour
toutes les structures de A (métrique, système de racines affines, etc.).

Ceci nous permettra souvent de nous ramener soit au cas où le corps résiduel de K est
infini grâce à 1.6.9 a), soit à celui où K est hensélien grâce à 1.6.9 b).

Bien entendu, l'isométrie j : ̂  -> ̂ f n'est en général pas surjective, sauf cependant
si K' est Vhensélisé ou le complété de K (cf. [27], prop. 2.3.5) : en considérant la rétraction
de ^ ' sur A' par rapport à un germe de quartier ayant pour direction la chambre vecto-
rielle D associée à ̂ + (I, 7.2.3), on voit que tout x e ̂ f est transformé d'un point
y e A' par un élément u e U^ (K/) (I, 7.4.25 ( i ) ) ; mais la densité de K dans K' entraîne
aussitôt qu'il existe M'eU^K) et v eVy^ÇK') avec u = u'v, d'où x = u ' . y (=j{^).
Même dans ce cas, il existe en général des appartements de ^ ' qui ne sont pas images
d'appartements de ^.

4.3. Les schémas U^.

Désormais nous supposons que l'extension K de K est admissible (1.6.1).

4.3.1. — On conserve les notations de 4.2. En particulier, 9 == (<pJ est la valuation
de la donnée radicielle (T, (UJ^çJ de G == G(K) associée au système cohérent d'épin-

(1) Ce que nous supposerons à partir du numéro suivant.
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glages {x^ (4.2.4). Chacun des groupes U^ = U^(K) est filtré par ^ : rappe-
lons (I, 6.2.1) que l'on pose, pour a e 0 et k eR,

(i) V^={ueV^K)\^u) ^k}.

Les U^ sont des sous-groupes de U^ par définition même des valuations (I, 6.2.1 (Vi)).
Nous allons voir que chaque U^ pour k e 1̂  est le groupe des points entiers d'un
^-schéma en groupes lisse de fibre générique U^. Ce sont ces ^-schémas que nous utili-
serons au n° 4.5 pour construire des « données radicielles schématiques » auxquelles
on appliquera les résultats du § 3.

4.3.2. — Si a e^ est non pluriel, ces schémas sont évidents : le groupe U^,
s'identifie grâce à l'épinglage x^ au groupe additif du corps L^ attaché a u (4.1.8) et
pour tout k e 1̂  == 1̂  = œ(L^) (4.2.20 (i)) , le sous-groupe U^ est l'image par x^
du ^-module libre de type fini L ,̂ ^ = {u e L^ | u(u) ^ k}. Notons fl^ ^ le û^-schéma en
groupes lisse canoniquement associé à ce module (1.4.1). Par transport de structure par x^,
on obtient un ^-schéma en groupes lisse Ua ^ de fibre générique U^ tel que

(1) îlo,^) == U,,,.

Soit maintenant k e R quelconque; si la valuation co est discrète, il existe un plus
petit k' e 1̂  tel que k' ^ k et l'on a U^ == U^ ^. Nous poserons alors

(2) U^ = U^' (œ discrète, è' = inf{A e FJ A ^ k}).

La relation (i) est évidemment encore exacte.
Par contre, si ù> est dense et si k f 1 ,̂ le groupe U^ s'identifie à un sous-^-module

de L^ qui n'est pas de type fini et il n'existe pas de ^P-schéma admettant V^jç comme
groupe de points entiers et possédant les propriétés que nous souhaiterions (par exemple
que l'image du groupe des points entiers dans la fibre fermée ne soit pas réduite à {o}).
Nous ne définirons donc pas de schéma Ua ̂  lorsque G) est dense et k f 1 .̂

Pour traiter le cas d'un rayon radiciel pluriel, nous aurons besoin du lemme suivant :

4.3.3. Lemme. — Soient LgCL deux sous-extensions de K telles que [L : Lg] == 2.

(i) U extension L de Lg est admissible^ donc séparable, et Vune des deux conditions suivantes
est satisfaite :

(nr) Vextension résiduelle L de Lg est quadratique et co(L) == ^(Lg);
(r) œ est discrète et l'extension L de L^ est ramifiée.

(ii) 7? existe t e L tel que L == Lg^] et que les coefficients a, ? e Lg de l'équation
t2 — v.t + P = o satisfaite par t possèdent les propriétés suivantes :

a) <o(j3) =o [cas (nr)) ou bien œ est discrète et (3 est une uniformisante de Lg (cas (r));
b) ou bien a = o, ou bien <x)(p) ^ œ(a)< û>(2), ou encore o< co((î) ^ co(a) = (*)(2).
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Supposons désormais ces conditions satisfaites et définissons \ e L comme ceci :
— si a = o {ce qui entraîne 2 4= o), on pose \ == 1/2;
— si a =t= o, on pose À = ̂ a~1.

^tfor^ X e L^xî S^ ^5^ â^ pas vide.

(iii) 0% û œ(À) ^ o et (o(X) = o ri ^ seulement si ou bien car K 4= 2, o^ èî
V extension L ûfc Lg ̂  ^ûfe.

(iv) Soit a l'unique 'L^-automorphisme non trivial de L et soit k e R. On a

inf{(o(M — u°) | œ(z/) ^ k} ^ k — (o(^)

ûzw ̂ /^ ri k e (oÇL^), sauf dans le cas (r) lorsque k e 2Zœ(^), câL? oà /û &or^ inférieure
est k — û)(À) + œ^).

L'assertion (i) résulte de i .6.3 et i .6. i c ) . Démontrons (ii).
Prenons pour t dans le cas {nr) un élément de ^ dont l'image dans L engendre

l'extension L de Lg et dans le cas (r) une uniformisante de L : il est immédiat que a) est
vraie et que û)(a) ^ œ([3) ^ o. Si a + o et si Pon a, soit co(oc) > 0(2), soit œ(a) = (0(2)

et <ù((3) = o, alors 2 + o et l'on peut remplacer t par t — a, ce qui annule le terme

linéaire de l'équation de t et permet de réaliser a) et b ) . Avant de poursuivre la démons-
tration de (ii), notons deux conséquences immédiates de a) et b ) . On a
(1) œ(A: + ty) = inf(œ(^), œ(^)) pour ̂  e L^;

en effet, dans le cas contraire, on aurait cù{x) = co(^), ce qui exclut le cas (r), et l'image
de t dans L coïnciderait avec celle de — xy~1, ce qui est impossible dans le cas (w).
D'autre part, comme œ(^) == (ù((3)/2, b) implique aussitôt que
(2) si a + o, (o(ar"1) < (0(2).

Reprenons la preuve de (ii). Si a == o, on a L1 = - + ^Lg, et (i) implique
i ^

que -eL^x- Supposons que a =t= o, d'où ^a'^L1, et que /a'^L^x- Comme

L° == (i — 2t(x~1) Lg, ceci signifie qu'il existe u e L^ tel que
(o(^a-1) < (o(^a-1 + z/(i — 2^a-1)),

c'est-à-dire, vu (i),

(3) (o(/a-1) < inf(œ(î/), (o(^a-1) + 0(1 - 2^)).

Cette inégalité implique que (0(1 — 2u) > o. On en déduit successivement que

co(^) = (o(-) puis, compte tenu de (3), que (o(^a~1) < œ(-], en contradiction avec (2),

d'où (ii).
Démontrons (iii). En vertu de (2), on a

(4) œ(X) == — (0(2 — ar1).
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Par suite, û)(X) ^ o. Lorsque a = o, co(À) est nul si et seulement si car K 4= 2. Lorsque
a =|= o, d'où carK = 2 d'après b), on a œ(^) == o si et seulement si œ(a) = cù(^), ce
qui équivaut à L non ramifiée et L séparable sur Lg, c'est-à-dire à L étale.

Démontrons enfin (iv). Posons u == x + ty avec Xyjy e Lg; on a M — M° == (2^ — a)jy.
Vu (4)3 il s'ensuit que

œ(^ — u°) == œ(j) + œ(^) — û)(X) ^ œ(^) — œ(X)

avec égalité si u == ty. L'assertion (iv) en résulte immédiatement, compte tenu de (i).

4.3.4. — Gardons les hypothèses et notations de 4.3.3. On voit facilement que :
— dans le cas (nr), on a û)(L°) == ^(Lg) = œ(L) (cf. 4 .3 .3 ( i ) ) ;
— dans le cas (r), œ est discrète, ce qui permet de normaliser œ de sorte que ^(L^ = Z,

et il faut alors distinguer deux sous-cas :
— si a + o, on a (ù(2^a~1) > i (cf. 4.3.3 (2)), d'où co(L°) == c^Lg) == 2Z u{oo},

ù)(^a-1) = i — ù)(a) e i + 2Z et î- <o(^a-1) + ^(L") = î- + Z;

— si a = o, alors ^(L^) == î + 2Z, co (î-} e 2Z et ^ œ (^^ + co^) = Z.

Appliquant ceci au cas d'un rayon radiciel pluriel û, on voit, en utilisant 4.2.21,
que si l'extension quadratique attachée à a est non ramifiée, 2!̂  est contenu dans F ,̂
et en est une classe modulo 2! ,̂ tandis que dans le cas ramifié, F^ et 2!̂  sont les deux
classes du groupe (discret) <o(L^) module 2œ(L^), et sont disjoints.

On voit aussi, en appliquant les formules ( î ) à (4) de 4.2.21, que la valuation 9 est
toujours spéciale^ c'est-à-dire que o e 1̂  pour toute a non divisible (I, 6.2.13).

4-3-5* — Soient a un rayon radiciel pluriel, L3Lg l'extension quadratique
attachée à û, a l'unique L^-automorphisme non trivial de L et X un élément de L^xî

posons y == — "^W*
Soient A , ^ e R tels que

( î ) Ae^ ,= -Y+ c o ( L > V ^r^=r^=û)(L°-{o}),
(2) ^infr^n[2A, +oo[.

Remarquons que (2) est équivalente à i ̂  2À, ja^sio) est discrète et l'extension
L 3 L^ est ramifiée. Dans ce dernier cas, on voit aisément à partir de 4.3.4 que si c = <o {t),
d'où ^(L^ = cL, la relation (2) est équivalente à
(2 bis) t^2k+c

(cela reste vrai dans le cas non ramifié, d'ailleurs!).
Notons fi^+Y (resp. fi^) le ^-schéma en groupes lisse canoniquement associé au

(P-module (libre de type fini vu ( î ) )
L^ = {u e L | œ(î/) ^ ^ + ï} (resp. L? = {v e L° [ œ(y) ^ 7}).
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Vu (2) et 4.3.3 (iv), l'application bilinéaire (u, u') h» XW° - \u°u' de L X L dans L°
envoie L,̂  x L^y dans L? et définit donc un morphisme de schémas de fi^, X fi.
dans fi?. Il s'ensuit que la loi de produit de 4.1.15 (a) munit le schéma fi^,, x fi?
d'une structure de schéma en groupes que nous notons ̂  /,. Par transport de structure au
moyen de l'isomorphisme^1 (défini en 4. i. 15 (i)), on obtient un (P-schéma en groupes
lisse §(L, La)^ /, de fibre générique H(L, Lg) et qui ne dépend pas du choix de À : en effet,
si X' est un autre élément de L^, l'isomorphisme j\, o^1 est donné par

(«, V) H. (M, V + (X — X') M0»)

et se prolonge en un isomorphisme de schémas en groupes de §>h „ sur S^i „.
T ) / * ï T ^t"»'; '^l"*^/

L, épinglage ;v, : H(L, L^) -> U,, fournit alors par transport de structure un
C-schéma en groupes lisse U,^/, défibre générique U,. Lorsque L est non ramifiée (resp.
ramifiée), on pose encore U^ = U,,^, (resp. U,,, == U»,(,,2^<)).

Montrons que

(3) ^.(t,/)^) ^ {Xa(.u, v) | (a, o) e H(L, Lg), <ù(K) ^ k + y, <ù(o - XU°K) ^^}
=U,,,.U^/.

Soit en effet (a, p) e H(L, Lg) et A- = A-»(M, o). On a x = x ' x " avec

^' = A-JK, À«°K) = ̂ (jr1^, o)) e U,,

x" == x,{o, v - Xu°a) = x^\o, v - X»°a)) e U ,̂.

L'égalité des deux premiers membres de (3) résulte aussitôt de ces formules et de la
définition même du schéma tto. (&,/)• D'autre part, on a

«PoM = -û)(Xy°y) == (ù(a) — y,

Va.^") == "(" — Xy°a),

ce qui montre que le deuxième membre de (3) est contenu dans le troisième. Mais le
lemme 4.2.20 entraîne que

sup <ï>,(.vUJ = sup I- t^Xu0» + L°) = (d(K) — y.

Par suite, si x e U, ̂ .U^/, on a w{u) ^ k + y, d'où

^'eU^ et ^"eU^.U^/nU^==U^/

(compte tenu de (2) et de I, 6.2.1 (V4)), d'où <ù(o - X»°y) ̂ {. Finalement, on voit
que x appartient au deuxième membre de (3), dont la démonstration est ainsi achevée.

4.3.6. — Explicitons la loi de groupe du schéma U^,{), en reprenant les notations
de 4.3.3 avec L = L, et L^ == L^. On pose c = u{t} et l'on choisit « e L de
valuation k + y.
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1e1 cas : a = o. On a À == -, 2y = û)(2) et L° = ^Lg. Posons d = 2^ + 2y — ^ + ^.

On a ^s^ (0(2) et d e ^(L^). On peut donc choisir S e 6 ,̂ ^e valuation rf. Un calcul
simple montre alors que l'application

( i ) (̂ , z) h> ̂  ( (^ + ̂ ) ̂  (^ (^2 + py) + s-1 ̂ ) ̂ °)
est un isomorphisme de schémas de 0^ sur Ua^,f) et q^ ^a 101 de groupe de lta,(?c,/)
transportée par cet isomorphisme à fi^ est donnée par
(2) (̂ , ̂ ) ( '̂,y, z') ==(x+ x\y +y, ^ + z1 - s(yx' - xy)).

Notons que d = co(8) > o sauf si car K 4= 2 et i == 2^ + c.
2e cas : a 4= o. On a À = ^a~1, 2y == û)(a) — c et L° = (i — 2a~1^) Lg. Posons

rf == ^k + 2y — ^. On a û? e ^(L^) et d ̂  co(a) — 2<; ̂  o. On peut donc choisir
8 e ̂  de valuation ^ et tout se passe comme dans le premier cas, à condition de rem-
placer (i) et (2) par
(i bis) {x,y, z) H- x^{x + ty) u, (^oc-1^2 + a^ + PY) + S'^i — 2^a-1) z) uu0)

(2 bis) {x,y, z) (^,y, z') = {x + x\y + y, ^ + ̂  + 8(^' + a '̂ + (3^'))

Notons qu'ici on a (0(8) > o ^û^/' si o)(a) = 2^ et /" == 2k + ^.
On remarque que la loi de groupe sur (L^)3 déduite de (2) ou (2 bis) par réduction

modulo l'idéal maximal de (9 (autrement dit, la loi de groupe de la fibre fermée du schéma
en groupes U^(^)
— est non commutative si t = 2k + c et si ou bien car K 4= 2, ou bien car K = 2

et l'extension LDLg est étale;
— est commutative d'exposant 4 si œ est discrète, L est ramifiée, a est une uniformisante

de Lg (d'où car K = 2) et i === 2k + c;
— est l'addition de (Lg)3 dans tous les autres cas.

4.3.7. — Par transport de structure par l'isomorphisme v \-> ̂ (o, v) de L° sur U^,,
on déduit du schéma en groupes additif fl^ (pour t e œ(L°) — { o } ) un ^-schéma en
groupes lisse de fibre générique U^ noté U^{. Il est clair que si k, f satisfont à 4.3.5 (i)
et (2), l'injection de U^, dans U^ se prolonge en un isomorphisme de U^ ( sur un sous-
schéma en groupes fermé distingué de U^(^). Le schéma en groupes quotient Ua^k^)IU^f
existe et est isomorphe à S^-^. L'application canonique de Ua ^ ^((5) dans (Ko ^^lU^a t) W
est surjective.

4.3.8. — Soient maintenant k^l eR quelconques. Si œ est dense, on voit comme
en 4.3.2 qu'il n'est pas raisonnable de chercher à définir un schéma U^,(A; f} lo^que les
conditions (i) et (2) de 4.3.5 ne sont pas réalisées. Par contre, si œ est discrète^ posons
(1) ^ = = i n f { A e r , | A ^ } ,
(2) r = inf{A e HJ A ̂  inf(2^, f) }.
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Alors, k' e F^ /' e r^, et 4.3.5 (2) est satisfaite par A' et t ' : si L^ est non ramifiée, on
a 2r^Cr^ (4.3.4), d'où t ' ^2k'\ si L^ est ramifiée, on a 1̂  = c + 2^ (4.3.4),
et l'on voit aussitôt que /" ̂  2^' + ^

On pose alors

(3) lÏfl,(fc,/) == Ua.(^)

et l'on a
(4) Vta^W = U^.U^. == U^.U^.
La première égalité résulte de la définition, et on a évidemment

Ua^U^ et ^^CU^^^^CU^^.U^^.

Inversement, si x eU^, il existe par définition même de 1̂  et de k' un x ' eU^
et un ^// e U^ avec ^ = x ' x " . On a alors A?" e V^ ^ et il reste seulement à voir
que U^2fc- ̂ 2a { ^ ̂ 2a { ' ) ce Ç1111 est évident.

4-3-9» — Les schémas sous-jacents aux U^ aux K^(^/) et aux It^^/lt^ sont
des schémas associés à des ^-modules libres de type fini. En particulier les applications
canoniques Ua^W "^^^(K) et llo,(^)(^) -> lto,(fc./)(K) sont surjectives. Si K est
infini, ce sont des schémas étoffés (1.7)5 caractérisés parmi les schémas étoffés de fibre
générique U^ par les relations 4.3.2 (i) ou 4.3.5 (3).

4.3. lo. — II est immédiat que si k ' ^ k et t ' ^ ̂  l'identité de Va se prolonge en
un morphisme de schémas en groupes de H,,^,/) dans Ua^k'^') (ou de U^ dans U^
lorsque a est non pluriel).

4.3.11. — Un changement de base conservateur K -> K' (4.2.25) commute avec
toutes les considérations précédentes : à partir du système cohérent d'épinglages (^)
de GK. déduit du système [x^ comme en 4.2.25, on construit des schémas U^jc ou ÎÏa,(&,/)
qui ne sont autres que les schémas déduits des U^jc ou des U^./) P^ 1e chan-
gement de base (9 -> ( 0 ' == 0^,. Cela résulte aussitôt de 4.2.25 et de la relation
0^.^^ = G' ®o (9^ (i.6.8), valable pour tout corps L avec K C L C K , qui, jointe au
fait que K/ est non ramifiée sur K, entraîne que, pour tout k e R, on a

{u eK'®^! (ù^) ̂ ^-{S^J^e^^61^0^») ̂ k}9

Enfin si K C L g C L C K . avec [L : Lg] = 2 et L == Lgp], alors K'®L est l'extension
quadratique admissible de K' ® Lg engendrée par i ® t et (K/ 0 L)^ax D Hiax
d'après le lemme 4.3.3 : on peut donc dans les constructions précédentes conserver le
même élément À après changement de base.

4.3.12. — La famille des schémas U^jç ou îlo,(fc,^) ne dépend pas (à l'indexation
près) du choix du tore déployé maximal S normalisant U^ ni du choix du système cohérent
d'épinglages : cela résulte aisément des formules explicites de changement d'épinglage
de V^ vues en 4. i .7 et 4. i. 13.
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4.4. Le schéma Z.

Dans ce numéro, jusqu'à 4.4.14 inclus, le groupe G ne joue aucun rôle et la lettre T
désigne un tore quelconque défini sur K. On note K une extension galoisienne admissible
déployant T (non nécessairement minimale) et l'on pose 0 = ffl-^. A partir de 4.4.15,
on revient aux conventions précédentes.

4.4.1. — Soit L une extension de K, munie d'une valuation co^ prolongeant co.
On pose

T,(L) = {t e T(L) [ coL(xœ) = o pour tout ^ e X^(T)},

où X^(T) CL[T] est le groupe des caractères rationnels sur L de T.

4.4.2. Proposition. — (i) T^(K) est Fensemble des t e T(K) tels que <o(/(^)) == o
pour tout % e Xg(T) == X*(T); autrement ait

T,(K) =T,(K)nT(K).

(ii) T^(K) est le plus grand sous-groupe borné de T(K) [pour la bornologie naturelle ^?(œ)
définie par œ sur T(K) (cf. 4.2.19)).

(iii) Soit u un Vi-morphisme de groupes de T dans un tore T' défini sur K et déployé sur K.
Alors

^(T,(K))CT,(K).

(iv) Soit Ï un (9-schéma en groupes plat de fibre générique T. Alors

Î^CT^K).

Démontrons (ii). D'après le lemme 4.2.19, un sous-groupe X de T(K) est borné
si et seulement si la fonction t\-> œ(^(^)) reste bornée inférieurement sur X pour tout
^eXg^T). Mais, comme œ(^(f1)) == wœ(^)) pour tout n e Z , ceci équivaut à
XCT^(K), d'où (ii). On en déduit T^(K) = T^(K) nT(K), c'est-à-dire (i). L'asser-
tion (iii) est immédiate, puisque ^o î /eX^T) pour tout ^eX^(T'), et (iv) aussi,
car î(^) est un sous-groupe borné de T(K) : pour toute f e K[T], il existe c e K^ tel
que cfe(P[Z], d'où f(t} e c~10 pour tout t e2:(^).

4.4.3. — Supposons que T soit un tore induit (1.5.17), c'est-à-dire un produit
direct de tores de la forme lÏL./KSOÎ^ttL- ( z^ !^ r)? °ù ^es ^ sont des sous-extensions
de K, et donc admissibles. Les anneaux de valuation 0^. sont des (P-modules libres
de type fini et l'on peut considérer le ^-schéma en groupes

î= n (n^aîiuit^).
Comme K®^^L• = = I J ^ , la fibre générique de Ï s'identifie à T (1.5.3). On sait
que Ï est lisse (1.5.8). D'autre part, on a vu (i .5.13) (i) que le schéma sous-jacent
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à 2 est un ouvert spécial d'un ^-module libre de type fini; c'est donc un schéma étoffé
dès que le corps résiduel K de K est infini (1.7.3 e)). De plus :

Proposition. — Z{0) == T^(K) == {t e T(K) | œ(/(^)) == o pour tout ^ e XK(T) }.

La deuxième égalité a été vue (4.4.2 (i)). On peut évidemment supposer r = i
et poser Lj^ = L. On sait que T(K) s'identifie alors à L^ et que X^(T) est engendré par
la norme Norme^/K (^S- 1?)- P^ suite, T^(K) est l'ensemble des t e Lx tels que
Norme^/K t e ^K ? relation qui entraîne t e 0^. La proposition en résulte, puisque 3;
est l'ouvert spécial du ^-module 0^ défini par la norme (1.5.13 (i)) .

4.4.4. — Soient T et T' deux tores induits, Z et 2/ les ^-schémas associés comme
en 4.4.3.

Proposition. — Tout K.-morphisme f de groupes algébriques de T dans T' se prolonge
(d'une manière et d'une seule) en un 0-morphisme de schémas en groupes de Z dans 2/.

Ona/(2:(^)) C^T^K^CT^K) = 2:'(^) d'après 4.4.2 et 4.4.3. La proposition
en résulte si le corps résiduel K est infini, puisque Z est alors étoffé (1.7.1). Si K est fini,
on peut trouver une extension étale K' de K telle que les corps résiduels K et K/ soient
linéairement disjoints sur K et que K/ soit infini ( i. 6. g a) ). Le changement de base K —^ K'
respecte alors entièrement la situation : reprenons les notations de 4.4.3 et posons
L '̂ = K'^LO alors L '̂ est un corps extension admissible de K', O^ == (B^. ®Q (9^
( ï .6 .8 (ii)) et l'on a (1.5.3)

T^^^n^muit^
z^=^n^muit^.

Par suite, f^ se prolonge en un (P^-moïphisme de Z^. dans î^,, d'où la conclu-
sion par descente (1.2.4).

4.4.5. — II résulte en particulier de cette proposition que le schéma Z ne dépend
que de T et non de son écriture comme produit de tores de la forme TI^/K^^UL (ce V11

n'était pas évident a priori). Nous l'appellerons le schéma canonique de fibre générique T.
Il est clair que si T est déployé sur K, on retrouve le schéma canonique introduit
en i. 2.11. Plus généralement :

Proposition. — Soit S le sous-tore ^.'déployé maximal de T. L'adhérence schématique de S
dans Z est le schéma canonique de fibre générique S.

Gela résulte de 1.5.13 (i) et 1.5.17.
Notons encore que 3; ne dépend pas du choix de l'extension galoisienne admissible

déployant T (dès qu'il en existe une !): on peut remplacer K par la plus petite extension Ko
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déployant T, qui est galoisienne admissible et contient automatiquement les corps L,
de 4.4.2, et ceci ne change en rien la définition de 2.

4.4.6. — Soit maintenant T un tore quelconque, non nécessairement induit (mais
toujours défini sur K et déployé sur K). Considérons l'immersion fermée canonique (1.5.11)
(I) T->Tft=IlK/KTK.

Puisque Tg est déployé, T^ est un tore induit et on peut considérer le schéma cano-
nique 3? de fibre générique T^. Soit y l'adhérence schématique de T dans 3^ : on sait
que c'est un ^-schéma de fibre générique T sans torsion (1.2.6), donc plat puisque 0
est prùférien, donc un ^-schéma en groupes (1.2.7), de type fini puisque 3? est de type
fini, et on a, vu i. 2.5,
(2) Ï\(9} == 3?(^) n T(K) = T|(K) n T(K) = T,(K),

la dernière égalité résultant de la surjectivité de l'application canonique X^T^) -> X*(T).

4.4.7. — Si T' est un autre tore et 3^ le schéma obtenu à partir de T' comme
en 4.4.6, et si /: T ->T' est un K-morphisme de groupes algébriques de T dans T',
alors / se prolonge (d'une manière et d'une seule) en un ^-morphisme de schémas en
groupes/0 de 3;° dans y : en effet, IÏK/K/K se prolonge, vu 4.4.4, en un morphisme
de 3? dans 3;̂  induisant/ sur T.

Si f est une immersion fermée, alors f0' est une immersion fermée. En effet Tg se décompose
en produit direct du tore Tg =/K(TK) et d'un tore T" défini et déployé sur EL ([2],
p. 206). Par suite T» == T^ x (IÎK/K T"), d'où 3;̂  = 3^ X 3:"̂ , où 3:̂  est le schéma
canonique de fibre générique T'^, ce qui démontre notre assertion.

4.4.8. — Si T est un tore induite y ri est autre que le schéma canonique de fibre générique T.
Il suffit évidemment de le montrer lorsque T = Tl^yîlulij,. Comme K^L == -̂n

(avec n == [L : K]), on a

T^ == 11̂ (11̂  SKultjK = IWIlKn/K ^Utt^)

= IlKn/K ^UltKn = (11^ 9̂ 1̂

et 3? = (n^ muw == n^ mulisn.
Considérons alors les immersions fermées canoniques

muit^-^îlsn^ muitsn,
SKuttL -^nKn/L^UÏtKn.

Vu 1.5.9, on "en déduit des immersions fermées
3; = îi^ muit^ ̂ n^(n^/^ muitsn) = n^ muitsn = 3?,
T = HL/K ^UltL ̂  111^(11^ ̂ It^} = îi^ mult^ == T^

et la seconde ligne se déduit de la première par le changement de base 0 -> K, c'est-à-dire
par passage aux fibres génériques. Comme Ï est plat, il en résulte bien que Z == 3 °̂.
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Nous pouvons donc étendre la terminologie et dire que le ^-schéma Ï01 que nous
noterons désormais 2 est le schéma canonique de fibre générique T.

Ici encore, il ne dépend pas du choix de K : si K^CKg, l'application identique
de Tg^ = (TKJK, fournit une immersion fermée de îl^^ Tg^ dans IÏK^K ^Kp d'où, etc.

4.4.9. — Notons que le schéma en groupes Z admet toujours une représentation linéaire
fidèle. C'est évident si T est un tore induit, puisque 9JluÏt^ possède une représentation
linéaire fidèle p dans Q^ et que II ̂  p est alors une représentation linéaire fidèle
de îl^o SRuIt^ dans le ^-module sous-jacent à (9^ (1.5.13 (2)). Le cas général s'en
déduit, puisque % est par définition un sous-schéma fermé du schéma canonique d'un
tore induit.

4.4.10. — Soit K -> K' un changement de base conservateur par rapport
à K (4.2.25). Posons G' = Oyj. Le ^'-schéma canonique de fibre générique T^ (qui
est un tore défini sur K' et déployé sur l'extension galoisienne admissible K' = K' ®^ K
de K') n'est autre que 2^ : cela résulte aussitôt de i .5.3 et de la commutation de l'opé-
ration d'adhérence schématique avec le changement de base plat (9 -> 0' (i .2.6).

4.4. il. — De manière analogue, soit ^K. un hensélisé de K et soit K' = ^K un
hensélisé strict de K contenant la sous-extension étale maximale de ̂  ®^ K (considéré
comme extension de hK) (1.6.7 b}). Soit K' une extension composée de ^K et de K :
elle est unique à isomorphisme près et c'est une extension admissible de K' (i. 6.8 et 9 c ) ) .
De plus, T est déployé sur K' et, en utilisant i. 6.8 et i. 5.3, on montre aisément que, si T
est un tore induit, alors T-^. est aussi un tore induit et le ^'-schéma canonique de fibre
générique T^, est 3:̂  (où 0' == h8^ est l'anneau de valuation de K' == ^K, c'est-à-dire
un hensélisé strict de (P). Cette dernière assertion reste vraie pour un tore T quelconque
grâce à 1.2.6, et il en résulte que
(1) î^) == T^K).

Posons
(2) ^K(T) == {f e K[T] l/Cr^K)) C hs^}.

On a évidemment

(3) (P[Z]C^T)

(4.4.2 (iv)). Si Z satisfait à la condition (ET i) de i. 7.2 (par exemple si (o est discrète ou
si T est un tore induit) et est lisse, alors (i) entraîne ^[Ï] == ^K(T) (1.7.6) et caracté-
rise î parmi les schémas en groupes de fibre générique T, lisses et satisfaisant à (ET i).

4.4.12. — Définition. — On appelle lissifié de Z un 0-schéma en groupes 2? défibre géné-
rique T, lisse, satisfaisant à (ET i), admettant une représentation linéaire fidèle^ tel que Ï9 identité de T
se prolonge en un morphisme i : 3? ->• Z et tel que, pour tout Q-schéma 3£ lisse satisfaisant à (ET i)
et tout morphisme v : X -> Ï, il existe un morphisme v^ : X -> 3? et un seul tel que v == i o v^.

202



GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL in

Un tel lissifié, s'il existe, est évidemment unique à isomorphisme unique près.
Si K -> K' est un changement de base conservateur et étale et si 3? est un lissifié de T,
alors (Ï^^ est un lissifié de Z^ (il satisfait à (ET i) d'après 1.7.5).

Proposition. — (i) Si 3? est un lissifié de 3;, on a
Z^O) = ZW = T,(K),
Z^^S) = Z^S) = T^K),
^[^-^(T).

(ii) Réciproquement, si le Q-schéma d^algèbre affine ^^(T) est un 0-schéma en groupes
lisse, satisfaisant à (ET i) et possédant une représentation linéaire fidèle, alors c'est un lissifié de 3;.

L'assertion (i) est évidente : la définition même du lissifié entraîne que 3?(tf') == î(^)
et Z^^O) == Ï^), et la dernière assertion de (i) résulte de 1.7.6.

L'assertion (ii) résulte aussi de i. 7.6 : si v : 3£ -> î est comme dans la définition
précédente, on a v^O)) C Z^O), donc v^^{Z)) C 0[X] (1.7.6), d'où l'existence
et l'unicité de ^R ( i. 2.4).

4.4. i3.— Si œ est discrète (ce qui entraîne que tout ^-schéma plat satisfait à (ET i)
et que tout ^-schéma en groupes lisse possède une représentation fidèle), un théorème de
M. Raynaud ([24], p. 345) assure que le lissifié 3? de X existe toujours (signalons que le
théorème de lissification de Raynaud est valable pour n'importe quel ^-schéma en groupes
plat, de type fini, à fibre générique lisse, que celle-ci soit un tore ou non).

Lorsque co est dense, nous ignorons si un lissifié de Z existe toujours. Montrons
cependant cette existence lorsque [K : K] = 2 (ou, ce qui revient pratiquement au
même, si T se déploie sur une extension quadratique de K). Nous obtiendrons par la
même occasion une construction explicite du lissifié de Raynaud lorsque de plus o est
discrète. On montre facilement qu'il suffit d'étudier le cas du « tore des éléments de
norme i » de K, un tore défini sur K et déployé sur une extension quadratique K étant
produit direct d'un tore déployé, de tores induits IÏK/K SOÎuIt et de tores de cette forme.
En reprenant les notations de 4.3.3, avec L^ == K, on a

K[T] = K[X, Y]/(X2 + aXY + (3Y2 - i)

et l'on vérifie aisément que le schéma canonique 3; est donné par

<P[Z] = ^[X, Y]/(X2 + aXY + (BY2 - i).

Notons que T est anisotrope sur K et que

Z(0) = T(K) == T,(K).

Si car K 4= 2 ou si œ(a) = o, le schéma 3; est lisse et il n'y a rien à démontrer.
Sinon, Ï n'est pas lisse et nous distinguerons deux cas :
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a) G a r K = 2 et a = o (d'où car K =t= 2). Posons X = i — 2U et Y == 2V,
d'où K[T] = K[U, V]/(U - U2 - (3V2), et considérons le schéma ̂  de fibre géné-
rique T défini par

^[Z^] = ^[U, V]/(U - U2 - (3V2).

On vérifie sans peine que c'est un schéma en groupes lisse, dont la fibre fermée est
isomorphe à Z/2Z X ÎIbb (donc non connexe) lorsque K est ramifiée, et à un groupe
unipotent connexe non déployé de dimension i lorsque S. est non ramifiée. Soit ^K un
hensélisé strict de K. Si u, v e ̂ K, on a

(ù[u2 + (3y2) = inf(œ(^2), co((3y2)),

car ou bien K est ramifiée (ce qui implique que <o est discrète et que ? est une unifor-
misante de K) et œ(^2) et œ((3y2) sont de « parité » différente, ou bien K. est non ramifiée,

ce qui implique que l'extension résiduelle £/K est quadratique inséparable et que le
polynôme U2 + (îV2 reste irréductible sur la clôture séparable de K. Il en résulte que
l'équation u == u2 + (3y2 entraîne u, v e^O. On en déduit aisément que
(i) a?^) = T^K) = z^o).

b) GarK == 2, o < <o(a) ^ (0(2) (cf. 4. g. 3 b)). Posons X = i + aU et Y = aV,
d'où K[T] = K[U, V]/(V + SU + U2 + aUV + (BV2) avec 8 = 2oc-1, et prenons

O^} == ^[U, V]/(V + SU + U2 + aUV + (3V2).

On voit alors comme plus haut que c'est un schéma en groupes lisse de fibre générique T,
de fibre fermée isomorphe à Stbb lorsque K est ramifiée et à un groupe unipotent connexe
non déployé lorsque K est non ramifiée, et l'on démontre (i) comme ci-dessus.

Dans les deux cas, [̂î11] est un ^-module libre, admettant une base constituée par
les monômes V" et UV" pour n e N, donc (ET i) est satisfait. Par suite, 1.7.6 entraîne
(2) (om=^^!).
Enfin, 3? admet une représentation linéaire fidèle : on vérifie facilement que le sous-
^-module (libre) M engendré par U et V est un sous-comodule de ^[Sî^] pour la repré-
sentation régulière et la restriction à M de cette représentation est fidèle (cf. [DG], p. 183).

En conclusion, (2) et la proposition 4.4.12 (ii) entraînent que 2? est bien le lissifié
de 2.

4.4.14. Proposition. — Soit K -> K' un changement de base conservateur par rapport
à K (4.2.25). Supposons satisfaite F une au moins des deux conditions suivantes :
a) T est un tore induit ( 1 . 5 . 1 7 ) ;

b) l'extension EL de K est non ramifiée.

Alors, l'injection canonique de T(K)/T^(K) dans TÇK^/T^K') est surjective.
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Supposons a). — II suffit d'examiner le cas T == IIL/K SOîutt, où L est un corps
avec K C L C K . D'après 1.6.8 (ii), L'^L®^' est une extension non ramifiée
de L. Or l'identification canonique de T(K) (resp. T(K')) àL" (resp. L^) identifie T^(K)
à 0^ (resp. T^(K') à (9^, d'où l'assertion.

Supposons b ) . — Posons K '==K.®KK' . Vu b) et 1.6.8 (ii), on a
co(K) = Û)(K) = œ(K'). Posons y = Gal(K'/K') = Gal(K/K) et identifions T(K)
à Hom^(X*(T), K^) et T(K') à Hom^X^T), K^). Soit (^)^^, une base de X*(T)
et soit x eT(K'). Soit (<^)i<j<fe une base du sous-Z-module A de R engendré par
les co(^(^)) pour i ^ i ̂  n et soit T .̂ un élément de K de valuation co, (i ^j ^k).
L'application <x^ }-> 7^ se prolonge en un isomorphisme r de A sur un sous-groupe de Kx,
d'inverse co. Considérons alors l'homomorphisme y == r o œ o x de X*(T) dans K>< ; il est
immédiat que y eHom^(X*(T), Kx) CT(K) et que jy~1 x eT^. Par suite,

T(K') = T(K) T,(K'),

d'où la proposition.

4.4.15. — Revenons désormais à nos conventions générales : T est le tore maximal
du groupe quasi-déployé G, centralisateur du tore K-déployé maximal S, et T^(K)
est le fixateur H1 de l'appartement A X V1 de l'immeuble élargi de G (4.2.16).

4.4.16. Proposition. — Si G est adjoint (resp. simplement connexe) y alors T est un tore
induit.

En effet, les éléments de la base A du système de racines 0 de G suivant T (resp. les
poids fondamentaux relativement à A) définie par un K-sous-groupe de Borel conte-
nant T (cf. 4 .1 .2) forment une base de X*(T) invariante par le groupe de Galois Gal(K/K).

4.4.17. Proposition. — Supposons que l'une au moins des deux conditions suivantes soit
satisfaite :

a ) G est simplement connexe ou adjoint ou déployé,
b') L'extension K de K est non ramifiée.

Alors, l'image W de N(K) dans Aut A par l'homomorphisme v (4.2.7) est invariante par
tout changement de base conservateur.

En effet, l'image de W dans GL(V) est le groupe de Weyl du système de racines 0
et le sous-groupe des translations de W s'identifie canoniquement à un quotient
de T(K)/T^(K) (4.2.7). La proposition résulte donc de 4.4.14, compte tenu de 4.4.16.

4.4.18. — Le schéma canonique Z de fibre générique T possède les propriétés
suivantes :

(I) 2 est un 0-schéma en groupes plat de type fini, possédant une représentation linéaire fidèle $
(II) l'inclusion de S dans T se prolonge en une immersion fermée de G dans 2;
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(III) le groupe de Weyl ^W de G sur K, considéré comme groupe d'automorphismes de T,
se prolonge en un groupe d'' automorphismes de î;

(IV) l'action du groupe de Galois Gal(K/K) sur T se prolonge en une action galoisienne
de Gal(K/K) sur Ï;

(V) soit T^ P image de T dans le groupe adjoint Ad G; la restriction à T de la représentation
adjointe se prolonge en un morphisme de Z dans le schéma canonique 2^ de fibre générique T^;

(VI) soit n : G -> G un revêtement simplement connexe du groupe dérivé de G et soit T
V image réciproque de T par TT; la restriction de TT à T se prolonge en un morphisme du schéma cano9

/>»' /%•'
nique Ï de fibre générique T dans î;

(VII) Z{0) = T,(K) ={t eT(K) | co(^)) = o pour tout ^ eX^T)} ^

a:̂ ) == T^K) == {^ e T^K) | o>OcW) == o ̂ r ̂  x ^ Xhs^T)};

(VIII) TC-^ÎÇ^)) nT(K) == S(^) et, lorsque G est semi-simple,

Ad-^^înT^^Î^).

En effet, (I), (II) et (VII) ont été explicitement vues; (III), (IV), (V) et (VI)
résultent des propriétés fonctorielles de î (4.4.7). Enfin, (VIII) résulte de (VII) et du
fait suivant : l'application / \-> ^ o Ad o n et, lorsque G est semi-simple, l'application
^ 1-» ^ o Ad envoient le groupe des caractères rationnels sur K de T^ (qui est le groupe
engendré par 0) sur un sous-groupe d'indice fini du groupe des caractères rationnels sur K
de T (qui est le groupe des poids de 0) resp. de T (qui est un groupe intermédiaire entre
le groupe des racines et le groupe des poids de 0).

De plus, 4.4.16 entraîne
(IX) Si G est simplement connexe ou adjoint, alors Z est lisse et connexe et Von a

(IX i) Q\Ï\ = ̂ K(T) = {/e K[T] [/(T^K)) C^Q}.

Si de plus le corps résiduel K est infini, Z est étoffé et Von a

(IX 2) Q\Ï\ = {fe K[T] |/(T,(K)) C 0}.

Enfin, si le lissifié 2? de Ï existe, par exemple si co est discrète, on vérifie immédia-
tement que 2? possède les propriétés (I) à (VIII) (où l'on remplace î par 3?), avec en
plus celle d'être lisse (mais non nécessairement connexe), même si G n'est ni simplement
connexe, ni adjoint.

4.4.19» — Soit a e^ et soit Ua l'un des schémas U^jc ou Via,{k,i} définis en 4.3.

Proposition. — Soit Z un Q-schéma en groupes plat de fibre générique T, possédant la pro-
priété (V) de 4.4.18. Inapplication {t, x) \->txt~1 de T x U dans U^ se prolonge en un
morphisme de ZxUa dans U .̂

Vu (V), il suffit de le montrer lorsque G est semi-simple adjoint et que 2 est le
schéma canonique de fibre générique T. De plus, on peut supposer, quitte à
faire un changement de base conservateur et à appliquer ensuite 1.2.4, que le corps
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résiduel K est infini. Les schémas 2: et U^ sont alors étoffés (4.4.18 (IX) et 4.3.9) et
il suffit de montrer que txt~1 e U^(^) quels que soient t e Z{(P) et x e Uo(^), ce qui
est immédiat. En effet, en reprenant les notations de 4. i .5 et g, on a oc(^) e 0^ pour
tout teî{ffl) =T^(K) et

(1) tx^{u) t~~1 == x^y.{t) u) si a est non pluriel et u el^,

(2) tx^u, v) r1 = x^{t) u, a(^) a(^)° v)

si ^ est pluriel et {u, v) eH(L^,L,+^),
d'où notre assertion.

4.5. Fonctions quasi-concaves et données radicielles schématiques.

4.5.1. — Nous allons, dans ce numéro, construire des familles (UJae* de ^-schémas
formant avec le schéma canonique î de fibre générique T (resp. le lissifié 2? de Ï lorsqu'il
existe) une donnée radicielle schématique au sens du § 3 (rappelons que Z == T). Nous
prendrons évidemment pour U^ l'un des schémas définis au n° 4.3 : autrement dit, on
donne une fonction f: O ->R, satisfaisant lorsque œ est dense à la condition

(Sch) /(a) e F^ et /(2û) ̂  2/(a) ^<w toute a e 0,

(où l'on prend/(2û) == 2/'(û) lorsque 2û n'est pas une racine) et l'on pose, pour a e*,

lÏf,a = ÎÏa,f(a) sl û ^t non pluriel (4.3.2);
^,0=== îto,(/(a),f(2a)) si fl est pluriel (4.3.5, 6 et 8).

On a vu que

ÎU^) -H.wU^a)

(avec la convention habituelle U^ = { i } lorsque a est non pluriel).
Supposons œ discrète et posons g{a) ==fÇa) pour a e 0, û/2 ^ $ et

^(û) = inf(/(û), 2/(û/2)) pour û, û/2 e 0. Il résulte des définitions même (4.3.8)
que U^ = tt^o pour tout a e*. Autrement dit, on peut toujours se ramener au cas
où/satisfait à la condition suivante (cf. 4.3.5 (2)), d'ailleurs conséquence de (Sch)
lorsque co est dense :

(QG o) f{2a) ̂  nnTg^ n [2/(a), + oo[ pour tout a e*.

4.5.2. — Soit/comme ci-dessus. Pour a e $, posons

(i) /'(û) = infik e F; | A ̂ f(d) ou, lorsque a- e $, A ̂  2/(^l

Nous dirons que/' est l'optimisée de/et que/est optimale si / =/'. Lorsque/est optimale,
A ==/(a) et / ==/(2û) satisfont aux relations (i) et (2) de 4.3.5, et/satisfait à (QG o).
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Lorsque œ est dense, il résulte aussitôt de (Sch) que /' =f. Si co est discrète, f\a) peut
être différent defÇa), mais on a, par définition même,

(2) Uf^ = lÏf',a pOUr tOUt CL C ̂ ,

(3) ^a,/(o) ^2o,f(2o) == ^a,r(a) U^j^ga)?

(cf. I, 6.4.12 a}). Si/satisfait à (QC o), on a aussi

(4) Ug^j^) = U^,j»(2a).

Remarquons que la définition ( i) a l'air différente de celle donnée en I, 6.4.10,
/^

où la borne inférieure était prise dans l'ensemble ordonné RDR; mais les hypothèses
faites sur / entraînent en fait la coïncidence des deux définitions : cela résulte de (Sch)

<^/
lorsque <o est dense (et dans ce cas, (Sch) signifie que la fonction /' : O -> R de (I, 6.4.10)
satisfait à f\a) e 1̂  pour toute a e <&), et de ce que les 1̂  sont discrets lorsque œ est
discrète.

4-5-3* — Rappelons que y est dite concave (I, 6.4.3 et 5) si elle satisfait aux deux
conditions

(G i) f(a) +f{b) ̂ f(a + b) pour a, b et a + b e $,

(G 2) f{a) +/(— a) ^ o pour toute a e 0,

et quasi-concave (cf. I, 6.4.7 et l'addendum E2 ci-dessous, p. 173) si elle satisfait à (QC o)
et aux conditions suivantes, où N^ désigne l'intersection avec N == N(K) du sous-
groupe U^ engendré par les U^,^ pour i == ± i, ± 2 (I, 6.4.2) :

(QCi) V_^f^^V_^f^^V^U^^^a} est un sous-groupe de G == G(K) pour
toute racine a e 0.

(QG 2) Si a, b e 0 ̂  sont pas proportionnelles, le groupe des commutateurs (U^ ̂ ^, U ĵ̂ ))
^ contenu dans le groupe engendré par les Vpa+qb,f{pa+qb) P0^ P) 9 E N* et pa -\- qb G<S>.

On sait (I, 6.4.7) que toute fonction concave est quasi-concave. Vu 4.5.2 (3) et (4),
l9 optimisée d^une fonction f satisfaisant à (QG o), ^ à (Sch) lorsque co ̂  ûfc%^, ̂  quasi-concave
si et seulement sifVest. Par contre, l'optimisée d'une fonction concave n'est pas nécessai-
rement concave : c'est pourquoi il est utile de considérer des fonctions qui ne sont pas
optimales.

Notons que la condition (QG i) se décompose en conditions (QC \\ pour a e 0,
ne faisant intervenir que les multiples entiers de a, et que (QC 2) se décompose en condi-
tions (QC 2)a 5 pour a, b e 0 non proportionnelles, ne faisant intervenir que les racines
de la forme pa + qb avec p, q e N.

4.5.4. — Le but principal de ce numéro est d'établir le théorème suivant, dont la
démonstration sera achevée en 4.5.11 :
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Théorème. — Soit f: 0 ->R, satisfaisant à (QC o) ^ a (Sch) lorsque œ ̂  ̂ .̂
&^ î ̂  G-schéma en groupes défibre générique T, possédant les propriétés (I), (II), (V) ^ (VI)
de 4.4.18. Po^r ̂  î ^ /^ Uf^pour a e4» forment une donnée radicielle schématique sur G
relativement à G, il faut et il suffit que f soit quasi-concave.

On notera que l'on peut prendre pour 2: le schéma canonique de fibre générique T,
ou son lissifié lorsqu'il existe (par exemple si <o est discrète ou si [K : K] =2) , ou encore
la composante neutre de ce dernier lorsqu'elle possède une représentation linéaire fidèle
(mêmes exemples).

4.5.5. — Commençons par étudier la condition (QC i)^.

Proposition. — Soit f: 0 -> R, satisfaisant à (Sch) si co est dense. Supposons f optimale,
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f satisfait à (QC i),;
(ii) f satisfait aux inégalités

(1) fW +/(- 0) ̂  0, f{20) +/(- 20) ̂  0,

(2) f{a) +/(- 20) ̂ /(- a), /(- a) +f(2a) ̂ f{d),

(3) 2/(û) +/(- 20) ̂  o, 2/(- a) +f{2a) ̂  o;

(iii) f est l'optimisée d'une fonction /i : 0 ->R, satisfaisant à (Sch) /or^<? co est dense,
et dont la restriction au système de racines {± a, ± 20} est concave.

Il est clair que les inégalités ( i ) et (2) entraînent (3) et que (ii) entraîne (iii) :
il suffit de prendre pour f^ la fonction définie par f^[2a) = inf(/(2a), 2/(û)),
/i(— 2û) == inf(/(— 20), 2/(— a)) et f^b) ==f{b) pour è =(= ± 2û. Si œ est dense, on
a d'ailleurs f^ ==f. D'autre part, on sait (I, 6.4.7) que (iii) entraîne (i). Reste à montrer
que (i) entraîne (i) et (2).

Soit donc/optimale satisfaisant à (QC i)^. Les inégalités (i) et (3) sont l'asser-
tion (i) du lemme 6.4.11 de I, ce qui achève la démonstration si 20 ^ O, ou si
/(û) +/(~ û) = °3 car (3) entraîne alors (2).

Reste à examiner le cas où a est pluriel et f{d) +/(— a) > o. Si N^ 4= T(K),
l'assertion (ii) du même lemme 6.4.11 de I montre que f(2o) +/(— 20) = o et que
la réflexion r^ avec 2k =/(2fl) appartient à l'image canonique de N^ dans le groupe
des automorphismes affines de l'appartement A, ensemble des valuations équipollentes
à 9. La formule (i) de I, 6.4.10 donne alors

/(- û) =/(a) + ̂ ,(9) - 9) =f[a) -f{2a),

et de même /(- a) =/{a) +/(- 20), d'où (2).
D'autre part, si /(- 20) + 2f{a) == o, alors 2/(û) e 2^ n (- F_J == 2^ n F^

et f{2a) = 2f[a), ce qui nous ramène au cas précédent.
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Finalement, reste à démontrer (2) lorsque a est pluriel, que N^CTÇK) et que
par conséquent

fW +/(- ̂  > 0, f[20) +/(- 20) > 0, /(± 20) + 2/(T O) > 0.

D'après I, 6.4.11 (ii), on a alors N^ C H (rappelons que H est le noyau de l'homomor-
phisme v : N ->• Aut A et que H normalise tous les sous-groupes U^ ^ pour b e O
et k eR), d'où

^ c ̂ - 2a, f(- 2o) U_ a, ̂ (- a) HH». ̂  U^ ̂ ) ,

et par suite, en reprenant les notations de 4. i . 12, U^ X LL _^CW^(K) et

Pa(U,a x U,_J C U^, x T(K) x U,,.

Choisissons alors u eL^ tel que O)(M) ==/(û) + Y (avec y = — - û)(^) : cf. 4.3.5)

et v' e L^ tel que (*)(?/) =/(— 2û), ce qui est possible puisque f{a) e 1̂  = y + ^(L^)
et que /(2û) e FL^ = û)(L^ - {o}). Alors x^u,\u0 ù) eV^, ^_,(o, y') e U^_,, et,
comme œ(ÀM° t/y') = 2/(û) +/(— 2û) > o, on a ^ == i + 'hu0 uv' e 0^ et

(4) «)(- r1 ̂ ') =/(û) + y +/(- 20).

Mais d'après 4.1.12 (2), on doit avoir x_^{— t~1 uv', t~1 v ' ) e U/ _g; 4.2.21 (4) et (5)
impliquent alors que f{a) +/(— 20) ^/(— û), ce qui est la première des inégalités (2).
La deuxième se démontre de même, en échangeant a et — a.

4.5.6. Remarques. — Soit /comme en 4.5.5, satisfaisant à (QG i)^ pour un
a e<&.

1) Si œ est dense ou si a est non pluriel ou si a est pluriel et l'extension LJL^ non
ramifiée, alors /==/i et la restriction de/à {± a, ± 2a} est concave.

2) Supposons que l'une au moins des inégalités (i) soit une égalité. Alors la res-
triction de/à {± a, ± 20} est concave, sauf si œ est discrète, a pluriel, l'extension LJL^,
ramifiée et si f{a) +/(— û) = o, /(2a) = 2/(û) + c et /(— 2û) = — 2/(a) + ^ (où c
est comme plus haut la valuation d'une uniformisante de LJ.

3) On a vu dans le courant de la démonstration que si a est pluriel et si
/(- 20) + 2/(û) = o, alors f{d) +/(- a) ==/(2û) +/(- 20) == o et /(± 20) = 2/(=t= û).
Ceci n'est d'ailleurs possible que si l'extension LJL^, est non ramifiée.

4.5.7. Corollaire. — Soit K -> K^ ^n changement de base conservateur, et soit /: 0 -^ R
(satisfaisant toujours à (QG o), ^ û (Sch) lorsque œ ̂  dense). Pour que/satisfasse à (QG i)^

j^o^r G, il faut et il suffit quelle y satisfasse pour Gg .

En effet, les ensembles 1̂  restent inchangés par le changement de base K -> K.i,
donc la condition (Sch) et l'optimisée de/sont conservées, ainsi d'ailleurs que les inéga-
lités de 4.5.5 (ii).
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4.5.8. — Le schéma SB^a- Soit a eO.

Proposition. — Soit fcomme en 4.5.55 satisfaisant à (QC i)^ et soit Z un 0-schéma en
groupes de fibre générique T possédant la propriété (VI) de 4.4.18.

(i) La fonction d^ sur U^ X U_^ définie en 4.1.6 (i) et 4.1.12 (i) appartient à
W.aX^,-J.

(ii) Soit 2B^ l'ouvert spécial du schéma U^a X II/,-a ^fi^ P^ ^a- ^a fi^6 générique
de yKf „ est égale à W^ et le morphisme (3^ : W^ -> U_a X T X U^ se prolonge en un morphisme
(noté encore (3J de 28^ rfû^î U^_^ x 2; X U .̂ Ow û (U^ X { i}) u ({ i} x ÎI/,_J C 2B .̂
^ /(a) +/(— a)> Q et f{2a) +/(— 2a) > o, alors 2B^ contient la fibre fermée de
U/,aXÎt^.

Supposons tout d'abord que G est simplement connexe et que Z est le schéma
canonique de fibre générique T. Compte tenu de i. 2.4, 4.4. i o et 4.5.7, on peut supposer
le corps résiduel K infini. Les schémas U^a et II/,-a sont ^^ étoffés et pour démon-
trer (i), il suffit de prouver que
(1) <4(u^)xU/,_<,((P))c<p.
Cela fait, on pourra considérer 2By ^, dont la fibre générique est W^, puisque ce dernier
est l'ouvert spécial de U^ X U_^ défini par d^ et la prolongeabilité de ^ équivaut à

(2) WU^)) CU/,-,^) x 3W x ÎI^(^),
puisque 2B^ est étoffé (1.7.3 e ) ) . Démontrons donc (i) puis (2).

Si a est non pluriel et si u, u' e L^ avec œ(^) î^f[a) et œ(^') ^/(— û), on a
(x)(^) ^o et t = i — uu' e (S^ d'où

d^(u), x_^u')) = Norme^K(1 — uuf) e ̂

d'où ( i ) . Si de plus (^M^-aM) ^ 2Bf,aW, alors d^{u), x^)) e 0\ d'où
o)(<) = o, y{t) e2:(^) d'après 4.4.7, et œ(r1^) ^/(- fl), (o(r1^) ^/(û), d'où (2)
d'après 4 . 1 . 6 (2).

Si a est pluriel, considérons la fonction concave f^ dont f est l'optimisée, définie
en 4.5.5. Pour ^, v e L^ avec y + y° = ;/° z/, on a ^(M, y) e ÎI/,a(^) si et seulement si
co(^) ^f^{a) + y et <ù{v) ^/i(2û) et de même pour — û. Il résulte aussitôt de la concavité
de/i que, si x,{u, v) e U^{(P) et x_^, y') 6 U^_,(^), alors ^ = i - u° u' + vv' e (5^
d'où (i) puisque

d^(u, v), x_^u\ y')) == Norme^/ict E Q9

Si de plus (^,y),^_^',y')) e^JÛ?), alors œ(^) == o, ^) e 3:(^) d'après 4.4.7.
D'autre part, co(^ - uv') ̂  inf(/i(- a) + y, AM + Y +/i(- ^)) ==A(- û) + y,
vu la concavité de/^, et de même (ù(u — y° ^') ^f^a) + y. La formule (2) résulte alors
de 4.1.12 (2), compte tenu de 4.2.21 (5).

D'autre part, il est évident que d^= i sur U^o^1} et sur { I} x l I / , -a•
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Enfin, si f{a) +f{—a)>o et f{2a) +/(— 2fl) > o, on a va dans la démonstration
^e 4 •5-5 çi^ ^on avait nécessairement /(± 2û) + s/^T û) > o, d'où

a = inf(/̂ ) +/i(- û),/̂ ) +/,(- 20)) > o

et il résulte des calculs précédents que, avec les notations ci-dessus, co(i — t) >, a. L'on en
déduit qu'il existe î, e 0 avec co(Ç) > o tel que Ç'^i — ûfj e ^[U/,a X ÎI/,-aL ce q^
démontre la dernière assertion de la proposition.

Dans le cas général, considérons un revêtement simplement connexe n : G -> G
du groupe dérivé de G et le tore maximal T == TT'^T) de 6$ identifions les sous-groupes
radiciels U^ de G et de G grâce à TT. Le morphisme (3^ : W^, -> U_^ X T X U^ se facto-
rise en (î^ : W^ -^ U_a X T X U^ suivi de n X TT X TT et il suffit d'appliquer 4.4.18 (VI).

4.5.9. Remarques. — a) SHS^ ^ est le plus grand ouvert de U^ X 11/,-a d6 fibre
générique W^ puisque son complémentaire est l'adhérence du complémentaire de W^
dans U^ X U_^.

é; On a

( i) 2C,a^) -{(^ eU^(^) X U,_^) | xy eU_,(K) 2:(^) U,(K)}

=={(^) eU,(K) x U_,(K) | xy eU,_^) Ï^) U,^)}.

En effet, 28/^(^0 est contenu dans les 2e et 3e membres de (i). Inversement,
si [ x , y ) appartient au 2e membre de (i), alors [ x ^ y ) e Wa(K) et les formules 4.1.6 (2)
et 4.1.12 (2) montrent que d^x^y) e0x, car la relation !î{t) e ZÇff) pour t e L^
entraîne t e 0^ . On voit de même que le 3e membre de (i) est contenu dans SB^ ,a(^).

Par contre, les relations x e U^(^), y e U^_^(^) et ^ E U_^(K) T(K) Ù^(K)
(c'est-à-dire (A:,J/) e W^(K)) n'entraînent pas Çx,jy) e 2B^(^)-

4.5.10. — Passons maintenant à l'étude de la condition (QC 2).

Proposition. — Soit f\ 0 ->R, satisfaisant à (QC o), ^ a (Sch) jî œ ^^ û?^̂ , ^^
^o^ K —> K' Î/TZ changement de base conservateur. Pour que/satisfasse à (QC 2) relativement à G,
il faut et il suffit qu'elle y satisfasse relativement à G^.

On peut supposer f optimale (cf. démonstration de 4.5.7). Soient û, b e 0, non
proportionnelles; notons Y l'ensemble des c e 0 de la forme j&û + ?^ avec p, q eVS*
premiers entre eux, et notons X (resp. X') le groupe engendré par les Uç ̂
(resp. les V^ = {x e U,(K') | 9^) S/(.)}) pour . e (T u 2Y) n 0. Rappelons
que U^, == U^ U^,) et U;̂  = U^^ U^^).

Si y satisfait à (QG 2) pour G^, alors, d'après I, 6.4.9 (ii), on a

(i) x' = n u;/ ,c -cey
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or^ ^c n C^) = uf,c d'après 4.3.2 et 4.3.5 (3), et, comme l'application produit
est un isomorphisme de K-variétés algébriques de ÎIV, sur Uy (cf. 1.1.7), on déduit
de (i) que

(2) X C X ' n G ( K ) == n U^CX,
cey "

d'où X = X' n G(K). Mais le groupe des commutateurs (U^ /^, U^j(^) est contenu
dans X' n G(K), donc dans X, et (2) montre que/satisfait à (QC 2) relativement à G.

Réciproquement, supposons que / possède la propriété (QC 2) pour G et mon-
trons que/satisfait à (QC 2)^ pour G^'. Nous raisonnerons par induction sur
Card^ u 2Y) n 0, l'assertion étant triviale si ce cardinal est nul. L'hypothèse de
récurrence entraîne que (i) et (2) sont exactes et aussi que les groupes de commuta-
teurs (U^j(^), U^j(^) et (U^), X') sont contenus dans X'. Montrons que
(Uoj(a)5 U^/(^) CX'; compte tenu de la relation classique

(^^)==(^)((^^),^)(^)

(où (x,jy) = xyx~lJy~l, suivant la convention adoptée dans I), il suffit, vu ce qui précède,
de montrer qu'il existe une partie V de U^ telle que U^j^ soit le monoïde engendré
par V et U^,j^ et que le commutateur { x ^ y ) appartienne à X' pour tout v e V et

^eu&./(6)•
Posons Oi == 0 n (Z,a + Zé) : c'est une partie close symétrique de 0 et le sous-

groupe G^ engendré par T et les U, pour c e O^ est réductif, quasi-déployé de tore
K-déployé maximal S et de système de racines relatives <Ï>i (cf. [4], 3.8 et 3.13). Or,
la condition (QC 2)^ ne fait intervenir qu'un sous-groupe unipotent maximal de G^
contenant U^, U^ et les Uç pour c e Y. On peut donc remplacer G par G^ et même
par son groupe adjoint.

Supposons donc G adjoint et OCZû + Z6. Alors, {a, b} est une base du groupe
des caractères de S et pour tout Ç efi^, il existe s eS(K') tel que a{s) == Ç et b{s) === i.

Supposons pour fixer les idées que w e 0 (le cas où 2a ^ O, se traitant de manière
analogue mais plus simple : nous laisserons au lecteur le soin d'adapter la démonstration
qui suit). Soient u, v e L^, avec v + v° == u° u. On a

sx^u, v) s-1 = x^a(s) u, a{sY v) = ̂ , ̂  v),

sys~1 == y pour tout y e U^(K'),

.yX'j-^X',

d'où l'on déduit, compte tenu de la validité de (QG 2) pour G, que le commutateur
(x^u, Ç2 v),y) appartient à X' pour u, v e L^ avec v + y° = uu°, x^u, v) e U^^
et y eU^). Comme

{^eK'®LJco(^)^/(û) +ï}

= {^u, | Ç, e ̂ 'x, u, e L,, œ(^) ïf{a) + y}
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(cf. 4.3. n), on voit que l'ensemble V des x^u, ?2 v) pour x^{u, v) e U^^ et Ç e ̂ 'x

satisfait aux conditions souhaitées et que par suite
(U^U^)CX'.

Intervertissant alors les rôles de a et é, on voit de même que (U^ //^, U^ ,(M) C X',
ce qui achève la démonstration.

4.5.1l. — Démontrons enfin le théorème 4.5.4. Supposons/quasi-concave et
vérifions les conditions (DRS) de 3.1.1, en prenant pour ouvert 333̂  dans (DRS 3)
l'ouvert 2B^ défini en 4.5.8. La condition (DRS o) est 4.4.18 (II). La condition (DRS 3)
est l'assertion (ii) de 4.5.8. La condition (DRS 2) n'est autre que 4.4.19. Enfin, pour
démontrer (DRS i), on peut, vu 1.2.4, 4.5.7 et 4.5.10, supposer le corps résiduel K
de K infini, donc les schémas U/^ étoffés, et il suffit alors de montrer que pour a, b e<&,
b =[= — û, l'application commutateur envoie U^(^) X ÎI/,6(^) dans le produit
des U^c(^) pour c e* n {a + b) : c'est évident pour b == a et cela résulte de (QC 2)
pour b 4= û, compte tenu de I, 6.4.9.

Réciproquement, supposons les conditions (DRS) satisfaites. Alors, il est immédiat
que (QC 2) est satisfaite. Démontrons (QC i)^ pour a e O. Vu 4.5.7, on peut supposer/
optimale et K infini; l'image canonique de 2Ba(^) dans la fibre fermée de Uy g X IL _o
est alors dense. Supposons a pluriel et soient u^. e L ,̂ avec œ(M^.) =/(fl) + y et ^+ e L^
avec cô(z^) =/(2û). L'application (Ç, T)) H^+(Ç, -/î) = ^(^+» ̂ ° ̂  ^+ + •^4-) est
alors un isomorphisme de ^-schémas de X ==îï.^^ ÎIbb X 11̂  ^ ÎIbb sur IL ^.
Définissons de manière analogue u_, v_ et j_. Si (j+(Ç, T)), J-(Ç', ^')) e ÎBaÇ^)? on a

^^(^(^^^•-(S^'))^^, d'où
(1) œ(i - Ç° Ç' < u_ + (̂ ° Ç< ^+ + y^) ( '̂° Ç' ̂  u_ + TÎ' ^_)) = o

(cf. 4 . 1 . 1 2 (i)), et priop,(^(Ç,73),j_(^Y3')) ell̂ ^), d'où

(2) œ(^ u. - Ç^^'0 Ç' ̂  u. + ̂  v_)) ̂ f{- a) + y

(cf. 4.1.12 (2)). Or, on a
û)(^+ U_) =/(û) +/(— û) + 2y,

œ(X2 < ̂  ̂  u_) = 2{f{a) +f(-a)),

û)(X^ ̂  y_) = 2/(— û) +/(2û),

œ(^ ^_ ^) = 2/(a) +/(- 2û),

œ(y+ y_) =/(2û) +/(- 2û),

<o(^-) =/(— a) + Y,

(o(X^ ̂  ^_) =/(û) + 2/(- û) + y,

co(î/+ y_) =/(û) +/(- 2û) + y,

et l'on vérifie aisément que (i) ne peut être « génériquement vraie », c'est-à-dire
pour (Ç, T], Ç', T]') décrivant l'ensemble des points entiers d'un ouvert non vide de X X X,
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que si les inégalités (i) et (3) de 4.5.5 (ii) sont satisfaites, et que (2) ne peut être généri-
quement vraie que si) en outre, la première inégalité (2) de 4.5.5 (ii) est satisfaite. En
échangeant les rôles de a et — a, on trouve de même la deuxième inégalité (2) de 4.5.5 (ii).
Par conséquent (DRS 3) entraîne que/satisfait à (QG i)^.

Des calculs analogues, mais nettement plus simples et que nous laissons au lecteur,
fournissent la même conclusion dans le cas non pluriel.

Ceci achève la démonstration du théorème 4.5.4.

4.5.12. — II ne faudrait pas croire que les données radicielles schématiques asso-
ciées grâce au théorème 4.5.3 aux fonctions quasi-concaves sur 0 soient toujours les
seules données radicielles schématiques sur G relativement à S, même si l'on exige que Z
est le schéma canonique de fibre générique T et si on le suppose lisse. C'est cependant bien
souvent le cas, mais il est possible de construire par exemple dans G == IÏL/K SLg avec
K == Q,2 et L == K(-\/2) des données radicielles schématiques pour lesquelles les
schémas ÎI^ ne sont pas du type étudié en 4.3. Nous espérons revenir ultérieurement sur
ce problème de classification.

4.6, Les schémas ©/.

On conserve les hypothèses et notations précédentes. Si ï est un ^-schéma et
u : X —^î) un morphisme de ^-schémas, on note 3£ la fibre fermée de X et l'on pose
û == u^ : Ï ->• î).

4.6.1. — On suppose désormais que le 0-schéma canonique de fibre générique T (4.4.8)
possède un lissifié (4.4.12), que F on note Z (et non Z^ comme en 4.4). Rappelons que cette
hypothèse est réalisée dans chacun des cas suivants :

(A) G est déployé sur K, ou plus généralement, il existe une sous-extension L C K et
un groupe G' déployé sur L tel que G = IIL/K.G';

(B) G est simplement connexe ou adjointe
(dans ces deux cas, T est un tore induit et î est le schéma canonique de fibre géné-
rique T) ;

(G) (o est discrète'^

(D) [K : K] = 2.

Rappelons aussi que Ï possède alors les propriétés (I) à (VIII) et (IX i) de 4.4.18.
Dans les cas (A) et (B), Ï est connexe y il n'en est pas toujours de même dans les cas (G)
et (D) même si (9 est un anneau de valuation discrète complet à corps résiduel algébri-
quement clos ou fini (cf. 4.4.13).

Rappelons encore que l'hypothèse supplémentaire que nous venons de faire est
stable par changement de base conservateur étale (4.4.12)3 et même par un changement
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de base conservateur quelconque dans chacun des quatre cas ci-dessus. Ceci nous permettra
de nous ramener parfois au cas ou le corps résiduel K est infini (cf. 1.6.9 a)).

Enfin, nous nous donnons une fonction f: 0 -> R, satisfaisant à la condition (Sch) de 4.5. i
lorsque œ est dense, optimale (4.5.2) et quasi-concave (4.5.3).

4.6.2. — La conjonction des théorèmes 4.5.4 d'une part, 3.8.1 et 3.8.3 (où,
bien entendu, on prend 3 == Z et U^ == U^a) d'autre part, fournit un ^-schéma en
groupes (affine) lisse connexe de fibre générique G, que nous notons ®^, caractérisé
(à isomorphisme unique près) par les propriétés (S° i), (S° 2) et (S° 3) de 3.8.3, et éga-
lement un (P-schéma en groupes (affine) lisse de fibre générique G, noté ®^, admettant G^
comme composante neutre, et caractérisé (à isomorphisme unique près) par les pro-
priétés (S i ) , (S 2), (S 3) de 3.8.3 et la relation ®y = î.®^0. On note Sy (resp. CÇ) la
« grosse cellule » de ®^ (resp. ®^), i.e. le sous-schéma ouvert de ®^ (resp. ®^) défini
en (83) (resp. (S°3)).

Soit O4' un système de racines positives; la condition (S 2) ou (S° 2) dit que l'appli-
cation produit est un isomorphisme de schémas de II U / o sur un sous-schéma en

ae»'1'
groupes lisse fermé de ®^, que nous noterons U^ (la notation Uj~ s'explique alors d'elle-
même). Plus généralement, soit Y une partie quasi-close de 04' et soit Y^ l'ensemble
des a e Y telles que (1/2) a ^ Y.

On sait ([4], 3.11) que l'application produit est un isomorphisme de K-variétés
de II U^ sur le groupe algébrique engendré par les U^. Si a e Y^ n 2Î>, U^ est

a e Tnd

un sous-schéma en groupes fermé de U/^i/^a- O11 déduit alors de 1.2.7 que l'application
produit est un isomorphisme de ^-schémas de II U. sur un sous-schéma en groupes

oG^nd

fermé lisse de ÎI^, que nous notons U^. Le schéma sous-jacent à IJÇ xp est celui associé
à un ^-module libre de type fini (4.3.9) et l'application canonique U^y(^) ->U^y(K)
est surjective.

Soit Y une partie close de ̂  et soit g : Y -> R une fonction concave {i,e. telle que
g[a + b) ̂  g{a) + g(b) pour a, b, a + b e Y), satisfaisant lorsque œ est dense à (Sch)
pour a e Y. Chaque demi-espace {x e A [ a{x — 9) + g{a) > 0} contient un quartier
ayant pour direction la chambre vectorielle associée à O4', et il en est de même de leur
intersection. On peut donc choisir une valuation de Chevalley-Steinberg x appartenant
à cette intersection et un nombre réel N eœÇK^) tels que

— a[x — <p) < g(a) < — a{x — <p) + N pour tout a e Y.

Posons /o(û) = g{a) pour a e Y et /o(fl) = — a{x — 9) + N pour a e 0 — Y. On
vérifie sans peine que f^ : 0 -> R est concave et satisfait à (Sch) lorsque œ est dense.
Soit f son optimisée. Pour tout a e Y, on a

^/,a = ^a,(^o)^(2a)) •
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Par suite, le schéma en groupes U^ y ne dépend pas du choix de x et de N. Nous le note-
rons U y. L'application produit est un isomorphisme II Ug^ sur Ug^xy.

' oE^nd

Posons Y' = 0 n (Y + Y), notons encore g la restriction de g à V et considérons
le schéma U^y/. Il résulte de ce qui précède que Ug ̂  est un sous-schéma en groupes
fermé de ÎÏ^, distingué car l'application commutateur envoie îtg ̂  X Ug^ dans U<^
quels que soient a, b e Y. Le schéma en groupes quotient 11̂ /11̂ ' existe et est iso-
morphe au schéma en groupes associé à un ^-module libre de type fini d'après 4.3.9.
Soit de plus h : Y -> R satisfaisant aux mêmes conditions que g. Supposons h ̂  g ;
l'identité de Uy se prolonge en un morphisme de schémas en groupes de U^ dans Ug^xp
(cf. 4.3.10 et 4.6.24), envoyant U^. dans Ug^., donc définissant par passage aux quo-
tients un homomorphisme de ÎI^y/ÎÏ^y dans U^y/ît^Y'. Si de plus h{a) == g{a) pour
tout a e Y — Y', alors ce dernier morphisme est un isomorphisme.

4.6.3. — Les groupes de points entiers ®^°(^) et ©/(^) sont étroitement liés aux
sous-groupes de G que nous avons associés à la fonction quasi-concave/au chapitre I,
6.4.2, dont nous reprenons les notations. Rappelons que U^ (resp. U^) est le sous-groupe
engendré par les U^ pour a e * (resp. a e ̂ ±), que N^ = Vf n N(K) et que
P^=HUp où HCT(K) est le noyau de l'homomorphisme v : N(K) -.WCAutA
(I, 6.2.11). Rappelons aussi que G1 = O'^o}) est le sous-groupe des t e G(K) tels
que œ(^(0)=o pour tout ^ e X^(G) (4.2.16).

On a vu (4.3.2 (i) et 4.3.5 (3)) que
(1) ÎI^(^) = U^ = U,^.U^) [a e*),

d'où par 3 .8 .3 (S 2) et I, 6.4.9 :
(2) 11^)=^.

D'autre part, on déduit de 4.4.18 (VII), compte tenu de l'isomorphisme de
^W 0 Q. avec la somme directe XK(G) ® Q, + X'(S) ® % (cf. 4.2.16), que
(3) ZÇffl} == Ker v n Ker 6 = H n G1 = H1.

On pose
(4) H° == Ï°(^), P; = H° U^C®;(^), P/1 = H1 VfCQfW,

(nous verrons en 4.6.7 que ces deux inclusions sont des égalités). Comme Vf C G,
on a P} = P. n G1, conformément aux conventions de 4.2.16. On pose enfin
(5) N^ = P; nN(K) == H°Np N^ = P/1 n N(K) = îî1^ = H1^,

(6) W, = ̂ ) = v(N^) = v(N^).

Notons que (malheureusement) on n'a pas en général N^ == N^ n G1 !

4.6.4. Proposition. — (i) G est un tore K-déployé maximal de ®^.

(ii) Ï° est le centralisateur de G dans (5^; autrement dit, 2° est le centralisateur de G dans ®^0.
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Soient IC et (Q les complétés respectifs de K et 0. Comme le changement de base
K -> K est conservateur, S est encore un tore Ê-déployé maximal de G. Si S (qui est un
tore K-déployé de ®^) n'était pas maximal, il existerait un entier n > dim S et une
immersion fermée ï ï : (Wuîi^ ->®/°. Vu [SGAD], Exp. XI, cor. 4.2, u se relève en
un ^-morphisme u : (Wult^ -^ (®^°)g et, vu [SGAD], Exp. IX, cor. 2.5 et cor. 6.6,
u est une immersion fermée. Mais alors Im ^g est un tore IC-déployé de G de dimen-
sion > dim S, ce qui est impossible. D'où (i).

Quant à l'assertion (ii) elle résulte aussitôt de la décomposition (Sy0 = Uy" X î° X U^
du voisinage ouvert C^ de la section unité, compte tenu de ce que le centralisateur d'un
sous-tore dans un schéma en groupes lisse connexe est lisse et connexe ([SGAD], Exp. XI,
cor. 5.3 et [2], n.i2).

Corollaire. — (i) Pour tout a e 0, le sous-groupe radiciel de ®^ associé à a est Vimage
canonique de Uy^.

(ii) Pour toute partie quasi-close TCO4', le sous-groupe unipotent de ®^ associé à Y
est limage canonique de U^y

C'est évident.

4.6.5. Proposition. — (i) ®̂ ° == ÏÏ^(K) .Œ^ = U^(^) .(Ç.

(ii) ®,=U;-(^).Œ,.

Gomme Œ^ est un voisinage ouvert de l'élément neutre, et que Uj~ î0 est un sous-
groupe fermé de ®^, on a

® °̂ = (^)-1.^0 == (Ujf- 2° HT-) . (il/- 2° U -̂) == U^-.C^.

Si K est infini, ll/^K) est dense dans U^ (qui est un K-espace vectoriel), d'où la
première égalité de (i). Si K est fini, il est parfait, le radical unipotent R de ®^ est défini
et déployé sur K et (S^.R == (^ (cf. i. i. n). D'après [4], 6.25, on a

®;/R=(U/-/(Rniî^))(K).(^/R).

Mais R étant unipotent connexe déployé, l'application canonique de It^K) dans
(U^'/R n ly") (K) est surjective, d'où encore la première égalité de (i). La seconde en
résulte, puisque l'application canonique de U^{0) dans lt^(K) est surjective (4.6.2).
Enfin (ii) est conséquence immédiate de (i) puisque par définition même on a (5f == Ï.®^.

4.6.6. Corollaire. — On a ® °̂ == U/-(^).(Ç et (Sf == U/-(^).^. Si K est infini
et si Z° (resp. 2) est étoffe (par exemple dans les cas (A) ou (B), ou dans le cas (C) si de plus K
est strictement hensélien), alors ®^ (resp. ®^) sont étoffes.

On voit en effet comme ci-dessus que G = (ÎI/^K-^^K et ̂ W est dense dans
(IÏ/^K puisque le schéma Uf~ est associé à un ^-module libre de type fini. D'où les deux
premières assertions. La dernière résulte alors de i. 7.

318



GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 127

4.6.7. Corollaire. — (i) ®^) = U^) ̂ {0) = U/- U -̂ U^ H° = P^ == U^ Vf- N^
^ ®/(fiQ -_U^) W =_®?(^) H1 = P^ = U^ U/- N/1.

(iï) ®,°(K) =®^).Ï°(K) ^ ®^(K) =®^).Ï(K).
(iii) Si l'application canonique 2 )̂ -> Î°(K) (resp. î(^) ->Ï(K)) ^ surjective

(ce qui est vrai dans les cas (A) et (B) ou si (9 est hensélien), alors l'application canonique
®^) -^®?(K) (resp. (Sf(ffl) -^®/(K)) est surjective.

Soit A:e®^) (resp. A:e®^)); vu 4.6.5 il existe y e U^(0) tel que le point
fermé de la section y~1 x appartienne à (^ (resp. CEy). Comme C? (resp. (L) est ouvert,
il en résulte quey"1^ est une section de Cç (resp. Êy) et l'on a ®?(^) = Ut{0) (î?(^)
(resp. ®/(^) = U/'^) ^fW)- Les autres égalités de (i) en résultent, compte tenu pour
les dernières de I, 6.4.9 (iii).

L'assertion (ii) résulte de 4.6.4 et de la surjectivité de l'application canonique
ÎI/,a(^) -^Aa^) et (iii) résulte trivialement de (ii).

4.6.8. — Si 3£ est un ^-schéma en groupes, notons ^(^P) le noyau de l'application
canonique de 3£(^) dans 3£(K). Avec cette notation :

Corollaire. — L'application produit est une bijection de ^"(ff^) x ^Ç^) X ^/^(ffO
{resp. ^-((P) X ̂ Q) X ̂ ((P)) sur ^{0) {resp. 1®^)).

On voit en effet comme ci-dessus que KS^) C C^(^) (resp. ^(ff) C (£.(^)).

4.6.9. — Rappelons qu'en I, 6.4.1, on a plongé le monoïde additif ordonné R
<^

dans un monoïde ordonné R, qui n'est autre que le monoïde additif des intervalles de R
de la forme [k, + oo[ ou ]k, + °°[ avec — oo < k ̂  + °°5 muni de l'ordre inverse de
l'inclusion : on identifie k e R avec l'intervalle fermé [k, + oo[. On note k + l'intervalle
ouvert ]k, + oo [ et oo l'intervalle vide.

Si g est une fonction sur 0 à valeurs dans R et si a e 0, on pose, comme en I,
6.4.23 :

^(fl) = êW si g{à) + g{— a) > o,
g\a) = g{a) + si g{a) + g(- a) ̂  o.

f^
4.6.10. Proposition. — (i) La fonction /* : 0 ->R ^ quasi-concave (au sens de I,

6.4.8;.
(ii) Po^r ^o^ û e <&, l'intersection du radical unipotent déployé R ûk ®° û^c Uy^(K)

^ l'image canonique 1^ du sous-groupe Uy*^ ̂  U^ = U (̂̂ ).
(iii) R(K) ^^ le sous-groupe de ®^(K) engendré par l'image canonique du sous-groupe

U^CU^ de (S^{(P) et le groupe des points rationnels sur K du radical unipotent déployé de Ï°.

Montrons tout d'abord que pour tout a e<&, la fonction/* satisfait à (QC i)^.
On peut pour cela se placer dans le groupe G^ engendré par U^, U_^ et T et supposer
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que * = = { ± a}. Si co est dense ou si a est non pluriel, alors/est concave (4.5.6)3 donc/*
est concave (I, 6.4.23) et satisfait à (QC i). Supposons œ discrète et a pluriel et repre-
nons la fonction concave/^ dont/est l'optimisée (4.5.5). Montrons que V optimisée (/"y
def* est égale à f optimisée (/i*)' def^ (définies comme en I, 6.4.10). Pour cela, distinguons
plusieurs cas :

a) Si f{a) +/(- a) > o et f{w) +/(- 20) > o, alors /=/* =/' =// et
A ̂  ̂ f\ d'où (/*)' ==// ^ (/;)' ̂  (/*)';

b) Si /(2û) +/(—2û) =o, alors /=/i (4.5-5);
^ Si /(2û) +/(— 2û) > o et /(fl) +/(— a) = o, alors l'extension L^ de L.2a est

ramifiée, /(± 20) = 2/(± a) + ^ (4.3-5). /i(± û) =/(± û) et /i(± 20) == 2/(± û); de
plus, /(û) e r^. On vérifie alors sans peine que

(/iT (± û) =/i(± û) + c =/(± a) + c = (/T (± ^)

(/T (± 2û) = 2/(± a) + . =/(± 2<z) = (/-)' (± 2û)

d'où notre assertion.
Comme/i est concave, il en est de même de/* (I, 6.4.23), son optimisée est quasi-

concave, donc/* est quasi-concave. Revenant au groupe G lui-même, ceci montre que/*
satisfait à (QC i)^ pour tout a e41.

De plus, d'après I, 6.4.23 et 27, il existe un sous-groupe X de H1 tel
que U .̂ _a XUy* ̂  soit un sous-groupe de G1 normalisé par U^ ^ et U^ -^. II en résulte
que J^ = iî/,-o(K) Ï°(K) L ^t un sous-groupe de ®,°(K).

Démontrons maintenant (ii). Ici encore on peut supposer G = = G ^ (1.1.11).
Nous ferons la démonstration dans le cas où a est pluriel, le cas non pluriel étant analogue
mais nettement plus simple. Soit q l'application canonique de (5^ sur son quotient par R
et soit Ç e \. Si y(^) =f= i, il résulte de l'existence de la donnée radicielle de ®? rappelée
en 1.1.13, des propriétés des données radicielles (axiomes (DR 4) et (DR 5) de I, 6. i. i)
et de la surjectivité de q : U^(K) -> ?.(U/,J (K) (cf- 1.1.12) qu'il existe Ç', ^" e U^_^ (K)
tels que q{^ ÇÇ") normalise q(G) et y induit la réflexion par rapport à a. Mais Ç' et Ç"
appartiennent au sous-groupe J^ introduit ci-dessus,

?(S' ÇÇ") e î(^_J (K) .?(ÏO) (K) .?(î^) (K)

et les propriétés de la décomposition de Bruhat de (®^/R) (K) associée à la donnée radi-
cielle de ®/°/R (I, 6. i. 15) entraînent alors que ?(Ç' ÇS") C y(2°), donc q^' ÇÇ") centralise
q (S), d'où une contradiction. Par suite

(i) I ,CU^(K)nR.

Reste à montrer que si Ç e lt/,a(K) et Ç ^ 1 ,̂ alors Ç ^ R. Vu la surjectivité de
l'application canonique H/,a(^) ~~^/.a(K), il existe A: elty^(^) d'image Ç, et A:^LL^.
Si x ^U^.U^^ (ce qui nécessite /*(û) >/(û), donc /(û) +/(— û) = o), on a,
avec les notations de 4 . 1 . 9 et 4.3.5, x == x^[u, v) avec u(u) =/(û) + y et u(u) == 2/(a).
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Les éléments x ' == x_^(uv~1^ v~°) et x" == x_a{uv~°, v~°) appartiennent alors à LL _^
et x ' x x " e®/°(^). Mais 4. i. n entraîne que x1xx" normalises et y induit la réflexion par
rapport à a. Par suite, l'image de x ' xx" dans ®^/R normalise q (S) et ne le centralise pas,
ce qui implique y(^) =t= i et Ç ^ R. Si maintenant A: eU^U^^, on se ramène
en le multipliant par un élément de Uy* ^ (ce qui d'après ( i) multiplie Ç par un élément
de R) au cas où x eV^^ et x ^U^j^o), ce qui nécessite f(2a) +/(-— 2û) == o.
On a alors x == A^(o, z/) avec û>(y) =f(2a) et l'on termine comme dans le premier cas
en considérant les éléments x ' = x" = ^_a(o, y~~°). Ceci achève la démonstration de (ii).

L'assertion (iii) résulte de (ii) puisque R est le produit de ses intersections avec
les Ïtf ̂  et d11 radical unipotent déployé de Ï° (1.1.11).

Enfin achevons la démonstration de (i). On a déjà vu que y* satisfait à (QC i)^
pour tout a e *. De plus, on vérifie aisément que U^ ^ contient le noyau de l'application
canonique lt/^(^) -^IÏ^(K), donc est l'image réciproque de 1̂  dans U^- Pour
toute partie positivement close Y de 0, le produit des 1̂  pour a e Y est un groupe (1.1.7);
il en est alors de même du produit des Uy* ^ pour a e T, d'où résulte facilement (QG 2).

4.6. il» Remarque. — Si K est infini (et l'on peut se ramener à ce cas par un chan-
gement de base conservateur étale), R(K) est dense dans R et 4.6.10 détermine complè-
tement R.

4.6.12. Corollaire. — (i) Le système de racines de ®^/R par rapport au tore Vi-déployé
maximal q(G) (identifié à G) est [^ensemble <D^ des a e$ telles que f{a) +./(— ^) == o.

(ii) ^application canonique de Aut A dans Aut V* induit un isomorphisme de W^ sur le
groupe de Weyl de 0< (opérant naturellement sur le sous-espace de V* engendré par Oy et trivialement
sur son supplémentaire orthogonal).

(iii) Supposons K séparablement clos et soit R' le radical unipotent de ®^. Le système de
racines du groupe réductif ®^/R' (défini sur la clôture algébrique de K) est l'ensemble O^1 des
éléments non multipliables de O^.

L'assertion (i) résulte de 4.6.10 et i. i. 11 ; (ii) résulte de I, 6.4.10 et (iii) de [7],
th. 3, compte tenu de ce que, lorsque K est séparablement clos, q(G) est un tore maximal
K-déployé.

4.6.13. Corollaire. — Soit Q° {resp. Q) le normalisateur de G dans ®^ (resp. ®/)«
Toute classe latérale de Q° {resp. QJ suivant Z0 (resp. Z) contient l'image canonique d'un élément
de N .̂

On sait en effet que Q° = Q°(K) .2° (1.1.15), d'où Q,=Q°(K).Ï, et que
Q°(K)/2°(K) ==Wf (1.1.13), d'où le corollaire puisque N^/H0 == W^.

On remarquera que le schéma des composantes connexes du normalisateur de G
dans ®^ n'est en général pas constant; sa fibre générique est le groupe de Weyl de 0 et
a fibre fermée celui de O^ (elle peut être réduite à l'élément neutre).
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4.6.14. Corollaire. — Soit a £ ̂ . Z^ sous-groupe radiciel V^ ûfc quotient quasi-réductif
?®0 A ®? (1.1.12) associé à a est YL-isomorphe à :

— { i } si a n O^ = 0 $
— !IL/K ÎÏbb ^z fl e O/ et 2a ^ <S>f {ce qui entraîne, lorsque a est pluriel, que Vextension

n, de L^ est ramifiée} $

— IÏL^K ÎIï^ si a ^ °/ ^ 2Û E ̂
— H(î^, Lao) C r̂ ̂  notation, voir 4. i .9) ji a et 2a e C^ (^ qui entraîne que l'exten-

sion L^ de L^ ̂  no7î ramifiée) et si l'extension résiduelle L^ de L^ ̂  séparable\
— IÏL /L ^^^ x HL /K ̂ ^ <yî fl ^ 2Û e ^)/ (^ î^^ entraîne que l'extension L^ ̂

L^ ^^ no7î ramifiée) et si l'extension résiduelle î^ ̂  L^ ^( inséparable.

La démonstration est facile et nous la laissons au lecteur.

4.6.15. Corollaire. — Supposons K séparablement clos. Alors ©^ est réductif si et seu-
lement si G est déployé sur K et s'il existe un point spécial x e A tel que f{a) == — a{x — y)
pour tout a e 0. Z^ schéma ®^ ̂  ûfor^ ^n schéma de Chevalley (3.2.13).

Rappelons que x e A est dit spécial si a{x — 9) e I\ pour tout a e * (I, 6.2.13).
Lorsque G est déployé sur K, cela signifie que x est une valuation de Chevalley, associée
à un système de Chevalley de G (4.2.1); le schéma de Chevalley correspondant est le
schéma ®? avec f(a) =f^a) = — a{x — 9) {a e 0) : le lecteur vérifiera que les deux
définitions sont identiques.

Supposons K séparablement clos; 4.6.12 (iii) entraîne alors que ® °̂ est réductif
si et seulement si dim ®^ = Card 0^ + dim 6, c'est-à-dire
(1) dim G == Gard <D^ + dim S.

Mais, d imG= S dim U^, + dim T et (i) est donc équivalente à l'ensemble des
, . ae*trois relations

(2) dim S == dim T,

(3) r̂ = ̂
(4) dim U^ = i pour tout a e *.

La relation (2) dit que G est déployé sur K et entraîne (4)3 et (3) dit alors que
(5) f{a) +/(— a) = = o pour tout a e 0.

Soit B une base de 0 et soit x le point de A défini par les relations a{x — 9) +f{a) = o
pour a e B. Comme / est optimale, on a f{a) e I\ pour tout a e B et x est un point
spécial de A (I, 6.2.14). Il résulte alors de I, 6.4.10 (i) que (5) équivaut à f=f^
ce qui achève la démonstration.

^ g 16. — Le schéma ®. et les autres notions que nous avons associées à/dépendent
bien entendu non seulement de la fonction /: 0 ->R mais aussi de la valuation de
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Chevalley-Steinberg (p que nous avons fixée en 4.2. Soit 9' •== <p + v une autre valuation
de Ghevalley-Steinberg ; notons par un indice supérieur gauche les notions attachées
à 9 ou à 9'. Comme a{v) e co(L^) pour tout a e 0 (4.2.10), on voit aussitôt que si,
k eR (resp. {k,f) eR2) satisfait aux conditions de 4 .3-2 (resp. 4.3.5), il en est de
même de k + a{v) (resp. {k + a{v),£ + 2û(z/))) et que

^fc = ^^.fc+aç.) si fl est non Pluriel,

^a.^) = ^(fc-^),/-^)) si û est P111^

d'où
(i) (p®/ = <p^ avec /'(û) =/(û) + û(9' - 9) pour a e <D.

Ceci nous permet d'étendre nos notations au cas d'une valuation 9' équipollente
à 9 quelconque, en prenant (i) comme définition. Nous dirons que les couples (9,/)
et (9'5y) sont équivalents.

4.6.17. — Le groupe N = N(K) opère par transport de structure sur l'ensemble
des couples {^, g) formés d'une valuation équipollente à 9 et d'une fonction g : O -> R
et cette opération est compatible avec la relation d'équivalence. Comme chaque classe
d'équivalence contient un et un seul élément de la forme (9,,?), on en déduit une loi
d'opération de N dans l'ensemble F des fonctions g : 0 -^ R et un calcul simple montre
que pour n e N et a e 0, on a
(i) {ri.g) {a) ^g^W.a) - a(v(n) .9 - 9).

D'une manière générale, si u est un automorphisme de l'espace affine A tel que ̂ u)
conserve 0, on définira u.g par
(i bis) {u.g) (a) ==^(^).û) -^.9-9) (ae0).

Le sous-groupe H de N opère alors trivialement sur F, d'où une loi d'opération
de \V == N/H dans F. Il est clair que l'automorphisme intérieur de G défini par n se
prolonge en un isomorphisme de ®^ sur ®^y, et d'une manière générale transforme tous
les objets que nous avons attachés à/en les analogues attachés à n.f. Par exemple, on a
nU, n~1 == U^, nN,° n~1 = N^, etc. Nous posons

^^{neNnG 1 ^ . /^ /}

W^ = v(N^) = N^/H1.

Il est immédiat, vu (i), que Wy1' ne contient pas de translation non triviale. L'appli-
cation canonique w -> vw de W sur le groupe de Weyl de O permet donc d'identifier W^
à un sous-groupe de ^W.

Le groupe N^ est contenu dans îîj, et en est un sous-groupe distingué : c'est à peu
près évident, du fait en particulier que l'automorphisme intérieur défini par un élément
de N? permute entre eux les sous-groupes U^ ^, mais cela résulte encore plus aisément
de I, 6.4.10 (i). Par suite, Wy est un sous-groupe distingué de WjL
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4.6.18. Proposition. — II existe un G-schéma en groupes lisse (Sj de fibre générique G,
contenant (̂  comme sous-schéma en groupes ouvert distinguée tel que N^ C ©^(^), que (SÎ = N^.®/
^ que ®^/®, ^ N /̂N .̂

Montrons tout d'abord un lemme, dont l'énoncé et la démonstration résultent
d'une discussion avec P. Deligne : ses observations nous ont permis de simplifier notre
texte original.

Lemme. — Soit X un Q-schêma en groupes, non nécessairement affine, plat et séparé
et soit Y un sous-groupe de 3£(K) tel que, pour tout y e Y, lî'automorphisme intérieur de 3£^ défini
par y se prolonge (dhine manière nécessairement unique) en un automorphisme de X, noté iy. Il existe

m O-schéma en groupes X non nécessairement affine, plat et séparé, de fibre générique XK?

contenant X comme sous-schéma en groupes ouvert distingué, tel que YCX(^) et que X == 3£.Y.

Soit Y' un système de représentants de Y/Y n X{(P) dans Y, contenant i. Pour
y E Y', soit Xy une copie de X (qui sera le translaté de X parj^). Notons x \-> Xy Pisomor-
phisme choisi de 3£ sur Xy et soit 3t le ^-schéma non nécessairement affine, mais plat,
obtenu en recollant les 3L pour y e Y' suivant les fibres génériques de la manière natu-
relle, c'est-à-dire en identifiant {Xy)^ à (^JK P^ l'isomorphisme x}->xy~lz. On
identifie 3Ê et ï^ et l'on identifie Xy à son image (ouverte) dans 3£.

Les applications

^X^^^y^)^)-1).'

de X X 3^ dans X^ (où y, z e Y' et où z ' est le représentant de jyz dans Y') se recollent
et définissent un morphisme de schémas 3£ x 3£ -> 3£, et l'on vérifie aisément que ce
morphisme est une loi de groupe sur JE, dont l'élément neutre est la section unité e de Xi,
dont l'application inverse s'obtient en recollant les morphismes Xy \-^ {iy-i(x~~1). (y^)~1)^
oùy est le représentant dey1 dans Y', qui induit sur 3£ == Xi la loi de groupe donnée et
qui fait de 3£ un sous-schéma en groupes ouvert distingué de 3£.

La seule chose qui nous reste à démontrer est que 3£ est séparé, ou encore que la
section unité est fermée ([DG], p. 165). Supposons le contraire; il existe alors y eY',
y 4= i tel que le point générique e^ de e ne soit pas fermé dans 3£y ou encore, puisque
e^ = (y1)^ tel quej"1 (considéré comme point fermé de la fibre générique de X)
ne soit pas fermé dans ï. Soit alors g l'adhérence schématique dey1 dans X et soit 3?o
un ouvert affine de gr tel que ^ n X 4= 0. Comme g, donc ^05 est P13-1 ( I • 2.6), l'algèbre
affine R de ^o s'injecte dans R ® K. D'autre part, on a R ® K = K puisque la fibre
générique de go (ou de g) est réduite au point y"i e3£(K). Mais, une sous-^-algèbre
de K est égale soit à 0, soit à K, et l'on ne peut pas avoir R == K puisque go n X =t= 0.
Donc, R === 6 et go est une section de X. Autrement dit y~1 e X(^) et y == i, d'où
une contradiction. Le lemme est démontré.
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4.6.19. — Du lemme précédent résulte l'existence d'un ^-schéma (Sj, a priori
non nécessairement affine, mais quasi-compact puisque Nj'/N.1 est fini et possédant les
autres propriétés requises, et notamment la lissité puisque ®. est lisse. Reste donc seu-
lement à démontrer que (Qj est affine.

Montrons tout d'abord que (5j est quasi-qffine (î,e. isomorphe à un ouvert quasi-
compact d'un schéma affine). Comme G)J est lisse, quasi-compact, séparé et à fibre géné-
rique affine, il suffit, d'après un théorème de M. Raynaud ([25], Th. X.io, p. 153),
de montrer que le centralisateur de (5 dans (ôj est quasi-affine. Nous allons même montrer
que ce centralisateur est contenu dans ®p donc est affine. Il suffit de faire voir que,
pour toute extension k de K et tout x e(Sj{k} centralisant (5, on a x e®y(è). Or on
peut écrire x ==jyx\ avec y eNj!" et x ' e®y(A); alors x ' normalise S et induit sur
X*(S) = X*(S) un élément de W^ (4.6.12). Mais x centralise (5; par suite, y induit sur G
un élément de Wp donc y e N^ et x e®^(À), ce qu'il fallait démontrer.

Un autre théorème de M. Raynaud ([25], prop. VII. 3.1, p. 117) entraîne alors
que le morphisme canonique de (Sj dans ®' == Spec Q\f&]\ muni de sa structure naturelle
de ^-schéma en groupes (affine) ([SGAD], Exp. VIg, 11.2, p. 396) est un isomorphisme
sur un sous-groupe ouvert de ®'. De plus, K[®'] = K® ^[®^] == K[®^], car on voit ^
aussitôt en considérant un recouvrement de (Sj par un nombre fini d'ouverts affines, que
pour tout / e K[®^], il existe a e Q tel que vf e ffl[(Sj]. Le lemme 2.2 .6 entraîne alors
que ®^ est affine (et par suite égal à ®').

La démonstration de 4.6.18 est achevée.

4.6.20. Remarques. — a) Si co est discrète, un théorème de Raynaud (non publié)
assure que tout ^-schéma en groupes séparé, plat, de type fini et de fibre générique affine,
est lui-même affine : cela rend 4.6.19 inutile dans ce cas.

b) Les schémas ®^ et ®y sont stables par changement de base conservateur étale, et
même par changement de base conservateur quelconque dans chacun des quatre cas (A)
à (D) de 4.6.1. Nous ignorons s'il en est toujours de même de ®^. C'est cependant
exact dans chacun des cas (A) et (B), ou si l'extension K de K est non ramifiée : il résulte
en effet de 4.4.17 que W^ reste alors stable.

4.6.21. — Soit W (resp. (^1) l'ensemble des sous-groupes de N^/N? (resp. N^/N.1).
Pour Y eW (resp. Y e^1), notons YN^ (resp. YN^) son image réciproque dans N1'
et posons Y© °̂ === YN^.®^° (resp. Y®^ = YN^.®^). Puisque ®^ est ouvert dans
®jî-=N^.©p on a ®^) = Nj ©^) et, vu 4.6.7 (i), (5^) = N^ ®^(^). La
proposition suivante en résulte aussitôt :

Proposition. — (i) ^application Y i-> Y®, est un isomorphisme ^ensembles ordonnés
(par V inclusion) de W1 sur V ensemble des sous-schémas en groupes ouverts de (Sj contenant ®y.

(ii) L'application Y \-> Y®^ est un isomorphisme d'ensembles ordonnés (par l'inclusion)
de W sur l'ensemble des sous-schémas en groupes ouverts ®' de (ô] tels que ®' = ©'(fi?) .©'°.
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Remarquons que si î == î(^). 2;° (par exemple si 3; est connexe, notamment
dans les cas (A) et (B) de 4.6. i, ou si (9 est strictement hensélien), alors ®^ == Z{0) .© °̂
et G)J = Nyî'.®^. Par suite, tout sous-schéma en groupes ouvert ©/ de ©t remplit la
condition de (ii), on a (Sj = (N^°) ®̂ ° et ©^ = (N;/N^) ®/°. Rappelons que
N /̂N,° ^ 3;(fi?)/î°(^) ^HVH0.

Corollaire. — *So^ § ̂ n (9-schéma en groupes lisse défibre générique G, tel que § == ̂ (^ . ̂ °
(condition automatiquement satisfaite si (9 est strictement hensélien). Supposons que l'injection canonique
^e (^K (r^- (Sy)K) ^Û7ZJ G ̂  prolonge en un isomorphisme de schémas de (Sy0 (resp. ^) sur
un sous-schéma ouvert de §. Alors, il existe un sous-groupe Y de N /̂N^ {resp. de Nj'/KL1) et un
seul tel que l'identité de G se prolonge en un isomorphisme de schémas en groupes de § sur Y®0

{resp. sur Y®y).

Cela résulte de 1.2.13 et 14.

4.6.22. — Supposons G déployé sur K et soit x un point spécial de A. Prenons
/ = fx, de sorte que ®̂ ° est le schéma de Ghevalley associé à x (4.6.15). Gomme 0^ == O,
l'image de W^ dans "W est "W tout entier et l'on a Wy?" == W^. Comme de plus î est
connexe, on voit que ®° = ®, === ®t

II en résulte que si § est un 0-schéma en groupes lisse défibre générique G, dont la compo-
sante neutre est un schéma de Chevalley, alors ^ = 0° : u suffit d'appliquer le corollaire pré-
cédent, après avoir éventuellement effectué le changement de base K ^^K, qui est
conservateur puisque K == K.

4.6.23. — Lorsque co est discrète, on peut dans tout ce qui précède supprimer
l'hypothèse que/est optimale : si /: 0 ->• R est une fonction quasi-concave quelconque,
on considère son optimisée/', qui est quasi-concave optimale. On a alors U^o == Uf a
pour tout a e4>, et on pose ®y == ®^, etc. On prendra toutefois garde que le système
de racines Oy == O^ n'est pas nécessairement l'ensemble des a e 0 telles que
/(fl) +/(~~ a) == °- Si/est concave, 0^ est l'ensemble des a e 0 telles que f{a) e 1̂
et que /(a) +/(— à) -== o.

4.6.24. Proposition. — Soit g : 0 -> R z/^ û r̂̂  fonction optimale quasi-concave,
satisfaisant à (Sch) lorsque œ ̂  ûf ĵ-^ ^ ^/fe y^ f^g'

(i) L'identité de G ̂  prolonge en un morphisme noté i? g {resp. if ) de ®° (r .̂ ® )
dans ® °̂ (r .̂ ®^).

(ii) Soit de plus Y (r .̂ Y') un sous-groupe de N /̂N/° (resp. Nj/N^). &• Y'I^CYN^
l'identité de G ̂  prolonge en un morphisme noté ij^' de Y' (S°g dans Y®0

Pour tout a e0, l'identité de U^ se prolonge en un morphisme de Ug ̂  dans Uf a
(4.3.10), d'où par produit un prolongement de l'identité de (S^ en un morphisme de
schémas de çç dans C^. Il suffit alors d'appliquer 1.2.13.

Remarquons d'une part que ISÇCN^0, puisque U^CUy, d'autre part que
O^C 0, : plus précisément, on a 0^ = [a e 0, |/(± û) = ^(± û)}.
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4.6.25. Proposition. — Gardons les notations de 4.6.24 et supposons de plus que O^ == <î>g.
(i) L'image par i^g du radical unipotent déployé de (S°g est contenue dans le radical unipotent

déployé de ®/°.
(ii) i^g définit par passage aux quotients un isomorphisme ̂ g du groupe quasi-réductif g®^

(cf. 1.1.12) sur <z®^.

On peut supposer K infini. Comme Oy = 0^, on a f* ̂  g* et (i) résulte aussitôt
de 4.6.10. De plus, i? est « l'identité » sur Ï0 et définit par passage aux quotients un
morphisme j\ de q(Vig^ dans ?(U^J (p0111* û e<&); on vérifie sans peine que j\ est un
isomorphisme (cf. 4.6.14)5 d'où (ii).

4.6.26» — Soit û une partie bornée non vide de l'appartement A. On lui fait cor-
respondre une fonction fç^ : 0 -> R en posant

f^a) == mf{k e R | a{x — <p) + k ^ o pour tout x e ii} (û e 0)

(I, y. i. i). C'est évidemment une fonction concave. Mais lorsque œ est dense, f^ ne satisfait
pas toujours à (Sch) (sauf si <o(K*) == R!) : si par exemple £î = {x}, alors ̂ Q ne vérifie
(Sch) que si a{x — 9) e 1̂  pour tout a e 0, ce qui entraîne que ^ est un point spécial
(et même hyperspécial : cf. [40], i . io .2 , p. 36). Jusqu'à 4.6.31, toutes les parties de A
notées Q, (affecté éventuellement d'indices ou d'accents) sont supposées telles que, lorsque œ est dense,
/o satisfasse à (Sch). Vu I, 7.4.9, cette propriété ne dépend que de Q en tant que partie
de ^ et non de l'appartement A 30 choisi.

L'optimisée f^ de f^ satisfait donc aux conditions imposées à f en 4.6. i et nous
pouvons considérer les schémas ®y^, ... et les sous-groupes U^, ... que nous noterons
plus simplement ©Q, ... et UQ, . .. (en conformité avec I, 7.1, à une exception près,
due à des raisons typographiques : le groupe que nous notons désormais N^ n'est pas celui
noté ainsi en I, 4.1.4 et 7.3.9, mais l'intersection de ce dernier avec G1).

En I, 7. i . 8, nous avons noté NQ le fixateur de Q dans N. Le groupe NQ = NQ n G1

contient NQ et est contenu dans N^. On pose
®o=Y®^ avec Y = N^/N^.

4.6.27. — La fonction^ (et tout ce qui lui est associé) ne dépend que de Y enclos cf(0)
de 0. (I, 7.1.2), qui est l'intersection des racines affines {x e A | a{x — 9) -{-fçi[ci) ^ 0}
pour a e O.

Si QCQ', alors /o^/o, et l'on peut appliquer 4.6.24 et 25. On pose
^Q.Q' == ^/o» etc*

4.6.28. Proposition. — (i) P^ = ®o(^) est le fixateur de 0. dans G1 et P^ == ®à(^)
en est un sous-groupe, que l'on appelle le fixateur connexe de û.

(ii) Si Q. est close (i.e. égale à son enclos cfÇQ.)}, alors ®^(^) = N^.P^ est le stabi-
lisateur de t2 dans G1.

(iii) ®^(<5) permute transitivement les appartements de I contenant f2.
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Vu I, 7.4.9 et la relation PQ ^= UQ N^ de I, 7. i . 8, le sous-groupe UQ permute
transitivement les appartements contenant D. Comme UQC®^(^), l'assertion (iii)
en résulte.

D'autre part, on a ®^) == N^ P^ == P^ n G1 donc (i) résulte de I, 7.4.4.
Enfin, si ti est close, N^ (qui est par définition le stabilisateur de/o dans G1) stabilise t2;
inversement, si g e G1 stabilise û, il existe ^ e UQ tel que ̂  stabilise A et gu eN^,
d'où (ii).

4.6.29. Corollaire. — (i) Si Q, est close, alors Q. est exactement l'ensemble des points fixes
de ®^(^) dans l'appartement A (1).

(ii). Si ct{û) ^ û', alors ®^) ^ ®à'(^).
(iii) Si cf(û) + ^(Q'), alors ®^ + ®^.

Soit x e A, x ^rf(û); d'après I, 7.4.5, il existe u eU^C®^^) ne fixant pas x,
d'où (i). Les assertions (ii) et (iii) résultent de (i).

4.6.30. — Reprenons les notations de 4.2.12, posons 0.' ==j(Q), soit S" un tore
K'-déployé maximal de G', soit A" l'appartement de ^ ' associé à S" et supposons
Q'CA". Alors û' satisfait aux conditions voulues pour que l'on puisse définir les
schémas ®Q,, etc. à partir du triple (K', G', S") etj se prolonge en un o-isomorphisme
du ^-schéma en groupes ®^ (resp. ®Q, ®Q, ®^) sur le ^'-schéma en groupes ®Q°
(resp. ®^, ®Q. , ©QÎ) : quitte à multiplier à droite j par l'automorphisme intérieur de G
défini par un élément de ®^(^), on peut, vu (4.6.28) (iii), supposer que A" ==^'(A),
ou encore S" ==J*(S), et l'assertion est évidente par transport de structure.

En particulier, les schémas ®^, ®Q, ®Q et ®^ ne dépendent que de Q. en tant que partie
de ^ et non du choix de V appartement A contenant û.

Il en est de même des morphismes ^ Q., etc.
Il s'ensuit que l'on peut définir les schémas ®^, etc. pour toute partie bornée Q

de l'immeuble ^ telle qu'il existe un appartement contenant û, et notamment les
schémas ®^, . . . pour tout x e^ (sous la condition (Sch) dans le cas dense).

4.6.31» Proposition. — Supposons K séparablement clos et soit § un (9-schéma en groupes
lisse de fibre générique G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) La fibre fermée fQ est réductiue;

b) La fibre fermée ^ est réductive connexe,

c ) G est déployé sur K et il existe un point spécial (2) x e ̂  tel que ^ ̂  ®^;

d) G est déployé sur K et § est un schéma de Chevalley.

(1) Pour un meilleur résultat, voir 5.1.39.
(2) Le. un point de ^ qui est spécial dans un appartement le contenant, et l'est alors dans tout apparte-
le contenant.ment le contenant.
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On a vu (cf. la démonstration de 4.6.15) que c ) et d ) sont équivalentes (même si K
n'est pas séparablement clos) et entraînent b) donc a ) . Il suffit de montrer que b) entraîne
d ) , car on saura alors que a) entraîne que ^° est un schéma de Ghevalley, d'où § = ^°
(4.6.22). Or, soit 0' l'hensélisé de <P, qui est strictement hensélien. D'après [SGAD],
Exp. XIX, 6.1, §^ possède un sous-schéma dont les fibres sont des tores maximaux
déployés. Donc, G est déployé sur K' = hK., et, comme le changement de base K -> ̂ K.
est conservateur, G est déployé sur K. De plus, le théorème d'unicité de Demazure
([SGAD], Exp. XXIII, cor. 5.2) entraîne que j^ est un schéma de Ghevalley. Il existe
donc un point spécial x de l'immeuble ^ ' de G '̂ tel que l'identité de G se prolonge en
un ^'-morphisme de ̂  sur ®^°. Mais on a vu que l'injection canonique de ^ dans ^ '
est surjective (4.2.25). Donc, x est un point spécial de ^ et ®^° = (®2)^. Il ne reste
qu'à invoquer 1.2.4 pour conclure que § ̂  ®^.

4.6.32. Proposition. — Supposons co discrète et G simplement connexe. Si 0. est contenue

dans une facette F de A, alors ®^ == ©^ == ®Q = ®^ ^ ®o(^) ̂  û la fois le fixateur et le
stabilisateur de Q dans G.

En effet, d'une part 2: est connexe et G == G1, d'où H° -= H1 == H; d'autre part,
W = v(N) est le groupe de Weyl affine de A (4.2.22) et il résulte des propriétés bien
connues des groupes de Weyl affines (cf. [NB] Lie V, § 3, prop. i) que W^ = WQ = WQ,
d'où N ^ = N ^ = N ^ .

4.6.33. Théorème. — Supposons œ discrète. Soit F une facette de ^ et soit ^(F) l'étoile
de F dans le complexe polysimplicial ̂ , c''est-à-dire l'ensemble des facettes F' de ^ telles que F C F',
ordonnée par la relation F' C F".

(i) Inapplication F' l->^(F') = Im i^ p. est un isomorphisme d^ ensembles ordonnés de ̂ (F)
sur l'ensemble des Vi-sous-groupes pseudo-paraboliques de ®^ ordonné par la relation opposée à
r inclusion (1).

(ii) pÇF') (K) est le produit de l'image canonique de ®^(<P) par Ï°(K).
(iii) L'image réciproque de ^(F') (K) dans ®^) est égale à ®^(^).

On peut supposer F C A. Gomme les murs de A contenant F sont les hyperplans
{a {x — 9) +Yp(û) =0} pour a e Op, il existe une chambre G de A et une seule telle
que F CC et que CC{a{x — 9) +f-p{a) > 0} pour tout a e <S)^ = O4' n Op- Soit B
la base de Op correspondant au système de racines positives Op'. Pour J C B, notons Oj
l'ensemble des a e Op qui sont combinaisons linéaires d'éléments de J et Fj la facette
de A caractérisée par les relations F C F j C G e t J = { a e B \f^{a) ==fyÇà)}.

L'application J \-> Fj est une bijection de ^(B) sur l'ensemble des facettes F'
telles que FCF 'CG, et l'on a O^ == Oj.

(1) Rappelons que si K est parfait, les sous-groupes pseudo-paraboliques ne sont autres que les sous-groupes
paraboliques.
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On a /y ^/pj ^/Fj est inférieure à l'optimisée de/p*. Il résulte alors de 4.6.10
que l'image p(Fj) de î^pj contient le radical unipotent déployé R de ®p. Elle contient aussi 2°
et,\oi 4.6.5, son image dans le quotient quasi-réductif ®p/R est engendrée par l'image
de 2° et les sous-groupes radiciels de ©p/R correspondants à Op" u Oj. Il est alors immé-
diat que j&(Fj) est le K-sous-groupe pseudo-parabolique standard associé à J ( i . i. 14).

De plus, d'une part toute facette F' e J^(F) est transformée d'une facette Fj par
un élément de ©p^) (car ©p^) permute transitivement les appartements contenant F
(4.6.28) et Wp permute transitivement les chambres de A contenant F dans leur adhé-
rence), d'autre part tout K-sous-groupe pseudo-parabolique de ®p est conjugué d'un j&(Fj)
par un élément de ®p(K) image d'un élément de ®p(^) (cela résulte de i. i. 14, compte
tenu de 4.6.7 (ii)). Donc p est une application surjective de ^"(F) sur l'ensemble des K-sous-
groupes pseudo-paraboliques de ®p.

Démontrons (ii). Supposons tout d'abord F' == G. On a p{C) == Up'.^.R et
l'application produit est un isomorphisme de variétés de Up" x (Up n R) x 3? sur^(C).
Or Up=ltc", i î pnR==i î ^ et /ç ̂  (/;)' d'où (iii) lorsque F'= G. Si main-
tenant F '=Fj , onji ^(FjnK^=^(C)(K).Nj^(C)(K), où Nj est le sous-groupe
du normalisateur de G dans ®p(K) image réciproque du sous-groupe de Wp engendré
par les réflexions par rapport aux éléments de J. Mais Nj est égal au produit de Ï°(K)
par l'image de Npj, d'où (ii) lorsque F' = Fj. Le cas général en résulte par conjugaison.

Démontrons (iii). Il résulte de 4.6.8 que le noyau de l'application canonique
de ®^((P) dans ®S.(K) est contenu dans ®^(^). Compte tenu de (ii), il suffit donc de
montrer que, si l'image canonique x dans ®^(K) d'un élément x de ®^) appartient
à ^(K), alors x est aussi l'image canonique d'un élément de ®^(ff'). Or, on a x = uvn,
avec ^eUp '3 v e Up" et n e Np (4.6.7 (i)). Considérons l'application canonique q
de ®p sur son quotient quasi-réductif ®^/R. On a q{v) q(n) == q(u)~1 q{x) et il résulte
donc de la décomposition de Bruhat de (®^/R) (K) que q{n) = q(x) (et que
9W = S^) == i ) - ^r suite, q(n) centralise q{G). Comme le groupe de Weyl de ®^/R
est Wp == N^/H° ( i . i. 13 et 4.6.13), on en déduit que n e H° = 2:°(^). Mais l'appli-
cation produit de Up" X Up X î0 dans ®ï1 ^t injective, donc la relation x= u.v.n
entraîne x = n, c'est-à-dire que x est bien l'image d'un élément de 3;°(^) C©^(^).

Enfin, (iii) entraîne que p est injective, ce qui achève la démonstration de (i) et
du théorème.

4.6.34. Corollaire. — Soit de plus Y un sous-groupe de N /̂NS,. Pour toute facette
F' e ̂ (F), le normalisateur de p(F) dansY(S°y(K) est le produit par Z°(K) de l9 image de Y'^.{O),
où Y' == (YNg, n N^)/N^, et Y' ®^(^) en est l'image réciproque dans Y®^).

^Soit A'eYfê^K) normalisant pÇFj). Les deux tores K-déployés maximaux G
et xGx~1 de^(Fj) sont conjugués par un élément y e^(Fj) (K) ([7]) et vu l'assertion (ii)
du théorème, on peut prendre^ dans l'image de ®^(^). On est donc ramené au cas
où A: normalise ©. Mais alors x eYN^.Ï°(K), d'où résulte aisément le corollaire.
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4.6.35. — L'application p[-^p{K) est une bijection de Pensemble des K-sous-
groupes pseudo-paraboliques de ©^ sur l'ensemble des sous-groupes paraboliques du
système de Tits associé à la donnée radicielle de (5^(K) ( i . i. 14). Le théorème précédent
montre que, si l'on munit l'étoile -^(F) de la facette F d'une structure de complexe sim-
plicial abstrait en prenant comme relation de face la relation F'CF", l'application
F' [->?(¥') (K) est un isomorphisme de ^(F) sur l'immeuble combinatoire ^p ^ ce système de
Tits ([37]), compatible avec les actions de ®^(^) sur ^(F) et de ®^(K) sur ^p. De
plus, à l'ensemble des facettes F' e J^(F) contenues dans l'appartement A correspond
l'ensemble des K-sous-groupes pseudo-paraboliques contenant G, donc formant un
appartement de ^p. Par conjugaison, on voit que les images réciproques des appartements
de <^p sont les ensembles de facettes de ^(F) contenues dans un même appartement de ^.

4.6.36. — Lorsque œ est dense, le théorème 4.6.33 n'est évidemment plus valable,
ne serait-ce que parce que les facettes F sont alors des germes de parties (I, 7.2) et que
les schémas (5p n'existent pas en général. On va cependant en donner un substitut.
Jusqu'à la fin de 4.6, nous supposons o dense et le lecteur qui ne s'intéresse qu'au cas des
valuations discrètes peut passer directement au paragraphe suivant.

Par hypothèse, l'extension K de K est non ramifiée (1.6.1 c ) ) . Par suite,
r^ = ^(K^) = F pour tout a e O, sauf lorsque 2a e 0, cas où F^ = Ya + F, avec Ya
défini comme en 4.3.5. On a 2Ya e F. Si a et b sont multipliables et appartiennent à la
même composante irréductible de 0, alors y^ == Y& (4. i. 17). Si a, é et a + b e 0, on a
(i) r;+r,=r^.

En effet, si a est non multipliable, alors b et a 4- b sont simultanément multipliables
ou non multipliables et dans le premier cas on a Y a + & = Y&5 sl a est multipliable et si b
est non multipliable (resp. multipliable), alors a + b est multipliable (resp. non
multipliable) et ^ = Ya+6 (^P- Ta = ï&)-

II en résulte que pour toute partie Q de A, le système de racines OQ, qui est l'en-
semble des a e <I> pour lesquelles il existe k e F^ avec Q C {x e A | a{x — 9) + k == o},
est un sous-système clos de 0.

D'autre part, si F est une facette de A, et a e O, on notefp{a) la borne inférieure
n^

dans l'ensemble ordonné R des^(a) pour Q décrivant le filtre F (I, 7 .2 .1 et 6). On obtient
ainsi une fonction concave fp : 0 —> R. Le système de racines $p == 0. associé est
l'ensemble des a e 0 telles que ^(û) e F^ et que fp{a) -}-fy{— a) = o.

4.6.37. Lemme. — *So^ X une partie bornée (quelconque) de A, ou une facette de A,
et soit Yx r ensemble des a e <I> ^/fc ̂  ./x^) G ^'a- ^°^ ̂  ̂  groupe des automorphismes affines
de A conservant O ^ fc système de racines affines de A ^ stabilisant X. 77 m'ĵ  T] > o ^ que
pour tout e ûzw o < s < T], on puisse trouver une fonction concave f: 0 —> R satisfaisant à (Sch)
^ ÛMA: relations suivantes :

ûj u.f ==f pour tout u e E;
^ y(û) ==f^(a) pour toute a eYx?
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c ) fxW + 1- s </(a) <fxW + s pour toute a e 0 — Yx;

^ <!>/ = <I>x.

Une telle fonction f est appelée un e-épaississement de X.
Soient « e S et a e O. Posons é = <^) (û). Si k e 1 ,̂ le transformé par M

de la racine affine [x eA | û(^ — 9) + k ^ 0} est le demi-espace fermé
—1

{^ e A | b{x — y) + û(^((p) — 9) + k ^ o},

qui est donc aussi une racine affine. Il s'ensuit que

(1) û(t<(y) - 9) e r^ - r^ pour û e < p , M e 3 e t é = ̂ ) (û).

D'autre part, vu 4.6.17 (i bis) (généralisé aux fonctions à valeurs dans R), on a

(2) u.f^a) =/xW - ̂ (?) - <P),

et par transport de structure ou par calcul explicite, on voit que

(3) ^-/x =/x P°ur tout u e 3.

De (i), (2) et (3) résulte aussitôt que

(4) WTO-yx et ^(Ox)-^.

Démontrons alors le lemme lorsque X est la partie réduite à un point x de A. Dans ce
cas, la fonction/x est la fonction linéaire f^ : a h» — a{x — y), donc Y^; coïncide avec $3;
et est un sous-système clos de 0. De plus, soient a e $, b e Y^ telles que û + é e O
et soit A eR. Vu 4.6.36 (i) et la linéarité dej^,

(5) LW + h E F, équivaut à /,(û + b) + h e F ,̂.

De même, si U E O , u e S et A e R, (i), (2) et (3) entraînent que
(6) /.(û) + A e F, équivaut à f,{b) + h e F, avec b == <^) (û).

Considérons alors la plus petite relation d'équivalence ̂  sur 0 telle que <(l^) (û) ̂  a
pour û e O, ^ e S et que a + b r^ b dès que a e T,, è, û + b e O. Comme Tg est
clos et stable par E, c'est une réunion de classes d'équivalence suivant <^. On voit alors,
grâce à (5) et (6), que, pour tout s > o, on peut choisir une famille (sj^eo de nombres
réels possédant les propriétés suivantes :

(7) ^a est constante sur les classes d'équivalence suivant /^;

(8) f^a) + £a e ^a P0™ tout a e $;

(9) ^a= ° P0111' tout a e ̂ 5

(10) - s < ŝ  < s pour a e 0 — T^.

La fonction f définie par f{a) =f^{a) + ̂  j^r a e 0 est alors un e-épaississement de {x}.
En effet, il est clair que/satisfait à (Sch), que u.f=f pour tout u e S, que f{a) =^f^a)
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pour a e T, et que f^a) + -1 s </(fl) </^(û) + s pour a e O — T,, d'où aussi <^ = <D,.

Reste à montrer que/est concave. On a évidemment /(a) +/(— a) 2^ (a) +/c(— a) ^ o
pour tout a e O. Soient a, b e 0 telles que a + ^ e ̂  î on a

/(^ + b) =f(a) +/(&)+ s,,., - s, - s,

et il suffit de montrer que e^+b^ ç'a+ ^b- O^ si ^ ^ e ̂ 5 alors a + b e T, (qui
est clos) et ^ = e^ == e^.^ = o. Si û e Y^ et è ^ T,, alors ^ = o et ^ = s^^
d'après (7). Enfin, si ni a ni è n'appartiennent à V^, on a s^ + e^ > e > s^.^ d'après (10)
et (9). Par suites/est bien concave et le lemme est démontré dans le cas X = {x}.

Supposons maintenant que X soit \me facette F de A. Soient x le centre de F, D sa
direction (I, 7.2.4 et 5) et Op l'ensemble des a e 0 strictement négatives sur D. On a
<DDC<^==T, et, d'après I, 7.2.6,

,, , ifxW si Û^OD.f^a) = <
\f^a) + si ûed )^ ,

d'où Yp = <Rp — OD • ^olt £ ̂  °- Choisissons un s-épaississement g de A: et un nombre

réel s' e F tel que e' < s et que î e < e' < inf{g{a) —f^d) \ a e 0 — TJ. Posons

h{a) ==fs{a) si a ^ 0^ et ^(a) ^fxW + s' si û eO^- Comme O^ ^t clos et/a; linéaire,
la fonction h : 0 -> R est concave. Enfin, posons /= sup(^, A), c'est-à-dire /(û) = g{a)
si û ^OD et fW =fx{a) + e si û £$D- Alors, / est concave, satisfait à (Sch), est
invariante por tout u e 3 (car^(D) == D puisque u stabilise F, d'où ^u) (O^) == ^a)?
et /(a) •== g{a) =f^a) =f^a) pour tout a e Yp == 0^ — (D^- Si û e î) — 0^, on a

/F^) + ̂  s =/,(û) + ̂  < ̂ (^) =/(û) <Ud) + s ==/p(û) + s,

et, si û e Op ,

f^a) + ̂  == (/,(a) + ̂ s) + </.M + s' =/(a) </,(^) + s </p(û) + s,

ce qui achève de montrer que / est un s-épaississement de F.
Remarquons que dans ces deux premiers cas on peut prendre T] arbitraire.
Enfin, supposons que X soit une partie bornée Q de A. On peut supposer 0, close :

c'est alors un polyèdre convexe fermé et l'ensemble Y de ses points extrémaux est fini.
On a /Q == sup/y. Pour a e O, notons Y^ l'ensemble des y eY tels que f^a) =fy(a)

yeY
et posons T) = in{{f^{a) —fy{a) \a e O e t j / e Y — Y^}. Alors T] > o. Soit s e R
avec o < s < T] et choisissons pour chaque y e Y un s-épaississement gy dey de telle sorte
que si u e S l'on ait u.gy = g^, ce qui est évidemment possible puisque u(Y) = Y
et que, pour y e Y, chaque s-épaississement de {y} est invariant par le stabilisateur dey
dans 3. Posons / == sup g et montrons que / est un s-épaississement de Î2. La fonction /

yev
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est concave, satisfait à (Sch) et est invariante par tout u e S. Soit a e 0; comme s < r\y
on a

(II) êyW <fyW + s </o(^) pour tout ̂  c Y - Y,.

Soitj/eY,. Si a eY^, alors a e Y, et gy{a) =f^a) =f^a), d'où

(^ fW=M^ pour^eY^.

Si û ^ Y^, alors a ^ Yy, on a /^û) + I- e < gy{a) <fy{a) + s, ce qui, joint à (i i),
donne 2

^S) /o(û) +^<f{a)<f^a) + £ p o u r û e O - Y ^ .

Enfin, (12) et (13) entraînent que 0^ = 0^, ce qui achève la démonstration du lemme.

4.6.38. Remarques. — i) Si Q est une partie de A et si/^ satisfait à (Sch), tout
épaississement de û est égal à/o.

2) Soient 0. et 0.' deux parties bornées de A telles que ÛCtT, d'où f^ ̂ f^.
Soit 8 le plus petit de ceux des nombres f^(a) —f^d) qui sont strictement positifs.
Alors on voit aisément que tout e-épaississement / de Q avec s < 8 est inférieur à tout
2s-épaississement f de Q'.

De même, si F et F' sont deux facettes de A telles que F C F' (ce qui entraîne que F
et F' ont même centre et que DCD', d'où OD^0!)^ alors pour tout s > o, tout
s-épaississement / de F est inférieur à tout 22-épaississement /' de F'.

Dans chacun de ces deux cas, on obtient donc un morphisme i? y de ®it dans
®/°(4.6.24).

4 • 6 • 39- — I1 est ^2ilr que la famille E = E(X) des épaississements de X est filtrante
décroissante : si 2e < e', un e-épaississement est inférieur à un s'-épaississement. On en
déduit donc un système inductif filtrant croissant de schémas ((®/°)/eE, (î/0g\ ges f<. )? ^ont

nous nous garderons de considérer la limite inductive.
Soit/eE; on a O/= Ox (4-6.37 ^). d'où W^ = Wx et N,° == Nx, et/est

invariante par tout u e NX (4-6.37 a}), d'où N^DNx. Soit alors Y un sous-groupe
de N^/NxCN^/Ny0; les schémas Y®,0 forment eux aussi un système inductif filtrant
croissant. Si X est une partie close ou une facette, on montre aisément que N^ = N^
pour tout e-épaississement/avec e assez petit, d'où également unSystème inductif filtrant
croissant de schémas (SÎ.

Notons Px le sous-groupe engendré par Ux (ou encore par les V^ ^ ^ pour a e O)
et l'image réciproque de Y dans Nx. Si Y == NJ^/N^ (resp. Nx/N^), ^lors Px est le
stabilisateur Px (resp. le fixateur Px) de X dans G1 (I, 7.4.4) ; si Y = {i}, alors Px est
le sous-groupe Ux H0, que nous notons P^ et appelons le fixateur connexe de X (cf. 4.6.28).

4.6.40. Proposition. — (i) Le groupe Ux est réunion filtrante croissante des Uy pour
/eE(X).
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(ii) Pour tout sous-groupe Y de N /̂N ,̂ le groupe Px est réunion croissante des sous-groupes
Y®^(6?) pour yeE(X). En particulier^ le fixateur connexe P^ est réunion filtrante croissante
des^[0) pour /eE(X).

Il est immédiat que (i) entraîne (ii). Pour prouver (i), il suffit de montrer que,
pour tout a e 0, le groupe U^ ^ est réunion des Uy^ pour ^eE, ce qui est évident

/^/
puisque f^{a) (resp.^(2û)) est la borne inférieure dans R des f[a) (resp.y*(2û)) pour
/6E.

4.6.41. — Soit y (resp. g ) un s-épaississement (resp. un s'-épaississement) de X,
avec 2s'< s, d'où g ̂ f, et considérons le morphisme h == i^ de ®^ dans ®^. On
voit aisément que h est l'identité sur Ï0 et que les restrictions h^ : Uy ̂  -^U^a pour
a e <fr sont données par les règles suivantes :

— si a n OCYxî alors ^a est l'identité;
— si a n TX = ^5 alors ^ est le morphisme trivial;
— reste le cas où a est pluriel, a ^ Yx et 2a e ̂ x (i^tons que si a e Tx» alors 2fl e Yx

puisque l'extension L^DLg^ est non ramifiée). On a alors

f{20) ==/x(^) = 2/xW < 2/(^ - e

et l'on vérifie sans peine que le groupe Uy ^ est produit direct de U2a,/(2o) ^ IÏL^/K^^^
par l'image canonique de Ua,(/(a),2f(o))î image qui est isomorphe à IÏL/K^^ et sur

laquelle G opère par la racine a. De plus h^ est l'identité sur ltaa,f(2a) et est trivial
sur l'image de iî^^a))-

En considérant les « grosses cellules » S^ et Œ^, on voit que h est séparable et que
l'application produit est un isomorphisme de variétés du produit des Ker h^ pour a e Ï
sur le noyau Q,̂  de h.

Il en résulte que 0 — Yx est ^os ^ans ®? (au sens ^e [7]? ou quasi-clos au sens
de [4] généralisé au cas non réductif) et que Q,̂  est le sous-groupe unipotent déployé
(®?)(^_^) â880^ à 0 — Y x (^ cl^ ou i - i - 6 ) . Il est donc indépendant du choix
de g; on peut le noter Q^. La détermination des A^ donnée ci-dessus montre que A(Q^) C Q^
et qu'on obtient par passage aux quotients un isomorphisme de ©^/Q^ sur ®^/Q^ (rappelons
que y est un s-épaississement de X et g un e'-épaississement de X, avec 2s' < e).

Autrement dit, du système inductif des ®^ pour f e E, on déduit par passage aux
fibres fermées, par restriction à un système cofinal convenable et par passage aux quo-
tients par les noyaux des morphismes de transition, un système inductif trivial de groupes
algébriques ©?/Qr; ce système admet évidemment une limite inductive que nous notons ®x,
isomorphe à tous les ®^/Q,/, et que nous appelons le V^-groupe algébrique connexe attaché
à X. Vu 4.6.39, les applications canoniques des ®^ dans ®^ définissent une application
dite canonique de P^ dans ®^(K) et l'on a ®^(K) = Im P^.Ï°(K) (4.6.7).

Notons qu'il résulte aussi directement de 4.6.25 que les quotients qaasi-réductifs
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g®^ sont isomorphes et s'identifient naturellement à 3®^. Leur système de racines est Oy
et 4.6.12 se généralise aussitôt.

Les mêmes considérations appliquées au système inductif des ®^. (resp. des ©t)
permettent de définir le K-groupe algébrique ®x (resp. ©x).

4.6.42. Proposition. — Soit a un automorphisme de K conservant œ et soit j un a-auto-
morphisme de G. Notons encore j P automorphisme correspondant de l'immeuble ^(4.2.12). Soit X
comme en 4.6.37 et supposons que j\X) == X. Il existe 8 > o tel que pour tout z-épaississement f
de X avec s < 8, V automorphisme j de G se prolonge en un a-automorphisme du ff-schéma
^ (resp. ®p®^).

D'après I, 7.4.9, il existe g e Ux tel que j(A) == g . A. L'application x^g-1^^)
conserve A et y induit un élément u eS (4.6.37) qui conserve tout épaississement /
de X. Par transport de structure, il en résulte que le a-automorphisme y^ g~lj[y) g
de G se prolonge en un o-automorphisme de ®^ (resp. ®p ©t). D'autre part, 4.6.40
entraîne qu'il existe 8 > o et un 28-épaississement fo de X tel que g e U. . Mais alors
g eU^C®^) pour tout s-épaississement / de X avec s < 8, d'où la proposition.

4.6.43. Corollaire. — Le K-groupe algébrique ®x (resp. ®x, ®x) attaché à X ne dépend
que de X comme partie de l'immeuble J et non de l'appartement A choisi pour le construire.

Plus précisément, si A' est un autre appartement contenant X, les systèmes inductifs
de schémas associés aux épaississements de X dans A et dans A' respectivement sont
cofinaux.

4.6.44. — Si XCX', la remarque 4.6.38 (2) fournit un K-homomorphisme dit
canonique et noté i^ x' de ®x. dans ®x ? V11 est compatible avec l'application d'inclusion
P^-PX.

4.6.45. Proposition. — Quitte à y remplacer ©^(fi?) par P^, le théorème 4.6.33 et les
assertions de 4.6.35 restent valables lorsque œ est dense.

Nous laisserons au lecteur le soin d'adapter les démonstrations données plus haut
de ces résultats, ainsi d'ailleurs que l'énoncé et la preuve de 4.6.34.
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§ 5. DESCENTE ÉTALE

5.1. Descente de rimmeuble.

On conserve les hypothèses et notations précédentes. Cependant, on désigne par y
un point quelconque de l'appartement A et non plus nécessairement une valuation de
Chevalley-Steinberg.

De plus, on suppose que K est strictement hensélien (c'est-à-dire hensélien à corps résiduel
séparablement clos) et l'on donne un sous-corps hensélien K^ de K, dont K soit une
extension étale (autrement dit, K est l'hensélisé strict de K^). Alors K (resp. K) est
une extension algébrique galoisienne de K^ (resp. du corps résiduel K^ de K^). On
note (9^ l'anneau de valuation de K^ et 2 le groupe de Galois GaUK/K^) : il s'identifie
canoniquement à GalÇK/K^).

On suppose de plus que le groupe réductif connexe G est défini sur K^. On note S^ un
tore K^-déployé maximal de G et l'on suppose que le tore K-déployé maximal S de G
contient S11, ce qui est évidemment loisible (bien entendu, S n'est pas a priori défini sur
K^ : voir cependant 5.1.12). On note Z le centralisateur de S^ dans G. Pour a e 0,
on note cfi la restriction de a à S^. On note Oo l'ensemble des a e $ telles que cfi = o
et 0^ l'ensemble des cfi pour a e 0 et cfi =)= o. On sait que O^ est le système de racines
de G suivant S13. Pour b e O^, on note O6 l'ensemble des a e 0 telles que cfi == b ou 2b
(on prendra garde que cette notation n9 est pas celle de I, 9.1.1). C'est une partie posi-
tivement close de 0; on note U^ le sous-groupe unipotent associé à O6. Il est défini
sur K^ et est le sous-groupe radiciel associé à la racine b de G suivant S^.

5.1.1. — Inversement, partons d'un corps value K4 hensélien et prenons pour K
son hensélisé strict. Soit H un groupe algébrique réductif connexe défini sur K.^ et
prenons G === H^. Alors les hypothèses précédentes sont satisfaites si et seulement si

a) H est quasi-déployé sur K;
b) H est déployé sur une extension admissible de K;
c ) le schéma canonique de fibre générique T possède un lissifié.

Si œ est discrète, la condition a) entraîne b) (i .6. i f ) ) et c ) (4.6) (rappelons aussi
que, lorsque <x) est dense, c ) résulte de a) et b) dès que H est déployé sur K, ou si H est
simplement connexe ou adjoint). Si de plus K^ est parfait, alors a) est satisfaite d'après
un résultat bien connu de Steinberg ([32] et [3], 8.6). Nous serons amenés plus loin
à faire une hypothèse supplémentaire (DE) (5. i .5), mais nous verrons qu'elle est auto-
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matiquement satisfaite lorsque co est discrète. Par suite, tous les résultats de ce paragraphe
sont applicables à n'importe quel groupe réductif connexe défini sur un corps hensélien pour une
valuation discrète^ à corps résiduel parfait.

5.1.2. — Soit b e$^; posons U^ = U^K^). On sait que (Z(K^), (U^ç^)
est une donnée radicielle génératrice de type d^ dans G13 = G{K^) (I, 6.1.3 c } ) ,
qui est compatible avec la donnée radicielle (T(K), (U^K)^^) de G(K) au sens de I,
§ 9. En effet, les conditions (DDR i) de 9. i .9 (et même (DDR i bis) de 9. i. 13), (DDR 2)
de 9.1.10 et (DDR 3) ^9.2.9 sont satisfaites en prenant pour V13 le sous-espace vectoriel
de V défini comme ceci : l'espace V des translations de A est le dual du sous-espace
vectoriel V* engendré par 0 dans X*(S) ®R (4. i .2), l'application qui à un caractère
de S associe sa restriction à S^ définit une application linéaire surjective u de V* sur
le sous-espace vectoriel (V^)* engendré par 0^ dans X^S^^R et V^ est l'image
du dual de (V11)118 par l'application linéaire injective transposée de u. On identifiera
dans la suite chacun des deux espaces V^ et (V^)* au dual de l'autre. On vérifie sans
peine que V^ = v(S^(K)) ® R.

Le but principal de ce paragraphe est de démontrer que, moyennant une condition
supplémentaire toujours satisfaite lorsque œ est discrète, on peut choisir S et la valuation
<p e A de G(K) de telle sorte que cp se descende à G^ au sens de I, § 9, et définisse donc
une valuation de la donnée radicielle de G^, d'où un immeuble, etc.

5.1.3. — Soit Si un tore K^-déployé de G contenu dans S et soit Zi le centra-
lisateur de Si. C'est le sous-groupe de G engendré par T et les U^ pour a décrivant le
système de racines Oi formé des a e O nulles sur Si. Il est défini sur K^, quasi-déployé
sur K, déployé sur K et admet T comme tore maximal. On peut donc le substituer
à G dans tous les résultats des paragraphes précédents et considérer en particulier son
immeuble -^(Zi). De plus, on peut lui appliquer les résultats de I, 7.6 (voir aussi 4.2.17
et 18). Posons J^ == Zi(K).A : c'est la réunion des appartements de ^ associés aux
tores K-déployés maximaux de G contenant Si, puisque ces tores sont les tores K-déployés
maximaux de Zi, ou encore les conjugués de S par les éléments de Zi(K). On a montré
(I, 7.6.4) qu'il existe une application n (notée îc dans I, 7.6) et une seule de J^g sur ^(Z^)
commutant avec les actions de Z(K) et telle que, pour toute valuation 9 e A, l'image 7r(<p)
est la valuation de la donnée radicielle (T, (UJ^ç^) de Zi obtenue par restriction de 9.
De plus (loc. cit.) l'image réciproque par n d'un appartement (resp. d'une racine affine)
de -^(Zi) est un appartement (resp. racine affine) de ^ et pour tout x e A, l'image
réciproque L^ == •nr^Tr^)) est un sous-espace affine de A, dont la direction est l'inter-
section des noyaux des a e Oi. En particulier, L, est stable par v(Si(K)). Si F est une
facette de ^ contenue dans J^, il existe une facette F' de J^(Zi) telle que FCTT'^F').
Par suite, si Fi et Fg sont deux facettes de ^ contenues dans ^g , il existe un appartement
A ' = = ^ . A (avec zeZ^K)) contenant Si(K).Fi et Si(K).F21.
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5.1.4. — Le groupe de Galois S === GalÇK/K^) opère sur l'immeuble ^ de G
(4.2.12). On note ̂  l'ensemble des points fixes de S dans ̂ . C'est une partie convexe
de ^, stable par G^ : autrement dit, la condition (DI i) de I, 9.2.1 est satisfaite.

Pour tout appartement A' de ,̂ il existe un sous-groupe distingué S' d'indice fini dans S
laissant fixes tous les points de A'. En effet, le tore K-déployé maximal correspondant à A'
est défini et déployé sur une extension galoisienne finie K^ de K11 contenue dans K,
le groupe G est quasi-déployé sur Ki et il suffit de prendre 2' == Gal(K/K.i) (cf. 4.2.24).
En particulier, V orbite sous S de tout point de 1 est finie et l'image de S dans Isom ^ est
bornée. Il en résulte (I, 3.2, I, 8.2) que si M est une partie convexe de ^ stable par S,
alors S possède un point fixe appartenant à l'adhérence de M dans le complété ^ de ^.
Si ù) est discrète, ^ est complet et ce point appartient à ̂ ; prenant M = «^3 on voit
que <^ est non vide.

5.1.5. — Bien entendu, S opère également sur l'immeuble ^(Z) de Z et l'appli-
cation canonique de ^^ (qui est évidemment invariant par S comme réunion des
appartements associés aux tores K-déployés maximaux contenant S^) sur -^(Z) est
compatible avec les actions de S. De ce qui précède, résulte que si <o est discrète, la
condition suivante est satisfaite :

(DE) Le groupe de Galois S = Gal(K/K11) a un point fixe dans l^immeuble -^(Z) du
centralisateur Z de S^.

5.1.6. — Lorsque o est dense, nous ignorons si (DE) est toujours satisfaite ou
non (1). Cependant :

Proposition. — Supposons l^une des deux conditions suivantes satisfaites :

a) Le complété de K11 est maximalement complet;
b) II existe une sous-extension galoisienne K.i de K, de degré 2^ telle que G soit quasi-

déployé sur KI.

Alors, la condition (DE) est satisfaite.

Dans le cas a), notons K.i une sous-extension galoisienne de degré fini de K telle
que G soit quasi-déployé sur K.i. Dans les deux cas, la plus petite extension K^ de K^
déployant G est contenue dans K et est donc une extension univalente de K^. De même,
Z est quasi-déployé sur K^ et déployé sur K.i, ce qui permet de parler de l'immeuble ̂ i(Z)
de ZK . Nous avons vu (4.2.24) que ^i(Z) s'identifie canoniquement à une partie
de <^(Z) formée de points invariants par le groupe de Galois Gal(K/Ki) et sur laquelle
l'action de S sur J^(Z) induit l'action naturelle de Si = Gal(Ki/K11).

(1) La démonstration d'existence de points fixes du groupe de Galois dans l'immeuble donnée dans [27] est
insuffisante, comme nous l'a indiqué G. Rousseau lui-même : le corollaire i .2.9, p. 1.17, sur lequel elle repose, est
non démontré et probablement inexact.
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Dans le cas a), le complété de K.i est maximalement complet, comme extension
de degré fini d'un corps maximalement complet, et l'immeuble e/i(Z) est complet
(I, 7.5-5). d'où (DE) (cf. 5.1.4).

Dans le cas b), montrons par récurrence sur n que S^ a un point fixe dans ^\(Z).
C'est évident si n = o. Si n > o, S^ possède un sous-groupe distingué 2^ d'indice 2.
En remplaçant K^ par le corps des invariants de S^ et appliquant l'hypothèse de récur-
rence, on voit que l'ensemble M des points de ^(Z) invariants par 2^ est non vide.
Mais Si opère sur M par l'intermédiaire de son quotient S^/2^ d'ordre 2 et si x e M,
le milieu du segment joignant x à son transformé par l'élément non trivial de S^/S^
est fixe par S^, c.q.f.d.

5.1.7. — Désormais, nous supposons la condition (DE) satisfaite. Il en résulte aussitôt
que 2 a un point fixe dans ^^\ : si x est un point fixe de 2 dans c^(Z), l'image réci-
proque TT"'1^) est un sous-espace affine d'un appartement de ^3 elle est invariante par S
et 2 y opère par automorphismes affines par l'intermédiaire d'un quotient fini (5. i .4)3
donc y possède un point fixe.

5.1.8. — Soit ® un ^-schéma en groupes lisse de fibre générique G^, d'algèbre
affine ^[®] C K[G] == K^K^G], Faisons opérer le groupe de Galois S de manière
naturelle sur K[G] et sur G(K). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) ^[®] est invariante par 2;
b) ® provient par le changement de base 0^ -> (9 d'un 6^-schéma en groupes

lisse ©l1 de fibre générique G.

C'est évident par descente étale : l'algèbre affine [̂©1;1] n'est autre que l'ensemble
des points fixes de S dans ^[®]. Notons que si co est discrète ou plus généralement si
® satisfait à la condition (ET i) de 1.7.2, alors (Q\fS\ = {fe K[G] |/(®(^)) C 0}
(puisque 0 est strictement hensélien (1.7.6)) et a) est équivalente à

c ) ®(^) est invariant par 2.

5.1.9. — Ceci s'applique en particulier aux schémas (Sf de 4.6. Notamment,
soit ii une partie bornée d'un appartement de ^r, satisfaisant lorsque œ est dense à la
condition de 4.6.26. Si 0. est invariante par 2, il résulte de 4.6.30 que ^[®^] est inva-
riante par S, donc que ®^ provient par changement de base d'un 6^-schéma. Il en est
de même des schémas ®^, ®^ et ®^.

En particulier, si co est discrète, à toute facette F de ^ invariante par S est canoniquement
associé un (9^-schéma en groupes lisse connexe ®^ de fibre générique G tel que ®^, = (®^)^.
Si co est dense, les schémas ®^ n'existent plus en général, mais il résulte de 4.6.42
(compte tenu de 5. i .4) que pour toute facette F de ^ invariante par 2, contenue dans un appar-
tement A', il existe 8> o tel que, pour tout z-épaississement f de F dans A' avec e < S, le
(P-schéma ®^ soit invariant par S et provienne donc d^un 0^-schéma ®?^. On voit de même que
le groupe algébrique ®^, attaché à F (4.6.40) est « défini sur K^ ».
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Notons aussi que si S'est un tore défini sur K11 et déployé sur K et si S' est le ^-schéma
canonique de fibre générique S', alors (3' provient par changement de base d'un
fi^-schéma en groupes lisse dont la fibre générique est canoniquement K^-isomorphe
à S'. Ce 6^-schéma est appelé le ^"schéma canonique de fibre générique S' et est noté ©/N.
C'est d'ailleurs celui défini en 4.4.

On se permettra parfois de supprimer les exposants Iq dans ces notations.

5 . 1 . ïo. Proposition. — Soit F une facette de ^ invariante par 2, soit A' un appartement
contenant F et soit S' le tore K-dépiqyé maximal de G associé à A'. On se donne de plus l'un des
deux objets suivants :

a) Un sous-tore Si de S', défini sur K^ et K^-déployé;
b) Un sous-tore ^-déployé S? de ®^.

Alors, il existe un tore K-déployé maximal S" de G, défini sur K^ tel que F est contenue
dans l^ appartement A" associé à S" et que

— dans le cas a). S" contient S^;
— dans le cas b), le 0^-schéma canonique S" de fibre générique S" possède un sous-schéma fermé

en tores déployés dont Ï'image canonique dans ©^ est S^.

Soit ©^ le fi^-schéma en groupes lisse défini comme suit : si co est discrète, on prend
©^ = ®^; si œ est dense, on prend ©lq = ®^, où/ est un s-épaississement de F dans A'
tel que ®^ soit invariant par S. Soit ©' le ^-schéma canonique de fibre générique S'.
C'est un sous-schéma fermé de ((S^.

Dans le cas a), soit S^ le ^-schéma canonique de fibre générique S^ et soit u
l'immersion fermée de (©{% dans G' prolongeant l'inclusion de Sj dans S'.

Dans le cas b), définissons un K-isomorphisme u de G^ sur un sous-tore K^-déployé
de ®^ de la manière suivante : si co est discrète, u est l'identité; si œ est dense, l'isomor-
phisme canonique de ©{Ï/Q^ sur ®^ (4.6.41) permet, puisque Q^ est unipotent, de
remonter ©^ en un tore K^-déployé de ©^ autrement dit de choisir un K^-isomorphisme u
de G^ sur un tore K^-déployé de ©bl tel que le composé de u et de l'homomorphisme
canonique de ©^ sur ©^ soit l'identité.

La fibre fermée ©' est un tore K-déployé maximal de (©^K (4-6.4) donc un
tore maximal puisque K est séparablement clos. Soit S" un tore maximal défini sur K^
de ©ll contenant z7(©^), et soit ge(S^(K) tel que Q" == g.G^g~1 et appartenant
dans le cas a) au centralisateur de Q^. Des résultats de Grothendieck sur l'existence
et la lissité du schéma des homomorphismes d'un schéma en groupes de type multi-
plicatif et de type fini dans un schéma en groupes (affine) lisse ([SGAD], Exp. XI,
cor. 4.2), on déduit d'une part qu'il existe un sous-fi^-schéma en groupes fermé S"
de ®^, isomorphe à 9JhiIf avec r = dim ©" = dim ©' = dim S, de fibre fermée S",
d'autre part que g se relève en un élément g e®^) C P ,̂ (4.6.7 et 4.6.40) tel que
G" == g . G ' ' g ~ 1 et qui appartient au centralisateur de ©^ dans le cas a) (rappelons
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que ce centralisateur est lisse). Alors, la fibre générique S" ==g'S\g~1 est un tore
K-déployé maximal de G, défini sur K11, et F = ^.F appartient à l'appartement ^.A'
associé à S". De plus, S" 3 Si dans le cas a). Dans le cas b ) , le même théorème de
Grothendieck permet de relever un K^-isomorphisme v : 9JluIf -> ^(©j?) en un
fi^-morphisme v : SHuIf -> S" qui est une immersion fermée puisque v en est une
([SGAD], Exp. IX, 2.5 et 6.6). Le sous-fi^-schéma de Q" image de v possède alors
les propriétés requises, ce qui achève la démonstration de la proposition.

5 . 1 . il. Corollaire. — Soit F une facette de A invariante par 2. Uimage canonique de G^
dans ®^ est un tore K^-déployé maximal de ®^.

5.1.12. Corollaire. — II existe un tore ^.-déployé maximal de G; défini sur K^ et contenant
le tore Y^-iéployé maximal S^.

Prenons pour F une facette invariante par S contenue dans \^^ (5.1.7); elle
est alors contenue dans un appartement A' associé à un tore K-déployé maximal S'
contenant S^ (5.1.3) et il suffit d'appliquer 5.1.10 a), avec S^ = S11.

5.1.13. Lemme. — Soit S' un tore Y^-déployé maximal de G, défini sur K11, d^ appar-
tement associé A', et soit S^ le sous-tore V^-déployé maximal de S'.

(i) U ensemble Au = A' n ̂ u des points de A' invariants par S est un sous-espace
affine non vide.

(ii) Au est l'enveloppe convexe de Si(K) ,x pour tout x e Au et dim Au == dim S^/S^ n G,
où G est le centre de G.

Quitte à remplacer G par G/G, on peut supposer que G == {i}. L'appartement A'
est invariant par S, qui y opère via un groupe fini d'automorphismes affines (5.1.4),
d'où (i). Soit 0' le système de racines de G suivant S' et V l'espace vectoriel des trans-
lations de A'. Gomme 0' engendre un sous-module d'indice fini de X*(S'), le tore S^
est la composante neutre de l'intersection des noyaux (dans S) des caractères a° — a pour
a 6 0' et G e S. Mais le sous-espace Vu des invariants de S dans V est lui aussi l'inter-
section des noyaux des û ° — a (cette fois-ci dans V!) et (ii) en résulte (cf. 4.2.7).

5 . 1 . i4. Proposition. — Soit S' un tore ^.-déployé maximal de G, défini sur K.^ et soit Sj
le sous-tore V^-déployê maximal de S'.

Soit F une facette de V appartement A' associé à S', rencontrant Au == A' n <^u. On
suppose que V image de ©i dans ©^ en est un tore K^-déployé maximal et qu^il Sexiste pas de
facette F' 4= F rencontrant Au telle que FC F' (p. ex. que dim F est la plus grande possible).
Alors :

(i) F n Ju = F n Au est ouvert (cf. I, 7 . 2 .1 ) dans Au et Au est le plus petit sous-
espace affine de A' contenant F n A^ ;

(ii) F n^est contenue dans F'adhérence d^ aucune facette F' 4= F rencontrant ^u ;
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(iii) Pour tout appartement A" contenant F, l9 intersection F n ̂  ^ ouverte dans
A"nA^;

(iv) Po r̂ ^?^ appartement A" contenant A^y on a A" n ̂  = A^.

L'assertion (i) est immédiate. Pour démontrer (ii), reprenons les notations de
4.6.33 et 4.6.45. Gomme l'extension K de K^ est séparable, les K^-sous-groupes
pseudo-paraboliques de ®^ sont les K-sous-groupes pseudo-paraboliques invariants
par S, c'est-à-dire les images par p des facettes F' e J^(F) invariantes par S. Or,
comme S^ est un tore K^-déployé maximal de ®^, tout K^-sous-groupe pseudo-
parabolique de ®^. est conjugué d'un K^-sous-groupe pseudo-parabolique contenant ©i,
donc contenant le centralisateur de ©i et a fortiori contenant S', donc image d'une
facette F' e -^(F) invariante par S et contenue dans A'. Mais il résulte de (i) qu'une
telle facette est égale à F. On en conclut que p{'F) = ®^ est l'unique K^-sous-groupe
pseudo-parabolique de ®j. et que F est l'unique élément de <^(F) rencontrant ^, ce
qu'il fallait démontrer.

L'assertion (iii) résulte alors de (ii) et de I, 9 . 2 . 5 (iii), en y prenant M = A" n ̂ ,
et (iv) résulte de I, 9 .2 .6 (ii).

5. i. 15. — Désormais, nous supposons, ce qui est loisible vu 5.1.12, que le tore K.-déplqyé
maximal S contenant S4 est défini sur K^. Il en est alors de même de T et les schémas S,
2 et î0 proviennent par changement de base de 6^-schémas en groupes. De plus,
Ab = <A n A est alors un sous-espace affine non vide de A (5.1.13) : autrement dit,
la condition (DI 2) de I, 9.2. i est satisfaite. La direction de A^ est l'espace des invariants
de S dans V, c'est-à-dire le sous-espace V^ introduit en 5. i .2, ce qui est conforme aux
notations de I, § 9 (9.2.8).

De plus, nous supposons désormais que la valuation <p appartient à A^ (on prendra garde
que l'on ne peut pas en général supposer simultanément que 9 e A^ et que 9 est une
valuation de Chevalley-Steinberg : il est aisé de donner des exemples où A^ ne contient
même aucun point spécial de A). La famille des ensembles de valeurs (F^ç^ est alors
invariante par S en ce sens que F^) = F^ pour tous a e <1> et a e S. En effet, si
k e F^, l'image par a de la racine affine a^ ̂  = {x e A | a{x — 9) + k ̂  0} est encore
une racine affine, qui est [x eA | a{a) {x — 9) + k ̂  o}, d'où k e F^. De plus,
on a

(i) Uo^-^wj-
5.1.16. — Rappelons (4.2.2 et I, 9.1.6) que la famille 9^ = (y^eofcl est

définie comme suit. Soit b eO4; on a posé
$6 = {a e 0 | a^ == b ou a^ = 2&}.

C'est une partie positivement close de O, invariante par S. Pour tout k e R, l'ensemble

u^= n u^. _n u,^
aet»,^^ ae<^(paq=26
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est un sous-groupe de U^(K) (I, 9.1.5). On pose
<p^) = sup{A eR | u e U^} (^ G U,(K)),
U^ = U,,, n U,(K^) = { ^ e U,(K^) | 9^) ^ yfe},
r^ =9S(U,(K^) -{i}),

^/ ={?^) |^U,(K^) -{1} et q^) =sup^U^))},
(Cf. I, 6 .2 .2) .

5.1.17. Lemme. — »SW^ L une extension galoisienne finie de K^ contenue dans K,
d'anneau de valuation (9^, de groupe de Galois 5^ et soit M un O^-module libre de type fini.

(i) Pour toute loi d'opération de 2^ dans M ^& que, pour CT e S^, l'application m \-> m0

soit un a-automorphisme de M, on a ?(2^ M) = {0} quel que soit q ^ i.
(ii) 5'o^ les mêmes hypothèses, on a H^S^, GL(M)) = { i}.
(111) Soit X le Q^-schéma en groupes canoniquement associé à M, muni de la loi d'opération

canonique de 9Jlutt dans M. Supposons donnée une loi d'opération (o, x) H- x° de S^ dans X ^fe
ç^, ̂ r tout a, l'application x h> x° soit un a-automorphisme de X et (t.x)0 == ^.A;° ^r
^ e 9îlult ^^ x e X. ^forj, X, m^ ûf^ <:̂  (fe^A; foîj d'opération, est isomorphe au 0^-schéma en
groupes obtenu par changement de base Q^ -> 0^ à partir du Q^-schéma en groupes 3^ associé à
un (Démodule libre de type fini M^ muni de la loi d'opération canonique de SOÎutt et de la loi d'opé-
ration canonique de 2^ sur (X^.

_ Soit e e 0^, d'image e e L telle que {e0)^^ soit une base normale de L sur
KA Alors, (e°)^^ est une base de ^ sur ^ et det Çe^)^ç^ e ̂ . II en résulte
aussitôt que l'ensemble M^ des points fixes de 2^ dans M est un ^-module libre de
type fini et que l'application canonique de Q^ ® M^ dans M est un isomorphisme de
^L-modules transformant l'action naturelle de 5^ en l'action donnée sur M.

Pour démontrer (i), il suffit alors de montrer que ?(5^, ̂ ) = {0} pour q> î,
ce qui résulte de ce que le S^-module Q^ est un module induit ([28], p. 158) puisque
(^°)oeSL en est une base.

Démontrons (ii). Ici aussi, il suffit de montrer que H^S^ GL^(^)) = = { 1 } et
pour cela de recopier la démonstration de Cartier (voir [28], p. 159) de l'assertion
analogue dans le cas des corps, en remarquant que des vecteurs y^, ...,^ forment
une base de ^ si et seulement si leurs images dans L" en forment une base.

Enfin, (iii) résulte de (ii) par descente galoisienne, puisque le groupe des auto-
morphismes de X muni de la loi d'opération de Wuît s'identifie canoniquement à GL(M).

5. i. 18. Proposition. — Soit a e <D. Notons 2^ le stabilisateur de a dans S, K^ le corps
des invariants de \ et Q^ l'anneau de valuation de K^. Soit k e 1 .̂

(i) Les ^schémas en groupes U^, U^ et ^a^^îk proviennent par changement
de base de 0 ̂ "schémas en groupes dont le schéma sous-jacent est associé à un O^module libre de type fini.

(ii) L'application canonique U^(^) -> (U^/U^) (KJ est surjective.
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L'assertion (i) résulte du lemme 5.1.17 (iii), compte tenu de 5.1.15 (i) et
4.4.19 (i) et (2). Comme ?(2^ U^W) =={0} (5.1.17 (i)) et que l'application
canonique ll^(^) -> (U^/U^a/c) W est surjective (4.3.7), l'application canonique
^a,kW -> Wa,kl^2a,2k) W est surjective, d'où (ii) puisque U^/U^^ est lisse et ^
hensélien.

5.1.19. Proposition. — Soient b e O4 et k eR. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) A e l f ;
(ii) il existe a e O telle que c^ = b et k e 1^.

Dire que A e 1̂ ' signifie qu'il existe u e U^ tel que

(i) ^ n (u,^.u^). n u,,,,.
aeo^-ô aeo^'" 26

C'est impossible si (ii) n'est pas satisfaite, puisqu'on a alors U^ = H» f c + - U & , ^ pour
tout o e O 6 telle que a^ = b. Donc (i) implique (ii).

Réciproquement, soit a e O tel que a^ == b et ^ e F^. Identifions U^Vi^^
au schéma en groupes associé à un ^-module libre de type fini M. Il résulte de la cons-
truction même du schéma U^ (4.3.2 et 4.3.5) que l'image canonique I de
va,k+v2a,2kc^a,kW dans Wa,kl^2a,2k) (K) == M 0 K CSt UU SOUS-K-CSpace VCC-

toriel de M ® K distinct de M®K, évidemment invariant par S^. Par suite,
(Ua, kl^k) (KJ + I et il résulte de 5. i. 18 (ii) qu'il existe v e U^ ̂ ) = U^ ^ n G(KJ
tel que y^U^^.U^g^.

Posons x == II y° (compte tenu de ce que y° == y pour CT e SJ. Consi-
o G S/S^

dérons l'ensemble Y des éléments de O de la forme a{a) + cr'(û) avec (T, cr' e 2. C'est
une partie positivement close de 0 et la fonction g sur Y constante égale à 2k est concave
et satisfait à (Sch) lorsque œ est dense (4.6.36 (i)) . D'après 4.6.2, on peut donc consi-
dérer le schéma 3£ = ÎÏ^y, qui est associé à un ^-module libre de type fini. Le
schéma X est invariant par S et le tore (5^ opère sur X par la racine non nulle 26; on
en déduit aussitôt en utilisant 5.1.17 (iii) que X provient d'un schéma X^ associé à
un ^-module libre de type fini et 5.1.17 (i) entraîne que H^S, 3£(^)) =={o}. Or,
le groupe des commutateurs du sous-groupe engendré par les LI^) ̂  pour or e S est
contenu dans le produit des U^+^^, c'est-à-dire dans X(^). Il en résulte que
l'application a \-> x~1 x° est un i-cocycle à valeurs dans X(^) et il existe donc y e 3£(0)
tel que u == xy e G(K^). Alors, u e U^ et u satisfait à (i). Par saite, (ii) implique (i).

5.1.20. Théorème. — (i) Toute valuation 9 eA^ se descend à G(K11); autrement dit,
la famille ^ définie en 5 . 1 . 1 6 est une valuation de la donnée radicielle (Z(K^), (U^)^ç^) de
G(K^) {cf. I, 9.1.i i).

(ii) Soit 9 e A^ et soit ̂  l'immeuble de G(K^) défini par ç11. L'application ^ \-> ̂
est une bijection de A4 sur l'appartement A^ == ̂  + V11 de ^.
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(iïi) Identifions ainsi A^ à l'appartement A^. Les racines affines de A^ sont les intersections
avec A4 des racines affines de A associées à des racines a e 0 — cDç, c'est-à-dire non nulles sur V11.

Démontrons (i). Il suffit de vérifier que les hypothèses du théorème 9.2.10 du
chapitre I sont satisfaites. Or, nous avons vu successivement qu'il en est ainsi des condi-
tions (DDRi), (DDR2) et (DDR 3) (en 5.1.2), (DI i) (en 5.1.4), (DI 2) (en 5.1.15)
et (Dis) (en 5.1.14 (ii) en prenant S == S' et S4 == Si). Enfin, (DV i) est l'hypo-
thèse 9 e Ab et (DV 2) résulte de 5.1.19.

L'assertion (ii) est évidente, puisque A^. = 9 + V11 (5. i. 13 et 15). Quant à (iii),
c'est une autre formulation de 5.1.19.

Remarques. — i) Nous avons fait depuis le début de 4.6 l'hypothèse que le schéma
canonique de fibre générique T admet un lissifié (cf. 5.1.1 c ) ) y hypothèse qui est tou-
jours vérifiée lorsque G est simplement connexe ou adjoint, ou lorsque co est discrète.
En réalité, le théorème précédent reste vrai même si Von supprime cette hypothèse : il suffit de
considérer le morphisme canonique de G dans le groupe adjoint ad G (cf. 4.2.14 et 15).

Il en est de même des résultats ci-dessous concernant l'immeuble ^ (5.1.21
à 28), qui est le même pour G et ad G.

2) Supposons G quasi-déployé sur K11, et soit K.^ la plus petite extension de K11

contenue dans K et déployant G. On a K = K(K^) et l'on vérifie immédiatement
que K.^ est une extension admissible de K11, de sorte que l'on peut appliquer 4.2. Les
valuations ^ de la donnée radicielle de G(K^) {pour <p e A^.) sont les mêmes que celles intro-
duites en 4.2 (c'est-à-dire les valuations équipollentes à une valuation de Ghevalley-
Steinberg), et l'immeuble ^ est le même que celui de 4.2. Gela résulte de 4.2.9 et de la
proposition 5.1.23 ci-dessous, mais peut aussi se voir directement. Considérons un
système de Chevalley-Steinberg C^ de G sur K11 relativement à S. Il définit canoni-
quement par extension des scalaires un système de Ghevalley-Steinberg G de G sur K.
Soit Ç' la valuation de Chevalley de G(K) correspondant à G. Alors, d'une part ^ se
descend en une valuation de Ghevalley-Steinberg 9 de G(K) invariante par S, donc
en une valuation (p^ de 0(1 )̂ au sens du théorème précédent, d'autre part en la
valuation de Chevalley ̂  de G(K^) correspondant à G11. Par transitivité de la descente
(cf. I, 9.1.12 b}), il en résulte que (p^ s'obtient par descente de ̂  et est la valuation
de Chevalley-Steinberg de G(K^) correspondant à C^.

5 .1 .21 . Corollaire. — Les facettes de l'appartement A^ de ̂  sont les intersections non
vides de A^ avec les facettes de A, ou encore les intersections avec A^ des facettes de A invariantes
par S.

Gela résulte de 5. i .20 (iii), compte tenu de ce qu'une facette de A est invariante
par S si et seulement si elle rencontre A^.

5.1.22. — Appliquons les résultats de 4.2.18 en prenant 0^ = Oo, d'où G^ = Z
et LI = V11. On a vu que le sous-espace Z(K). (A X V1) de l'immeuble élargi ^
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de G (4.2.16) s'identifie à l'immeuble élargi ^(Z) x V{ de Z (avec V^ = V x V1)
de la manière suivante : on choisit un point de A — et nous choisissons naturellement
le point 9 — et à z.{x,v), avec zeZ(K), x e A et s e V\ on fait correspondre
z.(-n:(x),p(x — y) + v), où p est la projection orthogonale de V sur V" et TC est la
projection canonique de Z(K).A sur J^(Z) (notée % dans I, 7.6.4). Vu 4 2 16 (i)
et (3), on a

z.(n(x),p(x - y) + v) == (n(z.x),p(x - y) + v + 6^)),

où 6z est l'homomorphisme de Z(K) dans \\ défini par

<6z(^) ,c> = — (cùo (•)(,?) pour^eZ(K) et c e Xg(Z) ® Q,.

Prenons en particulier ^ e Z(K") ; alors z opérant sur ̂  laisse fixe A" et y induit
la translation v^) e V". Tenant compte de ce que le sous-espace engendré par <D^
dans XK(Z) ® R est l'orthogonal du sous-espace V1 de V^, on voit que la translation »\z)
est donnée par

(r) <^W, b> = - (G) o b) (z) pour b e ̂

(avec les notations de 4.2.5, en identifiant X'(S^) ® Q, et XKH(Z) ®Q,), autrement
dit, que l'on a

(2) ^(zuz-1) =^{u) + (<ùoé)(^) pour ;? e Z(K1') et b e <D^.

D'une manière générale, nous dirons qu'une valuation ip de la donnée radicielle de G(K")
est compatible avec M si elle satisfait à (2) (cf. 4.2.8). On montre alors exactement comme
en 4.2.9 :

5.1.23. Proposition. — Les valuations de la donnée radicielle (Z(K11) CU,.),. ht
j r<fvti\ ,. . • i l , , L v—t / tey /de 'j{^) compatibles avec cô sont les valuations y pour y eAi,.

5.1.24. — Vu I, 9 .2 .14 et 15, il existe une isométrie j et une seule de l'immeuble ̂
de G(K11) pour ^ dans l'immeuble J de G(K) telle que j(g.x) =g.j\x) pour tous x e ̂
et g 6 G(K"). On a j\^) == y et la restriction de j à l'appartement A" est l'inverse
de l'application ^i }-> ̂  qui nous a permis d'identifier A^ et A1' (5.1.20 (ii)). On dit
que j est l'injection canonique de ̂  dans J»". On a évidemment j(J^) C J .̂ mais on a
vu au chapitre 1 que dans la situation générale du théorème I, 9.2.10, on n'a pas
toujours j(J^) ̂  j^ (p. ex. cette égalité peut être inexacte dans la situation étudiée
en 4.2 lorsque K est une extension ramifiée de K). Ceci est cependant vrai dans le cas
de « descente étale » que nous étudions en ce moment :

5.1.25. Théorème. — L'injection canonique j de l'immeuble j^ de G(K11) dans l'im-
meuble ^ de G(K) est une bijection de ^ sur l'ensemble des points de ^ invariants par 2 :
autrement dit, on a

^=j{^) =G(K^).At,.
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Soit x e^. Il s'agit de montrer que x eGÇK^).A^. Soit F une facette de J^,
telle que x e F, que F n ̂  =(= 0 et que la dimension de F soit la plus grande possible.
En appliquant 5.1.10 b), à partir d'un tore KWéployé maximal de ®^, on construit
un tore K^-déployé S? de G, contenu dans un tore K-déployé maximal S" défini sur K^,
tels que F soit contenue dans l'appartement A" associé à S" et que G^ soit un tore
K^-déployé maximal aussi bien de S" que de ®^,.

Il existe g e G(K^) tel que ^S? ̂ C S^ (conjugaison des tores K^-déployés
maximaux!). Quitte à remplacer x par g . x , on peut donc supposer que S^CS^. Les
appartements A et A" étant tous deux associés à des tores K-déployés maximaux conte-
nant S?, il résulte de 5. i. 3 qu'il existe un appartement A' de ^ contenant 9 et Si(K^). x,
donc 9 et A'^ (5.1.13). Mais ceci entraîne que y e A'^ d'après 5.1.14 (iv), d'où
S^K^.çCA'^, et même que A^' est l'enveloppe convexe de S?(K^).<p puisque
dim A^ = dim S^/S? n C (5. i. 13) est égale à la dimension de cette enveloppe convexe.
Par suite A'^CA^ et x e A^, c.q.f.d.

5. i. 26. Corollaire. — Le groupe de Galois S a un unique point fixe dans F immeuble e^(Z)
du centralisateur Z de S^.

En remplaçant G par Z dans tout ce qui précède, on voit que la restriction de 9
à la donnée radicielle (T(K), (H,(K))^^) de Z(K) se descend en une valuation de
la donnée radicielle (ZÇK^), 0) de type 0 de Z(K^). L'immeuble de cette dernière d'une
part est réduit à un point, d'autre part s'identifie, vu le théorème, à l'ensemble des
points fixes de S dans -^(Z), d'où le corollaire.

Rappelons néanmoins que pour démontrer ce corollaire (et le suivant), nous
avons dû, lorsque û) est dense, postuler l'existence de points fixes (5.1.5 à 7).

5.1.27. Corollaire. — Supposons de plus que G est anisotrope sur K^.

(i) Le groupe de Galois S a un unique point fixe dans l'immeuble élargi ^rl de G.
(ii) Le groupe G(K^) des points de G rationnels sur K^ est borné pour la bornologie

naturelle ^?(œ).

On a en effet G = Z, donc 2 a un unique point fixe dans ^\ mais S a aussi un
unique point fixe dans V1 (l'origine), puisque G n'a pas de caractère rationnel sur K^
non trivial. D'où (i).

D'autre part, l'unique point fixe de 2 dans ^rl est invariant par G(K^). Par suite,
l'image de G^^) dans Isom e^1 est bornée. Vu 4.2.19, ceci signifie que G(K11) est
borné pour ^(<o).

Remarque. — En fait, comme l'a montré G. Rousseau ([27]), le groupe des points
rationnels de tout groupe réductif anisotrope sur un corps hensélien est borné. Autrement
dit, l'assertion (ii) ci-dessus reste vraie sans les hypothèses supplémentaires de ce para-
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graphe et en particulier sans imposer a priori la condition (DE). Une preuve élémentaire
de ce résultat a été récemment donnée par G. Prasad ([23]).

5.i. 28. — Désormais nous identifierons P immeuble ^ de G(K^) avec V ensemble ̂
des points fixes de S dans ^ grâce à Finjection canonique j .

Corollaire. — Les facettes de ^ sont les intersections avec ^ des facettes de ^ inva-
riantes par S (̂ i.e. rencontrant ^).

Cela résulte du théorème et de 5.1.21.
Par contre, s'il est vrai que tout appartement de ̂  est l'intersection avec ^ d'un

appartement de A invariant par S, la réciproque est inexacte.

5.1.29» — On peut également considérer l'immeuble élargi ^rl de G(K) et le
stabilisateur G1 de ^C ̂  dans G(K) opérant sur ^rl (4.2.16). Le groupe de Galois S
opère sur ^1 et l'immeuble élargi de G(K^) (défini comme en 4.2.16) s'identifie cano-
niquement à l'ensemble ̂  des points fixes de S dans e^1 : il suffit de remarquer que
^\ = ̂  X Vî, où V^ est l'ensemble des points fixes de S dans V1 et s'identifie natu-
rellement au dual de XKfci(G)®R.

Notons que le stabilisateur GÇK^)1 de ̂  considéré comme partie de ̂ i, est l'inter-

section G1 n G(K11). En effet, si g e G(K11)1 et si c e X^ÇG), on a œ^)) = •I 00(^(5))

où CQ est la somme des transformés distincts de c par S et où n est le nombre de ces trans-
formés, d'où g e G1.

Il résulte immédiatement de 4.2.19 que la bornologie naturelle sur G(K^)
(resp. G^^) est égale à la bornologie image réciproque de celle de Isom ̂ \ (resp.
Isom <^).

5.1.30. — Soit Î2 une partie bornée non vide de A11. C'est une partie de A inva-
riante par S. Si co est discrète ou si, lorsque œ est dense, 0. satisfait comme partie de ^ aux
conditions de 4.6.26 (ce qui ne peut être réalisé que si pour tout a e 0 nulle sur S^
il existe k e 1̂  tel que A^C{xeA\a{x — 9) +^==o} , condition qui n^est pas
toujours satisfaite), on lui a associé des ^-schémas (%, ®Q, ©^ et ®^. Vu 4.6.30, chacun
de ces ^P-schémas est invariant par S et provient par changement de base d'un fi^-schéma
en groupes lisse, que nous noterons ®^, etc. Lorsque G est quasi-déployé sur K4, on
vérifie sans difficultés que ©^ (resp. ®^) s'identifie canoniquement au schéma noté ®^
(resp. ®o) en 4.6. Ceci nous permet, sans qu'une ambiguïté en résulte, de noter plus
simplement ®^ le fi^-schéma ®^, ce que nous ferons désormais. Par contre, le schéma ®Q
(resp. ®^) de 4.6 s'identifie seulement au sous-schéma ouvert de ®â (resp. ®^)
dont la fibre fermée se compose des classes suivant ®^ (c'est-à-dire des composantes
connexes lorsque 2 est connexe) qui ont un point rationnel sur K^.

Si œ est dense et si X est une partie bornée non vide quelconque de A^ (resp. une
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facette de A^), on voit comme en 5.1.9 qu'il existe 8 > o tel que pour tout e-épaissis-
sèment/de X (resp. de la facette X' de A contenant X) avec s < 8, les schémas ®° etc.,
sont invariants par S et proviennent de ^-schémas ®?^, etc. Par passage à la limite
inductive, on voit que les K-groupes algébriques ®^, etc. (resp. ®^/, etc.) sont cano-
niquement munis d'une structure de K^-groupe algébrique. Enfin, on définit de manière
évidente les groupes P?.

5.1.31. — On voit alors aisément, et nous en laisserons le soin au lecteur, que
la plupart des résultats de 4.6 « se descendent » sur (9^ ou sur K^. Citons notamment
4.6.10 (en utilisant 5.1.18 et un raisonnement analogue à celui de 5.1.19), 4.6.12
(le système de racines relatives du quotient quasi-réductif g®^ par rapport au tore
K^-déployé maximal image de ©N est l'ensemble des b e O^ telles qu'il existe k e F^
avec XC {x eA [ b[x — <p^) + k = o}), 4.6.28, 4.6.29 (on remarquera que le sous-
groupe U^ opère transitivement sur l'ensemble des appartements contenant t2 et est
contenu dans ©à^))? 4.6.30 à 32.

5.1.32. Proposition. — Soit F une facette de ^ et soit ^(F) l'étoile de F dans ^.

(i) Inapplication p qui, à une facette F' e^(F), fait correspondre l'image canonique
de ®^/ dans ©^, est un isomorphisme d'ensembles ordonnées de .^(F) sur l'ensemble des K^-sous-
groupes pseudo-paraboliques de (5 ,̂ ordonné par la relation opposée à l'inclusion.

Soit F'e^(F).
(ii) L'image réciproque de ^(F') (K11) dans le fixateur connexe P^ de F est le fixateur

connexe P^ de F', et l'homomorphisme P^ H^(F') (K^) est surjectif.
(iii) Soit Y un sous-groupe de N^.N^/N^; le normalisateur de ? ( ¥ ' ) dans Y®^(K^)

est l'image canonique de Y'®^(^), où Y' == (YN^ nN^N^)/N^, et Y'®^(^) en est
l'image réciproque dans Y©^(^).

(iv) L'application F'h>^(F') (K^) est un isomorphisme de ^(F) sur l'immeuble combi-
natoire J^ du système de Tits de ®^(K^).

(v) Les images réciproques des appartements de ̂  sont les ensembles de facettes de e^(F)
contenues dans un même appartement de ^.

La démonstration par descente à partir de 4.6.33, 34, 35 et 45 est facile et laissée
au lecteur. On tiendra compte pour (ii) et (iv) de ce que l'application canonique Ï0^)
dans Î°(K11) est surjective puisque Q^ est hensélien.

5.1.33. Proposition. — Soit £î une partie bornée non vide de A^ et soit S^ un tore
ï^-déployé maximal de G. Supposons que le schéma canonique G^' de fibre générique S^' soit
contenu dans ®^ (c'est-à-dire que l'injection de S^' dans G se prolonge en une immersion fermée
de G^' dans ®^, où f est égale àf^ lorsque co est discrète et est un s-épaississement de Q lorsque
co est dense. Alors, Q, est contenue dans l'appartement A^' associé à S^'.
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Les tores G^ et ©^ sont des sous-tores K^-déployés de ©{ï et sont isomorphes.
Par suite, G^' est lui aussi un tore K^-déployé maximal de ©^ et est conjugué de G^
par un élément de (5^). La lissité du sous-schéma fermé TranspÇG, S') de®^ ([SGAD],
Exp. XI, cor. 5.2) entraîne qu'il existe g e®^) tel que S^' == gS^g~\ d'où la
proposition.

5.1.34. Remarque. — La même démonstration montre plus généralement que
si/est une fonction quasi-concave sur O, invariante par S, telle que G^' C®^, alors
le schéma ®? est aussi un schéma ©^ obtenu à partir de S^', d'un tore K-déployé
maximal S' défini sur K^ contenant S^', de l'appartement A' de ^ associé à S', d'une
valuation <p' e A' n J^ et d'une fonction quasi-concave/' sur le système de racines 0'
de G suivant S' invariante par S.

5.1.35. Lemme. — Soit k un corps fini, de cardinal ^4, et soit h un groupe réductif
défini sur k. Soit s un tore k-déployé maximal de h. Tout sous-groupe parabolique p de h contenant s{K)
contient s.

Comme h est quasi-déployé sur k, on peut choisir un sous-groupe de Borel b de h,
défini sur k et contenant s. Comme p n b est résoluble connexe ([4], 4.5) et contient
un tore maximal de A ([4], 4.6), il existe un tore maximal t de h tel que s(k) C t C p n b
([4], i i .2) . Il suffit alors de montrer que le centralisateur z de s{k) dans b est réduit
à t : comme s C z, cela entraînera s C t C p . Or, z est connexe ([4], 11.2) et, puisqu'il
contient t, est engendré par t et les sous-groupes radiciels u^ pour a décrivant l'ensemble
des racines positives de h suivant t nulles sur s(k) ([4], 3.4). Il suffit donc de prouver
qu'une racine a de h suivant t ne s'annule pas sur J(A). Or, ou bien la restriction a

s
de a à s est un élément primitif de X*(^) et a(s(k)) = kx =h { i } dès que Gard k à 3, ou
bien il existe un élément a' primitif dans X\s) tel que a == 20' et a(s(k)) == {k^)2 + { i }
dès que Gard k ̂  4, d'où le lemme. s

Remarquons que si le système de racines de h suivant s n'a pas de composante
de type C^ ou BC^, alors toute racine est primitive et l'on peut remplacer 4 par 3 dans
l'énoncé du lemme.

g .1.36. — Dans ce numéro exclusivement, nous abandonnons les conventions en vigueur et
nous reprenons les notations de I, § 7. En particulier, ^ désigne l'immeuble d'un groupe G
doté d'une donnée radicielle valuée quelconque, ^ est son complété, A l'appartement
standard de ^, etc.

Proposition. — Soient x e ̂ , z e A, G une chambre de A contenant z dans son adhérence
et p la rétraction de J s u r A de centre G (I, 7.5.7). Posons y = ç>{x) et soit A l'adhérence de
la réunion des chambres vectorielles D telles que z ejy + D. Alors, il existe une suite [Zp)p^
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de points du segment [zy], convergeant de manière monotone vers y ^ avec z^ = z, et une suite {Up)p^
d'éléments de U^^ telles que

(1) Mp+i e^pU^A pour tout p ^ i,

et

(2) A: == lim u . y .
• p->+oo v ~

C'est une variante de la première assertion de I, 7.5.2; comme là, il existe une
réciproque dont nous laissons la formulation et la démonstration au lecteur.

Posons B = Pc. On a

(3) B==(BnU,^ ) . (BnP^) .

En effet, soient Y l'ensemble des racines qui prennent des valeurs strictement positives
sur y — z et YI un système de racines positives dans le système des racines s'annulant
sur y — z. Ainsi, 0+ == Y^ u (— Y) est un système de racines positives dans O.
Comme d'habitude, notons Uip, etc. le produit des U^ pour a eY, etc. Vu I, 6.4.9,
on a

B == (B n Uy). (B n U_^). (B n U^) .H,

d'où (3), puisque B n UyCU,.^ e! (B n u-^) • (B n U^) .HC Py.
Soit (^p)?^! une suite de points de ^ tendant vers x. Posons y^ == p(A:p) et soient

gy eB et Up eB n U^+A tels que Xp == g^.y^ et gp eUy.îy. Pour tout p, on a

^(^. ̂ -^) = ̂ (^. ̂ ^) = ̂ (^p^).

où, rappelons-le, d représente la distance. On voit donc que les u^.y tendent vers x
et, quitte à remplacer la suite {Xp) par une suite extraite de {Uy.jy), nous pouvons
supposer que Xp == Uy.y pour toutjî», d'où (2)5 et que la suite {d{x^ Xp)) est décroissante.
Choisissons arbitrairement une chambre vectorielle D contenue dans A et un vecteur
v e D. On montre alors, exactement comme dans I, 7.5.2, qu'il existe une suite
décroissante (^p)p^i de nombres réels tendant vers zéro telle que u^^Uq e Uy_^ y^.^
pour q î^p. Comme l'enveloppe convexe de {y + \v} u {z + A) contient y + \v + A,
on a

up\(=vy+^+^înv^+^cvv+^+^

Mais alors, si l'on définit le point 2p de [zy] par la relation

W == M n (j/ + ̂  y + A)

dès que p ^ 2 et que l'intersection du second membre n'est pas vide, et par Zy = z
dans les autres cas, on voit que la condition (i) de l'énoncé est satisfaite.

Corollaire. — Soient x e ̂  et z e ̂ . Tous les points du segment géodésique [xz],
sauf peut-être x lui-même, appartiennent à V immeuble .̂
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On peut supposer z e A et reprendre les notations de la proposition, et l'on a alors

04= U vE^+i]^-
P^I

5. i. 37. Proposition. — Supposons Gard K^ ^ 4. L'appartement A^ est alors l'ensemble
des points fixes de G^Çffl^) dans le complété ^ de l'immeuble e^, et a fortiori dans ^.

Soit x e ̂  fixe par S^^). Supposons x ^ A^ et soit z eA^. Il existe z ' e [^[
tel que [zx] n A = [ z z ' ] . Quitte à remplacer z par z ' , on peut donc supposer
]zx[ n A == 0. Vu le corollaire précédent, on a [^[C^ et il existe une facette F'
de ^ et une seule rencontrant ]^[ et dont l'adhérence contient z et donc la facette F
de A contenant z. Alors, F', comme tous les points de [zx], est invariante par S et
par (S^^). Le K^-sous-groupe pseudo-parabolique^ (F') de (5 ,̂ est normalisé par S^(K11),
donc contient ©^(K^). Mais alors j^(F') contient Q^ : si K11 est infini, cela résulte de
ce que S^K^) est dense dans le tore déployé G^ et si K4 est fini, alors K4 est parfait
et il suffit d'appliquer le lemme 5. i. 35 après passage au quotient par le radical uni-
potent de ®^. Par suite, l'image de ^(F7) dans l'immeuble combinatoire e^p de ©^(K^)
est contenue dans l'appartement associé à G^ et F' n ̂  est contenu dans A^ (5. i . 32 (v)).
D'où une contradiction, puisque F' n ]zx[ 4= 0 et A^ n ]zx[ == 0.

5.1.38. Corollaire. — Reprenons les notations de 5.1.33, mais supposons seulement
que (5^(^)C®^(^). Supposons de plus Gard K^ ̂  4. ^forj îî ^ contenue dans l'appar-
tement de ^ associé à S^.

En effet, les points de Q. sont fixes par G^(^).

5.1.39. Corollaire. — Si Gard K^ ^ 4, et si Î2 ̂  ^/o^, alors Q. est l'ensemble des
points fixes de P^ dans J^.

Cela résulte de 4.6.29 et 5. i .37 lorsque û) est discrète. Si co est dense, on utilise
5.1.38 et l'on raisonne comme en 4.6.29 en utilisant 4.6.40 (i).

5.1.40. Proposition. — Soit § un (Q^-schéma en groupes lisse de fibre générique G. Pour
que la fibre fermée de $ soit réductive, il faut et il suffit que G soit déployé sur K et qu'il existe un
point x e ̂  spécial en tant que point de <^, tel que § ̂  ©^.

De 4.6.31, on déduit immédiatement que la condition est suffisante et que, si §
est réductive, G est déployé sur K et il existe un point spécial x e ^ tel que ̂  soit
^-isomorphe à ®^. Mais §(^) est invariant par S et A: est le seul point fixe de ®^
dans ^ (4.6.29). Par suite, x est invariant par S, x e ̂  et § est ^-isomorphe à (5^
(1.2.4).

5.1.41. — L'immeuble ̂  de G sur K^ « dépend fonctoriellement » de K11. De
manière précise, soit K/^ une extension de K^, munie d'une valuation co' prolongeant co;
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supposons K/11 hensélien et soit K' un hensélisé strict de K'^, qu'on peut supposer conte-
nant K; supposons enfin que la plus petite extension K' de K' déployant G soit une
extension admissible de K' (ce qui est toujours vrai si co' est discrète (i .6. i)). Considérons
Pisométrie canonique j de l'immeuble de G sur K dans l'immeuble ^ ' de G sur K'
(4.2.24). Par transport de structure, le groupe de Galois S'= Gal(K7K'^) opère
sur «̂ \ et opère sur ^ via l'homomorphisme de restriction Ga^K'/K'^) ->Gal(K/K^),
et ces lois d'opération sont compatibles avecj. Il en résulte que les points de j(^) sont
fixes par S', ce qui entraîne immédiatement que la condition (DE) de 5. i. 5 est satisfaite
pour G considéré comme groupe algébrique sur K'. On peut donc considérer l'im-
meuble ^ ' ^ de G sur K.^, qui n'est autre que l'ensemble des points fixes de S' dans ^/

(5.1.25)5 et la restriction de j à ̂  est une isométrie, dite canonique, de ̂  dans ^'^^
compatible avec les lois d'opération de G(K11).

Remarquons que 9' ==^(9) est une valuation de la donnée radicielle de G(K')
associée au plus grand sous-tore K'-déployé S" de T (4.2.24) et que 9' se descend
à G(K) suivant <p, donc à G(K^) suivant (p4. D'autre part, 9' est invariante par S',
donc se descend à G(K^) suivant une valuation ̂  (5. i .20 et 5. i .25). De I, 9. i. 12 b),
on déduit que ̂  se descend à G(K^) suivant 9^, ce qui permet d'appliquer les résultats
de I, § 9.

Lorsque K'4 est une extension étale de K4, on a K' == K et l'isométrie canonique
de ̂  dans ^'lq est simplement l'injection canonique de l'ensemble des points de ^
invariants par GalÇK/K4) dans l'ensemble des points de ^ invariants par GalÇK/K'4).
Si de plus K^ est une extension galoisienne de K^, alors J^ est l'ensemble des points
de J^ invariants par GalÇK'^K^).

5.2» Sous-groupes parahoriques.

Désormais^ nous supposons que la valuation co de K est discrète. On conserve de plus
les hypothèses et notations précédentes. En règle générale, les objets attachés à la
valuation 9^ de G^ = G(K^) seront désignés par la lettre qui leur est attribuée par
les conventions du chapitre 1 et des paragraphes précédents, affectée de l'exposant fcj,
qu'on se permettra parfois d'omettre. Par exemple, N^ est le stabilisateur de A^ dans G^,
c'est-à-dire le groupe des points rationnels sur K^ du normalisateur de S^ dans G,
H^ est le fixateur de A^ dans G11, c'est-à-dire le sous-groupe formé des z e ZÇK^) tels
que v^(^) = o, etc.

5.2.1. — Le schéma 3. Nous avons déjà remarqué que le centralisateur Z de S^
satisfait à toutes les conditions mises sur G, et qu'on peut donc lui appliquer tout ce
qui précède. De plus, nous avons vu que le groupe de Galois S a un unique point fixe x
dans l'immeuble ^(Z) (5.1.26). Appliquant alors à Z et à fi =={x} les résultats de
5.1. go, on trouve un (î^-schéma en groupes lisse 3^ de fibre générique Z, que nous
qualifierons de canonique et que nous noterons plus simplement 3«
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D'autre part, désignons par Z1, comme en 4.2.16, l'ensemble des z e Z(K) tels
que œ(^(-2')) == o pour tout /eX^Z). D'après 4.6.28 (i), on a

3(û?) ={zeZl\ z . x ^ x } .

Mais, Z1 n ZÇK^) est l'ensemble des z e Z ( î ^ ) tels que œ(^)) == o pour tout
/ e XK^(Z) et XK^Z) ® Q, s'identifie à la somme directe de

X^(G)®%-X^(CG)®%

et du sous-espace vectoriel engendré par 0^ dans X^S^)®^ Par ailleurs, Z(K.^)
laisse fixe l'unique point x e ̂ (Z) invariant par 2. On en déduit, vu 5. i .22 (i), que

3(^) = {z e Z(K^) n G 1 1 v^) = o}.

Si le centre connexe de G est K^-anisotrope, par exemple si G est semi-simple, alors
G^CG1 et

3(^) = {z e Z(K^) | v^) = 0} = H^.

5.2.2. — Z^? schémas U^ (/g ^. Soit è e O^ et soit k.,1 eR avec /' ̂  2^. Posons,
comme en 5. i. 163 O6 = { û e 0 [ a^ = é ou 26}. La fonction ^ : O6 ->R définie par
gÇa) == k si û^ = é et ^(û) === i si ^ == 26 est concave. On peut donc, d'après 4.6.2,
considérer le schéma en groupes Ug^b, que nous noterons aussi Vi^^t} (ou simplement
U^ je lorsque b est non multipliable). Comme l'application produit

n, iia^x n 11 -̂̂  u^
a G 0°, a^ = 6 a £ 0 '̂ a':= 2&

est un isomorphisme de schémas (4.2.6), on a, avec les notations de 5.1.16 :
y^w-u^.u^,

relation qui caractérise llô,^,^ parmi les schémas lisses de fibre générique U^. De
plus, il est clair que IX^^,^ est invariant par S (5.1.15), donc provient d'un fi^-schéma
en groupes lisse encore noté U^ ^ ^. On vérifie aisément (en raisonnant comme en 5. i. 19)
que

^(^-U^.U^.

Le schéma en groupes Ug^ { s'identifie à un sous-schéma en groupes fermé distingué
de U^k,f) et î'011 déduit facilement de 5.1.18 que les schémas ît^^, U26,^ et

U^^U^/ sont des schémas associés à des ^-modules libres de type fini.

5.2.3. — Plus généralement, soit Y une partie positivement close de ̂  et soit
g : y -> R une fonction concave. Considérons l'ensemble ^ des a e 0 telles que
cfi e Y et la fonction concave g^ sur Y^ définie par g^{a) == g(ûfi). De 4.6.2 on déduit
un schéma en groupes lisse IU yft, qui est invariant par S (5.1.15 (i)) et provient
donc d'un fi^-schéma en groupes lisse que nous noterons It^y L'application produit

. H ^b,W,gW}~^ ^.Y
^^nd
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est un isomorphisme de fl^-schémas. Si l'on s'est donné un système de racines positives O^
dans O^ et une fonction concave g sur O^ on pose U^ == U^±. Lorsque g =^o,
où iî est une partie bornée non vide de A4, on pose U^ = U^, etc. : ce sont des sous-
schémas en groupes fermés de ®^ et U^(É^) == U^ (conformément à nos conven-
tions, U^ est le sous-groupe engendré par les U^y ^ pour b e O^ (I, 7.1.1)).

5.2.4. — Soit û une partie bornée non vide de A^. Comme l'image de A^ dans ̂ (Z)
est l'unique point x invariant par S, on voit aisément que l'adhérence schématique
de Z dans ®^ s'identifie à 3. Du théorème 2 .2 .3 et de son corollaire 2.2.8, résulte
alors que le morphisme produit

UQ^ X 3 X U^ -^ ®â (resp. U^ X 3° X U^ ^ (%)

est un isomorphisme de fi^-schémas sur un ouvert C^ (resp. (£^°) de ®^ (resp. ®^).
On montre alors comme en 4.6.6 et 7 que

®â = u^(^). eâ0, ®â = u^^^). êà = ®â.3,
®^(^) = UO^^^U^^^UQ^C?^^^) = V^ V^N0^

®â(^) = ®^)3(^
où N^ == N^ n3°(^)Uâ. De plus ©^(^^ ^ le sous-groupe P^ ^ G^ engendré par U^
^ 3°(^).

5.2.5. Proposition. — Si G ̂  simplement connexe, alors le Q^-schéma en groupes cano-
nique 3 ^ fi^ générique Z ^^ connexe, i.e. on û 3° = 3*

Prenons pour fî une facette F de A^. Gomme F est une partie d'une facette de A,
on a ®F == ®ï (4-6.32). Par suite, l'ouvert (£^ de 5.2.4 est à fibres connexes et 3
est nécessairement connexe.

5.2.6. Définition. — Les sous-groupes parahoriques (resp. les sous-groupes d^Iwahori)
de G sont les fixateurs connexes dans G(K) (4.6.28) des facettes (resp. chambres) de V immeuble ^.

Autrement dit, les sous-groupes parahoriques de G sont les groupes P ,̂ == ®^(^)
de points entiers des composantes connexes des schémas associés aux facettes de ^.
Rappelons que l'application F \-> P^ est injective (4.6.29).

Un Y^-sous-groupe parahorique de G est par définition un sous-groupe parahorique
invariant par le groupe de Galois S, ou, ce qui est équivalent, vu 4.6.29, le fixateur
connexe dans G(K) d'une facette de \f invariante par S ou encore d'une facette de ̂
(cf. 5.1.28). De 5.1.27 résulte alors :

5.2.7. Proposition. — Si G est anisotrope sur K^, alors G possède un unique V^-sous-
groupe parahorique.
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5.2.8. Proposition. — Deux V^-sous-groupes parahoriques sont égaux si et seulement si
leurs intersections avec G(K^) sont égales.

Soient F et F' deux facettes de .A Supposons que P^ n G(K^) = P^, n G(K^)
et montrons que F == F'. Gomme F et F' sont contenues dans un même appartement
de e^, on peut, quitte à conjuguer par un élément de G(K^), les supposer contenues
dans A^. Si alors F' 4= F, il existe un élément u eU^I ne fixant pas F' (I, 7.4.5);
mais U^ICP^ n G(K^), d'où une contradiction. Par suite F == F' et F = F'.

Cette proposition justifie que l'on appelle parfois, par abus de langage, sous-
groupes parahoriques de 0(10^) les intersections avec G(K^) des K^-sous-groupes
parahoriques de G.

5.2.9» — Si G est simplement connexe, on a vu (4.6.32) que le fixateur connexe
d'une facette F de ^ est égal à son fixateur ou à son stabilisateur dans G(K) et par suite
est aussi le fixateur ou le stabilisateur de n'importe quel point de F. Les groupes de
points rationnels sur K^ des K^-sous-groupes parahoriques de G sont donc alors les
fixateurs dans G(K11) des facettes de J^.

5.2.10. Proposition. — Supposons G simplement connexe. Soient G une chambre de A13,
B le fixateur de G dans G(K^), S l^ ensemble des réflexions par rapport aux murs de G dans V appar-
tement A^.

(i) Le quadruplet (G(K^), B, N ,̂ S) est un double système de Tits (I, 5 . 1 . 1 ) dont le
groupe de Weyl est le groupe de Weyl affine du système de racines affines de A^ et dont les sous-groupes
parahoriques (I, 1 . 5 . 1 ) sont les groupes de points rationnels sur ~K^ des V^-sous-groupes paraho-
riques de G.

(ii) Deux V^-sous-groupes parahoriques de G sont conjugués dans G(K) si et seulement
si ils sont conjugués par un élément de GÇK.^) et si et seulement si leurs intersections avec GÇK^)
sont conjuguées dans GÇK^).

Vu I, 6.5, il suffit pour prouver (i) de montrer que ^(N^) se réduit au groupe
de Weyl affine du système de racines affines de A^, ou encore que si n e N11 stabilise
la chambre G, alors ^(n) == i. Or ceci est évident, puisque comme nous l'avons rappelé
plus haut, stabilisateur et fixateur de G dans G(K) sont identiques.

Démontrons (ii). D'après 5.2.83 les deux conditions de (ii) sont équivalentes. Il
nous suffit donc de montrer que si F et F' sont deux facettes de e^, si P et P' sont les
K^-sous-groupes parahoriques correspondants et si g e G(K) est tel que P' == gPg~1,
alors P et P' sont conjugués par un élément de G(K^). Comme toute facette de ̂  est
transformée par un élément de GÇK^) d'une facette contenue dans l'adhérence de la
chambre G, on peut supposer F, F7 C G. Soit F (resp. F', G) la facette de ^ dont l'inter-
section avec J^ est F (resp. F', G). On a F, PC G et F' =<?.?. Or deux facettes
contenues dans l'adhérence d'une même facette ne peuvent être conjuguées par un
élément de G(K) que si elles sont égales (I, 2.1.6, compte tenu de 4.2.22), donc P === P'.
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5.2.H. — Si G n'est pas simplement connexe, les deux assertions de 5.2.10 sont
en général inexactes. L'assertion (i) est déjà fausse pour G = PGLg; nous discuterons
de (ii) plus loin.

On peut dire que le passage du cas simplement connexe au cas général d'un groupe
réductif connexe quelconque fait apparaître des phénomènes analogues à ceux qui
apparaissent dans l'étude classique des groupes réductifs sur un corps quelconque du
point de vue des sous-groupes paraboliques et des systèmes de Tits à groupe de Weyl
fini, lorsque l'on passe du cas des groupes connexes à celui des groupes non nécessairement
connexes.

Introduisons un sous-groupe de G^ qui va jouer en quelque sorte le rôle de « compo-
sante neutre » de G^, à savoir le sous-groupe G' de G^ engendré par les groupes de
points rationnels sur K^ des K^-sous-groupes parahoriques de G. Vu 5.2.4, c'est aussi
le sous-groupe engendré par 30(^bl) et les U^ pour b e 0^. Si G est simplement connexe,
5.2.10 (i) entraîne que G' = G^. Dans le cas général, soit <p : G -> G un K^-revê-
tement simplement connexe du groupe dérivé de G. La restriction de y au centrali-
sateur Z du tore K^-déployé maximal S^ = (p""^^) de G se prolonge en un morphisme
du fi^-schéma canonique 3 de fibre générique Z dans 3 (car ?(3(^))^3(^) : volr

4.2.15) et, comme 3 est connexe (5.2.5), on a <p(3(^)) C 3°(^), d'où 9(G(K^))CG'
et G'=3°(^).cp(G(K^).

5.2.12. Proposition. — Soient C une chambre de A^, B' le fixateur de G dans G', S
F ensemble des reflexions par rapport aux murs de G et N' == N11 n G'.

(i) Le quadruplet (G', B', N', S) est un double système de Tits dont le groupe de Weyl
est le groupe de Weyl affine du système de racines affine de A^ et dont les sous-groupes parahoriques
sont les groupes de points rationnels sur K^ des K^-sous-groupes parahoriques de G.

(ii) Uinjection de G' dans G^ est un homomorphisme W-N^adapté, de type connexe
(I, 4.1.3).

Cela résulte facilement de I, 6.5.
Remarquons que si H est un groupe réductif non connexe, défini sur K^, de

composante neutre H° = G, l'injection de G' dans 11(1̂ ) est encore un homomor-
phisme B'-N'-adapté, mais qui n'est plus nécessairement de type connexe.

5.2.13. — Donnons un contre-exemple à l'assertion (ii) de 5.2.10 dans le cas
non simplement connexe. Soit L une extension quadratique de K^ contenue dans K
et prenons pour G le groupe adjoint du groupe j^SU^ de la forme hermitienne
^-2^2 4" ̂ i^i + ^?^-i + x^x_^ sur L4 (cf. 4.1.4). Le groupe G est quasi-déployé
sur K11, déployé sur K, et isomorphe sur K à PGL4; l'échelonnage ê de G^ est de type Ag
(4.2.23) et l'image S de G(K) dans le groupe des automorphismes du graphe de
Dynkin A de S est le groupe des permutations circulaires des sommets o, i, 2, 3 :
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Ç == générateur de S,
a = générateur de Gal(L/K^).

Quant au groupe de Galois S, il opère sur A via Gal(L/K4) et le générateur a de
GalÇL/K^) opère par l'échange des sommets i et 3. Soit alors G une chambre de ^
invariante par 2 (cf. 4.2.3). Les deux sous-groupes parahoriques de G associés aux
facettes de type {o, 2} et { i , 3} de G sont invariants par 2 et sont conjugués par un
élément du stabilisateur de G dans G(K) d'image Ç. Mais l'un de ces deux K^-sous-
groupes parahoriques est maximal et l'autre ne l'est pas. Ils ne peuvent donc pas être
conjugués par un élément de G(K^).

On peut aussi donner des exemples de deux sous-groupes parahoriques maximaux
invariants par S conjugués dans G(K) et non conjugués dans G(K^).

Cependant, pour répondre à une question de Y. A. Nisnevich, donnons un résultat
positif.

5.2.14. Proposition. — Supposons G semi-simple et déployé sur K et soient x, y deux
points de ̂  qui sont des points spéciaux de ^'. Si les deux K^-sous-groupes parahoriques maxi-
maux P^ et P^ sont conjugués par un élément de G(K), ils le sont par un élément de G(K^).

Notons tout d'abord que les hypothèses faites reviennent à dire que l'on s'est
donné deux (î^-schémas en groupes semi-simples {i.e. dont les fibres sont des groupes
semi-simples) lisses de même fibre générique H. En effet, comme K est strictement
hensélien, le groupe H est nécessairement déployé sur K (cf. 4.6.31) et vérifie auto-
matiquement toutes les conditions que nous avons imposées à G$ enfin, 5.1.40 montre
que ces schémas sont ceux associés à deux points de ^ spéciaux dans ^'.

On peut évidemment supposer que x et y appartiennent à A^. Si P^ et P° sont
conjugués dans G(K), la décomposition de Bruhat G(K) =P^N(K)P^ (I, 7.3.4)
entraîne l'existence d'un élément n eN(K) tel que y == n.x. Puisque x est un point
spécial de A, P^ n N(K) contient un système de représentants du groupe de Weyl
^W == N(K)/T(K) et l'on peut prendre n eT(K); v(^) est alors une translation inva-
riante par le groupe de Galois S, puisque son vecteur y — x l'est.

Soit TT une uniformisante de K11, qui est aussi une uniformisante de K, et soit T^
le sous-groupe de T formé des t e T(K) tels que -^{t) soit une puissance de TT pour tout
% e X*(T). Gomme T est déployé sur K, on a T(K) == T^.T,(K) (cf. 4.4. i); comme
G est semi-simple, le noyau de la restriction de v à T(K) est égal à T^(K) et v définit
un isomorphisme de T^ sur v(T(K)) ; enfin, T^ est invariant par 2 et v est compatible
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avec les actions de S. Par suite, il existe un élément t e T^ n T^K^) et un seul tel que
v(^) == ^(n). On a alors j/ == t.x et P^ === t1^t~\ c.q.f.d.

5.2.15. Remarque. — La proposition précédente devient inexacte si l'on ne
suppose plus que G est semi-simple. Un contre-exemple est fourni par le groupe Ug d'une
forme hermitienne isotrope à deux variables relative à une extension quadratique étale
du corps de base K11.
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ANNEXE. — Relations de commutation

Dans cette Annexe, K désigne un corps (éventuellement fini) et G un groupe
réductif connexe, défini et quasi-déployé sur K. On reprend les notations de i . i et 4. i.
On choisit un système cohérent d'épinglages (^)ae<i> des U^, déduit d'un système de
Ghevalley-Steinberg donné (4.1.16) et l'on note V^ le K-groupe algébrique source de ̂ .

A.i. — Soient û, b e0 avec b =t= — û, et choisissons un ordre total sur
(a 4- b) n0 (1). D'après 1.1.8, il existe une famille ( ï^6)ce(a+6)n<ï» et une seule de
morphismes de K-variétés

ï^: V,xV,^V,
telle que le morphisme commutateur Ya & soit 1e composé

u^u.'^v.xv,^^ n V.-^G.
c ç (a 4- 6) n <I>

Le but de cette Annexe est de donner des formules presque entièrement explicites pour
les y^ b • Disons tout de suite qu'il n'y a là rien de vraiment nouveau : les résultats qui
suivent sont au moins implicitement contenus dans [14] et [31], mais n'ont jamais été,
à notre connaissance, complètement explicités et il n'était peut-être pas inutile que
ces formules soient effectivement écrites quelque part. Cependant, nous laisserons au
lecteur le soin de faire les calculs qui permettent de les établir à partir de [14] et [31]
(voir aussi I, § 10, [35] et [41]).

A. 2. — II est clair qu'il suffit d'étudier le cas où G est simplement connexe et
K-simple, donc de la forme IÏL/RG', où L est une extension séparable de degré fini
de K et où G' est un groupe algébrique défini sur L, simplement connexe, absolument
simple et quasi-déployé sur L. Les systèmes de racines de G et de G' s'identifient natu-
rellement et les y^ & sont les IÎL/K ^s morphismes analogues pour G'. Par suite, il suffit
de considérer le cas où G est absolument simple^ ce que nous supposons désormais.

A. 3. — II résulte alors de 4. i . 16 que, pour a e <&, la source V^ de l'épinglage x^
est de l'un des trois types suivants :

(I) La droite DK;
(II) Le groupe algébrique IÏL/K^LÎ °ù L est une extension quadratique ou cubique

séparable de K;
(III) Le groupe algébrique H(L, K), où L est une extension quadratique sépa-

rable de K (4.1.9).

(1) En réalité, les U^ pour c G (a + b) r\ * commutent entre eux, et le choix de cet ordre est sans conséquence,
sauf dans le cas où { û, b } est une base d'un sous-système de racines de type Gg de 0.
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De plus, les corps L qui interviennent pour les différents a e * de type (II)
ou (III) sont tous égaux, à condition, lorsque G est de type ^4, de choisir convena-
blement le système cohérent d'épinglages, ce que nous supposons fait.

A. 4. — Dans le cas où G est déployé, les y^ sont donnés par les formules de
Ghevalley ([14]; cf. 3.2.3), sur lesquelles repose finalement tout ce qui suit. Mais on
sait que ces formules ne donnent les y^ ^ qu'â^ signe près et qu'il n'existe pas en général
de manière naturelle de déterminer ces signes (cf. [35]). Dans le cas non déployé, à
cette incertitude des signes s'ajoute l'impossibilité d'éliminer celle due au groupe de
Galois de L, lorsqu'il y a des racines de type (II) ou (III) avec L quadratique (cf. 4. i. 17).

C'est pourquoi nous ne donnerons les Y^,& qu'à une « similitude » près : deux
morphismes de V^ X V^ dans Vç sont dits semblables (en symbole : ~ ) s'ils ne diffèrent
que par des opérations des types suivants effectuées successivement sur l'un ou plusieurs
des groupes V :

— passage à l'inverse;
— automorphisme déduit de l'unique K-automorphisme a non trivial de L, lorsque

V est de type (II) ou (III) et que [L : K] == 2.

Par exemple, les opérations permises sur V dans le cas (III) sont les suivantes :

(u, v) l-> (— u, — v + u° ù),

(u, v) h> (M°, y°),

(u, v) H- (— u°, — u° + u° v).

A. 5. — Soit L une extension séparable de K. Nous noterons Nr et Tr les mor-
phismes de K-variétés de IÏL/K^L dans Î^K définis comme suit. Pour toute K-algèbre R
et tout u CIÏL/K^LW == L0R, on pose

Nr(^) = Norme^R/R^ e R = ̂ (î^).

Tr(^) =Tr^R/B^eR.

Si de plus L est une extension cubique de K, il existe un endomorphisme 6 de
IÏL/K^L et un seu! te! q^ Nr(î/) == u9(u) pour toute K-algèbre R et tout u e L ® R .
Enfin, on note * le morphisme de (îl^/K^L)2 dans IÏL/K^L défini par

un. v = Q(u + v) — Q{u) — Q{v) (u,v eL®R).

A. 6. — Donnons maintenant les y^ & dans les différents cas possibles (en nous
limitant bien sûr à ceux où (a + b) n 4^ =|= 0 !). Reprenons les notations et la classi-
fication de 4.1.16, avec les simplifications dues à l'hypothèse G absolument simple,
qui entraîne Lg = K et S = Gal(JK/K). Lorsque 0 est réduit, nous identifions 0
et ̂  par la bijection a \-> R^. a. Enfin pour a, b e <I> ou *, on note ab l'angle de a et de b.
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a) Gard S = i. Autrement dit, K = K et G est déployé sur K. Alors V^ = î)^
pour toute a e 0 et les formules de Ghevalley ([14], 3.2.3) disent qu'il existe des
entiers G^ (égaux à i, 2 ou 3) tels que

< &(^ v) ^ C^ ;, ̂  ̂  pour c ==pa+ qb ed>, p, q e N*.

b) Gard S = 2 ^ $ ̂  r^^. Autrement dit, G est de type ^g^.i {i.e. SUaJ
pour 72^2 , ^ [i.e. Sping^ non déployé) pour 7 2 ^ 4 ou Ïg. Alors, L = K. et
[L :K]=2 .

— Si ûè = 90°, ce qui entraîne que a et b sont courtes, que c = a 4- & est
longue, que V^ = V^ = IIL/K^L et q116 ^ = ^K? on a

y^M-Tr^).

— Si ab = 120°, ce qui entraîne que <; = û + b et que V^, = V^ = Vg est
égal à '&K (resp. IÏL/K^L) lorsque a, &, et ^ sont longues (resp. courtes), on a

^y^v)^uv.
— Si ^ = 135° et si û est courte et b longue, on a V^, = IÏL/K^L et V^ = 2)^;

de plus, ou bien c = a + &, <: est courte et Vç = IIL/K^L? ou bien c = 2a + 6,
^ est longue et Vg = D^. On a

Y^'M -^
^^.^-.Nr^).

<:J Gard S = 2 et0> n'est pas réduit : autrement dit, G est de type ̂ ^ {i.e. SV^+i)
avec n ̂  i. Alors, L = K et [L : K] = 2.

— Si ab == 90° et si a et b sont non pluriels, alors c est pluriel et contient les deux

racines a+b et L {a + b). On a V, = V, === 11̂ 2)̂  V, = H(L, K) et

Ï^M - (o,^°-^).

— Si û& = 90° et si a et b sont pluriels, alors ^ est non pluriel et contient la seule
racine a + b. On a V, = V, = H(L, K), V, == HL/K^L et

Y^((tz,.),(^,.'))-^'.

— Si ab = 120°, alors a, b et ^ sont non pluriels, c == a + 6,

Va = V^ == V, = HL/K^L et ^{u,v)^uv.

— Si û& = 135° et si a est non pluriel, alors b est pluriel, V^ == IÏL/K^LÎ
V^ = H(L, K) et ou bien S?== 45°, c est pluriel, contient les deux racines a + b
et 2 û + 2 & , V,=H(L,K) et

ÏM(^ (^ y/)) - ïU(^ ̂  ̂ ) - (̂ '. ̂ °^0).
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ou bien 'ac = go0, c est non pluriel et contient la seule racine a + 265 Vç = IÏL/K^L et

<^(^^))-ï^((^y')^)-^'-
û^l ^ e ) Gard S == 3 ou 6. Autrement dit, G est une forme trialitaire de D4. Alors,

L est une extension cubique de K et l'on peut choisir le système cohérent d'épinglages
de telle sorte que :

— Si ab == 60°, alors c == a + b, V^ == V^ = II^ ̂ L. Vc = ^K et

ï^^^) - Tr(^);

— Si ab = 120° et si û et è sont courtes, alors V^ = V^, = IÏL/K^L et

^ * v lorsque c == a + b, d'où Vg = IIL/K^L?

ï^(^ ̂ Tr(6(^)y) lorsque ^ == 2a + é, d'où Vg = 1)̂ ,
Tr{uQ{v)) lorsque ^ = 26 + a, d'où V, == DK;

— Si ab == 120° et si a et è sont longues, alors c == a -}- b est longue,
V, = V, - V, = DK et l'on a

Y^^)-^;

— Si ab = 150° et si û est courte, d'où V^ = IÏL/K^L et ^ = î)^, on a :

uv si c == a + b, d'où V, = IÏL/K^L?
6(2/)y si <: = 2û + é, d'où V, = IÏL/K^L,
Nr(^)y si <: = 3^ + b, d'où V^ == 2)^
C.Nr(z<)y2 si c = y + ̂  d'où V, = DK,

ï^(^^) et Y^(y^)

où G est un entier égal à i ou 2 suivant l'ordre total choisi sur (a + b) n ̂  (et qui
n'est pas le même pour YM^ y) et ÏM^ ^))-

Remarque. — Sous la forme où ils ont été énoncés, les résultats de cet Appendice
sont valables que l'on pose {x^y) == xyx^1^1, comme dans I, ou {x,jy) == x~ly~l xy,
comme dans [NB] A, chap. I.
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Errata et Addenda au chapitre 1

E.i. — P. 29, dans le « Tableau des échelonnages irréductibles », ajouter en
huitième position l'échelonnage

B-BCg 2 Bg BCg o=>=S==<=o

E.a. — P. 136, n° 6.4.8, il est préférable de renforcer légèrement la définition
des fonctions quasi-concaves en exigeant qu'elles satisfassent en plus de (QC i) et (QC 2)
à la condition

(QC o) Pour toute a e 0 telle que 2a e <D, on a f{2a) ̂  infl^ n [2/(û), + oo[.

Il est clair qu'une fonction concave satisfait à (QG o), de même que toute fonction fç^
associée à une partie d'appartement (I, 7.1.1). Remarquons aussi que (QC o) entraîne
que le groupe dérivé de U^) est contenu dans U^ j^. Bien entendu, tous les résultats
démontrés dans 1 pour les fonctions quasi-concaves restent a fortiori valables avec la
nouvelle définition.

En fait, cette modification ne change pas grand-chose. Soit en effet f\ 0 ->R;
posons g(a) ==f{a) pour a e O, û/2 ^ 0 et g{2a) = inf(V(2û), 2/(û)) pour a, 2a e 0.
Il est clair que (avec la notation de I, 6.4.9)

(T ) ^a= Uï,/(a) ̂ 2a, /(2a) = ̂ a,g{a}^2a,g(2a)

pour toute a G O^ (par contre, on peut avoir V^g^ 4= U^^) P0111' 2û e O — O^).
Il en résulte que les groupes Uy et Ug sont égaux, donc aussi leurs intersections IL ^ et Ug ^
avec U^ pour û e 0. Montrons que ji / satisfait à (QG i) ^ (QC 2), alors g satisfait à
(QG o), (QG i) et (QC 2). C'est évident pour (QG o). Montrons que g satisfait à (QC i) :
c'est immédiat d'après (i) si a e O^. Si a, 2a e O, posons

h^ == inf{A e I\^ | k ̂  .?(db 2a)} e R

(cf. I, 6.4.10), de sorte que U^^^g^ = U^g^ . On montre comme en I, 6.4.11
que h^. + h_ ^ o, que Â^ + A_ > o entraîne N^ C H et que h^. -\- h_ == o entraîne
h^eT^ et v(N^) == { i , r^}. De I, 6.3.2, 6.3.3 et 6.3.4 résulte alors que
U.^^^^N^ est un groupe, c.q.f.d.

Montrons enfin que g satisfait à (QG2). Comme U^^^U^^ pour tout
a e O, avec égalité sauf peut-être si a e 0 — O ,̂ on voit aussitôt que le seul cas à
examiner est celui du commutateur Y = (ï-^^, U^^) avec a, 2û, é e 0, lequel
est nul sauf si { a, b} forme une base d'un sous-système de type BCg de 0, composé des
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racines a, 20, 2d + b, a + b, 2 (a + 6), é et de leurs opposées. Soient Vi le sous-groupe
engendré par Va+b et Uga.^, Vg celui engendré par V^+b} et Uga+s et X celui engendré
par ^a+b et ^2a+6- Gomme Ug^^.^ et Ug^.^ sont centraux dans Vi, l'application produit
est une bijection de U^+^ X U^,.^ sur V^ (resp. de U^+s) X U^^.^ sur Vg, resp. de
X^_^ X X^o+fr sur X). Or, Y est contenu dans Vg d'après (DR 2) et dans X puisque f
satisfait à (QG 2) et l'injectivité de l'application produit U^^ X U^^.^ -^VL entraîne
que Vg n X = (Ua^+s) n ̂ a+^'^^+b n ^20+6)? ce Ç1111 achève la démonstration
puisque V^+b) n ^a+& == Ua(a 4- b),g{2{a+b)) et U^+^ H X^,.^ == X^^.^ = U^_^y^.^.

E.3. — P. 1363 ligne 9, lire « quasi-concave à valeurs dans ^(K^) » au lieu de
« quasi-concave ».

E.4. — P. 136, ajouter à la fin du n° 6.4.8 :
Plus généralement, si toutes les racines de 0 sont de même longueur, il résulte

facilement de 6. i. 8 (6) et 6.2.7 que toute fonction quasi-concave / telle que f{a) e T^
pour tout a e 0 est nécessairement concave. Si 0 est de type A^, on peut même montrer
que y est de la forme/Q, où t2 est une partie bornée non vide de A.

E.5. — P. 136, n° 6.4.9, la proposition 6.4.9 et sa démonstration ne sont exactes
que si l'on suppose/quasi-concave au sens renforcé de l'erratum E.2 ci-dessus. Si l'on
garde l'ancienne définition de la quasi-concavité, il faut remplacer 0 par <S>T6à dans
l'énoncé de 6.4.9 (i).

E.6. — P. 143, ligne 6 de 6.4.24, lire (6.4.23) au lieu de (6.4.22).

E.7. — P. 178, ligne i de 7.4.27, lire v eD au lieu de v eD.

E.8. — P. 179, ligne 9 du bas, lire h -== 1/3 au lieu de h = 1/2. P. 180, lignes i
et 4, lire kr]{i + cr{ï — k)) au lieu de kr et c == r == i au lieu de r •==- i.

E.9. — Des lecteurs nous ont fait remarquer que le cas du groupe symplectique
sur un corps K de caractéristique 2 semble ne pas être couvert par le § 10, Valuations
des groupes classiques : si l'on adhère strictement aux conventions du § 10, on a dans
ce cas a = id, e = i, d'où K(, g == {o}, et si/ est une forme alternée non dégénérée
de rang 2f sur l'espace vectoriel X et y : X - > K / K ^ g = K une forme pseudo-
quadratique telle que q{x +j0 == q{x) + q{y) +f{x,jy), le groupe des isométries du
couple (/, y), qui est celui considéré dans tout le § 10, est le groupe orthogonal de q
et non le groupe symplectique de /.

Cependant, il serait facile de voir que les résultats du § 10 restent valables pour
le groupe symplectique de/à condition de prendre X^ =={o}, q = o, de remplacer
partout Ky g par K et de désigner par Z l'ensemble des couples (o, k) pour k e K.
L'ensemble $ des racines est, avec les notations de 10.1.2, l'ensemble {2^,ûy}, de
type (G).
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En réalité, le cas du groupe symplectique sur un corps K de caractéristique 2
est bel et bien traité dans notre § 10, mais de manière indirecte. On sait en effet (voir
J. Dieudonné, Sur les groupes classiques y Paris, Hermann, 1948, p. 54) que le groupe S^(K)
est isomorphe au groupe orthogonal d'une forme quadratique (usuelle) defective : si
(^ ) i<±»<r est une base symplectique de K.̂  et (^-çj une base de K sur K2, il suffit
de considérer l'espace vectoriel X somme directe de X^ = KL2*" et de XQ = K^ et
de poser

yCS^+S^)- S ^_,+.S^
1 ̂  t ̂  T J G J

(où (/Lçj est la base canonique de K.^). Tout élément u e0{q) a pour restriction
à XQ l'identité (loc. cit., p. 53) et définit par passage au quotient un automorphisme u
de Xi ^ X/XQ, et l'application u\->u est un isomorphisme de 0(y) sur S^(K)
{loc. cit., p. 54).

On peut faire des remarques analogues pour les autres formes du groupe symplec-
tique. Soit K un corps de caractéristique 2, muni d'une involution or. On a K.y g == Tr K.
Soit f une forme cr-sesquilinéaire non dégénérée tracique sur un espace vectoriel X sur K.
On peut toujours choisir une forme pseudo-quadratique q : X -> K/Tr K qui soit
associée à / : il suffit de choisir une base (^) de X et des a^ e K tels que
^ + ^i =/(^<î e]) P0^ tous ^ J^ et de P0^

?(^Ç,)==^^Ç,+TrK.

Si la restriction de a au centre G de K n'est pas l'identité, il est une manière cano-
nique de faire ce choix : dans ce cas, il existe en effet un élément X e G tel que X + ^° = I

et l'on peut prendre q{x) == '>/(x, x) + Tr K (cf. I, p. 212); le groupe unitaire de/
est alors aussi le groupe Is{q,f) traité au § 10 de I.

Mais si la restriction de CT au centre G de K est l'identité (involution « de première
espèce »), un tel X e G n'existe pas, il n'y a pas en général de choix canonique pour q
et le groupe unitaire U(/) de/est en général strictement plus grand que Is(y,/) et
semble donc non couvert par le § 10 de I.

Gomme plus haut, deux réponses sont possibles. Tout d'abord, on peut vérifier
que les résultats du § 10 restent valables dans ce cas, à condition de remplacer
Kg g = Tr K par le groupe K^ des éléments de K invariants par cr, et de désigner
par q l'application x^{k e K |/(^, x) = Tr k} de X dans K/K^. L'ensemble Z de I,
10. i . i devient alors {(^, k) e X^ X K |/(^, z) == Tr k} et l'on pose

co^) == -I sup{(o(^) | k e K, Trk =/(^, z)}.

On peut aussi, comme ci-dessus, se ramener au cas explicitement traité au § 10. On
considère le quotient S de K^ par le sous-groupe Tr K. La loi d'opération (è, x) [-> k°xk
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de K dans K^ passe au quotient et définit sur S une structure, dite canonique, d'espace
vectoriel à droite sur K. On pose alors X = X ® S,

/(M, ( '̂)) =/( '̂)
q[{{x,s) ==q{x)) +s+TrK

où q est une forme pseudo-quadratique associée à f choisie arbitrairement. On voit
alors que S est le noyau de/, que le couple (y",/) est non dégénéré, que tout élément/^/ _
g e Is(<7,/) induit l'identité sur S et définit par passage au quotient un automorphisme g
de X == X/S qui appartient à U(/). Enfin, il résulte de la prop. 8.2.9 de [37], p. 126,
que ^application g^->g est un isomorphisme de Is(^,/) sur U(/). On le voit d'ailleurs
aisément en montrant que l'ensemble des formes pseudo-quadratiques associées à f
est en correspondance bijective avec l'ensemble des supplémentaires de S dans X, ou
encore avec l'ensemble des applications linéaires A de X dans S : à une telle application h
correspond la forme q^: x\-> q'{{Xy h{x)).

Soient X_^. et X_ deux sous-espaces totalement isotropes maximaux pour/ de X,
d'intersection {o}, et soit XQ l'orthogonal de X^. + X_ dans X. On peut prendre
pour g la forme

q{x^ + x_ + Xo) =/(^, A:_) + q^Xo) (^ e X+, x_ e X_, XQ e Xo),

où <7o est une forme pseudo-quadratique sur Xo associée à la restriction de/à Xg. Pour
tout A - o + o dans Xo, on a ?o(^o) + ?o(^o)° ^/(^o^o) + ° (^ 10.1.1 (5)), d'où
^(^o? J) + o pour tout s e S. Il en résulte que, si l'on choisit une base (^) i<^<r de X_^.
et que l'on note {e_^ la base duale de X_, les hypothèses de I, 10. i . i sont satisfaites
pour la décomposition X = 11̂  K + Xo, avec Xo = Xo + S. De plus, on voit aussitôt
que si Z est l'ensemble des ((^o? s), k) e Xo X K tels que k e y"((^o5 s)) (cf. I, 10. i . i
in fine), alors Ç{xo,s),k) eZ si et seulement si k + k° ==fÇxo, Xç). Par suite, l'appli-
cation g }-> g envoie les transformations linéaires de X définies par les formules de I,
ï o . i . 2 (en y remplaçant Xo par XQ et Z par Z) sur celles de X définies par les mêmes
formules, mais en prenant Z = {{xy, k) e Xo X K | k + k° ==f[xo, Xo)}. Ceci démontre
la validité de la « première réponse » proposée au début de l'alinéa précédent. Notons
que pour G == id, on retrouve le cas du groupe symplectique ordinaire et l'assertion
du deuxième alinéa de cet erratum E.Q.

Enfin, considérons la famille 9° de fonctions définie en I, 10.1.13. Par traduction
de I, 10.1.15, on voit que c'est une valuation de la donnée radicielle de U(/) si et
seulement si l'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
(i) <^(/(^ 0) ^ ̂ ) + û^') pour z, z ' e Xo;
(ii) ^(/(^ ^ /)) > 2 inf((^(-2'), œç(0) pour z, z ' e Xo.

En raisonnant comme en I, 10.1.21, et compte tenu de ce que 0^(2') < - ̂ {f{z, z)) < + °o

pour z eXo, z 4= o, on montre que (i) et (ii) sont équivalentes à
(iii) co est une norme sur Xo.
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Soient alors f et q les prolongements canoniques de f et q à Xo •== XQ®Ê.. &'
/^ anisotrope^ alors 9° ̂  z^ valuation de la donnée radicielle de U(/) : sinon, d'après I,
10.1.15 (iii), il existerait A : e X o — { o } , s e S ® K et AeTrÊLCÊ.^ tels que
k e^Çx, s), d'où f{x, x) == k + k0 = o. Inversement, '̂ K^ = K^ (condition qui
est satisfaite lorsque K est de dimension finie sur son centre) et si 9" est une valuation de
la donnée radicielle de V(f), alors/est anisotrope et co^ est une norme sur Xg dont la restriction
à XQ est c0g. En effet, on voit aisément que (Og est la restriction de œ^ à Xo et que co^ est
inférieure au prolongement par continuité de co^ en une semi-norme sur Xo. Par conti-
nuité on déduit de (i) que

(î) <^(/(^ ^')) ^ < )̂ + û)y(^) pour z, z' e Xo.

Gommer est non dégénérée, (i) entraîne ^{z) < + co pour z ^ o et f est anisotrope.
Enfin, l'équivalence de (i) et (iii) montre que û)ç« est une norme sur Xo.

Remarquons pour terminer que si f est une forme sesquilinéaire non dégénérée,
non nécessairement tracique, alors le groupe unitaire V{f) est extension du groupe
unitaire d'une forme f non dégénérée tracique par un sous-groupe niipotent (J. Dieu-
donné, On thé structure of thé unitary group II, Amer. J . Math., 75 (1953), 665-678).
Plus précisément il existe une décomposition de X en somme directe X^ ® Xg @ ^K^
telle que la restriction f de y à Xg soit non dégénérée tracique et que tout élément
g eU(V) se représente dans cette décomposition par une matrice

/, . A
g == | 0 ê C ,

\0 0 I/

l'application g\->g étant un homomorphisme surjectif de V(f) sur U(y'). En parti-
culier, U{f) ne peut être « réductif » que s'il est isomorphe à U(y').

E.io. — La « Note ajoutée aux épreuves », pp. 238 et 239, fourmille de fautes
d'impression. Nous reviendrons sur les résultats de cette Note et en expliciterons les
démonstrations dans un article à paraître. Signalons en attendant quelques corrections
à la page 239 :

— ligne i : ajouter « décomposables » après « additives »;
— ligne 2 : ajouter « avec u^ == e^ » après « (i) »$

r

— formule (4) : remplacer « S » par « S » ;

— ligne 6 du bas : remplacer « u_^ = u'_^ — zu^\ » par « u_^ = u'_i — S î/^fly,

avec ^ = s\, a^ == e/^L», u'_^ pour i < j et ûy = o pour i > j »;
— ligne 5 du bas : remplacer « ^ » par « u_^ »;
— ligne 2 du bas : remplacer « œ » par « a ».
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(voir aussi PIndex des notations du chapitre I)

K (voir aussi 4.2. Introd.), A.
G (voir aussi § 3. Introd., 3.7. In-
trod., 5. Introd.).
S (voir aussi 3.7. Introd.).
Z (voir aussi 5. Introd.), N.
X*(S), »(S, G), ».
Ua.
a + b.
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ïa,6.
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Rud(G).
^G.
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5.1.20.

5.I-32.
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INDEX DES CONDITIONS

(ET) : 1 . 7 . 1 , (ETi) et (ET 2) : 1 . 7 . 2 .
(DRSo) à (DRS3) : 3.1.1.
(FI) : 3 . 2 . 1 1 .
(C) : 3 . 5 . 1 , (C') : 3.5.2.
(Si) à (S 3) : 3 . 8 . 1 , (S°i) à (S° 3) : 3.8.2.
(Sch) : 4.5.1.

(QGo) : 4 . 5 . 1 .
(Ci) et (G 2) : 4.5.3 (cf. I, 6.4.5).
(QC i), (QC2), (QC i)<, et (QC 2}^ : 4.5.3 (cf. I,

6.4.7).
(DE) : 5 . 1 .5 .
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INDEX TERMINOLOGIQUE

(voir aussi l'Index terminologique du Chapitre I)

Adhérence schématique : 1.2.6.
Admissible (extension) : 1.6.1.
Attaché (corps) : 4.1.8.
Attaché (groupe algébrique) : 4.6.41.
Attachée (extension quadratique) : 4.1.14.

Bonne (famille d'idéaux) : 3.2.10.
Bornologie naturelle : 4.2.19.
Bornologies définies par une valuation : 4.2.19.

Chevalley (système de) : 3 .2 .2 .
Chevalley (donnée radicielle schématique de) : 3.2.8.
Chevalley (valuation de) : 4.2.1.
Chevalley-Steinberg (système de) : 4.1.3.
Chevalley-Steinberg (valuation de) : 4.2.10.
Close : 1.1.4, 2.1.2, 4.6.28.
Coaction : i .4.3.
Coefficient d'une représentation linéaire : 1.4.3.
Cohérent (système d'épinglages) : 4.1.16.
Comodule : i .4.3.
Composante neutre : 1.2.12.
Compatible (valuation) : 4.2.8, 5.1.22.
Concave (fonction) : 4.5.3.
Connexe (schéma en groupes) : 1.2.12.
Connexe (fixateur) : 4.6.28, 4.6.39.
Conservateur (changement de base) : 4.2.25.
Corps de définition d'une racine : 4.1.3.

^-module : 3.1.4.
Distribution : 1.3.1.
Donnée radicielle schématique : 3.1.1.
Droite : i .2.10.

Élargi (immeuble) : 4.2.16.
Enclos : 4.6.27.
Épaississement : 4.6.37.
Épinglage : 3.2.1 et 2, 4.1.5, 4.I.9.
Épinglage associé : 3.2.1, 4.1.5, 4.1.11.
Épinglage de Steinberg : 4.1.3.
Étale (extension) : 1.6.2.

Étoffe (schéma) : 1.7.1.
Étoile : 4.6.33.

Fidèle (^-module) : 3.1.4.
Fidèle (représentation linéaire) : 1.4.4.
Fidèlement (opérer) : 1.4.6.
Fixateur connexe : 4.6.28, 4.6.39.

Grignotant (ordre) : 3.1.2.

Hensélisé strict : 1.6.9.

Image fermée : 1.2.6.
Immeuble élargi : 4.2.16.
Induit (tore) : 1.5.17.
Iwahori (sous-groupe d') : 5.2.6.

Linéairement disjointes (extensions) : 1.6.8 (1).
Lisse (schéma) : 1.2.9.
Lissifié : 4.4.12.

Module (schéma associé à un) : i .4. i.

Non ramifiée (extension) : i . 6-Introd.

Opérer : 1.4.6.
Opérer fidèlement : 1.4.6.
Optimale, optimisée : 4.5.2.

Parahorique (sous-groupe) : 5.2.6.
Plat (schéma) : 1.2.3.
Pluriel (rayon radiciel) : 4.1.2.
Positivement close : 1.1.4.
Positivement quasi-close : 1.1.6.
Prolongement : 1.2.4.
Prûférien (anneau) : 2.2.2.
Pseudo-parabolique (sous-groupe) : i. i. 14.

Quasi-close : i. i. 6.
Quasi-concave (fonction) : 4.5.3.
Quasi-déployé : 4.1.1.
Quasi-réductif : 1.1.12.
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Racine : 1 . 1 . 2 .
Radical unipotent déployé : i. i. 11.
Radiciel (rayon) : 1.1.2.
Radiciel (sous-groupe) : 1.1.3.
Radicielle (donnée schématique) : 3.1.1.
Représentation linéaire : 1.4.3.
Représentation linéaire fidèle : i .4.5.
Restriction des scalaires : 1.5.2.

Schéma : i. 2-Introd.
Schéma canonique de fibre générique un tore : 1.2.11,

4.4.5,4.4.8.

Schématique (adhérence) : 1.2.6.
Schématique (donnée radicielle) : 3.1.1.
Steinberg (épinglage de) : 4.1.3.

Tore induit : 1.5.17.

Univalente (extension) : i. 6. i.

Valuation d'un corps : i-Introd.
Valuation d'une donnée radicielle : 4.2.1.
Valuation de Chevalley : 4.2.1.
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