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PROBLEMES DE MODULES
POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES
DU PREMIER ORDRE

par JEAN MARTINET e Jean-PIERRE RAMIS

INTRODUCTION

Cet article est d’abord une contribution a I’étude des germes d’équations diffé-
rentielles analytiques :

(I) o =A(x,_y)dx—|—B(x,_y)a'y=o

singuliéres a I’origine de C? (A et B nulles en 0), dans le cas ou le 1-jet de la forme
en o est non nul.

Deux équations du type (1) sont dites analytiquement équivalentes s’il existe un difféo-
morphisme local analytique de C? en o transformant ’'une en l'autre, @ unité prés.

On est amené classiquement & distinguer différents cas, selon les valeurs des valeurs
propres (A, A;) du 1-jet de o (supposées non toutes deux nulles) :

1) a) Le rapport A =2A,/A, est non réel, ou réel positif, avec A ni entier ni inverse
d’entier. Alors la forme o est analytiquement linéarisable et I’équation différentielle w =o
se raméne a une équation linéaire :

xdy — Ny dx = o (Poincaré).

b) AeN*U 1/N*. L’équation (1) est alors analytiquement linéarisable ou analy-
tiquement équivalente & I'une des « formes normales » :

(nx + w")dy —ydx =0, ou neN* et peCG (Dulac [16]).

2) Le rapport A est réel négatif ou nul.

a) \ est irrationnel et satisfait une condition diophantienne convenable (Siegel,
Brjuno [10]). Alors I’équation (1) est encore analytiquement linéarisable.

b) A est irrationnel, mais « exceptionnellement bien » approché par les rationnels. On
sait alors que (1) n’est pas en général analytiquement (ni méme topologiquement) linéa-
risable, bien qu’elle le soit formellement (Pyartli [54]; Ilyashenko [35]); ce cas est difficile
et reste trés mal compris.

¢) X\ est rationnel : c’est le cas résonant.
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64 JEAN MARTINET ET JEAN-PIERRE RAMIS

On connaijt depuis longtemps une classification formelle de ce type d’équations,
mais on savait fort peu de choses sur leur classification analytique, bien que de nombreux
travaux leur aient été consacrés. C’est ce dernier probléme que nous avons résolu, en
proposant une classification compléte, & équivalence analytique pres, des germes d’équa-
tions « résonantes ». Le présent article est consacré au cas le plus « dégénéré », ot I’'une
des valeurs propres de (1) est nulle (A =o0). Un article en préparation traitera du cas
ol A= —p/qg+o.

Toute équation du type envisagé dans ce travail est formellement équivalente a
Pune des formes normales suivantes :

(1) ydx=o0
(i) w,a=2"ldy—y(1 +MP)dx =0 (p>1, AeC).

Dans le cas (i) on sait depuis Dulac [16] que I’équivalence est analytique. Dans
le cas (ii) (point singulier is0lé), Dulac a montré que 1’équation considérée peut toujours
étre réduite analytiquement a la forme :

(2) #ridy—Alry)de=o0 ot Alo,y) =

la réduction formelle & (ii) se faisant ensuite par un changement de variable y = ¢(x, Y),
qui est une série formelle en x a coeflicients holomorphes en Y (tous convergents sur un
méme voisinage de l’origine), aprés éventuellement une transformation analytique
convenable.

L’équation (2) manifeste la présence d’une feuille holomorphe a I’origine (x = o)
appelée « variété invariante » de I’équation, et le fait que les autres feuilles sont transverses
aux droites x = cste.

On vérifie sans trop de difficultés que notre probléme initial de classification se
réduit (2 quelques détails pres) a la classification des équations du type (2) modulo
les transformations « fibrées » (x, ) (¥, @(x,%)).

On sait depuis Euler [22] qu’une équation du type (2) n’est pas toujours analy-
tiquement normalisable. L’exemple d’Euler est I’équation :

x2dy — (9 + x) dx = o.

Cette équation se réduit a la forme normale x24dY —Ydx = o par l'unique trans-
formation formelle « fibrée » Y =y +n§1 (n—1)!2" qui est divergente.

L’étude des équations (2) « a points ;inguliers irréguliers » a donné lieu & d’innom-
brables travaux au cours du siécle dernier et au début de ce siécle; signalons, sans aucune
prétention a I’exhaustivité ceux de Briot-Bouquet, Poincaré, Borel, Horn, Bendixson,
Chazy.

Nos principaux résultats sont les suivants :

1. Etant donné une forme normale (ii), les germes d’équations analytiques (2)
qui lui sont formellement équivalentes sont classifiés analytiquement par les éléments
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PROBLEMES DE MODULES POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES 65

de H(S'; A, ;), o A, , est un faisceau de groupes (non abéliens) sur le cercle S?,
attaché a la forme normale choisie w, ,, que nous décrirons rapidement dans un instant.

Le lecteur rapprochera ce résultat de la théorie de Malgrange-Sibuya [43], [62]
dont nous nous sommes bien siir inspirés (cf. aussi Bertrand [3]).

2. L’espace classifiant (ou « modulaire ») H(S!; A, ,) a une structure analytique
naturelle (de dimension infinie (*)) telle que I’application associant & chaque équation
sa « classe caractéristique » est analytique.

3. Etant donné une équation du type (2), la transformation fibrée formelle (unique)
qui la réduit a sa forme normale appartient a la classe de Gevrey d’ordre s =1 + 1/p,
et est plus précisément p-sommable (au sens de Ramis [57]) : ceci signifie qu’en appli-
quant a la série formelle normalisante (considérée comme a valeurs dans un Fréchet
convenable de fonctions de y) les formules sommatoires de Borel (p = 1) ou de Leroy
(p>1), on obtient « canoniquement » des transformations analytiques sur des domaines
sectoriels U X D (U secteur de sommet O et d’ouverture >x/p (en fait ici en général
égale a 2m(p) dans le plan des x; D disque ouvert de centre O dans le plan des y),
asymptotes a la transformation formelle initiale, et normalisant sur U X D I’équation
considérée.

4. Le type analytique (« classe caractéristique ») d’une équation (2) est caractérisé
par la classe de conjugaison analytique de I’kolonomie de la variété invariante ({x = o})
relative au feuilletage défini par I’équation. Cette holonomie est un difféomorphisme
local analytique de C en o, tangent d’ordre 1 a l'identité et formellement conjugué a
Pholonomie correspondante pour la forme normale. La classification a conjugaison prés
de tels difféomorphismes a été faite récemment par Ecalle [17], et nous montrons que
notre théorie s’injecte de fagon canonique dans la sienne. Un phénomeéne qui reste un
peu surprenant 4 nos yeux est que les holonomies produites par les équations (2) ne
sont pas arbitraires : on obtient seulement une « petite » partie (de dimension et codi-
mension infinie) du « module d’Ecalle ». (Nous nous proposons de montrer dans un
article ultérieur [45] qu’il n’en est plus de méme dans le cas des équations résonantes
« non dégénérées » (A= —p/g=+o0) : le module des classes d’équivalence analytiques
d’équations différentielles s’identifie complétement au « module d’Ecalle ».)

Esquissons maintenant 'une des idées essentielles de notre démarche.
Considérons par exemple la plus simple des formes normales (ii) :
(3) W30 — x? aj} —) dx = o.
Ses feuilles sont la variété invariante {x=o0} et les graphes des fonctions
y=cexp(—1/x) (ceC). Excluant {x =0}, I'espace des feuilles s’identifie a la droite

complexe C. Soit ¢’ =g(¢) un automorphisme holomorphe (éventuellement local) de
cet espace. Relevons-le en G(x, ) =(x, g(»,»)) dans C2 en laissant invariante la

(*) Ce dernier point nous avait été signalé (pour le cas p = 1, A = 0) par Malgrange en 1976.
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« coordonnée de base » x. Le difféomorphisme G a en général un comportement trés
« sauvage » au voisinage de la feuille « verticale » {x = o0}, da a la singularité essentielle
des solutions de (3) en o. Cependant, soit par exemple g(¢)=c+a (aeC); alors
gxy)=y+aexp(—1/x), et G:VtxXCG->VTxC (o V* est un secteur fermé
de C,, de sommet o, contenu dans {Rex>o0}) est un difféomorphisme infiniment
tangent a I'identité le long de {o} X C. De méme si g: (C, o) - (C, 0) est un difféo-
morphisme local analytique tangent d’ordre un & lidentité (ges#) on vérifie aisément
que G est défini au voisinage de {0} X G dans V™ X C (o0 V- C{Rex<o0} est un
secteur fermé de sommet o) et infiniment tangent 4 I’identité de C2 le long de {0} x C.

Seules les transformations g que nous venons de décrire (translations et éléments
de 5#) ont la vertu de donner naissance a des transformations G asymptotes a I’identité
de C2? au-dessus d’un secteur V de C,; les transformations G laissant invariante 1’équa-
tion @, o « sur » V X G, nous les appellerons « transformations sectorielles isotropes » de w, 4.
Nous les considérerons comme sections d’un faisceau A, , sur St (S* est le cercle unité
du plan des x, ses ouverts connexes définissant les secteurs aux rayons prés) ; ce faisceau
est constant sur le demi-cercle {Rex>o} (resp. {Rex<o0}) et isomorphe 2 C
(resp. ); sa fibre aux deux « pbles » x =417 de S! est réduite 2 l’identité. Ainsi
HY(S; A, 4) = C X A

Soit (U,, U;) un recouvrement ouvert de C, par deux secteurs fermés tels que
UynU;=VruV~ ot VtC{Rex>o0} et V" C{Rex<o}. Soit (g*, g7)eCxH#;
recollons les germes des produits Uy, X C et U, X G via G* et G™; on obtient un objet
Seuilleté (puisque G* et G~ préservent le feuilletage défini par «, ,=0); la platitude
de Gt et G~ vis-a-vis de l'identité permet de montrer, grace au théoréme d’intégrabilité
de Newlander-Nirenberg sur les structures presque complexes, que cet objet « est » le germe
de C2? en o pourvu d’un germe d’équation différentielle holomorphe singuliére du type (2); cette
équation est par construction formellement équivalente (mais en général non analyti-
quement équivalente) & ; o =o0. Des valeurs différentes données au couple (g*, g7)
produisent des équations analytiquement distinctes (et méme « souvent » topologiquement
distinctes!). Pour montrer que le procédé ci-dessus décrit donne naissance a foutes les
équations formellement équivalentes & «;,, il nous suffit d’utiliser un théoréme de
normalisation « sectorielle » analytique assez « faible » d&t & Hukuhara [33]. (Nous
esquissons d’ailleurs un argument direct au chapitre IV permettant d’éviter le recours
a Hukuhara.)

L’idée remarquable d’utiliser le théoréme de Newlander-Nirenberg dans ce type
de question revient 2 Malgrange, qui I’a exposée dans une lettre a Ecalle, relative a la
classification a conjugaison preés des éléments du groupe 5. Nous le remercions de nous
avoir communiqué cette lettre, qui a été pour nous une source d’inspiration essentielle
(cf. Malgrange [44]).

Les résultats relatifs & la sommabilité des transformations normalisantes se déduisent
assez facilement (sans calcul!) de notre théorie de « classes caractéristiques » : on montre
d’abord qu’elles sont Gevrey en utilisant une « astuce » que Malgrange nous a suggérée
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(les classes caractéristiques sont évidemment Gevrey : G —I est & décroissance exponen-
tielle d’un ordre entier convenable); on prouve ensuite la sommabilité 4 partir de pro-
priétés « géométriques » des éléments de HY(S; A, ).

Les résultats précédemment décrits ne résolvent pas fous les problémes qui se posent
au sujet des équations différentielles du type (2) :

1. Nous ne savons pas « calculer » la « classe caractéristique » d’une équation
donnée.

Le calcul est théoriquement faisable pour les équations dont les « transformations
caractéristiques » (les g précédents ou leurs variantes) appartiennent & un méme sous-
groupe de Lie abélien du groupe des difféomorphismes de « I’espace des feuilles » de
la forme normale.

Par exemple, si 'on considére seulement les équations (2) linéaires en y :

#+idy—(a(x)y +b(x)dr =0  (a(0) = 1),

il est facile de voir qu’elles sont classifiées analytiquement par les H(S!; Al%), ou le
faisceau ALLCA,, est défini par les transformations linéaires de I'espace C des feuilles
de la forme normale. Ce classifiant est de dimension finie (il est avec sa structure « natu-
relle » de groupe isomorphe a CP), et il est possible d’obtenir une famille universelle pour
les équations linéaires (non homogenes); par exemple, si p =1, on peut prendre (si A
n’est pas un entier positif) :

x2dy — (y(1 + M) 4 ax)dx =o.

Le probléme du calcul de la classe caractéristique devient plus difficile dans le
cas « non abélien », par exemple pour les équations (2) de Riccati :

2+t dy— (a(x)® + b(x)y +c(x) dx =0 (b(0) = 1).

Ces équations sont définies sur (G, o) X P,(C), et leur classifiant (pour une forme
normale w,, fixée) est H(S!; A%), ou APYCA,, est le faisceau correspondant
aux transformations projectives en y. Ce classifiant est encore de dimension finie (il est avec
sa structure « naturelle » de groupe isomorphe 4 C?), mais nous ne savons pas expliciter
en général une famille d’équations de Riccati universelle (tout en étant assurés de son
existence).

Des calculs élémentaires de monodromie nous permettent d’obtenir explicitement
les classes caractéristiques pour une famille « verselle » dans le cas p = 1. Pour le cas
général (p quelconque) nous proposons une méthode de calcul basée sur une généra-
lisation de la théorie des invariants de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff.

Ecalle nous a signalé (octobre 81 [20], [21]) que la « classe caractéristique »
de I'holonomie de la variété invariante ({x =o0}) d’une équation différentielle sous la
forme (2) x**'dy—A(x,»)dx =0 (A(0,») =) pouvait étre calculée « explicitement »
(une telle classe se caractérise par des « coefficients de Fourier » calculables en fonction
des coefficients du développement de A). Ecalle obtient (entre autres) dans [21] une
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classification analytique des équations résonantes (dégénérées ou non). Ses méthodes,
basées sur sa théorie des fonctions résurgentes, sont a priori assez différentes des notres :
il étudie les « solutions » tandis que nous concentrons notre intérét sur les « équations
de conjugaison ».

2. Un autre probléme passionnant consiste en I’étude de la bifurcation d’une équa-
tion (2) lorsqu’on la place dans une famille analytique ¢ransverse a ’espace des singularités
étudiées ici; par exemple :

o, = (x®—p)dy + A(x,9)dx = o,
ou A est donné. ‘

Pour p#+o0 cette équation a deux points singuliers réguliers, qui « confluent »
quand p =o0. Y a-t-il une relation entre les classes caractéristiques de w, et le compor-
tement des feuilletages «, =o0? (Cf. dans cette direction Garnier [24].)

3. L’étude topologique (ou méme %*) des feuilletages locaux définis par les équa-
tions (2) n’est pas tout a fait évidente (1). (Il semble en particulier y avoir de subtiles
différences entre la classification topologique et la classification €®.) Elle mériterait
d’étre détaillée. Il est en tout cas clair que, pour une forme normale formelle fixée, il
se présente des types topologiques distincts.

Signalons pour finir que les résultats généraux relatifs aux développements asympto-
tiques qui nous sont nécessaires sont regroupés au chapitre I (qui contient également
un certain nombre de constructions fondamentales, indépendantes de la théorie des
équations différentielles). Ce chapitre est long et risque de paraitre un peu aride au
lecteur, auquel nous conseillons de commencer par I’étude des chapitres suivants, en
se reportant au chapitre I selon ses besoins.

Une premiére version de cet article a été diffusée sous forme de preprint Irma
au printemps 81 [46]. Un certain nombre de suggestions de Malgrange, que nous
remercions, nous a permis de notables améliorations :

a) simplification de la preuve de la version Gevrey du théoréme fondamental et preuve
de la conjecture 1.3.5.5 de [46];

b) suppression des restrictions sur le groupe de Lie en I.5;

¢) nouvelle approche de la théorie des invariants de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff permettant
de retrouver les résultats de ces derniers tout en les généralisant, et de prouver la
conjecture faite en VI.4.3.10 de [46].

Enfin, dans la présente version nous avons supprimé le chapitre VII de [46]; il est
remplacé par quelques indications & la fin du chapitre VI.

(}) Dans le cas des équations résonantes non dégénérées la classification topologique est trés simple
(cf. CamacHO-SAD [13]).
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I. — DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES

1. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES. DEFINITIONS ET NOTATIONS

Le lecteur non familier avec la théorie classique des développements asymptotiques
pourra se reporter au traité de Wasow [65]. Nous avons besoin de quelques extensions
du point de vue traditionnel.

(x.1) Développements asymptotiques

Soit S1CC le cercle unité centré a P'origine o. Pour tout sous-ensemble connexe
U St (arc) on désignera aussi par U le secteur de C, de sommet o, formé des points x
tels que x/|x|eU et |x|<R (nous ne préciserons pas en général le rayon R>o
qui pourra le plus souvent étre arbitrairement petit : germes de secteurs). On conviendra
toujours de l'inclusion de o dans le secteur. Si U est ouvert (resp. fermé) le secteur sera
dit ouvert (resp. fermé).

Nous aurons parfois besoin (pour les questions de k-sommabilité) de la situation
plus générale ou U est un secteur de la surface de Riemann du Logarithme, défini par
un sous-ensemble connexe borné du revétement universel R de S!. Dans ce cas aussi nous
adjoindrons o au secteur (topologie évidente).

Nous allons dans la suite travailler constamment avec des développements asympto-
tiques & une variable, au sens classique, dépendant holomorphiquement d’un para-
metre y (y€Q ouvert de C*). De tels développements peuvent étre considérés comme
développements a valeurs dans un espace de Fréchet (et en pratique, compte tenu du
coté « germique » du paramétre, a valeurs dans un espace de Banach). Ces dévelop-
pements peuvent aussi étre envisagés comme des fonctions différentiables au sens de
Whitney; ce dernier point de vue se révélera fort utile.

Si X est un ouvert de C?, nous noterons @(X; F) I’espace des fonctions holomorphes
sur X, a valeurs dans F, espace de Fréchet (Grothendieck [28]). Nous poserons
0(X; C) = 0(X), ce dernier espace étant muni de sa topologie usuelle d’espace de
Fréchet.

Définition (x.x.x). — Soit U un secteur défini comme ci-dessus. Soit ¥ un espace de Banach
complexe (de norme notée ||.||). Soit fe O(U—{o}; F); on dit que f admet :

flx)= p§0 x*.a,eF[[x]] (a,€F)
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pour développement asymptotique en o (et on note fe s£/(U; F), f=]J(f)) si, pour tout sous-
secteur fermé V de U, on a :

k—1
Sup |#|7H|f(x) — 2 #*.a)|| < Cy,.
zeV—{0} p=0
On note «/(U; C) =« (U).
Remarque (x.1.2). — Soit F un espace de Fréchet. On écrit F comme limite pro-
jective d’espaces de Banach: F = I(:}l’__n F;. On définit les développements asymptotiques
iEN

a valeurs dans F par &/(U;F) = I.(in H(U; F,), le résultat étant indépendant du

iEN

choix de la famille (F;) ¢eN. Soit par exemple Q un polydisque ouvert de C". On
éerit Q= iy" K; (K; polydisque fermé), on désigne par F,=B(K,) I’espace de
Banach des fonctions continues sur K;, holomorphes & Pintérieur. On a :
Fo0(@) =LinB(K) o /(U3 0(0) = [, (U3 BK)).
Définition (x.1.3). — Soit U un secteur ouvert. Soit Q un ouvert de C* (espace de para-
métres). Soit m>o. Soit enfin ge O((U—{o}) x Q; C™). On dit que g admet :
2(%0) = Z 4,()<0(Q; CM[[+]], a,0(Q;C)

pour développement asymptotique (paramétré par Q) si, pour tout sous-secteur fermé V de U et tout
compact K de Q, on a :

k—1
Sup |x]7*||g(x,0) — X a,(»)#?|| < Cyg-
zeV—{0} p=0
yeK

Les fonctions g satisfaisant a4 cette définition s’identifient immédiatement aux
fonctions fe & (U; O(Q; C™), par g(x, ) =f(x)(9).

Soit maintenant U un secteur de G de sommet o, et Q un voisinage ouvert de
Porigine dans C" (nous travaillerons en fait avec le germe (Q,o0)=(C" 0)). On
considére les germes d’applications :

g: Ux(Q,o0)~>C"

telles que :

(r.x.4) (i) g(x,») est holomorphe sur (U—{o}) X Q,
(ll) g(o,)’) =D N .
(iii) pour tout secteur fermé V CU, la restriction de g 3 VX Q est
une application C® au sens de Whitney (Malgrange [41]).

Ces conditions signifient qu’en tout point (0, y,) (o€ Q), P'application g admet
un développement de Taylor infini; d’aprés les conditions de Whitney et I’holomorphie
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de g pour x+ o0, le jet infini de g le long de {0} X Q est indépendant de VCU et de
la forme :

E(x,y)=)’+p§1%()’)x” ou  2e0(Q; C[[#]] (s,€0O(Q;C").

De plus, pour tous k,7eN, VCU (secteur fermé) et K compact de Q, on a :

arg argk
—k+1 _ 95 5
(1'1'5) |x I axr (x’.y) ax’- (x)y)

k—1
tend vers zéro avec x, uniformément sur Vx K (g%¥=y + Zo a,(9)#P).
-

I1 est clair que g peut étre interprété comme un développement asymptotique
en x, paramétré par y (cf. Définition (1.1.3)) ou comme un développement asymptotique
en x a valeurs dans ’espace de Fréchet 0(Q) (Définition (1.1.1) et Remarque (1.1.2)),
et inversement.

Remarque (x1.1.6). — Dans le cas de plusieurs variables, le sens du terme « déve-
loppement asymptotique » est mal fixé. En particulier la définition donnée ci-dessus
est beaucoup plus forte que celle proposée par Gérard-Sibuya [25], qui signifierait ici seu-
lement que g admet en tout point de {0} X Q (voire seulement en (o, 0)) un « dévelop-
pement limité » en les variables (x, ) a tous les ordres, ce qui n’implique pas la diffé-
rentiabilité au sens de Whitney. Nous reviendrons plus précisément sur ce point au § 6.

Nous aurons besoin des variantes suivantes du Théoréme de Borel-Ritt :

Théoréme (x.x.7%). — Soit U un secteur de sommet o dans C (ou plus généralement sur
la surface de Riemann du Logarithme) :

(i) Soit F un espace de Banach, et f(x)= Zx"a, e F[[x]] (a,€F, neN) une série
Sormelle. Alors il existe fe s/ (U;F) admetiant f comme développement asymptotique & Dorigine.

(i1) Soit QCC" un ouvert (espace de paramétres), et :

&(x,9) = Za,(»)x"e 0(Q, C")[[x]] (2,€ O(Q), neN).

On suppose chaque fonction a, bornée sur Q. Alors il existe ge O(U x Q; C*) admettant § comme
développement asymptotique paramétré par Q sur U.

La démonstration est une adaptation immédiate de I’argument classique et est
laissée au lecteur (cf. Wasow [65], Theorem (9.3) et Theorem (g.6)).

Remarquons que ’on peut toujours supposer les a, bornés sur Q si 'on accepte
de « diminuer Q », c’est-a-dire de travailler avec un germe (£, «,) d’espace de parametres.

(1.2) Les faisceaux A*

Nous désignerons par G* (keN) le sous-groupe de Diff(C x C", 0) formé des
germes de difféomorphismes holomorphes de la forme :
) f— P
(£ (5 ex) o gy =ry+ X a())"
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Ce sont donc les « déploiements » (en x) de I'identité de C", k-plats par rapport
a l'identité le long de {o} x C".

Pour simplifier les notations, nous désignerons toujours par la méme lettre un
élément de G* et sa « composante verticale » g(x, ).

De méme, nous désignons par G* (keN) le groupe des déploiements formels

(%) (5, 8(x%,0)) ou Z(xp)=y+ 2 a4,y (£eC{y}[[x]]) est une série for-

p=k+1
melle en x, dont les coefficients a,(y) € C" ont un rayon de convergence > p > 0 indé-

pendant de p).

Un secteur UCGC, de sommet o étant fixé, on désignera par A°(U) I’ensemble
des germes d’applications holomorphes vérifiant les conditions (1.1.4). Avec la conven-
tion précédente, les éléments ge A°(U) ((x, ) (¥, g(¥,»)) constituent le groupe des
déploiements « holomorphes avec développement asymptotique » de lidentité de C" sur le
secteur U.

Si I’on fait varier U (arc) sur 8!, U A%(U) définit un préfaisceau de groupes.
On note A° le faisceau de groupes sur S! qui lui est associé. Remarquons que I'inclusion
A°(U) CT(U; A% est stricte (si U est non vide) : un domaine de définition pour
g€l (U; A% est généralement un « ceil » de sommet o, et non un secteur.

Le groupe HO(S!; A% =T'(S*; A% des sections globales de A° n’est autre que le
groupe G°. Le développement asymptotique de ge A°(U) est un élément de GO.

On désignera par A* (keN) le sous-faisceau de A° formé des germes d’appli-
cations g dont le développement asymptotique appartient 2 G*. On dira alors que g
est k-plate par rapport a l'identité de C".

Le groupe HO(S'; A¥) =I'(St; A*) est égal a4 G

On désignera enfin par A le faisceau intersection de tous les A* (k> 0); ses sections
sur un secteur U sont, en x=o0, infiniment plates par rapport & Pidentité de C".

Le groupe H°(S!; A) est réduit a I’élément neutre et s’identifie a ’identité de C".

On a des suites exactes courtes de faisceaux de groupes sur S! :

A — A — GO

41

A — A — G
I
|

1

- —

)

A — A —>

!
P

[ O)—)..
S

(les fleches A* — G* sont surjectives d’aprés le théoréme de Borel-Ritt).
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Remarque. — Soit 3£, CDiff(C" o) le sous-groupe des difféomorphismes locaux
holomorphes de C" en o, de partie linéaire égale a4 lidentité. (On notera i, = )
Le groupe Diff(C", 0) est un ouvert de (G{ »})" muni de sa topologie DFN canonique et
o, est l'intersection de cet ouvert et d’'un hyperplan affine fermé de C{y}; c’est donc
aussi un ouvert d’espace DFN : on peut le considérer comme un groupe de Lie de
dimension infinie (ce que nous nous contentons de faire heuristiquement).

On peut alors introduire les groupes G¥, G¥, et les faisceaux A* définis respec-
tivement par les germes d’applications analytiques de (C, o) dans (£, 1), les séries
formelles a valeurs dans £, et les développements asymptotiques & valeurs dans J,.
Ceci revient, dans les définitions précédentes, & imposer partout g(x, 0) =0, ce que
nous ne pouvons faire dans les situations que nous avons en vue.

2. LISOMORPHISME FONDAMENTAL
(2.1) Etude de H(S!; A)

Le lecteur peu familier avec la cohomologie non abélienne pourra se reporter a
Frenkel [23].

Pour tout recouvrement ouvert B8 de S! on peut trouver un recouvrement ouvert 1
fini plus fin que 8 U ={U;}, i=1,...,p) tel que :

(2.1.1) (i) les U, sont des arcs (connexes) de longueur< 2,
([ Ui =UinU; 1 #+0 («p+1=1»),
(iii) les ouverts U, sont trois a trois disjoints.

Un tel recouvrement sera appelé un bon recouvrement de S

Tout élément de HY(S'; A), ¢=o0, 1, peut étre représenté par un élément de
H?(; A) ot U est un bon recouvrement, qui @ priori dépend de la classe considérée
(nous verrons plus loin qu’en fait tout bon recouvrement convient pour tout élément).
Par ailleurs ’application naturelle H?(; A) — H?(S'; A) est toujours injective (voir par
exemple Hirzebruch [31]).

On désigne maintenant, aprés avoir choisi un bon recouvrement I, par
F°(U; A¥) CC'(U; A¥) Tensemble des o-cochaines {g;} dont le cobord {g;=gg '}
appartient 2 C1(U; A). Il revient au méme de dire que 'image naturelle de la cochaine { g;}
dans C°(1; G*) est un cocycle (on interpréte ici G* comme faisceau constant sur SY),
ou encore que les g; ont méme développement asymptotique g e G~

On a ainsi deux applications naturelles :

@U; AY) > 211 A),
E(U; AF) — G~
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Deux cochaines {g;} et {g; } de €°(U; A¥) définissent le méme élément de H'(U; A)
si et seulement si on a :
gig '=hgg kTt on  {h}eCOU; A).
Ceci s’écrit g ~'hg = g{~'h;g; et définit donc un élément
f={g"thg}e H(M; A¥) et Pon a g’ =hogof 1.

Lemme (2.x.2). — Soit W un bon recouvrement de St.

(i) L’application cobord & : €°(U; A*) — Z'(W; A) induit une injection
CO(U; A\E°(U; AY) [HO(U; A¥) — H'(U; A).

(ii) On a une injection canonique

Lim Co(U; A\F°(U; A [G* — H(S!; A).

U bon

Proposition (2.1.3). — Soit ke N. Pour tout bon recouvrement W, on a un isomorphisme
canonique

Co(U; A)\E°(U; A¥) [HO(U; A¥) — G*/G*,

En effet, soit 2l un bon recouvrement de St. Soit § € G*. Le théoréme de Borel-Ritt
permet de représenter g sur chaque secteur U; (dont on diminue éventuellement le
rayon) par g;e A¥(U,) admettant § comme développement asymptotique 2 l’origine.
Ceci établit la surjectivité de Papplication naturelle

;5 AF) - G~

La proposition s’en déduit. m

Corollaire (2.1.4). — Pour tout bon recouvrement W on a des injections naturelles
G*/G* — H!(U; A) - HI(S!; A).

Nous verrons plus loin qu’en fait ces applications sont des isomorphismes.

On peut donner des versions « a parameétre holomorphe » des résultats précédents.
On prend comme espace de parameétres un ouvert S de C™ (ou plutét un germe
d’ouvert (S, 5,)). On définit immeédiatement des versions « A paramétre » de G¥, G¥, A*...
(notées respectivement Gk, G%, Ak). Par exemple, on définit A}(U x S) en utilisant
les conditions, pour g:U X (Q, 0) X (S, so) = C",

(2.1.4)s (1) g(x,,s) est holomorphe sur (U—{0}) xQXxS,
(i) g(0,9,5) =7, . _
(iii) pour tout secteur fermé V CU, la restriction de g 2 VX QXS
est une application ¥® au sens de Whitney.

On utilise ensuite des « bons recouvrements » de la forme U X (S, s,) et les
énoncés (2.1.2), (2.1.3) et (2.1.4) s’étendent sans difficulté.
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Par abus de langage, nous dirons en particulier que I’application naturelle
G*/G* > HY(S'; A)

est « holomorphe ».

(2.2) Interprétation géométrique des éléments de H(S!; A)

Soit y e HY(S!; A). Il peut étre représenté par un 1-cocycle de Cech geZ}(U; A),
ot U est un bon recouvrement. Nous allons associer 4 g un germe de variété analytique
complexe M, muni d’un germe de projection holomorphe =:M, — (C,0). Nous
verrons que si 'on change de représentant g de v, les triplets (M, =, (C, 0)) se corres-
pondent par un isomorphisme holomorphe canonique. Cette construction géométrique
(inspirée d’une idée de Malgrange [42]) va jouer le role clef dans la démonstration
du théoréme qui est un de nos résultats essentiels.

Soit donc geZ}U; A), U étant un bon recouvrement. On a g={g;.,}.
Formons P’espace topologique obtenu 2 partir de la somme disjointe LU, x Q en iden-
tifiant les points (x,»)eU;XQ et (x,2)eU;;; XxQ si xeU;nU; ,=0U,;;,, et
2=g,15(9) (&41,:=8:+1). Nous noterons M, le germe de cet espace topologique
en o= (0,0).

La restriction des recollements aux ensembles {0} x QCU; x Q est lidentité.
On obtient donc ainsi un sous-ensemble de notre espace topologique naturellement
isomorphe (germiquement) a {0} X Q.

Des conditions (i), (ii), (iii) de (1.1.4) on déduit immédiatement le

Lemme (2.2.1). — (i) Les projections de U; X Q sur U, induisent un germe de fibration
continue M, 5 (G, 0), la fibre ©='(0) s’identifiant canoniquement & (C", o).

(1) L’ouvert Ma =M, —="Y(0) est naturellement muni d’une structure de variété ana-
Iytique complexe de dimension n + 1. C’est Punique structure telle que les injections naturelles
((U;—{0}) X Q2; 0) — M” sotent holomorphes. La restriction de w a Ma est holomorphe.

Lemme (2.2.2). — Il existe sur M, une unique structure de germe de variété différentiable
telle que les injections naturelles (U; X Q; 0) — M, soient différentiables (C* au sens de Whitney).
La structure induite sur Mg est la structure sous-jacente @ la structure holomorphe de Mg. L’appli-
cation T est différentiable, de rang maximum en o.

Démonstration. — On utilise le théoréme de prolongement de Whitney et la notion
de fermés réguliérement séparés (cf. par exemple Malgrange [41]) de la fagon suivante.
On remplace d’abord le recouvrement ouvert U = {U;} par un recouvrement {V;},
ou les V; sont des secteurs fermés avec V;CU;. On considére V;X Q comme une
variété a bords et & coins. Les fonctions différentiables sur V; X Q sont par définition
les fonctions ¥ au sens de Whitney (le germe M, construit a partir des V; s’envoie

naturellement dans celui construit & partir des U;; les deux germes sont homéomorphes).
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Soit maintenant y,ex~!(0). On désigne par &, 'anneau des germes de fonctions
en jy,, représentés par des germes en y, (sur V;x Q) de fonctions f;, de classe ¥°,
compatibles via les applications de recollement g ;. 4, c’est-a-dire f;, 08,1 ;=1\
Chagque coordonnée y sur C" = n~'(0) se prolonge en un élément de &, : on prolonge d’abord y
en une fonction f; de classe €* sur V, X Q (par exemple f; =y); Dapplication de
recollement g, ; fournit alors une fonction %, sur V,,XQCV,xQ; on la prolonge
en f, en utilisant le théoréme de prolongement de Whitney... On termine sur le dernier
secteur (qui rencontre V,) en utilisant ’argument suivant : soient V un secteur fermé
et V', V" des sous-secteurs fermés de méme rayon, avec V' NV’ ={o0}. Soient ¢
et ¢’ des fonctions ¥® au sens de Whitney sur V' X Q et V'’ X Q respectivement, coin-
cidant, au sens de Whitney, sur {0} X Q; ces fonctions définissent une fonction ¥ au
sens de Whitney sur (V'UV") X Q, car V' et V" sont transverses, donc réguliérement
séparés; celle-ci se prolonge donc en une fonction € sur V x Q.

Les fonctions ainsi obtenues et la fonction = définissent clairement un systéme de
coordonnées locales sur M, au voisinage de y,; un élément de &, est fonction €« de
ces coordonnées. Ainsi M, est munie d’une structure de germe de variété différentiable.
Cette structure est fixée en dehors de =~ '(0), donc unique. m

Proposition (2.2.3). — (i) Le germe de variété différentiable M, admet une unique structure
de germe de variété analytique complexe prolongeant celle de Mg. Pour cette structure, I’application
est holomorphe, de rang maximum en o.

(ii) Le complété formel de M, le long de w='(0) (pour la structure complexe de (i)) est
canoniquement isomorphe au complété formel de (C X C", (0, 0)) le long de {0} X C", Pisomor-
phisme étant compatible avec les projections sur CT{?}.

Démonstration. — Le fibré tangent différentiable &4 M, noté &, restreint & =~ *(0),
est naturellement isomorphe a ({0} x (C"*%, 0)) X C"*1; sa restriction & M, est le fibré
diftérentiable sous-jacent au fibré holomorphe tangent a Mg. Les fibres de & en tout
point sont ainsi munies d’une structure d’espace vectoriel complexe, et donc d’une
application « quart de tour » J. On vérifie facilement que J est de classe €. On a ainsi
muni M, d’une structure presque complexe uniquement déterminée. Cette structure
est intégrable sur Mg, donc sur M, puisque Mg est un ouvert dense dans M, : on a
(& Jn] + [J& n1=JI[& 2] —J[J& Jn] pour tout couple (£, n) de sections de &.
D’aprés le théoréme d’intégrabilité de Newlander-Nirenberg [51], la structure presque
complexe définie par J est sous-jacente a une structure complexe unique.

Le reste de la proposition est évident. m

Lemme (2.2.4). — Soit vy e HY(SY; A).
(1) Soient W un bon recouvrement de S*, et g, g’ € ZY(U; A) deux cocycles représentant .

Alors il existe un isomorphisme (non canonique) de germes de variétés analytiques M, M,
compatible aux projections

n: M, > (C,0) e =': M, (G o).
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(ii) Soient W, W' deux bons recouvrements de S, W étant plus fin que W'. Soit g’ € Z1(U'; A)
représentant v, et g la restriction de g' dans Z'(M; A). L’application naturelle M, — M, est
un germe d’isomorphisme de variétés analytiques compatible aux projections w et w'.

(iii) Le germe de variété analytique fibrée = : (M,, 0) — (G, o) ne dépend, & isomorphisme
(non canonique) prés, que de la classe v de g dans HY(S'; A).

L’assertion (ii) est claire, et (iii) résulte immédiatement de (i) et (ii). Il reste a
prouver (i) : il existe k= {h;}e CGO(U; A) tel que
Giiv1=higi i1l
Les applications H;: U; x Q - U,;x Q, (x,%) > (x, k(x, »)), induisent un germe
d’homéomorphisme continu H: (M,, 0) = (M,,0) compatible aux projections =
et «’; H étant holomorphe de Mg dans Mg, , est holomorphe de M, dans M, (continuité).
n
(2.3) Trivialisation formelle des éléments de H!(S!; A)

L’interprétation géométrique des cocycles de Z'(U; A) va nous permettre de
construire une application : Z!(U; A) - G® (et si Pon veut de Z1(U; A) dans G,
keN) définie & composition a droite prés par un élément de G° (resp. G*). Par passage
au quotient on obtiendra ainsi un inverse de ’application naturelle

G°/G® - H'(S'; A) resp. G*/G* — H!(S; A).
Théoréme (2.3.3). — Pour tout ke N, Plinjection naturelle
G*/G* - H(S%; A)
est un isomorphisme.

(Ce résultat est valable en remplacant les groupes G et le faisceau A par G, et A,;
voir (1.2), Remarque.)

Démonstration. — Etant donné un germe de variété analytique fibrée = : M, — (G, o)
(w de rang un a Porigine), on peut en choisir une trivialisation

M, %> (C,0) x (C", o)

N

(G, o)

(H est défini & composition a droite prés par un élément de G°). /\

De (2.2.3) (ii) et de H on déduit un automorphisme au-dessus de C|{o} du
complété formel de (C"*%, 0) le long de {o} x (C", 0). Cet automorphisme est tangent
a lidentité. On a le diagramme commutatif

C{}[<]] <= C{Y}[[*]]

N/
C[[]
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On en déduit Y = §(x, ), avec $e GO, soitaussi y =3 '(x,Y); 3 est défini & compo-
sition prés a gauche par un élément de G, et 3! & composition prés A droite par un
élément de G°.
On a ainsi défini une application Z1(U; A) — G°/G®. On vérifie immédiatement
qu’elle passe au quotient et définit une application
H(S1; A) - G°/G® ((2.2.4) (iii))
Nous allons maintenant vérifier que celle-ci inverse ’injection naturelle
Go/G® > H1(S1; A)
en explicitant . On a des automorphismes de fibrés triviaux ¥ au sens de Whitney
(Ui: 0) X (C"’ O) - (Uh O) X (Cﬂ, 0)

NS

(Uia 0)

déduits de Pinjection naturelle (U;, 0) X (C",0) - M, et de la trivialisation H. Ces
automorphismes fournissent des éléments ¢;e I'(U;; A°) compatibles avec les recol-
lements g, ;@ = 50841, On en déduit :

Giv1=(oNo(e)™t et Hoi 'y =g ity
Par ailleurs §; =3 est indépendant de ¢ (les g;;,, sont infiniment plats par rapport
a lidentité).

On a ainsi fabriqué un élément {¢; '} e #°(U; A% dont Pimage dans G® est !
et dont le cobord est g. Ceci termine la démonstration dans le cas ou 2 =o0. On passe
facilement au cas général en remarquant que ¢ peut étre choisie k-plate par rapport
a Pidentité; on choisit d’abord 3, que Lon écrit 3, = J,(3,) + J. On modifie ensuite
le choix de la trivialisation H; qui nous a donné @, en posant H =Ju(3) " toH;;
obtenu a partir de H répond & la question. m

(2.3.2) Remarque importante. — La bijection canonique G*/GF > HY(SY; A)  est
« btholomorphe ».

L’ « holomorphie » de G*/G* - H!(S!; A) a déja été expliquée ((2.1), remarque
finale). Il nous reste a étudier de ce point de vue I’application inverse.

L’interprétation géométrique de (2.2) peut étre faite « avec parameétre holo-
morphe ». Soit (S, 5,) un germe d’ouvert de C™ Nous considérons gge Z'(U X (S, 50) 5 Ag)
comme un 1-cocycle dépendant holomorphiquement de seS. On construit un germe
de variété différentiable fibrée

s —> (C, 0) X (S, 5)-

Cette variété admet encore une structure holomorphe naturelle prolongeant celle de
M,s =M, —n5 ({0} X (S, 5)); il faut ici utiliser le théoréme de Newlander-Nirenberg
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pour Pespace « variables + paramétres ». On trivialise ensuite M, au-dessus de
(C, 0) X (S, 5), ce qui fournit un élément e G3.

Il serait intéressant pour les applications de disposer d’un résultat analogue quand
(S, o) est un germe banachique (*). Il se déduirait d’une version banachique convenable
du théoréme de Newlander-Nirenberg; malheureusement aucune des démonstrations
connues ne semble s’étendre en dimension infinie. Nous laisserons donc cette question
aux spécialistes (il est d’ailleurs possible qu’il vaille mieux travailler directement dans
la situation DFN qui est celle que nous rencontrerons de fait).

Moyennant une version a « parameétres différentiables » du théoréme de Newlander-
Nirenberg (nous ignorons si ce résultat est connu, mais il ne devrait pas poser de probléme,
méme avec parameétre dans un espace de Banach ou dans un espace DFN), on obtiendrait
la « différentiabilité » de application H(S', A) — G*/G".

Remarque (2.3.3). — Soient U, W, U trois bons recouvrements de S, indexés
par i=1,...,p, avec U, CU NU/. Soit g={g,;,,1€Z'(U;A) et supposons
que chaque g ;. se prolonge en un élément de T'(U;,, ,V U/, ;; A). On définit
ainsi g'e Z}(U'; A) et g’ €eZY(U”’; A) dont la restriction & Z1(U, A) est g. Les injections
naturelles M, —>M, et M,—M, induisent des isomorphismes; donc les fibrés
(M,, =, (G, o)), (M, , (G, 0)) et (M., =", (G, 0)) sont naturellement isomorphes et
on peut les trivialiser en utilisant une trivialisation H de (M,, =, (G, 0)). On construit
ensuite des o-cochaines {g@;}€@°(U; A%, {;}e®°(U'; A% et {@/}e®°U"; A%;
les restrictions & U;de o, e I'(U; ; A% et ¢;’ e I'(U;"; A% sont égales a ¢, e I'(U;; A%);
ainsi ¢ et ¢;” définissent un élément de I'(U; U U;’; A® dont le développement asympto-
tique est .

On a ainsi un procédé pour représenter § (donc ') sur un « gros secteur ». Ce
procédé va jouer un role clef dans la théorie de la k-sommabilité (cf. § 5).

Remarque (2.3.4). — Soit BCC" un domaine compact (dans la suite nous ren-
contrerons deux cas, ot B sera un disque ou une couronne de C).

On définit comme en (1.2) des groupes G¥(B), G¥(B) et des faisceaux A¥(B) en
ajoutant la condition que les déploiements de I’identité considérés définissent (pour x
assez petit) des difféomorphismes au voisinage de BC C™.

On pose en particulier A(co) = Lim A(Bg) ou By est la boule fermée de rayon R.
R>0
C’est également un faisceau de groupes sur S!; on prendra garde au fait que le domaine

naturel de définition d’une section de A(oo) peut « s’effiler verticalement », par suite
de la diminution des rayons des secteurs quand R augmente.

Si yeHL(S!; A) peut étre représenté par ge Z'(U; A(B)) (resp. Z1(U; A(c0)),
la construction de M, fournit un germe de variété au voisinage de {0}x B (resp.
{o}x C"), muni d’une projection holomorphe =: M, (C, o).

(Y Pour la notion de fonction analytique banachique, vour Douapy [15] ou Ramis [56].
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On vérifie qu’il s’agit d’un germe de variété de Stein (Richberg [60], III, p. 258,
par exemple). Les coordonnées y,, ..., 5, de C" se prolongent donc & M, et fournissent
une trivialisation du fibré :

M, —> (C,0)x (C" B) (resp. (C,o0)xC"

S

(G, o)

On en déduit que P’élément § e GO construit en (2.3.1) est en fait dans Go(B),
c’est-a-dire qu’il s’écrit

8(x,9) =y + X a,(y)a?,

p=1

ou les a, sont holomorphes au voisinage de B (resp. sont des fonctions entiéres sur C").

3. FORME INFINITESIMALE DE L’ISOMORPHISME FONDAMENTAL

(3.1) Les faisceaux .Z(A*). Les isomorphismes fondamentaux

Les groupes G*, G* et les faisceaux A* introduits en (1.2) admettent, dans un
sens heuristique évident, des structures de groupes de Lie (de dimension infinie). Les
algeébres de Lie (ou faisceaux d’algebres de Lie) correspondantes seront notées respec-
tivement £ (G¥), Z(G¥) et L(A¥).

Elles se décrivent commodément de la fagon suivante : soit %, 1’algébre de Lie
des germes de champs de vecteurs holomorphes au voisinage de o dans C", non néces-
sairement nuls en o (cette algébre admet une structure de DFN évidente); alors £ (G¥)
(resp. £ (G¥)) est ’espace des germes d’applications holomorphes (resp. des séries for-
melles) de (C, o) & valeurs dans %, k-plates en 0. De méme, Z(A¥)(U), ou U est un
secteur, est I’espace des applications holomorphes, avec développement asymptotique
dans #(G¥), de U dans £,

Géométriquement, les éléments de ces algebres sont des champs de vecteurs sur
(G x C", o) verticaux (de composante nulle sur C). On a par intégration des applications
exponentielles :

exp: ZL(G" -G, 2L(GH->G" et LA A

Théoréme (3.x). — Pour tout entier k> 0, on a un isomorphisme canonique de C-espaces
vectoriels
2(Gh2(G) = H(S' £(A)).
Dans cet énoncé, le faisceau Z(A) (intersection des faisceaux #(A¥)) est un faisceau
d’algebres de Lie, et en particulier d’espaces vectoriels sur C; Iespace Hy,(S'; £(A))
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est défini en cohomologie abélienne. L’application naturelle considérée est définie ainsi :
Soit X e #(G¥, et W un (bon) recouvrement de S, Le théoréme de Borel-Ritt
fournit des champs X;eI'(U;; £(A¥) admettant X comme développement asympto-
tique; les champs & ;,,=X;—X;,;€'(U;;,1; £(A)) définissent alors :
du{Xi}e ZH(U; £(A)) CHL(S'; Z(A)).

Ce théoréme est conséquence immédiate des résultats du paragraphe suivant.

(3-2) L’isomorphisme fondamental abélien

Soit F un espace de Banach complexe. Pour tout secteur U de sommet o dans C,
on désigne par 2Z(U; F) le sous-espace de &/ (U; F) formé des éléments dont le déve-
loppement asymptotique a lorigine est nul (€léments plats). Soit /¥ (resp. o) le
faisceau d’espaces vectoriels sur St associé au préfaisceau U &/ (U; F) (resp. o4,(U; F)).

On désigne par HY, (S'; 24f) le premier espace de cohomologie (abélienne) de S*
a valeurs dans le faisceau & .

Théoréme (3.2.1). — On a un isomorphisme naturel d’espaces vectoriels

F[[x]]/F{x} > Hy(S'; o).
L’application 7 est définie comme en (3.1) (voir aussi Malgrange [43]) a I'aide
du théoréme de Borel-Ritt, et I’on vérifie facilement qu’elle est injective. La surjectivité,

qui peut étre établie par un argument voisin dft & Malgrange [43], s’obtient par une
construction explicite de l'inverse de v que nous allons maintenant définir.

(3-2.2) Transformée de Cauchy-Heine (Ramis [57]; voir aussi Sibuya [62]).

Soit V un secteur ouvert de sommet o dans C. A tout point aeV fixé (a+ o)
on associe le chemin v : [0, 1] -V, v(f) =t.a. On définit la transformée de Cauchy-
Heine de ¢ eI'(V; &) par :

1 2@
H,(¢) (¥) = — &,

ain ), {—x

La fonction H,(¢) est holomorphe (4 valeurs dans F) sur C—[o, a]. En rem-
plagant y par un chemin homotope & origine et extrémité fixes dans V, on obtient un
prolongement analytique de H,(p) sur un domaine d’ouverture 2w 4 ouv(V) de la
surface de Riemann du Logarithme, dont les deux déterminations sur V différent de o.
Si v, et y, ont des extrémités différentes, la fonction H, (p) —H, () est holomorphe
au voisinage de l’origine.

On pose
. _I_ —n—1
4= ] TR0
1 9@
et R,(x) = i J‘Y —————”(C ) dt.
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On prouve sans difficulté (cf. Ramis [57], proposition (4.2)) la

Proposition (3.2.3). — Soit V un secteur de sommet o, v = [0,a]CV, et ¢e'(V; ).
Soit Vy un autre secteur de sommet o tel que V, N[0, a] ={0}. On suppose que ¢ vérifie les
inégalités Sup || "9(Q)|]| <M, (neN). On a alors :
CEY

(i) |la]|<C.M,,,

(i) |27 [[Ry®)[|<C".M, .y pour x€V,

o G et C' sont des constantes indépendantes de n et ¢ (G’ dépend de V,).

(iii) H, (@) est élément de o/ (Vy;F) et plus précisément de T'(S'—{a/|a|}; &F); on a
H,(9) =”§ox".a”, et ©(H, (@) est Pélément de HL(S'; oF) défini par V et o.

Remarquons que si V={xeC|a <Argx<a,,|x|<p}, la fonction H (¢) se
prolonge en un €élément de T'(V’; &F) ot V' ={xeC| ;< Arg x< ay + 27; |x| <p}.

Soit maintenant U un bon recouvrement de S, et o ={¢;;,,}cZ'(U; ).
En additionnant sur chaque U; les déterminations convenables des H, (¢;;.,), on
obtient une o-corhaine {g¢;}e @ (U; &) telle que &,,{¢;} =09, ce qui prouve le
théoréme.

(3-3) Remarque

L’isomorphisme du théoréme (3.1) est de fagcon naturelle la différentielle de 1iso-
morphisme G*/G* — H!(S'; A) :

Soit X e.2(G¥), et U un bon recouvrement de S'. Le théoréme de Borel-Ritt
fournit des champs X;eI'(U;; £(A¥) admettant X comme développement asympto-
tique. Les champs &; ;,, = X;—X;,,; représentent I'image de X dans HL (S!; Z(A)).
On a d’autre part les o-cochaines () € €°(U; A¥) définies par ¢;(f) = exp £X; qui
représentent le groupe 4 un paramétre exp tX € G*; elles définissent les 1-cocycles g(t) :

& iv1(t) = @i(t) 0 ;34 (t) = exp tX;oexp — X, 4.
On a alors :

0
21 &i+ 1(2) t___0= Xi—Xip1=8& i41-

Il importe d’observer que (en utilisant les notations précédentes) :
exp & = exp {(X;—X; )

est distinct de g(t) = exp tX;o exp —tX;, ;. Ceci signifie que les deux isomorphismes
fondamentaux (abélien et non abélien) ne commutent pas (en général) aux applications
exponentielles. Ceci ne se produit que si 'on travaille avec des sous-faisceaux de A* et
de A formés de groupes abéliens, et plus précisément si leurs sections prennent leurs
valeurs dans un groupe abélien fixé de difféomorphismes locaux de C".
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4. VERSION GEVREY DES RESULTATS PRECEDENTS

(4.1) Développements asymptotiques Gevrey
On étend au cas Gevrey les notions introduites dans (1.1).

Définition (4.x.1). — Soit s> 1. Soit U un secteur ouvert, ¥ un espace de Banach complexe
(de norme notée ||.||), et feO(U—{o};F). On dit que f admet f(x)= X x7.a,eF[[x]]
p=0

(a, € F)  pour développement asymptotique Gevrey d’ordre s en o (et on note fesZ,(U;F),
F=J(f)) si, pour tout sous-secteur fermé V de U, on a :
k—1
Sup |x|7*||flx) — Z #P.q,|| < Cy. (R!)* 1A}
. ot

ze€V— {0}
(pour Cy>o0 et Ay> 0 convenables).

On note «Z,(U; C) = (U).

Dans la définition précédente, la série f vérifie des estimations Gevrey d’ordre s.
On note feF[[x]],.

Cette définition s’étend au cas ou F est un espace de Fréchet (cf. (1.1.2)).

On étend maintenant la définition (1.1.3) au cas Gevrey :

Définition (4.x.2). — Soit s> 1 (nombre réel), et m, n des entiers > 1. Soit Q un ouvert
de C" et geO((U—{0}) xQ; C™. On dit que g admet :

&%) =p§ox”- a,() € 0(Q; CM)[[#]] (g, 0(Q; C7))

pour développement asymptotique Gevrey d’ordre s (paramétré par Q) si, pour tout secteur fermé V
de U et pour tout compact K de Q, on a :

k—1
Sup |x]7*||g(x,9) — T #P.a,()|| < Cy k. (B)* " Ay x
zeV— {0} p=0
y€K

(pour des constantes Cy x>0 et Ay x>0 convenables).

Si g satisfait & ces conditions, on a fe&Z(U; 0(Q; C™) avec g(x,») =f(x)(D)
et inversement.

Remarque (4.1.3). — On peut introduire des conditions de Gevrey « précisées »
(Ramis [58], [59]) :

flx) = E}Oa,,x"’e(][[x]]s,A+ (s>1, A>0)

si et seulement si, pour tout e>o, il existe C,>o0 tel que |a,|<Cy(p!)°* (A +¢)
On définit également des développements asymptotiques Gevrey précisés <7, 4, (U).
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On vérifie que C[[x]], 5, et < 4, (U) sont des G-algebres stables par dérivation.

Enfin ces notions s’étendent clairement aux fonctions & valeurs vectorielles.

Soit F un espace de Banach. On vérifie que f (infiniment plate a Porigine) appartient
a o, 4, (U; F) si et seulement si f est 2 décroissance exponentielle d’ordre 2 =1/(s—1)

et de « type » v=1/k.A* sur U (|| f(x)||<C exp(—=|x[f) (cf. Ramis [57], [59]).
On a les variantes suivantes du théoréeme de Borel-Ritt-Gevrey (Ramis [59]) :

Théoréme (4.1.4). — Sotent s> 1, et m, n des entiers> 1. Soit U un secteur ouvert,
d’ouverture inférieure @ (s — 1).
(i) Soit ¥ un espace de Banach, et f(x) = X xP.a, e F[[x]], une série formelle Gevrey
p=0

d’ordre s. Alors il existe fes,(U;F) admettant f comme développement asymptotique Gevrey
d’ordre s a Porigine.
(ii) Soiz Q un ouvert de C". Soit g(x,) = X x.a,(y) € O(Q; C™)[[x]],- On suppose
p>0
chaque fonction a, bornée sur Q:||a,(9)||<b,, avec 2 b,x"eC[[x]],. Alors il existe
p>0

g€0((U—{o0}) X Q; C™) admettant g comme développement asymptotique Gevrey d’ordre s
(paramétré par Q) sur U.

Pour établir ce théoréme, on reprend ’argument de Ramis [57] :

(i) On introduit la série

o(?) =p§0 ;—(f%—)

Elle est de rayon de convergence R>o0. On se raméne par rotation au cas ou R*
bissecte le secteur U et on choisit o <r<R. On vérifie alors que

="

APeF{t} ouk=1/(s—1).

r

AT
. o(t) exp (—;k)t dt

répond a la question.
(i1) On introduit la série

oty) =3 —2U)__ p,

p=0 b
I‘(I +}_e)

Elle est majorée par la série convergente obtenue en remplagant a,(y) par 4, (rayon
de convergence R >0). On pose alors, comme ci-dessus (0 <7r<R),

k[ Y\ e
o) = 5[ vl ep ()

et g répond a la question. m
Les mémes formules intégrales montrent que ce théoréme reste vrai dans le cadre
Gevrey précisé.
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Définition (4.x.5). — Soit s> 1; soit Q un ouvert de R". Une fonction fe €*(Q)
est dite Gevrey d’ordre s sur Q si pour tout compact K de Q il existe des constantes Cg>>o0 et
Ag>o0 telles que

fgllg [lfP(x)]] < Ci(p!)*Ak.

A

Cette définition s’étend aux fonctions a valeurs dans un espace de Banach. La
composée de deux applications Gevrey d’ordre s est aussi Gevrey d’ordre s (Gevrey [26]).

(4-2) Les faisceaux A’

Soit s> 1 et keN. Nous désignons par G* le sous-groupe de G* formé des « séries
formelles en ¥ Gevrey d’ordre s » :

£eG si g(x,9) =y —|—p>§+1ap( »)#P et si, pour un voisinage compact K de o

dans C" suffisamment petit, les a, sont holomorphes au voisinage de K et vérifient
[la (»)]] < Ck(p!)*"*AL (pour Cx>o0 et Ag>o0 convenables).

Le secteur U étant fixé, on désignera par A%(U) le sous-groupe de A°(U) formé
des applications Gevrey d’ordre s au sens de Whitney sur U X Q (i.e. sur tout V x Q,
avec VCU et V ferm€); AY(U) s’identifie au groupe des déploiements de Iidentité
de C", holomorphes sur U —{o0} et Gevrey d’ordre s au sens de Whitney sur U.

On pose A¥U) = A)U) N A¥(U) et enfin A,(U) :kgo A¥(U). Les éléments
de A,(U) sont a « décroissance exponentielle » d’ordre 1/(s—1) quand x — o0, par
rapport a lidentité de C" On obtient ainsi sur S! les faisceaux de groupes A et A,.

On a des suites exactes de faisceaux de groupes sur S':

A, — A; — G

R
I
1
N

Notons encore que les applications naturelles H°(S!; A¥) - H(S*; A*) = G* sont
des isomorphismes de groupes.
Soit ® un sous-faisceau de sous-groupes de A. On a une suite « exacte » (A/®
n’est pas en général un groupe) :
e>®>A->A/D—>e

8
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On en déduit une suite exacte de cohomologie (Frenkel [23], théoréme I.1, p. 154)
e — HO(S'; @) — H°(S'; A) - H°(S'; A/®) 2 HY(St; @) — HY(S'; A)
qui s’écrit :
¢ — ¢ — ¢ — HO(S1; A/®) > H(S!; ) — H1(S1; A).
On en déduit le

Lemme (4.2.1). — L’application naturelle H(S'; ®) — HY(S*; A) est injective.
Ceci s’applique en particulier au cas ot ® = A,. Nous 'utiliserons ultérieurement
pour d’autres faisceaux.

(4-3) Etude de HY(S'; A,)

Soient s>1 et g=1/(s—1). On va travailler ici avec des recouvrements
g-bons : un recouvrement ouvert fini W ={U,} i€l de S* est dit q-bon si

(4.3.1) le recouvrement W est bon et tout arc U; est de longueur < =/q.
Les constructions faites en (2.1) se transcrivent sans difficulté dans le cadre Gevrey,

a condition de travailler éventuellement avec des recouvrements g-bons pour pouvoir
appliquer le théoréme de Borel-Ritt-Gevrey (4.1.4). On obtient les résultats suivants :

Lemme (4.3.2). — Soit W un bon recouvrement.
(i) L’application cobord 0: F°(U; A¥) — ZY(U; A,) induit une injection
COU; AN (U; AY) [HY(U; A) — HY(U; A,).

(i1) On a une injection canonique (noter que Lim (...)=DLim (...))
U g-bon U bon

Lim (C°(0; A)\E(U; A]) [GF) —~ H(S'; A,).

U g-bon

Proposition (4.3.3). — Soit ke N. Pour tout recouvrement g-bon W, on a un isomorphisme
canonique :

CO(U; AN\G°(U; AY) [H(U; A¥) — GG,

Corollaire (4.3.4). — Pour tout recouvrement g-bon W, on a des injections naturelles :
G¥/GF - H!(U; A,) — HY(S%; A,).
Nous verrons plus loin qu’en fait ces applications sont des isomorphismes. Ici
aussi, on peut enfin donner des versions « & parameétre holomorphe » (cf. (2.1)).

Si Pon considére les ensembles et faisceaux Gevrey précisés G’; as €t A¥, L, les
résultats précédents restent vrais.
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(4.4) Les isomorphismes fondamentaux dans le cas Gevrey

Théoréme (4.4.x). — Pour tout keN, et pour tous nombres réels s>1 et A>o,
on a des isomorphismes canoniques

Gi/GF 3 H'(SY A) et Ghy/GF S HASY A, ).

Dans une premiere version de cet article (Martinet-Ramis [46]) nous établissions
le premier de ces isomorphismes en reprenant dans le cadre Gevrey la construction
de (2.2) (a l'aide de fonctions et variétés Gevrey). L’inconvénient de cette méthode est
d’utiliser des résultats relativement délicats : théoréme de Whitney-Gevrey (Kantor [38])
et théoreme d’estimées elliptiques de Lions-Magenes [39]; de plus elle ne permet pas
d’obtenir le résultat « Gevrey-précisé ».

Nous proposons ici un argument beaucoup plus simple (et efficace) qui nous a
été suggéré par Malgrange (I'idée de cet argument nous reservira au chapitre VI).

Introduisons d’abord les sous-algébres de Lie #(G*) C £(G*) et les sous-faisceaux
L (A C L (A¥) définis de fagon évidente (champs de vecteurs formels Gevrey, etc.),
et leurs analogues « précisés ».

Théoréme (4.4.2). — On a des isomorphismes canoniques abéliens infinitésimaux
Z(Gh) £ (GY) = Hy (S Z(A,)
et L(Gha1) [ L(G) 3 Hy (S L (A, 40))-
Ces isomorphismes sont induits par Iisomorphisme général du théoréme (3.1).

Démonstration. — Comme toujours, seule la surjectivité fait probléme. Pour la
vérifier, il suffit de montrer que I'inverse de 7 construit au § (3.2.2), appliqué a une
fonction Gevrey d’ordre s (resp. Gevrey précisé de type s, A+) fournit une fonction de
méme nature. Or, en reprenant les termes de la proposition (3.2.3),si e I'(V, &7, 4,)
ona || "e(X)|l, <M, =K,.(n!)* (A +¢)" pour tout ¢>o0 et les inégalités (3.2.3)
montrent que H.(¢) vérifie des majorations analogues.

Remarquons bien que si un élément de #(G*) a son image dans HY(S!; Z(A,))
ou dans HL(S'; (A, ,,)) il appartient nécessairement 2 Z(G*) ou a £(G*,,). m

(4-4-3) Démonstration du théoréme (4.4.1). — Soit un élément de H(S!; A,) (ou
A, s.) représenté par un 1-cocycle {g; ;. }€Z'(U;A,) relatif 2 un bon recouvre-
ment U de St

Choisissons, par la construction utilisée pour démontrer le théoréme (2.3.1), une
o-cochaine {g}e%°(M; A¥) trivialisant ce cocycle, c’est-3-dire que gogi'y = & irs-

Posons g(x,3) = + Xi(x,9) (soit g=1I+ X)) et de méme gy =1+ Xy,
et interprétons X; et X, ;,, comme des sections des faisceaux Z(A*) et £(A,) respec-
tivement (ceci est assez abusif, mais revient a passer des difféomorphismes aux champs
de vecteurs en remplagant ’application exponentielle par sa « partie principale », en
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profitant de la structure affine de C"). Posons enfin Y;;,,=X;;, 08, (que nous
interprétons encore comme un champ de vecteurs). On a : g =g ;. 08, par défi-
nition, soit I+ X;=(I+X;;)ogy; dou I4+X;=I+X;,,+Y,;;,, et fina-
lement 9, {X;} ={Y;; .}

La remarque essentielle est maintenant que Y,;,,=X;;,108,, est Gevrey
d’ordre s (resp. Gevrey précisé de type s, A 4-) comme Pest X;;,,. En effet :

Yi,i+1(x’}’) = X«:,i+1(x: &i+1(%,))

et g;,, est un difféomorphisme : il préserve donc la propriété de décroissance expo-
nentielle (voir la remarque (4.1.3)) caractéristique des fonctions plates Gevrey d’ordre s
(ou Gevrey précisé).

Il en résulte, par le théoréme (4.4.2), que la o-cochaine {X;} est a valeurs dans
le faisceau Z(A%) (resp. L(A,,.)), et ceci achéve la démonstration. m

Remarque (4.4.3). — Les isomorphismes « infinitésimaux » (4.4.2) sont encore
les différentielles des isomorphismes (4.4.1).

5. VERSION ¢-SOMMABLE DES RESULTATS PRECEDENTS

(5.-1) Définitions relatives a la g-sommabilité

Pour les généralités sur la g-sommabilité (dans des situations plus simples) le lecteur
se reportera & Ramis [57] (voir aussi Watson [66] et Nevanlinna [50]).
Soit s>1, s=1+4+1/¢g (¢>0).

Définition (5.1.1). — Un élément §eG° est dit g-sommable dans la direction o e St
5’1l est développement asymptotique d’un ge A%U) o U est un arc ouvert de bissectrice o et de
longueur strictement supérieure & w/q. Il est dit g-sommable 5’1l est g-sommable dans toutes les direc-
tions sauf éventuellement un nombre fini formant son « support singulier » %(Z).

Les éléments g-sommables de G? forment clairement un sous-groupe, contenant G°;
nous le noterons G?. On pose G*=G?nG*; GFCGFCGE.
Si g est g-sommable dans la direction «, la « somme » ge A? est unique (a la
longueur de U prés) et se calcule par une formule intégrale :
Aprés s’étre ramené par rotation &4 a=R*, 4 g=3y+ §1a”( »)x? on associe
p=

la série convergente $(f,9) =y + 2 (a,(9)/T'(1 4+ p/q))#; ¢ s’étend en une fonction
=1
sur R* X Q, et g(x,9) = q/x"fo+ o(t, y) exp(— 9/x9)t1~*dt. (Cf. Ramis [57].)
Si geG? etsiay, oy sont deux directions singulieres consécutives (o, ay€ X(g)),
les sommes de g se recollent et fournissent une somme g de g holomorphe sur un domaine
en forme d’ceil, d’angle au sommet |ay—a,| + 7/q: g€ I'(Jo; — w/2¢, 2y + /2¢[; Ad).
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(I1 faut éventuellement interpréter ce qui précéde sur la surface de Riemann du
Logarithme.)

Ainsi chaque élément geG) détermine canoniguement un élément de ¥°(U; A
associé a un recouvrement U lui-méme canoniquement déterminé « de » S! (en fait les
ouverts de U peuvent étre a interpréter sur la surface de Riemann du Logarithme car
ils font parfois plus d’un tour!).

Définition (5.x.2). — Un élément de H (SY; A,) est dit g-sommable s’il peut étre représenté
par un cocycle (Gevrey d’ordre s) {g; ;11} associé & un bon recouvrement W ={U;}, tel que
chaque U; ;. soit contenu dans un V; ;. , d’ouverture w[q (V;;, est éventuellement dessiné
sur le revétement universel de S*), les g; ;. se prolongeant en des h;;, € T'(V;;, 13 A,). (Un
tel cocycle sera également dit g-sommable.)

Remarque (5.x.3). — Les (V;;,; B ;41) sont extrémaux au sens ou si :

ouv(V; ;) >=/q, alors b, =0

(Ramis [59]).

(5.2) Interprétation de G}/G*

Théoréme (5.2.1x). — Soit keN. Soit s>1 (¢g=1/(s—1)). L’image de G*|G* par
Pisomorphisme naturel G¥|G* — HL(SY; A,) est formée des éléments g-sommables de H(S; A,).

D’apreés I’étude faite en (5.1), il est clair que I'image d’un élément de G? dans
HL(S'; A,) est un élément g-sommable. Inversement soit geZ(U; A,) un cocycle
g-sommable. On peut supposer que U ={U,} est un bon recouvrement (qui n’est pas
g-bon!) tel que les U; ;, ; soient de longueur « petite » €>o0 (e <=/2¢), indépendante
de i. On désigne par «;€S! les directions des bissectrices des V;,;.; (longueur de
V.i+1=7/q), que lon repére par o;€[o,2n[; les «; sont alors rangés par ordre
croissant, ce qui permet d’identifier ’ensemble d’indices I a [1, ..., p]. On suppose
également que les «; bissectent les U, ;, ;. On note g={g; .} le cocycle; les g,
qui appartiennent a I'(U; ;. 4; A,), se prolongent en des éléments (toujours notés g; ;. ,)

de I‘(V,-’,- +13 ). On associe au 1-cocycle ge Z'(U; A,) un germe de variété holomorphe
fibrée M, 5 (G, 0), puis aprés trivialisation holomorphe de celle-ci (par H), une
o-cochaine ¢ ={q;}e €°(U; A (cf. (2.2), 4 et (4.4)). (L’image de g dans G%/G?
est 1) Il s’agit de montrer que 3~ 'eG?, ou ce qui revient au méme que e GJ.
Ceci résultera clairement du

Lemme (5.2.2). — Les ;e T'(U;; A% se prolongent (évidemment de maniére unique)
en des ;€ T(Joy—m[2g, oy g + /29[5 AJ).

Faisons tourner (par exemple dans le sens positif) le bon recouvrement U d’un
(petit) angle =m>o0. On obtient un bon recouvrement U, et, si 7<e, on a
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Woiiv1N Ui #+9. Soit W={W;};c; l'unique bon recouvrement de S! tel que
Wiit1=U,ii01N Ugiyy; il est plus fin que U et U, et il existe un unique cocycle
g,€Z'(U,; AY) dont la restriction & Z'(W; A% coincide avec la restriction de g a
Z(2; A).

Le germe de variété fibrée M, est (naturellement) isomorphe au germe M,, et
si I'on trivialise Mﬂn. en utilisant cet isomorphisme et H on obtient une o-cochaine
¢, € €°(U,; AY) telle que les restrictions de ¢ et ¢, & ¥°(W; A coincident (cf. (2.3.3)).
On a ainsi prolongé les ¢; : ¢, € I'(Jo; — /2, o; + /2 + y[; AY). Par (petites) rotations
successives dans les deux sens, on peut ainsi faire tourner U de + (n/2¢ —e/2), et on
obtient des prolongements ¢;eI'(Ja;—=/2g, &;,; + ®/2¢[; A]), qui répondent a la
question. W

Un cocycle g-sommable g est défini par un bon recouvrement U, les
&ii+1€ F(Ui,i+1; Ag)

et les bissectrices «; des V;;,;. Un tel cocycle sera dit réduit si g;,,%0 (iel).
L’image d’un 1-cocycle g-sommable réduit dans H1(S'; A,) ne dépend clairement que
des o; (1€l) et des germes (g;;,q)s des g 44 (ou de leurs prolongements) en «;.
On a inversement la

Proposition (5.2.3). — St un élément g-sommable ¢ de HY(S'; A,) est représenté par un
1-cocycle g-sommable réduit g défini par (W;{g ;r1liers{%}ier), Uensemble {o};cy et les
germes (g; ; 1 1)a, Sont indépendants du représentant choisi. Si @ est Pimage de g dans G° (modulo G°),
on a Z(F) ={uher-

La vérification (facile) est laissée au lecteur. (On utilise la construction de g~ '={¢
et 'unicité de la somme d’une série g-sommable dans une direction non exceptionnelle.)

On dispose ainsi d’une représentation intrinséque d’un élément g¢-sommable ¢
de HY(S'; A,).

6. REMARQUE GENERALE

Considérons une application formelle §: «C X C"— C*» (3 e (C[[x,]])"), telle
que 3(0,y) =y. Soit U ={U;} iel, un bon recouvrement de S!. Supposons donnée
une collection ¢ = {¢;} de germes d’applications ¢, : (U;, o) X (C", 0) — (C", 0) tels
que, pour tout 7, les conditions suivantes soient satisfaites :

(6.x) (i) ¢; est holomorphe sur (U;—o, 0) X (C" o),
(ii) ¢; est, en (0, 0) e C" X C", asymptote & G au sens de Gérard-Sibuya [25].
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La condition (ii) signifie que, pour tout secteur fermé V;CU; et pour tout poly-
disque fermé Q centré en oe C" (secteur et polydisque de rayons assez petits), on a,
pour tout entier %> o,

lloi(x,9) — 8@ || <Cyzall @M (1) eVixQ,
ou 3* est le k-jet de 3, C, 5, 5 une constante, et || || une norme quelconque sur C™.
En d’autres termes, ¢; admet 3* comme développement limité & P'ordre % en o, et ceci
pour tout &.

On déduit aisément des conditions (6.1) que les applications ¢; sont inversibles
(en ) sur des produits U; x Q (avec des rayons assez petits), et que les inverses ¢; !
ont pour développement asymptotique en (0, o) l'inverse formel ¢~ de g par rapport
a y (et toujours au sens de Gérard-Sibuya).

Enfin, les applications ¢;;,, = @09}, sont alors asymptotiques a l’identité
de C" sur (U;;,,,0) X (C" o), toujours dans le méme sens.

Proposition (6.2). — Supposons que dans les conditions ci-dessus ¢, ;1 soit un élément
de ZMW; A) (resp. de ZY(W; A,), resp. g-sommable). Alors & est un élément de GO (resp. de Ge,
resp. de GY).

En effet {¢;;,;}€Z*(U; A) provient (théoréme (2.3.1)) d’une o-cochaine
{gle €°(U; A%, qui définit un élément ZFeG°. On a donc, sur (Ui 415 0),
@i logi = @iy o8& 41, ce qui définit une application holomorphe f=g;'og; (i€l
sur (G —{o}, o) X C". Cette application est bornée sur un polydisque convenable D X Q
et se prolonge donc en feG® On a alors $of=g, ce qui établit le résultat (les
variantes Gevrey et g-sommables se démontrent de la méme fagon). m

Ainsi en pratique des renseignements sur la représentation d’une transformation
formelle $ comme 1-cocycle donnent des renseignements précis sur g. Cette remarque
jouera un role important dans la suite (chapitre III). (La remarque (2.3.4) faite plus
haut va dans le méme sens.)

La proposition (6.2) peut étre raffinée en la

Proposition (6.3). — Soit ¢ ={@;};cy une collection d’applications
it (Ui’ 0) X (Cna 0) g (Cn, 0)>

telles que (pour tout iel) on ait (6.1) (1) et que o; soit continue en o = (0,0). Si
{91 i1 € ZU; A), il existe § unique telle que (6.1) (ii) soit satisfaite. On a de plus € G°.

7. LISOMORPHISME FONDAMENTAL
DANS LE CAS DES GROUPES DE LIE

Les résultats que nous avons exposés jusqu’ici concernaient les développements
asymptotiques a valeurs dans le pseudo-groupe des difféomorphismes locaux de G". Ils
ne sont que l’extension a un pseudo-groupe infini d’une théorie qui vaut pour tout
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groupe de Lie complexe. Le cas du groupe GL(n; C) redonne la théorie de Malgrange-
Sibuya [43]. [62] avec des variantes « & paramétre holomorphe », Gevrey, g-sommables
(cf. Ramis [58]).

Soit H un groupe de Lie complexe, d’élément neutre 1, et £ (H) son algebre de
Lie. On désigne par G% (resp. £(G%)) le groupe (resp. ’algébre de Lie) des germes
d’applications holomorphes de (C, o) dans (H, 1) (resp. dans (Z(H), o)) k-plates en o
(k> o0). L’exponentielle de H induit une bijection £(G%) —G% pour tout 2 On
désigne par G% et 2(GE) le groupe et I’algébre de Lie des applications formelles k-plates
en o, qui sont encore en bijection par I’application exponentielle; par G’I‘L, (resp. G ,)
et Z(Gk,) (resp. L(G%,) les groupes et algdbres des séries Gevrey d’ordre s
(resp. g-sommables, ot ¢=1/(s—1)). Enfin on désigne par A% (resp. Z(A%)) et Ay
(resp. Z(Ay)) les faisceaux sur St formés par les applications analytiques définies sur
les secteurs de sommet o, €® a l’origine (infiniment plates dans le cas de Ag), et a valeurs
dans H (resp. Z(H)); I’adjonction de 'indice s représentera les sous-faisceaux des appli-
cations Gevrey d’ordre s.

On établit le théoréme de Borel-Ritt (resp. de Borel-Ritt Gevrey) pour G% en
utilisant son analogue pour £ (G%) et ’application exponentielle. On en déduit la défi-
nition de Pisomorphisme canonique

CO(U; Ap)\G°(U; Afy) [HO(U; A) 3 Gly/Gh
et des injections
Gh/Gl — H'(M; Ag) — H'(SY; Ay)

et des analogues Gevrey d’ordre s.

Théoréme (7.1). — (i) On a, pour tout k> o, des isomorphismes canoniques « biholo-
morphes »
L) 2(Gh) S Hy (S5 Z(Ag)
et GE/GE 3 HY(SY; Ap).
(i1) Pour tout s> 1 les isomorphismes précédents induisent des isomorphismes
Z(Gh,)[Z(Gh) 3 Hy (8% L(Ag,,)
et Gl /Gl 3 HY(SY; Ay,,).
De plus Pimage de Gl |Gy (resp. L (Gl ,)|L(Gly)) est formée des éléments g-sommables
(¢g=1/(s —1)).

Commentaires

1) Les isomorphismes infinitésimaux (cohomologie abélienne) s’obtiennent exac-
tement comme au § 3. Pour établir la surjectivité de G%/G% — H(S'; Ay) on reprend
la stratégie développée en (2.2), en remplacant la fibre (C", o) par le groupe de Lie H,
considéré comme opérant sur lui-méme par translations a droite; on obtient alors, pour
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geHY(U; Ay) donné, un triplet (M, w, C) ot M, est une variété analytique complexe,
= est une submersion analytique, ©~"(x) est une variété isomorphe a H, et enfin H opére
analytiquement a4 gauche sur M, : (M, =, C) est donc un germe de fibré principal de
groupe H. Les trivialisations analytiques de ce fibré (chacune d’elles est déterminée
par le choix d’un germe de section ¢ de = avec o(0) =1eH) définissent comme
en (2.3.1) linverse de P’injection canonique.

2) Pour obtenir I’isomorphisme (ii) (dans le cas non abélien), on se raméne au
cas abélien via P’application exponentielle (au lieu de sa « partie principale » dans la
théorie précédente). La remarque importante est celle-ci :

Soient X e L(Ag,)(U) e YeL(Ay) (U); posons exp Xoexp Y = exp Z,
Ze Z(Ay)(U). Alors Z—Y est élément de £ (Ay,)(U).

Eneffetona Z=X+Y+ R(X,Y) ou R est une fonction analytique en (o, 0),
nulle pour X =0 et pour Y=o0 (séric de Haussdorfl). Ayant choisi une norme quel-
conque sur Z(H), on en déduit, Y restant petit sur un voisinage convenable de o dans U,
que ||Z—Y||<(1+¢).]|X]|| (¢ arbitrairement petit). Les propriétés de décroissance
exponentielle de X caractérisant les fonctions plates Gevrey (et aussi Gevrey précisé si
Pon veut) valent donc aussi pour Z —Y.

Ceci acquis, soit {g;,,}€Z'(U;Ay,), et ge%°(U;A}) une cochaine telle
que 9{g}=1{g i+1}- En posant exp X;;, ;=g ;41 €t expY;=g on vérific immé-
diatement que 9, {Y;} ={Y; 41} ot Y; ., est défini par ’équation

CXp Xi',i+1° Cxp Y‘l'-l-l = cxp(Y,-,;_l_l +Y"+1).

La remarque précédente montre que {Y;;,,}eHy(S'; ZL(Ay)) est en fait Gevrey
d’ordre s; il en résulte que {Y;} est elle-méme Gevrey d’ordre s et donc que {g;}
Pest aussi.

Remarque (77.2). — Dans les applications, le groupe H est en général donné comme
opérant sur une variété analytique complexe Y : nous rencontrerons au chapitre VI
les cas de H = PGl(2; C) opérant sur Y=DP,;(C) et H=GI(2; C) avec Y =C2

11 est alors important d’observer qu’a un cocycle geH(S'; Ay) correspondra,
non seulement le germe de fibré principal M, 5 (G, 0) évoqué plus haut, mais aussi
un germe de fibré

M,(Y) > (C, o)

de fibre Y et de groupe structural H.

La vaiiété M (Y) s’obtient en recollant les U; X Y via les applications de tran-
sitions g; ; , 1, considérées comme des difféomorphismes globaux de Y; toute o-cochaine {g;}
telle que 9{g;} ={g; ;,1} définit alors une trivialisation analytique M, (Y) =~ (G, o) XY.

Cette remarque nous ameéne a poser le probléme suivant :

Soit Y une variété analytique complexe, et H = Diff(Y) le groupe des difféo-
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morphismes analytiques (globaux) de Y; H n’est pas nécessairement un groupe de Lie,
si Y est non compacte. Cependant, le faisceau Ay sur S! reste défini de maniére évidente,
ainsi que le groupe GY% (mais on ne voit pas comment définir G%); si g e H(S!; Ap)
la construction (2.2) définit encore un germe de variété analytique (M, Y), pourvu
d’une submersion © holomorphe a valeurs dans (C, 0); il n’est plus alors évident que
ce germe soit analytiquement isomorphe au produit (G, o) XY. Peut-on malgré tout
obtenir un analogue, dans ce cadre, de I'isomorphisme fondamental?
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II. — FORMES NORMALES

1. DEFINITION

Nous considérons les formes différentielles » holomorphes dans un voisinage de
0 € G2, satisfaisant les trois propriétés suivantes :

1. L’origine est une singularité isolée de o.
2. Le 1-jet de ® en o est de rang 1.

3. La différentielle dw est non nulle en o.

Ce sont la des propriétés invariantes par multiplication de w par une fonction
holomorphe non nulle en o0; ce sont donc en fait des propriétés de 1’équation différentielle
® =o.

Nous désignerons dans toute la suite par E I’ensemble des germes d’équations
différentielles a lorigine de C2, vérifiant les propriétés précédentes.

Les deux derniéres conditions signifient simplement que le 1-jet de  en o peut
étre mis, dans un systéme de coordonnées convenables, sous la forme y.dx =o0. Au
premier ordre, le feuilletage défini par I’équation © = o est donc formé de droites
paralléles.

En termes de champs de vecteurs, les propriétés 1, 2, g caractérisent les germes
de champs holomorphes admettant une singularité isolée en o, dont la partie linéaire
est de rang 1 et non nilpotente.

Le groupe Diff(C? o) des difféomorphismes locaux analytiques de G? en o opére
de fagon évidente sur I’ensemble E; deux équations seront dites analytiquement iso-
morphes si elles appartiennent & une méme orbite.

Nous nous proposons essentiellement de décrire ’espace des orbites de Diff(C2, o)
dans E. En fait, nous serons amenés de fagon naturelle, aprés une étude préliminaire,
a considérer aussi 'action de divers sous-groupes de Diff(C2, o) sur des sous-ensembles
intéressants de E. D’autre part, nous envisagerons aussi des problémes de déformations
dans E, c’est-a-dire ’étude de familles d’éléments de E dépendant analytiquement de
un ou plusieurs paramétres complexes.
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2. FIBRATIONS TRANSVERSES

(2.1) Le théoréme de Dulac

Dulac [16] (voir aussi Mattei-Moussu [47] pour un exposé plus moderne) a établi
le résultat suivant :

St une équation différentielle « = o appartient & E, il existe un systéme de coordonnées
locales holomorphes au voisinage de o € C? dans lequel elle s écrit

(1) 1y — A(x, y)dx = 0
ot p>1 est entier, et A(0,p) =nry, AeC"

On lit sur cette expression les propriétés géométriques suivantes :

1) L’équation différentielle admet une solution holomorphe et réguliére & I’origine
(¥ =0), qu’elle partage avec sa partie linéaire (ydx = 0). Cette solution est unique, et
sera appelée dans la suite variété invariante de 1’équation.

2) En dehors de I’ensemble {x =o0}, le feuilletage local défini par I’équation
est transverse & la fibration (x,y)b> x.

3) L’origine est un point singulier de multiplicité (p 4 1) : I'idéal engendré par
les composantes de  est en fait engendré par x”*! et y.

(2.2) Définition et étude des fibrations transverses

Définition (2.2.1). — Etant donné dans E une équation « = o, nous dirons qu’une
Sfibration holomorphe locale = : (C2, 0) — (G, 0) est transverse a I’équation si :

(i) la fibre n=(0) est une solution de I’équation, et sa tangente en o est solution de la partie linéaire
de w;
(i) les autres fibres de w sont transverses aux solutions de ¢« = o.

Le théoré¢me de Dulac est en fait équivalent a I’existence d’une fibration transverse;
la fibre en o est seule bien déterminée : c’est la variété invariante de 1’équation. Nous
allons maintenant comparer les diverses fibrations transverses 2 une méme équation.

Nous supposons I’équation considérée mise sous la forme
(1) o =xt1dy — A(x, y)dx = o.

Toute fibration transverse est alors biunivoquement déterminée par les solutions d’une
équation différentielle :

o« =dx—u(x,y)dy=0 ou u(0,y) = o (condition (i)).
La condition (ii) équivaut au fait que aA @ ne s’annule que pour ¥ =0 au voisinage

de lorigine; comme aA o= (x?T1—A.u)dxrndy et A(o,») =%y (A= 0), cette condi-
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tion est satisfaite si et seulement si u(x, ) = x**'.0(x, ), ol v est holomorphe. Fina-
lement, en intégrant ’équation o = 0, on voit que toute fibration transverse est définie
par une application =: (C2% 0) - (G, 0) de la forme =(x,y)=x+4 xP*1.9(x, y). Ces
fibrations sont donc toutes identiques & I’ordre p le long de la variété invariante {x = o}.

Lemme (2.2.2). — Soit f(x, y) un germe de fonction holomorphe tel que :
Sf(x,9) =P(x) + x**r(x,9) o2 P(x)=ax+...,a,% 0,
est de degré< p.
Il existe un germe de difféomorphisme analytique ® de (C2, o) tel que
oAD'o=0 e fod=P.

Démonstration. — Elle se fait trés facilement par une « méthode de chemin ». On pose
St %,9) =fi(% ) = P(x) + 12 "1 (x, ).

On cherche une famille a un pa.ramétre de champs de vecteurs holomorphes

X,(x, ) = (¢, xy) +ntxy)

telle que
a) oX)=o

/)
b) X,.fi= ———a‘é = —xPt1r(x, y).

L’intégration du champ X, définira alors une famille @, de difféomorphismes
locaux de (C2, o) telle que @, conserve I’équation différentielle w = o (condition a))
et fio®,=f,=P (condition b)).

La premiére équation donne

0 0
X =g epttZ LA
t g (x ax+ a)’)’

ol g(¢, x,y) est arbitraire.
La seconde équation donne alors

g ( p+laﬁ+Az§) xp"‘lr(x,_y),

soit

(af‘ +tA P) ) = _r(x:)’)y
)

ce qui détermine bien une fonction holomorphe g, car le coefficient de g est non nul
pour x=y=0 (a,%0). &
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Proposition (2.2.3). — Soit = une fibration transverse & [équation différentielle
o =xP*'dy— Adx=o0. Il existe un difféomorphisme local ® de (C2, o) conservant I’équation
différentielle, qui transforme la fibration © en la projection canonique (x,y)t>x. En fait, ® laisse
invariante chaque feuille de o = o.

11 suffit d’appliquer le lemme & =(x,y) = x + x**1o(x, ). m

Remarque. — Le théoréme de Dulac et la proposition précédente s’étendent sans
difficulté au cas de familles d’équations différentielles éléments de E, dépendant analy-
tiquement de parameétres; les difféomorphismes locaux dépendront aussi analytiquement
des paramétres.

3. PREMIERE REDUCTION DU PROBLEME DE CLASSIFICATION

Dans la suite, nous désignerons par E,CE I’ensemble des équations dont 'origine
est un point singulier de multiplicité p + 1.
L’ensemble E, est évidemment invariant sous I’action de Diff(C?, o).

Proposition (3.x). — Lespace des orbites de Diff(C?, o) dans E, est en bijection canonique
avec celut des orbites du groupe G’ (défini ci-dessous) opérant sur Pensemble E, des équations
holomorphes :

(1) xPTidy — A(x,9)dx =0 oit A(0o,y) =N, reC".
Le groupe G’ CDIff(C?, o) est constitué des transformations de la forme
(%,9) = (h(x), ¢(x,9)) o @(0, y) =Py et B C

(remarquer que G’ laisse bien E, invariant).

La démonstration utilise les résultats du paragraphe précédent.

D’abord, toute orbite de Diff(C? o) dans E, coupe E; : c’est le théoréme de Dulac.
Reste a vérifier que si deux équations ;= xP*'dy—A;(x,y)dx=o0 (i=1,2) sont
isomorphes via Diff(C2, o), elles sont G’-isomorphes. Soit donc ¥ e Diff(C?, o) tel que
0, AP 0wy =0 (c’est la définition de I’équivalence analytique dans E); la fibration
w: (C? 0) - (C, 0) image inverse par ¥ de la projection canonique (x,)r>x est
évidemment transverse & «, =0; d’aprés la proposition (2.2.3) il existe un auto-
morphisme ® de w, ramenant = sur la projection canonique; alors le difféomorphisme @ . ¥
est de la forme (x, ) & (k(x), o(x,9)) et transforme w,=0 en «, =o0; on en déduit
par un calcul facile que ¢(0,y) =8y avec BeC’, et donc que Po¥eG'. m
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Remarque (3.2). — Une famille analytique d’éléments de E,, paramétrée par une
variété analytique complexe S, consiste en la donnée :

a) d’un fibré holomorphe sur S, de fibre (C2, 0);

b) d’une équation différentielle analytique ® = o sur ce fibré, induisant dans chaque
fibre un élément de E,; la forme o est entendue ici comme définie modulo les formes
« semi-basiques » sur le fibré, c’est-a-dire comme une forme « verticale ».

On a une définition analogue pour les familles d’éléments de E,; on utilise pour
cela des fibrés dont le groupe de structure est G’ CDiff(C?, o).

Avec ces définitions il est clair, compte tenu de la remarque faite en (2.2), que
toute famille sur S d’éléments de E, est isomorphe 4 une famille sur S d’é¢léments de E;;
de plus, deux familles sur S d’éléments de E,, isomorphes via Diff(C? o), le sont par
rapport au groupe G'.

On peut aussi définir de fagon analogue des familles analytiques d’éléments de E.
Il est naturel de s’intéresser aux familles telles que la famille d’idéaux sous-jacente soit
plate : ceci impose que la multiplicité de la singularité soit constante, c’est-a-dire que
Pon ait en fait une famille dans E,; la famille d’idéaux est alors « rigide ».

4. CLASSIFICATION FORMELLE. FORMES NORMALES

Nous considérons ici ’espace f:‘.; des équations différentielles formelles
o =xPt1dy — A(x, y)dx = o,
ou A(x,y)=n+ X a,(y).4" (AeC") est une série formelle en x, dont les coeffi-
n=>1

cients 4, sont holomorphes sur un méme voisinage de o dans C.
Soit G° le groupe, déja introduit en I.2, des transformations formelles

¢ (%) 2 (% o(%))
ou ¢(x,9)=y+ X ¢,(y).x" est formelle en x, a coefficients holomorphes sur un
n=1

méme voisinage de o dans C; dans la suite, nous désignerons toujours par la méme lettre
la transformation elle-méme et sa seconde composante.

Proposition (4.1). — Le groupe G® opére simplement dans E;,. Lespace des orbites s’identifie

a un ouvert de G, ,. Plus précisément, tout élément de E;, est réductible via G® & une et une seule
des équations (formes normales)

xPT1dy — yP(x)dx = o,
ot P est un polynsme de degré au plus égal & p, et P(0) * o.

Ce résultat est établi par exemple dans Hukuhara-Kimura-Matuda [34]. La théorie
de la normalisation des champs de vecteurs formels (Brjuno [11]) le donne assez rapi-

100



PROBLEMES DE MODULES POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES 1o1

dement. Pour I'intelligence de la suite, il est nécessaire d’en résumer ici une démonstration.
1) Toute équation ® ef:‘,}’, admet une unique solution formelle nulle en o

y=ux)= I z,"
n=1

Si I'on pose alors ¢,(%,9) =y + u(x), on a
0, = @i = 2P 1dy —yB(x, y)dx € E,’, ou B(o,y) =reC"

2) Posons maintenant B(x, 0) = P(x) 4+ #**'R(x), ou P est le polynéme de Taylor
de degré p de B(x, 0) en 0; si ¢y(x, ) =y.expv(x), ou v(x) =J: R(E)dE, on vérifie
que Péquation @0, =0 s’écrit

wy = 2P+t 1dy — yC(x, y)dx = o,
ot C(x,0)=P(x) et Plo)=2reC"
3) Posons w, = x?*1dy —yP(x)dx. Ondétermine ¢ € G o(x,y) =y + = 9,(y)x",
1
telle que wyA ¢*wy,=0; par identification en les puissances de x, les ¢, sont définis
par des équations différentielles de la forme
(9, — ¢,) = combinaison linéaire des ¢, et yo; (k£ <n).

Ces équations déterminent par récurrence des fonctions ¢, holomorphes, 1-plates
en o, de rayon de convergence constant.

4) La simplicité de Popération de G° sur E,', se vérifie aisément : le groupe d’iso-
tropie de la forme canonique w, est réduit a I'identité.

5) Un calcul élémentaire montre que deux formes normales distinctes ne sont
jamais G™équivalentes. m

Remarques (4.2). — a) Nous aurons besoin au chapitre IV de déterminer la trans-
formation ¢ de la troisitme étape ci-dessus sous la forme

o(x,0) =y +n§2g,.(x)y”, ou g, e CG[[+]].

Par identification de w,A ¢*w, a o selon les puissances de y, les séries g, sont
déterminées par les équations différentielles

xp+1g; + (n'— I)P‘gn + (n_ I)Cl'gn——l
+ (n_2)02.gn_2 + oo + Cﬂ—l = 0,
ot n>2, et Pon a posé C(x,y) = X C,(x)y" avec Cy(x) = P(x).
n=>0
Les séries g, sont donc déterminées par récurrence; a chaque étape, on utilise
Pargument invoqué pour la premiére réduction, simplifié par le fait que I’équation a
résoudre est linéaire, avec second membre.

b) Les invariants formels d’une forme o € Ez’» (coefficients du polynéme P(x)) sont
déterminés par le (p + 1)-jet de @ a l'origine.
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¢) Si o, EE;, est une famille dépendant analytiquement de seC", les calculs
précédents montrent que les difféomorphismes « normalisants » ¢, G? dépendent
analytiquement de s.

Considérons maintenant ’opération sur Ez': du groupe H formé des transformations

(%,0) b (h(x), ¢(%, %)),
ot k est un difféomorphisme formel de C en o, et ¢ e GO.

~

Proposition (4.3) (Voir aussi Brjuno [10], pp. 148-149.) — L’espace des orbites de H
dans E;: s’identifie @ C. Plus précisément, tout élément de E; est H-isomorphe & une et une seule
des équations

o, =+"Tdy—y(1+MmP)dx=0 ou reC.

Pour le voir, il suffit de remarquer que G°CH est un sous-groupe normal, et
d’étudier 'opération induite du groupe quotient F/G® (groupe des difféomorphismes
formels de C en o) sur I’espace des équations réduites de la proposition (4.1). Le résultat
s’en déduit par un calcul facile, réutilisant I’étape 2) de la proposition (4.1). ®

Définition (4.4). — Nous désignerons dans la suite par &,CE, (resp. épcﬁé)
Pensemble des équations différentielles analytiques (resp. formelles) dont la forme réduite via G°
est une des équations w, , = 0.

D’apres les considérations précédentes :

1) &,CE, et e‘?pC E;, sont des sous-variétés de codimension finie p, puisque
déterminées par une sous-variété de codimension p de I’espace des (p + 1)-jets d’éléments
de E,. R ~

2) Le groupe G° (resp. G°) laisse invariant &, (resp. &,) et y opére simplement.

3) On vérifie aisément que le groupe G (resp. G) obtenu en adjoignant a G°
(resp. G°) les transformations linéaires (x,3) > (xx, By) od a?=1 et BeC’, laisse
également &, (resp. é’;) invariant.

5. DEUXIEME REDUCTION DU PROBLEME DE CLASSIFICATION

Proposition (5.x). — L’espace des orbites du groupe G’ opérant dans E, est en bijection
canonique avec Pespace des orbites du groupe G opérant dans &,.

Démonstration. — D’abord, toute G'-orbite dans E, coupe &,; il suffit pour cela
de réduire une équation a la forme normale ®,,=o0 a lordre (Ap + 1) seulement;
ceci peut se faire par une transformation polynomiale appartenant a H, donc a G'.

Soient maintenant ,, w, € &,, isomorphes via G'. Il nous faut vérifier que les
équations «; =0 sont G-isomorphes; ’argument est le suivant :

Soit ®e G’ (®(x,») = (h(x), (x,))) telle que ;A ®*w,=0. En appliquant
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a la fonction 4 et & w, le lemme (2.3) on se raméne au cas ou £ est un polynéme de degré
au plus égal 2 . On va montrer que ceci implique %(x) = ax avec of =1, ce qui aché-
vera la démonstration.

Pour cela utilisons le fait que ®, et w, sont dans &, : elles ont la méme forme
normale o, , et il existe donc deux éléments ¥, et ¥, e GO tels que

;A Y (w,,) = o.

Il en résulte que la transformation W,o® oWy 'e H laisse invariante I’équation
w, » = 0. Mais cette transformation a pour premiére composante A(x). On en déduit,

par un calcul simple relatif & o, , que le difféomorphisme ¥,0 ® o ¥ ! est de la forme

(%, )b (ox,By) ou oP=1c¢t ecC. m

Remarque (5.2). — Pour décrire ’espace des orbites de Diff(C? o) dans E, nous
sommes finalement ramenés aux problémes suivants :

1) Décrire I’espace des orbites du groupe G° dans &,.
2) Etudier Paction du groupe G/G® sur cet espace d’orbites; le groupe G/G® est
isomorphe au groupe des transformations linéaires (x, y) > (ax, fy) ol «? =1 et B =+ o.

Pour résoudre le probléme 1, Poutil essentiel sera I'isotropie sectorielle des formes
normales ®,, =0, que nous étudierons au paragraphe suivant.

I1 nous reste & présenter une observation utile pour la suite, relative aux familles
analytiques d’éléments de &,.

Soit S une variété analytique complexe, et ®;, w, deux familles analytiques
d’éléments de &, paramétrées par S; elles se définissent comme dans la remarque (3.2),
mais le groupe de structure des fibrés considérés sur S sera cette fois GO.

Supposons que, pour tout seS, les équations «,, et w,,€d, soient G%iso-
morphes. Nous affirmons qu’alors les familles , et w, sont analytiquement équivalentes,
c’est-a-dire qu’elles se correspondent par un difféomorphisme ¢ analytique entre les
deux fibrés, relevant l’identité de S.

Pour le voir, il suffit de remarquer que :

a) pour chaque seS, il y a un ¢, G® unigue tel que
@1, A 95(@g,5) = 0;
b) on a donc formellement ¢, =g, ,0¢;; ol ¢, est Punique difféomorphisme formel

(dans G°) normalisant ;.

Or, il est clair que la forme normale w, ;, dépend analytiquement de s; nous
avons vu d’autre part (remarque (4.2) ¢)) que ¢; , dépend analytiquement de s.

Ainsi, la série définissant ¢, est convergente en (x, y) et ses coeflicients dépendent
analytiquement de s; ceci prouve que Iapplication de fibrés définie par la famille o,
est analytique.
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6. ISOTROPIE SECTORIELLE DES FORMES NORMALES

On se propose de déterminer le sous-faisceau du faisceau A défini en I.1.2 (avec
ici n=1) formé des transformations isotropes de la forme normale w, , =o.

Plus précisément, étant donné un secteur ouvert U de sommet o dans le plan
des x, on cherche les ge A(U) tels que la transformation g: (x,) > (x, g(x,)) laisse
Iéquation ® = w, , = 0 invariante, i.e. wAg'w =o.

La fonction g peut étre cherchée sous la forme d’une série en y :

g(x, ) = 'Eo ga(X)"

Cette série doit étre convergente sur un disque fixe pour x€ U (assez petit); les fonc-
tions g, doivent étre holomorphes dans U; enfin g doit étre asymptote & » quand x — 0
dans U.

La condition wAg'e =0 équivaut a
% %
P12 MP)y—> = MP)g.
w0+ ))’ay (1 +MP)g

Ceci donne, par identification des séries en ,
g = (1—n)(1 + Mg,
donc &.(%) = a,[exp(— 1/px?) .4 ]2~ g4, eC.

En désignant par A, CA le sous-faisceau des transformations isotropes, le calcul
précédent démontre la

Proposition (6.x). — Le groupe A, ,(U) est défini de la fagon suivante :
(i) 8% U est contenu dans Pun des secteurs ot Re(xP) >0, ge A, ,(U) équivaut a
8(%,9) =y + apgx*.exp(—1/ps?)
ot aye C est arbitraire.
(ii) 8¢ U est contenu dans Pun des secteurs on Re(x?) <o, ge A, ,(U) équivaut a

gxy)=y+ ngza,,[xl. exp(1 [px?) "1 "

o la série X a,t" est & rayon de convergence non nul.
n=2

(ili) 8% U contient un rayon ot Re(s?) = o, alors A, ,(U) est réduit @ Pidentité.

Dans cet énoncé, on désigne par x* une détermination quelconque de la fonc-

tion exp(A Log x) sur le secteur U considéré.

Remarque (6.2). — On obtient le méme résultat en supposant seulement que g
est asymptote a l'identité en oe G2 au sens faible de Gérard-Sibuya (voir I.6); ceci
jouera un rdle important dans la suite.
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La proposition précédente montre en particulier que le faisceau A, ; est constant
sur les secteurs connexes définis par Re(x”)>o0 et Re(x?)<o. Sa fibre aux points
Re(x?) =0 est réduite a l'identité.

Soit alors U le bon recouvrement de S! formé des secteurs U; (i =o, ...,20—1)

(2¢ + 1)
— T
2p

d’ouverture 2m/p, ayant pour bissectrices les directions «; d’angles polaires
On a clairement

HY(S'; A, ) ~ HYU; A, ).

De plus, la description précédente montre que C!(U; A, ;) ne contient aucun
cobord autre que le cobord trivial; toute cochaine est évidemment un cocycle (les inter-
sections trois & trois étant vides); ainsi

HY(U; Ap,x) ~ GY(U; Ap,x)

et cet espace est donc muni d’une structure naturelle de groupe.

Remarquons enfin que les germes de sections de A, , sont Gevrey d’ordre s ou
s=1+4+1/p (voir I.4.1), au vu de leur décroissance exponentielle. La définition du
recouvrement U précédent montre aussi que les 1-cocycles a valeurs dans A,, sont
p-sommables (voir I.5.1.2).

Nous avons ainsi établi le

Théoréme (6.3). — Soit W le bon recouvrement de S' formé des secteurs U; (1 =o,
<oy 2p—1) d’ouverture 27|[p, dont les bissectrices ont pour angles polaires [(2t — 1) [2p]™. On a

HY(SY; A,p) = GHUS A, ).

Les éléments de HL(SY; A

p,2) Sont p-sommables.

Remarque (6.4). — On peut décrire de maniére analogue le faisceau d’algebres
de Lie #(A,,) (voir I.3) dont les éléments sont les champs de vecteurs X e .Z(A)
qui laissent invariante I’équation «, , =o0; ceci signifie que w,;A@xw,, =0, ol
Oy représente la dérivée de Lie par rapport au champ X.

Le faisceau #(A, ;) est localement constant sur les ouverts U; nU; 4, et Pon
a aussi

HY(S%; Z(A,,0) = GHU; Z(A,0))-

(6.5) Une interprétation géométrique des éléments du faisceau A, ;

Considérons le recouvrement du plan des x par les secteurs U; du bon recouvrement
défini dans le théoréme (6.3). Désignons par & le feuilletage induit par I’équation
différentielle ,, =o0 sur U;x C. Les feuilles de & sont définies par les équations

y=c.x*.exp(—1/ps*) ou ceC
(on a fait choix d’une détermination de #* sur U)).
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Lespace des feuilles de F, s’identifie donc & la droite complexe C. L’origine de G (¢ = o)
correspond 2 la feuille {y = o0}, qui est la variété centrale de 'équation ©,, = 0; c’est
la seule feuille « réguliére » en o; les autres présentent une singularité essentielle a
Porigine.

Définissons maintenant les secteurs ViF et Vi (i=o,...,2p—1) par

V;":{‘I'Z“I 'rc<Argx<4fl-|—I n},
2p 2p

V'-“={4'z+I n<Argx<w'n:}.
2p 2p

Ce sont des secteurs d’ouverture w/p tels que
Re(x*) > o sur les Vi,

13

Re(x?) <o sur les V; .

On a alors Vi =UunUy,, et Vi =Uy,,,NnUy,, (sauf pour p=1, ou
UynU, =V uVy).

Désignons par F* (resp. %) le feuilletage induit par I'équation w,, =0 sur
Vi x G (resp. Vi xC). Remarquons que les feuilles de #* sont tangentes d’ordre
infini a la variété centrale y =o; elles rencontrent donc foufes un voisinage arbitraire
de o€ C2 Par contre, les feuilles de &~ ne contiennent pas I’origine dans leur adhérence
(sauf y = 0); celles qui rencontrent un voisinage donné de o€ C? représentent seule-
ment un voisinage de o€ G (espace des feuilles).

Soit maintenant ge H(S!; A, ,), représenté par un €élément de G'(U; A, ;). On
POSe & = gyniy1 € & =&ui142 POUr i=0,...,p—1. Pour chaque i, gF
(resp. g) induit une permutation d’une partie de 'espace des feuilles de F;* (resp. %),
donc de C.
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Reprenant alors les notations de la proposition (6.1) on voit que

& s’identifie & une translation c¢c +a, de G;
g s’identifie & un difféomorphisme local de C en o, tangent d’ordre un & Pidentité :

cHe+ X oah
n=>2

Avec ces identifications, on peut énoncer la

Proposition (6.6). — L’espace H'(S; A,;) S’identifie au produit direct CP X H#7 de
p exemplaires de C (groupe additif) et de p exemplaires de H, groupe des difféomorphismes locaux
de (G, o) tangents d’ordre un & Pidentité.

Remarque (6.7). — Le faisceau A, , est de nature différente sur les secteurs V*
et V™. On peut définir un faisceau plus « homogéne », et qui nous permettra une obser-
vation intéressante au chapitre V, de la facon suivante :

Fixons une couronne C={o<r<||y||<R} sur la droite C,. Désignons par
A, A(C) le sous-faisceau de A(C) (voir I.2.3.4) dont les germes de sections préservent
I’équation w,, =o0. On vérifie aisément que A, ;(C) est encore localement constant
sur les secteurs V* et V=, indépendant de C, et que

HE (S5 A, 0(C)) = 7.

Nous désignerons par A, , le faisceau ainsi obtenu (r — o et R — o). Sa structure
s’explique trés bien en remarquant que la forme normale ), , définit en fait un feuilletage
holomorphe sur G x P,(C); I’expression de I’équation dans la carte (x, Y =1]y) est

TIY LY (1 + MmP)dx = o.

Elle admet donc en (x=o0, Y=0 ou y=o) un point singulier de méme
nature qu'en (x =o0, y=0). L’espace & des feuilles sur U; x P,(C) s’identifie a la
droite projective P,(C). Les sections de A, , sur les secteurs V; s’identifient a celles
de A, ,, et aux difféomorphismes locaux de P;(C) en o; les sections de A, , sur les
secteurs V; s’identifient aux difféomorphismes locaux de P’espace des feuilles P;(C) en
Pinfini.
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III. — LE THEOREME DE CLASSIFICATION
PREMIERES CONSEQUENCES

1. ENONCE DU THEOREME FONDAMENTAL

Comme nous I’avons vu au chapitre précédent (II.5), le probléme de classification
des équations « € E, sous I'action de Diff(C? o) passe par I’étude de ’espace des orbites
du groupe G° agissant (simplement) dans l’espace &,.

Théoréme (x). — L’espace des orbites de G® dans &, est en bijection canonique avec G X CP X H#P.

L’espace « modulaire » G X G? X #” doit étre interprété de la fagon suivante :
le premier facteur repére I'invariant formel A; le facteur G X S est 4 identifier, pour
chaque AeC, a HY(S!; A,,) au sens de la proposition II.6.6.

Les deux paragraphes suivants sont consacrés a la démonstration de ce résultat.

2. L’INJECTION CANONIQUE DE C X C? x s#? DANS &,/G°

Nous fixons ici A, et considérons la forme normale
w, = x" 1dy —y(1 4 MP) dx = o.

D’aprés les résultats de I.4.3 on a une injection naturelle
HY(S'; A,,) < H(8%; A)

et Pisomorphisme canonique H1(S!; A) ~ GO/Go,
Désignons par (A}g,)\CGO Pensemble des éléments de G° dont Iimage dans
H(S!; A) est un élément de H(S; A, ,).

Proposition (2.x). — Soit ¢ eGgJ; la forme différentielle » (a priori jformelle) définie
par Péquation
(acP/aY) L0 = CP.(’)p,A

est analytique et appartient @ &,.

Démonstration. — Soit g = (g;;;,) D'élément de H(S'; A ;) « cobord » de o,
représenté par un cocycle relatif au bon recouvrement U de II.6.3. Considérons le
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germe de variété fibrée w: M, — (C, 0) construit en I.2. Pour un choix convenable
de coordonnées locales analytiques (x,Y) sur M, on a :

1) Sur U;xGC, y=¢;x,Y) ou ¢,el'(U; A9).

2) Sur Uy =Uin Uiy, Giv1= 003y

3) Les ¢; admettent ¢ comme développement asymptotique commun en o
(voir I.2.3).

Sur =~*(U;) CM, définissons une forme holomorphe w; par 1’égalité
* 99; 99;
(09:/ YY) .00y = @@, 5 = x‘”‘l—a&dY— [cp,-(l + AxP) —x”"‘l—a;] dx.

La forme o; s’écrit donc
;= xPT1dY — b(x, Y) dx

et est asymptote a la forme o définie dans la proposition.

Sur n7Y(U;;,4) on a o;=w;,,; en effet, w; et w,,, sont proportionnelles par
construction, puisque g ;.1 = io@;y préserve Péquation w,,=0; les coefficients
de dY étant identiques, les formes sont égales. Il en résulte que « est holomorphe. Elle
est formellement isomorphe a ,; via G, donc appartient 2 &, par définition. m

Nous avons ainsi défini une application canonique deAGgJ dansA &,, pour chaque
AeC. Cette application est injective (en effet I'action de G° dans &, est simple); elle
commute aux actions de G° dans Gg'l et &,; il est en effet clair que, si a cpe(A}g,,\
correspond wed, et 2 @o (eGP correspond la forme w’'ed,, le difféomor-
phisme ¢ transforme ’équation o =0 en ’équation o’ = o.

Il en résulte que ’application précédente induit une injection de (A}S,A/Go dans

&,/G’ D’ou la
Proposition (2.2). — Soit (A}z = Lx] GS,AC G°. L’application de Gg dans &, définie dans
Pénoncé précédent induit une injection de Gg/GO ~ G X CP X H? dans Despace des orbites &,/G°.

Remarque. — Les sous-ensembles (A},,‘?,AC(A}0 ne sont pas des groupes, bien que
H'(S'; A, ,) soit lui-méme un groupe.

3. SURJECTIVITE

Soit we &,. Il existe un unique ¢e GO tel que wA @', =0, ou A est I'inva-
riant formel de o (voir II.5); il s’agit de montrer que ¢€Gj ,.

Nous utiliserons pour cela un résultat de Hukuhara-Kimura-Matuda [34] : avec
les données précédentes, pour tout secteur U de C, d’ouverture assez petite (en fait,
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. . . 2m) . .
dans la référence citée, les auteurs obtiennent I'ouverture optimale —) il existe une
transformation holomorphe bornée

py: UXQ—->UxXxGC
(%) b (% ey(%, 7))
ot Q est un voisinage de o dans C, telle que

(1) @Ay, =0,
(ii) a Porigine de G2 ¢y est asymptote (au sens de Gérard-Sibuya) a ¢ (voir I.6).

Considérons une famille ¢; de telles transformations, associées & un bon recou-
vrement {U;} du cercle S1. Les transformations ¢;o¢;;}; sont alors isofropes pour e, ,
sur U;;,,; et plates en 0e€C? au sens de Gérard-Sibuya. Il en résulte (voir
remarque II.6.2) qu’elles appartiennent au faisceau A, ,, et définissent donc un él¢é-

ment ge HY(S'; A, ,); la proposition I.6.2 montre alors que (pEGg, Ae

4. SOMMABILITE DES TRANSFORMATIONS NORMALISANTES

Théoreme (4.1). — Soit we &, e 0BG Punique transformation normalisant
(Cest-a-dire. w A @*w, 5 = 0). Alors :

(i) ¢ est p-sommable : ¢eGY (s=1+ 1/p).

(ii) Soit geH(S'; A,,) la classe associde @ . Les rayons singuliers de ¢ sont les
bissectrices des secteurs U, ;,  tels que g; ;,, nest pas réduit a Uidentité.

Tout ceci est conséquence immédiate du théoréme II.6.1.2, du théoréme 1 pré-
cédent, et des résultats de I.5, en remarquant que la représentation canonique (g; ;1)
des éléments de H'(S'; A, ;) se fait par des cocycles réduits. m

Remarque (4.2). — Le résultat précédent s’étend en fait a la normalisation des
équations analytiques
(1) o=x""dy—A(x,y)dx=0 ou A(0,y)=w, acC.

Nous avons vu que ces équations (w e E)) sont réductibles par une unique transfor-
mation ¢ e G (proposition II.4.1) a la forme

xP+1dy —yP(x)dx = o,

ol P est un polyndéme de degré < p.

Mais d’autre part (proposition II.4.2) toute équation (1) se raméne a un élément
de &, par un changement de variable x#>A(x), ol & est un polynéme de degré<p.
Il en résulte aisément que ¢ est encore p-sommable. Pour identifier ses rayons singuliers,

il suffit d’appliquer une rotation (définie par la partie linéaire de %) aux rayons singuliers
donnés par le théoréme précédent.
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Corollaire (4.3). — Soit o =x""'dy —A(x,y)dx=0 un éément de &,. Soit
y=1a(x)= X a,x" Punique solution formelle de cette équation; alors :
n=1

(1) @ est p-sommable.
(i) Soit geHYS'; A, ;) =CP X H? le 1-cocycle associé & o. Les rayons singuliers
de 1 sont les bissectrices des secteurs U, ; , | correspondant aux composantes non nulles de g dans CP.

Démonstration. — Soit ¢ la transformation normalisant & (©A@*w®,, =o0). Il est
clair que # est définie par I’équation implicite o(x,9) =0 (2p/dy(0)=1). La
p-sommabilité de ¢ implique celle de 2.

La partie (ii) est évidente : lorsque g est représenté par un 1-cocycle réduit (g; ;. ,),
nous avons vu que g ;. sinterpréte alternativement comme une translation de G
(&,:+1€C) et comme un difféomorphisme local quelconque de G en o (g; ;. €5);
C représente toujours I'espace des feuilles de la forme normale sur U;;,,, et 0eG
correspond 2 la solution holomorphe y = o de cette équation. Les g ;. , €5 n’affectent
pas la feuille {y =0}, d’ou le résultat. m

Une conséquence immédiate de ce résultat est le

Théoréme (4.4). — Soit wed, et geHY(SY; A, ,) =CPxXH#? le 1-cocycle corres-
pondant & . Alors Péquation o = o admet une solution analytique y = u(x), u(o) =o, si et
seulement si la composante de g dans CP est nulle.

On peut donc dire, de fagon un peu vague, que dans &, I’ensemble des équations
admettant une solution holomorphe en o autre que la variété invariante (c’est-a-dire
une « variété centrale » dans la terminologie des spécialistes des systémes dynamiques)
est de codimension p.

Ce dernier théoréme généralise des résultats obtenus dans le cas des équations
linéaires (x**'dy — (a(x)y + b(x)) dx = 0) successivement par Briot et Bouquet [9] qui
ont étudié le cas p =1, A=o0; puis Horn [32] pour le cas linéaire général; Ram-
baud [55] a amélioré les calculs de Horn.

Dans le cas non linéaire, Borel [6] avait tenté, sans succés, de prouver la somma-
bilité de # quand p = 1; il avait pu établir ’appartenance de # a la classe de Gevrey
d’ordre 2 quand la forme o est polynomiale en y.

Mentionnons encore des travaux de Horn [32], Bendixon [2] et Chazy [14] dont
les résultats, trés partiels, sont conséquence immédiate des théorémes précédents.

(4-5) Remarque générale. — Nous avons ici déduit les résultats relatifs 2 la somma-
bilité de la connaissance a priori de H(S'; A, ,;), et du théoréme de normalisation
sectorielle « faible » de Hukuhara (§ 3 ci-dessus). Nous avons ainsi obtenu un théoréme
d’analyse fine en combinant un résultat d’analyse élémentaire avec un outil géométrique
puissant. Il peut étre rassurant pour le lecteur analyste de voir qu’on sait prouver direc-
tement la sommabilité des transformations normalisant les éléments de &,, sans trop de
difficultés (au moins dans certains cas). C’est ce que nous ferons au chapitre IV.
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5. ETUDE DETAILLEE D’UN EXEMPLE

Dans ce paragraphe, notre but est de calculer explicitement, pour une classe
simple d’équations e &, les applications

o ¢ (transformation normalisante) > g € HY(S1; A, ;).

Remarquons d’abord qu’une forme o = x2dy— A(x, y)dx appartient & &, si et
seulement si A(o, y) =.

Le recouvrement canonique de S* est constitué dans ce cas par les deux secteurs U,
et U, d’ouverture 2x représentés ci-dessous. La transformation formelle ¢ € G° telle que
®A @ w; , =0 admet une somme unique @, (resp. ¢;) Gevrey d’ordre 2 sur tout secteur
d’ouverture > =, strictement contenu dans U, (resp. U,); les transformations ¢, et ¢,
normalisent & sur U, et U;. Le cocycle geH!(S'; A, ,) associé & o est défini sur
Uy, 1 =V§ UV par g ,=g¢p007".

i.R*

i.R~™

Ceci rappelé, considérons dans le faisceau A, , le sous-faisceau dont les sections
sont a valeurs dans le sous-groupe des transformations affines de C; cela signifie que
nous sélectionnons, parmi les transformations sectorielles isotropes de

o 5 = x2dy —y(1 4+ M)dx = o,

celles qui sont gffines en la coordonnée « verticale » y. Nous désignerons par A, ce
sous-faisceau, en abandonnant les indices 1 et A qui seront fixés dans le reste de ce
paragraphe.
Il est clair que
H*(S*; Ay) ~ G

Chaque classe est canoniquement représentée par un 1-cocycle g, ,={gf, g5 }
(voir 11.6.5) ou g, , définie sur V; ={Rex <o}, est lidentité, et gf, définie sur
Vi ={Re x>0}, est une translation.
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Par Pisomorphisme fondamental, H1(S!; A,,) s’identifie & une partie de GY/GY
(cf. 1.7), ot G% (resp. GY) est constitué des transformations affines formelles (resp.
analytiques) en x

o(%,y) =a(x)y +b(x), a(0)=1, b(o)=o.

Noter qu’il s’agit ici de la théorie « globale » : on travaille sur (C,, o) x G,.
Les équations différentielles fournies par les cocycles précédents sont donc des
éléments de &, linéaires en y, c’est-a-dire de la forme

#dy — [f(x)y + g(%)]dx = o.

Réciproquement, toute équation linéaire en y, appartenant & &,, est réductible
via un élément de G 2 ;5 et correspond donc a une classe de H(S!; A,y) (par
spécialisation du théoréme 1 de ce chapitre). Ceci signifie, en résumé :

Lespace des orbites de Gy, opérant sur Pespace des équations linéaires &, . est en bijection
canonique avec C X G (le premier facteur correspond a linvariant formel 2, le second a
Pinvariant analytique ge H(S!; A,,) = C).

Nous nous proposons de montrer comment on obtient I'invariant analytique d’une
équation linéaire donnée. Nous allons présenter ce calcul sur le cas particulier des
équations

o =xdy— [y(1 + M) +f(x)]dx =0

ou fest un germe de fonction analytique nul en o (la considération du cas le plus général
n’ajoute pas de difficulté importante).

L’équation considérée se normalise par la transformation ¢(x,)) =y —i(x)
(voir II.4.1) o #@(x) est P'unique solution (formelle) de I’équation différentielle

(1) xz.%—(r-i-)\x)ﬁ:f(x).

L’intégration de (1) par la méthode de « variation de la constante » conduit a
considérer la fonction

u(x) = " exp(— 1/x) .f:t‘z‘“f(t) exp(1/t)dt.

L’intégration se fait sur le segment [0, x]; cette expression a un sens et définit une fonction
holomorphe pour Re(x) <o et x appartenant au disque de convergence de f a ’origine.
En faisant le changement de variable (1/f) — (1/x) = —&/x, on obtient

—w d
@ o)== [ 1= el — D ep(— )

qui définit une fonction holomorphe de x sur le méme domaine.
Soit L un disque ouvert centré en un point de R™, L étant contenu dans
{Re(x) <0} n{disque de convergence de f en o}, avec o€ dL. La fonction z admet,
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uniformément sur L, comme développement asymptotique en o la solution formelle #
de (1); ainsi # définit un élément de T'(Jn/2, gw/2[; A, qui est en fait dans

D(Ix/2, 3m/2[; AJ).

/.R*

R-

D
N

Soit maintenant D une demi-droite issue de o, avec D + R* (on note « €]o, 2n[
Pangle de D avec R*). Posons :

w) == [ (=i~ D expl— )

(la demi-droite D est orientée de o vers Dinfini; on définit (1 —£)* en utilisant la déter-
mination principale du logarithme).

La fonction u;, ainsi définie est holomorphe sur le domaine intersection du demi-
plan Re(x.exp —ia)>o0 et du transformé du disque de convergence de f en o par
I’homothétie k, (h, =homothétie de centre o et de rapport égal a |sina| pour
wx€]o, n/2[ U]gw/2, 2n[ et & 1 pour «€[n/2, 3n/2]). Soit L, le transformé de L par
la composée de la rotation de centre o, d’angle = — «, avec ’homothétie %,. La fonc-
tion u; est uniformément asymptotique sur L, & la solution # de (1) : c’est la somme,
dans la direction D, de la série 1-sommable .

La
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Quand on fait tourner D i partir de R™ (« = =), les fonctions %}, se recollent. On
obtient ainsi une fonction holomorphe sur un domaine d’ « ouverture » 3= de la surface

de Riemann du Logarithme, uniformément asymptotique a # sur le domaine fermé
U L, de celle-ci (donc sur tout germe de secteur — /2 + < Arg x< w/2 + 2n —¢;

a€Jo, 2n]

€>0).

R+

Les restrictions a U, et U, de la fonction que nous venons de définir sont les trans-
formations normalisantes @, et ¢,. Le cocycle correspondant g, ;= q,0¢; ' s’obtient
donc ici en faisant la différence des déterminations de u sur U, ;.

La fonction ¢, =y —u,(x) est définie par les u;, ou le rayon D est dans le demi-
plan Imx<o, et ¢, =y —u,(x) par les up ou D est dans le demi-plan Im x> o.

Ainsi @yo @7 ' =y + u, —u, est I'identité sur Re x < o. Pour calculer son expres-
sion sur Re x> o, il suffit de considérer

gtx) = “m(x) — up_(x),

od D, et D_ sont choisis comme indiqué sur la figure ci-dessous. Ainsi

d
S0 =] G- —E)em(— g T

y —

R+
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Pour achever le calcul, on pose f(x)= X a,x". Ainsi
n=1

g0 =Za] G- e

Lemme (5.1). — Soit L(; %) =f ] (I—E)“exp(—ﬁ/x)d—f. On a

— 2IT
IN'—a)

Avec ce résultat, il vient

I(a; %) = x*exp(—1/x).

— 2iT

m . mexp(—1/x)

gh(x) = X ax".
n=>1
= — 2inx’ exp(— 1/#). n§1 Wna"——ﬂ .

En utilisant les notations introduites en II.6.5 pour représenter les éléments de
H!(S'; A, ;) = G X, on obtient la

Proposition (5.2). — Soit I’équation
Bh— 1 +0) +fW)dx =0, o fix)= T a"

n=1

est un germe de fonction analytique. La classe associée a cette équation dans H(S; A, ,) = G X #
est le couple (¢, Id), oi

. a,
T R T
Démonstration du lemme (5.1). — Par intégration par parties, on obtient
(1) I(a; x) = a X I{a — 1; x).

On vérifie que I(«; x) est analytique sur le produit de C et d’un secteur en x conte-
nant R*. Il suffit donc de calculer I(x;x) pour Rea> —1 et d’utiliser le prolon-
gement analytique. On peut également faire le prolongement analytique en utilisant (1) ce
qui fournit le résultat pour « ¢ —N*; si « € —N* on fait un calcul direct par résidus.

Supposons donc Re a> —1.
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di N
On a | (1—E)*exp(—Efx) ~ =0 et, en passant a la limite,
Y
dt
Iwin) = (-0 ep(—E9 5
Y1

=[ u—trop-em T [ c—pren-im T

L’intégrale sur v, tend vers o quand le rayon de y; tend vers o, car Rea> —1.

5,
00——-—-—- - _ .
D o
83
T ¢ S— -
3,
[0 JUTEp —_—— e -
1 - R*

Finalement

w9 =] (1—0repl—tm T,

. . te di
soit I(a; x) = 2isin mc.f (£ —1)*exp(—&/x) <
1
+o by .-
d’out I(a; x) = 21 sin wa. exp(— I /x) f t*e “‘—; =2i.e #sinma.x*I'(1 4 «).
0

Cette expression n’est pas a priori définie pour ae—N*; on utilise la formule des
compléments

(1 +a).I'(—«) = — =/sin 7o,

et on obtient

I(a; %) = T(—a)

e *x7,

expression qui garde un sens pour toutes les valeurs de «; ceci démontre le lemme. m

Remarques (5.3). — 1) Dans le cas A =o, Pétude que nous venons de faire

est celle de la fameuse équation d’Euler x*y' —y=f(x)= 2 a,2". Le calcul de
n=>1

¢=—2in 3 a,/(n—1)! se trouve déja chez Briot-Bouquet [9]. Dans le cas général,

n=>1
un calcul analogue figure dans Rambaud [55].
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2) Le calcul précédent est une démonstration directe du théoréme de classification
pour les équations linéaires. I1 montre de plus que la famille

Wyg =Xx2dy — [ (1 + \x) + ax]dx =0

est universelle pour Uensemble &, , .4, st A ¢ N*. En effet, w, , a pour invariant formel A
et pour invariant analytique ¢= —2ima/['(1—2), et tout élément de &, , .4 est
donc GYrisomorphe & une et une seule des o, ,.

Si A=n€eN*, on peut prendre comme famille universelle ()

oy o =x2dy— [ (1 + Ax) 4 ax"t]dx = o.

3) Nous avons calculé le cocycle associé 4 une équation donnée. Dans l’autre
sens, étant donné §e H(S!; £(AY,)) (voir les notations de I.7), on obtient aisément
un représentant de £ dans #(G%,). Le champ £ est de la forme

=c.e 42—, ou c¢eC et Rex>o.

On obtient X, représentant de &, par la transformation de Cauchy-Heine (I.3.2)

Xz(_c—f+wclcxp(——l/C)dc)._3

2iT 0 l—x Qy’
0 .
a un élément de C{x}a— prés; ceci donne
24
K= (S Ta—n).2
2im ‘w>1 Ty

Par intégration des champs £ et X, on obtiendrait une application de H!(S1; Ay
dans GY;, section de la projection canonique.

6. ESPACE DES ORBITES DE DIFF(C? o) DANS E,

Nous avons vu (II.5.2) que cet espace est en bijection canonique avec celui des
orbites de G dans &,, ol GO G® est obtenu en adjoignant a G° les transformations
- linéaires

(%, 9) > (ax, By), =1, BeC".
Sachant que &,/G°~C X C?x #7?, il nous reste & étudier ’action du groupe

linéaire G/G" = (Z[pZ) X C* sur I’espace modulaire précédent.
Soient donc ®, w'ed, et YeG tel que w'A¥"w=o0; soient § et @’ eG®

(*) Nous remercions A. D. Brjuno d’avoir attiré notre attention sur ce point.

118



PROBLEMES DE MODULES POUR DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES NON LINEAIRES 119

les transformations normalisant © et o' (wA$'(w,,)=0"A3"(w,;)=0); on a
trivialement

D¥o§' =§o¥

ou DY désigne la partie linéaire de ¥ (élément du groupe linéaire défini ci-dessus).
Si giip1="0ioPiys €t & ;p1=9;-Pir1 sont les cocycles associés & g et 3, on a
Giiv1=DWog ip0(D¥)L

Finalement, on obtient ’espace d’orbites cherché en faisant opérer le groupe linéaire
considéré par conjugaison sur H(S!; A, ;).

Posons H'(S'; A, ,) =C?x#? avec g=(g};g ) i=o,...,p—1 (notations
de II.6.5), les g€ C et g e’ étant interprétés comme difféomorphismes locaux
de C (espace des feuilles des feuilletages F;* et %7).

Soit (a«, B) € (Z/pZ) X C* et ge C? X H#?. On vérifie que le transformé g’ de g
par (a, B) a pour composantes

_2imk 1 B,
&) =pe 7 ge_k(é-e i -c)
(on a posé « = exp(2ink(p)).

D’ou le

Théoréme (6.x). — L'espace des orbites de Diff(C?, o) dans E, s’identifie au quotient
de G X CP X AP par Paction de (Z[pZ) X C* définie ainsi : Uimage de (N, g) par (&, B) est (A, g')
o g est le conjugué de g;_, par I’homothétie de rapport B exp(— 2ikmA/[p).

Exemple (6.2). — Dans le cas p=1, ou HY(S!; A, ;) = CX#, on doit former
le quotient de C X # par C* pour laction B. (¢ k) = (B, B~"). Le quotient se
décompose en quatre « strates » :

1. {t = 0; h = Identité} représente une orbite de C* dans C X 5, qui correspond
aux o €E, analytiquement isomorphes a la forme normale o, ,.

2. {t + 0; h = Identité} représente une orbite également, donc un point de I’espace
modulaire, qui correspond aux ©e€E, analytiquement linéarisables (mais non nor-
malisables).

3. {¢t =0; k & Identité} définit une famille « lisse » d’orbites (quotient de s
sous P’action de C*), qui correspond aux équations »€E, admettant une « variété
centrale » (nous reviendrons sur ces équations au chapitre V).

4. {t £ 0; h + Identité} définit une famille lisse qu’on peut « paramétrer » par
#-{1dentité} (on se raméne & ¢=1 par exemple en utilisant ’action de C*). Cette
strate représente les équations les « plus générales ».

On retiendra surtout que I’espace modulaire pour ’action de Diff(C2, o) dans E,
n’est pas lisse, au contraire de ce qui se passe pour I'action de G® dans &,.
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Remarque (6.3). — Le groupe (Z[pZ) X C* est un groupe d’invariance pour chaque
forme normale ®, ;. Nous avons ici obtenu une action naturelle de ce groupe sur P’espace
modulaire C X CP X #7? relatif 4 I'action de G°. On peut interpréter G x CP x H#P
comme la base d’une famille universelle d’éléments de &,, ou en d’autres termes d’un
déploiement universel (dans &,) de équation o, y=+?*'dy —ydx = o (cette terminologie
sera précisée au chapitre VI). Avec cette formulation, le phénoméne observé est a
rapprocher de la remarque suivante, qui nous a été communiquée par R. Thom, a
propos des applications différentiables : si F est le déploiement universel d’une application
singuliére f, et si G est un groupe de Lie qui laisse f invariante, alors I’action de G s’étend
de maniére naturelle au déploiement et & sa base, de maniére que F soit G-invariante.

7. POINT DE VUE INFINITESIMAL

Nous utilisons ici les observations générales de I. 3, en introduisant H(S'; £(4A, ,)),
ou Z(A,,) est le faisceau d’algébres de Lie défini en I1.6.1.3. On a évidemment
H'(S'; (A, ,) # CP X (L(H#))? ou L (#), algtbre de Lie de #, est lespace des
germes de champs de vecteurs a P’origine de G, 1-plats en o. D’aprés I'isomorphisme
fon(’i\amental I.3.1, Pespace HY(S'; Z(A,,)) CHY(S'; L(A)) s’injecte canoniquement dans
Z(G% [Z (G, et cette injection est calculable par Cauchy-Heine (I.3.2.2). Elle repré-
sente la différentielle en Pidentité de linjection

(1) H(S; A,,,) = G°/G .

Noter que I’injection considérée n’est pas compatible avec les structures d’algebre
de Lie (d’ailleurs 2(G0) /2 (GO n’est pas une algébre de Lie, car £(G® n’est pas un
idéal de 2(G")).

D’aprés I.3.3 cette différentielle sera utilisable pour calculer explicitement I'injec-
tion (1) dans les cas suivants : on fait choix @ priori d’un sous-groupe abélien K du groupe
des difféomorphismes de I’espace des feuilles de w,, =o0. On reprend ce qui précede
avec les sous-faisceaux A, ,(K) et £(A, ,(K)); dans ce cas, les deux injections précé-
dentes commutent aux exponentielles; le calcul de la trivialisation du cocycle « infini-
tésimal » permet d’obtenir la trivialisation de tout élément de H(S!; A, ,(K)). Clest
essentiellement ce calcul que nous avons fait au § 5 ci-dessus, avec K = groupe des
translations de G, et le faisceau A ,(K).

Les seuls autres groupes de Lie abéliens (connexes) que l’on puisse considérer
sont les sous-groupes & un paramétre K CJs#. Un tel groupe est défini par la donnée
d’un germe de champ de vecteurs holomorphe a I’origine de G

n(c)=f(c)§, b fle) =t k>
c
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Si nous travaillons avec A, ((K), pour simplifier, le champ » définit un 1-cocycle
N =(0, 1) e CxX Z(#)=H(S1; L(A,,)); il Sinterpréte comme la section de Z(A, ,)
sur {Rex <o} définie par le champ de vecteurs dans C2

a(x,y>a—"’y= exp(— 1)) S exp(x/x»a—i.

0

Le cocycle 3 admet pour trivialisation dans #(G°) le champ formel X(x, y) E
)

ou (voir I.g3.2.2)

X(x,9) = L E—(—u’—'y—)—du (v = segment d’origine o dans R™).
2in), u—x

Posons 3, = exp {X € G°; les équations différentielles holomorphes @i 0y o admet-
tent alors exp ¢% comme invariant dans H(S'; A, ,).

Un calcul explicite serait trés lourd dans le cas général. Remarquons seulement
qu'aux cocycles % e H(S!; £(A,,)), ou

) ") = e B) (),

correspondent les équations différentielles dans E, ,
(2) o =2dy—y(1 +axf)dx=0 (xeC).
Ceci se voit en fait directement, par réduction au cas linéaire déja étudié; si 'on
pose dans (2) Y=1/)¥ et x=—kX, DPéquation différentielle se transforme en
X2dY — (Y — akX)dX = o,
a laquelle correspond (proposition (5.2)) la classe (¢, 0) e Gx# =H(S; A, ), avec

t = 2inak. En remontant & ’espace (¥, ) initial, on vérifie que (2) a pour cocycle carac-
téristique (o, exp — 2imwa. n).
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IV. — SOMMABILITE DES TRANSFORMATIONS NORMALISANTES

1. RAPPELS SUR LA TRANSFORMATION DE BOREL [6]

(x.1) Transformation de Borel

Soit 0 <« <, etr, A deux nombres strictement positifs. On désigne par £, , -
Pespace vectoriel des séries formelles ae C[[x]], a= X a,x" telles que :

(i) La série A(t)=Za(t)= X In n (transformée de Borel de @) a un rayon
de convergence > r. nzon!

(ii) Elle définit une fonction continue sur ’ensemble fermé A, , (union du disque
de centre o et de rayon 7, et du secteur d’ouverture 2«, de bissectrice R*) et holomorphe
a Pintérieur.

(i) Ilall, = Sup |Fa(t).exp(—¢])] < + .

L’espace 4, , , est, avec la norme || ||, ,, un espace de Banach. Si w>2A on
a By5:C%Byyu, €t || ur<ll I, Si aeC{x}CC[[x]] est une série conver-
gente de rayon de convergence R >0, Ha est une fonction entiére, et ae %, , , pour
tout >0, A>1/R et o<a<m.

Dans toute la suite, nous supposerons r fixé. Nous simplifierons les notations pré-
cédentes en A,, %, , et || |[n. Dans les applications (§§ 1 et 2) toute valeur r<1
conviendra.

Soit DCC une demi-droite d’origine 0. On définit les espaces %, ,(D) en reco-
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piant les définitions précédentes, ou A, est remplacé par le domaine A, (D) admettant
D (au lieu de R*) comme axe de symétrie.

Noter que si ae %, ,(D) on a alors ae %, ,(D’) ou langle 6= (D,D’) est
strictement inférieur & o, et o' =« —0.

(x.2) Sommation de Borel
Soit A(#) une fonction continue sur A, et holomorphe & Pintérieur, telle que
Sup |A(t).exp(—A|¢])] <+  pour un A>o.
te Ay
Posons

o d
(1) (%) = L * A(t).exp(—t/x);t.

Cette égalité définit une fonction holomorphe & sur le disque ouvert de centre 1/2AeR*
dt

et de rayon 1/2\. De méme, lintégrale f A(t).exp(—t/x)— ou DCA, est une
D X

demi-droite issue de o (on intégre de o a linfini) définit une fonction holomorphe sur
le disque ouvert centré sur D, de rayon 1/2)\ et passant par o. Cette fonction est égale
a a sur le domaine commun.

0 Y2 A\ R*

Ceci montre que & se prolonge analytiquement & tout secteur (sur le revétement
universel de S!) de sommet o, d’ouverture 20 + ©—e¢, €>0, et de bissectrice R*.
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124 JEAN MARTINET ET JEAN-PIERRE RAMIS

En utilisant Pintégration par parties, on vérifie que @ admet un développement
asymptotique en o sur les secteurs précédents, donné par la série

a(x) = Z nlA 2" ou  A(t)= X A,

n=0 n=0

La formule (1) définit donc un « inverse » de la transformation de Borel # sur
%,, ). La fonction " est appelée la somme de a, au sens de Borel.

Les séries formelles a e C[[«]] telles que %a est convergente sont les éléments de
la classe de Gevrey d’ordre 2, G[[x]], (voir I.4.1). Les séries aeagogga, A(D) sont les

A>0
séries 2-sommables dans la direction D. La somme & est alors une fonction Gevrey d’ordre 2

(voir I.4).
Les séries formelles 1-sommables a e C{x}, sont telles que %#a se prolonge analy-
tiquement 2 G— X, o T est une réunion finie de demi-droites

et PBa est a croissance exponentielle sur G — XZ. Les 0; sont les arguments singuliers de a.
Dans ce cas, pour tout rayon DCC — X, il existe « et A tels que ae &, ;(D) (lerayonr
étant fixé, inférieur au rayon de convergence de %z en o).

Remarque. — Soit maintenant une série a(x,») = 2 a,(x))* avec a,e€CG[[x]].
n=0

Elle est 1-sommable par rapport 3 x dans la direction D, et pour |y| <R, si pour tout p
(0<p<R) ona a,€4%,,,D) et |ag|r<C.0" (¢, r,C>0).

La série a est 1-sommable pour |y| <R si elle Pest dans toute direction, sauf un
nombre fini d’entre elles.

(x.3) Produits

Proposition. — Soit ac B, , et N un nombre strictement supérieur @ p. L’application
linéaire bi>xa.b =c, be B, ,, définit un endomorphisme continu de B, 5. Plus précisément on a

(1) He(t) = f; RBa(u) . Bb(t—u)du, tel,,
. I
(i) [le]ly< e llall,- 18]l
Démonstration. — Soit be %, ,; considérons d’abord la fonction
C(t) = [ Ba(u). Bb(t—u) du.

Il est clair que C est continue sur A, et holomorphe a lintérieur. D’autre part

C(t) .exp(— ) = [ Ba(u) . Bb(t—u) .exp(—N¢]) du

et | Ba(u)| < ||all,exp(ulu]), | Bb(—u)|<|b]laexp(r(|¢] —[u])-
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On en déduit

I

Sup | C(t) exp(—Al¢])| < ||@[l- 118 1]x-
tE Ay

A—p
Il reste & voir que C = % (xab). Pour cela, on utilise la formule d’inversion (1);
il suffit alors de vérifier que

dt o~

f 7 Qe exp(— 1)) X

On a, par définition de C,

fo i [ L‘ Ba(u) Bb(t— 1) du] exp(— t/x)d;t

- f Ba(u) Bb(t — v) exp(— tx) L
A X

ot A={(t,u)eR?|t>0;0<ut}.
En posant ¢—u =0, on obtient

fn Ba(u)Bb(v) exp(— (u + v) [x) @
" Ba(u) exp(— /) d. j " @b(o) exp(— /) %.

Une intégration par partie montre enfin que
o +oo du
j Ba(u) exp(— u[x) dx =f B (xa) (u) exp(— u/x) ”
0 0

ce qui achéve la démonstration. m

(x.4) Application a Péquation d’Euler

On considére ici 'opérateur

xzé +k: C[[x]] - C[[x]] avec keC"

d
qui a tout feC[[x]] associe g=x2.—d—‘£—|—k.f

On s’intéresse au cas od f(0) = g(0) = 0; en posant f(x) = xa(x) et g(x) = xb(x)
il vient

da d
— 42 — 1 — a2 .
Pa_xdx—l—(x+k)a-b, soit P_xa,x—l—(x—l—k)
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Un calcul immédiat montre que, si on applique la transformation de Borel, on
obtient

#BPa = (t + k) HBa.

On en déduit aisément la
Proposition. — Soit b e B, ,(D); si —k¢A, (D), Péquation différentielle
da
2 =
x T +(x+ka=25>
admet une unique solution ae %, ,(D); de plus
I
llalla< 31151,

o d est la distance de —k a A,(D).

2. SOMMABILITE DES TRANSFORMATIONS NORMALISANTES ;
CAS DE &,

Soit o = x2dy — A(x, y)dx = 0 une équation différentielle élément de 1’espace &,
(voir II.4.4). Nous la supposons déja normalisée a ’ordre 2, c’est-a-dire que

A(x, 9) =»(1 + \) + termes d’ordre > 3.

Nous nous reportons maintenant a la méthode de normalisation formelle exposée
en IT.4.1.

(2.1) Premiére étape

La solution formelle unique y=u(x)= X u,2" de Dléquation =0 est
n=>1

1-sommable (u € C{x},) et admet au plus un seul rayon singulier X =R"*; de plus,
Pu a un rayon de convergence au moins égal 2 1 (une étude plus précise montrerait
que son seul point singulier est + 1). Ce résultat se déduit par exemple d’un théoréme
de Braaksma [7] (Theorem 2, p. 111) moyennant I’équivalence entre diverses défi-
nitions de la 1-sommabilité (Watson [66], Nevanlinna [50], Ramis [57]; cf. également
Braaksma-Harris [8], Harris [30] et Ramis [59]). Signalons aussi que Ecalle obtient
des renseignements beaucoup plus précis sur #u par ses méthodes de fonctions résur-
gentes [17], [18], [19].

Les deux premiéres réductions (voir encore II.4.1) utilisent donc des transfor-
mations 1-sommables, de rayon singulier (éventuel) R*. De plus, la forme réduite ainsi
obtenue

o = x2dy —yC(x, y)dx = o
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est telle que la série C(x,y) = X C,(x)y" vérifie les conditions suivantes :
n=0

1) Go(x) =1 4+ Ax (cette condition traduit le fait que o est dans &,);
2) G,(0) =0 pour n>1; ceci est conséquence de la seconde réduction, et nous en
profitons pour changer les notations, et écrire

C(x) = (1 + M) +». §ICn(xly”;

3) la série G est 1-sommable (en x) pour |y|<R (R>o0) et admet R* comme unique
rayon singulier (au plus); ceci est conséquence du fait que la composée d’une fonction
holomorphe et d’une fonction 1-sommable est encore 1-sommable).

Ceci posé, en poursuivant la lecture de II.4.1 et 4.2, il nous reste a établir que
la série

o(%0) =y + 2 g,(x)"
ou les g, e C[[x]] sont déterminés par les équations différentielles
dg,
x“% +m—r1)(1 +M)g, +(r—1)xCig,_ 1+ ... +2C,_; =0

(et g,(0) =o0), est 1-sommable en %, pour |y|<R.
Nous allons démontrer ce résultat dans le cas particulier ol invariant A est nul,
pour la seule raison que les estimations requises sont particulierement simples dans ce cas.

(2.2) Deuxiéme étape

Posons g,(x) = xa,(x), n> 2. Les a, sont alors déterminés par les équations diffé-
rentielles (voir (1.4) ci-dessus)

xz% +(x+n—1)a,+ (n—1)xCia,_,
+ (n—2)xCya,_o+ ... +2xC,_; =0

avec, au départ,
x2%a3 + (x + 1)ay, + xCG, = o.

Les séries C, sont 1-sommables dans toute direction autre que R*. Il résulte alors
immédiatement des propositions (1.3) et (1.4) et d’une récurrence que les séries a,
sont toutes 1-sommables, et de rayons singuliers (éventuels) R* et R™; de plus le rayon
de convergence des fonctions %a, est minoré par 1 (on suppose ici que #C est conver-
gente sur un voisinage du polydisque |x| <1, |»|<R).

Fixons maintenant une direction D (distincte de R* et R™) et un domaine A (D)
ne contenant ni R* ni R,
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La sommabilité de C équivaut a I'existence de constantes A et R>o telles que
[|Calla<s R*  (voir (1.2) ci-dessus, remarque),

ou les normes sont prises sur A, = A, (D).
Il suffit, pour conclure, de prouver l'existence de constantes u,p>o0 telles que

4,€%,,,(D) et gl <"

Pour cela, posons w=2A+ 1 et choisissons p>o0 assez grand pour que
llasllu<e et Rfp(r—R/p)<d,

o d>o est tel que distance(—=n, A)>n.d (n>1).
Supposons avoir déja montré que ||a,||<p?”' si p<n; alors, en utilisant les
propositions (1.3) et (1.4), on obtient

I
s allus - (Re"™H + (n— ()R%" ™2 4. .. +-R7)

" B < o
<7 Rle+R¥Ye*+... +RY") < o™
Ceci achéve la démonstration, et donne donc la

Proposition (2.3). — Soit © e &,;; la transformation @ € GO normalisant Péquation
© = 0 est 1-sommable; de plus B¢ a un rayon de convergence au moins égal a 1; ses points singuliers
sont contenus dans Pensemble —N*U{+ 1}.

Remarque. — Pour démontrer le méme résultat si A # o, il faut inverser, dans les
espaces %, », 'opérateur

d
xzz)—c + k(1 4+ Ax).

Ceci ne pose pas de probléme difficile, mais c’est un peu plus compliqué.

3. SOMMABILITE DES TRANSFORMATIONS NORMALISANTES
CAS DE &, (p > 1)

On considére maintenant 1’équation
x?tidy — A(x, y)dx = o,
ol A est analytique au voisinage de o€ C? et
A(x,9) =p(1 + MP) 4 termes d’ordre supérieur & p 4 1

(on suppose I’équation normalisée a ’ordre p + 1).
Le méme théoréme (6.10) de Ramis [57] montre encore que la solution formelle
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y=u(x) (u(o) =o0) de cette équation est p-sommable, et que ses rayons singuliers éven-
tuels ont pour arguments exp(2ink/p), k=o0, ...,p—I.

Comme précédemment, les deux premiéres réductions de II.4.1 se font donc par
une transformation p-sommable; on est ainsi ramené & I’étude de la normalisation d’une
équation

o =x?T1dy —yC(x, y)dx = o
ot C(x,9) = (1 +2") +x X C,(x)»" est p-sommable par rapport & x, de support
n=1

singulier connu, pour |y|<R.

Pour terminer la démonstration, on est amené, comme au paragraphe précédent,
a étudier I'opérateur

D=x”+1%—|—n(1 +MmP) et n>1.

L’idée consiste ici & se ramener au cas p =1 de la fagon suivante (cet argument
se trouve déja dans Rambaud [55]) :
On pose x? =E. On a une décomposition canonique
p—1 k

C[[+]] = C[[£"]] = D e*C[[E]).

On constate que D opérant sur cet espace laisse invariante cette décomposition et s’écrit
D=@D, oo D,:C[[E]] > C[[E]] est défini par
d

D, = Ezd&

I

+; (n + (n\ + R)E).

D’autre part, on sait que a € G[[x]] est p-sommable si et seulement si, en écrivant
p—1 k

a(x) = I Ea,(%),

les séries a, € G[[£]] sont 1-sommables (i.e. sommables au sens de Borel). Moyennant
ces identifications, la démonstration esquissée pour p =1 s’étend au cas général.
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V. — HOLONOMIE

1. RAPPELS SUR LA THEORIE D’ECALLE [17], [18], [19]

Soit A le groupe des difféomorphismes locaux holomorphes de C en o, tangents
d’ordre 1 a lidentité. On se propose de classifier les éléments de 5# 4 conjugaison ana-
lytique prés relativement au groupe ' D2 de tous les germes de difféomorphismes
analytiques de (G, o).

(x.1) Classes de conjugaison formelles

On désigne par > (resp. .9?’) le groupe des difféomorphismes formels de C en o,
tangents d’ordre 1 a P'identité (resp. de partie linéaire arbitraire).

Soit T(x) =x+4... un élément quelconque de #. On vérifie facilement qu’il
existe toujours un unique champ de vecteurs formel

A~ 3 oS -
X=(Xagx").— XeZ(#)
n=2 ox

tel que T =exp X (X est appelé le logarithme de T).
Tout champ X e,?(é?), non nul, se réduit, via un élément de > (transfor-

N

mation normalisante), 2 une et une seule des formes normales suivantes :
yPt1

= . ol =1 est un entier, et peC
PR P ox’ p> ’ "

(voir par exemple Takens [64] ou Ecalle [17]).

Les classes de conjugaison des éléments de S, relativement au groupe 5, sont
donc « énumérées » par les formes normales

T, ., =expX,,.
Exemple. — Pour p=1 et w =0 ona T, o(x) =x/(1 —x); silon envoie l'origine

a linfini en posant x = 1/X, T, , s’interpréte comme la translation Xi»>X —1.

Remarques. — Les classes de conjugaison de s# dans lui-méme sont représentées
par les formes normales exp aX, , o «eC.

La propriété, pour un T e, détre conjugué a T, , se lit sur le (2p + 1)-jet de T.
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(x.2) Un isomorphisme fondamental

Soit I'* (k entier > 1) le faisceau de groupes sur S! associé au préfaisceau défini
de la fagon suivante :

Soit UCS! un ouvert, représentant un secteur (également noté U) de sommet o
dans C; alors I'*(U) est ’ensemble des germes de fonctions 4 : (U, 0) — (C, o) telles que :

(i) & est holomorphe sur (U —{o}, 0);
(i) sur tout secteur fermé V CU, £ est uniformément asymptote & une série formelle %
de la forme

Rx)=x+a, T4, ..
(h est k-plate par rapport a l'identité; on écrit ) e ).

L’ensemble I'*(U) est stable par composition des applications. On a évidemment
HO(S'; T*) =, Co# (#, est le groupe des germes de difféomorphismes &-plats en o
par rapport a l'identité). On désigne par I le faisceau intersection de tous les I*, &> 1;
les éléments de I' sont, a 'origine, infiniment plats par rapport a I'identité de C.

Soit U un bon recouvrement de S*; on dé51gnc comme au chapitre I, par €°(U; I'¥)
Pensemble des cochaines (%) telles que B = h pour tous ¢, j. On a alors le

Théoréme (x.3) (Malgrange [42] et [44]). — On a, pour tout k> 1, un isomorphisme
canonique

HI(S'; T%) = C°(U; TH\G(U; T [H(U; T = 4, /.

La démonstration de ce théoréme se fait de fagon analogue a celle de notre théo-
réme I.2.3.1; elle est plus élémentaire car elle utilise le théoréme de Newlander-
Nirenberg en dimension 1; cependant, pour prouver I’ « analyticité » de cet isomor-
phisme, on doit de nouveau utiliser le théoréme d’intégrabilité en dimension supérieure a 1.

Ce théoréme admet aussi des versions Gevrey d’ordre s. Pour s=1 -+ 1/p, les
cocycles sommables correspondent toujours a des difféomorphismes p-sommables.

(x.4) Classes de conjugaison analytiques

Considérons la forme normale T, ,e#. Soit Tes# un difféomorphisme ayant
le méme (2p + 1)-jet que T, en o. Il existe alors un unique difféomorphisme formel
) e%p +1 tel que T = B 1oT oﬁ Ecalle démontre ’existence d’une o-cochaine
ke €°(U; T2+ ot West un bon recouvrement de S, telle que % =%, et h; conjugue T

et T, u sur le secteur Uj; les transformations #koh !, déterminent un élément de
H(S*; T, ,), en désignant par I, , CT' le sous-faisceau des germes de sections de I' qui

commutent avec T, ,. En fait, il établit directement que % appartient 2 la classe de Gevrey
d’ordre s=1 4 1/p et est p-sommable, par une méthode qui parait voisine de celle que

nous exposons au chapitre IV; ainsi 4 chaque T est associée une classe canonique
1(S1.
dans HY(S'; T, ).
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Inversement, si yeH!(S!; T, ,), considérons 269?;1”1 (défini modulo compo-

sition & droite par un élément de ;. ,) image de y par I'isomorphisme fondamental.
On démontre alors que

T= ;l\_loTp,u_oz

est analytique, par une démarche analogue a celle de III.2, qui sera d’ailleurs explicitée
plus loin (cette démarche « géométrique » est due & Malgrange; Ecalle fait, lui, un
calcul plus direct).

On arrive ainsi au

Théoréme (x.4) (Ecalle [17]). — L’ensemble des classes de conjugaison modulo 5,

des éléments de S tangents a ‘T, , a Pordre 2p + 1 est en bijection canonique avec H*(S'; T, ).

Pour obtenir ’ensemble des classes de conjugaison, modulo le groupe 5#”, des
difféomorphismes analytiques formellement conjugués a T, ,,, il reste & quotienter I'espace
classifiant H'(S; T, ,) par le groupe des difféomorphismes commutant 2 T, , (opérant
toujours par conjugaison sur les cocycles). Ce groupe est isomorphe a G X Z[pZ, opérant
sur G par la loi (¢, &) : x> exp(2ink[p) .exp tX, ,.x.

Remarques (1.5). — 1) La théorie d’Ecalle ne se limite pas au résultat précédent.
Ecalle sait calculer explicitement la correspondance entre cocycles et transformations
normalisantes, ce qui lui permet d’étudier des problémes trés fins sur la structure des
éléments de 5. Sa théorie mérite plus d’attention qu’elle n’en a regu jusqu’ici.

2) Il est important de noter que, dans la suite, nous n’utiliserons du théoréme (1.4)
que linjectivité de H(S*; ', ,) dans ’ensemble des classes de conjugaison analytiques.
L’¢tude des équations différentielles conduira de plus & une démonstration du théo-
réme (1.4) pour un sous-ensemble privilégié des classes de conjugaison.

2. LINJECTION NATURELLE DE A, , DANS T, ;.-

(2.1) Holonomie des formes normales o, ,

Considérons I’équation différentielle (forme normale)
(1) o, =*T1dy —y(1 +MP)dx = o.

L’holonomie de la variété invariante {x = o} est le difféomorphisme local de C
en o obtenu de la fagon suivante :

On considére un lacet y non trivial de cette feuille, par exemple y =&
(0<0<1); puis une fransversale T A cette feuille au point origine de y, par exemple
la droite y = 1; soit M un point de 7, d’abscisse x; on reléve le lacet vy, en partant de M,

sur la feuille passant par M et par P'intermédiaire de la projection (x,)rp; Dextré-
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mité M’ du chemin ¥ ainsi obtenu est dans 1, et a pour abscisse 1" = T(x), out T est
le difféomorphisme d’holonomie de {x = o}.

Ce difféomorphisme est défini a conjugaison prés, dans le groupe H#’ de tous les
difféomorphismes locaux de C en o.

On vérifie immédiatement que le difféomorphisme d’holonomie de w, , =0 est
la forme normale T, 5pi du § 1.

(2.2) Comparaison des faisceaux A, , et I', ;.-

Nous considérons toujours ici 'équation w,, =0 et la transversale T ={y=1},
identifiée a la droite des x.

Soit U un secteur ouvert de sommet o de la droite C,, d’ouverture assez petite,
et connexe. Nous désignons aussi par U le secteur correspondant de la transversale «.

Considérons maintenant la restriction &#(U) a U X C du feuilletage défini par
Péquation o, ; = o. Nous identifions, comme en II.6.5, lespace des feuilles de F(U)

a G, chaque feuille étant définie par une équation
y=c.x".exp(—1/px*) ceC.
Considérons alors I’application
p: U->F(U)=0C

qui 2 xe UC~ fait correspondre la feuille passant par le point (x, 1); avec les coor-
données choisies (x et ¢), cette application a pour expression

¢ = p(x) = x~*.exp(1 [paP).

L’observation géométrique importante est la suivante :

Si le secteur U est contenu dans {Re x>0} (resp. {Rex?<o0}), p(U) est un
voisinage de l'infini (resp. un voisinage épointé de o); dans les deux cas, le germe de p
en o définit un « revétement universel » () du disque épointé D*, et 'automorphisme fonda-
mental de ce revétement est la restriction a (U, o) de T, ,pir, holonomie de {x = o}.

Lemme (2.2.1). — Soit aeVy CS' (Reoa?<o0; voir 11.6.5). Lapplication de
revétement o induit un isomorphisme du groupe T, ;pi-(2) sur le groupe A, ().

Démonstration. — Soit 6 €T, 3pin(x) un germe de section en « de T, 3pin, TEPTé-
senté par un difféomorphisme local o: (U, 0) - (U,0). Comme ¢ commute avec

T, apir Par définition, il induit un difféomorphisme g: (D%, o) — (D% 0); ce difféo-

morphisme se prolonge donc en un difféomorphisme local ¢ de C en o. Posons alors

gle) = c(a + h(c)), ou k est holomorphe, nulle en o, a + o,

o(x) = x(1 + k(x)), ou % est holomorphe sur U, asymptote 3 o.

(Y) Par abus de langage : ¢ n’est pas un revétement au sens strict !
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Ecrivons maintenant que poo = gop. En explicitant p et en passant aux loga-
rithmes, on obtient

(1) (I_J:%?—pxplog(: + B = 1 + parlog[a + A(e(x))]-

Si xeU est assez petit, ~(p(x)) est voisin de o et la détermination du logarithme
du second membre ne fait pas probléme.

La platitude de % impose que a=1, cest-a-dire que ges. Le choix d’un
germe h détermine alors uniquement % : il suffit de remarquer que la dérivée partielle
du premier membre de (1) par rapport a % au point (x=o0, k= 0) est non nulle;
le théoréme des fonctions implicites résout Péquation (1), et la fonction %(x) obtenue
est asymptote & o car le second membre de I’équation est asymptote a 1.

Il est ainsi démontré que I, ,p-(x) est isomorphe au groupe #, que nous avons
déja identifié a A, ,(x). m

Remarque. — L’isomorphisme obtenu est compatible avec les actions de C sur
T, spin(«) et de G sur A, ,(x), comme on le vérifie aisément.

Lemme (2.2.2). — Soit aeVFCS' (Rea?>o0). Le groupe T, ,pi.(x) est encore
canoniquement isomorphe au groupe H#. Par Uapplication de revétement o, A, ,(«) s’identifie @ un

\

sous-groupe d un paramétre de T, pir(ct).

La premiére partie se démontre comme le lemme précédent. 11 suffit de prolonger
Péquation w,, =0 a CxP;(C) par

PHIY +Y(1 +MmP)dr=0 ou Y=1/p

Dans cette carte, les solutions s’écrivent
Y =cxtexp(1/px*) (¢ =1)c)

et on a ¢ = p(x) = x*exp(1/— paP).

Les translations qui constituent le groupe A, ,(x) forment dans 5 (identifié au
groupe des difféomorphismes locaux de P,(C) en Il'infini) le sous-groupe des transfor-
mations ¢ ¢’ /(1 +ac’), aeC. Ceci achéve la démonstration. m

L’injection de A, ,(«) dans I 4i-(x) commute encore aux actions de C* et de G
sur ces espaces.

Remarque. — Le groupe T, ,pi-(x) s’identifie a A, ;(x), ot A’ est le faisceau qui
a été défini en I1.6.7.

Enfin on vérifie aisément que si Re o =0, la fibre T, ;p.(«) est, comme A, ;(x),
réduite a l'identité.
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Tout ceci démontre la

Proposition (2.3). — Le faisceau T, jpp st localement constant sur les ouverts Vi et Vi,
ot sa fibre est isomorphe au groupe H. Le faisceau A, , s’injecte canoniquement dans le précédent;
cette injection est un isomorphisme sur les secteurs Vi , et un sous-groupe & un paraméire sur les
secteurs Vit . Enfin, elle induit une injection de H'(S'; A, ,) dans H'(S'; T jpir)-

(2.4) Exemple : A, , et T, ,

Soit I’équation différentielle ,; o = x2dy —ydx = 0. Le difféomorphisme d’holo-
nomie de x =o0 est T(x) =x/(1 —2inx), soit, en posant x =1/X, T(X)=X —2ix.
L’application p est définie sur +—{0} out 7 est la transversale Cx{1}={y=1}, et
p(x) = ¢ = exp(1/%).

a) Sur V- ={Rex<o} et si geA, (V™) est définie par g(c) =c(1 + A(c))
ou & est holomorphe en o, k(o) =o0, on vérifie que o€l ((V™), relevé de g par o,
est définie par

o(X) = X + log(1 + h(¥)).
On obtient ainsi tout le groupe T, (V™).

b) Sur V¥ ={Rex>o0}, soit teA, o(V"), t(c)=c+a (acC). Le relevé o

de ¢ est
o(X) = X + log(1 + ae~¥)

alors que I'; o(VT) est constitué par toutes les transformations
6(X) = X 4 log(1 + k(e™¥)),

ou £ est une fonction holomorphe en o, nulle en o.

3. HOLONOMIE

(3.1) Interprétation de Pinjection de H'(S'; A, ,) dans H(S'; I, »/ix)

Soit un élément de HY(S'; A,,) que nous interprétons comme un cocycle
geCU;A,,) o U={U;} i=o0,...,p—1 est le bon recouvrement canonique
défini en II.6. Nous allons appliquer a4 g et & w, , les constructions de I.2.2, I.2.3
et III.2.1.

Soit DCGC, un disque fermé de centre 0; on suppose que 1 est intérieur a D.
D’aprés la remarque I.2.3.4, on peut considérer le germe de fibré

m: (M,,{0}x D) - (C, o)

et sur M, I’équation différentielle «,,(¢g) =0 construite en III.2.1, par lintermé-
diaire d’une trivialisation de = au voisinage de {0} x D. Nous noterons pour simplifier
0=0,; ¢t o(g) =wn,,(g). Le feuilletage défini par w (resp. w(g)) sera noté F (resp.
ZF(g)). Nous désignerons par &; (resp. Z(g)) la restriction de &# a U; x G (resp. a
=~ (Uy)-
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Nous disposons (voir III.2.1) d’isomorphismes de variétés feuilletées
[(U; X C, {0} x D); #(g)] -+ [(U; x G, {0} x D); #]

et Pona g;,,=¢; 'op;,; en d’autres termes, F(g) est obtenu en recollant les &
par g~ 1.

Choisissons maintenant un recouvrement fermé W ={U!}, i=o0,...,p—1,
de S? plus fin que . Soit v={y=1} la transversale & & en (0, 1) déja considérée.
On désigne par T; les secteurs de t correspondant aux U;CC,; nous considérons les T,
comme des germes au voisinage de U; X {1}. De méme nous désignons par t(g) le germe
de transversale 3 Z(g) au point (x=o0; Y =1), défini par Y=1; les = *(U))
découpent t(g) en des secteurs 7;(g) que nous considérons aussi comme des germes au
voisinage de U; x {1}. On désigne par 1] 'image de 7,(g) par ¢;; ainsi, on peut considérer
que t(g) est définie par recollement des 7} moyennant les applications de transition de g

Désignons enfin par & =T, , (x =\/2ix) Iholonomie de la variété invariante
{x = 0} de &, lue sur la transversale 7. L’holonomie £(g) de {x =0} = n~*(0) dans F(g)
sera lue sur <(g).

Ces deux holonomies, étant tangentes a l'identité, respectent (au sens des germes)
les découpages respectifs {=;} et {r;(g)} de 7 et 7(g). Plus précisément, quitte a restreindre
suffisamment les rayons des secteurs, les relevements du lacet y=exp2inf, x=o0
(resp. Y = exp 2inf) issus de points « voisins » de U x D restent « voisins » de U} x D;
ils induisent donc des automorphismes de germes

hii w—>v et B(g): w(g) >mw(g)-
Par le difféomorphisme ¢;, %#(g) définit un automorphisme
K =goh(g) oo w 1.
Considérons maintenant la figure formée, dans U;x D, par % et les transver-
sales 7; et 7. Désignons par f;: 1} —7; le germe d’application défini par la projection
le long des feuilles de &; cette application est bien définie, en restreignant suffisamment

le rayon du secteur U;, car tout se passe alors dans un « ouvert distingué » du feuilletage #
au voisinage du point régulier (o, 1).

Cy

(o1
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Comme ¢; transforme F(g) en &, hi:x] >, n’est autre que I’holonomie
de #; lue sur «;, et 'on a donc

hi=fiokiof !t =fiopioh(g) o e o it

Ceci montre que le difféomorphisme d’holonomie h(g) s’obtient aussi en recollant les couples (;, h;)
par les applications de transition

. —1 —1.
Yi+1,i—ﬁ'+1°<Pi+1°<Pi of; C T T T

L’application f;o ¢;: 7;(g) —7; est un isomorphisme Gevrey d’ordre s =1+ 1/p.
Elle définit une section de I') (faisceau sur S' des germes tangents a l’identité, admettant
un développement asymptotique Gevrey d’ordre s). Il est par ailleurs clair que

(fiom)o (fi+1 o (Pi+1)—1 =Yi,i+1
-commute avec ’holonomie 4 et définit une section de I, 4, CT,. Ainsi les fo¢; ont
toutes le méme développement asymptotique § en (0, 1); § est Gevrey d’ordre s (et

méme p-sommable). La o-cochaine {f;o @} est un élément de €°({r;}; I'?), dont le
cobord est la 1-cochaine

{Yi,i+ p={fiopio (fi+1 o ‘Pi+1)_1} € Zl({“-'i}§ Fp, 1/2:'1:)-

Par ailleurs v; ;. , est 'image naturelle de g; ;,, au sens du § 2, c’est-a-dire le relevé
dans 7,Ct de g ;,, interprété comme permutation de I’espace des feuilles de Z;.

Nous avons finalement « relevé » la correspondance g ;. v; ;41 €n une corres-
pondance {@;}{f;o®} qui associe 2 un élément de F°(U; A,,) un élément de
E°(U; T, ypin)- Remarquons que la connaissance de vy; ;,; permet de retrouver g ;. 1,
tandis que celle de la o-cochaine { f; o ¢;} ne permet pas de reconstituer la o-cochaine {¢;}.
Remarquons également que la reconstitution du germe de disque t(g) et du difféo-
morphisme £(g) & partir des (7, &) recollés par {v;,,;}, ainsi obtenue, n’est autre que
la construction d’Ecalle a laquelle il a été fait allusion plus haut (et qui a inspiré notre
construction de I.2.2 et I.2.3!).

Soit maintenant w€E, :

o =x"t1dy — A(x, y)dx = o.

Désignons par &, € le difféomorphisme d’holonomie de la variété invariante {x = o}.
Il est défini a conjugaison analytique pres (dans le groupe 5#’ de tous les difféomorphismes
locaux de C en 0). Si o est formellement conjuguée & w, ,, %, est formellement conjugué
a T, ynir 5 €n effet, o se normalise en fait sur le voisinage formel d’ordre infini de {x = o}
d’aprés II.4. On définit ainsi une application naturelle de I’ensemble des classes d’iso-
morphisme d’équations différentielles dans ’ensemble des classes de conjugaison d’élé-
ments de 5. L’argument qui précéde établit donc le

Théoréme (3.2). — L’application qui & weE, associe le germe d’holonomie h, de sa
variété invariante induit une injection de 'ensemble des classes d’isomorphisme dans E,, dans Pensemble
des classes de conjugaison d’éléments de .
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Il suffit en effet de remarquer que I'injection de H!(S*; A, ;) dans HY(S*; T, ; pir)

est compatible avec les actions de C* X Z/pZ et de G X Z[pZ qui définissent les espaces
modulaires. m

Corollaire (3.3). — Deux équations différenticlles éléments de E sont analytiquement iso-
morphes si et seulement si les holonomies de leurs variétés invariantes sont analytiquement conjuguées.

(3-4) Remarque. — Soit T esx# un difféomorphisme formellement conjugué
aT,,;soit yeH!(S}; T, ) l'une des classes « caractéristiques » de T. Il existe une
équation différentielle » € E, admettant T comme holonomie de sa variété invariante
si et seulement si y appartient a 'image de H*(S'; A, ,;,,) dans H(S!; T, ). La compa-
raison de ces deux espaces montre qu’en général, un difféomorphisme local de (G, o)
tangent a Iidentité ne peut étre considéré comme holonomie d’une forme eE. Ce
phénoméne reste pour nous assez mystérieux, et le probléeme se pose de trouver une
caractérisation a priori (sans passer par la classe caractéristique y) des difféomorphismes
d’holonomie des éléments de E.

Nous montrerons par contre, dans un article ultérieur [45], que pour tout T e,
il existe une équation différentielle « résonante » de la forme

w=xdy+yde+...=0

telle que T soit ’holonomie de I'une des deux variétés invariantes de cette équation.

Observons ici que, dans tous les cas, la classe y associée & T € donné est I'image
d’un élément geHY(S; A, gn,) OU A, o, est le faisceau introduit en I11.6.7, qui
est isomorphe a T, ,. Si 'on reprend alors la construction faite ci-dessus en (3.1), mais
en remplagant le disque DCGC, par une couronne CCGC, centrée en o, on voit que

Pon obtient une équation différentielle ©, ,(g) =0 sur un germe de variété fibrée
n: (M, {o} X C) > (C,0), dont la feuille {0} x C admet T comme difféomorphisme
d’holonomie. En fait on peut agrandir arbitrairement la couronne C (voir 1.2.3.4),
et obtenir une équation ®,,(g) =0 de la forme

©,,2(8) =#"F1dy— A(x,y)dx = o,

ou A(o,y) =y et la fonction A est holomorphe sur un voisinage (effilé) de {o} x C*
dans C2.

4- QUELQUES CONSEQUENCES DU THEOREME 3.2

Nous nous plagons ici, pour simplifier, dans le cas p =1, et nous fixons AeC.
Comme nous venons de le voir, le type analytique de toute équation @ =o formel-
lement isomorphe & ;, =x%*dy—y(1 4 Ax)dx =0 est déterminé par I’holonomie
h, e de sa variété invariante.

On peut se demander si le « type topologique » de %, détermine le « type topo-
logique » de . Il n’en est rien : en effet, on sait (Gamacho [12]) que tous les difféo-
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morphismes T es# formellement conjugués a T;, (weC quelconque) sont topo-
logiquement conjugués. Soit alors ge HY(S'; A, ,) =C X #, g=(a,1d) avec a=*o;
I’équation ©, 5(g) =0 n’est pas topologiquement équivalente 2 la forme normale,
bien qu’elle ait méme holonomie topologique, car elle n’admet pas de variété cen-
trale (III.4.4).

Il y 2 mieux. Considérons dans &, , (A=o0) les équations admettant une variété
centrale; elles correspondent a des cocycles de la forme (o, g) € G X . On vérifie alors
trivialement que g représente ’holonomie de la variété centrale du feuilletage w, 4(g) = o.
La classe de conjugaison topologique de g € # est donc un invariant topologique de , o(g) ;
toujours d’apreés Camacho [12], cet invariant se réduit a Pordre de platitude de g par
rapport a I'identité. Il y a donc dans ce cas une infinité de types topologiques d’équations
différentielles, pour une holonomie topologiquement fixe de la variété invariante.

Cet argument ne vaut plus si A ¢R; I’holonomie 3’ =¢*™.g(y) de la variété
centrale est alors toujours linéarisable; on peut penser que dans ce cas les équations
correspondant a (o, g) eCG X sont toutes topologiquement isomorphes, mais nous
n’avons pas cherché a le démontrer.

Le probléme général de la classification topologique (ou différentiable) des équa-
tions différentielles éléments de E mériterait d’ailleurs une étude plus poussée (voir a
ce sujet Bogdanov [5]).
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VI. — EQUATIONS DE RICCATI

1. INTRODUCTION

(x.1) Définitions

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux germes d’équations différentielles
analytiques sur (C, o) X P,(C) (équations de Riccati) de la forme :

(1) o =x"T1dy— A(x,p)dx =0

olt A est un polyndme de degré 2 en y, a coefficients holomorphes en x au voisinage de
x =0, avec A(0,y) =a.y, acC'. La variable y représente ici la coordonnée naturelle
sur la droite projective privée du point a I'infini. Dans la seconde carte (x, Y),ou Y =1y,
Péquation (1) s’écrit

I

m:x”+1dY+Y2A(x= \—()dxzo

et B(x,Y)=Y2A(x, 1/Y) est de nouveau un polynéme de degré 2 en Y.

La condition A(o,y) =a.y, a€C’, donne B(o,Y)=4.Y, et signifie donc que
(1) présente deux points singuliers du type étudié dans les chapitres précédents; c’est-a-dire
que les germes de @ en les points (x =0, y=0) et (x=0, y=0o ou Y =o0) sont
des éléments de E,.

Pour ne pas alourdir les notations, nous désignerons encore par E, ’ensemble
de tous les germes d’équations ainsi définis, étant entendu qu’il s’agira toujours d’équa-
tions analytiques sur (C, o) X P,(C).

Nous nous proposons d’étudier le probléme suivant : nous considérons le groupe G’
formé des transformations

O (x,y) = (h(x), cp(x,y)),

ou h:{C,o0) - (C,o0) estun difféomorphisme local analytique, et yr> ¢.(») = ¢(x, »)
est une transformation projective de P;(C) (¢, € PGl(2, C)) dépendant analytiquement
de x, telle que ¢4 laisse fixes o et oo e P (C).

Le groupe G’ opére de fagon évidente sur E, (si weE,, et ®eG’, ®'w est
dans E, a unité pres). Il s’agit de décrire Pespace des orbites de G' dans E,.
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(x.2) Réduction

Nous désignons ici par Ep I’espace des équations de Riccati du type précédent,
& coefficients formels en x, et par G’ le groupe « complété formel en x » de G'. Soit GOC G
le sous-groupe des transformations telles que A(x) =x et ¢(0,y) =.

Proposition (x.2.x). — Le groupe G° opére simplement sur Ep. Tout élément de Ep est
GO-isomorphe a une unique équation de la forme

x?*1dy —yP(x)dx =0

ot P est un polyndme de degré au plus égal a p.
La démonstration est analogue a celle de II.4.1. Remarquons que si ’on désigne
par y=1,(x) et Y =1,(x) les solutions formelles d’'une équation w=o0 (weE),

~

avec #,(0) =0 et #,(0) =o0, la transformation
?(%,9) = (0 — (%)) [(1 — 8 (%) 9)

est telle que ¢*w =x"t'dy—y.a(x)dx, od aecC[[x]]. m
Nous désignerons encore par Q?Z,CEP le sous-ensemble des équations telles que
P(x) = 1 4+ A", Ae G. Une étude analogue a celle de II. 5 conduit au résultat suivant :

Proposition (x.2.2). — Llespace des orbites de G' dans E,, est en bijection canonique avec
Pespace des orbites de G dans &,, ou G est Uextension de G° (G°CGCG’) par les transfor-
mations de la forme

(%,9) > (%, By) i | B2 (ox BD)
avec o’ =1 et BeC* avec o = —1 et PeC*
Remarque (1.2.3). — Les formes normales formelles des équations de Riccati

sont, comme dans I’étude plus générale déja faite, les équations linéaires et homogenes
w, 2 =*"T1dy—y(1 + MP)dx = o.

Mais les équations ®, , =0 et ®, _, =0 sont isomorphes par la transformation
(%,9) > (ax, 1[p) ou of = —1. L’espace des orbites « formelles » dans &, est donc
le quotient de C par la symétrie Ar>—2A : c’est un espace non lisse; 1’équation
w, o =0 joue un réle un peu différent des autres formes normales, en ce qu’elle 2 un
groupe d’isotropie plus grand.

Pour décrire ’espace modulaire &,/G, nous étudierons d’abord &,/G® comme
dans le chapitre III, puis 'action sur cet espace de G/GO.
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2. THEOREMES DE CLASSIFICATION;
INVARIANTS ANALYTIQUES DES EQUATIONS DE RICCATI

On désigne ici par A le faisceau sur S! défini par

A(U) = groupe des applications holomorphes x ¢, € PGl(2,C) (xeU),
infiniment plates par rapport a I’identité en x = o.

D’aprées le théoréme I.7.1, on a un isomorphisme canonique
G°/G° ~ HY(S1; A),

ot G° est le groupe défini au paragraphe précédent.
Considérons maintenant une forme normale

o, =2"T1dy—y(1 + MP)dx =0

comme équation de Riccati, sur C X P,(C). Son expression dans la carte (x, Y = 1/y) est
o, =2"T1dY + Y (1 4+ MP)dx = o.

Définissons le sous-faisceau A, , CA par la condition que les germes de sections
de A, , préservent I’équation w, , = 0. Ceci revient a ne retenir, dans le faisceau du
méme nom défini en II.6, que les éléments induisant des transformations projectives en y.

Sur les arcs définis par Re 2> o0, il n’y a aucune modification par rapport a
la situation antérieure, qui ne donnait que des translations (yr>y -+ ax*exp(— 1/px?));
le faisceau A, , est donc constant sur de tels arcs, et isomorphe a C. Par contre, sur les
arcs ot Rex”<o, A,, est maintenant isomorphe & G aussi; il suffit d’observer la
forme de I’équation au voisinage de I’'infini (Y =o0) : le comportement de ses solutions
(Y = cx~*exp(1/px")) est analogue & celui déja décrit, avec interversion des rdles des
secteurs Rex?>o0 et Rex?<o. Les sections de A, ; sur les secteurs Rex” <o sont
donc les transformations

Y Y -+ bx exp(1/pa®)  soit yiop[(1 + bx~ *exp(1/paP)y)
ou encore, sur espace des feuilles P,(C) (coordonnée ¢)

ce/(1 +b.c).

Conclusion. — H'(S'; A, ;) est canoniquement isomorphe @ C.

Théoréme (2.x). — L’espace des orbites de G° opérant sur &, est en bijection canonique
avee G x HY(S'; A, ;) ~ CP*1,

La démonstration est identique a celle du théoréme III.1, a ceci prés qu’elle
utilise les résultats de I.7.

Remarque (2.2). — Etant donné ge H'(S'; A, ,), on voit aisément que le fibré
n: M, — (G, o) de fibre P,(C) se laisse en fait définir comme un fibré de base G (et
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pas seulement le germe de G en 0) ; ceci tient a ce que les applications de recollement g; ; , ,
sont holomorphes sur tout le « secteur » U, ;,, X C, et pas seulement sur son germe
en {0} X C. Le fibré n: M, - C est alors analytiquement trivial (Grauert [27]) donc
isomorphe & G X P,(C). De plus I’équation différentielle (w, ,;g) construite a partir
de o, , et de g est définie sur M,. Ceci signifie que toute orbite de G® dans &, peut
étre représentée par une équation analytique sur le produit C x P(C).

On peut en fait montrer que toute orbite contient une équation analytique sur le
produit P,(C) X Py(Q) (est-a-dire une équation algébrique) en utilisant un argument de
Birkhoff [4] :

On passe aux systémes linéaires (cf. § g ci-dessous). Deux exemplaires correspondant
respectivement a (w, 3 ;&) €t (0, 2,5 2) de méme monodromie au sens pres (cf. (2.4)
ci-dessous) sont placés respectivement en o et a 'infini. On les recolle en utilisant conve-
nablement le théoréme de classification des fibrés holomorphes de fibre C? sur P,(C)
(Birkhoff [4], Plemelj [53], Grothendieck [29]...). L’équation obtenue est G%-équivalente
a (o, 2,5 £1) €n 0, mais en général seulement méromorphiquement équivalente a (w,, 3, &)
al’infini (les singularités ne sont plus nécessairement en (oo, 0) et (o0, o) et p, ne caractérise
plus nécessairement I'irrégularité). En remplagant (w,, ,,; &) par une équation a points
singuliers réguliers (« p, =0 »), possédant la bonne monodromie, ’équation finale
est & points singuliers réguliers a Pinfini (Birkhoff [4]).

On peut se poser le probléme plus difficile d’algébrisation du module &,/G°.
Nous en donnerons plus loin (§ 4) une solution explicite pour p =1, par une méthode
« artisanale ».

Théoréme (2.3). — L’espace des orbites de G opérant sur &, s’identifie au quotient de C***
par Paction du groupe G|G® définie par la conjugaison dans le faisceau A.

Précisons I’action de G/G® sur G****, en reprenant les notations de 1I.6.5. Repré-
sentons (A, g) e CX H'(S'; A, ;) = C*®*! par (A pg, -+ -y ty_13 Yoy + -5 Yp—g) OU les
;€ G identifient les translations g}, et les v;e G les transformations g; .

Soit @ : (x,) > (ax, By) ot o« =exp(2in/p) et BeC'. Un calcul simple montre
que

JTT.
—_—— vl »

__2imA 2im) Hrh | 2imh
(DO\;P.';W):()\;BM” P L Buge P, ...;—ef ,e?, )
g B
Si @:(x,9) > (ax, 1/y), ot «=exp(in/p), on a
QA5 w5 %) = (—A; veexp(imhr[p), .. .;
w1€xp(—iwA[p), wa€xp(—imA/[p), . . .).

Dans le cas particulier ot p =1, que nous étudierons ultérieurement plus en

détail, G/G®= (Z[2Z) x C* optre sur C? selon la loi
D,y v) = (A, B, v/B) st D(%,9) = (%, By)
(I)()\’ ) V) = ('— A v exp(iﬂ:)\), W exp(—in)\)) si (D(x,.y) = ("x, I /)’)
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Le plan A =o0 est invariant, et les orbites du groupe G/G® y sont les hyperboles
wv = cste; I’espace des orbites est constitué de trois strates : deux points correspondant
a p=v=o0, et {u=0,v+o0}U{pw+o0,v=0}, et une courbe ou la coordonnée est
Pinvariant analytique wv.

Dans les autres cas, les invariants sont : le nombre A2, le produit puv quand il est
différent de o; le cas pv =0 donne lieu & trois orbites : p=v=0, u=0 et v+o,

et w+o0, v=o.

(2.4) Monodromie

Soit w = o une équation de Riccati sur (G, 0) X P,(C) du type considéré jusqu’ici.
En dehors de la fibre x =o, le feuilletage défini par cette équation est non singulier,
et partout transverse aux fibres P;(C) : il définit une « connexion » sur le fibré restreint
a C*. Cette connexion admet une monodromie; c’est ’automorphisme de P,(C) (défini
a conjugaison preés dans le groupe projectif de la droite) obtenu de la fagon suivante :
on considére un lacet y d’origine et d’extrémité x,=+ o entourant une fois oe C, dans
le sens direct; pour tout ye P (C), on reléve y en ¥ dans la feuille passant par (x,,.%)
a partir du point (x,, ) ; Pextrémité (x,, »') de¥ définit 'image »’ de y par la monodromie.

Rappelons que, étant donnée une transformation projective »" = (ap + B) /(v + 3),
sa classe de conjugaison est déterminée par le nombre

_ Tr¥(A)
~ det(A)

c

, ou A=(oc z) et Tr(A) =Trace de A.
Y

Proposition (2.5). — Soit we &, une équation de Riccati admettant pour G-invariants
(N3 v) € CPHL Sa monodromie est conjuguée & la transformation projective définie par la
matrice

exp(2¢mA) O
M:( p(2imh) ).Mp_l...MO,
0 I
ol M, = pour t=o0,...,p—2
I o\ (1 -
et Mp_l:( ) )( y‘p 1).
v,—1€xp(2imd) 1/\0 1

Cette formule résulte d’un calcul direct, consistant & composer les applications
de recollement définies par (A; w;;v;). ®
Dans le cas p =1, la classe de conjugaison de M est caractérisée par le nombre

6 = (2 cos m\ + €™ uv)2,

Dans le cas général, nous n’avons pas trouvé de formule « agréable » donnant cet invariant.
L’identification de la monodromie met en évidence certaines propriétés du feuil-
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letage # défini sur C X P;(C) par une équation de Riccati. Soit & = o une telle équation,
d’invariants (A; ;3 v;); nous pouvons toujours la supposer définie sur G x P,(C)
(remarque (2.2)). Fixons une fibre {x,} X P;(C), x,+0; soit M la monodromie de
I’équation, lue dans cette fibre, et ¢ = Tr2(M)/det(M).

1) Si 6%4, M admet deux points fixes distincts; les feuilles correspondantes
sont difféomorphes & C* par la projection canonique G X P;(C) — C (elles définissent
donc des fonctions « uniformes »). En choisissant la coordonnée dans la fibre considérée
de facon que les points fixes de M soient o et co, M s’écrit )’ = py, ol p+ 1/p + 2 =3
les nombres p et 1/pe C* représentent les kholonomies des deux feuilles uniformes.

On voit ainsi que, pour tout peC’, il existe we &, (pour tout p) admettant
une feuille d’holonomie p. Ceci répond en partie & une question de Painlevé [52].

Notons enfin que les deux feuilles uniformes précédentes présentent en général
une singularité essentielle en x=o0 (si @ et v o).

2) Si 6 =4, M est parabolique (elle n’admet qu’un seul point fixe : elle se lit comme
une translation si le point fixe est pris comme point & I’infini de P,(C)). Dans ce cas,
& n’admet qu’une feuille uniforme sur C*; cette feuille a en général une singularité
essentielle en o.

3. EQUATIONS DE RICCATI ET SYSTEMES LINEAIRES

Considérons les systemes d’équations différentielles linéaires
dyY a b
PHL__ = A(x).Y = Y
(1) w1 = A (C d) :

ou Y = (,,,) € C2 et A estune matrice 2 X 2, a coefficients dans C{x}, avec A(o) =+ o
et p>1 est un entier.

Deux systémes (1), de matrices A et B, sont dits analytiquement équivalents (resp.
équivalents au sens de Birkhoff) s’il existe une transformation Y’'=T(x).Y ou
T(x) € Gl(2, G) est a coefficients dans C{x} (resp. T(0) =1d), qui transforme une
équation en I’autre. Ceci équivaut a

B= T‘iAT—x”“T"lg.
dx

Toute équation (1) définit une équation de Riccati we &,; il suffit de poser

9 =7,/[y, pour obtenir

(x) oy, —1>A(x>(‘)=—c+(a—d)y+by2-
* J

Deux systémes (1) définissent la méme équation de Riccati si et seulement si leurs
matrices A et B different d’une matrice scalaire f(x).I ou feCG{x}. La formule (1)
montre que toute équation de Riccati provient d’un systéme linéaire (1).
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La classification des systémes linéaires a été développée récemment par divers
auteurs : Jurkat-Lutz-Peyerimhof [37], Malgrange [43], Sibuya [62], Balser-Jurkat-
Lutz [1], Jurkat [36] (cf. aussi Bertrand [3] pour une élégante interprétation due a
Deligne). Modulo le « dictionnaire » ci-dessus, notre classification correspond a celle
de Sibuya [62], Malgrange [43], Balser-Jurkat-Lutz [1]. Nous comparerons plus loin
notre théorie a celle de [37] (cas p=1).

4. LES INVARIANTS DE JURKAT-LUTZ-PEYERIMHOFF
ET LEUR GENERALISATION

(4.x) Rappels

Rappelons d’abord briévement la définition et les propriétés essentielles de ces
invariants. On considére (au voisinage de l’infini) des systémes linéaires d’ordre 2 de
la forme

(4.x.1) ng(z).Y ot A()=Ag+ Az + X A"

dz n>2

(A est a coefficients dans G{1/z}). On suppose que A, est diagonale (les auteurs étudient
également le cas général out A est sous forme de Jordan; nous n’en avons pas besoin ici) :

Ay= avec A; =+ Ay.
o A

On note {A\, A} la diagonale de A,.
Le systéme (4.1.1) admet une solution fondamentale formelle de la forme
(4.1.2) F(z)z4et%,  avec F(z) =1+ X F,z7"
n=>1
On a alors le
Théoréme (4.1.3). — On pose K, = diag{((— 1)"n"~M, ni=%)}(2, —2)""I'(n),

n>1.
(1) lim F,K;?! existe et est de la forme

n~> 4 o0

c =(° °’).
0'1 0o

(i) Ag, A, et C forment un systéme complet d’invariants de Birkhoff pour le systéme (4.1.1).
(iii) Ay, A, et la matrice C modulo conjugaison par une matrice diagonale non singuliére
(a coefficients complexes) forment un systéme complet d’invariants holomorphes pour (4.1.1).

(Les définitions de I’équivalence analytique et de ’équivalence au sens de Birkhoff ont
été rappelées au § 3.)
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En d’autres termes, C? (resp. G modulo l'action de C' : (o4, 6y) |i>(61/t, toy))
représente I’espace des orbites des systemes (4.1.1) formellement équivalents au sens
de Birkhoff (resp. formellement équivalents) au systéme

% = (A, + Az Y)Y
sous I’action du sous-groupe des matrices tangentes a I'identité de Gl(2; G{1/z}) (resp.
du groupe Gl(2; C{1/2z})). Remarquons qu’il s’agit ici d’un résultat du type « modules
grossiers » : on n’a pas a priori de structure holomorphe sur I’espace modulaire ainsi obtenu.

Nous nous proposons d’établir le théoréme (4.1.3) en montrant que c’est une
conséquence facile du théoréme d’isomorphisme fondamental (ici le théoréme de Mal-
grange-Sibuya; voir I.7), moyennant la formule de Stirling et I’astuce de Malgrange
dont nous avons déja fait usage en I.4 et I.7. Cette méthode de démonstration permet
d’étendre le résultat au « rang de Poincaré » quelconque (le théoréme (4.1.3) concerne
le rang de Poincaré un) tout en donnant explicitement I’isomorphisme entre I’espace
modulaire de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff et celui de Malgrange-Sibuya; il en résultera
que ’espace modulaire de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff est un véritable espace de modules,
avec structure holomorphe, et pas seulement un espace de « modules grossiers » comme

dans [37].

(4-2) Formes normales des systémes d’ordre 2. Isotropie sectorielle

On se place ici dans le cas global linéaire (cf. I.7), avec H = Gl(2; C). On
considére un systéme différentiel linéaire de la forme (p> 1)

(4.2.1) AY=x”+1lf1—Y—A.Y=0 A e End(2; CG{x}).
x

Une section X eI'(U; Ay) (notations de I.7) laisse invariant le systéme (4.2.1)
si et seulement si (cf. 3 ci-dessus)

dX
(4-2.2) x"“gx——[A,X]=o.

Cette équation définit donc le sous-faisceau A, CAy d’isotropie sectorielle de
(4.2.1) (cf. Malgrange [43]). Nous allons expliciter ce faisceau quand A = A, corres-
pond & une forme normale formelle « assez générale » de I’équation (4.2.1).

Une solution fondamentale formelle de (4.2.1) s’écrit F(f).%. exp(Q (1 /t)
(o0 #=2x pour ¢ convenable; FeGl(2;C[[f]]); LeZ(H)=End(2;C) et
Qe End(2; C[1/t]) est une matrice diagonale). Nous nous limiterons & I’étude du cas

ol ¢g=1 etou Q(I/x)z(—ﬂllxp ° ) avec B, =+ B,.

o —Ba/#F

A, O
On peut alors supposer L diagonale de la forme L =( g 7\2).
0
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Le systéme (4.2.1) est alors équivalent au systéme

dy
(4.2.3) A0Y=x”“$——AO.Y=o (forme normale),
— AP o
ol Ag(x) = —"71Q/(1/x) +xpL=( o )
Y —PBy + Aga”
L’espace des solutions de I’équation matricielle associée
aX
(42.4) 2P [A,X]=0

est ’espace des matrices x“.exp(Q (1/x)).C.exp—Q(1/x).x~% ot CeEnd(2;C);
une base de cet espace est formée des matrices X; correspondant 3 C=E;, ou
{E;} est la base canonique de I’espace des matrices carrées 2 X 2. Le seul coefficient
non nul de X est le terme (i,7) qui est % .exp(—PB;/4F), avec Aj=N—N\ et
Bi=8—B (7\ij =—N;; By=— Bﬁ) Posons A=2;, et B =Py,

Le calcul précédent montre que les transformations isotropes de (4.2.3) (plates par
rapport a l’identité) sont

1 v.x'.exp(—pB/x?
a) gf = sur tout secteur o Re(B/+#*)>o0 (veC),
0 I
I 0
b) g = \ ) sur tout secteur o Re(B/x?) <o (neC),
wx~"exp B/x" 1

¢) réduites a I’identité sur tout secteur (connexe) contenant un rayon oit Re(B/+*) = o.

Introduisons le recouvrement U ={U;;¢=o0,...,2p—1} de S défini par

. ArgB . E_ Argﬁ . _71
U2j“{x 2 + (47 1)2p<Argx<——p +(4J+3)2p}’
A . A ,
Uzj+1={x I;fﬁJr(thrI)2—1;<Argx<—rj)é‘—g'Jr(41+5)%}},

J
ViuVy =1, ="U,,) sont alors les composantes connexes des ouverts ot Re(8/+") > o

(resp. < o).

Le faisceau A, est ainsi constant sur les ouverts V;* et V;, et sa fibre est un espace
affine de dimension 1 sur chacun de ces secteurs. De plus, ses fibres au bord des V;-
et Vi~ (c’est-a-dire au « centre » des U,) sont réduites & un point. Il est donc clair que

HY(S'; Ay) =~ HYU; Ay)

ot o<ArgB<eom. Les secteurs V" =U, ;, et Vi=Uys,, (i p=1,

et chaque élément de cet espace est défini biunivoquement par une collection
{gms &h |kt =0,...,p—1} ol g est défini sur Vi et g} sur Vf.
Ceci identifie donc H'(S'; A, ) avec I'espace C* des paramétres (g, - - -, ty—y3
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Vos -« +5 Vp—1). Pour mormaliser cette identification, nous choisissons une fois pour toutes
une détermination de Arg x sur chacun des secteurs Vit et Vi~ : celle qui est précisée
par les inégalités de définition données plus haut. Ainsi, la détermination de »* (ou ¥~ %)
sur chaque Vit (ou V;7) est fixée.

(4-3) Propriétés asymptotiques des trivialisations des éléments de H!(S!; A,)

Considérons I’isomorphisme fondamental
G§/GY; > H'(S'; Ap)

oi H = Gl(2; C) (nous utilisons les notations de I.7). A tout ge H'(S*; A, ) CH'(S!; Ay)
correspond par cet isomorphisme un FeGY défini modulo G (matrices holomorphes) ;
on aura

F(x) =1+ X #".F,, avec F,e #2(H)=End(2; C).

n=1

On se propose d’étudier le comportement asymptotique (quand z — o) des coeffi-
cients des F, en fonction des paramétres (w;v;) e C¥® du cocycle g.

Nous allons exploiter pour cela 'idée déja utilisée en I.4 et 1.7, qui consiste a
se ramener a ’isomorphisme « abélien » infinitésimal (calculable par la transformation
de Cauchy-Heine)

Z(GY) [£(GY) > Hy(S'; £(AR)).
Nous utiliserons Papplication 2+ I1-+4% de Z(Ay) dans Ay, qui établit une

bijection entre les deux faisceaux (partie principale de I’exponentielle).
Soit donc g={g; ;. }eH'(U; A, ) et posons

Giiv1= I +f¢,;+1 {f;,i+1}EH:1sb(u; g(AAo)'

Soit {g;}e €°(U; AY) une o-cochaine telle que 9{g;} =g. Posons
&=1+f {f}e®U; L(Ap).

Nous avons vu (cf. I.4.4.3) que
Ot fi} ={ki,i+1}EHib(u; Z(Ay)) avec hi,-'+1 =Jii+1°8i+1-

Notons que, la matrice f;(x) étant nulle pour x=o, elle s’écrit f(x) =x.L;(x) ou
L; est une matrice a coefficients bornés sur tout secteur strict de U;. On peut donc écrire

(4-3-1) biivr=Fiiv1+%Sir1-Ligse

Finalement la cochaine { f;} s’obtient en faisant la somme des transformées de Gauchy-

Heine H. (%, ;,,) ol ¥; est un segment d’origine o situé dans le secteur U; ;,,; I'élément
NE iy, \%, s

de G% correspondant & g sera donc

F=1+ zﬁv,-(hi,i +1) modulo les matrices holomorphes.
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Etudions donc de plus prés les séries ﬁY,(hi ir1)

a) i=2j—1; alors U;;,,=V;; on prendra pour y; un segment y;* de la
bissectrice 3} de ce secteur.

o 1
Ona f;,,= vjx’cxp(—ﬂ/x") .E* ou E* =( ) par définition du cocycle g.
D’autre part o 0

X. 1-,"_}_1.14"_'_1 = ijl+1exp(_‘3/xp) 'MJ:'-,

at bt
ou Mj' =E*.L;,, est de la forme (J ? ) et a ses coefficients bornés sur y;". Un
o o
calcul immédiat montre alors que
A &4, b,
(43.2)  Hyla,y) =%Zw ( o b )
n (8] (o)
ot 0= | O ORI O R
et e Mt S L= f O —rexp(—BIE)G () &,

Proposition (4.3.3). — On a

).(I+s,,), ou }i_{r}oen=o

—n in)r(n—k
b

A—n
—2A
a,,,.:e,"p P P(np ), ou lim € = 0.

b;, = —Qmp p P exp (2 3]

7” —> 0

Cette proposition sera démontrée au § (4.5).
b) i=2j, donc U;,,;=V; et l'on prend pour vy; un segment y; de la bis-
sectrice 8 de ce secteur.

On démontre alors, par un calcul analogue au précédent, que

A (o] o
(4-3-4) N p,.zx».( )
’ o \Ga 4,
o ] I (g e+ - [ (g (&
et b= | (B () &
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Proposition (4.3.5)
At
cjm=_l_.p » cxp(—-(Qj—!— 1))\+n.i'n:) l"(n_;k).(l +¢,)

21T
4 ? ou }l_{l}o €, =0

%> B

Atn
AT A .
Go=rep 7 P(n—%_—-) ou lim ¢ =o.

Ce résultat sera aussi conséquence de (4.5).
Nous allons déduire des deux propositions précédentes le

Théorime (4.3.6). — Soit ¥ =1+ 24" F,eGY une série formelle correspondant au

" a, b
cocycle g = (g - -5 tp_13 Vo> - +» Yp—1) € C*. On pose F, =( " d"). Alors :

cil. n.

(i) Pour tout gqe{o, ...,p—1} la suite (indexée par m)
m+d —A
B p’bmp+qlr(m+q7)

a une limite o, ,€ G quand m — oco.
(i1) Pour tout qe{o, ...,p—1} la suite (indexée par m)

g
(— I)mp'”+p.cmp+q/I‘ (m + 2:;—)\)

a une limite o, ,€ G quand m — oo.

n—A n

“+ A
t B d T
p)ea ,./(p

) tendent vers zéro quand n — oo.

(iii) Les suites B"*a,| I‘(

(iv) On a enfin

p—1 A—
Oy, ¢ = _— ijgovj exp (2j p 1 .in)

2imp
Ot . rtq .
al’q=2%‘3 %ijg‘op.jexp(——(ej-{—l) » .m)

Démonstration. — La vérification est immédiate pour la série F étudiée en (4.3.3)
et (4.3.5). Tout autre ¥’ eGY correspondant au méme g s'écrit F'=F.T od TeGY
est holomorphe. On a donc F,=F,+F,_,.T,+...+T, avec T=1+2x"T,;
comme T est holomorphe, les coefficients de T, sont majorés en module par C.A", od
C et A sont des constantes positives convenables. On en déduit alors aisément, par les
propriétés de la fonction Gamma, que les coefficients de F, ont la méme partie principale
que ceux de F,. m
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(4.4) Calcul des invariants d’un systéme linéaire.

Nous appliquons maintenant les résultats précédents au probléme fondamental
suivant; soit un systéme (4.2.1)

x"*‘l%—A.Y: o

supposé étre formellement isomorphe (au sens de Birkhoff) a (4.2.3)

x”“d—Y—Ao.Yzo, oi A0=(_”Bl+“"p ° )
dx 0 —PBa 4 Apa”

Il existe alors une unique transformation formelle FeGY% ramenant (4.2.1) a
(4.2.3). A cette transformation correspond par 'isomorphisme fondamental une « classe
caractéristique » geH'(S'; Ay) qui appartient en fait & H'(S'; A,). Il s’agit de
calculer les paramétres (w;;v;) € C® de ce cocycle en fonction des coefficients de la
série A.

La réponse est maintenant évidente : la série F se calcule en exprimant que
F(x).exp(Q(1/x)).2x~ L (notations de (4.2)) est une solution fondamentale de (4.2.1);
ceci permet de déterminer par récurrence les coefficients des matrices

(4 b,
F__( d).

n,

On applique ensuite le théoréme (4.3.6), en observant que les deux systémes de p équa-
tions & p inconnues (les y; et les v;)

1 .
= B¥P X v;.exp (21
J

Oy ¢ = ——
e 2imh

qirc) §g=0,...,p—1,

A+
b2

| S . q.
o-l,q=;@fs "”’?p.j.exp(—(g]—l—l) m) §q=0,...,p—1,

ont des déterminants de Van der Monde, et sont donc de Cramer. On détermine ainsi
(Vos - ++»Vp—1) en fonction de (og, ---50p,-1) €t (Wg, --., 1y—y) en fonction de
(61,05 « 5 O1,p—1)-

Pour p =1, on obtient

I I _imn p—2
4.X Gy = —[0"%.v et Gy =—2¢8 . e
(4-4.1) 2 QMB 1= e ™%

D’autre part, la formule de Stirling montre que T'(n—2) ~n~*T'(n); on retrouve
ainsi le théoréme (4.1.3) de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff.
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(4.5) Démonstration des Propositions (4.3.3) et (4.3.5)

Lemme (4.5.1). — Soit

=_L A—n—1 . D
n =55z | T R (= BN
I
z bhn =z | 0" Texp(— )] .
2T 8;
On a
R A—n —A
(1) Thn 22?&7 P cxp(2k 7 .in) I‘( p )
A—n
=2 I —R
(i) o = —— B 7 |exp(—2k ‘“).r(" ”)
2mp b4 b4
A—n
. 5 p(r—A
(i) ”Elflwpk,n—dﬂ P P(T) = 0.
Preuve. — Rappelons que 3 est la demi-droite bissectant V;'; elle a pour argu-

ment 2kn/p + (Arg B)/p. On définit dans la suite B'? comme le nombre d’argument
(Arg B)[p (c’est-a-dire qu’on le fixe sur la bissectrice de V). Pour calculer 7, , on pose

B/(P =t (teR*) dou {=p"exp (Qk %r) t~' et I'on obtient

A—n
I A—n .
hha=——Rp 7 exp (2k .zn)
" 2imp )

+ o n—l_l )
f t? e tdt  dou (i).

0

L’égalité (ii) s’obtient de la méme fagon. On a alors

Aon fp Im A n—1—Rea n—A
P P—") = — r r .
Pun—sf ( ? ) exp( 7 ) ( ? )/ ( ? )

L’assertion (iii) est alors conséquence immédiate de la propriété suivante de la fonc-
tion I' (que nous laissons en exercice au lecteur) : soit ae€C avec Rea>o0; on a
z&lflw I'(x —a)/T'(x) = o.

Nous pouvons maintenant démontrer (4.3.3) : observons d’abord que si nous
définissons des suites 7, , et p; , par les mémes formules intégrales que ci-dessus, mais
en remplagant la demi-droite d’intégration §; par un segment y;F C8F d’origine o,
on a |r,,—7,|<C.B* et |g,—ppa| <C.B" ol C et B sont des constantes posi-
tives convenables (ne dépendant que de yi, de A et de p). Il en résulte que
fon=1(1-+¢).%, ol ”Eiflm g,=0, et g, =(1+4¢).p, OU "Eiinw e,=o0. La

proposition s’en déduit aisément. (4.3.5) s’établit de fagon analogue. m
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154 JEAN MARTINET ET JEAN-PIERRE RAMIS

5. UNE FAMILLE D’EQUATIONS DE RICCATI
ETUDE DES INVARIANTS

(5.1) Définitions. Problémes

Soient A, a4, b€ C. On pose
or a6 = %2dy — [ (1 4+ Ax) + ax — bxy®]dx.

La forme g, , , appartient & &, et admet p, o = w,; pour forme normale formelle.

Nous nous proposons d’étudier I’application associant a chaque équation p, , ;=0
le point correspondant du G%espace modulaire &,/G®= C?®; on est donc amené a
étudier I’application

(A, @, 8) > (A, u,v) (notations de (2.3)).

Pour obtenir la G-classification, remarquons que la famille g, , , est invariante
sous l'action du groupe C' ((x,7) > (x, 8y), PeC’, transforme p, ,; €n Py 4p, ps)>
et que cette action commute avec celle de C* dans I’espace modulaire C3. L’application
précédente induira donc une application

CxC's(\ab) (A u)eCxC.

Remarquons enfin que le changement de variables (x,y) > (—x, 1/y) transforme
Prap=0 €N p_5;,=0 (mais (A p,v)eC® en (—A ve™, pe~™)).

Nous savons a priori que les applications (A, a,8) b (A, p,v) et (A, ab) b (A, wv)
sont analytiques, d’aprés I.2.3.2. Nous allons calculer pv en fonction de @b, par deux
méthodes différentes. La premiére consiste a étudier la monodromie de I’équation
Pr a5 =0 prolongée 2 P,(C) X P,(C) par une étude géométrique directe (cette méthode
est rapide mais spécifique de la famille étudiée); la seconde méthode utilise le théo-
réme (4.1.3) de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff relatif aux systémes linéaires; elle est plus
délicate mais de portée plus générale.

(5-2) Un calcul de monodromie

Le changement de variable x=1/z dans ’équation ¢, ,, =0 donne
(5.2.1) zdy + [y(z +12) + a—by*]dz = o.

On prolonge ainsi p, ,, =0 a P;(C)xPy(C).
L’équation obtenue a en général deux points singuliers sur la droite z =0 (x = ),
donnés par

by —»y—a=o
soit =0+ Ve + 4ab)/2b, Do = ()\—V)\z + 4ab)/2b.
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En particulier, pour A =0, on obtient y, =Va/b et y,= —Vafb (on suppo-
sera désormais ab # 0).

Calculons les valeurs propres de I’équation (z.e. de son 1-jet) aux points singuliers
réguliers (0, y;) et (0,,). Les jets & Pordre 1 s’écrivent (on pose y =y, + v, =9, + v,)

2dvy + [(A— 2bp) v, +9,2]1dz  (resp. zdvy + [(A— 2by,)vy + ¥52] d2).

ce qui donne pour valeurs propres 1 et 25y, — A (resp. I et 2by,—1). En particulier
pour A=o0 on obtient 1 et + 2V ab.

Ainsi, si +V2®+ 4abe C—R, on se trouve pour les deux points singuliers
dans le « domaine de Poincaré », et ’équation différentielle est linéarisable au voisinage
de chacun d’eux. On en déduit I’existence de deux variétés invariantes holomorphes trans-
verses & z=0 en_y; et y, (on retrouve ces variétés au voisinage de x = o0 : ce sont les
deux feuilles uniformes a singularité essentielle dont nous avons montré l’existence
en (2.5)).

La monodromie de ’équation (5.2.1), donc de I’équation initiale ¢, ,, =0, lue
sur une fibre « verticale » P,(C), est caractérisée par les deux points fixes définis par
les deux variétés invariantes précédentes, et un couple de birapports (inverses I'un de
Pautre) définis par I’kolonomie de chacune de ces variétés. Ge couple de birapports est
déterminé par les équations linéarisées, donc par les valeurs propres calculées plus haut;
on obtient

£2im VA 1 4ab et o~ 2T VA dad_

Si y est le birapport, l'invariant de conjugaison de la monodromie est
o=yx+x'+2
soit ici, aprés simplification,

6 =4 cos?nt VA2 + 4ab.

D’autre part, P'invariant de conjugaison de la monodromie de 1’équation corres-
pondant a (A, p, v) € CG® est (proposition (2.5))
o = (2 cos T\ + €™ uv)%
On obtient donc
6 = (2 cos mA + €™ uv)? = 4 cos?mw VA2 + 4ab

d’ou
i s C+Vﬂ+@ﬁ, (—Vﬁ+mq
(5.2.2) w =4gesin | ———————|sin x| ——————|.

En particulier, si A=o,
(5-2.3) uv=~4sin2n\/;5.
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Ces formules, qui n’ont été établies que pour + VA2 4abe C—R, s’étendent
a abeC car pv est fonction analytique de ab.

Le cas ou la transformation de monodromie est une translation (voir (2.5)) cor-
respond a un invariant de conjugaison ¢ =4, c’est-a-dire a

cosTVA2+4ab=+1 et 2cosTAFe Tuv=1L2

(on n’est évidemment pas, dans ce cas, dans le domaine de Poincaré pour les singularités
a linfini!).

On obtient donc Va2 + 4al; €Z et pv=2(+1—cosm). Pour ArA=o,
cela donne 2 VabeZ et pv=o0, ou uv = —4. On retrouve bien siir les cas p =o,
v=0; pour pv=—4 (\/ abe1 |2 + Z), on obtient des équations admettant une
solution uniforme unique, & singularités irréguliéres en x = o0 et réguliéres en x = co.

On a d’autre part

dw) _ gme

2. =— 2 sinn V2 + 4ab.
(5-2-4) dah) Vaigam YN

Cette dérivée est nulle pour vV A+ 4abeZ—{o0}, et I'image de I’ensemble
singulier de @b pv est défini par

wv = 26™(£ 1 —cosm) (v =0 ou —4 pour A =o0).

Cet ensemble singulier correspond donc aux équations « a une seule feuille uniforme ».
On a enfin

d(uy

—_ 47.:2 e‘in)‘.

)\/A'+4ub=0

(5.3) Utilisation des invariants de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff

Appliquons le théoréme (4.1.3) en fixant

0 o) o —b
A0=(0 _I) et Al:(.—a _ )

(te. =0, y=—1, A\{=0, M=—21). Le systtme correspond alors & I’équation
de Riccati g, , ;=0 définie en (5.1), au sens du § 3.
Un calcul de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff ([37], 10, p. 71) montre que

(5-3.1) op=—a/[T'(1 +o)T'(1 +§)
6y =—b[T(1 —«)I'(1—B)
ou a=(—7\+\/7\2—1—4ab)/2 et B=(—)\—'\/)\2—|—4ab)/2
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sont les racines de I’équation #2-+i—ab=0. Pour A=0 (a=—B=ab), on
obtient en utilisant la formule des compléments et I’équation fonctionnelle de T,

sintVa et oy=—

(5-3.2) 6, = — sin ©4/ab.

b
7:\/;_ ©V ab

Remarquons que I’on a, en utilisant toujours la formule des compléments et I’équa-
tion fonctionnelle de T,

I
(5-3-3) 6103 = — —;sin (m (A + V2 + 4ab) 2) sin (= (A — V32 + 4ab) 2),
et, pour A =0,
(5.3-4) clo-z————izsinzn\/ab.
ks
Compte tenu du théoréme (4.3.6), on obtient la

Proposition (5.3.5). — Soit Ae G, fixé.

(i) On a f=hog, on f:C2(a,db) - C2(w,v) est holomorphe et définie par le théo-
réme (2.1), g:GC2%(a,b) > C2(oy, 0,) est Uapplication holomorphe définie par (5.3.1), et
k: C¥(oy, 65) = C2(w, v) est la bijection ensembliste entre Pespace de « modules grossiers » de
Jurkat-Lutz-Peyerimhoff et HY(S'; A, ,).

(i1) L’application k est biholomorphe et donnée par

k(oy, 6) = (2imey, 2ime™ 65) = (1, V).
(i) L’application f est donnée par
Sa, b) = (, v) = (— 2ima/T (1 + &) (1 +B),
— 2ime™ b |T'(1 — ) T'(1 — B)),
avec = (=2 4V + 4ab 4ab)/2 et B=(—r—V22+ 4ab)/a.

(iv) Le diagramme commutatif f=hog de (i) est compatible & Paction de C* sur C? :
(u, v) > (uft, tv). On obtient par passage au quotient un diagramme commutatif

c oo
o\ A
C
On a
hy(6165) = — 4n2¢™ 5105 = pv

et fi(ab) = 46™sin = (A + VA2 4 4ab)/2 .sin 7 ( — V22 + 4ab 4ab)/
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Proposition (5.3.6). — (i) Toute équation de Riccati formellement conjuguée (par un
élément de GO) a 0y, est analytiquement conjuguée (par un élément de G°) & Pune au moins des
équations oy , ;-

(i) Deux équations oy  , 5 €t e»,, 4,5, SOME analytiquement conjuguées (par un élément
de G si et seulement si Ay =D2g et £V ayhye+Vaghy+2Z ou 1+V ayby + 2Z.

6. UNE AUTRE FAMILLE

La méthode utilisée au paragraphe (5.2) pour calculer la monodromie est agréable
mais spécifique de la famille g, , ,. Par contre la méthode développée au paragraphe (5.3)
basée sur les invariants de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff s’applique toujours (compte tenu
de la relation pv = —4n26™ 06,0, établie plus haut) et permet dans le cas d’équa-
tions de Riccati & coefficients algébriques (dans CG[X]) un calcul de la monodromie,
moyennant la résolution d’un nombre fini d’équations linéaires algébriques aux diffé-
rences finies. (On dispose ainsi d’une méthode de calcul numérique de la monodromie
dont la convergence parait assez rapide.) Nous allons expliquer le principe du calcul
sur un exemple.

Soient A=o0 et «, feC. On pose
(6.x) Ya,p = **dy — (9 + ax® — Bx?y?)dx.

A (a,B)eC? on associe la fonction matricielle B(a, B;x) = (Z sz). La
transformation y =y,/y, ( ='j7;) transforme I’équation (6.1) en ’équation

dY/dx = B(a, B; x)Y’

et en passant au voisinage de 'infini (2= 1/x) on obtient

_|(° o 4 © —B
(6.2) dyY|[dz (0 ~I)—|—1/z . o)
Ce systtme admet une solution formelle de la forme
(6.3) F(z)exp(Aqy2z), avec A= (z _(:) et F()=1+ Eanz"".
On calcule les matrices F, par récurrence en utilisant les relations
(6.4) [Ap, K]+ (r—1)F,_; +LF,_s=0 (r>2);
avec L= ( ° = B) et
—a 0
(6.5) [Ao, Fil=0; [Ay, Fy] +F,+L=o.
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b
On pose F,= (:" 4.”) Les relations (6.4) s’écrivent

(6.6) (n—1)a, 1 —¢,_3=0
b+ (1—1)b,_,—dy_y =0
—6t+@—1)6_1—a,_3=0
(r—1)d,_y—b,_,=o.
Des relations (6.5) on déduit
(6.7) by=¢;=0; a,=d,=0; by=f et c(y=—a

On pose ¢, = (—1)"I'(n)y, et b, =I'(n)u,. Les relations (6.6) donnent (n> 4)

(6.8) (n—1)(n—2)%n—3) (2, + 25—y) —aBo,_g=0
(n—I)(n_2)2(n_3)(un+un-—1)_aﬂun—3=0‘
On a par ailleurs #;, =0, =0; 43 =p, vp=—a; #3=—f et v3=a. Si 'on

désigne par ¢(«fB; ») I'unique solution de ’équation linéaire aux différences finies

(n—1)(n—2)*(n—3)($(n) + $(n—1)) —afd(n —3) =o,

satisfaisant aux conditions initiales ¢(af; 1) =0, ¢(«f;2)=1, ¢(af;3)=—1, on
obtient
(6.9) h, =B(«f;n) et v, =—ap(af;n).

L’invariant de Jurkat-Lutz-Peyerimhoff de v, ; est

(0 52) _ ( Y B‘P(“p))
6, O — ap(aB) o )

ou o¢(af) = nI_:l_‘I_rgo Y(aB;n) (qui existe...).
Compte tenu de (5.8.5) (iv), on a pv= ;4n26162, d’ou la relation
(6.10) wv = 4maBe(«B),

qui donne l'invariant de monodromie (2 + 4n2aPe?(«B))? de I’équation vy, g.

Remarque (6.xx). — Au voisinage de x = oo, I’équation v, g s’écrit (z = 1/x)
2dyldz + (22 + o —By?) =o.

Cette derniére a en général deux points singuliers sur la droite z=0 (x= o) donnés
par y;=Va/pf et y,=—Va/p. Le lecteur vérifiera qu’il s’agit de deux points sin-
guliers irréguliers ou la situation est formellement équivalente a celle en (o, 0) ou (o, ),

ce qui bien slir ne nous avance guére. Une étude plus approfondie de la famille v, ,
passerait par celle de la fonction ¢, qui parait délicate.
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7. PROBLEMES DE MODULES

Proposition (77.x). — Il existe une famille analytique d’équations de Riccati sur G x P,(C)
Q, =2 ldy— A\ ¢;%,9)dx =0

(or e C et ceC¥; A est analytique sur C X C* X G X G, polynime de degré 2 en y, et vérifie
A(A c;0,9) =p) qui est universelle pour &,, relativement & Paction du groupe GO.

Cet énoncé signifie que pour toute famille analytique d’équations de Riccati
©,=0 (seS variété analytique complexe quelconque) ot w €&, pour tout s, il
existe une unique application analytique ¢:S — G X C et une (unique) famille ana-
lytique ®,eG° telle que

0, A D Q=0

(Papplication ¢ est « classifiante » pour la famille w,).

Démonstration. — La construction de Q, , est évidente. On identifie C** A H'(S'; A, ;)
comme indiqué au § 2. On considére alors I’espace M obtenu en recollant les produits
M;=CxC¥xU;xP,(C) (o0 U={U;} est le recouvrement de C, défini en II.6)
par la régle

(M c;x,9) e M; est identifié & (A, ¢; %, 6, ;,.,(0) () e M,

ot ¢; ;. 4(A) désigne le cocycle défini par ce C* dans H'(S'; A, ;).

En se reportant a la remarque I.2.3.2 (ou plutét a son analogue pour des faisceaux
de groupes de Lie), on voit immédiatement que M est canoniquement une variété
analytique complexe, et plus précisément un fibré analytique (pour la projection cano-
nique sur G x C® x C) de fibre P,(C). Enfin, cette fibration est topologiquement
triviale (la base étant contractile), donc analytiquement triviale (Grauert [27]), et
M~ C x C¥ x G x Py(C).

D’autre part la forme « verticale » (pour la projection (A, ¢; #,%) b (A, ¢))

w, 2 =*"T1dy —y(1 4 M) dx

définie et holomorphe sur Cx C? x G x P,(C) (et indépendante de ¢) détermine,
puisque invariante par les applications de recollement, une forme « verticale » Q ana-
lytique sur M (considérée ici comme fibrée sur C, X C¥); ceci se voit comme dans la
preuve du théoréme III.1.

La propriété d’universalité de Q est alors facile 4 établir; étant donné une
famille analytique ,€&,, linvariant formel A, et Iinvariant analytique c¢eC*, sont
des fonctions analytiques de s (cf. remarque II.4.2.c et I’holomorphie de I’applica-
tion G°/G®— HY(S}, A)); ceci détermine ¢; le reste de la vérification utilise la
remarque II.5.2. ®

Cette proposition signifie que G, X C? est un véritable espace modulaire pour I’action
de G° sur P’espace &, des équations de Riccati (2 singularité de multiplicité fixée p + 1).
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On voit de méme que C X C? est un espace modulaire pour les équations linéaires
(voir III.5) a singularité de multiplicité p + 1.

Dans aucun de ces cas nous ne savons donner explicitement une équation universelle.
On remarquera que la famille algébrique introduite en (5.1) est seulement verselle (on
n’a pas unicité de ’application classifiante ¢) pour &;. Dans le cas, a priori plus simple,
des équations linéaires, et toujours avec p =1, nous avons proposé en III.5.3 une
famille universelle algébrique pour chaque valeur fixée de I'invariant formel A; il s’agit
des formes :

Pdy—[y(1 + ) + ax] dx si A¢ N*;
Pdy—[p(1 +2x) +ax"tdx  si A=neN".

Il est probable que toute famille universelle en Pinvariant formel ef ’invariant
analytique est nécessairement « transcendante » en x.

(7.2) Le cas général

Revenons aux germes d’équations différentielles généraux du chapitre II. Nous
avons vu alors que I’espace des orbites de G° dans &, était en bijection canonique avec
C? x #*. Cet espace est un ouvert d’un espace DFN, et admet donc une structure de
variété analytique de dimension infinie. Faute d’une version du théoréme de Newlander-
Nirenberg en dimension infinie, nous ne pouvons construire une famille universelle pour
les éléments de &,.

Cependant, une construction analogue a celle du paragraphe précédent est possible
au-dessus de toute sous-variété analytique X CC? X #? de dimension finie. Si une famille
0,8, s€S, asesinvariants ¢(s) dans une telle sous-variété X, elle est alors isomorphe
a P'image inverse par ¢ de la famille universelle au-dessus de Z. Cette situation se ren-
contre en particulier dans les cas suivants (d’aprés la généralisation due a Barlet-Mazet [48]
d’un théoréme de Ruget [61]; cf. aussi Saint-Loup [63]) pour un germe (S, s,) :

a) dimg(S, s,) =1 (germe de courbe);
b) on suppose s, is0lé dans sa fibre au-dessus de CP X #? (pour I’application
¢:S - CPXH?P).

Dans le cas a) I’application ¢ est propre ou I’image réduite a un point; dans le
cas b) elle est propre.

Remarquons enfin que, moyennant une version a paramétres différentiables du
théoréme de Newlander-Nirenberg (qui ne devrait pas poser de probléme, méme en
dimension infinie comme dans le cas présent), on peut construire au-dessus de C? X S#?
une famille € d’éléments de &,, qui serait universelle pour les familles €.

Remarque (77.3). — Disons qu’une famille analytique d’équations w,=o0 (seS,
w,€&,) est de Pfaffsi elle est induite par une forme différentielle « complétement intégrable
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sur espace S X (C2, o) (c’est-a-dire que les feuilletages définis dans chaque fibre peuvent
« s’agglomérer » pour former un feuilletage de codimension un de P’espace total). C’est
alors une famille triviale, c’est-a-dire que les invariants sont indépendants du paramétre s;
ceci est une conséquence immédiate du « phénomene de Kupka-Reeb » (cf. par exemple
Medeiros [49]), car dw est nécessairement non nul en tout point de I’ensemble sin-
gulier S X {o}.

Dans le cas des équations de Riccati et pour p =1, cette condition équivaut
aussi, comme on le voit aisément, & I'isomonodromie de la famille o,.
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