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SUR LA CONJUGAISON DIFFERENTIABLE
DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE A DES ROTATIONS

par MicHAEL RosBerTr HERMAN

« D’aprés ce qui précéde, on comprendra sans peine & quel
point les difficultés que l’on rencontre en mécanique céleste,
par suite des petits diviseurs et de la quasi-commensurabilité
des moyens mouvements, tiennent & la nature méme des choses
et ne peuvent étre tournées. Il est extrémement probable qu’on
les retrouvera, quelle que soit la méthode que I'on emploie. »

Paris, 13 décembre 1885
Henri PoiNcar®
(Sur les courbes définies
par les équations différentielles,
chap. XIX, GEuvres,
t. I, p. 222).

Références et notations.

A désigne I’annexe. Le signe m indique la fin d’une démonstration.
On utilise les renvois suivants :
IX.6.1 pour « chapitre IX, paragraphe 6, premier sous-paragraphe ».
6.1 pour « paragraphe 6, premier sous-paragraphe, chapitre en cours ».
Pour les renvois bibliographiques : Arnold [1] veut dire se reporter a I’article d’Arnold,
numéroté [1] dans la bibliographie.

Les chapitres I a XIII et A ont chacun un plan et un commentaire ou I’on indique
rapidement quelques éléments de bibliographie ainsi que les points importants du chapitre
qui suivra. Ils ne constituent pas des résumés.

Comme référence générale pour les fonctions absolument continues, le lecteur
pourra se reporter par exemple a Hewitt et Stromberg [1].

Nous donnons maintenant quelques conventions et notations.

Conventions et notations.

1) Si geQ_, on convient que ¢geN, ¢>1, peZ et que p et ¢ sont premiers
entre eux.
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2) Si f est une bijection d’un ensemble X sur lui-méme, et si neN, f" est 'itérée
n-iéme de f, avec f°=Idy (i.e. lidentité de X), f~! est la bijection réciproque, et
Sor=(

3) Si ¢;: X—R, i=1, 2 sont deux fonctions, on désigne le produit de ¢, et ¢,
par ¢,.9, (point); on note ¢,.¢;=(¢;)%; nous espérons que le lecteur ne sera pas
induit en erreur avec les notations de 2).

4) Pour ¢:X—>R, et a et b dans R, a<¢<4) veut dire : pour tout xeX,
a< g <b.

5) dx=m est la mesure de Lebesgue sur R" et aussi la mesure de Haar sur T"
Si ¢:T"—>R? est intégrable, on écrira indifféremment :

m(e) =0 dn=| o(x)dx.

Si ACR" est m-mesurable, m(A) désigne la m-mesure de A. Dans la suite | |2 désigne
la norme de LY(T!, m, R).

6) R, ={xcR|x>o0}= l’ensemble des réels positifs ou nuls.

7) s.e.d. est une abréviation pour « sauf pour un ensemble de points au plus
dénombrable » (I’ensemble pouvant étre vide).

8) Si ¢:R—>R est bornée, on pose :

lelo=—sup|e(x)].
zER

9) Soit f: R—R une fonction dérivable, de dérivée Df>o0; alors Log Df désigne
Log(Df) et D Log Df=D(Log(Df)). Si ¢:R—R est dérivable et ieN, i>1, alors:

Deof(Df)*=((Dg)of") . (Df)".

10) On convient d’écrire la sommation 2 également X .
i=0 i<n

11) Si xeR, [x] désigne le plus grand entier inférieur ou égal & x et x (mod 1)
désigne x—[x]e[o, 1[.



INTRODUCTION

Soit T"=R"/Z". Pour 0<r<w (ce qui est une abréviation de :
re{o, + o0, o} U{xeR|x>1}),

on désigne par Diff] (T") le groupe des difféomorphismes de T" de classe C" et C'-isotopes
a l'identité (si r=o, c’est le groupe des homéomorphismes de T"; si r>1, reR"—N,
c’est le groupe des difféomorphismes de classe CI") vérifiant une condition de Hélder
d’exposant r—[r] sur la [r]-ieme dérivée; si r=w, c’est le groupe des difféomor-
phismes R-analytiques).

Le probléme que nous proposons d’étudier est la C’-conjugaison, c’est-a-dire la
conjugaison dans Diff{ (T") a des rotations ou translations : R, :xx+a (xeTh).

Henri Poincaré a introduit en 1885 un invariant de C’-conjugaison :

e : Diff}(T")->T!

appelé nombre de rotation; en 1932, Arnaud Denjoy a démontré (contrairement a ce
que Poincaré supposait vraisemblable) que si la dérivée Df de feDiffi(T") est a
variation bornée, et si o(f)=aecT'—(Q/Z), alors f est C’-conjugué a R, : il existe
geDiff) (T') tel que f=g 'oR,0g. (Noter que Diff} (T") est aussi le groupe des homéo-
morphismes du cercle préservant I’orientation.)

Remarquons que, si ’on impose g(o)=o0, g est unique, le probléme étant alors :
si f est de classe €, quelle est la classe de différentiabilité de g?

Vladimir I. Arnold a montré, en 1961, que si f est un difféomorphisme G « suffi-
samment » proche de R, ol « satisfait une condition diophantienne, et si p(f)=ua,
alors f est C°-conjugué & R,. Il a posé la :

Conjecture d’Arnold. — Il existe ACT'—(Q/Z) de mesure de Haar égale & 1, tel que
si feDiff(TY) et o(f)=acA, alors f est C°-conjugué & R,.

De plus, V. I. Arnold a donné un exemple de feDiff®(T') tel que :
o(f)=2eT'—(Q/Z),

bien que f ne soit pas absolument conjugué a R,.
Nous nous proposons dans ce mémoire de poursuivre cette étude. Déja pour
Pétude de I’équation linéarisée en l'identité de la G®-conjugaison a R, :

eeC®(T") b p— 9o R, eC?(TY),

la réponse dépend de la nature arithmétique de « (i.e. des approximations de « par
les rationnels). (Noter que sur ’équation linéarisée le théoréme de Denjoy semble faux!)
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Le présent mémoire est composé de deux parties. La premiére partie, qui va du
chapitre I au chapitre IX, consiste 2 démontrer la conjecture d’Arnold. La deuxiéme
partie montre (par la catégorie de Baire) que les théorémes que nous démontrons sont
essentiellement optimaux. Cette deuxiéme partie est probablement celle qui se préte le
plus simplement aux généralisations en grandes dimensions (nos démonstrations ont été
choisies pour que le cas des variétés possédant une action effective C* de T" ne présente
souvent aucune difficulté). Il va sans dire que tout chercheur désireux de travailler
sur les difféomorphismes du cercle doit s’habituer a construire et étudier des exemples.
Dans Denjoy [5, p. 1004] (notice sur ses travaux), Denjoy raconte comment son théoréme
lui est apparu comme négatif : il n’arrivait pas a construire un difféomorphisme C2
de nombre de rotation irrationnel ayant un ensemble de Cantor minimal invariant.

Le présent mémoire est une version améliorée de ma thése d’Etat, soutenue en 1976.
La version présentée ici contient une démonstration complete de la conjecture d’Arnold
(nous avons aussi inclus d’autres améliorations).

La premiére partie consiste a démontrer le théoréme fondamental. Commengons
par une définition.

Définition. — Si acR—Q etsi a =ay+1/(a;+1/(az+...)) est son développement
en fraction continue, « satisfait & une condition A si :

plim lim sup ( % Log(1+a)/, %_ Log(1+a))=o.
1<i<n
Remarque. — Nous montrerons au chapitre V.10 que ’ensemble A des irrationnels
qui satisfont & une condition A est de mesure de Lebesgue pleine.

Le théoréme suivant est démontré au chapitre IX (5.1).

Théoréme fondamental. — 81 3<r<w (reR*U{+4 0, w}), si feDiff|(T"), ot o(f)=«
satisfait & une condition A, alors f est C~2-conjugué & R, (en fait C" 1~ P-conjugué pour tout p>o,
BeR); sifest un difféomorphisme de classe C* (resp. C) alors f est CG*-(resp. C®-) conjugué a R, .

Pour démontrer le théoréme fondamental, on utilise essentiellement les neuf
premiers chapitres.

Les chapitres I, II, ITIT et V sont des rappels de résultats connus que nous exposons
de fagon systématique (surtout pour II et III).

Au chapitre IV, on introduit Pinvariant H, (1<r<+4 oo, r entier) semi-continu
inférieurement pour la C’-topologie, tel que H,(f)<-+4oo si et seulement si f est
C’-conjugué a une rotation.

Le chapitre VI est consacré au théoréme de Denjoy (et les résultats sont de Denjoy).
Nous réexposons la démonstration fondamentale que Denjoy a donnée, en 1946,
dans [3]. Nous remarquons que sa démonstration donne un théoré¢me pour les homéo-
morphismes qu’on appelle de classe P (en fait, en lisant bien Denjoy [3], on se rend
compte que Denjoy le savait) ; ainsi, le théoréme de Denjoy reste valable pour les homéo-
morphismes PL de T Nous en déduisons la construction d’un homéomorphisme PL

8
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de T? sans mesure o-finie invariante, non nulle, absolument continue par rapport a la
mesure de Haar de T!. Mais le chapitre VI contient surtout I'inégalité de Denjoy-
Koksma et I'inégalité de Denjoy, inégalités essentielles pour la suite.

Dans la premiére partie du chapitre VII, on démontre le théoréme suivant, qui
est une réponse partielle 2 un probléme de Denjoy.

Théoréme. — Tout difféomorphisme f de T, de classe C2 et de nombre de rotation irrationnel,
est ergodique par rapport d la mesure de Haar m de T, au sens suivant : si A est un ensemble
m-mesurable de T' invariant par f, alors m(A)=1 ou o.

Dans la deuxiéme partie du chapitre VII, nous montrons en VII.2.5 comment
revenir proche d’une rotation dans la « C'!-topologie plus variation bornée » par des
C’-conjugaisons (r>2) de tout difféomorphisme C" de nombre de rotation irrationnel.
Ceci est extrémement important pour la suite.

Au chapitre VIII nous démontrons une inégalité de P. Deligne (voir Deligne [1]).
Nous donnons aussi une amélioration du théoréme de Denjoy (i.e. on contréle le module
de continuité de I’homéomorphisme qui conjugue f a une rotation) pour certains nombres
de rotation (i.e. de densité bornée), f étant seulement un difféomorphisme de classe C!
et Df a variation bornée.

Le chapitre IX contient la démonstration du théoréme fondamental. Nous
commencons, sous les hypothéses du théoréme fondamental, par montrer que f est
C'*e.conjugué (0<e<1/5) a R,. La suite du théoréme fondamental est une question
de régularité. Nous incluons dans le chapitre IX une suite de théorémes de régularité
qui impliquent la conjecture d’Arnold en C®. Pour obtenir la conjecture d’Arnold
(en G®) nous nous appuyons sur VII.2.7 et I’Annexe.

L’Annexe est indépendante de tous les autres chapitres. On y reprend le théoréme
d’Arnold, en suivant J. Moser et H. Riissmann pour préciser les constantes et le voisinage.
Ce chapitre est consacré aux « petits dénominateurs » et peut étre lu indépendamment
du reste.

La deuxiéme partie, qui se compose du chapitre III et des chapitres X a XII,
est consacrée 4 montrer en un certain sens que le théoréme de conjugaison locale de
I’Annexe est le meilleur possible : il se produit bien une perte de dérivabilité, comme
le laissait supposer 1’équation linéarisée.

Soient, pour 0<7<w, F,={feDiff[(T") |p(f)=0a} lefermé des difféomorphismes
de classe C’ et de nombre de rotation a, et O, ={g"'oR, 0g|geDiff{(T")} lorbite de R,.

Au chapitre X, on montre que, pour « irrationnel, OY est résiduel dans F% pour
la C’-topologie. Nous avons inclus dans ce chapitre des améliorations sur les contre-
exemples de Denjoy. Nous discutons aussi le théoréme de Denjoy quand on remplace
« de classe C' plus variation bornée » par « C! plus module de continuité ».

Au chapitre XI, contrairement au cas C° on montre que pour tout entier
1<r<+ow, O est maigre dans F, pour la C'-topologie, et, si « est un nombre de
Liouville, O est maigre dans F? pour la C®-topologie. Ces résultats et d’autres
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montrent bien que, suivant la nature arithmétique du nombre de rotation, on a des
réponses différentes. .
Au chapitre XII, on reprend I’exemple d’Arnold et on montre qu’il existe dans

la famille f, ,(¥)=x+asin 2nx+ b, |a|< _21717 On étudie aussi le probléme des centra-

lisateurs : il existe feDiff?(T"), avec o(f)=aecT'—(Q/Z), tel que f ne soit pas abso-
lument continiment conjugué a R, mais que le centralisateur C* de f ait la puissance
du continu.

Finalement au chapitre XIII on donne quelques exemples et généralisations a T".

Remarque importante. — Il est bien plus commode pour des raisons d’écriture de
travailler dans D'(T'), le revétement universel de Diff | (T"), puisque D’(T') s’identifie
canoniquement au sous-groupe des feDiff"(R), ou f=Id+¢ et ¢ est une fonction
Z-périodique de R dans R (de classe C).

Evidemment notre prdbléme se raméne 2 la conjugaison dans D’(T!) aux trans-
lations x> R, (¥)=x+«. En conséquence, nous énoncerons toutes les propositions
dans D’(T") et le lecteur passera aisément au quotient : si CG={R,|peZ} est le centre
de D'(T"), on a : ‘

Diff} (T')=D’(T")/C=D"(T!) (mod 1).

Si feD'(T'), f désigne le difféomorphisme de T! obtenu par passage au quotient.

Je voudrais remercier A. Chenciner, H. Rosenberg, L. Schwartz, F. Sergeraert,
ainsi que D. Sullivan de m’avoir encouragé, pendant plusieurs années, 2 persévérer
dans mon effort et mon étude des difféomorphismes du cercle. Je remercie A. Douady
pour m’avoir aidé dans la compréhension des difféomorphismes R-analytiques d’une
variété R-analytique. L. Carleson et P. Deligne ont apporté des améliorations et des
simplifications de démonstrations du théoréme fondamental et je les remercie de m’avoir
autorisé a les inclure, ainsi que Y. Meyer de m’avoir autorisé a inclure une proposition
non publiée par lui.

L’aide de M. Reversat et J.-M. Deshouillers m’a été particuliérement utile pour
Parithmétique.

Finalement ce mémoire est en grande partie consacré.a la théorie ergodique;
F. Ledrappier, J. M. Strelcyn et J.-P. Thouvenot m’ont posé des questions cruciales
pour la démonstration du théoréme fondamental; je leur en suis infiniment reconnaissant.

Je remercie J.-P. Bourguignon, M. Chaperon, A. Chenciner, D. B. A. Epstein
et son séminaire, G. Joubert, F. Laudenbach, ainsi que le referee de m’avoir aidé pour
I’amélioration de la rédaction de ce mémoire.

Ce travail a ét¢ effectué dans le cadre du Centre de Mathématiques de I’Ecole
Polytechnique, Equipe de Recherche associée au C.N.R.S. n° 169, dont le secrétariat
a assuré la frappe et les nombreuses corrections.

Il va sans dire que le présent mémoire est sous I’entiére responsabilité de auteur.
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I. — RAPPELS ET NOTATIONS : GROUPES DE DIFFEOMORPHISMES DE T”
ET TOPOLOGIE GENERALE

Plan :

I NOtatIONS . . ..o e e 12
(1.1) Lo tore T ..ot ettt ettt e 12
(1.2) Norme sur R .. ..o i e i i e 12
(1.3) MEtrique sur T . ittt it ettt ettt ettt e et eeeennneananaaaaeeeeeeens 12
(1.4) Applications de classe CF ... ...ttt ittt e 12
(1.5) Les groupes Diff”(T"), DiffL(T") et Difff(T?) .. ..ot trrrii i iiiianas 12
(1.6) Les espaces C"(T") et CT(T",R"), r€ER, 0OU =400 OUG....ovrirrrrrieinniinnrneennss 13
(1.7) Les groupes D7(T?), DL(T") €t DT(T? 0) vuuuvruitittiniittiuiiinniiinananaeereeennnns 13

2. TOPOlogie .. ... e s ‘ 14
(2.1) Topologie sur CF(T™ BR™) ...ttt ettt et tetennaneaaaeseeaeeeeeeennns 14
(2.2) Topologie sur D"(T?), 0<7r<+® si 7ER,, 72 I . tuiiuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieniinnnnns 15
(2.3) Topologie sur Diff{(T"), 0<r<e, 7 ENHET c\ vttt ittt iiiiiineeeeans 16
(2.4) Proposition sur les espaces POlONAIS ..ottt ittt e 16
(2.5) REMAIQUES « .ottt ittt ettt ettt aeeatnesnateneneeeeeeeeneesannns 17
(2.6) COrollaire ..o\ttt i i i i i e e 17
(2-7) DEnSIté ..ot e e e e et 17

3. Rappels sur les espaces de Baire ............ooiiiiiiiii i i i e e 17

4. SemI-CONEIMUITE . .. ...ttt ittt tet et tnt e eneenneeneenesansanronecaneans 18

Commentaire :

Ce chapitre est un chapitre de notations et de rappels. Ainsi que le lecteur le constatera, il est plus facile de
travailler dans les groupes D7(T") (revétement Z"-cyclique de Diff§(T") associé & I’injection scindée

0 —> 1, (T?) — , (Diffy (T")).
En effet, il est alors commode et facile d’écrire des difféomorphismes; par exemple si |a|< ;—n_ , beER :

So(x)=x + asin 2nx + be DO(TY).

La famille des fp, dépendant de a et de b, apparait trés « naturellement »; son étude sera en partie
Pobjet du chapitre III et du chapitre XII (qui n’épuiseront pas ses propriétés).

Evidemment, le probléme qui nous occupe, la conjugaison dans Diff] (T?), peut s’étudier dans D’(T") par
revétement, puis passage au quotient par {1}—>Z"— D"(T”)—") Diff§(T*)—{1}. Pour feD"(T"), on notera
le difféomorphisme induit sur T" par £

On introduit les groupes D"(T?), r> 1, r non entier, .comme les difféomorphismes de classe CI'] dont la
dérivée r-iéme vérifie une condition de Holder d’exposant r—[r]. C’est un groupe pour r>1, et un espace
topologique pour la topologie C’, mais malheureusement ce n’est pas un groupe topologique.

11
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1. Notations.

(x.x) Le tore T™.

Soient #n un entier >1, T'=R"/Z" le tore de dimension z#, =:R"->T" la
projection canonique.

(x.2) Norme sur R".

On note | | la norme suivante sur R* : si x=(«, ..., %,)eR" :

|%| =sup |x;| (i.e. la norme £®).
i

Cette norme sur R" induit une norme sur .%,((R")?, R") (p entier) espace des formes
multilinéaires symétriques vectorielles, norme que ’on note encore | |.

(x.3) Métrique sur T".

On choisit sur T” la métrique quotient : si x, yeT" et si ¥ et ¥sont des relévements
a R" alors :

—y||= Inf |F—F+p].
l—sll= Inf [¥—5+ |

On pose ||||=|[x—ol|.
On a les propriétés a) ||—zl[=|l[l, 5) [lx+ylI<lx]|+][7]l

(x.4) Applications de classe C’.

Dans la suite r désignera la classe de différentiabilité d’une application; r sera
un entier non négatif ou égal 2 + o ou w (C® pour R-analytique); 0<r<w veut
dire que 7 est entier, 7=+ ou r=w (on convient que si reR, r<+oo<w).

Pour reR,, une application est dite de classe C si elle est de classe Cl et si
sa dérivée [r]-iéme vérifie une condition de Holder d’exposant r—[r] (¢:R'—R
satisfait une condition de Hoélder d’exposant B, o<B<1, s’il existe £>0 tel que pour
tous x, y dans R" on ait :

le(x) —o()| <k|x—"
Si B=1, ¢ est dite lipschitzienne).
Si 0<r<o, 7 non entier, nous le préciserons toujours.
(x.5) Les groupes Diff"(T"), Diff] (T") et Diffj(T").

Pour 7 entier, 0<r<w, soit Diff"(T") le groupe des difféomorphismes de classe C"
de T" avec la convention que Diff’(T") est le groupe des homéomorphismes de T".
Onnote Diff] (T") le sous-groupe (distingué) de Diff"(T") formé des difféomorphismes

12
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qui sont C'-isotopes a Pidentité. Si r>1, alors Diff] (T")=Diff} (T") n Diff"(T").
On note Diffj(T") le sous-groupe de Diff"(T") formé (ou « composé ») des difféomor-
phismes de T" qui sont homotopes a I'identité. Pour n<3,on a Diffj(T")=Diff] (T")
(voir Cerf ([1] et [2])).

(x.6) Les espaces C'(T") et G'(T", R"), reR_, r=400 ou .

On désigne par C'(T") ’ensemble des fonctions réelles sur R* de classe C et
Z"-périodiques (0<r<w); C'(T") s’identifie canoniquement a I’ensemble des fonc-
tions réelles et de classe G sur T"

Nota. — Nous ferons constamment cette identification. On pose :

CT(TH, Rﬂ) g (Cf(Tﬂ))n’
qui s’identifie aux champs de vecteurs de classe C" sur T" Si ¢eC'(T" R"), et reN,
D¢ est la dérivée d’ordre r de ¢ avec la convention D°¢=¢, D'¢=Dq.

(x.7) Les groupes D'(T"), D7, (T") et D'(T", o).
a) r entier, 0<r< w.

Si f est un (F-difféomorphisme de T" homotope a l'identité, par la théorie du
revétement universel, il en existe un relévement f :R*—=R" ou fv est un C'-difféomor-
phisme de R", et f—1Id=eC'(T", R").

Considérons le sous-groupe D’(T") de Diff’(R") formé des difféomorphismes
de R* qui s’écrivent f=1Id +¢ avec ¢cC'(T", R"); R"se plonge dans D*(T") comme
sous-groupe des translations :

«eR'">R eD(T") avec R (¥)=x+a;

on considére de méme les rotations (ou translations) :
«eT"-» R, eDiff(T") avec R, :xpx+a,

images des translations par passage au quotient.

Soit G={R,|peZ"}=Z"; C est le centre de D'(T"), 0<r< o et

Diffy (T") ~ D'(T") /C.

On a la suite exacte de groupes :
{1} — Z" — D'(T") — Difff(T") — {1}

J ] J

T

{1}—>Z"—R" > T" {1}

Si feD'(T"), =(f)eDiffy(T"), on écrira aussi f(mod Z") a la place de =(f) ou encore
f(mod 1) si m=r1; on écrira souvent =(f)=f.

13



14 MICHAEL ROBERT HERMAN

Notation. — Si «€R", on écrira encore R, la translation R, sur T". Rappelons
que si a=(ay, ..., x,)€R" alors (1, %, o, ..., ®,) sont indépendants sur Q si, et
seulement si, R, est une translation ergodique sur T".

b) r non entier.

Si r>1, 7 non entier, on définit de facon analogue D’(T") qui est alors un groupe.

Si o<r<1, feD’(T") est un homéomorphisme de classe C' si f—IdeC’(T" R")
et si f~'—IdeC(T", R*) (remarquons que f—IdeC’(T", R") n’implique pas que
f~'—IdeC(T", R") : les homéomorphismes de classe C', 0<r<1, ne forment pas
un groupe pour 7 fixé).

feDYT™) est un homéomorphisme lipschitzien si f et f~* sont des applications de R”
dans R" lipschitziennes pour la métrique standard de R" : il existe 2>1 tel que pour

tous %, y on ait | x—y| <| fx) )| <k|x—].

c) D (T"), o<r<+w et D'(T" 0), si r>1.
Si 0<r<w, D’.(T") est le sous-groupe des difféomorphismes de classe CI,
Cllisotopes a lidentité. On pose D'(T", 0)={geD’(T")|g(o)=o0} et aussi :
Diff{(T", 0) ={geDifff (T") [ g(0) =0}

2. Topologies.

(2.1) Topologie sur C'(T", R").

On pose, pour ¢eC’(T" R"), lcp‘co=|cp|0=£gal.‘)’f | o(x)].
Si r est entier, ¢eC(T", R"), |¢|o=|¢lo+...+[D¢fo.

Si o<r<i1, ¢eC(T"R"), |<p|r=1\x/[*a;< W est une semi-norme et
on pose [@lr=[9[o+|?]- 7

Si 0<r<+o0, C'(T" R") est un espace de Banach.

Si r= 400, C®°(T", R") est un espace de Fréchet dont la topologie est la limite
projective des topologies C'.

Si r=w, on met la C®-topologie sur C°(T", R") (}). On désigne par 3, une
distance sur C*(T" R") invariante par translation et compléte, définissant la topologie
de Fréchet sur cet espace.

(*) Il existe une topologie d’e.v.t.l.c. et complet sur C@(T"), appelée C@-topologie : la topologie limite inductive
localement convexe des espaces de fonctions holomorphes définies sur un systéme fondamental ad koc de voisinages
de Stein de R” dans C" (par exemple |Imz|<h, h—>0). Pour cette topologie C®(T") n’est ni métrisable ni de
Baire; comme cette topologie ne nous sera d’aucune utilité, nous supposerons que sur les fonctions C®, on met la
Cx-topologie qui est moins fine que la C®-topologie, bien que la plupart des propositions soient vraies avec la
Ce-topologie (sauf ce qui se rapporte a la catégorie de Baire).

14



DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE ET ROTATIONS 15

(2.2) Topologie sur D'(T"), o<r<-oo0.

(2.2.1) Si 0<r<+o0, on a la distance §,(f, g)=|f—g|s si r est entier et,
si r>1 est non entier : '

3,(f, &)=|f—glem+| D f—g)|r-11;
si r=-4o00, on a la distance
8c:o(f’ g)=3c:o(f_g’ 0)'

Ces distances définissent la C’-topologie sur D’(T").
Sur D*(T"), on met la C®-topologie.

(2.2.2) Pour 0<7r<-+4o0, r entier, D’(T") est un groupe topologique pour la
C’-topologie (voir Cerf [1]).

Remarque (2.2.3). — Si r>1 est non entier, D'(T") n’est pas un groupe topo-
logique pour la C'-topologie.

(2.2.4) Si 0<r<w, r entier, D'(T") est localement contractile (pour la
C’-topologie).

Pour r=o, c’est un théoré¢me dt & Edwards-Kirby. Si r>1 et f=1Id+ ¢, sig
est suffisamment voisin de o dans la C!-topologie,

tefo, 1] > Id + 9

est une contraction sur lidentité. Comme D’(T") est un groupe topologique, il est
localement contractile en tout point puisqu’il 'est au voisinage de I’identité.

(2:2.5) §t 1<r<w, D'(T") est canoniquement homéomorphe a un ouvert de
C'(T", R") (ouvert induit par la C'-topologie) ; donc, pour 1 <r<-o0, D’(T") est cano-
niquement une variété banachique, et si r= 4o une variété fréchétique (il est donc
localement contractile aussi pour 7>1, r non entier).

D7, (T") est la composante connexe de l'identité; c’est un sous-groupe ouvert
(dans la C'-topologie) de D"(T") et aussi un sous-groupe fermé. Si r>1, r entier <--oo,
bien que D’(T") soit un groupe topologique pour la C’-topologie et une variété bana-
chique, D’(T") n’est pas un groupe de Lie banachique de classe C'. Les applications
g fog et fiof~! ne sont pas de classe C' pour la C'-topologie.

On montre (voir Dieudonné [1, VIII.12, exercice 8) et X.2, exercice 4)] et
Irwin [1]) que pour k2>o0, % entier :

(f, &) eD'(T") > fogeD ~¥(T")
SEDI(T") 1> f~1e D ~¥(T")

sont de classe C*. C’est ce que lon appelle la perte de différentiabilité. Pour r=--o0,
en un sens a préciser, D®(T") est un groupe de Lie fréchétique. Le théoréme des fonctions

15



16 MICHAEL ROBERT HERMAN

implicites étant en général faux pour les espaces de Fréchet, il faut des hypothéses
beaucoup plus draconiennes pour avoir un théoréme. Nous renvoyons le lecteur a
F. Sergeraert [1] ou Hamilton [1] pour un théoréme des fonctions implicites adapté
a notre étude. L’objet de ce travail est ’étude de cette difficulté sur un cas particulier,
la conjugaison dans D’(T") a des translations, et de montrer que pour 7 fini il se produit
ce qu’on appelle une perte de différentiabilité.

(2.3) Topologie sur Diff](T"), o<r<w, r entier.

Sur Diff)(T"), on a la distance qui définit Ja C’-topologie :
do(/f; &)= sup || flx) —g(x)][;
zET"

sur Difff (T"), 1<r< o0, 7 entier, on a la distance qui définit la C’-topologie : si
f et geDiffj (T") et si j‘v et ¢ sont des relévements a D'(T") :

4,f,8) =d(f, )+ DU~ si 1<r<te

do(f, §)=4do(f; 8)+3,(D(f—&),0) si r=+oco.

Sur Diff*(T") on met la G®-topologie.
Pour la C’-topologie, Diffj(T") est un groupe topologique localement contractile
et la suite :
{1}->CxZ"—>D'(T") - Diffj(T") - {1}
est une suite exacte de groupes topologiques; D'(T") est le revétement Z"-cyclique
associé a linjection (scindée) :
0 - m;(T") — =, (Diffy (T")).
Si n=1,2, D(T"), pour 0<r<-+o0, est le revétement universel de Diffj(T") pour

la C'-topologie; de plus, si n=1, 2, Diffj(T") est la composante connexe de I’identité
pour la C’-topologie (i.e. Diffj(T")=Diff} (T")).

Proposition (2.4). — Pour reNuU{+4ow} (1), D(T") (resp. Diffy(T")), pour la
C’-topologie, est un espace topologique polonais (i.e. homéomorphe & un espace métrique complet
séparable).

Démonstration. — Si I'on prend comme nouvelle distance sur D’(T") :
ol fsO)=If—glo+|/T =g e si 0<r<4wo
et : 0 (fs ) =0u(f,0)+8(f"1g7Y) si r=+oo,

p, définit sur D'(T") une topologie équivalente & la C'-topologie puisque D"(T") est
un groupe topologique, et pour cette distance p,, D"(T") est complet; D"(T") est sépa-
rable, car homéomorphe 4 un sous-espace de C’(T", R"), qui est séparable.

(*) Si r>1 nest pas entier, D'(T) n’est pas séparable pour la C’-topologie.

16
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On montre de méme que Diff] (T") est homéomorphe a un espace métrique complet,
et il est séparable puisque

o : D'(T") — Difff(T") - {1}

est continue. H

Remarques (2.5). — 1) Si k<r, D’(T") avec la C’-topologie n’est pas un espace
de Baire. 4

2) On supposera qu’un sous-espace de D’(T") a la topologie induite par la
C’-topologie sauf mention du contraire.

Corollaire (2.6). — Pour o<r< o0, r entier, tout fermé de D'(T") (resp. Diffj(T")),
et méme tout Gy (intersection dénombrable d’ouverts) est un espace topologique polonais et a donc
la propriété de Baire.

Démonstration. — Voir Bourbaki [2].

(2.7) Densité.

Soit Po(T") I'ensemble des feD®(T") avec f=1Id-+¢, ol ¢ est une application
polynéme trigonométrique a coefficients rationnels (i.e. chaque composante de ¢ est
un polynéme trigonométrique a coefficients rationnels) ; Po(T") est dénombrable mais
n’est pas un groupe.

Proposition. — Si r>1, r entier, Po(T") est dense dans D'(T") pour la C'-topologie.
Si n=1, Po(T") est dense dans D°(T') pour la C’-topologie.

A

Démonstration. — Si r>1, D'(T") est homéomorphe a un ouvert (ouvert induit
par la C!-topologie) de C’(T", R") et la proposition est alors classique. Si n=1, et
r=o0, c’est aussi classique par la continuité uniforme des feD°(T!) et le fait que f est
croissante. W

3. Rappels sur les espaces de Baire (voir Bourbaki [2]).

Soit X un espace topologique de Baire (par exemple un espace topologique
polonais).

Définitions (3.1). — 1) Une partie de X est maigre si elle est contenue dans une
réunion dénombrable de fermés (i.e. un F,) sans point intérieur. Comme X est de Baire,
la réunion est sans point intérieur.

2) Un ensemble est résiduel s’il contient une intersection dénombrable d’ouverts
denses (i.c. un G4 dense), ce qui est équivalent a ce que son complémentaire soit maigre.

3) Une propriété d’éléments de X est générique si elle est vraie sur un ensemble
résiduel.

17



18 MICHAEL ROBERT HERMAN

(3-2) Un espace topologique est parfait s’il est sans point isolé et non vide.

(3-3) Un ensemble de Cantor de [o, 1] est un fermé parfait, qui est sans point intérieur
dans [o, 1]; et sur T! deux ensembles de Cantor se déduisent 'un de ’autre par un
homéomorphisme de T?! préservant I’orientation.

(3-4) On a la

Proposition. — Soient X un espace topologique polonais et ¥ un Gy sans point isolé; alors
F a la puissance du continu.

Démonstration. — Comme F est un espace topologique polonais, on peut supposer
que X=F et que X est sans point isolé; X se plonge dans [o, 1]¥ (voir Bourbaki [2]),
donc Card(X)<Card(R). On montre (Hewitt et Stromberg [1, chap. II (6.65)])
que Card(X)> Card(R) car, X étant un espace métrique complet sans point isolé,
il existe une injection continue de ’ensemble de Cantor triadique dans X. m

Remarque. — Puisque X est un espace de Baire séparé, s’il est sans point isolé,
on voit facilement que son cardinal est strictement supérieur au dénombrable.

4. Semi-continuité (voir Dieudonné [2]).

Soient R=RU{+4w}uU{—w}, et X un espace topologique; f: X—R est semi-
continue supérieurement si pour tout aeR, f~![—oo, a[ est ouvert; f:X—>R est semi-
continue inférieurement si —f est semi-continue supérieurement. Voici les résultats
que nous utiliserons :

Proposition. — Soit f: X —R U{+4-o0}, semi-continue inférieurement. Alors { x| f(x)<Ho0}
est un ¥ (réunion dénombrable de fermés), donc f~'(+o0) est un Gy (intersection dénombrable
d’ouverts).

Démonstration. — {xeX]f(x)<+oo}=nl6JNFn avec F,={xeX|f(x)<n} qui est

fermé par la semi-continuité inférieure de /. m

Proposition. — Soit f: X -R, ={xeR| x>0} semi-continue supérieurement; alors f~*(0)
est un Gy.

Démonstration. — Soit, pour n>1, Un={xeX| Sx)< l}; U, est ouvert. Puisque

n
f>o, f'1(0)=nQNUn, qui est donc un G;. ®
n>1

Rappelons que enveloppe supérieure d’une famille de fonctions semi-continues
inférieurement est semi-continue inférieurement, qu’une fonction semi-continue inférieure-
ment sur un espace topologique polonais est de premiére classe de Baire (i.e. limite simple
d’une suite de fonctions continues) ; elle est alors continue en chaque point d’un ensemble
résiduel (comme toute application f: X—Y, qui est de premiére classe de Baire, dans le
cas o X et Y sont des espaces topologiques polonais; voir Bourbaki [2, § 5, exerc. 21]).
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II. — NOMBRE DE ROTATION DES HOMEOMORPHISMES DU CERCLE

Plan :
1. Mesures de probabilités ......... ... . s 19
2. Nombre de rotation ........ ... ... ittt i i i e e s 20
3. Généralités sur la conjugaison .......... ... . i e 22
(3-1) Définition de la CF-CONJUZAISON ... eevnevntntet ettt e te et e e e ieeeeneanenenens 22
(3.2) Minimalité .. ... e 22
(3.3) Classe de différentiabilité de I’homéomorphisme qui conjugue & une translation ergodique..... 23
4. Définitions de F7, Of et OGk, 0<h<r .ouiuiuiui e 23
5. Points périodiques et nombre de rotation.......... ... ... ittt i e 24
6. Caractérisation de O, p/gEQ ... .o\ ovivii i 25
7. Introduction a I’étude de F pour a €R—Q ....... ... i 25
(7-1) Semi-COMJUGAISOM « . oo ottt ittt ittt ittt ettt iiiaaaiene ettt eereieannnns 25
(%7.2) Sur Pensemble de Cantor INVAriant ... .......euuuneeeiuineeetiieeernnneeennneennieneenns 25
(7-3) POINES EITANLS ..ottt ittt ettt ittt e ettt e ettt aiiie ey 26
8. Unique ergodicité des homéomorphismes de T! sans point périodique ................... 27
9. Critére de C%-conjugaison 2 une rotation ...............ooiuiniuuuuieinioninineeeeeennnnnns 28

Commentaire :

Ce chapitre est di essentiellement a2 H. Poincaré, repris par A. Denjoy [2]. La proposition (2.7) est de
V. I. Arnold [1] et 8 est de Carleman [1], repris par Denjoy [1] et aussi retrouvé par H. Fiirstenberg [1]. Finalement
nous suivons Fiirstenberg [1] dans 8. (Pour une autre démonstration, voir VI.3.)

L’introduction en 1 des mesures de probabilités, il nous semble, simplifie I’exposition des résultats classiques
sur la fonction « nombre de rotation » appelée p. Noter I’invariance de p en (2.10) qui est plus générale que
P’invariance par conjugaison.

Le probléme de conjuguer f, si p(f )=‘§EQ, a Ry, est élémentaire, et sera résolu en 6.

Toutes nos CF-conjugaisons, 0<% <, a des translations sont dans les groupes D¥(T?) (ou Difff(T"))
dans tous les chapitres.

Nous signalons que'si f€D7(T?), évidemment f€Diff’(R). Le probléme de conjuguer f 4 une translation
dans Diff"(R) est élémentaire (voir Herman [10]) et ne nous occupera pas.

1. Mesures de probabilités.

Si X est un espace topologique compact métrisable, f: X—X une application
continue, et C°(X) l’espace des fonctions continues, muni de la topologie de la conver-
gence uniforme, alors I'application linéaire :

ST C(X) > C(X), S(e)=eof
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20 MICHAEL ROBERT HERMAN

est continue. De plus I’application transposée f, : CO(X)" — C°(X)’ (espace des mesures
de Radon sur X) est faiblement continue.

Définition. — Une mesure est dite mesure de probabilité sur X si pe(C(X))’, p>o
et u(1)=w(X)=1; u est invariante par f, si f, p=uu.

Remarque. — L’ensemble des mesures de probabilités sur X est convexe et faiblement
compact (ou x-faiblement compact).
m=dx sera la mesure de Haar sur T". On écrira, pour ¢eC(T") :

m(f) :f-r" o dm =an o(x)dx.
Rappelons le

Théoréme de Markov et Kakutani. — S f: X—>X et g: X—>X sont continues et vérifient
gof=fog (fetgcommutent), alors il existe une mesure de probabileté p. sur X telle que f,p=g,p=p.

Démonstration. — Voir Bourbaki [1].

2. Nombre de rotation.

(2.x) Soit feD°(T?), telle que f=Id+¢, avec ¢ =C%T'). On a par récurrence
sur keN :

k—1
S*=Td+ Z gof*.

Considérons la somme de Birkhoff :

Lemme (2.2). — Soit f=1d+¢eD°(T?). Soit M=lz\/£al§{<p(x) et mzlyéi}‘lcp(x);
ona M—m<1.

Démonstration. — Soit xyeR tel que o¢(xy)=M et x,€R tel que o(x,)=m,
avec x,<xy et xy—x,<I1 (¢ est Z-périodique). On a :

S —f(x) <1
Soit M—m<1—(xy—x,)<I1. B

F_1d
Proposition (2.3). — Pour tout feD(T'), si k— +o0, S converge uniformément
; . k
vers un nombre o( f)eR appelé nombre de rotation de f.
Démonstration. — Soit p une mesure de probabilité invariante par f sur T!;

u étant invariante par f, si keN, wp(f*—Id—ku(p))=0. Donc f*—1Id—*ku(yp)
s’annule puisque p est une mesure de probabilité. Or, par le lemme (2.2) :

Max( f* —1Id —ku(p)) — Min(f* —Id —ku(e))<1.
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Il en résulte que
| f*—Id —ku(e)|o<r
(si 9eCo(TY) on a posé I¢‘°=1>/Iea§(|<?(x)l); soit :

Fr—Id
2

1
— <=,
(o) L ;

Fr—Id

Il suit que, si 2— +o0, converge uniformément vers un nombre p(f)=u(¢)

et cela ne dépend donc pas du choix de p. m
On a montré au passage :

(2.4) Si o(f)=ua, pour tout keN, R_, of* a un point fixe. Ou encore : f*—R,,

s’annule en au moins un point x.eR.

(2.5) L’inégalité du nombre de rotation : si keN, on a :

| ff—Td — kot [y <1.

(2.6) a=p(f)=p(e) Efrlq.)dp., ol p est une mesure de probabilité invariante
par f.

Proposition (2.7). — p: DT —R est continue pour la CO-topologie.

Démonstration. — Par (2.5), o(f) est limite uniforme en f des applications conti-

¥ —1d
nues fio o |

(2.8) Pour toute translation R,:x x+a, p(R,)=a.

(2.9) Si peZ, on a p(R,of)=p+po(f).

En général, si AeR, p(R,of)+Ar+p(f) (voir III.2.7).
De la propriété (2.9) il suit que p passe au quotient et définit une application
continue (que I'on note encore p), p: Diff? (T")—T".

Proposition (2.10) (invariance de p par conjugaison). — Soient f et geDO(T?), et h=Id+4¢
avec peCO(TY) (h n’est pas nécessairement un homéomorphisme). St hof=goh, alors po( f)=p(g).
Démonstration. — Si neN, hof"=g"oh, donc f"+@of"=g"oh—h-+h, soit :
Sfr—Id n of” _ (g"—1Id)okh +<_p .

n n n n
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Si n—> 4o, on en déduit que :

im S (01
o) = lim o i (£

oh)=o(e). ®

En particulier si £eD°(T'), on conclut que :

o(f)=p(h" ogoh)=0(g).
Donc, si g=R, et f=k"'oR, 0k, alors p(f)=a.

Proposition (2.1x). — St f et geDO(TY) commutent, alors o fog)=rp(f)+ p(g)-

Démonstration. — On écrit f=1Id + ¢, g=1d + ¢. Soit p. une mesure de probabilité
invariante par f et 7 (qui existe par le théoréme de Markov et Kakutani), oi f et g sont
les homéomorphismes induits sur T* par fet g. On a :

Sog=Id+{+eqog.
Par (2.6) :
e(fog)=w(b+eog)=u()+u(e)=pe(f)+re(g) m

Remarque (2.12). — Soient f et g dans Difff (T") avec fog=gof; si Fet ¥sont des
relevements de f et g 3 D°(T"), alors foZ=%o jN. En effet, soit p. une mesure de pro-
babilité sur T"invariante par f et g; posons fv =Id+¢ et §=Id+¢. Comme fog=gof,
fo¥=Zof+p avec peZn. Il suffit de voir que p=o0. Or:

w(foF—Id)=u(e) +u(¥) =u(Zo/—1d),

~

donc o=p(p)=p, et fof=Fof m

3. Généralités sur la conjugaison.

Définition (3.1). — Soient 0<r<w et 0<k<r, feD'(T") (resp. Diffj(T"));
f est Ct-conjugué 3 R, si f est conjugué a R, dans D*(T") (resp. Diff5(T")). Remarquons
qu’il est équivalent que feD'(T") soit C'-conjugué & une translation et que f le soit.

(3.2) Minimalité.

Soient X un espace topologique métrique compact non vide et f un homéo-
morphisme de X. Si xeX, Porbite de x par f est Pensemble {f"(x)|neZ}.

Définition. — f est minimal si tout ensemble fermé invariant par f est vide ou égal
a X (ou encore si I'orbite de tout point de X est dense).

Propriétés. — 1) Si f est conjugué a g dans le groupe des homéomorphismes de X
et si f est minimal, alors g est minimal.
2) f est minimal si et seulement si, pour tout xeX, { f"(x)|neN} est dense dans X.
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3) Si FCX est fermé, non vide et invariant par f (i.e. f(F)=F) alors F contient
un fermé M non vide, invariant par f et minimal pour la relation d’inclusion (i.e. f|y
est un homéomorphisme minimal de M). (Utiliser le lemme de Zorn).

4) Si p: XY est continue surjective et si g: Y—>Y est un homéomorphisme
de T’espace compact Y vérifiant pof=gop, alors, si f est minimal, g Pest aussi.

Exemple. — Soit R, une translation de T"; R, est minimale si et seulement si R,
est une translation ergodique.

(3-3) Classe de différentiabilité de I’ homéomorphisme qui conjugue a une translation ergodique.

Lemme (3.3.1). — Si feDO(T") commute avec une translation R, ergodique sur T",
alors f est une translation.

Démonstration. — Ecrivons f=Id+¢ avec 9eC(T",R". On a foR,, =R, ,of
pour tout keZ, donc ¢oR,,=¢ : comme R, est une translation ergodique sur T",
¢ = C =constantecR", donc f=R;. m

Proposition (3.3.2). — Soit feD'(T") vérifiant f=g 'oR, 08, £€D*(T") pour
i=1,2; si R, sur T" est une translation ergodique, il existt GeR" telle que Ryog,=g,.

Démonstration. — g7 oR, 08, =g5'0R,0g,, donc gyog;! commute avec R,, donc
&=Rgog.

Si 1<r< 0, feD'(T"), et f=g 'oR,0g avec geD’(T"), ou R, sur T" est une
translation ergodique, alors la classe de différentiabilité de g est indépendante du choix de g.

Probléme (3.3.3). — L’objet de ce mémoire est le probléme du rapport entre la
classe de différentiabilité de f et celle de g.

(3-3-4) Soit D’(T" o)={geD’(T")|g(o)=o0}, sous-groupe fermé de D'(T");
on définit de méme Diff;j(T", o). Si R, est sur T" une translation ergodique et si feD"(T")
est C’-conjugué a R, il existe un unique geD’(T" o) tel que f=g 'oR,0g. En effet,
si f=gi'oR,0g avec geD’(T"), il suffit de prendre g=R_, ;0g,; g est unique
par (3.3.2).

4. Définitions de F;, O, et Oy*%, o<k<r.
(4.x) Définition de F,. — Soit acR'; on pose

Fo ={feD(T") |o(f) =a}

(homéomorphismes de nombre de rotation «); F? est fermé dans D°(T") puisque p est
continue. On définit, pour 1<r< o :

F, =F nD'(TY).
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L’ensemble F/, est fermé dans D'(T') pour la C'-topologie. On pose
F o ={/eDifl{(T") | o(f) =n(a) eT'}.
Si w:D'(T') — Diffj(T") — {1} est la projection canonique, © est évidemment, pour
0<r<®, un homéomorphisme de F; sur =(Fy)=F,. (Puisque :
¢ : Diff?(T") - T' C Diff? (T")
est homotope a I'identité, 'image inverse par p du revétement Z—R—T! est isomorphe
au revétement Z — D°(T') — Diff} (T").) On identifiera F, avec Fj,,.
(4.2) O, orbite de R, (*).
On pose, pour aeR et 0<r<o :
O, ={goR,0g™"|geD"(T")}
et O}y ={goRymog™" | geDifff (T')}.
= est un homéomorphisme de O} sur O, et on identifiera O} avec O, . On
a, par (2.10) (Pinvariance par conjugaison de p), O, CF,.
(4.-3) Définition de Op*, o<k<r.
On pose, pour aeR, o <ik<r :
O =0kNF,

(difféomorphismes de classe C" qui sont Ck-conjugués 2 R,) et Op"=0}. Ici encore

7 est un homéomorphisme de O}* sur Op% permettant de les identifier.

5. Points périodiques et nombre de rotation.
Soient feD(T?) et f=m=(f).
Définition (5.1). — f a un point périodique d’ordre ¢, sif? a un point fixe sur T

Lemme (5.2). — Soit feDO(TY). §’il existe p, geN et xyeR tels que f(x) =R (%),
alors o(f)=plqeQ.

, . . gl \ T S (%) — %, _ b
Démonstration. — Si neN, f"(x,) =x,+np, donc p( f)= 11111 —————=-eQ. u
n-—> «© n
On en déduit par (2.4) la ! 1
Proposition (5.3). — Soient feD(TY) et =(f)=f.
1) f a un point périodique d’ordre minimal q si et seulement si o( f) =§ €Q, p et g premiers

entre eux ; f* est alors sans point fixe si k n’est pas un multiple de q.
2) o(f)eR—Q si et seulement si f est sans point périodique.

(1) Si feDiff7(T), avec p(f)=+o0, estsur un groupe C" & un paramétre, alors ce groupe ¢; & un paramétre
est isomorphe & une action de T? (q; agit transitivement sur T!, et le stabilisateur d’un point est isomorphe 2 Z),
et on voit facilement que f est C’-conjugué a2 Ry avec o =p(f).
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6. Caractérisation de O], p/7cQ.

Si p/geQ et f=g 'R, 0g avec feD'(T') et geD(T'), alors f?=R,.
Si f est sur T' un difféomorphisme périodique, {f"|neZ} est un groupe isomorphe
a Z/qZ.

Critére de conjugaison. — Sotent 0<r<w et feD'(T') avec o(f)=p|q; alors f est
C'-conjugué @ R, si et seulement si f7=R,.

q—1
Démonstration. — Soit g=§‘2‘. (f"—ig). Si feD’(T), alors :
=0

- geD'(TY) et gof=R,,0g,

soit f=g"'oR ,og. W

L’ensemble Oy, est donc fermé dans F;, pour la C'-topologie. Nous verrons
en IIl.2.5 que O;,

r
. est sans point intérieur dans F,.

7. Introduction a Pétude de F} pour «cR—Q.

(7.1) Semi-conjugazson.

En général, si feD"(Tl) et si p(f)=aecR—Q , f n’est pas CO-conjugué a R,
puisque f n’est pas minimal. Nous reprendrons de tels exemples, dus & Denjoy [2] et
Bohl, au chapitre X.3.1. Néanmoins f est semi-conjugué au sens de la proposition
suivante :

Proposition. — Soit feDO(TY), tel que o( f)=acR—Q; ilexiste g: R—>R, continue
monotone non décroissante avec g—IdeCO(T") (i.e. g est sur T de degré 1) et telle que :

,’g‘onRaog.
Remarque. — Si on écrit g=Id+1¢, et f=Id+4 ¢, alors ¢—¢of=¢—a.

Démonstration. — Soit p une mesure de probabilité sur T! invariante par f, donc
par f~1; w est sans masse atomique puisque f est sans point périodique.

Soit g(x)= f du; g est continue non décroissante puisque @w>>0 est sans masse

atomique, .g(o)=o0 et g(x+n)=g(x)+n pour neZ puisque fa’p. u(1)=
Comme f,u=p :

8(f(x)) —&(f(0)) = g(x)—g(0).
Si C=g(f(0))—2(0), gof=Rgog et, par (2.10), C=a=p(f). m

(7.2) Sur Pensemble de Cantor invariant.

-Soit w une mesure de probabilité invariante par f. On verra en (8.5) que w est
unique si p(f)=acR—Q.
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Proposition (77.2.x). — Sous les hypothéses de la proposition de (7.1), g est un homéo- |
morphisme si et seulement si le support de p est T

Démonstration. — En effet dans ce cas g est strictement monotone. W

(7.2.2) Soit F=supp(p); F est un fermé invariant parf et sans point isolé puisque
(. est sans masse atomique. Si F+T?, alors f n’est pas minimal, donc n’est pas
C%conjugué a R,.

Proposition (7.2.3). — 8¢ F+T, alors F est un ensemble de Cantor de T* (i.e. un fermé
sans point isolé, et d’intérieur vide), qui est Punique ensemble minimal non vide invariant par f.

Démonstration. — Soit g(x) :f: dp. Soit g: T'—»T!; ona g(F)=T!; g|; estinjective
sauf sur un ensemble dénombrable D de F (i.e. les extrémités des composantes connexes
de T!—F). Soit M un ensemble fermé invariant par f, tel que M+@. Comme

§°f= R,0g,
&(M) est invariant par R,, donc g(M)=T!, e¢ MDOF—D. Comme ’adhérence de
F—D est F puisque F est sans point isolé, il suit que MDF; F est donc bien I'unique
ensemble minimal invariant par f. Si F+T!, Int(F)=0, sinon la frontiére de F serait

invariante par f et F ne serait pas un ensemble minimal; F est sans point isolé puisque
@ est sans masse atomique : F est bien un ensemble de Cantor dans T'. m

Remarque (77.2.4). — g(D) est un ensemble dénombrable invariant par R,. Le
nombre d’orbites pour ’action de R, est soit un, soit fini ou méme dénombrable (voir
Denjoy [2]).

(77.3) Points errants.
Soit f: X—X un homéomorphisme de I’espace métrique compact X (non vide).

Définition. — Un point xeX est (topologiquement) errant pour f s’il existe un voisi-
nage ouvert U de x tel que, pour tout entier n>1, on ait Unf"(U)=0 (ce qui
revient a dire que les ensembles f™(U), pour neZ, sont deux a deux disjoints).

On pose Q(f)={xeX|x est non errant pour f}; Q(f) est un fermé de X non
vide, invariant par f. Noter que toute mesure de probabilité p invariante par f vérifie

supp(w) € Q(f).
Si xeX, on pose w(x)= nQn{ S(x), f**1(x), ...} (autrement dit & (x), 'ensemble

o-limite de x par f, est I’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite { f"(x)},cx) €t on
pose aussi o () =w..(x). Noter que, puisque X est compact, o (x) et «(x) sont des
fermés, non vides, invariants par f. De plus, on a «,(x) CQ(f) et ax) CQ(f).

Proposition. — Soit feDiff*(T?), tel que o(f)=acT'—(Q[Z). Alors Q(f) est Punique

ensemble minimal non vide invariant pour f.
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Démonstration. — La seule chose qu’il faut savoir est que si p est une mesure de
probabilité invariante par f et supp(p) =F+T?, alors F=Q( f). Soit I, une composante
connexe de T'—F+@. Comme pour tout entier neZ, f"(I1,) est une composante connexe
de T*—TF, les intervalles ( f"(1,)),c 7 sont disjoints deux a deux, car f est sans point pério-
dique. Donc tout xeT'—F est topologiquement errant. Il suit que Q(f)=supp(p). m

Remarque. — Sous les mémes hypothéses que dans la proposition, on vérifie que,
pour tout xeT?, alors o/ (x)=Q(f).

8. Unique ergodicité des homéomorphismes de T sans point périodique.

(8.1) Rappels (voir Fiirstenberg [1]).

Soient X un espace métrique compact non vide et f: X—X un homéomorphisme
de X.

Définition (8.x.1). — 1) f est uniquement ergodique si f a une unique mesure de proba-
bilité invariante p.

2) f est strictement ergodique si f est uniquement ergodique de mesure invariante
et si la p-mesure de tout ouvert non vide est strictement positive (ou encore supp(p)=X).

Exemples (8.2). — 1) Une translation ergodique sur T" est strictement ergodique,

—
la mesure de probabilité invariante étant la mesure de Haar. En effet, si w(k), pour
keZ", sont les coefficients de Fourier d’une mesure invariante par R,, alors on a

ak\)(l—ez"‘”"“’)zo : u est la mesure de Haar de T"
2) Soit fe DIff3 (T, telque o(f) =L@, (,0)=1, etquesi—R,aitsur Trseule-

ment ¢ points fixes (i.e. f a un unique cycle périodique {xy, f(%o); - - -, ST (x0), S (%0) =%o})-
Alors Q(f)={xg, ---,f1 (%)}, et P'unique mesure de probabilité invariante par f

1 . .
est p:aigq&m) (ot 3, est la masse de Dirac en y).

Propriétés (8.3). — a) Si f, uniquement ergodique (resp. strictement ergodique),
est conjugué a g dans le groupe des homéomorphismes de X, alors g est uniquement
ergodique (resp. strictement ergodique).

b) Si f est uniquement ergodique avec pour unique mesure de probabilité inva-
riante yu, supp(p) est 'unique ensemble minimal compact non vide invariant par f.
(En effet, pour tout ensemble invariant F fermé non vide, par le théor¢me de Markov-
Kakutani il existe une mesure de probabilité invariante par f et de support contenu
dans F.) En particulier, si f est strictement ergodique, f est minimal.

(8.4) On rappelle que C°(X) est ’espace des fonctions continues sur X, avec
la norme de la convergence uniforme.
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Proposition. — Les quatre affirmations suivantes sont équivalentes :

1) f est uniquement ergodique, de mesure de probabilité invariante p;

2) Pespace des mesures de Radon invariantes par f ést de dimension 1; 7

3) Padhérence de {@of— | peCO(X)} dans CO(X) est un hyperplan (une forme linéaire
définissant cet hyperplan étant p.); -

4) pour tout ¢eC(X), st k— oo, Eﬁ?{)qm f* converge uniformément vers une cons-
tante (=u(p)).

Démonstration. — Elémentaire (voir Fiirstenberg [1]).

(8.5) On a la proposition suivante, due a Carleman [1], Denjoy [1] et Fiirsten-
berg [1] :

Proposition. — Soit feDiff? (T) telle que o( f)=ocT'—(Q/Z); alors f est uniquement
ergodique.

Démonstration. — Soit p une mesure de probabilité invariante par f, et soit
g(x)zf:dp.. D’apres (7.1) gof=R,0g; g, est donc la mesure de Haar m de T. Soit
@, une autre mesure de probabilité invariante par f; g,p, est invariante par
R, (xeT'—(Q/Z)), donc g,p,=m. On voit facilement que supp(p)=supp(p,)=F,
directement ou par (7.3). Comme Z|; est injective sauf sur un ensemble au plus dénom-

brable, de w (et aussi de p,)-mesure nulle car p et w, sont sans masse atomique, on
conclut que p=uy;. W

~

g. Critére de C’-conjugaison a une rotation.
On a le

Critere. — Soit feDO(T); f est CO conjugué a R, (a=p(f)) si et seulement s’il existe
une suite de nombres meN, m— oo, telle que la suite (f™); oy soit équicontinue.

Démonstration. — 11 est élémentaire de voir que la condition est nécessaire; montrons
qu’elle est suffisante.
a) Cas po(f)=0cR—Q
Soit . une mesure de probabilité invariante parf;si supp(w) =T?, alors, par (7.2.1),
f est CP-conjugué a R, ; supposons par Pabsurde que supp(u)+T.. Comme F:supp(p.)
est invariant par f, T'—F est invariant par f et ouvert. Soit I, une composante connexe
de T!—F. Puisque, pour tout neZ, f"(I,) est une composante connexe de T'—F et
que f est sans point périodique, les intervalles (f"(I,)),ez sont tous disjoints. Si n—>+ oo,
la longueur de f"(I,), pour la distance standard de T, || ||, tend vers o. Or f™ envoie
f (1) sur I,; comme la longueur def "(I,) tend vers o si i—-o0, ceci est contraire
a léquicontinuité de la suite (f™),cy (i.e. pour tout e>o, il existe n>o tel que
lx—y[|<n implique, pour tout i, ||f(x)—/*()]|<e). |
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Donc, par I’absurde, supp(p)=T* : f est C’-conjugué a R,.
b

b) Cas 9(f)=§€Q,

La suite (f™);cy est équicontinue, donc aussi (f"*—mnp). Supposons que f!+R,;
soient a<<b tels que :

(fi—p)(x)—x+0 si x€la, b[

et (fr—p)()—x=0 si x=a e x=b.
Si keN, k—+oo, fY“—kp converge simplement sur ]a, b[ vers a si (f?—R,)(x)<o
(si (f?—R,)(x)>0, f¥—kp converge simplement sur ]a, 5[ vers b); la limite simple

sur [a, b] de f®—Fkp n’est pas continue sur [a, b]. Donc (f™*—n,p) n’est pas équicontinue.
Par conséquent, f?=R,, et on applique alors 6. m
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Commentaire :

Ce chapitre est consacré a I’étude de la topologie des fermés F%, dans D"(T!). C’est V. I. Arnold qui, le premier
4 notre connaissance, entreprit cette étude, qui est d’ailleurs élémentaire. La définition des semi-stables, ainsi que
la proposition (4.1.1), sont de V. I. Arnold. Nous reprenons cette étude pour en donner des démonstrations qui
restent valables dans les cas C® et Cl.

L’exemple (3.4) est de J. Moser (la démonstration est de nous). La connexité de F, (x€éR—Q) est de
F. Sergeraert (la démonstration est de nous). La proposition (3.2) est une réponse a une question de V. I. Arnold [1].

. . 2 N I3 l ’
On peut dire que ce chapitre est consacré a I’étude pour o< |a| < pom fixé, de :
n:

A b fo(x)=x +a sin 2mx +A€D®(TY)

ou plus précisément de A b p(f3)=~h(X). Nous conseillons au lecteur de garder cet exemple constamment a P’esprit,
cet exemple étant générique par (4.5).
On étudie en 1 des généralités sur A > p(fi). En 2 on étudie F}/,. On verra en (3.2), que pour tout seQ,

Int(F}/)=Up/y #@ (intérieur dans D'(T?)) et que la frontiere de Fj/, dans D7(T?) est formée des semi-stables :
F},/¢ YF}_jq- En 3, on montre en particulier que, si h(A)=p(f2), olt fa(x)=~x+asin 2;mx +1, alors, pour tout
$/9€Q, h~(p/q) est un intervalle d’intérieur non vide. On montre en (4.5) que cette propriété, équivalente a la
propriété A,, est générique dans D7(T') pour o<r<w.

Les propositions les plus importantes sont les suivantes : (4.1) implique que, pour tout « ER—Q et tout
SEDTY), il existe un unique Ay (f) tel que p(Ry,()0f)=0. Il en résulte en (4.4) que, pour tout 0 <7<, tout
r<k et tout a €R—Q, FE est dense dans F, pour la C'-topologie.

En 5, toujours avec f(x)=x + asin 2nx, on montre que K;=[o, 1]—1Int(k71(Q)) est un ensemble de Cantor
dans [o, 1].
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En 6, on étudie F"=D"(T')—Intp~(Q). On montre en (6.2) que D"(T)NIntp~1(Q) est un ouvert
dense de D"(T?) pour tout 0<r<w. Si r>1, Intp~1(Q)ND’(T!) contient un ouvert dense de difféomorphismes
structurellement stables (voir Arnold [1]), mais du point de vue de la conjugaison différentiable, la stabilité struc-
turelle est une illusion : si f est structurellement stable, alors son orbite C! est de codimension infinie.

Pour le probléme de « la mesure » de Int p~1(Q)ND"(T') nous renvoyons a Arnold [1] et Herman [1] (la
famille A b fj(¥)=x +asin 2mx + A est étudiée).

On suppose que, si 0<r<w, alors r est entier ou égal 3 + » ou w.

1. Généralités sur Ap(R,0f) (AeR).

(xr.1) Soient 0<r<w et feD'(T'); alors, si AeR, R,ofeD’(T!). Posons
p(R,of)=#h(A); h:R—R est continue par la continuité de p (II.2.7%), et
h(A+n)=n-+h(X) si nel.

(r.2) Si g,5,6C(R), on dit que g3 <g, (resp. £<gs) si g—g >0 (resp.
ga—8:>0). Si g, et g, sont strictement croissantes, et si g,<g, et x<yp, alors pour
chaque entier n>1, gi(x)<gi( ).

(x.3) Il en résulte la
Proposition. — A>h(N) est continue, non décroissante, et h(R)=R.
Démonstration. — On a, pour A, <X, et n>1 entier, (R, of )"<(R; of)", donc:

o(Ry,of )= lim BV H_ i, Roo/)—1d

n-> +oo n —n—> +0 n

=p(Ry,of);
k est donc bien non décroissante, et la proposition résulte de (1.1). m

Proposition (x.4). — On a, pour tout entier n :

si. Ao R,of"<(R,of)";
st Ao  (R,of)"<R,of"

Démonstration. — Supposons A>o0 (la démonstration est analogue si A<0). On
démontre la proposition par récurrence sur n. C’est vrai pour n=1. Le cas n—1 donne
R,of" *<(Ryof)" L. Comme f<R,of, on a donc :

(Ryof" ™) of < (Ryof)" "t o (Ryef ),
soit R, of"< (Ryof)" .

La proposition suit par récurrence. m

2. Etude de Fj,={feD'(T")|o(f)=p/q}, pour o<r<w, p/geQ.

(z.x) Si feF;,, alors f*—R, s’annule par II.2.4.
Soit U, ={feF;,|f"—R, s’annule en changeant de signe}. Evidemment,
Uy, est ouvert dans D'(T"). Nous verrons en (3.2) et (3.3) que pour tout 0<r<o

et tout p/geQ, Uy +0.
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(2.2) Les définitions suivantes sont dues a Arnold [1] et donnent la frontiére
de Int F;, dans D'(T) :

Définition. — Soient dans F;, Pensemble des semi-stables en avant :
F;»,/q:{fEF;/qlfq"RpZO}
et celui des semi-stables en arriére :

F;-/qz{fEF;/q | f— RpS 0}.

(2. 3)’ F; ), et F; , sont fermés dans D'(T') pour la C'-topologie.

(2.4) La proposition suivante montre que F,  UF, , est dans la frontiere
de F;, dans D'(T") :

Proposition. — Si fe¥, . (resp. F, ,), e¢ A>0 (resp. A<0), alors :

p(Ryof)>e(f)=plg  (resp. p(Ryof)<p(f)).

Démonstration. — On suppose que feF] , (Pautre cas étant analogue). Comme,
pour A>o, on a p(Ryof)>p(f), il suffit de voir que p(R,of)*+R,,. Or
(Ryof)?>f">R,, donc comme (R;of)?—R, ne s’annule pas, on a po(R,of)+p/g. 1l
suit que p(R,of)>p(f). m

(2.5) On a F,, =1y II(F, ,UF;,

plg P+/q p—/q) .

Proposition. — La frontiére de ¥, dans D'(T') est F} , UF,

/q P+la p-Ig°

Démonstration. — Comme U}, est ouvert dans D'(T") et que :

»
¥, VF, , CFrontiere de (F,,),

on a bien la proposition. m

(2.6) feF, ,NF, , est équivalent a f?=R,, donc, par II.6, F, ,nF, , =0O;

-lq ple*

(2.7) Considérons la fonction A > k(2)=p(R;0f). Comme F,, a un intérieur non
vide (voir (g.2)) et que A(\) est monotone et continue, h~'(p/q)=[a,b]CR avec en
général a+b. Bien entendu, R,of est semi-stable en avant, et R, of est semi-stable en
arriére. Par conséquent, 2~*(p/g) est réduit a un point si et seulement si (R,of)?=R,, ou
encore R, ofe0;, . Soit favec p(Ryof) =plg et (R,of)'+R,; alors A~'(p/q) =[a, b]
avec a%b et de plus, pour Aela, b[, R,ofelnt(F; ). Dol :

Proposition. — Soit feD'(T"), tel que, pour tout p/geQ et tout AeR, (R,of)'+R,;
alors, pour tout plqeQ, k='(plq) est un intervalle d’intérieur non vide.

Remarque. — En utilisant (2.7) et (4.4.3) on montre que pour tout p/geQ et

0<r, l'adhérence pour la C'-topologie de Int(F;,) est F; .

plg
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3. Exemples de familles.

(3.1) Soit eeC®(T"); ¢ est entiére si p(x) se prolonge en §(z) fonction holomorphe
de C dans G avec C=R®iR, i=4/—1 et z=x+41y (¢ est la complexifiée de ). Si
o(2) =x—1), 60¢(2)=9(c(z)). De plus ¢ =0 implique ¢ =o.

Proposition (3.2). — Soit f=1d + ¢eD*(T"), ot eeC(T) se prolonge en une fonction
entiére (par exemple o polyndme trigonométrique). St ¢ n’est pas constante et si o( f) =p[qeQ,
alors f'¥R,.

Démonstration. — Par ’absurde; f se prolonge en une fonction holomorphe de C
dans G, f(z)=2z-+9(z). Si, pour tout xeR, f%x) =R, (x)=x+p, alors, pour tout zeC,
SUz)=z+p=R,(2), d’ou, sur C, (R_,of*"!)of=1Id;. Comme la composée de fonc-
tions entieres est entiére, ceci implique que f est un difféomorphisme biholomorphe de C.
Or, il est classique que les seuls difféomorphismes biholomorphes de C sont de la forme

fz2)=az+b avec acC et beC.

Comme f=1Id+¢, ¢ est constante et la proposition en résulte par I’absurde. m

(3-3) Soit f=1Id +¢eD®(T"), ol ¢ est un polynéme trigonométrique non constant;
si A(A) =p(R,of), alors, pour tout p/geQ, h~'(p/q) est un intervalle d’intérieur non

vide par (2.7). Par exemple, si 0<|a|<§%, fu(x) =x 4 asin 2nx convient.
(3.4) Exemple des fractions rationnelles.
PSL(2, R) =SL(2, R)/{—1, 1} agit sur P,(C) et aussi sur D2={zeC||z|<1}
par zl—)e""“.(z;_a), avec AeR et |a|<1. Considérons la fraction rationnelle :
(z—a) (1—b2)
“(1—az) " (2—0)

27T .2

Ot abe avec AeR et |a|<1, [b|<I;
&, laisse invariant S'={zeC||z| =1} et g,:S'>S' est une application de degré 1.
Si a et b sont suffisamment voisins de o, g, induit sur S' un difféomorphisme C®. Si A
varie dans R, p(g,) prend toutes les valeurs de T

Proposition. — Soit g: C—C une fraction rationnelle qui induit sur S* un difféomor-
phisme C° préservant Porientation. St g¢ PSL(2, R) et si o(g)eQ[Z avec o(g) =p/q(mod 1),
alors on a g¥+1d.

Démonstration. — g définit une application holomorphe de P,(C) dans lui-méme.

Si g|&=1Id, alors g est une application biholomorphe de P,(C), par conséquent

az-+b

PGL(2, C =

¢ePGL(2, ©) (g(z) —

la proposition en résulte par ’absurde. (Attention a z1/z qui ne préserve pas 'orien-
tation sur S.) m

ad— bc:l:o), puisque g laisse invariant S!, gePSL(2, R);
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4. Topologie de F, («.cR—Q) dans D'(T%).

(4.1) La proposition suivante, due & Arnold [1], permet d’affirmer qu’en un
« sens intuitif » F}, (¢kceR—Q)) est de codimension 1.

Proposition (4.x.1). — 87 feDO(TY) avec o(f) =acR—Q, alors o(R,of)=10p(f)
implique que A=o.

Remarque (4.1.2). — Cela signifie que la fonction £(A) =p(R,of) prend chaque
valeur «ceR—Q wune et une seule fois.

Nous allons donner d’abord une démonstration lorsque f est C°-conjugué a R,.
Pour cela, on a le

Lemme (4.1.3). — Soient f et f,€DO(TY) avec o( fy) = p(f3) = aeR. 8i f, est CO-conjugué
a R, alors fiof;™' a un point fixe.

Démonstration. — Par conjugaison, il suffit de montrer que f,oR_, a un point
fixe; or cela résulte de I1.2.4. m

Démonstration de (4.1.1) st f est CO-conjugué ¢ R,. — Par le lemme (4.1.3), on
conclut alors, en posant R,of=f, et f=f,, que R,=fof;”' a un point fixe,
soit A=o0. m

Pour démontrer (4.1.1) si f n’est pas C%conjugué a R,, nous allons utiliser
la minimalité de f sur (I'unique) ensemble de Cantor minimal invariant.

On suppose dans le lemme suivant que f n’est pas C%conjugué a R,, mais le
lemme reste valable si f Dest.

Lemme (4.1.4). — Pour tout €>o, il existe xeR, peZ et neN (resp. peZ et
n,eN) tels que :

(1) x—e+p<frx)<z+p
(2) (resp. x+py<f™(x) <x+<c+py).

Démonstration. — Par II.7.1 et 7.2, soit g: R—>R, g=Id+¢, avec ¢eC(T),
g continue, monotone non décroissante et telle que gof=R, og. On suppose que g
n’est pas un homéomorphisme. Soit, sur T?, F 'unique ensemble minimal invariant par f
(support de 'unique mesure de probabilité invariante par f) ; g est constante sur chaque
composante connexe de T*—F; soit D I’ensemble des extrémités des composantes connexes
de T'—F. Soit xeF—D. Comme F est un ensemble minimal pour f, {f"(x)|neN} est
dense dans F. Comme g, est injective, sauf sur D, et que gof"(x)=R,,08(x), on voit
en ordonnant T!, que pour tout e>o, il existe neN (resp. n,€N) tel que :

x—e<frx)<x (resp. x<f™(x)<x-+e).
Le lemme en résulte par relévement a R.
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Remarque. — La démonstration montre qu’on peut choisir xeF—D arbitrairement.
On peut démontrer le lemme plus rapidement ainsi : d’aprés II.2.4, pour tout entier ¢,
f?—1d—gqga s’annule. Il suffit alors, par Dirichlet, de choisir des entiers ¢,— 4 o tels
que, si n—>-+4 o, g,a—>o0, (mod I1).

Démonstration de (4.1.1) si f n'est pas CO-conjugué @ R,. — Pour tout e>o (resp.
€<0), on va trouver A, avec 0<27,<e (resp. e<A, <o) tel que:

e(R,,0f)eQ, donc  p(R, of)*p(f)eR—Q.
Comme Abp(R,of) est monotone non décroissante, p(R,of)=p(f) impliquera bien

que A=0 (i.e.,pour A=0, A p(R,of) eststrictement monotonesi p(f) =acR—Q).
Soit €>0 et considérons (R,of)". On a d’apres (1.4), pour tout zeN :

(Reof)" (%) 2 e +f"(x).

Le nombre e>o0 étant donné, soient x et n donnés par le lemme (4.1.4);
on a e+f"(x)>x+p, et aussi f"(x)<x+p. Comme Are[o,c] (Ryof")(x)eR est
continue en A (par la continuité de A (R,0f)") et comme f"(x) = (Ryof)"(x)<x+p
et (R,of)"(x)>x+p, il existe, d’apres le théoréeme de la valeur intermédiaire, A, tel que

(R, 0f )" (%) =%+ 9.
Donc p(R,,0f) =p/neQ.

La méme démonstration marche si ¢<o, en utilisant (1.4) et le lemme (4.1.4). m

Remarque (4.1.5). — Soient «eR—Q et f,eF) pour i=1,2; alors fiof,™ ! a
un point fixe. (En effet, si f;of;"'—Id>o0, alors il existe A>0 tel que f;>R,of, et on
applique (4.1.1). Si fiof; '—Id<o on fait un raisonnement analogue.)

(4.2) Les fonctions A,, N\, , et A

q P-Ig°

Soient «eR—Q et p/geQ fixés. On définit les fonctions A,(f) (resp. A, ,(f),
N (f)) qui & feD’(T') associent 'unique nombre réel A (f) (resp. A, (f), A, (f))
tel que R, ofeF; (resp. R7‘P+/q(f) ofeF, , et Rlp_/q(f) ofeF; ).

Remarquons que ces fonctions existent par (1.3) et sont univoques par (4.1.1)

(resp. (2.7)).

Proposition (4.2.1). — Pour o<r<w, les fonctions A, (resp. A sont continues
sur D'(T") pour la C'-topologie.

Pour démontrer la proposition, nous utiliserons le lemme suivant, dont nous
laissons la démonstration en exercice.

P+lg° }‘p-/q)

Lemme (4.2.2). — Sotent X un espace topologique métrisable, K un compact métrisable,
et f: XK une application de graphe fermé; alors f est continue.

Démonstration de (4.2.1). — On peut supposer que p(f)e[—1, 1] et que « ou
plge[—1, 1]. Puisque, pour tout feD*(T'), o(f+n)=n-+p(f) pour neZ, onvoit alors
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que A, (f) (resp. A, ,(f)s Ay jy(f)) est dans [—2, 42]. Montrons que le graphe de
Apg(f) est fermé dans A= (p~'[—1, 1]nD'(T")) X [—2, +2]. Si (f,2)eA, alors
(f; »)egraphe de (A, ) si et seulement si R,ofeF, ,. Comme F , est fermé dans
D’(T") pour la C’-topologie et que I’application (f;2) = R,of est continue, le graphe
de A, est bien fermé, donc A, , est une application continue de p~'[—1, 4+ 1]ND"(T")

dans R (par (4.2.2)), etil suit que 2, ,: D'(T') > R est bien continue. On montre de

méme que A, (resp. A, ,) est continue. W

(4-3) Connexité de ¥, acR—Q.

Pour la connexité de F, , et F, ., etc., je renvoie & Arnold [1].

La proposition suivante est due a Sergeraert :
Proposition. — St acR—Q e 0<r<ow, F est contractile dans la C'-topologie.

Démonstration. — On suppose que ac]o, I[. Si f=Id-+ ¢eF,, alors ¢>o0. Si
0<t<1, fy=Id+tp est un chemin continu pour la C'-topologie dans D"(T!), et

o<e(f)Se(f)=x m
L’application (¢, f) - R, ;)of, est une rétraction par déformation de F7, (dans F})
sur R,.

(4-4) Densité.

(4-4.1) Soit f,eD*(T!) pour ieN, avec f;=1Id+ ¢, les ¢; étant des polynémes
trigonométriques non constants a coefficients rationnels. Alors la suite {f;};cy est un
ensemble dénombrable dense dans D"(T!) pour la C’-topologie (r est supposé entier).
On a la

Proposition (4.4.2). — Pour tout 0<r<cw et tout «cR—Q, si r<k<e, Ft est
dense dans ¥7, pour la C'-topologie; plus précisément, considérons
gz‘=Rla(f;)° i
(&)icn est dense dans ¥, pour la C'-topologie.

Démonstration. — Considérons ’application continue surjective :
¢: feD'(T") > R, ;ofeF,.

L’image par ¢ d’un ensemble dense est dense; par conséquent, ¢(D¥(T!))CF¥
est dense dans Fy,, et de méme ¢(( f;); cy) est donc dense dans F; pour la C'-topologic. m

Proposition (4.4.3). — Soient 0<r<o et p/geQ. Soit g=R, . of; (resp.
RAP_M(,.,)O fi). Alors la suite (g;) est dense dans F7, ) pour la C'-topologie.

P+/q

(resp. F

;—/q
Démonstration. — Identique a celle de (4.4.2). ®m
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Remarque. — Pour tout ieN, g; a un nombre fini de points périodiques sur [o, 1]
(ie. g§—R, a un nombre fini de zéros sur [o, 1], ceci par (3.2) et le fait que g est
R-analytique).

(4.5) Une propriété générique : la propriété A,.

Soit 0<r<w. On dit que feD'(T') a la propriété A, si, pour tout p/geQ et
tout AeR, (R,of)'+R,.

Remarque. — S’il existe A tel que (R;of)’=R,,
par (4.1.3)).

Proposition. — Pour o<r<ow, la propriété A, est générique dans D'(T') pour la
C’-topologie.

Démonstration. — Soient p/geQ et G, ={feD"(T")| Ry, inof)1=R,}; Gy est
fermé pour la C'-topologie dans D'(T*). Remarquons, puisque la relation (R,of)?=R,
ne peut étre vérifiée que par au plus un A, que G}, ={feD’(T")| il existe A tel que

(Ryof)1=R,}; Vp
points de D"(T") ou A, est vraie est

A est unique par (2.7) (et aussi

=D'(T")—G;,, est donc un ouvert, dense par (3.2). L’ensemble des

p/qqu;,q, qui est donc résiduel dans D'(T'). m

5. Un ensemble de Cantor K;=[o, 1]—Int{)|p(R)of)eQ} pour f ayant la
propriété A,.

(5.1) Soit feD'(T'), vérifiant la propriété A,, par exemple f=Id +oeD*(T?),
ou ¢ est un polynéme trigonométrique non constant. L’exemple « canonique » est,
pour o<|a|<1[2m :

fa(x) =%+ asin 27x.

On suppose que f n’est pas semi-stable.

Soit & : A p(R,of); k est continue, monotone non décroissante, k(A +n)=n-+Ak())
pour neZ, et, pour tout p/geQ, h~'(p/g) est un intervalle d’intérieur non vide
(par (2.7)); de plus, si «eR—Q, A~ («) est un point (i.e. % est strictement monotone
en h~'(x)) par (4.1). Soit K;=]o, 1]—Int(A2~1(Q)); K; est fermé dans [o, 1].
Si f,(x)=x+asin 2nx, on posera :

K,=K,,.

Proposition (5.2). — Soit feD'(T'), ayant la propriété A,, et non semi-stable; alors
K,=[o, 1]—Int(h~"(Q)) est un ensemble de Cantor, e¢ D=K,Nh™'(Q) est un ensemble
dénombrable dense dans K.

Démonstration. — K, est fermé, sans point isolé ni point intérieur par (2.2), (2.7),
(4.1.1) (0 et 1 ne sont pas isolés puisque f n’est pas semi-stable par hypothése) ; K, est
donc un ensemble de Cantor de [o, 1] (i.e. homéomorphe a I’ensemble triadique
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de Cantor). L’ensemble D est ’ensemble des valeurs de A tel que R, of soit semi-stable :
c’est 'ensemble des extrémités des composantes connexes de Int(A~'(Q)); ainsi qu’il
est bien connu, il est dense dans K;. m

(5.3) Soit f comme dans la proposition (5.2); k:K;—[o, 1] est continue sur-
jective; de plus (par (4.1.1)), £: (K;—D) — ([0, 1]—Q) est injective.

Proposition. — a) Soit B un ensemble dense dans [o, 1]; alors h™'(B)NK, est dense
dans K3

b) si GCK; est résiduel, h(G) est résiduel dans [o, 1].

Démonstration. — a) Si h~*(B)nK, n’est pas dense, il existe a et & dans [o, 1],
tels que h(a)+h(b) et que (A '(B)nK;)N[a, b]=0. Or, k étant monotone, on a
Bn]k(a), k(6)[=9. Comme k(a)%hk(b), B ne serait pas dense dans [o, 1], ce qui est
absurde.

b) On peut évidemment se limiter au cas ot G est un Gy dense. Soit G;=G—D
(D=r"1Q)NK)); G, est résiduel et c’est méme un G; puisque D est maigre (D étant
dénombrable et K, sans point isol¢). L’ensemble G, étant dense dans K;, 2(G,) est dense
dans [o, 1]; K;—G; est un F, (une réunion dénombrable de compacts), d’ott il résulte
que A(K;—G,) estun F,_.

Comme A(G))NA(K;—G;)=0 (puisque % est injective sur K,—D et que
h(D)Nh(K;—D)=0), h(K;—G,) est un F, sans point intérieur dans [o, 1]. L’ensemble
k(G,) est donc bien résiduel, et 2(G)DA(G;) est aussi résiduel. m

6. Topologie des difféomorphismes de nombres de rotation irrationnels.
(6.x) Définition de F.

Soit 0<r<w. On pose F =D'(T)—Intp~'(Q); F" est évidemment fermé
dans D’(T') pour la C'-topologie. Pour tout «eR—Q, on a F,CF, et, pour
tout p/geQ, F'nF, =F  UF .
Si feD’(T!) et si f est C'-conjugué & une translation, feF" (voir II.6).

(6.2) Topologie de F" dans D'(T*).

Proposition (6.2.x). — Pour tout o<r<w, F’ est un fermé sans point intérieur dans
D'(TY). (Autrement dit Int o= (Q)ND'(T) est un ouvert dense pour la Cr-topologie.)

Démonstration. — Supposons par ’absurde que F" contienne un ouvert U non
vide de D’(T"). Soit f=1Id+ ¢eU, ou ¢ est un polynéme trigonométrique non cons-
tant. Par (5.1) et (5.2), {A| R, of€F"} est un fermé sans point intérieur égal a ’ensemble
R—Int{)|p(R,0f)eQ}. L’hypothése U=+( entrainerait que {A|R,ofeU} serait
ouvert, donc, par I'absurde, F" est sans point intérieur dans D'(T'). m
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Proposition (6.2.2). — Pour tout 0<r<e et tout acR—Q (resp. p/qeQ), F!
(resp. ¥, VK] ) est un fermé sans point intérieur dans F* pour la C’-topologie.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de (2.4) et (4.1.1). m

Proposition (6.2.3). — Pour o<r<-oo, F"—p~}Q) est résiduel dans ¥" pour la
C'-topologie.

Démonstration. — p—l(Q’)nFT:p/H;q(F;JQUF;-/q
de fermés sans point intérieur. Il en résulte que F'—p~'(Q) est un G;, dense dans
la C’-topologie. m

) est une réunion dénombrable

(6.3) Densité.

Soit P(T") ={ f=Id +9eC®(T") | ¢ est un polynéme trigonométrique non constant}.
Rappelons que, si feP(T") et o( f)=p/qeQ, alors, par (3.2), f*—R,a un nombre
fini de zéros sur [o, 1] (ou encore, sur T, f a un nombre fini de points périodiques).

Proposition (6.3.1). — Pour 0<r<ew, P(TY)NF" est dense dans ¥ pour la C'-topologie.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de (4.4). ®

Proposition (6.3.2). — Pour 0<r<oo, Pensemble des difféomorphismes de F" qui ont
un nombre de rotation rationnel et possédent un nombre fini de points périodiques (sur T") est dense
dans ¥7 pour la C'-topologie (et maigre dans la C'-topologie par (6.2.3)).

Démonstration. — D’aprés (6.3.1), il suffit de montrer que P(T)NF'np~1(Q)
est dense dans P(T')NF" pour la C’-topologie. Or ceci résulte de (5.1) et (5.2). ™

(6.3.3) Soit DCR—Q un ensemble dénombrable dense; posons F]'):alé]DF;.
Proposition. — Pour o<r<w, F} est dense dans ¥ pour la C'-topologie.

Démonstration. — 11 suffit de voir que P(T*)NF}, est dense dans P(T')NF’, par
(6.3.1). Or ceci résulte de (5.3) a). m
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IV. — INVARIANTS DE C-CONJUGAISON A DES ROTATIONS

Plan :

1. Rinvariant H,, 721 ... e s 41
L 3 = ¢ -3 1 - 41
(1.2) LIINVATIANE « ottt ittt ittt s 41

2. Rappels sur la composition .................... e i e s 42

3. Rappels sur les modules de continuité et sur les fonctions lipschitziennes............... 43

4. Proposition de Gottschalk et Hedlund ............ ... ... .. . i, 45

5. Formule définissant ’homéomorphisme qui conjugue un difféomorphisme a une translation 46
(5-1) Cas ou R, est une translation ergodique de T" ............... ... iiiiiiiiiiiiiinnn.. 46
(5-2) Gas de ..o oot it e 47
(5.3) Cas des difféomorphismes périodiques ... ........ouiiiiiiiiiiiiiiii it iiiiie . 48
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(6.2) Majoration de I’homéomorphisme qui CONJUGUE .. ...vrurriiiiiiiiieitiieeeneeennnennnnns 50
(6.3) Cr-Conjugaison plus module de continuité ...ttt 50
(6.4) Cr-Conjugaison et Pinvariant H, ... ..o 52
(6.5) C®-Conjugaison plus module de continuité .........c.oiiiitiiiiiiiii i, 53
(6.6) Condition nécessaire et suffisante de Cl-CONJUZAISON ... viiiiiiiiiiiiiieeeeeeeereeennnns 55
(6.7) Remarque sur I’équation aux différences finies .............oo ittt 56

Commentaire :

En 1, on introduit 'invariant H, pour tout entier r (1 <r <+ ) (qui est semi-continu inférieurement pour
la Cr-topologie), et alors, si f est C"-conjugué a une translation, on a H,(f)<+ .

Ce chapitre consiste 2 montrer la réciproque en (6.4) : H (f) <+ o est équivalent a ce que fsoit C'-conjugué
a une translation.

2, 3 et 4 sont des rappels. Il est & noter que si w est un module de continuité, f est un homéomorphisme de
classe C¥ (par définition) si f—IdeC¥ et f~1—IdeC¥%. On ajoute comme toujours f~1 dans la définition.

En 5, on écrit I'homéomorphisme qui conjugue f a4 R, (translation ergodique sur T") comme limite de
1
k
P’homéomorphisme qui conjugue f a R, est extrémement commode pour les modules de continuité, ainsi que nous
le montrerons en (6.3) et (6.5).

k—1
'Eo (f¥—ia) (keN), la convergence ayant lieu dans la C’-topologie si f est C-conjugué & R,. Cette formule de
i=

Le théoréme (6.4) est plus subtil. II résulte de (4.2), que ’on peut résumer ainsi : soient p€CO(T?) et
¢eL (T!, m) (m=mesure de Haar de T!), et a€R—Q, tels que ¢ =¢—oR,; alors { est m-presque partout
égale a une fonction continue. C’est un théoréme de régularité. I1 me semble néanmoins que la démonstration
de (6.4) reste trop compliquée.
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La formule 5 sera utilisée en VIII.2; (6.3) et (6.5) seront utilisés en IX.3 et IX.4.2. La majoration de (6.2)
sera utilisée en XI.4. Pour une formule analogue 4 5, dans le cas des champs de vecteurs sur T, voir T. Saito [1].

J. M. Strelcyn a trouvé indépendamment, dans un cas particulier, (6.6.1). Les résultats de ce chapitre ont
été annoncés dans Herman [6].

Dans ce chapitre, si 0<r< + o, r est soit un entier, soit égal & + .

1. L’invariant H,.

Remarque (x.x). — Soit feD’(T") avec r>1 et r entier;si f=g 'oR,0g, avec
geD'(T"), r>1, alors teR"> D(g7'oR,0g) est une application Z"-périodique et
continue en ¢. Elle définit donc une application continue de T" dans C"~!(T", Z(R", R"));
{D(g7'oR,0g)| teR"} est donc compact dans la C" ~*-topologie. D’ou la

Proposition. — Soit 1<r<-4o0; st feD'(T") est C'-conjugué a R, alors :
sup | Dff|a<-+o0  pour tout Ek<r
JEZ

k
(o2, pour @eCHT™), |@|t= = |Digpl|, est une norme définissant la CF-topologie.)
i=o

C’est la réciproque que nous nous proposons de démontrer en (6.4).

(x.2) Linvariant H,.

On introduit, pour 1<7r<-4o0, linvariant :

H,: D'(T") > R=RuU{+w}
S sup | Df|gr1.

JEZ

(r.2.1) Comme D(R,of')=Df pour peZ”, H, passe au quotient; on note
H, : Diff/(T") -~ R I’application ainsi définie.

(x.2.2) Pour feD’(T"), la propriété H,(f)<+4oo est invariante par C’-conju-
gaison (ce qui se vérifie par un calcul direct en utilisant la formule de Faa-di Bruno).

(x.2.3) H, est une application semi-continue inférieurement pour la C’-topologie. En
effet, H, est ’enveloppe supérieure des fonctions continues f+»|Df?|y-1, qui sont bien
continues puisque D’(T") est un groupe topologique.

(x.2.4) Pour n=1, si H,(f)=¢<+4o0, on a, pour tout j, 1//<DfI<{¢ (i.e. pour
tout xeR, 1//<Dfi(x)<¢). En effet, pour jeZ
) , I
DA(f (%)= ————,
P = 5

d’ou le résultat.
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2. Rappels sur la composition.

On suppose que r>1. Soient fet geC’'(R). On a (voir Comtet [1], p. 150, th. C)
(voir aussi Abraham et Robbin [1], p. 3) :

Proposition (2.1) (Faa-di Bruno). — On a la formule :
D'(fog)= Z_(Difog)B, (D', ..., D'~ ),

1<k<r
ou les B, ; sont les polynémes a r—Fk 1 variables suivants :

r!
cle!l (1) (eh)e..

B, (%, e X)) = L ST

la sommation ayant liew sur tous les entiers ¢y, cy, ...2> 0 tels que :
c1+206,+8¢3... =71
1ty tcs.. .=k

Corollaire (2.2). — Soient f, geD"(TY) ; il existe des fonctions continues ¢j(x) (1<k<r7),
qui sont des polyndmes en les dérivées de g, telles que pour teR :

D'(flg(n)+0))= = Dt + g(x)). oilx);

1<k<r
sion a |Dg|g-1<{t, il existe une constante C, ne dépendant que de 1, telle que :
loplo<C,&"  pour 1<k<r.
(2.3) On a aussi (voir Comtet [1], p. 161, th. D) la
Proposition (Formule d’inversion de Lagrange). — Soit feDiff"(R); alors on a, pour r> 2 :
Dfof~t D3fof1 )
2 3

ot (x),=x(x—1)...(x—k+1) (ici, dans (Dfof=Y)"""% —r—Fk est une puissance).
On en déduit le

D(f )= 2% (~—f)k(Dfo.f"‘)—"’”'Br_1,k(

1<k<r—1

Corollaire (2.4). — Si feD'(T') avec |Df|y1<t et |Df*|,<¢, il existe une
constante B, ne dépendant que de 1, telle que :

ID" ("o < B, 72
(2.5) Si feD’(T!), on posera, pour r>1
LA 1l =1Df lo-r +1DF o
La proposition suivante résulte immédiatement de (2.4) :

Proposition. — Pour 1<r<4-oc0, il existe une constante E >0 telle que pour feD"(T")
wiifant || 1|, <a (a>1), aors |[f~1],<E e
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3. Rappels sur les modules de continuité et sur les fonctions lipschitziennes.

Rappelons que C°(T") est Pespace des fonctions continues de R" dans R, Z"-
périodiques.

(3.1) Module de continuité.

Soit @eCT"); le module de continuité de ¢ est w(8)= sup |¢(x)—¢(y)|. La fonc-
le—y| <8
tion 3> w(3) est continue en 0 et w(0)=o0 puisque ¢ est uniformément continue. On

a les propriétés :

a) wd+38)<w(d)+w(d,) si 3,>0 et §,>0;

b) w(pd) <pw(d) si peN et 8>o0;

¢) w(ad)<([a]+1) w(d) si acR, ([a] désigne la partie entiere de a);
d) w est monotone non décroissante et continue.

Exemple. — Si w(3)=0(3*), o<p<1, alors ¢ est dans Lipy(T") (i.‘e. si o<B<1,
¢ est holdérienne d’exposant B et, si B=1, ¢ est dite lipschitzienne).

Convention. — Pour o<p<1, on pose Lipy(T")=CP*T") (fonctions ¢:R"—>R,

Z" -périodiques holdériennes d’exposant (B, i.e. telles que supl—?M)iI

5 <400, ou,
TFyY Ix—}’l

pour x=(xq, ..., %,)€R", |x|=sup|x]|).

(3.2) Espace C*(T").
Soit  w: [o, 1]—[o, 1] continue strictement croissante, telle que w(o)=o,
w(1)=1, et, pour 3>1, w(d)=1; on suppose que si >0 et 3 >o0 :
w(3+8) < w(3) + w(¥).
On pose :

C"’(T"):{cpeCO(T”) |@|w= supw< 400 }.

wy w(lx—])

On vérifie que C*(T") est une algébre de Banach pour la norme | |+ | |, définissant
ce qu’on appelle la C¥-topologie. Evidemment C*(T") s’identifie 2 ’ensemble des fonctions
T"->R de « module de continuité » inférieur ou égal & un multiple de w pour la distance
standard sur T".

Proposition (3.3). — St feD°(T") est lipschitzienne (i.e. stl existe k>1 tel que pour
tous x, yeR" on ait | f(x)—f()|<Ek|x—y|), et si eC*(T"), alors ¢ofeC*(T").

Démonstration. — On a :

|o(f(#)) —o(SONIS (Bl +1) [@[wro(|x—]). m
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Proposition (3.4). — Soient ¢ : R"— [a, b], ¢cC*(T"), et {: [a, 5] >R, $eLip,[a, 8],
alors $oqeC*(T").

Démonstration. — 11 existe k>o tel que, quels que soient x et ye[a, b],

[9(x) =) | <k[x—y],
donc [Yoo(x) —boo(y)| <k|p|mw((x—y]). m

(3-5) Si 9eC”(T") et ¢>o0, 1/peC”(T") (ceci résulte de (3.4)).

(3.6) Soient 1<r<+4o0 et w un module de continuité comme en (3.2). On
pose D"T*(T")={feD’(T") | D' feC*(T")}. Il résulte de (2.1), (2.3) et (3.2)-(3.5)
que D" t*(T") est un groupe.

Remarques (3.7) :

— Soit C*(T") ={peC(T") | |¢(x)—o(»)| =o(w|x—p|), si |x—y|>o0}; Cm(T")
est un sous-espace fermé de C*(T") pour la C¥-topologie.

— Posons D" H*+(T")={ feD’(T") | D' feC**(T")}, r>1; alors D"**+(T") est un
groupe topologique pour la C"**-topologie, mais D" **(T") n’est pas un groupe topo-
logique pour la C’**-topologie. Le fait que D" **(T") n’est pas un groupe topologique
résulte de la remarque suivante, que le lecteur analysera :

Soit ¢eCY3(T') égale & xt>4/x sur [o, 1/2], G sur [i, Z’] et nulle sur [3, 1];
si e>0, |poR,—ol;, ne tend pas vers o. 24 4

— feD’(T") est un homéomorphisme lipschitzien si f et f~* sont des fonctions lip-
schitziennes, ce qui est équivalent & ce que ’homéomorphisme induit f: T"—T" et
son inverse soient des applications lipschitziennes de T" dans T" pour la distance standard.

(3.8) Si 0<r<+o et ¢eC'(T'), avec D'peLip,(T') et ¢>o0, alors
D" Log geLip,(T").
(Ceci résulte de (2.1) et de (3.2) a (3.5).)

(3.9) Soit ¢eLip,(T"); ¢ est alors a variation bornée sur tout intervalle compact
et méme absolument continue); donc, par un célebre théoréme de Lebesgue, o est
P gue, ¢

m-presque partout dérivable (m = dx=mesure de Lebesgue). Si ¢=sup M
on a, en tout point xeR ou ¢ est dérivable, |De¢(x)|<¢, donc S L

DeeL>(T!, dx) et |De|xo="

b

Rappelons que, si peLip,(T"), ¢ est absolument continue sur tout intervalle compact, et
o(x)=5(0)+ | De(t) dr

Le lemme suivant est aussi valable pour les fonctions absolument continues sur tout
intervalle compact de R.
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Lemme (3.10). — Soit @eLip,(TY); st Do est presque partout égale & ge CO(R), alors
¢ est G (i.e. @eCHTY)).

Démonstration. — On a :
o(x)=0(0)+ [ Do() dt=g(0)+] g(t) 4

mais f:g(t) dt est C! puisque g est continue, donc ¢eC(T?). m

4. Proposition de Gottschalk et Hedlund.
Rappelons la proposition (14.11) de Gottschalk et Hedlund [1].

Proposition (4.x). — Sotent X un espace métrique compact et f un homéomorphisme minimal
de X sur X (i.e. Porbite de tout point de X par f est dense dans X). On se donne

ke C(X)={fonctions continues sur X}.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1) il existe eCO(X) tel que oof—o=r;
2) il existe un xyeX tel que :

sup | X kof(xo)| <+ oo.
neN i=0

Comme nous utiliserons cette proposition, j’inclus une
n—1
Démonstration. — 1) implique 2), car X hof*(xy) =@ o f™(x) —¢(%,). Montrons que
2) implique 1). =
Soit F: XXR — XXR défini par F(x, t)=(f(x), ¢+ k(x)); F est un homéomor-
phisme de XXR sur lui-méme; considérons aussi, pour AeR, I’homéomorphisme

n—1
Ry (%, 8)=(x,2+2). Ona F*(x,, 0)=(f"(%,), X kof*(x,)). Il résulte de 2) que I'ensemble
i=0

des valeurs d’adhérence de {F"(x,, 0) | n2eN} est un compact non vide invariant par F,
et contient donc un ensemble M minimal (pour F) et compact. Soit p: XXR - X la
projection; p(M)=2X, puisque f est minimal sur X. Nous affirmons que M est un
graphe de fonction; en effet, supposons que (x, ¢(x))eM, et (x, ¢(x)+2)eM. De
la minimalité de M on déduit que R,(M)=M (puisque R,oF=FoR,), donc,
pour zeN, R,,(M)=M. Mais, puisque M est compact, A est nécessairement nul. La
fonction ¢ : X—R dont M est le graphe est continue (puisque son graphe est compact)
et on voit facilement que ¢@of—¢=*%4 W

Proposition (4.2). — Soient X un espace métrique compact, f un homéomorphisme minimal
de X sur X et w une mesure de probabilité sur X, invariante par f et pour laquelle f est ergodique.
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On se donne he C°(X), et on suppose qu’il existe une fonction @eL®(X, u) ftelle que Pon
ait p-presque partout :
(1) h=¢of—¢.
Alors @ est p-presque partout égale a une fonction continue.

Démonstration. — Soit ¢ une fonction définie partout. Soit A ’ensemble de p-mesure
nulle, réunion de I’ensemble ou (1) n’est pas vraie, et du complémentaire du support
essentiel de ¢. Soit B= yz Sf"(A); B est de p-mesure nulle; soit donc x,eX—B; pour

n

tout neZ, f"(x,)eX—B, et de plus :
[h(x0) +. - . o f"(x0)| =@ of " (%) = (1) | < 2| 9[-

Donc, d’apres la proposition précédente, il existe ¢,eCO(X) tel que h=g¢,o0f—¢,, et

on a p-presque partout (@;—@)of =¢;—¢.
Comme f est p-ergodique,

¢—¢, = C(=constante) p-presque partout,

donc ¢ est égale p-presque partout a ¢, -+ CeCo(X). m

Exemple. — Si R, est une translation ergodique de T" muni de la mesure de Haar,
R, est minimal (et strictement ergodique), donc satisfait aux hypothéses de (4.2).

5. Formule définissant ’homéomorphisme qui conjugue un difféomorphisme

Y

a une translation.
Soit feD"(T"), C'-conjugué & R,, ce qui s’écrit f=g"'oR, 0g avec geD’(T").

(5.1) Cas o R, est une translation ergodique sur T".

Soit u ’'unique mesure de probabilité invariante par le difféomorphisme f induit par
fsurT'; on a w=g'm (m=mesure de Haar). Si g=1Id+¢, ¢eC’(T" R"), on peut

supposer, quitte a composer ¢ avec une translation, que fT"LpdpLzo. Si keN, k>1,
posons :

S.(f)=1 I (fi—ia).

On a S,(f)=Id+1{,, avec {,eC'(T", R").

Remarque (5.1.1).—‘Pour n=1 et feD'(T), ona S,(f)eD'(T'). Eneffet,si r—=o,
S,(f) est strictement monotone, donc S,(f)eD°(T?), et, si r>1

D= (3 Z0r)>0, done  S(NeD(T,
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On a la proposition (voir T. Saito [1] pour le cas des champs de vecteurs) :
Proposition (5.x.2). — Pour 0<r< o0, si f=g 'oR,0g, avec geD"(T"), g=Id+}1,
andep:O, alors, si k—4o0, S,(f)—g converge vers o pour la C’-topologie.
Démonstration. — Puisque gof'=R,0g si ieN, et g=Id+¢, on a:
fimTd—in=g—bof’,
[ k=1 . k=t '
soit Si(f)—Id=> 2 (y—dof)=b—- 3 {of),
ki=o ki=o0

k—1
ou encore sk(f)—ld—¢ssk(f)—g=i 3 ofl.
i=0
La proposition résulte du lemme suivant :

Lemme (5.1.3). — Soient 0<r<-+4o0 et f=g 'oR,og avec geD'(T") et R, une
translation ergodique sur T, w unique mesure de probabilité invariante par f; pour tout oeCr(T"),

k
st k— o0, % 2 gof* converge vers [Tncpdp, dans la C-topologie.
i=0 J

Démonstration. — On écrit :
1 1

k—1
b (pog—loRiaog.
ki=o

e
2 qofi=
=0

i

x|

Comme Papplication $eC'(T") > $og~1eC'(T") est linéaire continue (si geD'(T")),
k—1

i 2 (pog ') oR,, converge vers
i=0

frn@og‘l(x)dx =fT,,<P dy.

(puisque g,u=dry=mesure de Haar de T"). Pour r=o0, cecirésulte de la stricte ergo-
dicité de R,, et, pour r>1, on applique encore la stricte ergodicité de R, aux dérivées
des sommes de Birkhoff. m

il suffit de voir que, si 2— 40,

(5.2) Cas de T

On suppose que feDO(TY) et o(f)=wcR—Q.

On peut supposer que f n’est pas C%-conjugué a R, . Il existe, par I1I.7.1, g=Id 44,
avec YeCo(T!) et g monotone non décroissante, telle que gof=R,0g. Soit u 'unique
mesure de probabilité invariante par f (unique par II.8.5). On peut supposer que

lexIJdp.:——O.
Proposition. — St k—+o00, S,(f)—g converge uniformément vers o.
Démonstration. — On a, de facon analogue a(5.1.2) :

Ik

S(f)—g=—1 T dof"

47



48 MICHAEL ROBERT HERMAN
I k—1 .
Par I'unique ergodicité de f (II.8.4), si k— 4-o0, 3 2 {of* converge uniformément
i=0
vers f11¢dp=o. [ |

(5.3) Cas des difféomorphismes périodiques.

Soit feD’(T") tel que, pour un ¢eN, f?=R,, peZ" (sur T" f est périodique).
Posons :
ol fi g
i=0o ¢

S(f)=g=

ol a=plg, g=Id+¢ avec geC'(T", R"). En général, g n’est pas un difféomorphisme
de T”. On a alors la

Proposition (5.3.1). — On a gof=R, og.

Démonstration. — En effet :
=l (ff—ia .
gof=‘§0 (_f__?ﬁ[-;g_i_g puisque f'=R,. m

En particularisant & T?, on obtient :

Corollaire (5.3.2). — Pour o<r<w, si feD'(TY), o(f)=plg e f'=R,,
alors f est G-conjugué a R, (ie. feOj,).

Démonstration. — On voit que g est strictement croissante, et, pour r>1
D J
Dg=2% {>0.
i

Comme gof=R, 08, on a bien f=g 'oR, 08 avec geD'(T!). Par conséquent,
pour o<r<o :

0L, "D/ (T)=0},. m

plg

6. Théorémes de C’-conjugaison.

(6.x) Cas de la Cl-conjugaison.
On a le

Théoréme (6.x.x). — Une condition nécessaire et suffisante pour que feD(T') soit
Cl-conjugué & R, avec a=p(f), est que H,(f)=sup|Df"|,<-+oc0.
neZ

Démonstration. — La condition est nécessaire par (1.1). Nous allons voir qu’elle
est suffisante. Puisque {f", neN} est équicontinue par II.g, f est C’-conjugué a R,.
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Cas o(f)=p/qeQ. — Puisque f est C'-conjugué a Rp/q (ie. f2=R)), par (5.3.2)
f est Cl-conjugué a R,.
Cas o(f)=acR—Q. — Par (1.2.4), si H,(f)=¢ on a, pour tout neN,
n—1
1/(<Df"<¢. 1l en résulte que sup |Log Df"|,<+4o. Or Log Df"= X Log Dfof".
i=0

Puisque f est C’-conjugué & R,, f est un homéomorphisme minimal de T, Par la propo-
sition de Gottschalk et Hedlund (4.1), il existe ¢eCo(T') tel que :

Log Df =¢—dof.
Si ¢ est une solution, ¢ +c¢ (ceR) est aussi une solution. Choisissons ¢ tel que :

1 .
f Pt edy —1,
0

Si h(x):f:e“’“)“dt, heDY(TY), et Dhof.Df=Dh, soit hof=R, ok avec a=p(f).
f est donc bien Cl-conjugué a R,. m

Remarque (6.x.2). — Supposons que o(f)=p/qeQ et que f*+R,; alors :
lim |Df"|y=+-c0.

n-—> -+ oo
En effet, soit f;=f"—p; fi a sur R des points fixes. On a :
DA, =D, pour EeN.

On va montrer d’abord que ET@ | Dfff|ly=-+o0. Puisque f,+1d, soient a, beR,

a<b, tels que fi(x)—x=+0 si x€la, b et fi(a)—a=f1(b)—b=o0 (f;—Id s’annule par
I1.2.4).
Supposons que f;—Id>o sur ]a, 8[ (si f—Id<o, on aurait un raisonnement

analogue en échangeant a et b). Soient A>o0 donné, et ceR, a<¢<b, tel que — >A
. 2(c—a)
On détermine %, tel que :
b+a
()= 2

b+a
si k>Fk,, on a aussi fl"(c)z—_:*. Donc, par la formule de la moyenne, on a, pour

k>ky, |Dff|,>A. Comme A est arbitraire, kliIP IDffly=-+o. Si neN, n=kg+r,
avec &, geN, 0<r<g. On a donc :

Df"=Df*of".Df".
Comme 0<7r<g, et que feD'(T'), on a bien Jim | Df" |, = +c0.
Remarque (6.1.3). — Si feDY(T') et sup |Df"|,<+o0, H;(f)<+oo.
neEN
Il faut montrer que Ig; (l\/éilr‘l Df"(x))>0. On peut supposer que f est C-conjugué
a R, par II.g et que p(f)=acR—Q. Soit £ le difféomorphisme induit par f sur T
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L’adhérence G de {f"|neZ}CDiff°(T') est un groupe compact; puisque f est
C’-conjugué a R, il suit que {f"|neN} est dense dans G. Pour keZ, f* est limite dans
la C’-topologie d’une suite f", m,eN, n,— +co0. Mais puisque ¢ = sup |Df"|o< 400, f" est

une application lipschitzienne de T* dans T* (pour la distance || || sur T?) de rapport <2/.
Comme limite uniforme de (f™), f* est donc lipschitzienne; donc, pour tout neN, f~"
est lipschitzienne de rapport 2/, d’ou il résulte que Iélnt; (Néig Df"(x))>o0. On montrerait

de facon analogue que nI(rElg (la}/éig Df"(x))>o implique H,(f)<4oc0.

(6.2) Majoration de I’homéomorphisme qui conjugue.

Proposition. — Soit f=g 'oR,0g avec geD'(T') et acR—Q, 1<r<+oo0. Alors
on a:

|Dgler-1+ [Dg™ o< (r+1)¢,

avec {’—sup | Df"|gr-1 =H,(f)< +c0.

(On pose |l¢ll,=|Dglo--+|Dg~]y) -

Démonstration. — Par (5.1.2), si k— o0, S"(f)zllz 2 (fi—ia) converge dans

i=0

la C’-topologie vers g+c¢, ot g=Id-+¢, c=— lezLa'p, p étant I'unique mesure de
probabilité invariante par f. On a, pour tout ieN, % <Df'<?t et, pour 1<;<r,
|Dif*|q<¢; donc %SDSk(f)S[ et, pour 1<j<7, [DIS,(f)|<t.

Il en résulte par passage a la limite que %S Dg<? et, pour 1<5<r, |Dig|,<¢,
soit ||g|l,=|Dglo-14|Dg™ o< (r+1)¢. m
(6.3) Conjugaison « G plus module de continuité ».

Soient w un module de continuité comme en (3.2), r>1, r entier et D" T*(T?)
Pensemble des difféomorphismes C’ dont la dérivée r-iéme a un module de conti-
nuité au plus égal & un multiple de w; sur C“(T'), considérons la semi-norme :

lo(x) —e()

up
¥y w(|x—y|)
lz—y|<1

Soit H,,,:D"+**(T!) > R=RU{+ow} définie par
fe Hr(f)+SléIl)‘lD'f"|cw-

<4

|<P|cw=

Remarque 1 : H, , :D'*}(T)—>R est semi-continue inférieurement dans la

C’ *+'-topologie.

T+ w

Remarque 2 : H,, ,(f)<+ow équivaut a sup|D"f*|w<-+4oco puisque, pour tout
neN
entier 1<k<r, la fonction D¥( f—Id) prend la valeur zéro.

50



DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE ET ROTATIONS 51

Proposition (6.3.x). — Sotent 1<r<-+4oo et feD t*(T"); une condition nécessaire et
suffisante pour que f soit G *¥-conjugué a R, est que H, | ,(f)<+oo (i.e. sup |D"f*|w<4o0).
neN

Démonstration. — La condition est nécessaire par (2.1), (2.3) et (3.4). Montrons
que la condition est suffisante.
Puisque la suite {f"}, .y est équicontinue, f est C’-conjugué a R,.

Si p(f)=plq, ceci résulte de (5.3).
Si p(f)=aecR—Q, considérons, pour k>1

k—1
Si(f) =y Z (fi—ia);

alors, si k—+o, S,(f) converge dans la COtopologie vers kheD°(T!) tel que
S=hk 'R, 0h. Puisque H, ,(f)<-+oo, la suite (S,(f)—Id),>, est équicontinue
et bornée dans C'(T!) pour la C’-topologie, donc d’adhérence compacte. Il suit que,
si k—>—+4o0, S,(f)—h dans la C’-topologie et 2cC'(R, R) (puisque £ est la seule valeur
d’adhérence possible de la suite (S,( f)) pour la G'-topologie, 4 étant la limite de (S,(f))
dans la C’-topologie).

En fait, heC"**(R, R), car, si /=H, ,(f)<4o, on a, pour tous x,yeR et
neN, |Dfr(x)—D'f*(5)|<tw(|x—p]), donc :

|D7S,.(f) (%) = DS, (f) ) < lw(|x—r))-

Or, si k— o0, D'S,(f) converge vers D"k dans la C’-topologie. Par passage a la limite
simple, on a :

|D"h(x) — D R(y)| <{fw(|x—p|), donc D heC’(T).
Le fait que keD""*(T!) résulte du lemme suivant :

Lemme. — Soit feDY(TY); si f=h"'oR, ok, acR—Q, heD'(T") et heC'(R, R),
alors h est un difféomorphisme de classe C.

Démonstration. — On a Dhof".Df"=Dh pour tout neN. Soit x,eR, tel que
Dhi(x,)=o0; pour tout entier n, o=DA(f"(x,)); or (f"(%y)),en est dense (modulo 1)
puisque f=#h"'oR,0h, oacR—Q. Comme Dk est continue, Di=o0, ce qui est
contraire & keD°(T!). Il suit par ’'absurde que Di>o0, donc kheDY(T'). m

Corollaire (6.3.2). — Soit feD'(T'), avec r>1, telle que o(f)=awcR—Q et
H,(f)<+o0; alors f=h"'oR,oh, ot heD ~(T') et D"~k est lipschitzienne (i.e. dans
Lip,(T") (ce qui implique D" ~'h~'eLip,(T") par (3.6)).

(6.3.3) Rappelons que si 0<B<1, C*T")= Lipy(T"). On pose, pour ¢eC*(T") :

le(*x)—2 ()
= Su .
= T op
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Corollaire. — Soit o<B<1; une condition nécessaire et suffisante pour que feD'*?(T)
soit C*+Pconjugué a une translation est que :

sup | Log Df"|3<+oc0.

nEN

Démonstration. — 11 suffit de voir que 'on a %=sup |Log Df"|,<+o0, car alors
neEN
on applique (6.1.1) et la proposition (6.8.1) (puisque xb>¢* est lipschitzienne sur

[—%, k], on a bien, d’aprés (3.4), sup |Df*|;<+o0); or ceci résulte de ce que, pour
tout neN, Log Df"s’annule. m "

Théoréme (6.3.4). — Soit feD"*B(T), rentier >1, o<P<1; une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit C'+P-conjugué a R, (a=p(f)) est que :

sup |Log Df"|gr-1:8<+o0.

neEN

Démonstration. — Cela résulte de (6.3.2), (6.3.3) et de la formule de Faa-di-
Bruno (2.1) appliquée a4 Log Df" et Df"=¢"¢"" m

(6.4) C’-conjugaison et invariant H,.
On a le

Théoréme. — Soient 1<r<-4oco (r entier) et feD'(T'); une condition nécessaire et

suffisante pour que f soit Cl-conjugué & une translation est, pour r<4oo, que H,(f)<-oo0,
et, pour r=-+oo, que H,(f)<-oco pour tout k.

Démonstration :
a) Cas o(f)=a=plq.

Si H,(f)<+oo, alors H(f)<+4c par (6.1.1); f est C’-conjugué a R,
donc, par (5.3), f est G'-conjugué a R,,.

b) Cas o(f)=acR—Q et r<-oo0. .

Si r=1, par (6.1.1), f est G!-conjugué & R,. Montrons que si c’est vrai pour
r>1, alors c’est vrai pour r+41. Si feD"*Y(T') et H, ,(f)<-+o, par (6.3.2),
f est C'-conjugué a R,, soit f=goR, og™?, avec geD'(T o) et D"geLip,(T"). Il suit
que D’g est m-presque partout dérivable et D" *'geL*(T", dx). Montrons que D"g est en
fait C'. On a fog=goR,, soit, puisque r>1

Dfog.Dg =DgoR,,

et Log Dfog=Log DgoR,—Log Dg.

Il suit de (3.8) que D"~! Log Dg est lipschitzienne. On a, puisque g est C":
D" ~!(Log Dfog)=D""!Log DgoR,—D"~* Log Dg.
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Comme D"~ !Log Dg est lipschitzienne, elle est m-presque partout dérivable et :

D" Log DgeL*(T!, m) (par (3.9)).
On a m-presque partout :

D’(Log Dfog) = (D" Log Dg) o R,—D" Log Dg.
On applique (4.2) (avec X=T! et f=R,). On a bien D’(Log Dfog)eC’(T") puisque
JSeD"TYTY) et geD'(T'), et D" Log DgeL®(T", dx), donc D" Log Dg est m-presque
partout égale a une fonction continue; comme D" ~! Log Dg est une fonction lipschitzienne,

par le lemme (3.10), D"~*Log DgeC!(T"), et il suit que geD"*!(T'!), donc f est
Cr*l.conjugué a R,.

¢) o(f)=ueR—Q, r=-+o.

Alors f est C'-conjugué 4 R, par un unique geD’(T' o) pour tout r (puisque
H,(f)<+4o pour tout r fini), donc f est G®-conjugué a R,. m

6. Conjugaison « C° plus module de continuité ».
5 yug p

On convient dans la suite que w: [0, 1]—[o0, 1] est continue strictement crois-
sante, w(0)=o0, w(1)=r1; si §+3<1, et si 3>0, 8 >0, w(d+73)<w(d)+w(d).
On a 0<3<2w(3). On suppose que feD(T!); on a la

Définition (6.5.1). — f est un homéomorphisme de classe C° si f—IdeC*(T) et
Ft—1IdeC*(T") (ou ce qui revient au méme f et f~* sont de classe C¥).

Si w(t)=1t* 0<B<1, on dira plus simplement que f est un homéomorphisme
de classe C®. Si w(t)=t, on dira que f est un homéomorphisme lipschitzien.

Proposition (6.5.2). — Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

1) f est un homéomorphisme de classe C¥;
2) il existe G>1 tel que Uon ait, pour |x—y|<1,

w (& 12—1) < 1A~/ < Canllx—).

Démonstration. — 1) implique 2) avec C=sup(2+ ||, 2+|o_1|) et f=Id+¢
et f~l=Id+o_,.
2) implique 1), car | f(x)—f(3)| <Cw(|5—»|) entraine f—IdeCP(T);

w (g lr—21) 1A~
entraine de méme, en prenant x=f"1(z) et y=f"%(f), que f~!'—I1deC*(T'). m

Remarque (6.5.3). — Si fet g sont des homéomorphismes de classe C*, fog est de classe C**
(@ =wow).
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(6.5.4) Si f=g'oR,0g, avec g declasse C*, ona suI; | f"—Td—np( f)]cur<+c0.
ne

(6.5.5) Si fest C et si w est un module de continuité :
SeD(TY) b Hyu(f)=sup | f"—Id—np(f)|cweR
neEZ

est semi-continue inférieurement pour la Cl-topologie.

On a le

Théoréme (6.5.6). — Soient f un homéomorphisme lipschitzien et w un module de conti-
nuité, Si sup | fr—Id—np(f)|w<4oo, f est Cl-conjugué @ R, (a=p(f)) par un homéo-

neZ

morphisme de classe C”.

Démonstration. — Puisque la suite { f"}, oy est équicontinue, f est C’-conjugué a R,

k

—1
soit f=g 'oR,0g avec geD’(T'). Quand k- oo, Sk(f)zé— 2 (ff—ix) converge
dans la C’-topologie vers g--constante (voir (5.1.2)). e

Soient ¢;=sup | f"—Id—na|w<-+oo, et £=7¢,41. On a, pour tout neZ et pour
nEZ

tous x, y tels que 0<x—y<i1, w“(% (x-y))ﬁf”(x) —f"(»)<{fw(x—y), donc:
w (3 6—9) ) <8 ()= SN S tule—),

et, par passage a la limite :
w (5 6) ) S et~ twlx—);

g est bien un homéomorphisme de classe C* par (6.5.2). =

Remarque (6.5.7). — Par le méme raisonnement que dans (6.1.3), f est un homéo-
morphisme lipschitzien, et, si w est un module de continuité, sup | f*—Id—np(f)|w<-4o00
implique que sup | f"—Id—np(f)|@<+c0. neN

nezZ

(6.5.8) Critere de CP-conjugaison (0<B<1).
Soit f un homéomorphisme lipschitzien. Si, pour o<B<1, sup | f*—Id—np(f)|s<+oo,

neN
alors f est conjugué & R, (a=p(f)) par un homéomorphisme de classe CP.

Démonstration. — Par la remarque (6.5.7), on a sup | f"—Id—na[g<Ho0, et
on applique le théoréeme (6.5.6). = ez
Proposition (6.5.9). — Soit f un homéomorphisme lipschitzien. Une condition nécessaire

Y

et suffisante pour que f soit conjugué & R, (a=p(f)) par un homéomorphisme lipschitzien est
que ¢ =sup |Log Df"| w1 ,»<+o0.

neN
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Démonstration. — On a alors, pour tout neN et tous x, yeR :
e/ |x—| <1 1(@) =) < |20,

et on raisonne comme dans la démonstration de (6.5.6). m

(6.6) Condition nécessaire et suffisante de C'-conjugaison.

Remarque (6.6.1). — Si feD'(T') est G'-conjugué a R, (a=p(f)) :
lim |[Df"—1|,=o0

na -0

(¢.e. pour tout >0, il existe 7>0 tel que,si neN vérifie ||na||<v, alors |Df"—1|,<e).
En effet, f"=h"'oR, A, et, si t—>o0 (mod 1), A 'oR,0k—Id dans la C!-topologie.

1
(6.6.2) Soit «eT'—(Q/Z). Posons, pour ¢eC’(T!), ¢,= X ¢oR,,. La propo-

. . : R i=0
sition suivante est due essentiellement & Veech [1, p. 9] : '

Proposition. — Soit @eC°(T'); une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe
¢ q
$eCYT) vérifiant —YoR,=¢ est que limo | ulo=0.
no —>

Démonstration. — La condition est nécessaire et résulte immédiatement de
q)_ q) o Rna = Py~
Montrons que la condition est suffisante. Considérons ’application {n«}—C°(T?)
définie par A(na, -)=¢,(:). On a la relation :
(1) k((m+n) o, x) = k(na, x + ma) + h(ma, x).
On voit facilement que {na}—>C°(T!) est uniformément continue, donc se prolonge en
une application continue T!sy A(y)eCo(T?). La relation (1) devient
h(y 4w, x) =h(y, x +w)+ h(w, x).
Dou, si y=a, x=0 et ¢(w)=~*h(w, o),
Yo+ w)— () —p(w). ®
Proposition (6.6.3). — Soient feDY(TY), a=p(f). Une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f soit Cl-conjugué & R, est que :

lim |Df"—1|,=o0.

na -0

Démonstration. — La condition est nécessaire par (6.6.1). Montrons qu’elle est
suffisante. Par II. g, fest G%-conjugué a R, . Si «=p/geQ , la proposition résulte de (5.3).
Si aeR—Q, f=h"'oR 0k avec heD’(T'). De I’hypothése, il résulte que

nlaln’lo |(L0g Dfo h= 1)nlo =0,
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donc, par la proposition précédente, il existe §,eCO(T") tel que
$1— 0 R, = LOg Dfoh_l.
En posant ¢ =1{,0h, on conclut que ¢—{¢of=Log Df et on raisonne alors comme

en (6.1). m

(6.7) Remarque sur Péquation aux différences finies.

On se donne 0<r<4o0, rentier, 0<e<1, R, une translation ergodique sur T"
et 9eC t(T") avec ancp(x) dx=o.

Proposition. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe $eC"T5(T") vérifiant
y—doR,=0¢ est que :
k—1
sup | Z @oRy, |gree<Ho0.
kEN = 0
k—1
Démonstration. — La condition est nécessaire par ‘Z poR,, =¢—4¢oR,,.
=0

La condition est suffisante pour r=o0 et e=o0 par (4.1). Si 7>1 est entier et
e=0, comme ¢ est unique, si on impose que '(an;(x) dx=o0, la proposition résulte

par dérivation de (4.1) (en utilisant un argument de séries de Fourier).
Si e>0, 0<r<-+oo et entier et si £>1, keN, on pose :
k—1

k—1
I
q’k=I; (i:/:""Pi) avec ‘Pk=i§o<P°Ria-

Alors, si k—+4o00, {,—¢ dans C'-topologie par le méme raisonnement qu’en (5.1).
La proposition résulte du méme raisonnement qu’en (6.3.1). m
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V. — RAPPELS D’ARITHMETIQUE

Si ‘geQ, on suppose que pEZ, et ¢g€N, et en général que p et ¢ sont premiers entre eux.

Plan :

O 483 T T e 57
2. Principe de Dirichlet ...t ittt i i i it 58
3. Condition diophantienne .............c.iiiiiiiiiiiittitiiiiiiineeeeriiiiiiininaasenans 58
T L 59
5. Vecteurs de Liouville ...... ... ..o i i i e 59
L 0 T - 60
7. Fractions COMtINUES .. ..ottt ittt iint ettt iiinetetanneeennnseennnenens 61
8. Ordre des points 7ot (MO I). .. tuuuin ittt ittt etnneetaneeeenneeoenneseconnseeeonns 64
9. Fractions continues et mMeSUTe . ... ...ttt iiiiieitinnreennenenneeenneeeens 66
10. Nombres de densité bornée et nombres satisfaisant & une condition A.................. 67
11. Catégorie et nombre de Totation ..............oiiiiiiiiiiiiiiiiieeiiieiieeennennniaans 69

Commentaire :

Ce chapitre est constitué essentiellement de rappels. Pour des démonstrations, nous renvoyons le lecteur a
Cassels [1], Khintchine [1] et Lang [1]. Pour le développement en fraction continue et la théorie ergodique, le
lecteur pourra se rapporter a Billingsley [1, chap. 4]. Pour une étude plus détaillée de I’ordre des points na (mod 1)
sur T! le lecteur consultera Slater [1] ainsi que les références citées dans cet article. D’ailleurs, le lecteur peut prendre
ce chapitre comme une suite d’exercices. Le paragraphe 11, « Catégorie et nombre de rotation », montre que quand
on fera au chapitre XII des raisonnements par catégorie de Baire, génériquement dans F© = D®(T')—Int p~1(Q),
on obtiendra des nombres de rotation qui sont des nombres de Liouville et on ne pourra absolument rien conclure
sur la mesure de Lebesgue de I’ensemble des nombres de rotation ainsi construits. Il se produit la dualité souvent
rencontrée en analyse harmonique entre les ensembles résiduels et les ensembles de mesure de Lebesgue pleine.

1. Notations.

Soit, pour (o, ..., 2, )R et E=(ky, ..., k,)eZ" :
(R, oc>=2kioc'-.

On pose |k|=sup |k;| et, pour xeR, ||x]|=k:1£|x+pl; || #|| définit une distance sur T,
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2. Principe de Dirichlet.

Soit a=(«y, ..., «,)€R", tel que 1, «;, ..., «, soient indépendants sur Q (ce
qui signifie que R, sur T" est une translation ergodique).
Alors I'inéquation :
I

a une infinité de solutions keZ"—{o} :il existe une suite keZ"—{o} avec |k;|—>+ o
pour i— oo, et vérifiant

||<kia°‘>l|<m;.~

I
i

3. Condition diophantienne.

Défnition (3.1). — «eR" satisfait @ une condition diophantienne, $’il existe B>o
et G>o tels que pour tout keZ"—{o}, on ait :
c

[[<%, 0‘>“Z|—kflm-

Définmition (3.2). — acT" satisfait & une condition diophantienne si un relévement
de « a R" satisfait & une condition diophantienne (cela ne dépend pas du relévement).

Le lecteur vérifiera que toutes les propriétés d’approximation par les rationnels
que nous étudierons ne dépendent que de la classe modulo Z" de «eR"

Définition (3.3). — Soit ¢ : N—>]Jo, +oo[, monotone non décroissante; on dit
que «cR" est de type o, s’il existe C>o tel que I'inéquation :

G
By ad||<
1<k NS EreaD

ait seulement un nombre fini de solutions. Ce qui est équivalent a ce qu’il existe G>o

(o]
tel que pour tout keZ"—{o} on ait ||<k, a)||> st
: Nk =2 Gperan

Définition (3.4). — On dit que «eR" est de type constant si « est de type ¢ pour
une fonction ¢ constante.
Remarques (3.5) :

— Si « est de type ¢, R,, sur T", est une translation ergodique;
— o satisfait & une condition diophantienne si « est de type ¢(t)=t’, B>o.
En particulier tout nombre de type constant satisfait a une condition diophantienne.
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— Si « satisfait 2 une condition diophantienne, la borne inférieure des B pour
lesquelles on a l'inégalité (3.1) n’est pas en général atteinte (voir (4.2) a (4.4)).

— Nous avons choisi n++p dans la définition (3.1) par le principe des tiroirs
de Dirichlet.

(3.6) «cR™ n’est pas de type constant, s’il existe une fonction ¢ : N—R_ crois-
sante, telle que lim <p(t)=—|—oo et que :

ko< ——0vv—-r
L

ait une infinité de solutions (en effet « est de type constant si lglrifo |B]"||[<&, «>]|>0).
4. Mesure.

(4.1) L’ensemble des «eT" qui sont de type ¢° pour un >0 est de mesure de
Haar égale a 1.

(4.2) L’ensemble des acT” qui sont de type constant est de mesure de Haar nulle.

Définition (4.3). — On dit que acR" est du type de Roth si, pour tout >0, il existe
C,

lk|n+s

(4-4) Par intersection dénombrable, il résulte de la propriété (4.1), que I’ensemble
des vecteurs du type de Roth est de mesure de Lebesgue pleine.

C.>o tel que, pour tout keZ"—{o}, on ait ||<k, a)||> -

5. Vecteurs de Liouville.

Définition (5.1). — acR" est de Liouville si R, sur T" est une translation ergodique
et si « ne satisfait & aucune condition diophantienne; autrement dit, pour tout :eN,
il existe keZ"—{o}, tel que :

<Ry ad [ <t/|R[ et [R]>e.
(5.2) Soit R ’ensemble des «eR" tels que R, ne soit pas une translation ergodique

sur T% ou encore, des acR" tels que w(a)eT" satisfasse & une relation linéaire dans
le Z-module T".

Proposition (5.3). — R est maigre (c’est méme un F)).

Démonstration. — R est la réunion dénombrable des hyperplans de R" d’équation
ko+<k, xy=0 avec kycZ, keZ"—{o0}. ®m

Proposition (5.4). — L’ensemble des vecteurs de Liouville de R™ est résiduel (c’est un G dense).

Démonstration. — Soit U;=_ U laeR"|||<k ad||<—1; U; est un ouvert
kEZ™—{0} |k|'

dense puisqu’il contient Q". L’ensemble des vecteurs de Liouville est (iQN U)—R. m
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R" est donc I'union disjointe de R, qui est maigre et de mesure nulle, de ’ensemble
des vecteurs de Liouville, qui est résiduel et de mesure nulle, et de ’ensemble des vecteurs
qui satisfont une condition diophantienne, qui est maigre de mesure de Lebesgue pleine.

6. Cas de T".

Comme c’est sous la forme classique que nous les utiliserons, nous allons rapidement
réécrire des définitions.

(6.x) Le principe de Dirichlet. — Si aeR—Q, l'inéquation a—£< < —Ié , l—)eQ_,
(p, ¢)=1, a une infinité de solutions. 7 ¢ ¢
c
(6.2) acR est de type ¢ §’il existe C>o tel que a—g}zT—.
7| ¢*¢(9)

(6.3) «cR—Q n’est pas de type constant s’il existe ¢ : N—R_ croissante, telle

que tligl ¢(t)=-+ o0 et que linéquation |a—= ait une infinité de solutions
-4

q

<
7*9(9)
geQa avec (P)q)zl’ g>1.

(6.4) Rappelons le théoréme de Khintchine [1].
Théoréme. — Soit ¢ : N—R,  monotone croissante.

— 8 X qlw<—|—oo (par exemple o(t)=Log(t+1)'*%), pour presque tout acR—Q ,
a=14P

Pinéquation a un nombre fini de solutions.

—s
q

7*9(q)

— 8 X —(5=—!—oo (par exemple ¢(t)=Log(¢t-+1)), pour presque tout «cR—Q,
a=149\¢

1 e, .
oc—g < ——— a une infinité de solutions.

Pinéquation
7 7] (9

(6.5) Pour presque tout e R—Q, on peut prendre ¢(t)=Log(t+ 1) dans (6.3).
Néanmoins, pour tout B>o, il existe ae R—Q satisfaisant une condition diophantienne,
et tel que Pinéquation :

I

<
qB+2

ow—=

q

ait une infinité de solutions. Par exemple, 0,1234567891011... (voir Schneider [1])
(voir aussi (7.7)).
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(6.6) xcR—Q est un nombre de Liouville si pour tout :eN il existe ‘&GQ_,

qz’Z 2, (ﬁi) q’)= 1, vérifiant : %

a—& <—I—i
% %

(il en résulte que si i—+4 o0, ¢;—>- ).

(6.7) Soit o un nombre algébrique de degré d; si d=2 alors« est de type constant.

Si d>3, par le théoréme de Thue-Siegel-Roth, o est du type de Roth (i.e. pour tout
o . C,

e>o, il existe C,>o tel que, pour tout p/g, on ait a—£|_>_——2—+;).

9] 4

7. Fraction continue (voir Khintchine [1] et Lang [1] par exemple).

Si «eR—Q, la connaissance du développement en fraction continue de « donne
de nombreux renseignements sur les approximations de o par les rationnels.
(7.x) Soit G: [o, 1] — [0, 1] définie par :

G(x)=;c—[l]=;c(modx) i x+o,

x
G(o0)=o.
Si a€fo, 1] le développement en fraction continue revient a considérer la suite { G"(«)}

des itérées n-iémes de G.
On pose :

I .
a(x):s [E] s1 X0
? o si x=o0
Si aefo, 1]—Q, on a, pour tout, n G"(a)+0; on pose alors :
ay=[a]=0
a,=a(G" Y(«)) si n>1;
a; est un entier > 1.
On a :
a=/[ay, a1, a5, ...]=ay+ 1/(a;+1/(ag+...)).
Si xeR—Q :
a=[e], a—[e]efo, 1]-Q,

et « s’écrit donc de fagon unique a=ay+1/(a;+ 1/(as+...)), les g, sont appelés les
quotients partiels de «; toute suite (g;); oy, d’entiers > 1 est la suite des quotients partiels
d’un unique nombre «.
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(7.2) Les réduites. — Si o=/[a,, ay, ...], les réduites de « sont les rationnels :

%:[ao,a,, o al=g (et (gt (g 1) ).

n

Par exemple :

a aya; +1
‘@ 0 et p—1=—————°1+.

go I % o

Les g, sont appelés les dénominateurs de réduites (g,>1, ¢,eN).

(7.2.x) p, et g, vérifient les relations de récurrence :
Dn=0po_1tby_n POUr n>2, py=ay, p;=aya,+1

qnzanqn—1+qn—2 Pour nZQ’ qozl, ql—_"al'

(7.2.2) On a par récurrence la relation de Lagrange : ¢,p,_— .9, =(—1)";
les p, et g, sont donc premiers entre eux.

(7.2.3) Si n>1, on a ¢,,,>¢q, (¢.>¢go=1), et aussi le
Lemme. — Si n>2, g¢,> 2"

Démonstration. — Comme ¢,>2¢,_,, le lemme résulte de g,=1 et ¢;>>3>2%. m

(7-3) Réduites et approximations par les rationnels. — Si n>1 et 0<¢, on a (par
récurrence) :

pn—l—tpn—-l
Ay, Qyy ooy G+t =—""—.
[ ° ! “ ] qn+tqn—-1
Or a=[ay, ay, ..., a,+G" ()],
SOit o =pn + Gn(a)pn—l
qn+Gn(‘x)Qn—1
—1)?
Par (7.2.2) : oc—lil: (=1 5
In I +
qn (G"(oc) n qn-—l)
I
or an+1§G—n(5§an+1+I-
On a donc les inégalités :
n pﬂ
(131 (=0r(a=2)>o,
I b I I
.3.2 —_— < |a—| < <.
(7 3 ) qn(qn+qn+1) —l —‘qn - qnqn-}—l q12;
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(7.3.3) 1l résulte de (7.3.2) que les réduites vérifient (p,, ¢,)=1, ¢,>1I, et
|a—p,/q,|<1/q2, donc déterminent une famille de solutions geQ (¢>1, (p,9)=1)

de Iinéquation

i
a—~r
q

<1/g% Si [—q)eQ, (p, 9) =1, vérifie l’inéquation,gs’appelle une
approximation rationnelle de «. Toute approximation rationnelle de « est soit une réduite,

soit de la forme [ay,a,, ..., a,+1] (voir Oppenheim [1]).

(7.3.4) Puisque ¢,,,=4,,,¢,+¢,_1, on a:
I
(an+1+2)q§

I

2
an+ 19

<

< ’a—&'
In

(7.4) Voici la propriété caractéristique des g, :

Proposition. — Soient acR—Q et (q,) la suite des dénominateurs de ses réduites; s
|g|>o0 est entier vérifiant |q|<q,.,, alors ||qu||>||g,x||. Réciproquement, les q, sont définies
ainst 1 qo=1, g¢y=a, et, si n>1, ¢, ., est le plus petit entier strictement positif tel que
gns12l|<[[gnat|| (attention, si ay=1, ||gga||=][grt|[!).

Pour la démonstration, voir Lang [1].

Proposition (7.5). — Si n>1, |ga—p,|=]|g.x]|, e, st n>3

g — 22|l = @all ga—ret |l + [l gael-

Démonstration. — Si n> 2, on déduit de (7.2.1), puisque (—1)"(g,2a—p,)>0, que:

(751) [qn—2a_pn—2]=an]qn—1°‘_pn—-1|+|qn°‘_pn['
I

Donc |g,a—p,|<|¢,_1x—p,_1| et, puisque lqna—pn|<q , si n>1, on a bien
n+1

I
lqnot——ﬁ,,|=|[q,.0t[|§;-
La relation s’écrit, si n>3
|n—2xll =4[l g, 1|[ + || gex||. m
Inégalité (7.6). — Par (7.5.1) et |ga—p,|<|g._10—p,_1|, si n>2, on a
Pinégalité :
|Qn-—2a_pn—2|
1qna_pnl
(L’inégalité 2<|g,_sa—p,_s|/|g,a—p,| résulte de |g,_sa—p,_2[>(a+1)|g2—1.].)

<(an+1)(an+1+1)'

(7.7) Approximation de acR—Q par les rationnels.

Par (7.3.4) et (7.4), si «eR—Q, la connaissance des g; et des g; détermine
les approximations de « par les rationnels. Ces deux propriétés permettent de construire
des a ayant tel type d’approximation.
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(7.8) Exemples.

(7.8.1) «cR—Q est de type constant si et seulement si sup a;< -+oo.
Démonstration. — Si « est de type constant, sup 4;<+o0 par (7.3.4).5i sup g,<+oo,

on a pour les réduites b de « :

¢ avec C=Inf !

;?c " an+l+2

. c_C
Si ¢,<¢<g,.1, alors par (7.4) anllZIlqnalqu—Z;. n

n

>o.

(7.8.2) «cR—Q est du type de Roth si et seulement si pour tout €>0 on a, pour n— + oo,
4,+1=0(g)-

Proposition (7.8.3). — a«cR—Q est du type de Roth si et seulement si, pour tout 3>o,
nglan+ 1/?f< -|—OO.

Démonstration. — La condition est suffisante par (7.8.2). Elle est nécessaire, car
si e<3 (par (7.2.4)) :
2, 1/g=0(21/g~)=0(Z1/2°~")=0(1). m
n ” n

8. Ordre de points na sur TZ.

(8.1) On se donne xcR—Q et p/geQ ., (p, 9)=1, ¢>1 et vérifiant
(¢.e. une approximation rationnelle de «).

O(——£|<—Ié
9] 9

Les intervalles [Z), {4 +I}, 1=0, ..., ¢—1 sont d’intérieurs disjoints deux a deux
et (mod 1) ils rccouvrgnt Tz.

Proposition. — Pour chaque i€{o, ...,q—1}, i y a un et un seul point de la
suite {jo(mod 1)}, j=1, ..., ¢ dans chaque intervalle [é, z—?] (mod 1).

. . I . I .
Démonstration. — On a soit 0<oc——’—0-< —» soit ——2<oc—£<o. I1 suit que, pour
; 9 9
1=1,...,q :

o<in—il< i<l (resp. —1<i¢—3’-’<o),
7 q ¢ g

q
donc iae]g, @4—1[ (mod 1) (resp. iae]zﬁ—i, Q[ (mod 1)) La proposition résulte
9 9 49 9 9 49
de ce que les intervalles 1, i recouvrent T* (mod 1) et ont une longueur égale
q
A=,
q
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(8.2) Soient acR—Q, b les réduites de « et (g;) la suite de ses quotients partiels.
— — n
Posons ¢,a=g,a—p,, |g,x|€[o, 1[, et si n>1, |ga—p,|=]|g,x||. On désigne par
[0, ¢,«] lintervalle compact de R déterminé par o et g,a.
Proposition. — St n>2, alors les intervalles [o, q/";] et Rl q/,,\oc]=[q/,,\oc, 2;;]

. , . e . — —_— — — —_—
sont d’intérieurs disjoints, et on a [o, g,a] CJo, ¢,_,ax[ et [g,%, 2¢,2] C]o, g,_sa[. Les
points sont dans le méme ordre que sur la figure :

R3
; /'}\x = :
— — — .
0 . 2¢,x Gu— 2 n pair
: bt
— — —_ . .
Gp—2® 2¢, & g,& O n impair
Figure

Démonstration. — Cela résulte de (7.5) et (7.6), puisqu’on a :

I%—z“‘ﬁn—zl =an[qn—1“_pn—-ll + an’u_pnl >2l qna_Pnl
et aussi : an—2a—_pn—2l>lqn—la_'pn—1|>|qna_pnl‘ u

Proposition  (8.3). — 8¢ je[o,q,,. [ est entier, les intervalles modulo 1,

{R;a([0; gu2]) Yo<j<y,,,» Sont modulo 1 dintérieurs disjoints deux & deux.

Démonstration. — On suppose que ¢, ,>>1, sinoniln’y arien & démontrer. Supposons
par I'absurde que les intervalles ne sont pas d’intérieurs disjoints deux & deux. Alors
il existe un entier kefo,q,, [ tel que :

kae] jo, o+ goaf (mod 1).

jo ke jotga  katga

Figure si n est pair

Comme R, est une isométrie préservant l’ordre sur T (k—j) ae]o,;,,\a[ (mod 1),
donc o<||(k—j) a||<[lgax|l; or [[(k—j) all=][|k—jl |l et o<|k—j|<gm;ys, et
ceci est contraire a (7.4). La proposition en résulte par I’absurde. m

Remarques (8.4). — Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur a Slater [1].

a) On suppose ¢,,,~>1. Alors les intervalles modulo 1 :

{R;,[o, qn“]}05j<qn+l et  {R;.([o, qn+1°‘]}ogk<q,,

recouvrent T! et de plus leurs intérieurs sont disjoints deux a deux.
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b) Les intervalles suivants modulo 1 recouvrent T! (mais leurs intérieurs ne sont
pas disjoints) : {R;,([o, 2¢,%])}o <jcqner *

9. Fractions continues et mesure.

(9.1) La transformation G(x)zé(mod 1) définie en (7.1) préserve la mesure

ZLOIgQ (Ij’jx) sur [0, 1[ (ie. si B est z-mesurable »(G™'(B))=2(B)).

Noter que v est équivalente a la mesure de Lebesgue m de [o, 1[ et que L(v) =L(m).

(9.2) G est v-ergodique et méme « mixing » (voir Billingsley [1]).
(9-3) Si a est la fonction définie en (7.1) :
n—1
S aG)=1 Zal;

ni=o0 ni=1

comme la fonction a(x)>o0 est v-mesurable et non dans L1, il résulte du théoréme ergo-
dique que pour presque tout «e€fo, 1]

lim - Ea() + 0.

N>+ N i=1
(9.4) Puisque Log( (x)41) est dans L'(s), on a pour m-presque tout o : |

lim - Z Log (a;(a)+ 1) f Log(a(x)+ 1)dv>o.

n—>-+oo N0

On conclut aussi du théoréme ergodique que si beN, pour m-presque tout « :
lim lim ( X Log(g(«)4+1)/ X Log(g(x)+1))=0.
b->+ 0 n—>+ o 1<i<n 1<iln
(@) > b

(9.5) Pour m-presque tout o :
lim ¢,(a)/"=¢""21%2 (~15,36...)

n—>+ @
(voir Billingsley [1]).
(9.6) Le théoréme suivant est dit a F. Bernstein et E. Borel (pour la démons-
tration, voir Billingsley [1]) :
Théoréme. — Soit ¢ :N,_—R_, monotone non décroissante.

— & X —;15=+oo (par exemple o¢(i)=1i Log(1+1)), alors, pour m-presque tout
i=1 @(1?
acR—Q, linéquation a;(x)<¢(¢) a une infinité de solutions.
— 85 X %5<+oo (par exemple @(i)=1 Log(1 +i)'*%), pour m-presque tout
i=1 Q{1

xeR—Q, linéquation a;(x)<@(¢) a un nombre fini de solutions.
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10. Nombres de densité bornée et nombres satisfaisant a une condition A.

Définition (x0.x). — Soient acR—Q, et a; les quotients partiels de . La densité (du
développement en fraction continue de o) est :

d,=sup (% E;oaﬁl)el—{:Ru{—l—oo};

n>1

st d, <400, a est dit de densité bornée.
Exemple de nombres de densité bornée.

Par (7.8.1), si o est un nombre de type constant, alors il est de densité bornée.
En particulier tout nombre algébrique de degré 2 est de type constant, donc de densité
bornée. Soit «eR—Q ayant pour quotients partiels (g;) avec ;=1 si i+2" et ax=4.
Alors o est de densité bornée mais non de type constant.

Par (9.3), les nombres de densité bornée forment un ensemble de mesure de
Lebesgue nulle.

Si « est un nombre de densité bornée, il n’est pas difficile de voir que ’on a :
P q

a) sup g/"<+ oo;

o p b C
b) il existe CG>o, tel que pour tout -eQ, ——‘ 2.
d g g| ¢* Log(g+1)
Définition (x0.2). — acR—Q satisfait a une condition A, si Pon a :

lim limsup( X Log(g(x)+1)/ X Log(g(x)+1))=
B>+o n>+0o 1<i<n 1<i<n
a(x)>B

On définit A={acR—Q |« satisfait 2 une condition A}; A(mod 1) sera aussi
noté A (si peZ, R, (A)=A). Pour simplifier écriture, on écrira g;, étant sous-entendu
que g; dépend de «.

(r0.3) Par (9.4), A est de mesure de Lebesgue pleine.

Proposition (10.4). — On a «€A si et seulement si o vérifie la condition suivante :
(%) acR—Q et pour tout €>o, il existe B>o tel que, si n— oo, on ait :

IT (1+4(a)=0(q )

1<i<n
a;> B

Démonstration. — Comme on a ¢, ,<¢,< Il (1+¢), la condition (%)
implique que a€A. =
Réciproquement, si «€A, on choisit B, tel que, si B>B,
limsup( X2 Log(a - I)/ Z Log(a -+ 1))< -

ns+o0o 1<i<
a>B
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II existe alors CG>o tel que pour tout z on ait :

IT (g+1)<Cm

1<iln
Il suit de 2"~ Y2<g  ,<g,<C" (pour n>3), qu'il existe 8>o0 tel que l'on ait :
H (ai+1)§q3—13
<in

1

et il résulte de la définition de xeA que « satisfait & la condition (*). m

Proposition (x0.5). — La condition acA équivaut & [a condition suivante :
Pour tout €>o0, il existe B>o0 tel que lon ait, pour u >+ oo,
(%) II (1 +4)=0(g;)-
(L+a)(1+a;,4)>B
1<i<n

Démonstration. — Si acA, la condition précédente résulte clc (10.4) et de P'inégalité :

I (1+4)< IT _(I+ai)2;
(t+a)(1+a,,)>B (1+a)>+B
1<i<n 1<i<n+1

en effet, si B est assez grand I’expression est majorée, si n—-+oo, pa- O(g). La réci-
proque résulte de (10.4) et de linégalité :
I (+4)< II (1+q). m
1+a;>B (1+a)(1+a;, ) >B
1<i<n 1<i<n
Corollaire. — Si acA, pour tout ¢c>o0, ceR, il existe B>o tel que, st n—>oo, on ut:

I1 e(a;+1) (41, +1)=0(g).
(1+6)(1+a;,)>B
1<i<n

(r0.6) Par (10.4),si a€A, « est du type de Roth (z.e. pour tout €>o, si n— -+ oo,

a,.1=0(q;)) (voir (7.8.2)).
Noter aussi que, si aeA, on a sup g/"<+ co.

Il n’est pas difficile de voir que tout nombre de densité bornée satisfait & une condition A.
Le nombre ¢ a pour quotients partiels aq,=2, et si n>1

Ay, =0y, _o=1 €t a,,_,=2n (voir Lang [1]);

e est du type de Roth, mais ne satisfait pas & une condition A, car sup ¢."(¢) =+ 0.
n

n

(x0.7) Invariance de «cR—Q par Paction de GL(2, Z).

b
B est un nombre équivalent a o (i.e. B= ot d avec (Z d)eGL(2, Z)) si et

seulement si, a partir d’'un certain rang, « et 8 ont les mémes quotients partiels

(te. a(B)=0a(x), 121).
Il suit que acA (resp. « est de densité bornée) si et seulement si B ’est aussi;
«, —a et I/a sont des nombres équivalents.
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11. Catégorie et nombre de rotation.

Soient 0<r<+ow et F'=D'(T")—Intp~'(Q). D’aprés III (6.2.3), F" est
Padhérence dans la G’-topologie de I’ensemble des difféomorphismes de nombre de
rotation irrationnel; F” est un fermé sans point intérieur dans D"(T").

Proposition (xx.x). — Pour 0o<r<-+ o0, Uensemble des f de ¥" tels que o( f) soit un
nombre de Liouville est résiduel dans ¥ pour la C’-topologie (c’est méme un G dense).

Démonstration. — F Np~'(Q) est un F, sans point intérieur dense dans F" pour
la C’-topologie (voir III (6.2.3)), et on raisonne comme en (5.4) en utilisant la conti-
nuité de p. = .

Soient 0<|a|<2—7r fixé et f,(x)=x+ asin 2nx + beD(T?).

L’ensemble K,=[o, 1]—Int{s]|p(f;)€Q} est, par III.5.2, un ensemble de Cantor.

Proposition (xx.2). — L’ensemble {beK, | o(f;) est un nombre de Liouville} est résiduel
dans K, (c’est méme un Gy dense).

Démonstration. — K, N{b|p(f;)€Q} est dénombrable, dense dans K,, et on raisonne
alors comme en (5.4). W

(xx.3) Arnold [1] a montré que, si |a|—0, m(K,)=mesure de Lebesgue de
K,—o0. (Pour une autre démonstration, voir Herman [1].)

) 1
Nous avons montré que, si |a|<—, m(K,)>o.
2w
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VI. — REMARQUES SUR LE THEOREME DE DENJOY
ET SUR LES MESURES o-FINIES INVARIANTES

Plan :

Notation : s.e.d. = sauf sur, un ensemble au plus dénombrable (I’ensemble pouvant étre vide).

I. Proposition de Denjoy ... e it i e 71
2. Rappels sur les fonctions a variation bornée ............... ... ... ... ... il 72
3. Inégalité de Denjoy-Koksma ........ ... ittt ittt 73
4. Inégalité de Denjoy et classe P ............................ PP 74
5. Le théoréme de Denjoy ... ...t e e 76
6. Une inégalité .. ... ... ... i ittt e e | 77
7. Sur les mesures o-finies invariantes ........... ..ttt i i e 78

Commentaire :

Les résultats de 1 4 5 sont entiérement dus a Denjoy (voir Denjoy [1], Denjoy [2], et surtout Denjoy [3]). I1
nous semble que I’'introduction d’une mesure de probabilité invariante simplifie légérement 1’exposition. 1 a 5 sont
extrémement importants pour la suite. L’inégalité de Denjoy-Koksma et I’inégalité de Denjoy interviendront
constamment en VII, VIII et IX. La définition d’un homéomorphisme de classe P se trouve en 4. Le fait que le
théoréme de Denjoy reste valable pour les homéomorphismes de classe P de nombre de rotation irrationnel a déja
été remarqué par Denjoy [3].

Nous utilisons ce fait en 7 en P’appliquant a des homéomorphismes PL. Nous montrons en 7 qu’il existe un
homéomorphisme PL de T! sans mesure c-finie invariante absolument continue par rapport a la mesure de Haar m
de T Cet exemple a été annoncé dans Herman [5].

Le probléme de mesure o-finie invariante et absolument continue est un probléme classique. Le premier
exemple (non continu) de bijection f: [0, 1]— [0, 1] bimesurable pour m et m-non singuliére sans mesure c-finie
absolument continue par rapport & m a été donné par D. Ornstein, puis A. Brunel a donné un autre exemple.
J. P. Conze me signale que I’on peut rendre ’exemple de Brunel continu en I’interprétant convenablement sur un
ensemble de Cantor ad hoc. (Pour un exemple de classe C® sur le cercle, cf. Katznelson [1].)

I1 nous semble que le probléme (7.6) devrait, une fois de plus, convaincre le lecteur que 1’étude de la famille
b fy(x)=x+asin 2anx+ b est loin d’étre terminée.

En (7.7) on étudie la conjugaison lipschitzienne de la famille PL, { f3, 3}, & des rotations. On détermine méme

dans certains cas I’homéomorphisme qui conjugue fg , & Ry (si IBTQeZoc (mod 1)). C’est tellement rare que
cela mérite d’étre signalé. (7.7.3) donne une nouvelle démonstration d’un résultat de Kesten [1].

Je remercie J. P. Conze de m’avoir aidé dans le lemme (7.7.2). Je remercie Ledrappier, Strelcyn et Thouvenot
de m’avoir signalé le probléme des mesures o-finies invariantes.

En 6 nous donnerons deux inégalités utiles au chap. IX. Dans ce chapitre | |1+ désigne la norme de L1(T?, dx).
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1. Proposition de Denjoy.
La proposition suivante est due a Denjoy ([1] et [2]) :

Proposition (x.1). — Soit feDiff)(T") avec o( f)=acT'—(Q/Z). On suppose que :

1) f est dérivable sauf sur un ensemble au plus dénombrable (en abrégé s.e.d.).
2) Df=rks.ed., oi h:T >R est >c>o0 et réglée. Soit p Punique mesure de probabilité
invariante par f; on a :

i o (Log A)du=o.
n—1

Démonstration du cas ot feD'(T'). — Puisque Log Df"= X (Log Df)of",

=0

'S (Log Df) of'".

I
ni=o0

> Log Df"=

Comme f est uniquement ergodique (voir II.8.5), si n—+ o, %Log Df" converge

uniformément vers a:le(Long)dp.. Si a>o (resp. a<o0), quand n—>-+ o,

Df" converge uniformément vers +oo (resp. o). Or
1
le Df (x)dxzfo Df*(x)dx =1,
d’ott nécessairement a= le(Log Df)dp.=o0. m

‘Remarque. — La méme démonstration montre que si feDiff}(T") est un difféo-
morphisme de classe C! uniquement ergodique, de mesure de probabilité invariante w,
alors :

an Log | det(Df)|du = o.

Démonstration de (1.1). — D’aprés Hewitt-Stromberg [1, 18.41d] ou Dieu-
donné [1, 8.5.1], fet f~! sont absolument continues et f est méme un homéomorphisme
lipschitzien puisque Df et Df ~'eL*(T", dx). Donc, pour neZ, f"est absolument continue
(i.e. S x)—f"(0) =f: Df "(t)dt). La fonction Log % est réglée (rappelons qu’une fonction
est dite réglée si en tout point elle a une limite & gauche et droite, elle est alors
limite uniforme de fonctions en escalier et réciproquement (voir Dieudonné [1])).
Notons qu’en chaque point ol % est continue, f est dérivable et qu’en tout point f a une
dérivée a gauche D, f et une dérivée a droite D, f. De plus, Log D, f est une fonction
réglée, avec Log D,f>Loge¢, et les points de discontinuité de Log D, f forment un
ensemble au plus dénombrable, donc de p-mesure nulle. Enfin, Log D, f et Log & sont
réglées et donc boréliennes, et on a

a=le Log DdeL:fTI Log Ddfdp.szl Log h dy.
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n—1
. . I
Commc f est umquemcnt Cl'gOdlun, les mesures 71 i§0 8/,'(:0) convergent vaguemcnt VErs [,

n—1
par Bourbaki [4, chap. IV, § 5, n® 12], si n—»—f—oo,iLog Ddf"———;l }]o Log D, fof*

converge simplement vers a, donc uniformément sur un compact K avec m(K)>1—¢
(m étant la mesure de Lebesgue).

Si a>o, puisque f est absolument continue, ceci contredit le D, f*(x)dm=1.

Si a<o, —a= fr‘ Log Df ~'du avec —a>o. Ceci est absurde par le méme raison-

. . I
nement que précédemment. (En fait on peut montrer que, si n— oo, - Log D, f*
converge uniformément sur T! vers a.) m

Remarque. — Pour le rapport avec la convergence uniforme, voir XII (1.5), que
le lecteur appliquera & feDiff?(T!) lorsque f a un unique point fixe (donc est uni-
quement ergodique).

2. Rappels sur les fonctions a variation bornée.

Y

Soit ¢ :R—R, Z-périodique; ¢ est dite une fonction a variation bornée sur T* si
@ est & variation bornée sur [0, 1]. On note Var(¢) la variation totale de ¢ sur [o, 1]
(i.e. Var(p)=Vary ;(¢)). Rappelons que la variation totale de ¢ sur [o, 1] est

n—1
Var(o) = sup Z o5 11) — (%)
0<7 <. <7y <1 1=0
Si ¢ est A variation bornée et continue sur [o, 1], sa dérivée au sens des distributions

est une mesure sans masse atomique, de norme Var(e).
On a les lemmes suivants :

Lemme (2.1). — Soit ¢ : T~ [a, b] une fonction & variation bornée; soit ¢ : [a, b] >R
une fonction lipschitzienne (i.e. il existe k, tel que pour tous x,ye[a, b], on ait :

[$(x)— b <E|x—2]);
alors Yo est & variation bornée et Var(yoq)<k Var(ep).

Lemme (2.2). — Sotent ¢ : T'—>R une fonction & variation bornée et f: T —T! un
homéomorphisme. Alors ¢of est @ variation bornée sur T' et Var(gof)=Var(gp).

Démonstration. — 1l est élémentaire de voir que Var(poR,)=Var(p). On peut
donc supposer que f(0)=o0 (quitte & remplacer f par foR,). Puisque f: [o, 1] = [o, 1]
est un homéomorphisme qui est strictement monotone, f définit une permutation de
Pensemble des partitions finies.

La proposition résulte alors de la définition de Var(p) et de :

n—1

:éo [9ofof ! (%41) —@ofof 1) =‘.§“o lp(%;41) —(x)]. =
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Notations. — On définit :
D'+7(T') ={ feD'(T") | DfeC*(T") est & variation bornée},

et de fagon analogue Diff}™""(T").
3. Inégalité de Denjoy-Koksma.

Pour «eR—Q, %eQ est une approximation rationnelle de « si peZ, ¢eN,

b I
(p,q)=1, et oc——|<——.
9| ¢
Il en est ainsi des réduites — de «. Noter que si n—>- o, ¢,a—>0 (mod 1).

n
Théoréme (3. 1) (Inégalité de Denjoy- Koksma). — Sotent feD(T!) avec p(f)=acR—Q,
etl2 une approximation rationnelle de .. Soit @ : T'—>R une fonction & variation bornée (non néces-
9

sairement continue) et soit y. une mesure de probabilité sur T invariante par f (i.e. f,p=y). Alors,
pour tout x€T', on a :

Z 0o [ odu| < Varlo).

Remarque. — L’inégalité de Denjoy-Koksma implique que p. est unique. En effet,

. I ; . .

si n—>-4-00, — 2 @of* converge uniformément vers u(¢); par conséquent, deux mesures
Gyt < n

de probabilité invariantes par f coincident sur le sous-espace dense de Co(T!) formé

des fonctions continues a variation bornée, donc coincident.

. . & . .
Démonstration. — Soit h(x)= f dy; h est continue (p est sans masse atomique),
0

monotone non décroissante et, pour tout xeR, A(x +1)=h(x)+1; Aof=R, 0k Sur T,
on a hof =R, ok, h:T'—>T! préserve ordre et est continue, surjective et de degré 1,
et h est injective sauf sur un ensemble de w-mesure nulle. Si ieN, kof'=R, k.
Fixons xeT!; on a A(f*(x))=ix+k(x) mod 1. On choisit y,=p,=f(x)=x et yeT!

tels que ﬁ(y,):é—-{—/?(x) mod 1 pour 1<:<g—1. On a, pour 0<k<g—1

(+) [, e=5= (10 —100=3)

et (*) ne dépend pas du choix des y.
Il suffit de démontrer I'inégalité pour ¢ variant de 1 & ¢ :

(ie | Evefw)—a [ odu|<Var(o))
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quitte & composer a droite avec f ~'. Par V.8.1, pour chaque 1<i<g, il existe un
unique intervalle I;=[y., », 1] tel que iael,. On a:

B oo [ otdutt)| =| & (o0 —a[ sttt

< 2| [ (o) —a(0)dut)| < 5, sup 571 —9(0] < E Vary(s) < Var(e)

=1itey

Comme x est arbitraire dans T?, l'inégalité est démontrée. m

Remarque. — On désigne par D, («) la discrépance de o (voir Kuipers et Nieder-
reiter [1]); il n’est pas difficile de montrer, en suivant Denjoy [3], que si ¢: T'—R
est a variation bornée, feD°(T!), et p(f)=aucR—Q, on a:

n—1
S oo/ )= [0 du| < Var(e) (1D, a).
. .

i=0

De plus, si [é est une approximation rationnelle de «, ¢D, («)<2 par un argument
analogue 4 V.8.1. Si f est C%-conjugué & R,, c’est précisément, par changement de

variable, I'inégalité de Koksma.

(3-2) Soit ¢ : T*—>R continue, et w son module de continuité. On a, pour tous x, y
dans T, [o(x)—o(y)|<w(|x—y).

Proposition. — Sotent ¢ : T'—>R  continue, w son module de continuité, et 4 une approxi-
mation rationnelle de 0ocR—Q. On a : J
< w(i)
o \{4

La démonstration est presque identique a (3.1) (voir aussi Kuipers et Nieder-
reiter [1, p. 146]).

1% goR,— | o(x)dx

q‘=0 e Tl

4. Inégalité de Denjoy et classe P.

Définition de la classe P (4.1). — Soit feD(T?) : on dit que f est un homéomorphisme
de classe P si f est dérivable sauf sur un ensemble au plus dénombrable et si sa dérivée
est égale, sauf sur un ensemble au plus dénombrable, a une fonction Z-pério-
dique %:R—R, minorée par un réel a>o, et a variation bornée sur [o, 1].

Remarques (4.2). — 1) Si feD°(T') est de classe P, alors par Hewitt-Strom-
berg [1, 18.414d], f et f~' sont absolument continues et f est un homéomorphisme
lipschitzien ( f et f ~'sont des applications lipschitziennes) puisque Df et Df ~'eL*(T?, dx).

2) Si f est de classe P, f~! I’est aussi.

3) Les homéomorphismes de classe P forment un groupe.
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4) Logh est a variation bornée et on pose :

V=Var(Log Df) =hI=nIff(Var(Log h)).
s.e.d.
5) feD?(T') est un homéomorphisme de classe P si et seulement si, pour tout

xeR, f a une dérivée a gauche D, f(x) et la fonction Log D, f est a variation bornée
sur [o, 1].

Exemples (4.3). — 1) Si feDY(T") et si Df est a variation bornée, f est de classe P.
2) Si f est un homéomorphisme PL de T!, f est de classe P (PL=continue et
linéaire par morceaux en nombre fini).

Proposition (4.4) (Inégalité de Denjoy). — Soient feDO(T?) de classe P, o( f)=acR—Q,
= les réduites de «. Sauf sur un ensemble au plus dénombrable, on a :

" e V<DfE<S e  V=Var(Log Df).
Démonstration. — On a s.e.d. :
Log Df" :3_‘,: Log Dfo f' 223: Log kof'.
D’apres la proposition (1.1) :
| LogDfdy=|  Loghdu=o

(en fait cela résulte aussi de l'inégalité de Denjoy-Koksma 3).
Par P'inégalité de Denjoy-Koksma, on a :

ap—1

|
sup | 2 Log ko fi(x) _q”f.rl Log h dp. < < Var(Log D).

zeT!

1=

On a donc sauf sur ensemble au plus dénombrable :
—V<Log Df=<V,
soit : e '<Df <’ s.ed.;

comme Df~ %= on a bien linégalité. n

I
Danof_Qn’

Corollaire (4.5). — Soient feDO°(TY) de classe P, o(f)=acR—Q et{;—" les réduites

de o, pour tous x,yeR, on a Pinégalité : "

e [x—p| < | f2(2) —f2(y)| < e’ | x—].

Démonstration. — Immédiate par 'inégalité de Denjoy (4.4) et le fait que f et
f~! sont absolument continues. m
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5. Le théoréme de Denjoy.

(5.1) m désigne la mesure de Haar de T'. Un homéomorphisme f: T!—T! est
m-non singulier si m(A)=o0 équivaut & m(f(A))=o0. Autrement dit, f et f~! laissent
la mesure m quasi-invariante. Si f: T'—>T* est un homéomorphisme lipschitzien (i.e. il

existe £>o0 tel que %Hx—y[|§[|f(x) —f()||<k||x—p]|), alorsf est m-non singulier.

Tout homéomorphisme de T! de classe P est m-non singulier.

Définition (5.2). — Un homéomorphisme f de T! m-non singulier est m-incompressible
si, pour aucun ensemble A m-mesurable avec m(A)>o0 les ensembles f"(A), neN, ne
sont disjoints deux a deux (m-presque partout). On a la proposition de Denjoy [3] :

Proposition (5.3). — Soit feDiff? (TY) un homéomorphisme de classe P avec
o(f)=aeT'—(Q/Z).

Alors f est m-incompressible.

Démonstration. — Soient bn les réduites de «. Soit A CT!, m-mesurable et errant
n

pour f (z.e. les ensembles ( f"(A)),cx sont disjoints deux a deux m-presque partout).

On a donc X m(f"(A))<+oo. Or, par (4.4), m(f%(A))>e¢Vm(A); comme
n=0
¢, avec n, il suit que m(A)=o0. ®m
Le théoréme suivant est d & Denjoy ([2], [3], 1932 et 1946) :

Théoréme (5.5). — Si feDiff} (TY) est de classe P, avec o( f)=acT'—(Q/[Z), f est
CO-conjugué & R,.

Démonstration. — Par 1’absurde. Soit p. 'unique mesure de probabilité invariante
par f; h(x):fx dp. est continue non décroissante et pour tout xeR, h(x+1)=h(x)+1.
0

On a, sur TY, hof=R,ok; k est un homéomorphisme si et seulement si supp(u)=T™.
Si supp(w)*TY f n’est pas C%-conjugué a R,, puisque supp(p) est un fermé invariant
par f et que f n’est donc pas minimal. Si supp(p)=+T!, louvert U=T!—supp(p)
est invariant par f; soit I, une composante connexe de U=@. Les intervalles f"(I,)
pour neZ sont deux a deux disjoints (i.e. I, est errant ou wandering) puisque f est
sans point périodique ; f n’est donc pas m-incompressible, ce qui est contraire a (5.3). ®

Remarques (5.6). — 1) La démonstration du théoréme de Denjoy se faisant par

Pabsurde, on ne peut rien dire de I’homéomorphisme % qui conjugue f a R, (i.e.
f=ll—lo R,o4).

Probléme. — Si f est de classe P avec f=h"*oR,oh, est-ce que les modules de continuité

de h et k™' ne dépendent que de la nature arithmétique de o (i.e. des approximations de o par les
rationnels) ?
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Nous donnerons en VII. 4 une réponse partielle a cette question. Voir aussi XII.2.2.

2) Toujours sous les mémes hypothéses que le théoreme de Denjoy, par (4.5)
(f™),en est une famille équicontinue (avec ¢,—>-co0 si n—>-c0) et on pouvait aussi
appliquer II.g. Ceci implique par X.1.1 que

Ko(f)=Tnf d(f" 1d)=o

avec d(f™, Id)———Ma}r)l( [|f"(x)—x||. On montrera en VIII.2.1 qu’alors il existe une
z€

constante C dépendant de f telle que :
d(fq”, Id)_<_ (oY avec A :(1 + g—V)—1/2< I.

3) D’aprés XII.2.3, a tel que 0<[a|<2in étant fixé, il existe & tel que si
fo=x+asin2nx+b, on ait a=p(f,)eR—Q et su}; IDftlo=Hy(f,) =+ (ie f,n’est
ne

pas Cl-conjugué a R, mais est C%-conjugué a2 R, par le théoréme de Denjoy).

Donc, l'inégalité de Denjoy (4.4) est qualitativement la meilleure, en ce sens
qu’il faut en général se limiter a la sous-suite (g,).

Rappelons que H,(f)<-+oo est équivalent a ce que f soit Gl-conjugué a une
rotation.

4) Pour des remarques sur le théoréme de Denjoy dans le cas ol on remplace C!
plus « & variation bornée » par C! plus « module de continuité », voir X.4.
6. Une inégalité.

Notations (6.1). — On se donne feD(T?), o(f)=acR—Q; soient b les réduites

de «. On pose fin=f—p et mqn=1:/lei£1 | f(x) —x|>o0. On note [x, f%(x)] Pintervalle
compact déterminé par x et f(x).

(6.2) L’inégalité suivante est due & A. Finzi.
Proposition. — Si feD' T (T%) et si 2, et z, sont dans [z, f%(2)], on a, pour 0<i<gq, . :
Df(z)
e V<21 e V=Var(Log Df).
S D) (Los )

Démonstration. — On a :

1—1

| Log Df*(#,) —Log Df*(2,)| < X |Log Df(f'(z)) —Log DA(f/(z))].

Puisque f est C%-conjugué a R, par le théoréme de Denjoy, il résulte de V.8.3 que les

intervalles (modulo 1) { ([, f™(2)])} <i<q,, Sont d’intérieurs disjoints deux a deux;
par conséquent :

| Log Df¥(z,) — Log Df(,)| < V=Var(Log Df). m
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Proposition (6.3). — 8t feD'*™(T!) et o(f)=aeR—Q, on a Pinégalité :
sup | Dff|g<e| flr—Td—p,[o/m,,.

0_<_i<q,,+1

Démonstration. — Soient y, et j (0<;<g,,,) tels que :
DF(n)=_ sup  |Df .

D’aprés la formule des accroissements finis :
(for—1d) o fi(3,) = (f of *—f) (3) =DF(2) . (F*(3) —20)
pour un z,e[3,, f(5,)].
On a:
Dfi(z,) =|(f*—=1d) o f(3) | /| f*(3) =l | S —Td—py]o Im,,

et on conclut par (6.2). m

7. Sur les mesures o-finies invariantes.

Rappel (77.1). — m est la mesure de Haar de T!.. La définition suivante montre
que la m-ergodicité ne dépend que des ensembles de m-mesure nulle.

Définition. — Si f est m-non singulier, f est dit m-ergodique si pour tout ACT!
m-mesurable, invariant par f (i.e. tel que f(A)=A m-presque partout), ona m(A)=oou 1.

— Une condition nécessaire est évidemment que f soit m-incompressible et que
o(f)eT—(Q/Z).

— Soit f un homéomorphisme lipschitzien. Si ¢ :T!—R est m-mesurable, et
si @, =¢ m-presque partout, alors ¢of=¢,0f m-presque partout; de plus, @eLl(T., m)
si et seulement si @ofell(TY, m). En effet, on a :

vesflo= [ loaftlde=[ loesto)

Df(x)

<+oo puisque f est un homéomorphisme lipschitzien.
LCD

Df(x) dx<|oln

I
Df

LU_)

I
Df
(7.2) Mesure o-finie invariante.

Soit f un homéomorphisme lipschitzien de T!. Rappelons que, par le théoréme
de Radon-Nikodym, f a une mesure invariante o-finie, positive et absolument continue

par rapport a m, si et seulement s’il existe ¢:T'—>R_, m-mesurable, telle que, si
A=¢7(Jo, +o[), on ait m(A)>o et :

@of.Df=¢ m-presque partout.

Remarquons que, puisque f est un homéomorphisme lipschitzien, f(A)=A m-presque
partout.
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(7-3) Un exemple d’homéomorphisme PL.

Soient A>1 fixé et P>o0 deux paramétres réels. On pose, pour x€[o, 1] :

Ax si 0<x<agq,

Jolx)= )F"(:c—l)-l-i i aSxS7,

1

22

Rt

avec Aa=Ar"Pla—1)+1.

Pour xefo, 1] et neZ, on pose fy(x+n)=f3(x)+n; f;€D°(T) est un homéo-
morphisme PL. Soit :

fs,bsz°fa=fp+b

et f5 , ’homéomorphisme PL induit sur T'. Quand b varie dans R, o( f; ;) est continue

monotone non décroissante et o(f5 ;,.4)=p(fa )41, donc p(f, ;) prend toutes les
valeurs réelles.

Théoréme (7.4). — St B=1, soit beR tel que ot=p(f_1’b)ET1—(Q/Z); alors
f_l’ » Wa pas de mesure o-finie invariante absolument continue par rapport & la mesure de Haar m.
Pour démontrer le théoréme, nous avons besoin des lemmes suivants :

(7.4.1) Supposons que f,, ait une mesure o-finie invariante; d’aprés (7.2),
il existe une solution non triviale ¢:T'—R_, de

‘P°fs,bDfe,b:<Pa

m mesurable, et telle que, si A=¢"*(Jo, +o[), on ait m(A)>o0; de plus, A est invariant
par f, ,. Soit :

exp (QTti( Log o(x) ) xeA

1+ B) Log A

o si xeTl—A.

g(x)=

g est m-mesurable, geL®(T., m, C) et |g|,=m(A) (si xeA, g(x)eS'CC).
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_ 2miB
Lemme (7.4.2). — On a gof, y=¢'*®.g, m-presque partout.
Démonstration. — Comme A est invariant par f; , (et m-mesurable), T!—A est inva-
riant parf—ﬁ,b et on a bien (7.4.2) pour m-presque tout xeT!'—A. Si xe€A,
(*) Log @ofp, ,(x) -+ Log Df; ,(x) =Log ¢(x) m-presque partout.
Or, sauf en deux points :

Log Df, 6, 0(%) B

(1+8) Logh ™ 14g’

ol ¥ 4 est la fonction caractéristique de [0,4a] (Aa=Ar"f(a—1)+1).
Donc, pour m-presque tout x€A, (x) implique que
2miB

gofp () =e'TPg(x). m

Lemme (7.4.3). — Soit feDiff)(T") un homéomorphisme de classe P, tel que
o(f)=aeT'—(Q/Z),

et soient b les réduites de o; si @eLl(T, m), lir.flm |pofin—o|n=o0.
q" n—>»

Démonstration. — Soit e€>o0; il faut déterminer 7, tel que si n>n,, on ait
lpof"—o[u<e.
Soit ¢, : T*—-R, continue et telle que

€

l‘P_cPllL‘S'Q—(?I_’_—I)

avec V=Var(Log Df).
Ona: |goffr—olu<[(e—e)of ™+ e—@ilut oo/ ™o lu-
Par l'inégalité de Denjoy et la formule de changement de variable :

€ v

< .
o 2(e'+ 1)8

I
[(p— @) of | < | 9— 1 |us e
On a: [@yofin— oy |a< | @y oftn—a .

Par le théoréme de Denjoy, f=h"'oR, ok, ol kestun homéomorphisme de T?;si n—co,
f—Id dans la C’topologie puisque g¢,a—o0 (mod 1), par conséquent, si n— - o,
| prof™"—q,|o—>0 (puisque ¢, est continue).
Soit 7, tel que, pour n>n,, on ait I<P1°fq"—<Pllo§§§ pour n>n,, on a :
l(Pqu"‘_QlLISE. |
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Lemme (77.4.4). — Soient «cR—Q, et&‘ les réduites de o; une infinité de g, sont impairs.

Démonstration. — D’aprés la relation de Lagrange :
Gobn—1—Pun—1= (— I>n’

si g,_, est pair g, est impair. W

(7-4.5) Démonstration du théoréme (7.4). — Par Pabsurde.
Supposons que f=1 et que p(ﬂ,b)=a€Tl—(Q/Z). Par (7.4.2), il existe
geL*(T', m, C), avec |g|.=m(A)>0 et
gofi=6"g=—¢g.
On a:
gofiy—g=((—1)"—1)¢
donc :
2m(A) si n est impair

lg°f17:b"g|m= . .
o si n est pair.

D’apres (7.4.3) :

lim |gof%— gl —o.
Si g, est impair :

| g0 iy — gl =2m(A).

Par le lemme (7.4.4), il existe une infinité de ¢, impairs; le théoréme en résulte par
Pabsurde. m

Remarque (%7.4.6). — Soit p(fTB’ ») =aeT'—(Q /Z); soient g, les dénominateurs

In

des réduites de «; si ne tend pas vers o(mod 1) quand n—>+oo, alors f; , n’a pas

de mesure o-finie invariante absolument continue par rapport a m.

(7-4.-7) On peut aussi formuler les choses ainsi : soit f un difféomorphisme de classe P,
tel que o(f)=acR—Q; sif a une mesure invariante o-finie équivalente a la mesure de Haar m,
|Df*"—1 |0 quand n—co.

En effet on a montré que si AeR, &™*LD" 1 dans L1(m). Or, par Iinégalité

de Denjoy, |Log Df™|,<V; si A#o0 est assez petit, on conclut que, quand n—+4o0 :
lqu,,_I IL‘ =O(lezni7\Longqn__I lL1)°
(7.4.8) On montrera en VII.1.14 et VII.2.5.2 que s feD*(TY), o(f)=0cR—Q,
alors on a nETw |Dftr—1 | =o.
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Probléme (7.5) (Y). — St feDiff)(TY) est un homéomorphisme de classe P avec
o(f)eT*—(Q[Z), est-ce que f est m-ergodique?

On montrera (VII.1.4) que si f est un difféomorphisme de classe C2, la réponse
est oui (C! plus Lipschitz suffit).

Probléme (7.6). — Sout 0<a<;—n Sixé. Est-ce qu’il existe beR tel que :
Fo(x)=x4asin 2nmx +b
n’ait pas de mesure o-finie invariante absolument continue par rapport & m? (Voir XII.1.)
(7.7) Conjugaison lipschitzienne de fg
On a la

Proposition (7.7.1). — Soit o fa, ») =a€T— (Q/Z); les trois affirmations suivantes
sont équivalentes :

1) f, b, b €5t conjugué & R, par un homéomorphisme lipschitzien (en fait G® par morceaux finis).

2) fﬁ'b=h‘1oRaoh, o h et h™*' sont des homéomorphismes de T" absolument continus.

3) P €Za (mod 1).
148
Démonstration. — 1) implique 2) trivialement. Montrons que 2) implique g) : si

Pon suppose 2), f,, a une mesure de probabilité invariante équivalente & la mesure
de Haar, donc par Radon-Nikodym, il existe ¢:T!—>]Jo, + o[, m-intégrable et
vérifiant

®ofs s-Dfsy=¢ m-presque partout.

Par (7.4.1) et (7.4.2), il existe geL®(TY, m, C), vérifiant |g|.=1 et
2mi3
(%) gofs,=¢*Pg m-presque partout.

Comme par hypothése £, s.s=h""oR,oh, ouket h~'sont absolument continues, goh™' est
m-mesurable et |goh™'|.,=1. En composant I’égalité (*) a droite avec A%, on a
2mip
goh 1oR,=e' P goh™! m-presque partout; goh™' estun vecteur propre dans L2(T%, m, C)
2nif
de la transformation ¢t 9oR,, de valeur propre ¢! *#, donc
Nous aurons besoin du lemme suivant :

P BeZoc (mod 1).

Lemme (7.7.2). — Soit y=ja, jeZ; il existe ¢ : T'—>R dérivable sauf sur un ensemble
fini et de dérivée constante (@ n’est pas continue), vérifiant :

poR,—p=7ypq—y 0<y<1 (y=ja(mod 1)).
(*) La réponse a ce probléme est positive et implique aussi le théoréme (7.4) puisque f; et f2 p sont
m-ergodiques et le g de (7.4.1) ne peut pas exister.
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Démonstration. — Soit ¢(x)=x—[x] ([x] désigne le plus grand entier <x). Si
o<y<r1 sur T :
$xr—1) —9(¥) = xo,—Y
ce qui prouve laffirmation si y =+« (mod 1). Si y=jx (mod 1), o<y<i, j>2 (1)
ona @oR —o; =7y, y—v, o1(x)=—¢(x—vy). Soit g=¢,+...+¢0R;_y,. Ona:
PR —p=yp,q—Y ®
Fin de la démonstration de « 3) implique 1) ».

Par le théoréme de Denjoy, il existe heDiff?(T'), tel que k(0)=o0 et
fB'bZh_loRao’l.

I_‘Og)\ Si 0<x<?_%-
On a: LogDf, ,0h ™ (x)= 8 P
—BLogAr si —<x<I1.

B Log 1+p

D’aprés Ja proposition (1.1) :
le Log Df, , du :le Log Df, yo b~ (x)dx=o;

on en déduit que :

P g
Df, yob™ = -
Log Df,p0h (Logl)(IJrB)(x[o,lsa[ 1+p)

Si

€Zx (mod 1), par (7.7.2), il existe ¢ linéaire par morceaux finis (mais non
continue) telle que :
cpoR“—cp = Log Dﬁ,boh_l.
On pose Log Dh~'=q¢-¢, soit: A~ 1(x)= f: @+ ¢ dx. On choisit ¢ tel que f: Ot dy=1;
heD*(T") est de classe P (mais non PL).
On a Df_é’boﬁ_l.DfL_1 ZDIZ—loRa, donc fe’bZ}t_loRao}l. |

(77-7.3) Le résultat suivant implique le résultat de Kesten [1]. (Pour une autre
démonstration (trés élégante) voir Petersen [1].)

Proposition. — Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) Il existe xy tel que :
sup | Log Dfg: (%) | < +-o0.

neZ

2) k=sup |Dfy,|o<+o0.

nEZ

(1) Je remercie J.-P. Conze de m’avoir signalé ce cas.
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3) fa,b est conjugué a R, (e =p( fB, b)) par un homéomorphisme lipschitzien.

g
€Zo (mod 1).
4) - e ( )
Démonstration. — « 1) implique 2) » est élémentaire (voir Petersen [1]).

« g) implique 1) » est élémentaire puisque
Dﬂ‘b=Dh_loRaok.Dﬁ

avec & lipschitzien et DA™* et DheL>®(T!, m).
3) est équivalent a 4) par la proposition (7.7.1). Il reste a voir que 2) implique 3).
Si 2) est vérifiée, on a pour tous x, yeR et tout 7 :

2 | [ S o 0) Sl

n
tout compact, quand n—oco, vers un kAeD°(T?) tel que :

fos=h 'R ok

n—1 £i __»
Si Pon pose S,(f)= X o m, par IV.5.2, S (f) converge uniformément sur
=0

On a %lx—J’lSISn(f)(x)—Sn(f)(}’)lﬁklx*)’l’ donc, par passage a la limite :
RN LORGIEIESSTE

h est bien un homéomorphisme lipschitzien. m

Remarque. — En utilisant (7.4.6) et (7.7.1), on peut montrer par des arguments
de catégorie de Baire que, pour tout «aeT!—(Q /Z), il existe B et b tels que p(f5 )=,
que f; , soit m-ergodique, et que f, , n’ait pas de mesure o-finie invariante absolument
continue par rapport a la mesure de Haar m. (On montre d’une part que les B qui
satisfont & (7.4.6) forment un ensemble résiduel, et d’autre part, en utilisant le théoréme
de Chacon-Ornstein, que l’ensemble des B pour lesquels f5, (o0t o(fp,) =a) est
m-ergodique est un Gy dense par (7.7.1).)
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VII. — CONSEQUENCES DE L’INEGALITE DE DENJOY :
ERGODICITE PAR RAPPORT A LA MESURE DE HAAR;
COMMENT REVENIR PAR CONJUGAISON A UNE ROTATION

Plan :

L 33 T T 85
O 1 b 7 85
2. Comment revenir par conjugaison & une rotation ...........c.ciiiiiiieiiiiiiennieiniianans 93
Commentaire :

Le probléme de savoir si un homéomorphisme de T de classe P est ergodique par rapport 4 la mesure de Haar m
si son nombre de rotation est irrationnel a été posé par A. Denjoy. C’est ce qu’il appelle la « transitivité forte de
Birkhoff ». Si j’ai bien compris, Denjoy I’avait déja posé en 1932 dans une note aux Comptes Rendus (voir Denjoy [4],
p- 580). Denjoy pose le probléme plus explicitement et clairement dans (Denjoy [4], observations et commentaires
(2¢ partie), p. 88) (voir aussi Denjoy [5]).

Nous donnons une réponse partielle en (1.4) : c’est vrai si le difféomorphisme est C2 (et méme C! « plus
Lipschitz ») et de nombre de rotation irrationnel.

Le théoréme capital pour la suite est (2.5) que nous utiliserons plusieurs fois en IX. La théorie des petits
dénominateurs (i.e. Annexe) est résumée (et améliorée) dans le théoréme (2.8).

Je remercie tout particuliérement Ledrappier, Strelcyn et Thouvenot pour m’avoir aussi posé le probléme
de la m-ergodicité.

Nous avons tenu compte en (1.12) et (2.5) de simplifications apportées par P. Deligne [1].

A. B. Katok [1] a donné une démonstration bien plus élémentaire de (1.4) (la m-ergodicité). Il reste que
notre démonstration est trés naturelle pour démontrer le théoréme capital (2.5), et elle donne en plus de fagon
presque formelle la démonstration de (1.4).

o. Notations.

m=dx est la mesure de Haar (ou de Lebesgue) sur T! (sur R) et, dans ce chapitre,
| |i» sera la norme de L’(T',m) pour 1<p<+ o0 (avcc, pour 1<p<+4 o0,
|o|p= ( f-rl |<p(x)[”dx)1/p). Dans la suite, L' veut toujours dire LT, m).

1. m-ergodicité,

(x.1) Soit f: T'—T! un homéomorphisme m-non singulier : f et f~! sont absolu-
ment continues (par exemple f:T'—T' est un homéomorphisme lipschitzien; f et f~*
sont alors des applications lipschitziennes de T' dans T! pour la distance standard
de TY). Soit ACT", m-mesurable; f(A) et f~*(A) sont m-mesurables, et :

m(f(A))=o0 si et seulement si m(A)=o.
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Définition. — f est m-ergodique si, pour toute partic A de T, m-mesurable et invariante
par f (i.e. f(A)=A m-presque partout), on a m(A)=o0 ou I.

Remarques (x.2) :

— Une condition nécessaire pour qu’un homéomorphisme f de T!, m-non singulier,
soit m-ergodique, est que f soit m-incompressible.

— Une condition nécessaire est donc que p(f)=acT'—(Q/Z) et que f soit
CO-conjugué a R,.

— Rappelons (ainsi que nous le verrons en X.g.1) que, pour tout acT'—(Q/Z)
il existe un difféomorphisme f de classe Cl, avec p(f)=u«, et un ensemble de Cantor
KCT! tel que f(K)=K : un tel f n’est pas m-ergodique ni méme m-incompressible.

— Si  feDiff%(T') avec p(f)=acT!'—(Q/Z), f est uniquement ergodique
par IL.8, z.e. f a une unique mesure de probabilité invariante p; f est alors p-ergodique.

— Nous verrons en XII.1.13 qu’il existe feDiff(T") avec o( f)=acT'—(Q/Z),
tel que f=h"'oR ok (h étant unique sionimpose k(0)=0) ol & est un homéomorphisme
de T* qui envoie un ensemble borélien de m-mesure nulle sur un ensemble de m-mesure 1;
il suit que si @ est I'unique mesure de probabilité invariante par f, p est étrangeére a la
mesure de Haar m; la p-ergodicité de f ne nous renseigne aucunement sur sa m-ergodicité!

— L’exemple suivant est dt & Katznelson [1].

Soient «eT'—(Q/Z) et K un ensemble de Cantor dans T! tel que les
ensembles {R, (K)},cz soient deux & deux disjoints. Soient Zsni>¢,>0 une suite
telle que X ¢,=1, et p une mesure de probabilité sans masse atomique, de support K;

nEZ

on considére alors la mesure de probabilit¢ v= 2 ¢,(R,,).pn. Si A(x)= f:dv, k est
nEZ

un homéomorphisme ainsi que f=#hoR, 0k~ f est m-non singulier (puisque la
rotation R, est v-non singuliére), f est C%-conjugué a R, mais f n’est pas m-incompressible,
puisque £(K) est de m-mesure positive et que les ensembles f"(£(K)), neZ sont deux
a deux disjoints et de m-mesure positivei‘; f n’est donc pas (a fortiori) m-ergodique.

(x.3) Soit f un homéomorphisme de classe P de T! avec po(f)=acT'—(Q/Z),
par exemple un homéomorphisme PL, un difféomorphisme C! dont la dérivée est a
variation bornée; alors f est m-incompressible et f est C-conjugué a R,.

On a le probléme suivant (aussi posé par A. Denjoy [4], observations et commen-
taires, IIe partie, p. 88).

Probléme. — Est-ce que [ est m-ergodique (1)?

La réponse partielle que nous donnerons est le

Théoréme (1.4). — Si feDiff2(T") avec o(f)=aeT'—(Q/Z), alors f est m-ergodique.

(*) La réponse a ce probléme est positive (ce que nous montrerons ailleurs en nous inspirant de A. B. Katok [1]
et en utilisant VI.6.2).
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(x.5) En fait, la démonstration que nous donnerons marche sans changement
si f est un difféomorphisme de classe G avec Df lipschitzienne. On a alors D*feL®(T!, m) et
on remplace la norme | |, par la norme de L™ ainsi que le lecteur le vérifiera.

Pour démontrer (1.4), nous aurons besoin des paragraphes (1.6) & (1.17%).

(x.6) Un outil.

Il nous semble trés naturel d’introduire le théoréme ergodique de W. Hurewicz [1],
qui est un cas particulier du théoréme ergodique de Chacon-Ornstein (voir Garsia [1]),
théoréme qui, précisément, ne suppose pas de mesure invariante (absolument continue),

Soit f un homéomorphisme de T! de classe P avec p(f)=acT'—(Q/Z). Alors
f est m-incompressible (f est aussi un homéomorphisme lipschitzien de T?). Considérons
Iopérateur (changement de variable) :

G: el (T, m) > G(9)=¢of.DfeLY(T, m);

on a |G|=1 (norme dans £ (L, L)), et G est positif (i.e.si ¢>0, G(¢)>0). Consi-
dérons, pour n>1

n—1 n—1

T G(s) I pof DS
S,C((p) = po ] = n—1 ] .

S Gi(1) T Dff

1=0 =0

Par Hurewicz [1], si n—-4 o0, S/(p) converge m-presque partout vers une limite
¢eLl(TY, m), et, puisque f est m-incompressible, ¢of=79, et on a aussi :

¥R de= , o(x)dx.
On a donc la condition nécessaire (et aussi suffisante) de m-ergodicité pour f : pour
toute ¢eLl(TY, m) avec fT1¢(x)dx= 0, si n—>-+o, S(¢)—>0 m-presque partout.
(x.7) Une formule.
Soit feD?(T'). Alors on a, pour n entier (n>1)

n—1 2

D2f"=Df".(i=Eo ]';f of".Df‘).

Voici une démonstration : on a :
n—1
Log Df"= X (Log Df) o f".
i=0

En dérivant les deux membres, on obtient :

Difn el R D*f
= of*.Df* Df=—,
Df Eﬂ (D Log Df)of*.Df*, avec D Log Df Df

soit précisément la formule voulue. m
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(x.8) Un cas particulier du théoréme de W. Hurewicz.

Le caractére « un peu mystérieux » de ce que nous allons faire disparaitra en (2.5).
Soit feDiff?(T') avec p(f)=aeT'—(Q/Z). Considérons, pour n>1

—1 sz
T D 1
o(2)- =2
Df ‘§0 th
Nous poserons ¢,==S/ (];:ff)

D’apreés le théoréme ergodique de Hurewicz, si n— -+ o, {,—{ m-presque partout.
Comme, pour tout 7, on a :
DY
VAN

$eL>(T!, m) et, par le théoréme de convergence dominée de Lebesgue, si n— - oo,
¢,—> ¢ m-presque partout et dans LY(T’, m).

Nous nous proposons de démontrer que (=0 m-presque partout (c’est une condition
nécessaire de m-ergodicité de f par (1.6)). Pour cela, nous avons besoin des lemmes
qui suivent :

[dnlo<

(x.9) On suppose dans la suite que feDiff?(T') et que o(f)=acT'—(Q/Z).
Les ¢, sont les dénominateurs des réduites de «. On a alors, par I'inégalité de Denjoy :

V< DfERL S,

avec V=Var(Log Df).

n —1 sz
:-o Df of*.Df*
(x.10) On rappelle que §,= —=——— etque ¢ =”_135an ¥, (limite m-presque
partout). Eo Df*
On pose ¢,=D ”_11 .
20 Df
Proposition. — On a, pour tout n :
D?f
[nlo=< ‘ DF |2
f o

et, st n—>-+4o00, @,—>— % { m-presque partout et dans L1(T?, m).
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Démonstration. — On a :
n—1
. z Df
@=D [=r—\=— Ao (D*°=o).
zrr) (Zrr)

Par la formule (1.7) :

"i f' (; sz fJ DfJ)

_ Df
Pn = ]
(Zrr)
1=0
Il suit que, pour tout entier n>1
o< | 7]
<PnIO Df

. I \
Si, quand n—+ oo, W ¢ m-presque partout, alors, par le théoréme de convergence
. I .
dominée de Lebesgue, on aura ¢,—— Eap dans L!. Montrons que, si n—-4 o0,

I . . .
. ¢ m-presque partout. Pour cela, introduisons ¢ dans ’expression de ¢,. On a :

—o,=A,+B,
Zor (B ey (Zor (Z0r))
avec A,= =1 3 et B,=¢. n—1 2
(2 o) (22)

Montrons que, st n—-+o00, A, >0 m-presque partout.
Soit xeT?, tel que ¢(x) existe et lill’lm | §;(x) —¢(x)| =0. On a :

bl Df(x) | (%) — ()]
| A, (%) < =2 .

n—1

= Dfi(x)

i

n—1
Par Pl'inégalité de Denjoy, on a Df%(x)> _V, donc, si n—>-+4oc0, X Dfi(x)—>+oo.
i=0

Par le lemme bien connu suivant, si ¢;>o, E ¢;=- o0 etsi (b;) est une suite de nombres
réels avec hm b =o, alors :

+ o

2 ;b
. i=0
lim =0
n>+w M1
o
1=0
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(i.e. la convergence implique la convergence Cesaro); on en conclut que :
lim |A,(x)|=o.

n—>+
Par suite, si #—>-+ o0, A,—0 m-presque partout.
. I . R
Pour montrer que si n—>-+ oo, B e ¢, il nous reste donc i montrer que

I -
B,,,~>;4/ m-presque partout, et la proposition en résultera. On a B,=¢.D,, avec

Zor (2r)

D,= (nz—lefi)g

i=0

Montrons que si n—>+oo, D,—1/2 uniformément :

i("ilDf‘)z—yf(Df‘)* S (e
2\1=0 . 1 I =0

2i=0

D,= ETERY EPEYTS Y
Ea)
i=0 i=0

Soit xeT!; on a :

n—1

Z D)) Df?(x) Df?
S sup < sup (i

(2 0rw)  r=='S b o= S o
i=0 i=0 i=0 0

et le lemme suivant (1.11) montre bien que si n—>-+4o, D,—1/2 uniformément; il

en résulte que lir_P P, = liI_P (—B,) =—§4» m-presque partout. W
. Df?
Lemme (x.1x). — Si n—>+4o00, sup |;——| —>o.

0<p<n—1 ?0 Df‘
Démonstration. — Pour xeT?, on a, puisque Dfi(x)=Df*~?(f?(x)).Df?(x) :
Df?(x) _ Df?(x) _ 1 .
IO bW (D) S D)

Or, si |i—p|=g¢q,, par linégalité de Denjoy Df*%>¢~", on a :
Dfr &

n—1 —_ _ nd
2 Dft 1+card{k[qk§n21}
1=0

et, si n—>-+o, C,—o0 (C, est indépendant de x et p). m
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(x.12) Rappelons que ¢=”§rfw ¢, On ala

Proposition. — =0 m-presque partout.
n—1

Démonstration. — Si n->+o0, 1/X Df* converge uniformément vers o puisque
i=0

n—1

Df%>¢". Donc, si n—>-+o00, D(1/ X Df¥)—o0 au sens des distributions. Or, par (1.10),
i=0

n—1

D(1/ .20 Df")—>—§¢ m-presque partout et dans L'. Donc ¢ =0 m-presque partout. m

Corollaire (x.x3). — Pour tout ¢eC(T1),

lim |D (Tf’——) —o,
"\ Z pp
i=0 It
et n!:{l!lm l q"nIL‘ ==0.

Démonstration. — En effet, par (1.12), si n—>-+o0, {§,—>{¢ =0 m-presque partout
et dans L3, et, si n—>-o0, D(,T;—IL) — —écp.t.]J:O m-presque partout et dans L1
(par (1.10) et (1.12)). W Eon

(x.14). — La proposition suivante sera améliorée en (2.5.1).

Proposition. — St feD*(T') et o(f)=acR—Q, nLier |Dfts—1|,.=o.

Démonstration. — Comme on a |Df%—1|,<¢' il suffit de montrer que
lir_P |IDftn—1|p=o0 (L?, 1<p<4o0, convient aussi). On a :

le (Df%(x) —1)2dx = ——J.Tl D?f(x).(f(x) —x—p,)dx  (en intégrant par parties)

an—1
qu"'(si\:o (D log Df)of*.DfY) g1
= - o= (fu—Td—p,)( T Dfdx.
™ Zo Dfi
4p—1 .
Donc | Dftr— 1 [f< ¥ |4y, | [ (2 DF(fr—Td—1,) o

et la proposition résulte du corollaire (1.13) et du lemme suivant :

Lemme. — Si feD'*™(TY), o(f)=acR—Q, on a, pour tout xeR :

e 1—1

2 DFi)| fu(x) —v—p <.

Démonstration. — Par VI.6.2 et la formule des accroissements finis, on a, pour
0<i<¢,,, et xeR :

| £+ (%) — =S (%) Z € Df () | f02(x) — 2 — .
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Par V.8.3 et le théoréme de Denjoy on a :
11

E‘o [(f2F (%) —p) —f(%)]|<1. =

Remarque. — L’exemple VI.7.3 et (7.4) est un homéomorphisme PL, C-conjugué
a une rotation irrationnelle mais tel que, si n—>-oc0, |Df%—1|, ne tende pas vers o.

(x.x5) Démonstration de la m-ergodicité de f (théoréme (1.4)). — Soit ACTY,
m-mesurable, avec f(A)=A.
Soit :
1—m(A), si xeA;
xa(x)=

—m(A), si xeTl—A.

On a y,eL®(T,m) et y,of=7yxa (xa est invariante par f).
Soit @(x):f:XA(x)dx, 0<x<1. Puisque f:XA(x)dxzo, on a ®eC(TY), et @

est une fonction lipschitzienne. Soient p l'unique mesure de probabilité invariante

par f (fe. fiu=p) sur T, et @,(x)=Q(x) —u(D).
Par P’inégalité de Denjoy-Koksma VI.3, on a :
tn—1

| 0y o< Var(@) = [ | 1u(e)ldr=2( —m(A)m(A) <.

Soit eC}T"). On a (puisque y ofi=1yx,) :

(' uert.r)

fIXA.(pdm:fltp. (qn—l ) dm.
T T

S Dff
i=0

an—1
Intégrons par parties : fle.cpdmz—le <a—"—_¥~—)(‘20 d)Aof‘)dm, d’ot on a :
T T -

I P
IIXA'@dmySE D=
T 'g:onz

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient par (1.13) que :

L1

UTIXA"Pdmizo'

Comme ¢ est arbitraire dans C1(T?), y, est orthogonal & C!(T!) dans L2(T?, m). Il
suit que y,=0 m-presque partout, et donc m(A)=o0 ou 1. ®
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2. Comment revenir par conjugaison a une rotation.

(2.1) Soient 0<7<w et feD'(T') avec p(f)=a On pose, pour n>1
n—1

g=1 B (f'—in).

ni=o0

On a g,eD’(T"). Rappelons (IV.5.1) que, si f est C*-conjugué a R, (pour 0<k<7),
quand n—>-+4o, g,—geD¥T') dans la Cktopologie, et on a f=g 'oR,0g. Le
probléme de la Ck-conjugaison de f & R, est finalement réduit au probléme de savoir
dans quelle topologie la suite (g,) converge.

Si f est C’-conjugué a4 R,, quand n—>+o0, g,0fog, 'R, dans la C'-topologie.
Posons f,=g,ofog;t. Si feD'(T!), alors f,eD (T} et o(f)=¢p(f); g,eD"(T),
et de plus

* _Id—na
gnof:a_l_gn—i_‘f—n—‘
On a donc :
Si=8ofog ' =R, +mog;‘-

n

Nous allons montrer que f,—~R, en général dans une topologie plus fine que celle
pour laquelle f est conjugué a2 R,; par exemple on a la

Proposition (2.2). — Soit feDO(TY), avec p( f)=acR (non nécessairement dans R—Q).
Alors, si n—-+4o0, f,—R, dans la C'topologie.
Remarquons que f n’est pas nécessairement C°-conjugué a R, (par exemple
p(f)=o0 et f+Id).
Démonstration. — Par I1.2.5, on a, pour tout z, ’'inégalité du nombre de rotation :
| fr—Id—na|,<I.

Il en résulte que lf,,—Ra[o<%. n

Proposition (2.3). — Soit feD'*™(T') (i.e. Df est & wvariation bornde); si
o(f)=aeR—Q, f,—R, dans la C'-topologic quand n—>+oo.
Démonstration. — On a :
n__1d— " 1) o —1
Dﬁ_DRFD(f_Tdﬂogn—l)zﬂ%_gn_,Dg;g
Df*—
et Dg;lzD : _1=F1L°g;1> d’ott Dfn_DRaZT.—]:—I%g;l'
8n°8n E th .ZO Df&
1=0 1=
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En écrivant Df"=Dfof"*"1.Df"~!, on obtient donc :

n—1 I
n—1

Z Dff
1=0

|Df,—DR, [, < |Df, +

n—1

Z Dff

0 0

et la proposition (2.3) résulte du lemme (1.11) et de (2.2). m

Remarque (2.4). — Nous construirons, en XII.1.13, feD®(T!) avec
e(f)=aeR—Q, CCconjugué a R, par le théoréme de Denjoy, mais non Cl-conjugué
a R

«* n—1
On peut facilement voir que, si n— o0, &= Y (f*—ia) —>g dans la CO-topologie,
i=0

mais ne converge pas dans la Cl-topologie, et méme que |Dg,|, n’est pas bornée; néan-
moins la proposition (2.3) montre que f,—R, dans la Cl-topologie (!).
(2.5) Soit feD?(T') avec p(f)=a«cR—Q. On pose
V=Var(Log Df), et V,=Var(Log(Df,)).

Alors on a le théoréme suivant, capital pour la suite.

Théoréme (2.5.1x). — Si n—>-+oo, V,—>o0 (ou encore, si n—>-4oo, f,—R, dans
la C**"-topologie).

Démonstration. — Puisque, si n—>4o0, |f,—R,|a—>0, pour prouver le théoré¢me,
il suffit de montrer que, si n—+o, Var(Df)—o. Rappelons que, si ¢eCY{(T?")

Var(p) = |De|u= [, | Do(x)| dx.

Df"—

On a Dfn—I———”‘fl—Iog;l,
2 Dft
1=0

et, puisque Var(gohk)=Var(¢) si & est un homéomorphisme du cercle (voir VI.2.2) :

Var(Df,—1)=Var(Df,) =Var Rf:_l <Var ,,_11 +Var % .
2_:0 sz 'V_Zo Dfi zu Dfi

n—1

T Dff -
i=0

n—1
Si n—>-oo, Var( )=|D(1/.Z Df¥)|j1—~o0 par (1.12). On a :

Dff __ DfftDfTt D

”z_::sz '_'g:Dfi_"-‘_lofn—l-Df"_l .§0 Df——i

n—1 n—1
donc Var(Df"/ X Dff)=Var(Df/ X Df~¥) et le théoréme résulte de (1.13). m
i=0 i=0
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Remarque. — Ce qui est important pour la démonstration de (2.5.1) est (1.12),
et (1.12) implique, par (1.15), la m-ergodicité de f.

Corollaire (2.5.2). — Soit feD*(T') avec o(f)=acR—Q et soit (q,) la suite des
dénominateurs des réduites de . On a kliTw |Df%—1|y=0.

Démonstration. — Soit >0 donné; on détermine par le théoréme (2.5.1) un
entier n tel que |e"—e V| <ef2 (avec f,=g,o0fog;! et V,=Var(Log Df))).
De l'inégalité de Denjoy, il suit que l’on a, pour tout entier % :

|IDf%—1],<e/a.
En dérivant f%=g, 'of%og,, on a :

Dg, ofikog,
Dgr_n_ ! o8y

Dg, *ofkog,

Dg;log”
théoréme de Denjoy, si k—-+o0, f%—Id (mod 1) dans la C’-topologie). Il en résulte
que pour tout £>o, il existe &, tel que, si 2>k, on ait :

|IDf%—1]p<e. m

qu"= . Df;lq"og”.

Pour n fixé, si k—~-+ o0, on a —1 dans la Cotopologie (puisque, par le

Corollaire (2.5.3). — Soit feD*(TY) avec o(f)=acR—Q. On pose :
C,= sup (Max( Max =l .(_y )))

0<i<g,, \eeT \p,ze %@ DS (2)

St k>4, ona C—>1.

Démonstration. — Identique a celle de (2.5.1) en utilisant VI.6 et le théoréme
de Denjoy. m

Proposition (2.6). — Soit feD*(T') avec o(f)=acR—Q; on suppose que f est
Clconjugué a R,. Alors, si n—>-+oo, f,—>R, dans la C2-topologie.

Démonstration. — On a :
Dfr—1 I I _
Dfi=D(1+izr—o&'),  Da'=p—==ri=i—o&
E Df’ 8n08n - E ch
i=0 ni=o
n—1
9 ri
D2 n z Df I
soit D= |+ e —(Df—1)- Y g

o i(E) (5] (E)
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par conséquent :

n—1
2 szi
i=0

7!.2

D2 n
D% )0< | 2L

o
.

+|Df"—1l,
E Df’

0 [i=0

Pour démontrer que, si n—>-o, |D2%*f, |,—o0, il suffit de vérifier :

a) sup |Df"—1|,<4o0;
nEN
b) sup | ;= | <40;
neN Zon'
2 fn
¢) lim Dy =0.
n-> n 0

I1 en résulte alors que :

n—1 D2 T
d) lim X S 0.
N> 00 ju=Q n 0
[n 1D2 D2 0
En effet : ~] A < Z S
n;-- n T ni=1 ) 0

¢) implique d) par le fait que la convergence implique la convergence Cesaro.

Vérification de a) et b).
Puisque f est C'-conjugué & R, (f=g 'oR,0g), si k=sup|Df"|y, ona 1<k<4o0

et, pour tout n, neZ
1< Df<k.
k.—. —_—

On a donc sup |Df*—1],<k+1, doua), et - Z Df’>—
neEN ni=o0

. n

soit ) : sup lr=—| <k.

nEN| s Df|
li=0

Vérification de c).
Soit f=g"'oR,0g, avec geD}T%,0). On a fi=g 'oR,0g, donc :
Df*=(Dg"'oR;,08).Dg.

Comme, par (1.8), D*f"=Df". (” IDZJ{of‘.Df"),
szn < |Dfn|0 ’T—l szf°f1 1"—1 D;foft Df
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avec k=sup |Df"|,<-+oco. Il suit que :
nez
1 n—1 D2f ; ; D2f i
;‘so Dfof Df '=o (Dfog oRiaog).(Dg oRiaog).Dg.

Pour démontrer ¢), il suffit de voir que, si n— + oo, — Z 9poR;, converge uniformément

D2f
= Df
chp(t)dt:o. La proposition résulte alors de (2.2), (2.3) et du fait que nous venons de
prouver que ”Erﬂo |D%f,—D2?R,|,=0. B

vers o0, si og~'.Dg~*. Or, ceci résulte de l’umque ergodicité de R, et de

(2.%7) Rappelons que, pour 0<e<1, C(T!) est espace des fonctions ¢eC’(T?)
qui sont hoéldériennes d’exposant e, i.e. telles que :
¢(*) —¢()
| 2=y [*
Pour la norme |[|[¢][l.=[elo+ ||, C(T') est une algebre de Banach, et sa topologie
s’appelle la C°-topologie. On a les lemmes suivants :

|¢|.=sup <4 o

zFy

Lemme (2.74.1). — Soit ¢eC(T"), et soit feD°(T') une application lipschitzienne
(il existe k>o tel que, pour tous x, y, on ait |f(x)—f(»)| <k|x—y|); alors ¢ofeC: (T,
et on a :

|oof.<#|el..
Démonstration. — | of(x) — o f(D)| < ||| f(¥) —fO)E<E ol |x—2|%
Lemme (2.7.2). — Soit 9eC(T!) avec a<o@<b. Soit {: [a, b] >R une fonction
lipschitzienne de rapport k. Alors Yo@eC(T') et :
[dool.<k|el.-
Démonstration. — |0 o(x) —¢o0(9)| <k|e(x) —e(»)| <k|el.[x—y[. =

Lemme (2.7.3). — Soit (¢,) une suite & valeurs dans C*(T'), convergeant uniformément

vers o. Supposons que sup |e,|. <+ oo Alors, pour tout <'e[o, e[ :
neN

lim ]cpnl =0.

n->+ 0o
Démonstration. — On a P'inégalité de convexité VIII.g.1.1 :
1—(¢ ') .
I(Pnlb:’_<_ 2 |<Pn|0 (e l (Pnl(: /E)a
comme 0<¢e'<e, 1—(c'fc)>0 et par conséquent, si n—>-+o0, |@,|s”E />0, dou

le lemme. m

Remarque. — Le lemme implique que linjection de la boule unité de C(T!)
dans C*(T!) est compacte.
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(2.7.4) Si r>1 n’est pas entier, on pose :
D’(T") ={ feD'(T") | DVfe " ~(T")}

D’(T") est alors un groupe. On définit la C'-topologie comme la topologie borne
supérieure de la Cl-topologie et de la topologie G’ sur DU,

(2.7.5) On a la

Proposition. — Soient 0<e<1 et feD*T(T!) avec o(f)=acR—Q; on suppose
que f est G+ *~conjugué a R ; alors, pour tout &' <e, si n—-+ oo, f,—R, dansla C***-topologie.

Démonstration. — Par (2.6), f,—R, dans la C3topologie. Si on montre que
sup |D?f,|.<4 o0, alors, par (2.7.3), on en déduit que, pour tout &'<e :
neEN
hrf |D2%f,|. =o,

donc f,—~R, dans la C***-topologie. Il suffit donc de montrer que sup |D2f,|.<-+ co.
neEN

) ap szn_ 1 . —IDZfI 1 . -
On a: Dﬁ_[ n %(:lg:])fi) — (@t =n)- <c=o n? ) (,?on’)] b
et, par (2.7.1) :

, D2fn - l" —1 D2f“ 3
IIIDJ;IIIESC[IH | - Z 2| S ]
avec C=sup |Dg;*[s.

neN

Il suffit de montrer que toutes les ||| [||. dans cette expression sont bornées; nous laissons
ces vérifications immédiates (en utilisant les hypothéses) au lecteur. m

(2.8) Rappelons que acR—Q est un nombre du type de Roth si, pour tout
e>o, il existe CG,>o tel que, pour tout p/geQ, onait |a—(p/q) |>C,_:/q2+s Presque
tout nombre (pour la mesure de Lebesgue) est du type de Roth.

On a le théoréme suivant, qui utilise le théoréme de conjugaison locale de I’annexe,
et apparait comme un théoréme de régularité.

Théoréme. — Soit o« un nombre du type de Roth. Soit feD'(T') avec 3<r<w (r nest
pas nécessairement entier) et o( f)=o. Supposons qu’il existe >0 tel que f soit Gt -conjugué
a R,. Alors f est C"~2-conjugué a R, (en fait C"~*~® pour tout B>0). Si f est C* (resp. C®),
alors f est CG*- (resp. C-)conjugué a R,.

Démonstration. — Par ’annexe A.2 et III.4.1.1 il suit que si aeR—-Q est tel
qu’il existe B>o0 et C>o vérifiant pour tout p/geQ, |a—(p/q)|>C/@ET? (ie. sia
satisfait une condition diophantienne), alors, pour tout B>, il existe un voi-
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sinage VR, *#) dans F;**#) muni de la C***#)-topologie, tel que tout feF:nVEL+#)
avec 2(1+B)<r<w, soit CG"~ P~ conjugué a R, (si r=+4o ou w, f est C*- ou
C®-conjugué a R, respectivement). (On rappelle que nous avons posé, pour r>1,
F,={feD'(T") | o(f)=a}.) Puisque par hypothése f est C'**conjugué a2 R,, par
(2.7.5), fi=guofog,*—>R, dans la C**%-topologie pour tout &'<e; de plus, si
JfeD'(TY), alors g,eD"(T’), donc, si feD"(T'), f,eF.. Soit ¢, tel que 0<2¢;<e'<e.
Puisque « est du type de Roth, il existe, par ce que nous avons rappelé, un voi-
sinage VEi*®) de R, dans la C*'**-topologie tel que, si feVE!**/NF;, on ait la
conclusion du théoréme. Comme 2(1+¢,)<2-+¢e'<2-+4¢ et que f,—R, dansla C**=-
topologie, pour 7 assez grand, on a la conclusion pour f,; or, g,eD’(T'), et le théoréme
en résulte par conjugaison. m
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VIII. — INEGALITE GEOMETRIQUE
ET CONJUGAISON HOLDERIENNE

Plan :

1. Inégalité de Denjoy-Koksma et majoration de la dérivée premiére des itérés d’un difféo-
MOTPRISINE ..ot e e e i e 100

2. Inégalité géomeétrique .......... .. oo i et s 104

3. Inégalités de convexité ... ... ... .. ... i i e 109

4. Conjugaison hdldérienne des homéomorphismes de classe P 4 nombre de rotation de
densité BOrMEE . ... ...t i i et e ettt it 1881
Commentaire :

Le paragraphe 1 est I’idée classique (*), qui consiste, dans I’étude des sommes :
n—=1 .
o= 2 @of’,
i=0

—1
A grouper les expressions .= 3, @of! et a utiliser I'inégalité de Denjoy-Koksma. Cette idée a été utilisée
group! P Pg; . 0‘P 8 Oy
j=

par Denjoy [3] pour obtenir des majorations de ¢, que nous reproduisons.

Nous utiliserons ces groupements au chapitre suivant dans nos critéres de Cl* é-conjugaison.

Le paragraphe (2.1) n’est pas sans rapport avec Finzi [1] (mais la démonstration et 1’énoncé sont de nous).
Le théoréme (2.2) est de P. Deligne [1].

Le paragraphe (4.4) est une amélioration, un peu étonnante, du théoréme de Denjoy : si feDl+VP(T1) et
si p(f)=a€ER—Q est de densité bornée, alors f=h"10R, 0k avec h homéomorphisme de classe C® pour un
dépendant de V. Pour ceci, voir aussi XII.2, et X.3.19. En X.3.19 on verra que, pour tout € >0 et tout € R—Q,
il existe f€D2¢(T!) tel que f ne soit pas C’-conjugué a une rotation. A propos de (4.5) le lecteur se rapportera
a XI.4.3.

1. Inégalité de Denjoy-Koksma et majoration de la dérivée premiére des
itérés d’un difféomorphisme.
(x.x) Rappels.

Soit feDO(T!) avec p(f)=acR—Q. Soit p 'unique mesure de probabilité

_ I
invariante par f sur T Soient I—JEQ avec (p, ¢)=1, a—g < et 9:R->R,
q q

() LErcH, question 1547, L’intermédiaire math., 11 (1904), p. 144-148.
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Z-périodique a variation bornée sur [o, 1] avec Var(p)=Vary ;;(¢); on a linégalité
de Denjoy-Koksma (voir VI.3) :

¢—1 .
Zoof—q[ ods| <Var(y).

0

Nous nous proposons d’obtenir, pour n entier, une majoration de
n—1

2 (pofi—n (pdp.
i=0 7l

0
en fonction de Var(e) et du développement en fraction continue de «aeR—Q. Dans

la suite, on supposera pour simplifier que lecp dp.=o.

n—1

(x.2) Décomposition canonique de X @of*.
i<o
(x.2.1) Posons pour n entier > 1 :
n—1 .
o= 2 @of"

Soit a=p(f)eR—Q. Soit (pour ce qui va suivre, voir V.7) «a=[q,,a;, ...] son
développement en fraction continue : gy=[a] et si ¢>1, @ est un entier > 1.

Soient &'z[ao, ay, ..., a,] les réduites de «. On a :
n

I 1
MRS
qn qnqn+1 9n
a aya,+ 1 ]
avec p—°=—°, p—lzg, et si n>2
9 I ¢ 41

qnzanqn—1+ qn-—2’
pn=anpn—-1+pn—2’

Dans la suite, les ¢, seront toujours les dénominateurs des réduites de «. Rappelons
que lon a, si n>2 (par V.7.2.3), ¢,>2"2
(x.2.2) Décomposition de n.

Soit n un entier tel que ¢,<n<g,,,; divisons n par g, :

n=bg,+n avec 1<h<a .

et 7,<g,. Sion divise r, par ¢,_, et ainsi de suite, on obtient (g,=1)

n=b.g~+...+b;q;+...+byqo

avec pour tout 7, 0<5,;<a; ,, et:
i—1

= j§0bi91'< -
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(x.2.3) Décomposition canonique de o,

%—1
Pour gk< n< g, .1, nous allons grouper dans ¢, les Pq,= Z @of’ en utilisant

Pégalité n= Z b,q;.

kE b—1
. r.+jq;
On a : =2 X (@, of i)
i=0 j=0 ¢
i—1
avec 7 =j§=.‘.oquj, 7o="0,
et, si b, =0, on convient que la sommation vide est nulle.

(x.3) Inégalités.

On a la

Proposition (x.3.1). — Soient feDO(TY), o(f)=acR—Q,, et p lunique mesure de
k

probabilité invariante par f sur T, Soient ¢, <n<gq,,, et n= 2 b,g;, comme en (1.2.1) et
i=0

(1.2.2). Soit ¢:R—>R, Z-périodique & variation bornée, avec lecpdy.=0; on a
k
| E eof o< § ) Var(g).
Démonstration. — On a par (1.2.3) et l'inégalité de Denjoy-Koksma (1.1) :

|0 <( 5,8 (sup |, ) <( Z, 1) Var().

(r.3.2) Comme b§;<q; 4, il résulte de I'inégalité précédente que :

n—1 . k
| 2 oof1o<( Z a;ys) Var(e).

(x.3.3) Rappelons que «eR—Q est dit de densité bornée d, si

sup ~— ( 2 a,+1) d, <+ oo.

k>1

L’inégalité (1.3.2) donne, pour n>¢, et ¢<n<g, ., :

n—1
| Z eof|o<kd, Var(e).
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(r.3.4) Soit «cR—Q, d,<-+o0; si k>2, comme ¢, >2"% et ¢,<n<g, ..,
on a finalement, si n>g¢,, l'inégalité :

"t : d,
|Z 7ol h S, Varlolhs ot Varle) Logn.
Remarques (1.4). — a) Les nombres de densité bornée sont des nombres qui ont

une discrépance en O(Log z) et on ne peut faire mieux sans autre hypothése sur ¢ et f.
(Je ne sais pas s’il y a d’autres nombres qui ont une discrépance en O(Log n).)

b) Pour presque tout « au sens de la mesure de Lebesgue, d,= -+ (pour des
majorations, voir Kuipers et Niederreiter [1, p. 128]). (Voir aussi XIII.4.10.)

¢) Denjoy dans [g] propose une autre inégalité mais il nous semble qu’elle ne
change que les constantes.

(x.5) Majoration de |Df"|, pour f de classe P.
Soit feD(T') de classe P, a=p(f)eR—Q et V= Var(Log Df).

(r.5.1) On a, par (1.2), (le Log Dfdu=o0 par VI.I.I) :

' k
si G<n<gpp1 et n=2bg,
i=0
E b—1
alors Log Df"= 2 X (Log Df%)of"iti% s.e.d.
i=0 j=0
i—1
avec 1;:52 big; 0o<b<a;,,.
=0

(r.5.2) On conclut par (1.3.2) et (1.3.4) que si d,<+o0 etsi ¢<n<g.,1,
on a sauf sur un ensemble au plus dénombrable :

d
Log Df* < d, VE< —* _V Log n,
og fmm = Tog /2 ogn

pour n>¢,.

(r.5.3) Ainsi si f est de classe P, ¢,<n<g,,.,, n>¢q, :

: Df”Sed“VkSnM“V/L"gz s.e.d.

Ce qui s’écrit aussi :

|Df"|Loo_<_ed°‘Vk§ n2daV/Log2.
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(r.5.4) Donc, si f est dans D**"(T?), ¢, <n<g;,,, et n>g,, on a:

|Df"|oSed“Vk§ n2d¢V/Log2.

Remarque (x.6). — Par (1.4) ) il est vrai, pour presque tout acR—Q , quesi f
est dans D'*™(T), o(f)=a, |Df"|, croit a priori plus vite que tout polynéme en n;
ceci compliquera notre démonstration du théoréme fondamental en IX.

Théoréme (x.7). — Soit feD*TY), o(f)=oa de densité bornée; pour tout €>o il
existe G, tel que, pour tout entier n> q,, on ait :

|Df"[o< C.n.
(St e—>o0, a priori C,—o0).
, : . 4,V .
Démonstration. — Par (1.5.4), si =<, ou d, estla densité de «, on a, pour
Log+/2—

tout n>¢q, :
|Df"o<n"

k—1
Soit f,=gof,ogr! avec g,=- (fi—iz). Si feD'(T!), alors geD'(T),

1=

£eD(TY, et p(fi)=a« Nous avons montré en VII.2.5.1, que si k->-+oo,

Y
V, =Var(Log Df;) >o0. Soient ¢>0 et % assez grand (mais fixé) pour que ——*_<e.
Log+/2—
On a alors, pour tout n>¢, :

|Dfyt o <"

Or on a f"=g;'offog, donc :
IDf"[o<|Dgi '|o | Dgrlon’. m

2. Inégalité géométrique.
On suppose dans ce paragraphe que :
feD'*™(TY), V=Var(Log Df) o(f)=a=[ay,a,,...]JeR—Q.
Les b sont les réduites de «. On pose :
L feepiens

fim est litérée i-2me de f.
Le théoréme suivant, ainsi que (2.2.1), restent valables si on suppose seulement
que f est un homéomorphisme de classe P (voir VI.4).

Théoréme (2.1). — Il existe G>o dépendant de f (mais non de n) tel que
| f"—Td—p,|o<CN"  avec A=(1+e V)72
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Démonstration. — Par V.8.2, les points sont ordonnés comme dans les figures
suivantes :
x Fox) Frn(x) Fi2()
L) - \l-j T Ll
fin (n pair)
R S CR LR
i 1 — 1

f™  (n impair)

puisque c’est vrai pour R, et que f est C°-conjugué & R, par un keD°(T?) qui préserve
Pordre (théoréme de Denjoy). On a donc :

| £ () — ) [+ £ F () ()] < | fo2(x) — =]
Or Df%>¢", donc (voir VI.4.5) :
(%) (14¢7)| F(x) —x| < | 2 (x) — =]

En multipliant les inégalités (%) on obtient :
| (%) — x| <X sup(| f2—Id]o, [f—R,,[o)- m
(2.2.1) Le théoréme suivant est d & P. Deligne [1].

Théoréme. — Pour tout >0 et tout entier B> 2, il existe Wo>0 ayant la propriété
sutvante : st feD* (T, avec o( f)=a=/[ay, a1, ...]eER—Q,, vérifie pour un entier ny> 2,
sup (|Log Df|o) =W<W,, alors, si Uentier n>n, vérifie (a,+1)(a,,,+1)<B, on a,

n>ne—2

pour tout xeR :

( b, )l+s< [fq"(x)“‘xl <( b, )1—3.
by_s | (x) — x| T \ba

Idée de la démonstration. — Si W est petit et si n>n,—2, f™a un rapport de Lipschitz

voisin de 1; donc f “m  pour & borné, 1<k<C, transforme approximativement les
longueurs comme lisométrie R* . et, par le théoréme de Denjoy, les points
n®*

% fox), FR), <.y fUN(x), U)o
sont enlacés dans Je méme ordre que les points :

o, ana(o), ﬁjﬂa(o), e, Rq,,_,az( 0), Rr2 (o),

In-2%
Noter aussi que pour f=R, on a, méme pour tout xeR :
| R _x‘ bn
IR, (x)—x| &

dn_g® n—2
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Démonstration. — 1) Rappelons (voir V.7.6) que l'on a :

b,_ )
2< b 2<(an+l)(an+1+1) et s1 n21> ]qna—pnlz”qna”‘
2) Pour 1>e>0 et B>2, il existe G tel que, pour tout y, 2< y<B, il existe
des entiers ry, §;, 7y, S2, 1<, <C, 1<5<C, pour ¢=1,2, tels que on ait :
1— 145 7; )
§) 2< <y, _y< <y 2 et 2<- pour i=1, 2.
$1 S;

£ 1

c s 1 1 . 1+§—— . 1—§
(On considére ¢>1, ¢geN tel que qS 42<151£B(M1n(y 9, 9—y 2)). Alors, pour
2<y<B il existe jeN borné, tel que [J,J t ]C [y, 2]. Un raisonnement analogue

marche pour [yl—z,y]).
b,
3) Soient « et n>n, tels que (a,+1)(a,.;+1)<B. On choisit y=-""" et on

. r .
détermine, par 2), = tel que Pon ait :
51

i
) Gtﬂ“sﬁs””,
b Sy b

avec 1<r;, 5<C et 2<r/s.
On a alors :
[‘Yl(qn-—2a'_pn~2)l:sllqn—2a_pn—2lZrlquta—pnl'

Comme f est C'-conjugué a R par un ~eD°(T!) préservant I'ordre des points, les points
suivants : ‘

x, fU2 ), o f(), f), L, )

sont enlacés, pour x donné, dans le méme ordre que les points correspondants pour

b
la rotation R, (voir dessin pour r,=5, s;=2 et n pair (et 1< nb z)) :

17 n
fqn—z
f‘In_z f?q"_z(x)
' /‘*'\_/\_’T\| ) - . ~——
NL pon() P (3) pu) )
X YU S S S S
o
De Plinégalité ¢ " <Dfn< ¢" lorsque n>n,—2, et de ordre des points, on déduit :
r1—1 s1—1
(i) e"Y | Fi(x) —x| < (2B V)| fo2(x) —x|.
z= =0 *
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4) Pour £>0 et G>o donnés, il existe W, tel que, si W<W,, on ait, pour les

. 7 . . .
entiers strictement positifs 7;, ;< C (=1, 2), ;’Z 2 (i=1,2), les inégalités :
i

51 s51—1 r1—1 1_§
(iif) —< BV X e"W<( ) %

1 i=o0 i=0 Ty

Sa s2—1 rg—1 1+§
(iv) Rl e@W>( ) %

o™ i=0 Ty

5) Soient >0 et B>o0 donnés; on détermine C>o0 en 2) et Wy en 4). Si W<W,,
on déduit de (i), (ii), (iii) :

”q,, _ 1-5 1—e
|fq x)—x| < 51 2_<_ ( )L<_
|f " 2(36' —X' U bn—2 ! bn—2
b, I
car -
b,_, 2
Nous avons démontré l'inégalité :

O
| £ () =% 7 \bus
Ty

A . 1
6) Par le méme raisonnement qu’en 3), en remplagant — par —
S1 S2

AN

(l e. S2I%1—2oc—pn——215 7‘2Iq1za—pn!)3

on a, pour n> 7,

Sg'—'l rg—1

. ) | F2(x) —x| < ( z &) | Fon(x) — x|
et

‘ bn-—Z 7‘2< bn_2 1+§
(vi) b s (T) ‘

Fn(y) __ b \1+¢ 2
L’inégalité L () —«] > R avec 1+¢ = 1—}—5 , résulte du
g I

| f 2 (x) =% T \bus 2

méme raisonnement qu’en 5) en utilisant (iv) a (vi). W
Remarques (2.2.2). — a) Il suit de Pinégalité de Denjoy, si ny=2, que :
sup | Log Df**|, <V =Var(Log Df);
n>0
donc le théoréme (2.2.1) sera valable si ny=2 (i.e. 1 go=1) et si V<W,.

b) Soit feD'*™(TY), off)—«eR—Q; si V=Var(Log Df)—o, alors f—R,
dans la C!*"-topologie (voir X.3.15).
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Corollaire (2.2.3). — Soit feD*TY), o(f)=a=[ay, a;, ...]ER—Q . Pour tout
€>0 et tout entier B>o, il existe un entier ny tel que, st n>ny vérifie (a,41)(a,,.,+1)<B,
alors on ait pour tout xeR :

1+e £n(y) 1—¢
(b,.) S\[q(x) xls(bn) .
by_s | fo=2(x) == \bus
Démonstration. — Par VII.2.5.2, si n—>-+oo, alors |Df*"—1|,—o0. Pour

e>o0 et B>o donnés, on détermine 7, tel que, si n>ny—2, sup |Log Df%|<W,
et on applique (2.2.1). m n>ng—2

(2.3) Rappelons (voir V.10.5) que'ondit que ae R—Q , a=[a,, a4, ...] satisfait
a une condition A si :

pour tout e>o, il existe B>o tel que l'on ait, si n—>+4 o0 :

(%) . ) =0(g).
oL (1814 ) = 0(g)
1<i<n
Théoréme. — Soit feD'**(TY); si o(f )= satisfait & une condition A, il existe Wy>o0
tel que, si V=Var(Log Df)<W,, on ait, pour n—-+ o :

I
| fi—Id—p,[e< 0O (ql—..g)
Démonstration. — On se donne e>o0. On choisit B dans la condition (*) (puisque
acA), et W, comme en (2.2.2). On a, par (2.2.2) :

b

n—2

b 1—e
(2.3.1) lf""‘(x)~x—1>,.|§( ") | f72(%) — % —po_2|

si (g 1)(a, 1 +1) <B.

On a toujours la majoration triviale :

(2.3.2) | (%) —x—p| S f "2 (%) —%—pu—als  sT (@4 1)(441+1)>B

(on rappelle que b"b~2<(an—|— 1)(a,1+1)).

n

On multiplie les inégalités (2.3.1) et (2.3.2). On a, si n—>-+o0 :
| £ (%) —x—p,| < C(,)" I ta)(r+a,,)

(a;+1)(a;, 1 +1
1<iln
avec G une constante (dépendant de |f2—R, |, et [f*—R,|;). On a d’une part :

= =lga—p < (1)

et de 'autre la condition (x).
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On obtient finalement, si n—>--o00 :
I
| f"—p,—1d| =0(q1—_2;)- u

Remarque. — 11 n’existe pas de minoration triviale comme (2.3.2). Nous verrons
au chapitre suivant (IX.4) qu’il en existe dans certains cas.

Corollaire (2.4). — Soit feD?*(T') avec o(f)=o satisfaisant & une condition A. Alors,
pour tout €>o, on a, st n—>-+4oo :
I

In__ d—' 0=0—1———s'
e —Td—p)| (q )

n

n—1
Démonstration. — Soit gnzl 2 (f'—ix)eD¥T!); posons f,=g,ofogt. (On a
i=0

n
e(f)=e(f)=a)
Par VII.2.5.1, si n—>—+4 o0, V,=Var(Log(Df,)) > o. Soit £>0 et W, déterminé

par (2.3).
On choisit n, tel que V, <W,; on déduit de (2.3) que, si k—+o0 :

I
FASSI CEANS 0(‘1-_:) .
9x
Or, pour n, fixé, g, est un difféomorphisme de classe G, et
fh=gtofikog, , ol k—>c0.
L’inégalité résulte de
Ika_—_ Id—pklO = Ig;,l ofnikogno_gn_o.lo Rpkognolo

1
<|Dg,! \o\fnf,"*ld-lfklo=0(q—1_s)- m
k

Remarque (2.5). — Dans (2.4), méme si feD®(T!), a priori, si n—>-+o0 :
|D2fo—> 400 (1).

Néanmoins, étant donné ¢>0, on détermine I’entier n, comme dans la démonstration
de (2.4), etsi feD¥(T), alors [D?f, |, et | D%f, |y sont finis mais peuvent étre trés grands.

3. Inégalités de convexité.

(3-1) Inégalité d’interpolation.
Rappelons que si 0<B<1, GC*T')=Lipy(T') est ensemble des ¢eC’(T")
telles que :
|l e(x) — ()]
¢lg=sup ———="—
= T P

(fonctions périodiques holdériennes d’exposant B).

<+ o0;
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Soit Lip,(T*) I’ensemble des fonctions périodiques lipschitziennes. On a, pour
peLipy (T :
o(x) — ()
x=)

]=1D<p|Lw.

I‘P]Lim:SUP
zFy

Proposition (3.1.1). — Soient 0<B<1 et ¢eLip,(TY); on a :
lele<2lels™"lo,

en particulier, si e CY(T")

|#ls<2|¢ls~* Dot

Démonstration. — Soit t>0. On a :
o], = sup 9 =0 o sup |2 Z2D) | @0 —e0)
e eyt lo—yi>t| [2—p[® | |x—y]®

le—y| <t
Ty

20| _
gMax( ta ° | De|wt! B).

2|9l
| Do |10
On substitue £, et on obtient la proposition (noter que si |Dg|o=0, alors ¢ est

. 2|9lo - N
On choisit £ tel que e =|Dg|=t'~F C’est-a-dire {=

(si | Dely=+o).

constante et on a la proposition). m

Proposition (3.1.2). — Sozent 0<B<I et 0eCHTY; si P'<B, on a:

®

e
lole <20l * ot

Démonstration. — Analogue a (3.1.1). m

(3.2) Inégalités de Hadamard (voir Dieudonné ([1], VIII, 14, exercice 2))
Si 9eCYT) et DoeLipy(T!) avec o<P<r1, ona:

|1Dp 1< Cy(l 0§ I Dolp) 9,

ot Cy>o0 est une constante universelle (dépendant de B).

On a aussi, pour @eC2(TY), Pinégalité de Hadamard appliquée & o :

(Do, <(2] ¢l | D%l,)"
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Démonstration. — Par la formule des accroissements finis, si xeR et acR_, on a
(pour ¢eC2(T') on écrit la formule de Taylor a I'ordre 2) :
| ¢(x+a)—o(x)=De(E)a, E€]x, x+a
¢(x—a) —o(x)=—Do(&)a, Ee]x—a, x[.

Donc (% +a) — p(x—a) = 2a Do(x) + (Dg(&,) —Dg(x))a +(Dg(&,) — Do(x))a
soit

(%) 2a|Do(x)| <M, 4+ 2Mga' T °

avec My=Max [o(x+a) —¢(r—a)[<2[ply et My=|Dols.

On suppose que Mj+o0, sinon ¢ est constante et on a bien la proposition.
En remplagant dans () a par (M,/Mg)"**®, on obtient, pour tout xeR :

| Do (%) < %((2 [0 ]o)® [ Dep g0+,

Le 2' dans le cas ou ¢eC*T"), suit par le méme raisonnement de la formule de
Taylor. m

4. Conjugaison héldérienne des homéomorphismes de classe P a nombre
de rotation de densité bornée.

Lemme (4.1). — |f"—1d—q,a|o<|f"—Id—p,o-

Démonstration. — Par 1I.2.4, f"—Id—gq,« s’annule et f—Id—p, garde un
signe constant puisque f est sans point périodique. On a donc :

| fon—Td—g,0]o < Max  £%(x) —x) — Min ( /*(x) —x)
<|f"—Id],. =m

Proposition (4.2). — Si feDO(T) est de classe P, o(f)=acR—Q, et si 0<B<1,
il existe une constante G dépendant de f telle que, pour tout entier n, on ait :

1
| fir—Id—g,al, <CN=F  gec  A=(14¢7") 2
Démonstration. — L’inégalité de convexité (3.1.1) donne :
|f"—Td—g,a|s<2|f*"—Td—g,alp~ " [Df"—1|{=.

Or par (2.1) et 'inégalité de Denjoy, on a bien :
| fr—Td—gq,a|g < 2C(f)' BBV Nt = Bl= ¥t =)

avec C=2C(f)' """, une constante dépendant de /. m
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(4.3) Homéomorphisme de classe CP.

Rappelons que pour o<p<1, heD(T') est un homéomorphisme de classe C® si
h—1deC¥(T") et A '—1deC¥T"). Ceci équivaut, par IV.6.5.2, & ce qu’il existe
C>1, tel que pour 0<x—»<1, on ait :

(é (x—2) )ES h(x) — k() < Clx—p)".

On a le
Théoréme (4.4). — Soit feDO(TY) de classe P, avec po(f)=acR—Q de densité
Log A
bornée d.. Alors f est conjugué aR , par un horizéomorphisme de classe CP, pour tout B< [—La‘—g—:lg—_’_—\l[;l;,

avec V=Var(Log(Df)), A=(14¢"") 2. Deplus B—>1 si V=Var(Log Df)—o.

Démonstration. — Par IV.6.5.8, il suffit de montrer que

| Log 2|
1 —na|,< < 1A
:g};if Id—na|g<+4o00 pour B Tog | V4.’

car ceci implique :

sup | f*—Id—na|, <40 par IV.6.5.7

nEZ
(on peut aussi faire le méme raisonnement pour f~', o(f~')=—a, puisque, si « est
de densité bornée, —a Dlest aussi, et que 'on a V=Var(Log Df~!)=Var(Log Df)).
Vérification de sup | f"—1d —na |;<-+o0, si B<-—{L~c-)g—>\|——~. Posons f—Id—a=g¢;
nEN |Log A| +Vd,

on a :
n—1

fr=Id—na= Z @ofi=n0,.
i=0

On utilise la décomposition canonique de ¢, donné par (1.2.3).Si ¢,<n<g,,,, ona:

k bi—1
— i +ig;
P 4§o E;o Cpq‘_ofl '
i—1 k bi—1
avec r,;= 2 bq;<¢; et n= X bg; (si b;=o0, on convient que la sommation vide X
i=0 i=0 i=0
est nulle). Donc :
k  bj—1
< i+
|an]6—‘§0 j§0|<Pqi°f' 'lﬁ

Par VII.2.7.1, on a :

| 0q 014l < [Df i 54[Bo. g, .
Par (4.2), on a :

| fi—Td—gialp =], s < CHU L
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Par (1.5.3), puisque 7,+jg;<¢; ., et 0<j<b,—1, pour :>2, on a :
|Dfr i <, |
donc |9y of %], < G880 Té — CllLogh)(1 =B+ Vi ]
< Ce'Y
avec y=(LogA)(—B—+1)+Vd,p,. On a donc :

k
|<Pnl8_§ Cigoai+1ew>

1

C étant une constante indépendante de k. Puisque A=(14¢") %, on a Log <o,
donc on aura :

y<o si —|Logal|(1—B)+Vd,B<o,
: | Log Al
L,
ot ° | Log A|+Vd,
k ©
On a alors |%IaSCan@-+:e"*SC‘§oa¢+1e”=B<—.Lw

(B<+o0, puisque o est de densité bornée).
Donc, puisque B est indépendant de 7 :

sup | /" —1Id —na|;<4-co.
neN
1
-1 I
Finalement, puisque A=(1-+e¢7") % tend vers — si V tend vers o, il en résulte que,
si Voo : V2
[Logd|
|Log A[+Vd,
Théoréme (4.5). — Soit feD*(TY) avec o f)=acR—Q de densité bornée d; alors
pour tout B<1, f est conjugué & R, par un homéomorphisme de classe C®.

Remarque. — La fonction (sin 2mx).Log |sin 2mx|eC*(T") pour tout B<1, mais
cette fonction n’est pas G, ni lipschitzienne.

Démonstration. — Cela résulte de VII.2.5.1 et (4.4) par le méme raisonnement
qu'en (1.7) (ou (2.4)). m
On obtient dans un cas particulier une autre démonstration de (2.4).

Corollaire (4.6). — Soit feD?*(T') avec o(f)=acR—Q de densité bornée; alors
pour 1>e>o0, il existe C,>o0 ftel que, pour tout entier n, on ait :

C,
lfq"—Id—I’n|o_<_q1—.;-
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Démonstration. — On déduit du théoréme (4.5) que f=h"'oR ok, ol A~ ! est un
homéomorphisme de classe G* pour tout 8<1. Donc, par (4.3), pour tout e>o, il
existe C,>o tel que, si 0<|x—y|<1, on ait :

| A~ (%) =k ()| < Cex—p[' 7"
On a :
Sor—Id—p,=(h""oR, ,_, oh)— (A" oh);
donc pour xe€fo, 1] :
| f12(x) =2 —p i< | A~ (gue—pt h(x)) — £ ()|
<C|ga—p, ' *<Cilg,"". =
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IX. — DERIVEE SECONDE DES ITEREES : DU THEOREME DE DENJOY
AU THEOREME FONDAMENTAL DE LA CONJUGAISON DIFFERENTIABLE
DES DIFFEOMORPHISMES DU CERCLE A DES ROTATIONS

Plan :

1. Critére de Cl*€-conjugaison ............c.oiiiiiiiniiiniieeiiiiinnenennnnnns e 116
2. Dérivée seconde des Itérées ............ ... i e 119
3. Notations et rappels . ... ... i i e 121
4. Majoration de |Df™g . ..oiuiinnii i e 123
5. Théoréme fondamental ......... ... .. i i e 127
6. Démonstration élémentaire de la conjecture d’Arnold en C® .............coiiiiiiin 128
Commentaire :

En 1, nous introduisons un critére de Cl*£-conjugaison qui est trivialement nécessaire. Le 2 est un peu
miraculeux : c’est une identité qui donne I'inégalité, C étant une constante :
|Dftn|o<Cgqy/2 sup |Dfily,  (f€D¥TY), o(f)=xeR—Q).
0<i<yqy
I1 faut utiliser, pour démontrer la Cl-conjugaison a Ry, le fait que f appartient a D*(T!), r> 2, et que p(f)=«
est bon, car en XI nous montrerons que, pour tout & qui n’est pas de type constant, il existe un f€D?(T!) avec
e(f)=aeR—Q, qui n’est pas Cl-conjugué 2 R,. On peut raisonnablement conjecturer que ce résultat de non-
Cl-conjugaison est méme vrai si o est de type constant.

I1 est aussi trés probable que, pour presque tout o =p(f), I’appartenance de f 4 D2*&(T!) implique que f
est Cl-conjugué a R,.

En 3 et 4, nous obtenons ’inégalité :

si feD¥(TY), p(f)=a€A, pour tout e>0, ona sup |Dft|,=0()
0<i<yqy
lorsque n tend vers + .

Le paragraphe 5 est le théoréme fondamental de la conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle
a des rotations. Il démontre une conjecture de V. I. Arnold [1].

Des problémes analogues ont été posés par de nombreux mathématiciens sous forme de problémes et de
questions, par exemple A. Denjoy, F. John, J. Moser, etc. Il est clair que le probléme s’est posé a partir du théoréme
d’A. Denjoy en 1932, mais surtout a partir des travaux de Kolmogorov, Arnold et Moser.

Si feD¥(TY), p(f)=a€EA, on a, pour tout €¢>o0 :

a) | fin—Rp, |o=0(gz 1**) (par VIIL.2.4),
b) |Dfn|g=0(g5) (par 4),

donc X

¢) |D2ftn|y=0(2" ") (par 2).
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Par P’inégalité de convexité de Hadamard, on obtient finalement :

+e )i
on peut appliquer le critére 1 et obtenir que f est C1+3-conjugué 4 R, pour tout § < 1/5. Puis on applique VII.2.8
pour obtenir le théoréme fondamental.

Le lecteur trouvera cette démonstration sous forme de plan dans Herman [3] (voir aussi Herman [4] et
P. Deligne [1]). (Il est 4 noter que a) et b) sont vrais pour fED?(T!) si p(f)=a est de densité bornée, donc
quelque chose comme 2 est nécessaire par XI.4.3.)

En 6, nous donnerons une démonstration entiérement élémentaire du théoréme fondamental avec ’exclusion
des cas r€]3, 4[ et r=w. La démonstration est basée sur I’identité (2.1). Il reste que I’annexe A.2 est mieux
adaptée aux cas ou il y a des paramétres et surtout qu’elle donne un théoréme local pour T#, n>1, neN.

Je remercie tout particulierement L. Carleson et P. Deligne pour une simplification dans la démonstration
de (2.2).

L. Carleson [1] a donné une bien meilleure majoration que 4 pour presque tout nombre o =p(f), avec

SfED?(TY) seulement. Elle est basée sur une démonstration effective de VII.1 (pour presque tout nombre de
rotation).

1
|Dftn— 1o = O(gn *

Nota. — On appliquera constamment VII.2.7.1 4 (2.7.4) sans référence (voir aussi IV.3).
. . . . n_l
Convention. — On désigne aussi la sommation X par X .
i=0 i<n

1. Critéres de C!**-conjugaison a une rotation.

(¢2)nen désigne dans la suite les dénominateurs des réduites de a=p(f)eR—Q,
et les p,/q, sont les réduites de .

Proposition (x.1). — Soit f=h"'oR oh, avec heD'(T') et acR—Q. 8 n—+ o0,

on a :

f=Td=p,lo=0( =) <O(1/g)-

n+1
Démonstration. — On écrit :
(*) fq"——Id—p":h*loana_p"oh-—}l_‘lo}l.
Donc, puisque % est un difféomorphisme C! :

|f‘1n_Id_pn|0§ IDh—l lO l qna_pnl‘ n

Proposition (1.2). — Soient 0<B<1 et feh 'oR,oh avec heD'*¥(T'), acR—Q.
St n—>-4o0, on a:

|Df*"—1o=0(g;#)< O0(g; ®).
Démonstration. — 11 suffit de dériver (x). m
Proposition (1.3). — Si feD'*™(T), il existe C>o tel que on ait pour tout n :

&/ Log Df*lo < | Df "~ 1, < C| Log Df .
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Démonstration. — Cela résulte de 'inégalité de Denjoy et de ce que ¢ (resp. Log x)
est lipschitzienne sur 'intervalle [—V, V] (resp. [e~7, ¢']). Noter que la fonction Df»—1
s’annule en au moins un point. m

Proposition (x.4). — 8i 0o<B<1 et feD'*¥T") uvérifient sup|Log Df|;<+ o0
ou lim|Df%"—1|;=o, il existe C>o tel que Pon ait pour tout n: "€V

I
alLong""]ﬁf_ |Df"—1],<C|Log Df .
Démonstration. — Méme argument que pour (1.3). B

(x.5) Rappelons (voir V.7.8.3) que a=[ay,a,, ...]eR—Q est du type de
Roth si, pour tout §>o0, on a :

2 4,497 °<Hoo.
i=0

Nous nous proposons de prouver les réciproques des conditions nécessaires précédentes de
C!'*E.conjugaison.

Proposition (1.6). — Soit feDYTY); st o(f)=a est du type de Roth et s’il existe B>0
tel que Pon ait, pour n—-+4 oo :

|Dffr—1]o=0(¢; ®)
f est Cl-conjugué @ R,,.

Démonstration. — Par le méme argument qu’en (1.3) il existe une constante C>o
telle que l'on ait pour tout = : ‘ '

| Log Df |, <Cg, °.
Par IV.6.1, il est nécessaire et suffisant de démontrer :

sup | Log Df" |, <+ 0.
neEN

Si ¢.<n<g,,;, on écrit la décomposition canonique VIIL.1.5.1, c’est-a-dire :

k k bj—1
n=Xbyq e LogDff=2X jzo (Log Df%) o fri+in
i=0 i=0 j=
(r.6.1) i1
avec r,-=j§0quj; 0<b<a;,,.
k ©
I suit que |Log Df"|,<C Z ;47 *<C Zoai+1qu=B<—|—oo
i=0 i=

(B<+ o puisque « est du type de Roth). On a bien, puisque B est indépendant de z :
sup |Log Df"[,<+4oc0. = ’
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Remarque. — Si on remplace dans (1.6) la majoration |Df*—1|,=0(¢, ®) par
|IDf*"—1],=0(¢,};), (1.6) devient vrai pour tout acR—Q.

Proposition (x.7). — Soient o<B<1, y>o, et feD'*P(TY) avec o(f)=o du type
de Roth; si, pour n——-+ oo, on a :

|Df*"—1]g=0(g:);
f est Gt Peconjugué a R,.
Démonstration. — La condition implique que :
|Df*"—1]o=0(g; -
On a donc par (1.6) :
(x.7.1) s1:p|Df"|0=k<—{—oo.

Par IV.6.3.3, pour que f soit C'*P-conjugué a R, il faut et il suffit que ’on ait :
sup |Log Df"|z<+ co.
On écrit, pour ¢,<n<g,,,, n= Ek.‘, b;g;, 0<b<a_ ,, et la décomposition cano-
nique (1.6.1). e
Par (1.7.1), (1.4) et IV.3.3, il existe G>o0 tel que pour tout ¢ et tout j on ait :
| Log Df %o f?]g<Cg;".

Il en résulte que :

k ©
| Log Df”lBSCEOaH1q{*_<_0i§0a.~+1q,-_*<+oo. n

Théoréme (1.8). — Soit feD?*(T') avec o(f)=oacR—Q du type de Roth. S’il existe
3>0 tel que, pour n—-+4 oo, on ait :

|Df"—1,=0(g:°),
f est Ct*e-comjugué a R, pour tout =<3§/(1+73).

Démonstration. — Par (1.6), f est Cl-conjugué & R,. Comme :
D?f*=Df"( X (D Log Df) of*.Df?),
<n

on déduit de (1.7.1) que, pour n—-oco, on a :

(x.8.1) |D?f"|,=O0(n).

En appliquant l'inégalité de convexité VIII.g.1.1 (i.e. pour ¢eC{(T?),
lol<z|els™*|Del})

a la fonction Df%"—1, on obtient :
|Df"— 1] <2 |Df*— 1|~ | D™,
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Par (1.8.1) et ’hypothese, on a, si n—>+4 o0 :
|Df"—1],=0(g; **~9g5) = 0(g;, %' ~9+%).

Donc, pour —3(1—¢)+e<o (ie. €<3/(1+43)) on a, si n—>+o0, |Df"—1|,=0(g, ")
avec y>o0 et on applique (1.7). m

Proposition (1.9). — Sotent o<B<1, ¢eCP¥T"), et o du type de Roth. On suppose
qu’il existe 3>o0 tel que, si n—>- oo, on ait :

|<Pq,.10=liEn<P°Rialo=O(9n_8)-
Alors il existe YeC(TY) pour tout e<y=3B[(1+3), tel que Lon ait :
le_ ('p ° Roc = P.
Démonstration. — On raisonne comme en (1.8) en utilisant la décomposition

canonique, la majoration triviale | X ¢oR;,|s=0(n), 'inégalité de convexité VIII.g.1.2
et IV.6.7. m =

2. Dérivée seconde des itérées.
Théoréme (2.1) (Identité remarquable). — Si feD3(TY), on a :
n—1 . X 1
D*(Log Df")= X ¢of*.(Df*)*+ - (D Log Df")?

avec o — D*(Log Df) —é (D Log Df )2

Démonstration. — On a :
n—1
(2z.1.1) Log Df"= {V.:OLog Dfof"

Soit en dérivant :
szn n—1 . n—1 . .
_Df-" =D Log Df"= ;0 D(Log Dfof")= ;0 (D Log Df)of*.Df".

Si on dérive de nouveau, on obtient :

(2.1.2)

n—1 n—1

D? Log Df"= 1_20 (D? Log Df) o fi{(Df )2+ Eo (D Log Df)ofi.D%f%.

Or par (2.1.2) :

n—1 n —1

X (D Log Df)of’.D¥f'= i; (D Log Df)o f".Df"(:_ZO (D Log Df) o fi.DfY).
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n—1
On voit apparaitre (!!) I fois les termes croisés de (2 (DLogDf)of*.Df)% On a
finalement : 2 =0
n—1 n—1

3 (D Log Df)of*.Df*= L[ 3 (D Log Df)ef".Df P~ 1 T (D Log Df) o9 (Df)?

i=0
n—1 X .
— (D Log DfY*—~ £ ((DLog Df)of*(Df)". m
Corollaire (2.2). — St feD3(TY), on a linégalité :

1
|D Log Df"|,< Cn* sup |Df|,

0<i<n
avec C=(2|¢|)" ¢ o=D?Log Df—é(D Log Df)?.
Démonstration. — En un point x, ol é(D Log Df")? est maximum, on a :

D2(Log Df")(x,) =o0!!

Donc, par (2.1) :
n—1

1 - . . g .
;lD Log Df"[5< | Eo poft. (Df)?|, < l@lonoil{lz |IDf'5. =

1
Remarque. — Cest le facteur n® qui n’est pas immédiat, un terme 7 serait trivial
a partir de (2.1.2).

Théoréme (2.3). — St feD3(TY), o(f)=acR—Q, on a, pour tout.n :
1
|Dfinl,< e'Cqy sup DS,
0<i< gy
(C est défini en (2.2)).
Démonstration. — On a D?*f%=Df%.D Log Df% et on applique (2.2) et 'inégalité
de Denjoy. m

Proposition (2.4). — Si feD3(TY) est Cl-conjugué @ R,,
1

| D Log Df |, < (Cyg,| Log Df*|,)?
avec Cy=4||,sup |DFFE<+o e o=D*Log Df) —é (D Log Df)2.
1iEN

Démonstration. — On applique P'inégalité de Hadamard VIII.3.2 a la fonc-
tion D Log Df%. On a :

|D Log Df |, < (2| Log Df*|,| D* Log Df % ;)*.

PO
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Or, par (2.1) et la démonstration de (2.2) :
qn—l . .
|D* Log Df ™[y < 2| X @of*.(DfY)?|o-
i=0
Puisque f est Cl-conjugué a R,, on a sup|Df*[2<-+o0, donc
ieN
|D* Log Df ™|, < 2¢,| 9], sup [Df[s
0<i1< gy,
avec C;<+4oc0. m

3. Notations et rappels.

(3-1) On suppose que feDO(T?Y), o(f)=acR—Q, a=]ay,a,, ...]; on note b
les réduites de «. In

On pose fin=fin—p et fi Pitérée i-eme de f

On pose mqﬂzgneirl} | fo(x) —x—p,]| :rwrtleig | fo(x) —x|>o.

(3.2) Pour tout entier n, on choisit y,eR, tel que m, =|fF%(y,)—r,l.

(3.3) Si 1>1, on pose (cela dépend du choix de y, et de f) :
miq,,: Ifiq"(.yn) —f\(i—l)q"(yn)l et m_ q,,: lyn_f_qn(.yn)l'
Noter que l'on a, pour >0 :

Fo(LF (), fE V()] = [F V0 5,), F(g,)],
01‘1. [fin(y,), F4~Y0(5,)] désigne Dintervalle compact de R d’extrémités F%(y,) et
FEm()-

(3-4) Noter que, puisque mqn=£r(1:_i{‘1 | fo(x)—=x|, on a pour i=-—I1,1, ...,
Pinégalité :
My > M, .

(3.5) On pose |g,a—p,|=0b, et (a,+1)(a,,,+1)=d,. On a par V.7.6 :

b
<=2l
2 A n

(3.6) Si f est C’-conjugué a R,, les points 7% (y,) sont dans le méme ordre que
dans la figure ol ’on a représenté le cas n pair (si n est impair, on fait une symétrie par

rapport a y,).
Pour R, cet ordre des points résulte de (3.5) (t.e. |g,_s0—p,|<d,|g,x—p,])-

F70) 2 FRO0 F0) £ 0
} \/_:/ \j/ H— R \II/ ] i ~ }
fqn fqn fqn f nqn(},n)
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(3.7) Par V.10.5, si « satisfait 2 une condition A, pour tout G>o et tout £>o,
il existe B>o tel que, si n——+o00 :

I C(d+C)=0(g).
di>B
1<iln

On rappelle que I'on a posé d,=(a,+1)(a,,,+1).

(3.8) Ceci implique que « est du type de Roth et aussi que, pour tout >0 et
tout G>o, si n—>-+4oo, G(d,+ C)=0(g).
Enfin pour tout e>o, il existe G,>o, tel que lon ait |g,a—p,|>C. g, 17"

(3.9) Par VIII.2.4, si feD?*(T?), etsi p(f)=a satisfait 2 une condition A, il
existe, pour tout ¢,>>0, une constante C, dépendant de ¢, et de f telle que, pour tout 7,
on ait :

Ifq"_Id“‘PnIOSCJ%IFEI-

(3.10) A priori si e,—o0, C;— -+ 0.

. . I .
On supposera dans la suite que ¢;<1/100 (en fait €1<5 conv1ent).

(3.xx) Par VI.6.3, si feD'*™(T!), o(f)=«eR—Q, on a :

sup |Df"lof_ev|fq"——1d—pn]0/mqn.

0<i<ap,1

(V=Var(Log Df)).
.12) Soient x et z dans R; on définit ke ar :
(3.12) Soi dans R; on définit keR, p
|x—z| =Fkm, .

Par (2.2), (3.9), (3.11) et la formule de la moyenne, si feD3(T?) etsi po(f)=ua
satisfait & une condition A, on a I'inégalité :

Df (x) 1,
W <exp(Eg, k)

avec E=CC,¢" (C étant la constante de (2.2) et C, celle de (3.9)). On suppose que
g;<1/100; pour ceci voir (§.10).

(3-13) Pour ¢, fixé, E est peut-étre trés grand (voir (3.10)) mais est fini.
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(3.14) Par VIII.2.2.3; si feD*T!), o(f)=acR—Q, alors, pour tout e>o0
et tout B>o, il existe un entier Ny>2 tel que, si >N, vérifie 4,<B, on ait
Pinégalité :

4. Majoration de |Df™

0.
(4.-x) Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que feD3(T?) et que p(f)=«
satisfait a une condition A. Si ¢>2, on pose (voir (3.3)) :

Ci(n)= sup (m, m,).

2<ji<i
On a évidemment C;(n)>1 et C;(n)<GC; ;(n). On se propose de démontrer le
Théoréme (4.2). — Il existe un entier ny (dépendant de f, |D*f |y, |D3f|, et de «) tel que,
si n>mny, on ait:
Cpis(@<em” ot d=(a,+1)(s1+1) & 3=1/16.

Remarque. — Le n, dépend de la constante E de (3.12) et donc du choix de ¢,
dans (g.9) (cf. (3.10) et (3.13)).

Pour démontrer (4.2) nous avons besoin des propositions qui suivent :
Proposition (4.3). — Il existe un entier ny tel que, st n>ny, on ait :
-3
Mo Iy, <67 e By=1]g

Démonstration. — Par la formule des accroissements finis (utiliser (3.3) et Df “=Df %)
on a :

m2qn/mqn - qun(zl)
mqn/m—q,, Df n(z,)
avec zle[.yrn fq"(}’n)] et z2e[f~q"(.yn)9.yn]‘
Or, par Pinégalité de Denjoy, e V<Df%<¢', donc |z3—2z|<(¢"+1)m, .
Par (3.12) on a :
Df*(z)
Df"(z)

g, est fixé, e;,<1/100).
1 1

1
<exp(E(' +1)g, 2" %),

Si n>n, (n, dépend de E, voir (3.13)) on a :

1
E(" +1)g, 2 <g%.

n
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La proposition en résulte car on déduit de (3.4) :

mzq,, m2q,, / mq,,

]
m'ln - mq'z/m'— I
Proposition (4.4). — Il existe un entier ny tel que, si n>ny, on ait, pour 1>, les
inégalités :
. miq,, . -8
(4-5) () —— <exp((i—1)G;_1(n)g,™);
Mi—1)g,
: C;(n) : _
(4.6) (1) <exp((i—1)C;_4(n)g; ")

Ci_a(m)—
avec 3, =1[4. (C;(n) est défini en (4.1).)

Démonstration. — Nous allons démontrer la proposition par récurrence sur ¢. Comme
la démonstration du cas i=4g est presque identique, & partir de (4.3), a celle du cas >3,
nous traiterons seulement le cas « ¢ implique i+1 et ¢>9g ». On montre d’abord

que (4.5) (2) et (4.6) (¢) impliquent (4.5) (14 1).

Par (3.3) et la formule des accroissements finis, on a :
M 4 1)q, Mg, _ Df*(z,)
my, [m;_y,, Df (2p)
oz e[ f(2,), fETIN(5,)] et ze[ fE7N0(y,), F7P0(5,)]. Cequi entraine, par (4.1):
Izz_zlllmqnsc‘i(n)+Ci—l(n)SQCi(n)'

Par (3.12), on a :

(4-7) -
47 Df " (z) =
On suppose que n est assez grand pour que :
1

(4.8) oBg, 2" <1jg avec  8=1/4 (5=<1/100)
(cela ne dépend pas de i=3,4, ...).

Il suit de ’hypothése de récurrence, de (4.7), (4.8), et (4.1), que l'on a :
(4.5) (i41) m(iH)q"/mianexp(Ci(n)qn_sl +(i—1)C;_1(n)g;®)

<exp(iGi(n)g, ™).

Il faut démontrer (4.6) (- 1).

Par (4.5) (¢+1) on a :

. M+ 1) . sy Mg,
(49) (1) “E Cexp (i)

n '

<exp(iC;(n) g, *) Gi(n).
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Il y a deux cas :
a) Soit G, ,(n)=C;(n); alors (4.6) (i-1) est trivialement vérifiée.
b) Gy 1(n)=m;_ ), /m,; dans ce cas (4.6) (i+1) est précisément (4.9).

(Pour le cas ¢=3, noter que 'on a par le méme raisonnement (4.9) (3), et le
cas ¢=g résulte de (4.3).) m

Proposition (4.10). — Il existe un entier ny tel que, si n>ny, on ait, pour 2<i<d +1,
Pinégalité :

Log Ci(n) < (i—1)g; ™

avec 3,=1/8.

Démonstration. — Par récurrence sur 1.

Pour =2, c’est une conséquence directe de (4.3). Montrons que si la proposition
est vraie pour ¢, elle est vraie pour ¢ 1. Par (4.6) (14 1) on a (si n>sup(ny,ny)) :

(4-11) Log C; , 1()<iCi(n)g; * + Log G;(n)
et par ’hypothése de récurrence :

Gy (n) < eli= 08 < gt ™,

Puisque « est du type de Roth (voir (3.8)), si z est assez grand (mais indépendant de ),
on a:
dnqn—szs I.

(4.11) donne alors, avec I’hypothése de récurrence :
(4-12) Log C; . y(n)<degy ™ +(i—1)q, * <dyeq ™ +(i—1) ¢; ™

avec 8,=1/4, 3,=1/8.
On choisit, par (3.8), n assez grand pour que lon ait dyeq, 31<g; %. En
remplagant dans (4.12) on obtient :

Log C; 1 1(n)<ig; ™,
et ceci achéve la récurrence pour n>n, assez grand (mais indépendant de 7). m
(4.13) Démonstration de (4.2). — Par (4.10) on a, si #n>sup(ny, ny, ny) :
Cy 11(m)<eintn % avec 8,=1/8.

11 suffit de choisir n,>sup(n,, n,, n;) et assez grand pour que lon ait d,g, %2<g;?
avec 3,=1/8 et 3=1/16; c’est possible puisque « est du type de Roth (voir (3.8)). m

Proposition (4.14). — St n>n,, on a:
mqn_zgeq:s(dﬁ 1)m, <e(d,+ 1)m, .
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Démonstration. — Par (3.6) on a :
dp+1

i§1 Iqu"(.yn) _f(j—-l)q,,()}n) | Z ]fq"—z(]n) *_)’nl Z mq"_2

et la proposition résulte de (4.2). m

Proposition (4.15). — Soit feD3(TY), o(f)=acA. Pour tout >0 il existz C,>o
tel que, pour tout entier n, on ait :

mq"ZCE/q:l_l.s'
Démonstration. — On se donne ¢'>o.
1) Par (3.7) on détermine B et D, >0 pour que I'on ait (ici C=e)
};IB e(di+1)=0(g;) et |ga—p[=D.qg 7",
1<i<n
2) Ceci détermine I’entier N, de (3.14), tel que si I'entier n vérifie n>N, et
d,<B, alors on ait :
b” 1+4¢
man(b _2> My -

3) On choisit ¢; dans (3.9) tel que ¢, <1/100. Par (3.9), ceci détermine 7,
dans (4.2).

4) On pose mqnzgéiglf(x)q"—pn—xl. On a, par (4.14) :

bn 1+er
(4-x6) m, > e (d,+ 1) m, > (d,+ I)_I(Z:) m,

pour n>n, et (a,+1)(a, .+ 1)>B.
On a, par (3.14) (ou 2)) :

b 1+er
(4.17) mqnz(b") my , st (g+1)(a,,,+1)<B etsi n>N,.

n—2

Si on multiplie les inégalités (4.16) et (4.17), on a :
mg, > Cob 7% (11 o(di41))7"
" 4i>B
1<i<n

C, étant une constante dépendant des petites valeurs de n (i.e. n<sup(ny, Ny)).
L’inégalité avec 1+4+e=(1+4¢")2+¢c résulte alors de 1). m

Théoréme (4.18). — Soit feD3(TY) avec po(f)=acA. Pour tout >0 on a,
st n—>-4o0 :

sup |Df']o=0(g;)-

0<i< gy,
Démonstration. — Cela résulte immédiatement de (3.9), (3.11) et (4.15). W
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5. Théoréme fondamental de la conjugaison différentiable des difféomor-
phismes du cercle a des rotations.

Le théoréme suivant démontre la conjecture de V. I. Arnold [1].

(5.1) Théoréme fondamental. — Soient 3<r<cw (non nécessairement entier), et feD'(T")
tel que o( f)=a satisfasse & une condition A; alors, pour tout B>o0, fest G ~P-conjugué a R ;
de plus, si f est un difféomorphisme de classe G® (resp. G®), alors f est C*-(resp. C®)-conjugué a R .

Démonstration. — Commengons par montrer que f est C'**-conjugué & R, pour
tout €<i1/5. Par VIII.2.4 on a, pour tout >0, si n—>-4o0 :

| for—Td—p,]o=0(g, " ).
Par (4.18), pour tout ¢>o, on a, si n—>+4o :

sup |Df*|,=0(g5).

0<i<yqy,

Par (2.3), pour tout £>o0, si n—>+4oc0 :

1
-te
|D2f ] =0(qy )-
Appliquons 'inégalité de Hadamard VIII.g.2 & f%»—Id—p, :
IDftn—1],< (2] fon—Id—p,| | D*f %)

"En remplagant, on obtient finalement, pour tout £>o0, si n—>-4o :

1
|Dftn—1],=0(g, ¢ ).

n

On applique (1.8) d’ou il suit que f est C* " *-conjugué & R, pour tout < ! ( 1+ 1) =1/5.
Le théoréme résulte alors de VII.2.8. m 4 4

Corollaire (5.2) (Décomposition du groupe des difféomorphismes du cercle). — Soit o un

o X .. 1+4/5
nombre satisfaisant @ une condition A (par exemple le nombre d’or oc:—;ﬁ). Alors tout

feDiff*(TY) (resp. feDiff®(T)) s'érit de fagon unique comme f=R,0g 'oR,0g avec
geDiff? (T, 0). De plus, Papplication fi> (N, g) est continue pour la C®-topologie (et méme
dépend de fagon C* de paramétres variant dans une variété C* de dimension finie).

Démonstration. — Soient feDiff?(T*), A,(f) l'unique élément de T! tel que
e(R_, pof)=a (te. f=R_, ofeFg={feDiff?(T")|o(f)=a}). L’application fi>A,;
est continue pour la C*-topologie et bien définie par III.4.1. Par (5.1), fi=g 'oR,0g
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avec geDiff ?(T’, o) (resp. geDiff®(T" o0)). Il faut voir que application f;>g est
continue, pour la G®-topologie, de F3 dans Diff ?(T%, o). Pour montrer que cette appli-
cation est continue, par conjugaison, il suffit de voir qu’elle est continue en un point
foeF2=02(T")={g 'oR,0g| geDiff °(T")}. Or F? est un fermé de Diff*(T); c’est
un espace topologique polonais qui est donc un espace topologique de Baire.

1

Soient f,eF®, et S,(/£)=S,(f)—S,(f)(0), avec S"(fl):%‘,;—:o (fi—ia); n>1, neN.
Noter que f,eF? > S"(fl) eDiff? (T, 0) est continu pour la C*-topologie. Par IV.5.1.2
(et (5.1)), pour tout f,eF>, si n—>oc0, on a gn(fl) —g, dans la C*-topologie. Donc
Papplication fieFy > geDiff?(T", 0) est de premiére classe de Baire sur FZ et a donc
un point de continuité.

Pour la dépendance G® de paramétres C* variant dans une variété C* voir
Sergeraert [1] et Herman [2] (ou il suffit d’ajouter un parameétre). Dans le cas G,

pour la dépendance C® de paramétres G variant dans une variété G de dimension
finie, voir V. I. Arnold [1]. m

Corollaire (5.3). — Tout feDiffP(T") (resp. Diff(T")) sécrit comme le produit de
deux commutateurs dans Diff(T") (resp. Diff$(T")).

Démonstration. — Cela résulte de (5.2) et du fait que tout R, s’écrit dans PSL(2, R)
comme un commutateur (PSL(2, R)CDiff{(T!)). m

Remarque. — D*(T") (resp. D(T")) est égal a son groupe des commutateurs. En effet il
suffit de voir que les éléments du centre C={R,|peZ} s’écrivent comme des commu-

tateurs. Or CCf’gi(Q, R)CD*(TY), ou I,;S-I:(Q, R) est le revétement universel de
PSL(2, R) C Diff¢(T").

Or 13-§I:(2, R) est égal a son groupe des commutateurs.

6. Démonstration élémentaire de la conjecture d’Arnold en C~.

(6.1) Dans la démonstration de (5. 1) nous avons démontré que f est C! ™ *-conjugué
a R, puis nous avons appliqué VII.2.8 qui s’appuie sur I’annexe A.2. Nous allons
donner une démonstration élémentaire sans utiliser A.2. Mais nous n’obtiendrons pas
les cas suivants : r€]3, 4[, et r=0w (en fait je pense qu’il ne doit pas étre difficile
d’obtenir ces cas par ce qui suit; surtout pour r=w il suffirait de suivre les constantes
mais cela alourdirait la démonstration) ().

(Y) Le cas r€]3, 4[ résulte aussi des méthodes qui suivent.
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Les théorémes suivants vont apparaitre comme des théorémes de régularité (comme
d’ailleurs I’est VII.2.8).

Hypothése (6.2). — On suppose dans la suite que r=3, r=4 ou 4<r<+oco, et
feD(TY), que f=h 'oR, ok avec heD'(T'), et que « est du type de Roth.
Nous allons voir que £eD"~!~%(T!) pour tout e>o.

Théoréme (6.3). — Si feD¥(T"), alors heD*~%(T') pour tout e>o.

Démonstration. — a) 1l faut d’abord voir que heD'**(T') pour un e>o. Puisque
f est Cl-conjugué a R, on a par (1.1) :

Fu—1d—po=0(;1-)<0(2),

n+1 9n

1
et par (2.3) |D%f%|y=0(¢z)-
Par l'inégalité de Hadamard appliquée & f»—Id—p, on a :

IDft—1 o< (2] f*"—Td—p,|o | D%f *[))"* = O(g; ).

On applique (1.8) et on conclut que f est C'**-conjugué (pour tout ¢<1/5) a R,.
Lemme (6.3.1). — 8¢ heD't8(TY), o<B<1, alors heD'*3(T") pour tout
(B
8<£(3)—B/(‘2‘ +§)

Démonstration. — Par (1.2) on a :
1) | Log Df ™|, =0(g, *).
Par (2.4) on a :
2) |D Log Df |, < G(g,| Log Df |,)'",

C étant une constante. 1) et 2) donnent :

1

_B.1
|D Log Df™|,=0(g, 2" ?).

Evaluons |Log Df%|s par l’inégalité de convexité VIII.g.1.1. On a :
| Log Df *#|5 < 2| Log Df*[;~*|D Log Df [
1

—(pu—9—(-2+1

2 2)8))20@—7).

n

=0(g

n

Or, y>o si 8<(3/(g—|—§). On applique alors (1.7). m
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Fin de la démonstration de (6.3).

b) L’application g: [0, 1]—[o, 1] définie par g(ﬁ)=3/ (g—l—é) est croissante,

et 1 est son unique point fixe attractif. Il suffit d’itérer le lemme (6.3.1) pour obtenir
le théoré¢me. m

1
g(B)

0 1 B

Lemme (6.4). — Soient eCl—%(TY) pour tout e>o, vérifiant f:<p(x)dx=o, et
o du type de Roth. Si n—-+ oo, on a, pour tout >0 :

| 2 oRyly=0(r).

Démonstration. — Par VI.g.2 on a, pour tout &'>o0, si k—-+o0 :

0 —1

| S poRulo=0().

On déduit de la décomposition canonique VIII.1.2.3 que, si ¢,_,<n<g, :
n—1 k—1 k—1
|2 @oRulo<( 2 a00) 0lg5-) <( T 11 0.
k—1
Or X ¢,<Fk sup ¢,<0(n" Logn) puisque a,,=0(¢f) (« est du type de Roth et
i=0 1<i<k

par V.7.2.3). m

Théoréme (6.5). — Si feD*(TY), il existe >0 tel que heD?**5(T').

Démonstration. — Rappelons que :
1) Long”sz Log Df o f",
2) DLong”:E (D Log Df) o f*.Df?;
par (2.1) :
3) D? Log Df":E <pof".(Df")2—|—%(D Log Df")?,

avec = D?(Log Df) —g (D Log Df)2.
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En dérivant (6.3) (r=4) on obtient :
%) D? Log Df"— X Dyof'. (Of '+ 2 I of*. (DF. D)
+ (D Log Df")(D* Log Df").
Par 8) on a keD*~5(T"), d’ou il suit :

5) sup | Df"|;<4o0, et aussi sup|Log Df*|,<+o (voir IV.1);
) sup | Log Dfl, _,< + 3
7) | Log Df )y —0(g; 1) (voir (1.2)).

Puisque fi=h"'oR, 0k, on a Dfi=Dh 'R, ck.Dk.

On remplace dans 2) et on obtient :

8) (D Log Df")oh™*=Dhok™*.( Z $oRy)

avec ¢=(D Log Df)okh *.Dh~'. Noter que j:up(x)dx=o, et que ¢ et Dhoh™?
sont dans C'~*(T') pour tout e>o0, puisque keD?>*(T!) et que feD*(T%).
Par (6.4), on a, pour tout £>o0, si n—>-+4o0 :

9) | D Log Df*"|, = O(n®).

On a donc trivialement par 9), 3) (et 5)) :

10) |D* Log Df"|,=0(n),

et par 4), 9) et 10) :

11) | D® Log Df*|,=0(n'**).

En appliquant 'inégalité de Hadamard a la fonction D Log Df", on a :
12) |D* Log Df*"|,< (2| D Log Df"|, | D* Log Df"|)'",

d’ou par 9) et 10) :

13) | D? Log Df"|, = O(n%H).

En appliquant I'inégalité de Hadamard a la fonction Log Df", et en utilisant 13) et 7),
on obtient finalement :

1
|D Log Df%|,=0(g, +"°).
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Maintenant on applique la proposition (1.9) a ¢ défini en 8); puisque ¢$eC' (T
pour tout e>o0, et que Dhokh 'eC!'~%(T') pour tout e>o0, il en résulte qu’il existe
o<y<1 tel que l’on ait : ‘

14) sup | D Log Df"|, <4 co.

I+
Le théoréme résulte alors de IV.6.3.4. m

Théoréme (6.6). — Si feD*(T"), alors heD*~(T') pour tout e>o.

Démonstration. — Par le méme argument qu’en (6.3), tout revient 2 montrer que
si o<p<1

keD?**¥(T") implique AeD?*+®(T') pour tout B'<g(p)= B/(S + é)

Or, puisque heD**#(T'), on a :

1) |D Log Df ], =0(g; *).
Par (6.5), 4) et 10), on a aussi :
2) |D? Log Df"|, =0(n).
Par l'inégalité de Hadamard appliquée a la fonction D Log Df% on a donc
1_8
3) |D* Log Df |, =0(g, *).

En interpolant par VIII.g.1.1 la fonction D Log Df%, on obtient :

|D Log D[, = 0(g; = °G=2)
=0(g: )

Or, v>o si 8<ﬂ/(§+—;—) et on conclut, appliquant (1.8) a (6.5) 8), que :

sup |D Log Df"|p <400 pour B'<g(B);

d’ot il suit par IV.6.3.4 que heD?*+¥(T'). m

(6.%7) L’équation linéaire.

Lemme (6.7.1). — Soient «cR—Q, et ® une fonction positive (>0) monotone non
décroissante, telle que, pour tout plqeQ, on ait |a—(p/q)| > 1/q*®(q). Alors il existe une
constante universelle C telle que :

S ()= 3 — <Cud(2n) Log n,
p=1 || pa|

avec, pour x€R, [|x||=gé1£]x—p[.
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Démonstration (d’apreés Kuipers et Niederreiter [1]; voir des mémes auteurs : chap. 2,
exercice (3.10), p. 131). — Si 0<p<¢g<m, on a patga=(p+q) «(mod 1). Donc :
a||> I >_r

FEIY <D(|Piql 2n®(2n)

[[(p£ )«

do [lpell—llg=ll 12 g,

puisque | || pa||—|[qx|| | = Inf(||(p + g)a|]; ||(p—g)2]])-

Si on considére pour 1<j<n-1, les intervalles [ J J 1

2n®(2n)’ 2n®(2n)

[, il ya au

plus un point ||pa||, 1<p<n, dans chaque intervalle et aucun dans [o, ——I———[
On a donc : 2n(2n)

<on®d(2n) 21 }_<_Cn<l)(2n) Logn. m

(6.7.2) Lemme 2. — Soit acR; sl existe B>o0, C>o, tels que, pour tout plqeQ,
on ait |a—(p/q)|>C|F T8, alors on a, pour tout B'>B :

>y T
In1%o |n|*T® || nal|

<+ o

Démonstration. — Soit ﬁ<[3"< B’. On a:

S, (a) = =0t +®")

e lllm I
d’apres le lemme 1; le O dépend de B et de a. Appliquons la régle de sommation d’Abel :

- e

o1 P |[nac| 1|m||—

I
(ﬂ+ 1+B nﬁ'+1

I
N +1

Sy

(Z 1+B—B )<+oo. [ |

n=1Mn

(6.7.3) Lemme 3. — Soient o et >0, et CG>o0 tels que pour tout plqeQ on ait :
pl S c

T T Ploglg+ )T

Pour tout 3'>3, on a :

- I I
pX , <+o0.
n—2n(Log n)**% || na|| +
Démonstration. — La méme que pour le lemme 2. m
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Remarque. — St on ne précise pas les nombres, on peut trés facilement voir que pour presque
tout x (pour la mesure de Lebesgue) et pour tout B>o, on a :
- I
> —
a=1¢"" || gx||
En effet, soient B>0 et 0<3<1 tels que 1/8<1+4B; on a:

I
g | gx||®

<+ oo0.

<+

a LY(dz)

. vodx vodx .
(pulsque f ———8=f <400 si 8<1), donc pour presque tout ¥ :
o llgx(l® Jo [l

I
T <4 o0
3
g
)
Or, si («,) est une suite de nombres vérifiant «,>0 et X «,<-+ 0, ona, pour tout y>o :

¢=1
Zagtr<4oo.
q

I1 suit que, pour presque tout x€R, on a, en choisissant 14+vy=1/3 :

I 1
Lo
PP P

et la remarque suit par intersection dénombrable d’ensembles de mesure 1, en choi-

. 1 I
sissant B=1, —, —-...

AR
Proposition (6.7.4). — Soient 0<e<1, $eC'*¥(T), et « du type de Roth. On pose
C= f:¢(x)dx.
Alors, pour tout &' <e il existe weC®(T'), tel que Pon ait :
$—C=7n—mnoR,.
Démonstration. — On écrit y—C= 5 {(n)emm=,

nEZ—{0}
Puisque ¢eC'*5(T"), on a, si |n|—>+o :

8l =01 e

On éciit n comme série de Fourier. On obtient formellement :

$(n)

n= —
nEZ—1{0) I__emez

2minz

Par (6.7.2) on a :

1
l71|0_<_C‘

— <4 e constante C
nez—{o} |n|'T¢||nal| Rt

(m est unec série de Fourier absolument convergente).
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On a ||, =0(|n|*), donc par (6.7.2) :

I I
|n|s,§Ce,nez2~{0} e I—I—W—H<+oo avec C, une constante. W

Théoréme (6.8). — Soit feD"+*(T") avec r> 4, reN et 0<e<1; alors heD"~1+*(T%)
pour tout &' <e. ’

(6.8.1) On se fixe 0<e<1 donné. On choisit, pour tout entier r>4, ¢, vérifiant
0<eg,,;<g,...<e mais & part cela arbitrairement. Nous allons démontrer le théoréme
par récurrence sur I’entier 7>4. Nous prouverons que si r+2-+4¢ est la classe de
différentiabilité¢ de f, I'hypothése AeD"t+1(T') implique que heD T +&+a(Th). Le
cas r=3g est un cas particulier a partir de (6.6). Tout revient, par IV.6.3.4, a
montier que :

1) sup | D’(Log Df”)ls,+,< + 0.
On part de (2.1), soit :
2) D’ Log Df*=  gof*. (DfY)*+ é (D Log Df")2.
Si feDt2+(T!), o=D?*Log Df)—é(D Log Df)? est C'~'*¢ En dérivant
r—2 fois 2), on obtient : :
3) D’ Log Df"=D"~*( T gof*.(Df))+ é D"~%D Log Df"),

Par ’hypothése de récurrence et la formule de Leibniz on a
%) | D"~*(D Log Df?, , =0(1).
11 faut évaluer

D" T gof'. (D).

Or, on déduit de la formule de Faa di Bruno (IV.2.1) et de la formule de Leibniz que,
pour tout zn (r est fixé),

5) D" E pof. (DF)
est une somme finie (pouvant étre vide ou avoir un nombre fini de répétitions dépendant

seulement de r), d’expressions :

6) X Dhogofi. (DfF)H. .. (Dr=Lfi)se,

i<n
avec 0<k,<r—2 etsi 1<j<r—1, keN et o<K<A,, A, étant un entier qui
ne dépend que de r.

Proposition (6.8.2). — Il existe geC'* e (T), tel que, pour tout &'<e, ,, on ait:
sup | D" =*( 3 o (DfY)—ngl. < +.
neN <<n :
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Démonstration. — On écrit :
fi=h""oR, ok
avec heD"*%+1(T") par Phypothése de récurrence. On dérive r—1 fois et on remplace
dans 5) et 6); on obtient, pour tout n (r est fixé), que
7) 1E”D’“’cp of . (DfYa. . . (Dr—ifik1

est une somme finie d’expressions de la forme

8) (¢2(i§n¢1°R¢'a)) oh

ou ¢, et Y, sont indépendants de n et de classe C' T%+1, car les termes les plus mauvais
sont D" 2o, qui est C' ¢, et celui li¢ & D"~ 1f =D""}(h~'oR,,0h); mais heD"+e(T").
Par (6.7.4) on a :

2 “I"IORia:nC—l'—n—nORna

i<n
avec C:f:q.o(x)a’x et 7eC(T"), pour tout ¢'<e, ;. Il suit que
9) ‘Pz(ig” b0 R,) =nCly+,
avec pour tout &'<g, q, sup|n,|s<-+oo.
neN

La proposition résulte de 5), 7), 8), et 9). m

Fin de la démonstration de (6.8.1).
Si on montre que g, dans la proposition (6.8.2), est nul, on déduit de (6.8.1),

3) et 4) en choisissant &'=¢, , que

sup | D" Log Df"|, <+,

et on conclut par IV.6.3.2. Nous allons montrer que g=o0 par Pabsurde. Soit xeR
tel que g(x)=c+o0. Alors par (6.8.2) et (6.8.1) 4) on a :

1D Log D' ()

n—>+o n

10) =|c¢|*o.

Par (6.8.1), 3) et 4) on a :

11) | D" Log Df"|,=0(n).
Nous allons montrer qu’en fait on a :
12) |D" Log Df"|y=0(n'?);

il en résultera que 10) est absurde, d’ou il suivra que g=o.

Par 3) (se rappeler que feD"*2+¢(T")), on a :
13) | D" +4(Log D)o < D"~ 2 of*. (Df )]+ D" (D Log D).
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Puisque f est C"-conjugué a R, (par ’hypothése de récurrence), on a, si i—+4o0 :

D"~ (gof*. (Df)")=0(1).

Il suit que :

14) D1 2 gof'. (DF))]y=0n).
Par 11) et 14) remplacé dans 13) on a :

15) | D" *1(Log Df™)|y=0(n).

On écrit I'inégalité de Hadamard pour la fonction D"~! Log Df™.
On a par 15) et les hypothéses de récurrence :

|D' Log Df”loS (2 lDr—] LOg Dfnlo lDr+1 Log Dfn]0)1/2 — 0(n1/2)‘

Ceci montre que g#o0 (z.e. 10)) est impossible, donc g=o. ®

18
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X. — INVARIANT DE C°-CONJUGAISON A DES ROTATIONS

Plan:

1. Invariant de Cl-conjugaison; Pinvariant K, ......... ... ... o, 138
2. Orbites par Cl-CONJUBAISON ... ... ..ottt ittt ittt i 139
3. Exemples de Denjoy ..............ciiiiiiiiiiiiiiiiiinnn. e PN 140
4. Théoréme de Denjoy et module de continuité ................ ... . i, 148
5. Contre-exemples de Denjoy de classe C® commutant ..................ccciiiiiinnnn.n.. 150
6. Continuité et CO-CONJUGAISON . ... ...ttt ittt 151

Commentaire :

Nous introduisons en 1 Pinvariant K, semi-continu supérieurement et tel que Ky(f)=o0 si et seulement
si f est C%-conjugué a une rotation. Grace a cet invariant, on montre en 2 que, pour tout x€R—Q, Og est résiduel
dans F}. En 3, nous reprenons les contre-exemples C! de Denjoy. Nous montrons que, pour tout «€T!—(Q/Z),
F4—Oj} est dense dans F} pour la Cl-topologie. En (3.19), nous montrons que, pour tout >0 et tout «a€T!—(Q/Z),
on peut construire des contre-exemples de Denjoy G2~# et C2~%-proches de R, . De plus, nous montrons que pour
le module de continuité w(x)= O(x(Log 1/x)*€) (si x—>0 et £>0) et pour tout a€T'—(Q/Z), il existe
SfEF W —0Y. Je remercie F. Sergeraert de m’avoir signalé ’existence de contre-exemples de Denjoy de classe G27¢.

En 4, nous montrons que, pour presque tout a €T'—(Q/Z), si w(x)= O(x(Log Log Log 1/x)1~¢) (si x—>o0
et €>0) et fEFy*?, alors f est CO-conjugué a R,.

En 5, nous construisons des contre-exemples de Denjoy C° et commutant deux a deux, ce qui a des applications
aux feuilletages par plans de T" : il existe un feuilletage par plans de T?, de classe C?, ayant un ensemble minimal
non trivial.

Finalement, en 6, nous montrons que I’application réciproque de la bijection :

D} : geDIff% (T, 0) » g7 loR 080
est continue pour la C°topologie. Nous verrons au chapitre suivant qu’en classe C' ce n’est plus le cas (i.e. elle
n’est plus continue pour la C’-topologie).

Dans le cas C% pour la conjugaison des homéomorphismes qui ont un ensemble de Cantor invariant, voir

Markeley [1]. On peut aussi prouver 5 en suivant Markeley [1].
Certains des résultats de ce chapitre ont été annoncés dans Herman [6].

1. Invariant de C’-conjugaison.

Remarque (x.1). — Soient 0<r<w (entier), et feDiffj(T"). On suppose que
f est C'-conjugué & R, eT", soit f=g 'oR,o0g avec geDiffj(T"). Il existe alors une
suite d’entiers (7;) tendant vers 4-oo avec i, tels que ma—o0 (mod Z"). Si i—--o0,
Sii=g 'oR, 0g—>Id dans la C'-topologie (Diffj(T") est un groupe topologique).
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(x.2) L’invariant K,. — Soient 0<r<-+o0, et d, une distance définissant la
C’-topologie de Diffj(T"). Soit K, : Diffj(T")—R_, défini par :

K,(f)=1nfd,(f%1d).
Si feD'(T") on pose K,(f)=K,(=(f)) (=(f)=1).

Remarques (x.3). — a) Si f est C’-conjugué a une translation, on a alors K,(f)=o.

b) feD'(T") est C’-conjugué & une translation si et seulement si w(f) Pest.

¢) Comme Diffj(T") est un groupe topologique pour la C’-topologie,

frd (5 1d)eR,

est une fonction continue.

d) K,:Difff(T")—>R, est donc une fonction semi-continue supérieurement pour la
C’-topologie.

¢) Il en résulte que K, !(0) est un G4 dans Diff](T") pour la C’-topologie (voir I.4).

f) Puisque K, >o, si feDiffj(T") est tel que K, (f)=o0, alors K, est continue
en f. En effet, K7 '[—o0, a[=K; ([0, a[) est ouvert pour tout a>>o.

Proposition (x.4). — Une condition nécessaire et suffisante pour que feDiff$(T') soit
CO-conjugué (i.e. dans Diff? (T")) & une rotation est que Ky(f)=o.

Démonstration. — La condition est nécessaire par (1.1). Montrons qu’elle est suf-
fisante. Si K (f)=o, il existe une suite d’entiers n; telle que si ¢— 400, n,—>-o0 et
dy(f™, Id) —»o, ie. f"—>Id dansla CO-topologie; la suite { f™}; est donc équicontinue,
et la proposition résulte de II.9. ®

2. Orbites par C’-conjugaison.

Rappelons que nous avons posé, pour 0<7r<w et acR :

F, ={feD"(T") |o(f)=a}
et O,={g 'oR,0g|geD(T")},

ainsi que, pour 0<k<r :
O;¥=0fnF,.
Evidemment : O, CF,. On a le
Théoréeme (2.1). — Si acR—Q, OF (resp. OL°) est résiduel dans ¥ (vesp. Fi) pour
la C° (resp. GY)-topologie.
Démonstration. — D’apres (1.4) :
O.=K;!(0)nF) et OL'=K;'(o)NnFL.
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Or, K;'(0) est un G; (pour la C-topologie) (voir I.4), donc OY (resp. OL°) est un G,
dans F) (resp. F;) pour la C’-(resp. C'-)topologie. Comme F2 est dense dans F?
(resp. F%) pour la C’-(resp. C!-)topologie par III.4.4, on conclut par le théoréme
de Denjoy (i.e. F2=02° que O} (resp. OL°) est dense dans FS (resp. F!) pour
la C°(resp. C!-)topologie, d’ou le théoréme. m

(2.2) Rappelons que nous avons posé

F'=D'(T")—Int ~(Q)

qui est donc fermé dans D'(T') pour la C’-topologie. En utilisant III.6.3, le méme
raisonnement qu’en (2.1) conduit a la

Proposition. — Ky '(0)NF® (resp. Kgj'(o)NF") est résiduel dans ¥° (vesp. F*) pour
la CO (resp. Gl)-topologie.

3. Exemples de Denjoy.

En suivant Denjoy [2] nous allons montrer que F.:—QOL% est non seulement
non vide pour tout «eR—Q, mais dense dans F. pour la C!-topologie.

Théoréme (3.1). — Pour tout acR—Q, FL—OL° est dense dans F%, pour la C'-topologie.

Corollaire (3.2). — Pour tout aeR—Q, F°— O est dense dans ¥, pour la C'-topologie.

Démonstration de (3.2). — Cela résulte de ITI1.4.4.
n—1
0

. e - I P
On peut aussi le voir ainsi : si feF,, on pose, pour #n2>1, neN, hn:;i 'Zo (ft—ia);
-

d’aprés VII.2.2, si n—>-+oo, f,=hofoh '—>R, dans la C’-topologie.
Si Pon montre qu’il existe un feF?— Q% (ce qu’on verra en (3.11)), on conclut
que F2—Of est adhérent a R, et il suit que F,—OY est dense dans FJ. m
Commencons par deux lemmes pour démontrer (3.1).

Lemme (3.3). — Soient D, et D, deux ensembles denses dans [o, 1] (resp. dans R), et
f:Dy—>D, une application surjective non décroissante (resp. strictement croissante) ; f se prolonge
en une fonction monotone non décroissante (resp. strictement croissante), continue de [0, 1] (resp. R)
sur [0, 1] (resp. R).

Démonstration. — 11 est élémentaire que f se prolonge en une fonction non décrois-
sante (resp. strictement croissante), qui est continue puisque f(D,)=D, est dense, et
que I'image de toute fonction monotone sur [0, 1] non continue évite un intervalle. m
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Lemme (3.4) (d’aprés Mafié). — Pour tout feDiff(T"), il existe un x,eR  tel que
sup (Df"(xy)) =k <+ oo.
nEZ

Attention : Si f est C°-conjugué mais non Cl-conjugué i une rotation irrationnelle,
sup | Log Df"(x,)| =+ o0; cf. IV.4.1 et IV.6.1.
neN

Démonstration. — Soit F I’ensemble des feDiff}(T') qui ont cette propriété.
Montrons que F est fermé pour la Cl!-topologie. Soit (f);cy une suite a valeurs
dans F et tendant vers feDiff{(T') dans la Cl-topologie. Soient x; et n,eZ tels que

Dfri(x)>M;/2, avec sup (Dff(x,))=M;<+ oo.
nezZ

Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite (f%(x;));cy converge
vers yeTl. On a alors sup (Df"())<2. En effet, sinon, il existerait un neZ tel
neZ

que Df"(y)>2, et, pour i assez grand, on aurait Df?( f%(x;))>2. Il en résulterait que

DA (x) = DA f4(5)) - D) > 2 00> M,
ce qui est absurde. Il suit que feF, et que F est bien fermé. Or, si feDiff}(T")
et o(f)eQJZ, on voit facilement que feF (cf. XII.1.5); par III.6.2.1, F est

donc un fermé dense dans Diff}(T') pour la C'-topologie, et F=Diff}(T"). m

(3-5) Pour démontrer (3.1), il suffit de montrer que, pour tout feF., qui est
Co-conjugué a R,, il existe une suite ( f;); 5 C Fi— OY qui tend vers f dans la Cl-topologie.
Par (3.4), quitte a considérer R,ofoR_, pour un A, on peut supposer que
sup (Df™(0))=k<+ o0.

nEZ
C’est ce que nous ferons par la suite.
On posera «,=f"(0) et a,=a,—[a,]e[0, 1[, o [«,] estle plus grand entier <«,.
La suite («,),cz est dense dans [o, 1] puisque f est supposé Co-conjugué a R,.

(3.6) Principe de la construction.

Nous suivons Denjoy [2], ainsi que I’exposé de Rosenberg [1] (d’aprés Milnor
et Schweitzer). Rappelons que si geD(T?), p(g)=acR—Q, et si f est CO-conjugué
a R,, alors il existe A=Id+¢ (¢eCo(T")), continue, non décroissante, et telle
que hog=foh (voir II.7.1).

Si g n’est pas G%conjugué a R, /1 est constante sur chaque composante connexe
d’un ouvert U, dense dans R; R—U (mod 1) est un ensemble de Cantor. Remarquons
qu’alors A(U) est un ensemble dénombrable dense invariant par f.

On construit d’abord R—U (mod 1), puis 4.
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o &p=f"(0) A pe1=F141(0)

On posera :

J¢”+p=In (mod I)
gII":g”: In_)In+1 (mOd 1) et /Zof=fo’l.

Ensuite U sera Int Uph“l(an—f—p) avec n, peZ. Puis on déterminera g par hog=foh
(i.e. g envoie Ja,,=/l_1.({°‘n}) sur J, ); on prouvera le théoréme grace a un choix

convenable de ’ensemble de Cantor.

(3-7) Construction d’une suite.

On se donne é>n>0; il existe une suite (£,),c5 de réels positifs qui vérifie :
a) ng‘z[an”(o):l’<—{—oo;

4
b) lim 2+t —y;

n—> 4w [n

4
¢) sup |2 —1 <7)<£.
2

neZ n

Exemple (3.7.1). — 1l suffit de prendre >0, k>0 grand, a>o, et de considérer

! I
ntl g ———O( et aussi
4, |n|+%

a

{ =

" (k+|n])(Log(|n| +&))'**

que Z]z!”Df"(o)<-|—oo puisque sup (Df™(0)) <+ o).
n neEZ

(noter que, si n—> 00,
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(3.8) Construction d’un ensemble de Cantor de mesure nulle dans [o, 1].

On suppose, ici, que la suite (4,),cz est telle que £ =1 (on s’y raméne en consi-

dérant la suite (é) )
! nez
Considérons la mesure A= Ezt’,, Df"(0)8; (ot &; est la mesure de Dirac
neE n n

concentrée en o).

On pose L,=[b,, 6], avec b=A([0,&[) et 6=(5,-+4Df0)=n{o,4,])

(b0=0’ o =", bn= _E _ !prp(o))'
{play <oy}

K =[o, I]_(,.lerIm I) est de mesure de Lebesgue nulle; de plus, c’est un
ensemble de. Cantor dans [o, 1], puisque (a,),cz est dense dans [0, 1]. On pose, pour
xelo, 1]—{a,|neZ}, h~'(x)=2n([0, x]); A~' est strictement croissante et sa fonction
réciproque & se prolonge, par (3.3), en 4:[o, 1]—[o0, 1], continue, monotone non
décroissante et telle que I, =h""({a,}).

(3.9) Construction d’un ensemble de Cantor de mesure positive dans [o, 1].
On considére toujours la mesure

A= 3 £,Df"(0)3, ,
nEZ "

I

14t

mais on prend ici A™%(x)

(x+n([0,#])) pour x¢{a,},ez et L,=[b,,¢], avec

o — B ¢, Df*(0)
bn‘“l_l_[(an“‘)\([o,txn[) et cn__bn_‘___lm_r[_'

On définit alors 2 et K comme précédemment.

(3.9.1) Noter que & a les propriétés suivantes :
a) Pour tout ¢;>o, il existe 6>o0 tel que, si £<6, alors |h—Id|<s,.
b) Si ACJo, 1] est m-mesurable (m = mesure de Lebesgue), m(h~*(A)NnK)=
(il suffit de le vérifier pour un intervalle).

¢) Si BCK est borélien, alors m(B)=o0 si et seulement si m(h(B))=o.
d) k et k! sont m-presque partout dérivables et on a m-presque partout Di~'=

1
144

m(A)

I
1-+/£
et Dh=(1+/¢)yx, ou yx est la fonction caractéristique de K. Remarquons aussi
que £ est lipschitzienne.

(3.10) Définition de h et U dans les cas (3.8) et (3.9).

On pose, pour xefo, 1] et peZ, h(x+p)=h(x)+p et J, ,,=h '(a,+p)
pour n et pelZ.
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Ona J, .,=1I, (mod1); de plus, les intervalles J, ., sont deux & deux disjoints,
et d’intérieurs non vides; U=U Int(J,, +,) est un ouvert dense dans R, et
n,p

R—U=K (mod 1) est un ensemble de Cantor. (Si =:R—T! est la projection cano-
nique, T(R—U)=K=n(K) est un ensemble de Cantor de T%.)

(3.xx) Construction d’un homéomorphisme.

Pour tout neZ, on choisit un homéomorphisme croissant g, de J,, sur J, . On

définit g,, pour peZ, par g,|;, ., =& +p (ie. g(x+p)=g,(x)+p). On définit ainsi
une application g de U]J, ., » dans R qui est strictement monotone; d’aprés (3.3), g se
n,p- M

prolonge en un homéomorphisme de R. Evidemment, g(x)+ 1 =g(x+ 1) pour tout xeR,
donc geD°(T'). De plus, hog=foh (puisque cette égalité est vraie sur U, qui est
dense dans R). Or, cela implique par II.2.10 que p(g)=p(f)=a. Soit f I’homéo-
morphisme induit par f sur T!. On vérifie sans peine que I’ensemble de Cantor
K=R—U (mod 1) est 'unique ensemble minimal invariant par f, donc feF.—QJ. m

(3.12) Construction d’un difféomorphisme de classe C1.

Rappelons que g, est un homéomorphisme croissant de J, sur J, et que 'on
a posé :
gnlJam.p:gnlJa,,“—*—p Si pEZ.

On note les extrémités de lintervalle J, ., par 9(J, +,)-

On peut prendre pour g, un difffomorphisme de classe C! vérifiant, si

Dg,(x)

Lpﬂ(x)‘——“D ( b
(o)

a) si xed, 1y bu(X)=1;

b) si n—>+too, alors |{,(x)—1|,=sup |{,(¥)—1]|—>0;
z€ Iy
¢) les ensembles de Cantor sont construits comme en (3.8) et (3.9).

les conditions suivantes :

Proposition (3.13). — g est un difféomorphisme de classe C1 (i.e. feF.—O%') et
Dg(x)=mx(x), ou :
7(*)=Dg,(¥) st x€Jy 1p n et peL;
2(X)=Dfoh(x) si xeR—U.

Démonstration. — On vérifie sans peine que Dg existe sur 'ouvert dense U et se
prolonge par continuité en la fonction proposée.
Cas de Pensemble de Cantor de mesure nulle construit en (3.8).

I1 faut d’abord vérifier que g est absolument continue sur tout intervalle compact;
comme g est a variation bornée sur tout intervalle compact il suffit de vérifier que, pour
tout borélien A de m-mesure nulle, m(g(A))=o0. Or, sur 'ouvert U de m-mesure pleine
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de R, g est un difféomorphisme de classe G', m(R—TU)=o0 et g(R—U)=R—U; g est
donc absolument continue sur tout intervalle compact de R. Il en résulte que
g(x)=g(o)+ f:Dg(t)a’t. Or, Dg=Dg, sur J, ,,, donc Dg(f) est m-presque partout
égale a la fonction 7(t) proposée (puisque c’est vrai sur U qui est de m-mesure pleine).
Par conséquent g(x)=g(o)—}—f:n(t)dt, mais 7(¢) est continue et 7(¢)>o0, donc geD(T?),
et méme Dg(x)=n(x) si xeR.

Cas de Uensemble de Cantor de mesure positive construit en (3.9).

D’aprés (g.11), hog=foh. Pour montrer que g est absolument continue sur
tout intervalle compact le méme argument est valable, puisque, si ACR—U est un
borélien de m-mesure nulle, alors, par (3.9.1) ¢), m(g(A))=o0. De plus, par (3.9.1) d),
Dg(x) =Dfoh(x) pour m-presque tout xeR—U. Le méme argument que pour I’ensemble
de Cantor de mesure nulle montre que g est un difféomorphisme de classe Ct et Dg=7. &

(3.13) Noter qu’avec les notations de (3.12) on peut écrire :
Dg(x) =14 (x).Df o (),
avec ) =da(x) si xe]y 4,
et y(x)=1 si xeR—U.
¢ est continue, positive, et I’on a (la limite étant uniforme) :

$(x)—1= 2 ($,(x) —1)eC(T").

(3-14) Démonstration de (3.1).

Proposition. — Pour tout >0 et tout f comme en (3.5), il existe geF,—OF tel que
| Dg—Df [ <.

Démonstration. — On choisit la suite (£,),c comme en (3.7), et telle que P'on ait
{= 2 £,Df"(0)<0, 6 étant définie en (3.9.1) a). On construit ’ensemble de Cantor
neZ

comme en (3.9). On suppose que le &; de (3.9.1) a) est assez petit pour que :

|Dfoh—Df|Co<§.

On construit g comme en (3.11) et (3.12).
Définissons g, comme en (3.12). Pour cela, on choisit Dg, sur I, (on rappelle
que Dg, Dg,|;, puisque Dg, est Z-périodique) ; soit, pour xeI, :
Dg,(x) = Df () $a (%),
avec $,(¥)=14+%,(x—5,) (c,—x).

IJa,,.,.p:
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On a ¢,—b,=¢Df"0), ou £,=¢,(14+¢)"" si 'ensemble de Cantor est de mesure
positive et £,={,, si ’ensemble de Cantor est de mesure nulle; g, s’obtient sur I,
par intégration, et, puisque g,:I, -1, ; (mod 1)

|, De,(x)dx =¢; ., Df*+¥(0),

14 I
dou k=62 — .
ot " (t; ) (D" (o))

II suit que :

(3.14.1) ¢”<x)—1=e(‘"+1 _I) ()6

A (Df"(0)4)*
4
On a donc : |¢n(x)—1[In<§ ntl_ g <§1}<1.
2| ¢, 2
4
Comme Iirin ";’ '—1, par (3.13), g est un difféomorphisme de classe C! (i.e. geFL—OL?).

Comme |{(x)—1 [CO(Tl)<§1], si v est assez petit, on a
—2

|Dg—Df[p<c. m

Le théoréme (3.1) résulte de la proposition précédente et du lemme suivant :

Lemme (3.15). — Soient f, et f, dans ¥, avec acR—Q et |Dfi—Dfy|<e; on a
| fi—fele<e.

Démonstration. — Par III.4.1.5, il existe x,e[o0, 1] tel que (fi—fo)(x,)=0
(puisque fiof;,”' a un point fixe), et il suffit d’appliquer la formule de la moyenne
[(fi—f2) (%) <e|x—x,| pour conclure. m

Remarque (3.16). — Il n’est pas difficile de voir que tous les geF, —OL°® construits
en (3.11) et (3.12) sont CO-conjugués entre eux, et méme, si I’ensemble de Cantor K
est de m-mesure nulle, sont conjugués par un homéomorphisme % absolument continu
ainsi que A~! (par le méme raisonnement qu’en (3.12)). Markeley [1] a étudié le pro-
bléme de la C°conjugaison des contre-exemples de Denjoy : soit g,eDiff?(T"), tel
que p(g)=aeT!'—(Q/Z), et ayant un ensemble de Cantor minimal F,+©@ invariant.
Soit A, : T'—T!, continue, monotone, telle que h,(0)=0 et hjog; =R, 0k;. Soit
hy(T'—F,)=D,, qui est un ensemble dénombrable invariant par R,. Le nombre
d’orbites de Pl’action de R, sur D, est, soit fini, soit dénombrable (voir Denjoy [2]).
Dans I’exemple (3.11) et (3.12), nous avons construit D, comme lorbite de o
suivant R,. Soit g,eDiff?(T") tel que p(g,)=acR—Q et ayant F, comme ensemble
de Cantor minimal invariant. Soit hy(T'—F,)=D,. Une condition nécessaire et
suffisante pour que g; soit C’-conjugué & g, est que D;=R (D,) pour un CeTL.L

Probléme. — Lorsque g, et g, sont des difféomorphismes de classe CL, trouver une condition
nécessaire et suffisante pour que g, soit Cl-conjugué @ g,.
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(3.17) Exemples de Denjoy et module de continuité.

Rappelons que, si w: [0, 1]—[0, 1] est un module de continuité, on a posé :

1 0/l I‘P(x)“@()’”

(03 = s Tl

) {‘f’ec Rl (P I
et D' *+#(T") ={ feD*(T") | DfeC*(T")}.

Remarquons que D'**(T") est un groupe et que si feD***(T'), alors Log DfeC*(T")
(cf. IV.3). Prenons, dans (3.7) a (3.14), f=R,; on considére une suite (£,), cz comme
en (3.7), et le geF,—O%' construit en (3.14) (I'ensemble de Cantor étant ou non
de m-mesure nulle). Dans ce cas, Dg=1¢ (et,si xeK, Dg(x¥)=1 puisque DR ,(0)=1).
On peut remarquer que, si I'on fait la construction avec un ensemble de Cantor de
mesure positive, le 4 tel que hog=R_ ok est ici lipschitzien.

On suppose que w est un module de continuité tel que :

-I—<—l—oo.

w(t))

{n+1

£

n

—I

(¥ sup

neEZ

On supposera, sans nuire a la généralité, que la fonction w(x)/x est décroissante.

Proposition. — La fonction g construite de (3.7) a4 (3.14) en perturbant f=R, est telle
que geD* ™ *(TY) (i.e. geFLt*—O00%) st et seulement si la condition (t) est vérifide.

Démonstration. — Si on a la condition () il suffit de voir que
N
—_ 1 . w 1
V) —1=lim  (4,(x)—1)eCo(TY).
Par (3.14.1) :
4
D, ()| <6| 22t —x | 2,

et on voit que :

—I|aw= SU T .
l(‘pn ]C 0<z——I;S1 w(fn)

w(x—y)

bol2) — () ‘ _

N
On a bien Dg—1eC¥(T"), puisque Dg—1 est limite uniforme de _% ($,—1)eC*(TY)
et que (les ¢,—1 ayant des supports disjoints deux a deux) :

I

w(ty)

[n+1
4

n

—1 < +oo0.

N
l % (‘l’n“l)ICWSQSUP HJ,,——I |Cw§_ 12 sup
N neEL neEZ

La réciproque de la condition (¢) est immédiate. m

(3-18) Si 'on prend, comme en (3.7.1), la suite (4,),cz définie par :
ty=a|(|n| +k)(log(|n| +£))'**,

1+e
alors, pour tout & >¢, on vérifie que le module de continuité w(x):O(x(log%) )
(si x—0), remplit les conditions de (3.17%).

147



148 MICHAEL ROBERT HERMAN

Remarque (3.19). — Prenons la suite (£,) (qui dépend de k>2, keR) comme
b : ;
nez (|n| +k)(log(|n| +£))*
le g(k)eFLt*— O construitde (3.7) a (3.14) (avec w(x)=0(x(log 1/x)***) vérifie :
(i) si k—>-+4ow, g(k)—R, dans la C!-topologie;

() sup | Dg()] o< +oo.

en (3.18) avec 1o

pour tout k>2 et tout aeT'—(Q/Z),

Il en résulte, par VII.2.7.3, que pour tout e>o0, tout aeT'—(Q/Z) et tout
voisinage V2~¢ de R, dans la C?~*-topologie, il existe geV2~*NF2~¢ non C’-conjugué
3 R,.

4. Théoréme de Denjoy et module de continuité.

On reprend les notations de (8.17). Commengons par remarquer que, si w
est un module de continuité différent de O(x) (i.e. de Lip, ou lipschitzien), alors
D'**(TY) N D**"(T") est maigre dans D'**(T") pour la C!'**“-topologie (il suffit en
effet de construire un ¢eC“(T!) qui n’est pas a variation bornée, ce qui est trés
facile par séries de Fourier, par exemple). D'**(T") " D*+"*(T") est aussi maigre dans
D**"(T*) pour la C!**-topologie.

En (3.17) et (3.18), pour tout «eT'—(Q/Z) et >0, on a construit des exemples
de Denjoy geFi**—0Q% pour w(x)=0(x(Log 1/x)'~%) (si x—>0). On voit trés faci-
lement qu’on n’arrive pas a construire de geFL™*—Q?% de module de continuité
w(x)=0(x(Log 1/x)'~%) et vérifiant Dg|g =1 sur '’ensemble de Cantor minimal K de g.

Nous nous proposons de montrer dans ce paragraphe qu’il y a vraiment des
obstructions.

(4.x) On se donne feDiff1 **(T"), o(f)=0eT'—(Q/Z) et on désigne par (g,),cx
la suite des dénominateurs des réduites de a. On suppose que, mod 1, f a un ensemble
de Cantor K invariant. Soit I, une composante connexe de T!—K. Considérons,
pour neZ, les intervalles, disjoints deux & deux, I,=f"(I,); on pose ¢,=mesure

de Haar de f*(I;). On a : ‘
(4-2) ng,,gx (cf. 11.7.3).

(4-3) On pose w(x)=uxm(x), et on suppose qué 7 est décroissante avec
lin(} (%) = +c0.

Lemme. — I existe une constante ¢>o, telle que, quels que soient xel, et neN, on ait:
Df(x) > exp(—c_sup 7(4)).
0Sisq,
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Démonstration. — On reprend la démonstration de I'inégalité de Denjoy-Koksma
(voir VI.g.1). Soient p I'unique mesure de probabilité invariante par f, et

h(x)_—.f:a’p. (mod 1).

On a hof=R,ohk. Faisons la démonstration si z est pair (le cas » impair est analogue).
Soit zy=~h(I,).

o , . 1 £ <illo) r
'm T J N IWI L
— -~
Vo V;
h h h h
Zzo+ kil
' ] - C
1
%o %0* Gn i is1
9n ZD‘O‘E; Zoi-?;

n

On pose Vo=h—l([zo,zo+l]) et,si 1<i<g,—1, Vizh‘l(]zo-{-qi, z.,+z+1[).
g

n n

Soit #; la mesure de Haar de V;. Par V.8.1, pour tout 0<:<g,—1, il existe
un unique % (0<%<g¢,—1) tel que f%(I)CV; donc y,>¢,. Daprés VI.1.1,

I
Lllog Df(x) du(x) =0 et fVidg=% .

Par le méme raisonnement qu’en VI.3.1, on a, si x€l; :

|Log Df(x)| < %, sup |Log Df(z)—Log Df(s)l;

puisque Log DfeC¥(T?), il existe une constante ¢>o telle que I’on ait, pour tout xelj :

an—1 ap—1

| Log Df ()| <¢ & w(v)=c % 51(z)

p—1
<e¢( X ) sup n(w)<c sup n(»)<c sup n(4). =
T d=o0 0Sisyy, T 0<iZa, 0<i<qgy
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(4-4) Soit aeT'—(Q/Z) satisfaisant 2 la condition :

(%) supg’f—&'< +0;

n>1

par V.9.5, m-presque tout o satisfait (x).
On se donne le module de continuité :

1—e
w(x)=0(x(LogLogLog%) ), si x—o (0<e<I).

Théoréme. — Soit feD'**(TY); si o(f)=aeT'—Q/Z satisfait a la conditior (x),
S est Cl-conjugué a R, .

Démonstration. — Par I’absurde. On suppose comme en (4.1) que f n’est pas
CO-conjugué a2 R, et on considére les intervalles I,.

Log Df™"
On a ¢, >{k", avec k=Min Df(x) (et méme, par VI.1.1, lirjp —Og——z—=o).
z n— © n
D’apres la condition (%), on a, pour n>2 :

sup n(4) < ¢;(Log Log Log 1/k*)'~*< cy(Log n)'~*,

0<i<g,

ou les ¢; sont des constantes positives (pour =1, 2, 3).
On obtient finalement par (4.3), si n>2 et xel; :

Dftn(x) > e~ e,

Or 4y, =ro Dfu(t)dt > tye™ eylogn)! =,
done D

ce qui est contraire a (4.2); par I’absurde, le théoréme en résulte. m

(4-5) On démontre de fagon analogue le théoréme suivant :

Théoréme. — Pour tout acR —Q il existe un module de continuité w, différent d’un module
de Lipschitz, tel que, si feD'**a(T') et o(f)=ua, alors f est CO-conjugué a R,.

5. Contre-exemples de Denjoy de classe C° et commutant.

La proposition suivante résulte aussi de Markeley [1] :

Proposition. — Soient neN, et o=(ay, ..., a,) n nombres tels que (1,04, ...,a,)
sotent indépendants sur Q (i.e. mod 1, que {ay, ..., o} soit libre dans le Z-module T"); il existe
des fieF, —O) (1<i<n) vérifiant fiofi=fiof; pour 1<i<j<n.

Démonstration. — On construit facilement une fonction #%:R->R, continue,
non décroissante et telle que, pour tout xeR, A(x)4+1=Fk(x+1), que pour tout
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=01, - s o)) €LY, Jo=h" (pry+ ... +p,%,+p, 1) soit un intervalle d’intérieur

non vide, que les Ji, .., - soient disjoints deux a deux et que U= lij""l Int J, soit
" . PE

un ouvert dense dans R. On a évidemment :

J(pl, ) +Pn+1 =J(p1, e Ppal)”

Soit K=R—U; K est invariant par R si geZ, et n(K)=K est un ensemble
de Cantor dans T'. On construit f; comme en (3.11) en perturbant R, par &, avec cette
différence que, pour tout (p,, ..., p,, 0)€Z"*!, on choisit un homéomorphisme croissant
de Jips. - p o) SUT Jipy 11, .0 €t Pon détermine f; sur U par f(x+ £, 1) =P 11 +A(3),
0. +1€Z; f; se prolonge en f1€D(T), et hofy=R, oh; il en résulte que p(f;)=o,
et que, si fi==(f;), on a f;(K)=KCT" et donc f,eF} —0O.

Supposons par récurrence qu’on ait construit, pour 1<k<n, f, ..., f, satisfaisant
a la proposition. On construit f,, ; ainsi : pour tout (0, ..., 0, pp 1, .- -5 Py, 0)EL" T,
on choisit un homéomorphisme croissant de J, . Pogs o P 0) SUT J(O""’pku 1 0)

on détermine f; ,, sur )jp par la relation

0, .0, 1 3y s By g
Jer1X +hui ) =bur 1S 1(%); by 1Z.

Ensuite, on détermine f,  ; sur J ) par la relation

JODRERIY /S TIRERTY -

Ji+1(%) =f{1to... °fkp"°f;c+1°f1—pk° ceofy (%)

xe .
J(pl, e Ppgr e Ppyy)

On a ainsi défini f, , , strictement croissante sur U; f,,, se prolonge en f, . ,eD°(T?),
vérifiant kofy =R, ok, donc p(fii1)=0 ., parIl.2.10. On a aussi Siofvor=fes10f;
pour 1<:i<k-+41 par construction (c’est vrai sur U, qui est dense). Ceci acheve la
récurrence. W

6. Continuité et C’-conjugaison.

Soient «eR—Q, feF’, et u 'unique mesure de probabilité invariante par f
sur T (voir I1.8). D’apres I1.7.1, il existe A=Id +¢ ($eCO(T")), non décroissante,

vérifiant hof=R_ ok. Si 'on impose que ;L(al»):lezpd(J,:o, h est unique. Soit ¢,
'application qui a feFY associe cet unique ¢eC’(T!). On a la
Proposition (6.x). — ¢, : FO — C*(T") est continue pour la C'-topologie.

Démonstration. — D’aprés IV.5.2 :

$(f)=_lim S,(f),

avee S = =2 (Z 4ef)=LT (fimia—Ta),
donc (=SS |E E der]
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Or, pour n fixé, fi-S,(f) est continue pour la C°-topologie. Soient g, les dénominateurs
des réduites de «. Puisque -#=1Id + ¢ est monotone non décroissante, ¢ est & variation

bornée et Var(¢)<2. Par I'inégalité de Denjoy-Koksma, VI.3, on a, puisque f . $dp=o:

|¢a(f)—sq"<f)|osiVar<¢>_<_§.

Si n—>-+o0, g¢,—>+0o, ¢,(f) est limite uniforme des applications continues fiS, (f)
pour la CC-topologie, donc fi>{,(f) est continue. m

Soit D°(TY, 0)={keD(T?) | k(0)=o0}; rappelons que, si «cR—Q , Tapplica-
tion ®@Y:D°(T% 0) —Of définie par ®%(g)=~h 'oR, ok est continue pour la topologie C°;
C’est une bijection d’aprés I1.3. Soit (®3)~! la bijection réciproque de @Y.

Proposition (6.2). — (®)~!: 0% — DT, 0) est continue pour la C-topologie.

Démonstration. — Soit H : D(T') — D°(T", o) I’application continue :

ReDO(TY) > h—h(0) ;

on a (0 *=Ho(,+Id), et ¢, est continue par (6.1). m
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Commentaire :

Les résultats principaux de ce chapitre se trouvent en 4 (et ont été annoncés dans Herman [6]). On montre
que pour tER—Q et 1<r<+ o, OF est maigre dans F7.

On montre aussi que, si o est un nombre de Liouville, OF est maigre dans Fy, et si o n’est pas de type constant,
051N 0L est maigre dans OF.

Un sous-espace maigre d’un espace de Baire peut étre néanmoins dense (exemple Q dans R). C’est I’objet
de la conjecture en 7, a laquelle nous donnons une réponse partielle. Notons que la famille de difféomorphismes
de PSL(2, R) intervient seulement par la proposition (1.1). Les suites construites en (3.4) montrent que si r>1
et si «€R—Q, la bijection continue pour la C’-topologie :

geD(T, 0) b Di(g)=2""oR,02€05

n’est pas un homéomorphisme sur son image (i.e. la bijection réciproque n’est pas continue pour la C'-topologie).
Note. — Un ouvert C¥ d’un sous-espace de D®(T?) veut dire un ouvert induit sur ce sous-espace par la
Ck-topologie.
On suppose dans ce chapitre que 1<r<-4 o est un entier ou r= 4 0.

1. Les difféomorphismes de PSL(2, R).

PSL(2, R)=8L(2, R)/{—1, +1} agit effectivement sur D*={z|[z|<1} par

2> 2 e

, avec AeT' et |a|<1. C’est méme le groupe des transformations
1—az

biholomorphes de Int D2
Chaque élément définit sur S'=0D%?={zeC||z|=1} un difféomorphisme C®
(isotope a Id) de S'; soit PSL(2, R) < Diff¢(s").
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154 MICHAEL ROBERT HERMAN
Proposition (x.1). — Soit [ un difféomorphisme de PSL(2, R) qui n’a pas de point fixe
sur St (p(f)+0€eSY); alors f est C®-conjugué a une rotation.

z—a .
—, et a%o0, f a deux points fixes (comptés
az

Démonstration. — Si f(z) = ™.
I —

avec leur multiplicité) sur G, a, et a,, et on voit que |a,||a;| =1; si f n’a pas de point
fixe sur St, on appelle g, 'unique point fixe avec |q,|<1.

est alors conjugué sur D%, dans PSL(2, R), 4 une rotation de D?: z—_al ofo z+_al
f jug : ,R),
df I1—a;2 1+a,z
est une rotation zh>fz avec B:d—(al) (IB]=1). m
z
Supposons que ae [——l, 1] (aeR); ab> - définit sur S! une famille C® de
2 2 1—az

difféomorphismes, qui est Iidentité pour a=o0, et qui pour a0 ont deux points fixes
z=41 sur S.

(x.2) Soit f,=1Id + ¢,eD*(T") cette famille, que I’on remonte & R. On suppose f,

I 1 .
choisi tel que, si ae[——, —], e(f,)=o0. Soit ¢,(0)=o0. Si on releve

2’ 2
on obtient R,of,.

i—a

’
I—az

(x.3) Donc ae[—-é, %] f,eD(T!) est une famille C®, telle que fy=1Id et
telle que, si p(R;0f;)¢Z, R,of, est C*-conjugué a R, (x =p(Ry0f;)).
Lemme (x.4). — Pour tout entier 0<r<- oo, ¢l existe une constante C,>o telle que
& |4 S 1D C; [al.

. z—tha . . . .
Démonstration. — at> T est un groupe a un paramétre de difféomorphismes
1— (tha)z

0
de S'. Il en résulte que 8_( So)la=o est le générateur infinitésimal de ce groupe a un
a

d 0 .
paramétre, donc —a& = filazo est une fonction dans G°(T"), non nulle. Par suite,
a a
a a=0
% (D'@,) |40 est une fonction non nulle de C*(T?). Pour 0<r<+o0, on a D'g,=o0.
a

Si a—o0, on a liminf

I
EDrCPa

+0.
0

Si a%o0, on a

I r
EDq)a

+0 pour 0<r<+4 oco.
0
Il en résulte, pour 0<r<+oo, qu’il existe Ci tel que |D’<pa|(,ZCL|a| pour

ae[—l, —;—] L’inégalité dans l'autre sens résulte de la formule de la moyenne :

2
|D'qoa<x)|=|D'<pa<x)—D'<po<x>l§( Max 3D’¢a<x>).|al. .
zER

el-3 1%
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2. Revétements finis,
Soient geN, et hy(x)=gx; h, est ’homothétie de rapport ¢, £,eDiff*(R) (¢+0).

(2z.x) On a ’homomorphisme de groupe ou du revétement fini d’ordre ¢ pour
0<r<ew défini par :

SeD'(TY) > f=h;to foheD'(TY).
Si feD(TY, f=Id+e, ﬂx)=x—|—%<p(qx). On a les propriétés suivantes :

(2.2) p(h;loRpofohq)=%Q+§ pour peZ.

(2.3) Si f est C’-conjugué a R, alors /i 'oR ofoh, est C™-conjugué a R

a/g+p/g*
(2.4) Si p(f)=o0 et f+Id, alors (h 'o(R,0f)ok)?+R,.
Démonstration :

(2.2) résulte de ce que, si neN, on a :
(h;'oR, o foh)"—1d _? n (f"—1d)oh,

b

n q qn
*"—TId)oh
donc, si n—> oo, (f )o q_)P(f).
qn q

(2.3) résulte de ce que, si f=g 'oR,0g avec geD’(T'), alors
hq_loRpofo/lq=§—loRp/q_'_a/qu,
avec §=h;logoheD (T") (par (2.1)).

(2.4) se prouve par 'absurde : si (h;'oR,of0h)?=R,, alorsona R, of'=R,,
soit f?=1d; mais comme p(f)=o0 avec f#+Id, f a un point fixe; il en résulte que
f9+1d pour tout geZ—{o}, d’olt une contradiction.

(2.5) Rappelons que nous avons posé
O"={feD’(T") | f est C’-conjugué a une rotation}.
O’ est ’adhérence de O" pour la C’-topologie dans D'(T?).

Proposition. — Pour tout p[qeQ donné, il existe une application continue ® pour la
C>-topologie, ac [—é, -;] > ®(a)eO®, ayant les propriétés suivantes :

I

1) pour tout ac[—2, 2], 00D, ¢(0(a)=pis;

2) st a=o0, ®(0)=R,,;
3) st a$o, ®(a) est non périodique (i.e. sur T, ®(a) a un nombre fini de points périodiques).
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Démonstration. — Soit f, défini en (1.2), et considérons le chemin C® :
ab> fy=h'oR o f,0h,eDO(TY).

Soit A, j(a) Punique élément de R tel que R)‘Mq(a) oﬁeF]‘;i g (te. seles mi-

~

stables en avant). Le chemin at> ®(a) =RAP+/q(a) of,€F},,, est continu dans la G*-topologie

par 1II.4.2. Montrons qu’il satisfait aux propriétés de I’énoncé. On a @(0)=R,,.
D’aprés (2.4), si a0, @(a) sur T' a un nombre fini de points périodiques. 11 reste 2 voir

que ®(a)eO>. Or, pour tout A>o suffisamment petit, cf. III.2.4, R,o®(a)eO®
par (2.3), car si p(R,of,)¢Z, alors R,0f,eO® par (1.1). m

3. Construction d’une suite de difféomorphismes.

Pour «eR—Q, nous allons construire une suite de difféomorphismes f,eF?;
f; est C°-conjugué A R,, fi=goR,0g " telque,si i—>-+oo, f;—>R, dansla C'-topologie.

(3.1) Construction de la suite.

Soit «eR—Q..

(3-x.1) Soient f,, défini en (1.2), et ¢; une suite d’entiers tendant vers oo,
lorsque i—-oo0. Nous allons choisir ¢;—>0 (0<¢;<1/2) si ¢—-+o00, choix dépendant
des approximations de o par des rationnels.

On pose :

(3.1.2) ﬁ:h;’oﬂiohqi—l—o:—l—)\i (i.e. ﬁ(x):x—I—%(pai(q,-x)—l—a—{—)\,-).
(3-1.3) On choisit pour A; Punique élément de R tel que p(f})=a.
(3.1.4) On a f,eD®(T") et,par (1.1) et (2.3), fi=goR,0g ! avec geD*(T% o).

Lemme (3.2). — St ¢;—+o0 quand i—+oo (avec 0<a;<1/2), alors, quand i— o0,
fi=R, pour la C°-topologie.

Démonstration. — 11 suffit de voir que, lorsque i—>-+o00, N—0. Or ceci résulte
de III.4.2.1. On peut le voir aussi de la fagon suivante. Par II.2.4, pour tout ¢ il existe
un xeR tel que f(x)=R,(x).

1

Cte
g’

donc, quand i->+o0, comme g¢,—-+c, |\]|]->0. m

. I I
Soit : |7\e|§a|<Pa,-(xi)|§§_|<Pa,~|o§

Lemme (3.3). — On a, pour tout i, goR,, og'=R

 Tvmilgit
Démonstration. — Cela résulte de (2.3). m
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(3-4) Cas général. — On suppose que si p,/q,€Q, p.cZ, ¢,eN et (p,,q,)=1.
Soit 1<r<4-co un entier donné. Soit «eR—Q . Par Dirichlet (V.6.1),ilya

une suite p;/g;€Q, avec ¢;—>o0, si >4 (¢;>2), et vérifiant |a—(p;/q)|<1/g.
On se donne 0<e<1. On choisit alors :

_ I
&G=—"1re-

s

Soit ( f;) la suite construite en (3.1). On a p(f,)=a; f; dépend de g;, donc de r>1.
Lemme (3.4.1). — St i—+o0, alors f,—~R, dans la C'-topologie.
Démonstration. — Pour r=o0, c’est le lemme (3.2). Par (1.4) on a, pour 1<k<r,
lorsque i—-+4o0 :
C |F C C
[Dkfi_DkRaloSJ rl—%1|+a§ r+ek—k§_k'
¢ g g %
Comme 0<e, si i—-+4o, |D*f;—D'R,|,—>0 pour tout 2<r. m
Par (3.1.4), fi=goR,0g ", avec geD®(T% o). Posons, pour geD'(T!), r>1 :
|lgll, = |Dgle-1 4 1Dg™* o-

La proposition suivante affirme que (g) diverge dans le groupe D"(T').

Proposition (3.4.2). — St i—>+o0, ||gl|l,~>+oo (o fi=goR,og").
Démonstration. — On a, par (3.3) :
(*) SRy =8goR 087 —goR, ogt.
Soit, pour xeR :
b b

a—=+N+ 3%,-(4%) =g(a+g (%) —g@-(;

+& 1(x))-
%

On démontre la proposition par I’absurde. Supposons (quitte & extraire une sous-suite
que Pon appelle encore g) que pour tout 7, ||g||,<A<-o0.

Cas r=1. — En appliquant la formule de la moyenne au deuxi¢éme membre de () :

b

o——
i

<A <A,

i

. 1
“_& + N+ (4%)
‘0 9

<AL,

donc M;=Max
zER A

2 I
“—g“ +N+— <Pa,-(9ix)
% %

On utilise le lemme trivial suivant.

Lemme. — Soit @eCO(T") avec x,eR tel que @(x,)=0; alors, pour tout NeR, on a
I
Max [2+o(x)| > > |olo-
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I suit du lemme que M; > I(pa lo (puisque, pour tout a, ¢,(x) s’annule).

I
P . <M, d =— <M;. Or M;< A,
ar (1.4) on a 200 l|a| ;» donc, pulsque a; qf =G, q,”"_ r 2
On doit avoir 'C—Iqw_s < Aé, avec ¢;—>-+o0 si ¢—>-+oo, ce qui n’est pas possible

(puisque 0<e<1 est donné). Donc, par ’absurde, ||g||;—~>o, si i—+oo.

Cas r>2. — Dérivons (x) r—1 fois :

r—1

5 _pr- Log(gi%) = D'“l(g;(oc+gr‘(x))—gi(j+gf‘(x)))-

T

On a, d’aprés IV.2.2 :
r—1
Tla(t g (%)= X Drg(t+ g1 (x)) - @iu(x)

pour 1<k<r—i1, oill ¢;,(x) est une fonction continue de C°(T!) indépendante de ¢,
avec sup |¢; ,(*)|o < E,A® =9 =1 E_étant une constante dépendant seulement de r.
ik

Donc :
r—1 r—1
q'q. D"~y (g:%) | < | 2 Digi(a+ g7 (x) — D ('+g.—1(x)) | 1()]
<(r— I)E ABr—5r—1)+1 Pa < =,
N ' s

C étant une constante dépendant seulement de A et de r. Donc :

r—1
ql r— 1
D . .
g | 'I°_q?

Or, par (1.4) (aVCC ai=;?:l‘1’+’s) :

1

r—1

% 1 I
D~ >

% | (P"“"‘C, gt

On conclut que I'on doit avoir

1 C
Coig ™~ ¢

avec G et C,_, des constantes; mais, si i—>-+o, ¢—>+o et 0<e<1 est fixé. Il en
résulte que ’on a une contradiction. Par I’absurde, si i—+o0, ||g]||,—~>+o. B
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(3.5) o nombre de Liouville.
Soit «eR—Q un nombre de Liouville (voir V.6.6). Pour tout ¢eN, il existe

0:/9:€Q, ¢,>2, avec

a—&’<%; on a, si t—>-+4o0, ¢,—>-oo.
9 i

. . 1
Soit f; construit comme en (3.1), avec 4;=-—, fi=goR,og ", geD(T o).
En utilisant (1.4), on a le %

T

Lemme. — St i— -+, fi—>R, dans la C-topologie.
Et par une démonstration analogue & (3.4.2), cas r=1, on a la

Proposition. — St i—+ o0, |Dg;|o— + .
(3.6) « non de type constant.

Soit «eR—Q, « non de type constant.
II existe, par V.6.4, ¢: N—>R_, .ligrn ¢(1)=-4 o0, tel que l'inéquation

4 I
4 L
* q} 7¢(q)

ait une infinité de solutions. Soit p;/¢;eQ, avec ¢—-+o si i—>-+o0, et vérifiant

b I
a—=2 <.
¢ Fo(g)
Soit, pour r>2, f; construit comme en (3.1) pour r>2, avec 4= —;_—;I—— On a
fi=goR, 087, geD®(T'). Par (1.4), on démontre le gV o(g)

Lemme. — Si i—+o0, f;—R, dans la C'-topologic (r>2).
Par une démonstration identique a celle de (3.4), en dérivant r—2 fois Iiden-
tité (x), on a la

Proposition. — Si i—+o0, ||g]|,_—>o0.

4. Catégorie de Baire des orbites.

Rappelons que nous avons posé, pour «acR :
F, ={feD(T")|o(f) =0}
O ={goR,0g7"|geD(T")}
et, pour 0<k<r :
O =0ENF, avec O}"=O0..
On note, pour r<-+4o0, OZ* ’adhérence de OL* pour la C'-topologie dans D"(T%).

O7% est alors un espace de Baire pour la C’-topologie (0<r<+4 o). Comme FJ est
fermé dans la C’-topologie et que OZ*NF,, O*CF.. On a le
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Théoréme (4.1). — Pour tout «cR—Q et pour 1<r<-4oo, O est maigre dans O,
pour la C'-topologie. (Il s’ensuit que O est maigre dans F?).

Démonstration. — Soit H,: D'(T!) > R=RuU{+ o0} :
H,(f)=sup | Df"|¢r-1.
nEZ

Rappelons que fH,(f) est semi-continue inférieurement par IV.1.2, et que
H,(f)<+ o est équivalent & ce que f soit C'-conjugué a R, (par IV.6.4); O est donc
une réunion dénombrable de fermés (dans la C'-topologie), soit O} = lé]uF"’ avec

F,={feF,|H,(f)<n}, qui est fermé par la semi-continuité inférieure de H,.

Pour montrer que O, est maigre dans O, il suffit de montrer que F, est sans
point intérieur dans O, (par la propriété de Baire de O).

Supposons par ’absurde que F, ait un point intérieur dans O7,. Soit UCF,CO;,
un ouvert non vide et f,eU. Comme f,e0., fo=4g,"oR,0g, avec g,eD’(T").

Soit @ : F,—>F,, ®O(f)=gpofog,'. On a O(f))=R,; @ est un homéo-
morphisme (pour la C'-topologie) de F’, mais aussi de O}; ®(U) est donc un
ouvert de O avec R,e®(U); et on a aussi ®(U)CO,. Puisque, pour feUCF,,
on a H,(f)<n, il résulte de IV.6.2 que f=g 'oR,o0g avec ||g||,<(r+1)n
(llgll,=|Dg|er-1+ |Dg~ o). Il en résulte que, si fed(U)

S=808 "oRso0g085"

Donc ||gy087!||,<C, pour tout fe®(U), C étant une constante ne dépendant que de n.
Or, en (3.4), nous avons construit une suite f;=g;oR, 0g;7'€0? telle que f,—~R, dans
la C’-topologie, si i—-o00; donc pour i assez grand, fe®(U). Or, par la pro-
position (8.4), si i— 400, ||gl|l,—>+o0. Par IV.2.5, si ||g||,<a (a>1), alors
lle=!],<C,a*~% (avec C, une constante universelle ne dépendant que de r). Par
absurde, on conclut que F, est donc sans point intérieur dans O7. Il suit, comme =

est arbitraire, que O} = ENF" est bien maigre dans O’,. m
n
On a le

Théoréme (4.2). — Pour tout nombre o de Liouville, O N O est maigre dans O+
pour la C®-topologie (comme OP C O, O est donc maigre dans O pour la C®-topologie).

Démonstration. — La démonstration est presque identique a la précédente. On a
02 ={feF®|H,(f)<+ o} par IV.6.1 et IV.6.4; O>'NOZ est donc réunion
dénombrable des fermés F,={feO2?|H,(f)<n} de O (fermé d’aprés la semi-
continuité inférieure de H,). Montrons par I’absurde que F, est sans point intérieur.
Soit UCF, un ouvert non vide. Comme OZ est dense dans O, on conclut que
UNO estnonvide. Soit feUNOY : fy=g, 'R 08, avec g,e6D* (T, 0); O(f)=gpofog*
est un homéomorphisme de O pour la C®-topologie et ®(f,)=R,. Donc ®(U) est
ouvert dans O® avec R,e®(U), et pour tout fe®(U), on a f=g'oR,og avec
geDY(TY 0), et ||g][;<C<+4 oo (par IV.6.2), ol C est une constante ne dépendant que
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de n. Or ceci est incompatible avec P'existence de la suite définie en (3.5). Donc, par
I'absurde, F, est sans point intérieur dans O, et il en résulte que O>'NOL = l”JF,, est
maigre dans OF. m

Par une démonstration presque identique a celle de (4.2), en utilisant (3.6),
on a le

Théoréme (4.3). — St «cR—Q nest pas de type constant, alors, pour 2<r<-+ o,
O:"~*NOL est maigre dans O, pour la C'-topologie.

Probleme (4.4). — St « est un nombre de type constant, st 2<r<-+ oo, existe-t-il feF]
qui ne soit pas G~ -conjugué & R,?

Remarque (4.5). — Pour 1<r<4 o0, O} est un F, (¢.e. une réunion dénombrable
de fermés) car H, est semi-continue. Pour r= 400, OF est seulement a priori un F;
(une intersection dénombrable de F,, donc de deuxi¢me classe de Baire). En effet

07 = (N{f|H,(f)<+w})nF;.

5. Résultats positifs sur les orbites.

(5.1) Le théoréme suivant sera démontré en annexe. Soit acR—Q satisfaisant
une condition diophantienne; il existe >0 et C>o tels que, pour tout p/geQ,

|w4mmz£%.

Théoréme. — Pour B'>, il existe un voisinage Vi* +1 de R, pour la C** +-topologie,
tel que, pour r>2(p' +1) et feVRPTUNF,, f est C '~ ¥-conjugué & R,; de plus, si
JEFZNVEF U (resp. FenVEF 1) f est G»-(resp. C®-)conjugué a R,.

On a donc le

Corollaire (5.2). — St o satisfait une condition diophantienne, alors OF est ouvert dans F?
pour la C®-topologie.

Démonstration. — O est ouvert au voisinage de R, dans F? et donc ouvert en
chaque point par conjugaison. m

(5.3) Discussion.

(5.3.1) Le théoréme (4.2) montre que « doit nécessairement satisfaire a une
condition diophantienne pour que le théoréme (5.1) soit valable en C*®.

(5-3.2) Pour presque tout acR—Q, pour tout >0 on peut prendre B'>¢
donc 2(B'+41)>2+42¢; et pour tout «eR—Q non de type constant, d’apreés (4.3) la
perte de différentiabilité est (en général) supérieure a 1.
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(5-3-3) Si rg=[2(p’+1)]+1, alors, pour r>r,, O est d’intérieur non vide dans
la C’-topologie (par (5.1)).

(5.3-4) Si ry,=[B'+1]+1, alors, pour r>r,, O;"""™ est ouvert dans F} pour
la C’-topologie (par (5.1)).

(5-3.5) Nous avons déja discuté en X.2 la C°conjugaison : pour tout «eR—Q,
O est résiduel dans F% pour la C’-topologie.

6. Probléme.

Le probléme suivant précise la conjecture d’Arnold en G*.

Probléme (6.1). — 8% o satisfait & une condition diophantienne, est-ce que OF =F2?
(6.2) On a la
Proposition. — Si o satisfait @ une condition diophantienne, alors O NFL=02.

Démonstration. — Soit f=hoR ok~ avec heD®(T!, 0) et feD®(T!); soit h—h
dans la C*-topologie, avec h,eD®(T" o). Alors kh 'ofoh,—R, dans la C*-topologie,
et la proposition résulte de (5.1). m

(6.3) Soit o satisfaisant a la condition diophantienne : il existe >0 et CG>o

vérifiant, pour tout p/qeQ, |a— Soit B'>B.

| =7
Proposition. — Soient ro=[2(p'+1)]+1 et feFL, r>ry; si f est Cro-conjugué a R,
alors f est C' =1~ ®conjugué a R,.

Démonstration. — Soit f=hoR,oh™' avec heD"(T'). On approche k par ; dans
la Cn-topologie, heD®(T'), et h 'ofoh,—~R, dans la C-topologie, et on applique
(5.1). m

Proposition (6.4). — Soit «cR—Q , avec OF ouvert au voisinage de R, dans ¥y pour
la C'*"-topologie; alors OP=F* (« satisfait & une condition diophantienne d’aprés (4.2)).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de VII.2.5. m

(6.5) Soit « un nombre du type de Roth; pour tout €>o, il existe G, >o tel que
G

— 2+e"

q
Nous avons montré en IX.6, pour « du type de Roth, la

o— —

pour tout p/qeQ,

Proposition. — Si feFg et si f est Cl-conjugué @ R, alors f est C®-conjugué @ R,.
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7. Une conjecture.
Conjecture (7.x). — Pour tout «cR—Q, OF est dense pour la C-topologie dans F®,

(7-2)

— Evidemment, si a€A (i.e. 'ensemble des « qui satisfont & une condition A),
comme OY=F7, la conjecture est vraie.

— La conjecture implique que, pour tout 0<r<-+4 oo (entier), O] est dense
dans F] pour la C’-topologie (voir III.4.4).

— Par le théoréme de Denjoy, OF est dense dans FY pour la C’-topologie.

— Oy, (£/geQ) est un fermé sans point intérieur dans F;

g Par I1L.2.5.

Théoréme (7.3). — Il existe un ensemble résiduel BCR—Q , tel que, si aecB, O est
dense dans ¥3 pour la C®-topologie.

Remarque (7.4). — L’ensemble des nombres de Liouville est résiduel dans R
par V.5.4.

(7.5) Un invariant.

Pour démontrer le théoréme nous allons introduire un invariant D_. Soit d, une
métrique définissant la C®-topologie sur D*(T?).
Pour feD*(T'), soit a=p(f); posons pour n>1, neN :

1 n—1 . .
gn:;z Z (f“—l“)'
i=0

Posons alors :

D, (f)=Inf(d,(g "o Ryog,, f))-
On a D, : D*(T") - R, ={xeR|x>0}; D, est semi-continue supérieurement dans
la C*-topologie, donc D;'(0) est un G; dans D*(T') (voir (I.4). Si D, (f)=o,
alors feO® avec a=p(f), O® étant 'adhérence de O pour la C*-topologie.

Remarquons, par IV.5, que si f est C®-conjugué a R, alors D (f)=o0 (puisque
g 'oR,0g,—~f dans la C*-topologie si n—> 4 o0).

(7.6) Considérons un feD>(T").

(7.6.1) Soient A(A)=p(R,o0f) et K=R—Inth (Q); K est fermé parfait
dans R. Si f'a la propriété A, (i.e. pour tout p/geQ et tout r, (R,of)?+R)), alors K
est totalement discontinu (par III.5). Rappelons la proposition III.5.3 :

Proposition (7.6.2) :
1) St G est résiduel dans K, alors h(G) est résiduel dans R.
2) 8t D est un ensemble dense dans R, h~'(D)NK est dense dans K.
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Proposition (7.6.3). — G=D_ ' (0)nK est résiduel dans K.

Démonstration. — G=D_'(0)nK est un G;. Il reste & montrer que G est dense
dans K. Or, si acA et si p(R,of)=ua, alors D, (R,of)=0 puisque R,of est
C®-conjugué a R, . Par la proposition (7.6.2), I'image réciproque par % de ’ensemble A
(qui est dense dans R) est dense dans K; G est donc un G; dense. m

(7.7) Démonstration du théoréme (77.3). — Soit (f;) un ensemble dénombrable dense
de difféomorphismes de D®(T"). Soient G; les ensembles résiduels associés a f; par la
proposition (7.6.3). Soit B=|:|p(Gi); B est résiduel dans R (en fait BCR—Q).
Pour a€B, si;est Punique élément de R tel que p(R;;0f;) =«, pour toutz, D (R,;0f;)=o0.
Or la suite (R,,of;) est dense dans FY par III.4.4, puisque, si D, (R, of;)=0, ona
R,;0£:c0®. On conclut que O est dense dans F®, soit O =F*. m
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XII. — CENTRALISATEURS

Plan :

1. Conjugaison absolument ContinuUe .............couuuiiiiiunnteeennieerennneeeennnanennns . 165
2. Conjugaison et module de continuité. ..........coiiiiiiiiiiiiiiiiinerrennenna. e 169
3. CentraliSateurs ... . i i i i i it iiie e it e 170

Commentaire (les résultats de ce chapitre ont été annoncés dans Herman [6]) :

Dans ce chapitre, on reprend en 1 I’exemple construit par V. I. Arnold dans [1]. En suivant Arnold nous
montrons de fagon compliquée qu’il existe bR tel que, si 0<|a| < L oest fixé, fy(x)=x-+asin2nx+b est
2m

CO-conjugué a une translation R, (x=p(f)ER—Q) mais non absolument continliment conjugué. Nous avons
donné ailleurs une démonstration enti¢rement élémentaire (reproduite dans Rosenberg [2]); néanmoins il nous
semble que I’introduction d’un invariant semi-continu supérieurement explique de fagon plus rationnelle la persis-
tance des mesures singuliéres des semi-stables dans F®; de plus des généralisations en grandes dimensions sont
possibles.

En 2 on étudie le module de continuité de I’homéomorphisme qui conjugue. Ici on se reportera au pro-
bléme VI.5.6.1.

En 3, on montre que contrairement a 1 et 2, ou ce sont des propriétés des semi-stables qui persistent dans F®,
ici, c’est une propriété de ceux qui sont C®-conjugués a des rotations qui persiste génériquement dans F® : avoir
un centralisateur ayant la puissance du continu. On utilise le théoréme fondamental pour montrer que :

O® ={ feD®(T?) | f est C®-conjugué a une translation }

est dense dans F® pour la C®-topologie.

On peut dire en résumé que ce chapitre est sur le mode suivant : on introduit un invariant semi-continu tel
que, si cet invariant est égal a o ou + o suivant les cas, alors on a une propriété de conjugaison d’un difféomor-
phisme; cette propriété sera alors vraie par la semi-continuité sur un Gg, et en général en choisissant un sous-ensemble
fermé de D®(T') la propriété sera vraie sur un Gg dense, donc sera générique dans ce fermé. On choisira en
général comme sous-ensemble fermé soit F®, soit K,=[o, 1]—Int{b|p(f;)€Q} avec f,=:x+asin2nx+b,
o<a<if2m, a étant fixé.

Nous avons appliqué ce principe en 1, 2 et 3, et nous donnerons ailleurs d’autres applications (voir par exemple
Fathi et Herman [1]).

Le théoréme (3.6) donne une réponse négative 4 un probléme de H. Rosenberg et W. Thurston, ainsi qu’un
contre-exemple 4 une conjecture de Nancy Kopell.

Note. — On suppose que 0<r< -+ est un entier >0 ou + .

1. Conjugaison absolument continue.

Définition (x.x). — Soit feDY(TY) avec o(f)=acR—Q tel que f soit CO-conjugué
aR,;s0it f=g"oR,0g. On dit que f nest pas conjugué a R, de fagon absolument continue si g
w’est pas absolument continue (i.e. il existe un ensemble G borélien, tel que m(C)=o mais
m(g(C))+0).
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Proposition (1.2). — Soit feD'(T') avec f=g 'oR,0g, acR—Q, et g non absolu-
ment continue ; alors :
a) g~ nlest pas absolument continue;

b) g et g~ sont m-presque partout dérivables (par un célébre théoréme de Lebesgue), et
on a m-presque partout Dg"lﬁ Dgp=p 0.

-1

c) Soit w DPunique mesure de probabilité invariante par le difféomorphisme f: T—T!
induit par f sur TV, Alors w est étrangére a la mesure de Haar m de T

Démonstration. — On a, sur TY, f=g 'oR_ oz Soit C un borélien de T, tel que
m(C)=o0 et m(g(C))+o0 (qui existe puisque g n’est pas absolument continue).
Soit B:ngz f"(C), BCT'; B est invariant par f et B est de m-mesure nulle

puisque f est un difféomorphisme Cl. L’ensemble g(B) est invariant par R, , donc
m(g(B))=o0 ou 1 puisque aeR—Q. Or m(g(B))>o, donc m(g(B))=1. Il s’ensuit,
comme g~ ! envoie T'—g(B) sur T'—B, m(T'—g(B))=o0 et m(T'—B)=1, donc g
et g~ ! sont singuliéres (i.e. chacune envoie un ensemble de m-mesure nulle sur un
ensemble de m-mesure 1).

On a donc m-presque partout Dg=Dg ! =0. Ce qui prouve a) et b); ¢) résulte

de g,un=m (i.e. pour tout borélien K, u(K)=m(g(K)). m

Remarques :

1) 87 feDYT') et si f=g 'oR, 0g (xkeR—Q), il en résulte par ’absurde que, si g~ '
est absolument continue, alors g est absolument continue.

2) Si f=D2(T) et o(f)=aecR, alors, par le théoréme de Denjoy, f=g 'oR,og.
Il résulte de la propriété de m-ergodicité VII.1.4 que si g est absolument continue,
alors g!

3) Si g est absolument continue et si p. est 'unique mesure de probabilité invariante
par f sur T, alors w est absolument continue par rapport a la mesure de Haar m de T

est absolument continue.

Définition (x.4). — Soit f un homéomorphisme de T*; on dit que x€T* est un point errant
de f, s’il existe un ouvert Usx, tel que les ensembles { f"(U)},~ o sont deux a deux disjoints.

Les points errants par f forment donc un ouvert ; le complémentaire est noté Q( f),
qui est fermé dans T! et invariant par f.

Exemple. — Soient feDiff’(T?), p/¢=p(f)eQ/Z; tout point de T! non périodique
par f est un point errant. Ce qui est équivalent a : si xeQ(f), alors x est périodique
pour f (i.e. fi(x)==x pour un entier ¢>1).

Proposition (x.5) (Y). — Soit feDiff't (T") tel que la mesure de Haar de ensemble des
points errants par f soit 1 (m(Q(f))=o0); alors, st n—+c0, Df*—>o0 m-presque partout.

(%) Il n’est pas difficile de voir que si f€ Diff}*¥P(T?), alors, pour tout x¢ Q(f) on a n}ir;nw Df"™(x) =o.
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Démonstration. — Soit x un point errant par f et soit [a, b] tel que les ensembles

{/"([a, b])},>, soient deux a deux disjoints. On a donc :
b

2}1 Df"(x)dx< 4 o0,

donc, pour m-presque tout xe[a, b], si n—4 o0, Df"(x)—>o0. Comme m(Q(f))=o,
on peut recouvrir T*—Q( f) par un ensemble dénombrable d’intervalles errants, donc,
pour m-presque tout xe€T', si n—+oo, Df"(x)~>0. W

(x.6) Soit ¢: T'—>R m-mesurable.
Soit 8(<p,o)=f KNP I
™ 1+|9] 1+ |o||u

3 définit une distance telle que si (8(g;, 0)) =0 pour i— oo, alors (¢;) converge

en m-mesure vers 0. On peut alors extraire une sous-suite de (¢;) qui converge m-presque
partout vers o (voir Halmos [1]).

(x.%7) Un invariart.

Soit N :DY(T!) >R, ={xeR|x>0}, définie par :
. 1 n--1 ;
SN () =Inf3(; T Df' o).

— N est une application semi-continue supérieurement dans la Cl-topologie. Par
suite N™!(0) est un G; dans la Cl-topologie par I.4.

— N(f)=o0 implique qu’il existe une suite d’entiers 7,—+oo quand 7— -0,
telle que :

I ni—1

b 2 Dfi>o m-presque partout.
7 1=0

Exemple. — Par (1.5), si feDY(TY), o(f)=p/g, etsif aun nombre fini de points
périodiques sur [o, 1], alors N(f)=o.

Proposition (x.8). — Soit feDYTY), o(f)=acR—Q, tel que gof=R,o0g, et
N(f)=o0; alors g n’est pas absolument continue (on ne suppose pas que g est un homéomorphisme,

mais g=Id+¢ avec $eCO(TY) wvoir I1.7.1).

Démonstration. — Si N( f)=o, il existe une suite d’entiers n,— +oo quand z— oo,

ni—1

telle que . 2 Df'->o0 m-presque partout. Montrons que si peL!(T*, m), alors, quand

1 1=0

n;—1
i+, .20 9of'.Df*—>0 m-presquc partout. En effet, on a :
o=
n;—1
1 n;—1 ) ) 1.§0cpo\]”.;D_]” I ni—1 )
LS gofiDfim| i L T LTS pyi
n oi=o : ) n; i=o
> Dff
i=0
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n—1
S gof . Df
-1

Df®
)

Or, par le théoréme de Chacon-Ornstein (voir Garsia [1]), si n— o0,

converge m-presque partout vers une limite finje.
ni—1

Il suit que, si 7— o0, " Y 9of'.Dfi—>0 m-presque partout. Nous prouvons la
7 =0

i=

proposition par I’absurde. Supposons g absolument continue. Soit p I’'unique mesure
de probabilité invariante par f sur T*. On a g,p.=m; dong, si g est absolument continue,
w est absolument continue par rapport a m. Soit, par le théoréme de Radon-Nikodym,

p=¢.m avec ¢>o0, eeL}(TY m), fT1¢dm=I. On a d’aprés I'invariance de . par f :
(pof.Df=(p.

11 s’ensuit que :

n;—1

I . .
Py 2 gof'.Dfi=0¢.
T 10

Si m,— +o00, ¢ =0 m-presque partout, ce qui est contraire a ¢eL!(T%, m) et lecp dm=1,
donc g n’est pas absolument continue. m
n—1
Remarque (x.9). — Soit feD'(TY), o( f)=aecR—Q; alors, quand n— 400, % 2 Dft
i=o0
converge faiblement dans le dual de CO(T") vers w. (Punique mesure de probabilité invariante par f ).
En effet, soit ¢eCo(T). On a, par la formule de changement de variables :

I n—1 ; I ﬂ—;l —
lecp.(;EODf)dm_fﬂ(;igocpof )dm.
n—1
Or, par l'unique ergodicité de f, % 2 gof " converge uniformément vers p(p), d’out
le résultat. =0

(x.10) Soit F*=D>(T!)—Int o *(Q); F* est un fermé sans point intérieur
dans D®(T?). De plus, c’est ’adhérence des difféomorphismes de nombre de rotation
irrationnel. Rappelons que F*np~!(Q) est maigre dans F* pour la G*-topologie (c’est
méme un F_ sans point intérieur); F*—p~!(Q) est donc un Gy dense dans F® pour
la C®-topologie et, par le théoréme de Denjoy, si feF*—p7'(Q), f est C’-conjugué
a la translation R, avec a=p(f)eR—Q.

(x.xx) On a le théoréme suivant, qui montre que ’exemple d’Arnold [1] est
générique dans F*.

Théoréme. — La propriété suivante dans F® est générique pour la C™-topologie (i.e. vraie
sur un ensemble résiduel) : f est CO-conjugué & ume translation irrationnelle, mais de fagon non
absolument continue.

Démonstration. — Montrons que F*NN~'(0) est résiduel dans F* (pour la
C~-topologie). Par la semi-continuité supérieure, N~'(0) est un G5; N7'(0)NF® est
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dense pour la G*-topologie dans F* puisque, par ’exemple de (1.7%), il contient I’ensemble
des C~-difféomorphismes de nombre de rotation rationnel qui n’ont qu’un nombre
fini de points périodiques sur [o, 1], ensemble qui est dense dans F* pour la G*-topologie
par II1.6.3. Si feN~'(0o)n(F*—p71(Q)), alors f est Co-conjugué a R, (x=p(f))
mais pas de fagon absolument continue par (1.8) (puisque N(f)=o0). La propriété
est donc vraie sur le G5 dense N7'(0)N(F*—p7(Q)) de F*. m

(x.12) Soient 0<|a|<1/2m et f,(x)=x+asin 2nx+beD*(T') pour b un nombre
réel. Soient K ,=[o, 1]—Int{d|p(f,)eQ} et D=K,n{b]|p(f;)€Q}; D estun ensemble
dénombrable dense de K,, voir III.5. Une propriété est générique dans K, si f, a la
propriété pour b appartenant 4 un ensemble résiduel de K,.

Proposition (x.13). — Il est générique dans K, que f, soit CO-conjugué & une translation
irrationnelle, mais de fagon non absolument continue.

Démonstration. — Pour beK,—D, f, est C%-conjugué a R, (a=p(f;)eR—Q) par
le théoréeme de Denjoy. Evidemment, K,—D est résiduel dans ’ensemble de Cantor K,.
Si beD, par IIl.5.2, on a o(f)=p/¢ avec f?+R,. Comme f est C° f a un
nombre fini de points périodiques sur [o, 1], donc, par 'exemple (1.7), N(f,)=o0;
N~'o)nK,={beK,|N(f,)=o0} est, par la semi-continuité supérieure de N, un G; qui
est aussi dense puisque DCG;. Donc G=N7'(0)n(K,—D) est résiduel dans K,
et si beG, on a la propriété désirée par (1.7). m

2. Conjugaison C° et module de continuité.

(2.1) Rappelons rapidement IV.g.2. Soit w: [o, 1]—[o0, 1] continue crois-
sante, w(o)=o0, w(r)=1. Si §>1, on pose w(8)=1. On suppose que, pour a>o,
w(ad) < ([a]+1)w(3) et, si aeN, w(ad)=aw(s). On définit alors I’ensemble C*(T?)
des fonctions continues de R dans R, Z-périodiques, de module de continuité inférieur
ou égal & un multiple de w.

Si 9eCY(TYH, |e¢ |szsupl_<p(_xll:_q>_()\)_)|< + . Rappelons que P'on dit que
Ty w(|x—y[;
2eD°(T?) est un homéomorphisme de classe C*, si g—1Id et g~'—1Id sont dans C*(T").
Si f=g'oR,0g, o g est homéomorphisme de classe C¥, on a :
H,:(f)=sup|f"—Id—na|x <+ avec wi=wow
neZ
et si 1<r<-4o0 :
H,:D'(T!) - R=RuU{+w}
est semi-continue dans la C’-topologie (voir IV.6.5).
De plus, pour feDY(T!) tel que po(f)=p/g, H,(f)<+4oo implique que f est
CP-conjugué a R, (par II.9; voir aussi IV.6.5.6). Donc, si feD'(T?) avec o(f)=p/q
et f¢+R,, alors, pour tout module de continuité w, on a H,(f)=+oc0.
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(2.2) On reprend les notations de (1.10). On a la

Proposition. — Soit w un module de continuité. Il est générique dans F* (pour la C-topologie)

\

d’étre CO-conjugué @ une translation irrationnelle, mais de ne pas Pétre par un homéomorphisme
de classe G¥.

Démonstration. — Par la semi-continuité inférieure de H,., F*nH_'(+o) est
un Gj par I.4; il est dense dans F® pour la C*-topologie puisqu’il contient I’ensemble
des difféomorphismes de nombre de rotation rationnel mais non périodiques, qui est
dense dans F® pour la C®-topologie par III.6.3. Alors Hp'(40)N(F*—p"'(Q))
est un G; dense dans F*® sur lequel on a la propriété de (2.2), puisque, si f est
conjugué a une translation par un homéomorphisme de classe C*, on a H,.(f)<-+o. ®

Remarque :

1) « feD°(T!) n’est pas un homéomorphisme de classe G*» veut dire que, ou bien
f—1d¢C*(T"), ou bien soit f~*—Id¢C*(TH).

2) En particulier, il est générique dans F* d’étre conjugué a une translation
irrationnelle par un homéomorphisme qui n’est pas de classe C* pour tout o<B<I.

(2.3) On reprend les notations de (r1.12).
Proposition. — Soit w un module de continuité. Il est générique dans K, que :
Sy(x)=x-+asin anx + b
soit CO-conjugué a une translation irrationnelle, par un homéomorphisme qui n’est pas de classe G¥.

Démonstration. — La méme que pour (1.13). m

3. Centralisateurs.

(3.1) Linvariant.

Soit d, une distance définissant la C’-topologie sur Diffj(T"). Soit :
K, : Diffj(T") - R, ={xeR|x>0}
k
fooTnfd (£ 1d).

K, est semi-continue supérieurement pour la C’-topologie comme enveloppe inférieure de
fonctions continues. Il en résulte que K; (o) est un G4 par I.4. Si fest C'-conjugué a R,
alors K,(f)=o0; eneffet,si f=g 'oR,0g, et keN, ff=g 'cR,, og; on choisit k;— 4o
tel que ka0 (mod Z"); donc, si i—>-oo, d.(f% Id)—o.

On pose, pour feD'(T")

K,(f)=K,(f)eR,.
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(3.2) K, ¢t le centralisateur.
Soit feDiffj(T"), soit Z,={f*|keZ}, et soit G, 'adhérence de Z; dans Diffj(T")
pour la C’-topologie ; G; est un sous-groupe fermé abélien de Diffj(T"), qui est contenu

dans le centralisateur C" de f dans Diffj(T"), noté Cent'( f); f n’est pas périodique si
Z, n’est pas fini (ou encore si, pour tout entier 2>1, d,(f* Id)>o0).

Proposition. — Soient o<r< oo et feDiffj(T") non périodique; alors K,(f)=o0
est équivalent a ce que G; ait la puissance du continu.

Démonstration. — Puisque f n’est pas périodique et que K,(f)=o, il existe une
suite d’entiers k,—-oo tels que, si i—+o0, f%-—>Id dans la C'-topologie. Puisque
Diffj(T") est un espace topologique polonais (si 0<r<4o0) pour la C'-topologie et
que G; est fermé dans Diffj(T") pour la C’-topologie, G, est un espace topologique
polonais (il est homéomorphe a un espace métrique complet séparable).

Or G; est un espace topologique parfait (i.e. sans point isolé), car c’est un groupe
topologique, et si un groupe topologique a un point isolé, tout point est isolé et il est
alors discret. Mais dans G, pour la C’-topologie, si i— o0, f%—Id dans la C’-topologie,
et fY«f%, pour j+i puisque f n’est pas périodique. Donc G, est homéomorphe & un
espace métrique complet sans point isolé. Il a donc la puissance du continu par I.3.4.

Réciproque. — Dire que K, (f)=+o0 est équivalent a dire que lidentité est isolée
dans Z;; G; est alors discret pour la C'-topologie, donc G;=Z; est dénombrable. On
a donc établi que Card(G,)=Card(R) implique que K,(f)=o0. m

(3.3) Remarques sur T

a) Rappelons que si Ky(f)=o0, alors fest C’-conjugué a une rotation, voir X.1.4.
b) Pour r>o0,si K.(f)=o0 et o(f)=acT'—(Q/Z), alors on a :
G, C Cent’( f) C Cent’( f)=T"

En effet, si f est C%-conjugué A R,, f=g 'oR,0g; par II.3.3, puisque aeT'—(Q/Z),
Cent’(f)={g 'oR,0g|teT'}=T". Il en résulte que si po(f)=acT'—(QJZ) et si
K,(f)=o0, alors Cent’(f) est un groupe abélien. Par II.2.11, p est un homomorphisme
de groupe continu et injectif :

o — Cent"( f) & T

¢) Pour r>o, soit feDiff[(T") avec Ky(f)=o0; si p(f)=p/qcQJZ, f est
C’-conjugué & R,,. Alors Cent’(f) est un groupe ayant la puissance du continu, mais
ce groupe n’est pas abélien; de plus Z,={f"|neZ}=1Z/[qZ est fini et donc discret dans
Diff] (T").

d) Si feD'(T!), dire que le centralisateur de f dans D’(T") a la puissance du
continu équivaut 2 énoncer la méme propriété pour le centralisateur de f dans Diff{ (T"),
par II.2.12. Il est & noter que si feD’(T?), alors Z,={ f"|neZ} est discret dans D'(T");
il faut plutdt considérer {R,of"|neZ, peZ}.
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d) Considérons le champ de vecteurs X =sin 2rmx sur T!. Le groupe a4 un para-
metre exp(X) engendré par X est évidemment un groupe abélien isomorphe a R, mais
Sf=exp(X) vérifie K, (f)+0, puisque f(o)=o0, et fFId.

(3-4) On a la

Proposition. — Sotent «acR—Q et 1<r<+co. Alors les deux propriétés suivantes sont
génériques (i.e. vraies sur un Gy dense) pour la C'-topologie dans O, :
a) étre CO-conjugué a R, mais non C'-conjugué a R,.
b) avoir un centralisateur C’ ayant la puissance du continu.

Démonstration. — b) L’ensemble K;*(0)nO. est un G, pour la C'-topologie,
d’aprés la semi-continuité supérieure de K,. Si feQO, alors K,(f)=o par (3.1).
Or O, est dense dans O, pour la C’-topologie (puisque par définition O’ est I’adhé-
rence de O, dans la C’-topologie), donc K;(0)n O, est un G, dense dans O7,. Donc
la propriété &) résulte de la proposition (3.2).

Pour prouver a), il suffit d’appliquer XI.4 et aussi le fait que K,(f)=o0 implique
que f est C%-conjugué a R, par X.1.4. m

La proposition suivante précise la structure des centralisateurs.

Proposition (3.5). — Sotent 1<r<-+4o0 et feDiff[(T") avec o(f)=0aecT'—(Q/Z),
K,(f)=o0 et fnon C'-conjugué a R; alors le centralisateur C" de f, Cent'( f), a la puissance
du continu par (3.2) et o(Cent’( f)) est un sous-groupe borélien de T* de mesure de Haar nulle.

Démonstration. — D’aprés Bourbaki [2, § 6, n° 7], comme Cent"( f) est un espace
topologique polonais, et que p: Cent"(T')—T"' est continue et injective (puisque
o(f)=0eT'—(Q/Z) et que K,(f)=o0 implique que f est C’-conjugué a R,),
B =p(Cent’(f)) est un sous-groupe borélien de T

Nous aurons besoin du

Lemme. — Soit BC T un sous-groupe m-mesurable de T*; si la mesure (de Haar) de B
est positive, alors B =T

Démonstration. — Soit BeT'—(Q/Z) et BeB; B est invariant par Ry, qui est
ergodique, donc la mesure de B est 1. Si on avait T'—Bs+0, alors, pour x€T!'—B,
x+BCT!—B serait de mesure nulle, donc B aussi, donc T'—B+0 est impossible;
il suit que B=T. m

Fin de la démonstration de (3.5). — Raisonnons par Pabsurde. Si p(Cent"( f)) était
de mesure positive, on aurait p(Cent"( f))="TH=.

Or il en résulterait que o — Cent’(f) <> Cent®( )~ T

Par Montgomery-Zippin [1 (5.1)], comme T* est un groupe de Lie et que Cent’( f)
est compact pour la CO-topologie, alors Cent’( f) est compact pour la C'-topologie
(cela résulte aussi du théoréme du graphe fermé de Martineau [1]). Or, par hypo-
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theése, f n’est pas C’-conjugué a R,, donc H,(f)=+o (si r=-+ o0 et sif n’est pas
C~”-conjugué a R, il existe un r tel que f n’est pas C'-conjugué a R,), ce qui est
contraire au fait que Cent’(f) est compact dans la C’-topologie. Il n’est donc pas
possible que p(Cent’( f)) soit de mesure de Haar positive; il est donc de mesure nulle.
(Dans le cas C®, (3.5) résulte du théoréme fondamental IX.5.1.) m

Remarque. — On voit facilement que, sous les conditions de (3.5), Cent’( f) est totalement
discontinu pour la C'-topologie. De plus, G, est un groupe topologique polonais monothétique et
non localement compact pour la G'-topologie (voir Kuipers et Niederreiter [1, (4.8), p. 274]).

(3.6) On reprend les notations de (1.10). On a le

Théoréme. — 11 est générique dans ¥ pour la C®-topologie :

Y

a) d’étre CO-conjugué a une translation irrationnelle de fagon non absolument continue;
b) d’avoir un centralisateur C* ayant la puissance du continu.

Démonstration. — La propriété a) est générique par (1.11). Pour voir que la
propriété b) Pest, il suffit, par (3.2), de voir que K;*(0)NnF*® est résiduel dans F*
pour la C>®-topologie. Or G=K_'(0)nF® est un Gy par la semi-continuité supé-
rieure de K_. Il reste a voir que G est dense dans F* pour la CG®-topologie. Soit
O°°=aléJRO;° (i.e. Iensemble des difféomorphismes de D®(T*) qui sont C®-conjugués
a une translation). On a O*CF*® et si feO®, K_(f)=o0 (par (3.1)). Le théo-
réme (3.6) résulte alors de la proposition suivante :

Proposition (3.7). — O est dense dans F° pour la C®-topologie.

Démonstration. — Rappelons que I'on note A Iensemble des «€R qui satisfont
a une condition A. Par 1II.6.3.3, c‘lélAFjj’ est dense dans F® pour la C®-topologie.

Or, par le théoréme fondamental IX.5.1, si acA, OF=F7, et il en résulte que
agAOf est dense dans F*. m

Remarque (3.8). — En utilisant XI.2.5, on peut montrer, sans utiliser le théoréme

fondamental, que (3.6) est vrai sur O® que 'on munit de la G®-topologie; O® est alors
un espace de Baire.
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Commentaire :

Les exemples (1.3) et (5.7.3) sont de Fiirstenberg [1] et Grabar [1], (3.1) s’inspire de T. Saito [1], (2.6.1)
et (2.6.2) ont, semble-t-il, été remarqués la premiére fois par W. Thurston [1].

Par (A.2), on est amené & penser qu’il doit exister un invariant de C°-conjugaison analogue au nombre de
rotation sur T!. Le point important est évidemment III.4.1.1.

En 1 nous faisons quelques remarques sur les généralisations immédiates. (1.4) montre que I’existence d’un
vecteur de rotation est une condition nécessaire de CC’-conjugaison a une translation (voir aussi & ce propos
Herman [1]).

En 2 on propose, pour les groupes préservant une mesure, une autre définition du vecteur de rotation. (Voir
pour des généralisations Fathi et Visetti [1].)

En 5 on montre qu’il existe dans D"(T"), n> 2, des exemples trés simples de difféomorphismes conjugués a
des translations ergodiques avec perte de différentiabilité. Ces exemples sont construits de la maniére suivante :
a partir de I’équation linéarisée sur T?1 (i.e. b>y—JoR,) dont I’étude (en 4) est trés simple par séries de Fourier,
on construit des difféomorphismes de T” par produit gauche et les propriétés de perte de différentiabilité de I’équation
linéarisée s’interprétent comme des propriétés de conjugaison des difféomorphismes.

L’exemple 6 s’inspire de (2.6.5), exemple 1. L’exemple construit montre que sur T3, pour «€R?, le voi-
sinage V%?a de A.2 ne peut pas étre remplacé par un ouvert Cl. Il serait intéressant d’avoir un tel exemple sur T2
(si c’est possible) mais notre méthode ne convient pas d’aprés Saito [2], Kolmogorov [1] (et Sternberg [1] ou [2]).
Noter que P'exemple construit en 6 n’est pas uniquement ergodique (!).

(7-4) et (7.5) montrent que sur T%, pour n> 2, en certain sens, le théoréme de Denjoy est bien faux; contrai-
rement a T, il faut contrdler toute I’équation linéarisée et le K, =o0 ne suffit plus (voir aussi (5.7.4)).

Rappelons un petit paradoxe : sur I’équation linéarisée, le théoréme de Denjoy semble faux.

1. Généralités sur la fonction rotation sur T~

(x.1) Généralités. — Soit f=1d 4 ¢eD°(T"), et soit f ’homomorphisme induit
sur T". On a par récurrence sur 'entier % :
k—1

fi=T1d+ 2 gof’

k_ =1
donc f—k—lil =7Ic; i§0<Pof‘.
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~ ff—1d

Soit u une mesure de probabilité sur T” invariante par f; est une somme de
Birkoff :

LRl

A 2 gof' avec ¢eC(T", R").

i=o
. \ . fr—1Id
Il suit du théoréme ergodique que pour p-presque tout reR”, P (x) converge,
si k—-+oo, vers une fonction de L®(T”, R" p). Donc il existe au moins un xeR" tel
*—1d

que lim ! (%) existe.

k— + o0 k

(x.2) La limite n’est en général pas constante.
Ce qui contraste avec T, c’est que IL.2.2 est faux.
Exemple. — Soit feD®(T?) définie par :
Sy, x)=(x1+o(xs), x,) et @eC®(T'), ¢ non constante.

On a alors :
SE(x1, %) — (%1, %9) = (kep(%,), 0).

(x.3) La proposition qui va suivre résulte de Fiirstenberg [1]. Pour la commodité
du lecteur nous donnons une démonstration.

k—1d
Proposition. — Il existe feD®(T?) et x,eR® tels que, quand k— - oo, Ji—k—~ (%)

n'ait pas de limite.
Démonstration. — a) Construction d’une f,eD*(T?).

Soit  fi(xg, %3) = (¥ + @(¥3), ¥+ ), avec «acR—Q (suffisamment Liouville),
le@(x3)dx3:0, 9eC®(T"), et on suppose qu’il existe $eL2(T, dx) tel que :

‘l"“-IJORa:CP,
mais qu’il n’existe pas de ¢ dans CO(T') vérifiant :
y—yoR, = 5.

La construction de « et de ¢ est classique par séries de Fourier lacunaires.

b) L’application f; ainsi construite est alors sur T2 un difféomorphisme minimal
(i.e. Vorbite de tout point est dense). Pour ceci voir Fiirstenberg [1] ou Parry [1]
et (5.7.3). -
c) Il existe ¢,€C(T") et yeR2 tel que, si k—+ oo, (%igocploff)(y) nait pas de
limite.

Preuve de ¢). — Soit (g;);¢ y une suite de fonctions de C*(T") dense dans C*(T") pour

k-1
la CP-topologie. Supposons par ’absurde que pour tout ¢, et tout xeT? (% j§0 @ off) (%)
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converge simplement vers la fonction §;:T*—R; g, est alors de premiére classe
de Baire (comme limite simple de fonctions continues) et a donc un point de continuité.

Or, 3; est invariante par f; qui est minimal, ce qui implique que §; est constante,
k—1

. .o 1 = .
Par suite, pour tout ¢, si £— + oo, % 2 ¢;of] converge simplement vers une constante.
i=o0

Ceci implique, puisque (¢;) est dense dans C°(T?), que f; est uniquement ergodique;
comme f; laisse invariante la mesure de Haar m de T2 f, est donc m-ergodique (et
strictement ergodique).

Soit g(xy, x3) = (x5 + $(x3), ¥3) (mod Z2) (¢ est choisie comme dans a)); g: T2—T?
préserve la mesure m (et de plus g et g~ sont m-bimesurables). On a: gofiog '=R,
avec Ry 4 (%p, %3) =(%y, %3+ «). Or, R, n’est pas m-ergodique; I'affirmation c) en
résulte par ’absurde.

d) Construction de f.

Soient f(#y, %3, %5) = (%1 + @1(%3, ¥3), X5+ @(xs){xa‘l‘ ) et xy=(0,7)eR’; alors,
ff—1d

ik
s1 k— -+ o0, %

(x) n’a pas de limite. m

Remarque. — Le difféomorphisme f; de T2, construit en a), est minimal, préserve
la mesure de Haar de T2, mais n’est pas m-ergodique.

Proposition (x.4). — Soit feD(T"); on suppose qu’il existe ceR", telle que :
sup | fF—ke—1d|,< + 0.
kEN

Alors si h=gofog™', avec geD(T"), on a :
sup |Ff—ke—1Id|,< + co.

keN
Démonstration. — On écrit g=Id+¢ avec ¢eC/(T", R"). On a goff="hog;
si on écrit f=Id+¢,, A=Id+v, on a:
LI)—alJofk:nkog—cpk,

donc : sup | —ke[op< sup | g —kelo+2[d[p<+oc0. m
nEN nEN

Remarque (x.5). — St f est CO-conjugué a R, alors on a :
sup | f¥—ka—1d|;< + oo,
k

F_1d
donc, st k— -+ o0, !

converge uniformément vers ocR".

(x.6) La proposition qui va suivre montre que si on introduit une hypothése ana-
logue a IT.2.2, alors on a un vecteur de rotation qui est un invariant de C°-conjugaison.
Proposition. — Soit feD°(T") wvérifiant
sup | f5—1d—f*(o) o = a< + co;
kEN
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alors : 14
1) st B—-o0, f_k

2) Sl}lcplf"—ld—kp(f)loﬁi’a-

converge uniformément vers un élément o( f)eR™;

Démonstration. — Evidemment 2) implique 1). Soit w une mesure de probabilité
invariante par f. On a, si f=Id+4¢ :

k—1
Sfr=Td—ku(e)= X (o—u(9))oS/"
Soit (f*—Id—*ku(e)); la j-itme composante de f*—Id—#ku(¢). Puisque :

p(ff—Id—ku(p));=o0
et puisque Max( f*—Id—ku(p));— Min( f*—Id—ku(e));<2a

on a bien | fE—Ru(p) —Id|p< 2a.
(Rappelons que pour x=(xq, ..., x,)eR", |x|=sup|x].)
. ft—1d ) '
Si ko0, converge uniformément vers u(p)=rp(f) dans R", donc

k
cela ne dépend pas du choix de p. m

Remarque (x.7). — Dans la proposition (1.6), la propriété 2) n’est pas une conséquence
Sormelle de 1), comme le montre Uexemple suivant :
Soient ¢eC(T!) avec lecp(x)dx=o et acR—Q tels qu’il n’existe pas de
geCO(T?) vérifiant ¢—¢oR,=¢. Soit feDO(T?) définie par :
Sy, x5) = (%110(x,), Xp+a).

k—1

On a : fk—Id=(.Eo<poRia,koc).

k
—1I
Si k— oo, f d

converge uniformément vers (o, o) €R2, mais

k—1

sup | f*—Id— (0, ka)|y=sup | Z ¢oR;|y=to0;
k y i=

sinon, d’aprés IV.4.1, il existerait $eCO(T') vérifiant ¢—JoR,=¢ ce qui est
contraire au choix de .

2. Difféomorphismes préservant une mesure.

Rappelons que si f=1Id+¢eD?(T!) et si g est une mesure de probabilité inva-
riante par f, on a (II.2.6) po(f)=w(p). C’est cette définition que nous proposons de
généraliser. Pour la généralisation aux variétés, voir Fathi et Visetti [1].
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(2.1) Défimition de D;,(T").

Soient u une mesure de probabilité sur T" et
D, (T")={feD"(T") | fiu=p}.
D;(T") est évidemment un sous-groupe fermé de D'(T").
Alors on définit
pu: Du(T") >R

0 [ (f~1d)da.

On voit facilement que p, est un homomorphisme de groupe par le méme calcul
quen II.2.11, et que p,(R,of)=p+p,(f) si peZ"
Si w=m est la mesure de Haar de T", on a donc un homomorphisme continu surjectif :

om: Du(T") >R >0
tel que om(Ry)=aeR"

Remarque (2.2). — Soit f un homéomorphisme de R", f—1Id étant & support compact, qui
laisse invariante une mesure de Radon p.; alors w(f—1Id)=o0eR"

Démonstration (d’aprés A. Chenciner) :

On voit facilement que w.(f*—1Id)=/ku(f—1Id). Si u(f—1Id)+o alors,si k— oo,
une composante de ku(f—1Id) tend vers +oo. Mais f*—1Id est une fonction a support
compact, bornée indépendamment de %, puisque f—Id est & support compact, d’ou
une contradiction. W

(2.3) Groupes D(T") et D5(T").

Soit weA*T(T") une forme différentielle constante (i.e. harmonique pour la
métrique plate de T"); on suppose qu’en degré maximum :

wln=Q=dx;Ndx;A ... Nd%,.

Considérons, pour r>1, le groupe DJ(T")={feD(T")|f*w=w}, qui est un sous-
groupe fermé de D’(T"). On a :

R'— D) (T") - D; (T").

On a donc un homomorphisme (continu) surjectif de groupes :
't DL(T"—>R"'—=0

défini par fHJT" (f—1d)dm.
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(2-4) X5(T").

Soit X5H(T") Pensemble des champs de vecteurs sur T" de divergence nulle.
(On identifie canoniquement X'(T") avec C’(T”, R").) On définit un homomorphisme
d’algébre de Lie surjectif :

pa: XH(TH—->R"—>o0
par fe f-r" f(x)dm.

Si ¢eD(T") etsi «acR” est un champ de vecteurs constant, on a alors :

Pa(p.0) =po(0)=a avec ,a=Dgpogp'.a

Lemme (2.5). — Soit geX{(T"), r>1; soit exp(ig)=f,eDa(T") le groupe a un
paramétre engendré par g; alors on a :

en(Sf1) = palg)-
Démonstration. — On écrit :
Jilx) = x + a(t) + (%),

avec «(t)eCl(R, R") et an o, (x)dx =o.
On a pour x fixé :

D)=l
mais : [ 8(fia))dx = g(x)dx=pale)

puisque x> f(x) préserve m=dx.
On a aussi :
dfi(x) do d
dx = —dx—l—f —,(x)dx
an dt m dt dt (%)
_da
Tdt”

Donc %zpo(g), soit a(t)=tpa(g) (puisquesi t=o0, ¢y(x)+a(0)=o0). On a finalement :

en(f1)=a(1)=pqa(g). m

(2.6) La proposition suivante montre bien que p,, joue un réle analogue a la
fonction de rotation sur Diff? (T"). Ce qui permet de conclure a partir de la décompo-
sition de A.2 une conjugaison d’'un fa R, si p,(f)=a avec « bon et f proche de R,.
Sur T, on utilisait III.4.1.1.

Soit w une forme différentielle comme en (2.3).
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Proposition (2.6.x). — Soit «cR" satisfaisant une condition diophantienne et soit VE°
le voisinage de R, dans la C**-topologie déterminée par A. 2.
Si feVEINDZ(T") et o,(f)=a alors :
f=g'oR,0g avec geDZ(T™.

On a le lemme suivant de W. Thurston [1] :

Lemme (2.6.2). — Soient geD®(T") et w,eA(R") une forme constante sur R* de
degré 1. St R, est sur T" une translation ergodique, et si :

—1 * .
(g7 e R, 0g) w;=u;
alors grw,=w;.
Démonstration. — On a sur T" : (g 'oR,08)'w;=w;, donc Riog*w,=g"w,.
Comme la forme g*w, est laissée invariante par R}, g*w, est une forme constante.

Comme g est homotope a I'identité, ’intégrale de g*w, sur tout i-cycle de T”" est
égale a lintégrale de w; sur le méme cycle, d’oui il en résulte que g"w,=w;. W

Remarque (2.6.3). — Soit geDiff)(T"); si g~ 'oR,0g laisse invariante la mesure m
de Haar de T" et si R, est sur T" une translation ergodique, alors on a g,m=m.

Démonstration de (2.6.1). — Par A.2, il existe geD®(T") et R, tels que
fZR)\og—loRaog.

Or R_,of préserve la forme w, donc, d’apreés le lemme précédent, geDy (T").
On a donc :

pm(f) = Pm(R)\) + pm(Ra) =A + x.
Or p,(f)=a, donc A=o0 et par conséquent :
f=g 'R, 0g avec geD2(T". m
Remarque (2.6.4). — On a une proposition que je n’énonce pas en C" avec perte

de différentiabilité, en C®, et aussi sur les champs de vecteurs de divergence nulle (voir
Herman [8] et Moser [1]).

(2.6.5) ¢, est trés loin d’étre 'unique invariant de conjugaison.

Exemple 1. — Soient a={(ay, ay)€R? et le champ de vecteurs :

g%y, x5) = (ay+a, cos 2m(x;+ %) + a5 cOs 27(x,— Xy), 0xy— @, COS 270(Xy +X;5)
+a, cos 27 (x;— x,)) €C9(T?2, R?);

g est de divergence nulle; choisissons a; et a,ecR—{o0} tels qu’il existe x,eR? vérifiant
g(x,)=o0. Soit f; le groupe & un parameétre engendré par g. On a :

Pm(fl) = Pﬂ(g) = (“1’ “2) ERza
mais fi(x,) =%, (i.e. f; a x, comme point fixe) et il n’est donc pas C%-conjugué a R,.
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Exemple 2. — Soient
81(%1, %2) = (%, + asin 2mxy, x5) et gy(xy, xp) = (%1, X, + a sin 27x,).

On suppose a>1. Alors f=gog; ' préserve la forme volume dx;Adx,. Mais, pour
tout AeT? R,of a un point fixe sur T2

3. Etude des invariants H, sur D’(T").
On a la proposition suivante qui généralise T. Saito [1].

Proposition (3.1). — Soit feD*(T") tel que la suite {f*|keZ} soit équicontinue; alors,
 pId

st k—>+o0, converge uniformément vers o( f)=acR". §i R, sur T" est une translation
ergodique, alors f est CO-conjugué a R.
Démonstration. — La famille :
{f*—I1d—f"*(0)eC*(T", R") | keZ}
est aussi équicontinue et bornée en o; par Dieudonné [1, VII. 5, Ex. 11], elle est bornée :
sup| f*—f*0) —1d], < +<o,
et par (1.6), si A—-oo, fi-ld
dérons pour keN :

converge uniformément vers p(f)=acR". Consi-

k—xfi_i“-

Sk(f):iEO 5

la suite {S,(f)—1Id|keN} est équicontinue, par (1.6) elle est bornée, donc relativement
compacte par le théoréme d’Ascoli; il existe donc une suite d’entiers k;— oo, ol
i—>-+oo, telle que S, (f)—Id converge uniformément vers ¢eC’(T", R") (lorsque
k;—+w). Soit g=Id+¢. On a:
fki—‘ Id—kid

Su(f) of =a+ Sy (f)+
Mais d’aprés (1.6) :

sup | ff—Id—ka |y <+oc0.

K

Si k;— o0, on a par passage a la limite, gof=R,o0g. Par suite, si keZ, gof*=R,,0g.
Soit G l’adhérence de {f"|neZ} dans C°(T", T"); G est en fait contenu dans Diffy(T")
par Bourbaki [3, § 3, n° 5]; G est donc un sous-groupe abélien compact de Diff(T").
C’est maintenant que I’hypothése disant que R, est une translation ergodique de T"
intervient. (On suit Saito [1].) Comme gof*=R,,0g et puisque R, est une translation
ergodique de T”, on a g(T")=T" Ona g(f*(x,))=kacT" pour keZ. L’application g

définit un homomorphisme par g(f")=g(f"(%)); & est un homomorphisme unifor-
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mément continu du sous-groupe {f"|n€Z}CG dans le groupe T”, et se prolonge
en un homomorphisme continu de G dans T".

Soit x,eT", avec g(x,)=o0. Soit G, le stabilisateur de x, pour I'action G xT"—~T",
(g %) g(x). Soit g, : H=G/G, —T" induit par . Comme {kx|keZ} est dense dansT",
on a g,(H)=T". Montrons que g, est un homéomorphisme.

On note H le dual de H, au sens de Pontryagin [1] (ou groupe des caractéres
de H). Comme G/G,, se plonge comme un compact de T" (c’est orbite de x, par G
dans T"), la dimension topologique de H est donc <z. Comme g,: H->T"—>o0, on a
0—>2Z"—>H. On conclut d’aprés Pontryagin [1, section 38] que :

dimension (H) = rang(H) =7,

donc H a un point intérieur dans T" d’aprés Pontryagin [1, section 38, B] et par la
structure de groupe, H est donc ouvert; comme H est compact, H=T". Si on désigne
par ®:H->T" Papplication A h.(x,), on conclut que ® est un homéomorphisme
(et de plus {f*(x,)|k€Z} est dense dans T"). Or, on a g =go®. Comme g est
homotope a Iidentité, on conclut que (gy),: 7 (H) - =;(T") est un isomorphisme;
puisque g; est un homomorphisme continu de H sur T" qui induit un isomorphisme
sur le m;, g, est donc bien un homéomorphisme. Donc g=g,0®~' est un homéomor-
phisme, et comme gof =R,0g, f est C'-conjugué 2 R,. m

Remarque. — Soit feDiffg(T"), tel que Z,={f"|neZ} soit équicontinue; si f~ est

un relévement de f, il n’est pas difficile de voir que Z;={ f;’]neZ} est équicontinue
dans D°(T").
Pour la définition de H,, se rapporter & 1V.1.2.

Proposition (3.2). — Pour 1<r<+o0, soit feD'(T"), avec H,(f)<+oo sir est
f—1d
k

Simi (et Hy(f)<-4oo pour tout k si r=-4o0). Alors, si k—>-+o0, converge unifor-

mément vers o( f)=aeR" i R, est sur T" une translation ergodique, alors f est C"~'-conjugué
a R, :f=g"'R,0g. De plus, D"~ g est lipschitzienne.

Démonstration. — 1) Cas o r=1.
Alors {f"|neZ} est une suite équicontinue dans D°(T") et on applique la propo-
sition précédente, f=g 'oR, og avec geD’(T"). D’aprés IV.5.1, si on pose :

k—-lfi__ o

Sk(f)zigo E ’

S.(f) converge uniformément, quand £— 4o, vers R og pour la CO-topologie, avec :
cszncp_l(x)dx si g t=Id+¢_;.

Comme en IV.6.3.1, on conclut que g est lipschitzienne (mais je ne sais pas

1

si g~ est lipschitzienne).
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2) Cas ot r=2.
k-1D T
Puisque H,(f)<-+oo, considérons DSk(f)———‘E A
=0

équicontinue puisque ¢=sup |D?*f*|;<+o0, et méme :
k

|DS,(Sf) (1) =DS(f) (D) < llx—o] (%)

Comme toute dérivée partielle d’une fonction de C'(T") s’annule en au moins un point,

. La suite (DS,(f));>1 est

on voit facilement que (DS,( f)) est une suite de fonctions équicontinue et bornée, donc
d’adhérence compacte dans C°(T", Z(R", R")) pour la C’-topologie. Soit (k) une
suite d’entiers telle que si 1—> 400, k;—>+o0 et DS, (f) converge uniformément vers 4.
L’application g définie en 1) est dérivable et Dg=#h; de plus, par passage a la limite
dans (%), on conclut que £ est lipschitzienne. Montrons que g est un difféomorphisme
de classe C'. On a, si keN, gof*=R,,0g, donc det(Dg)of*=det Dg. S’il existe x,eT"
tel que det(Dg(x,))=o0, on conclut par la minimalité de f et la continuité de det(Dg)
que det(Dg)=o0. Or ceci est absurde avec g:T"—T" de classe C' et homotope &
I'identité.

Pour r>3, on démontre la proposition de fagon analogue.

Si r=+o0, il suffit de voir que f est C*-conjugué & R, pour tout % fini par I1.3.3. m

(3-3) Difféomorphisme H°.
Pour les définitions des espaces H®, voir Ebin [1]. Soit, pour s entier, s>g 41
DH*(T") ={ f=1d + ¢eD'(T") | e H*(T", R")}.
Pour la topologie H’, DH*(T") est un groupe topologique, par Ebin [1]. Soit
Hy(f) = sup | Df |gs-1eR=RU{+o0}.
Remarquons que si f est conjugué dans DH*(T") & R, alors Hy(f)<-+oo.

Proposition (3.3.x). — Soit feDH*(T") avec Hys(f)<-4o0; alors :
ff—1Id

lim

=ueR",
k—>+ow

et si R est sur T" une translation ergodique, alors f est conjugué @ R, dans DH*(T").
Commencons par un lemme.

Lemme (3.3.2). — Soit B un espace de Banach réflexif de norme |.|; soit A : B—B linéaire
continue. Soit @eB avec :

n—1
sup | X Afp|<-+oo;
n =0
alors 1l existe yeB tel que Y—AY=o.
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Démonstration (d’apres Petersen [1]).

Soit C ’enveloppe convexe fermée des (‘ZoAicp)nE n; G est convexe compact pour
la topologie faible et I’application L: ¢+ AJ+ ¢ est faiblement continue et laisse C
invariant. Par un théoréme de point fixe (par exemple le théoréme de Markov et Kaku-
tani, version affine), L a un point fixe : L($)=1{, donc A+ ¢=1.
Donnons une autre démonstration si B est séparable. Cette autre démonstration, nous
semble-t-il, explique IV.5.1. La boule unité de B est alors faiblement compacte et

métrisable; soit
1

¢n=%(<\o+...+i§ Alg).

0

Comme sup |{,| <400, il existe une suite d’entiers (n,) telle que si i—+o0, 7;— o0,
et §, converge faiblement vers un {eB. On voit facilement que Ay +o¢={¢. m

Remarque. — Le lemme est inexact si B n’est pas réflexif.

Exemple. — Soient 0<a<§% fixé, f(x)=x-+asin2nx et ¢(x)=sin 2mxeCO(T?).
n—1

Ona sup| X gof’|y<-+oo parIl.2.5 (inégalité du nombre de 1otation), mais il n’existe
n i=0
pas de $eCO(TY) tel que ¢—Yof=0e.

(3-3.3) Démonstration de (3.3.1).

Comme s>§—|—1, Hy(f)<+oo implique que H,(f)<4oo et, d’apreés (3.2),
f=g'oR,0g avec geD’(T"); il reste & montrer que geDH*(T"). Si on écrit :
S=Ild+¢+a,

on a, pour % entier :
1

k.—
fi—Id—ka= X gof .

e=0
On déduit de (1.6) et de ’hypotheése Hys( f)<-+oo que
k—1
sup | Zocpofi[H:< +oo.
oY=

Or H*(T", R") est réflexif (méme Hilbertisable), donc, par le lemme précédent, il existe
geH(T", R") vérifiant ¢—¢of=¢. Si g=Id+¢, on a gof=R,og. Puisque
s>g+1, g:R">R" est de classe C. Or f est C’-conjugué a R, et R, sur T”, est une
translation ergodique; par une démonstration identique a celle de (3.2) (cas de r=1)
on montre que geD'(T"), donc geDHYT"). m

Remarque. — C’est finalement la non-réflexivité de C°(T') qui a compliqué la

démonstration de V.6.4(!).
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(3-4) Définition de H,. — Les propositions (1.2) et (1.7) rendent naturelle Iintroduction
d’un invariant H,.

Pour tout entier v, o<r<+oo, définissons sur D} (T") Pinvariant H, par :
H.: D;(T"—R
H,(f) =sup | f*—Td—Epp(f)ler-

H,:D,(T")—~R est évidemment semi-continue inférieurement pour la C'-topologie.
Par (1.5) et IV.1.1, on a la

Proposition (3.4.i). — 8t feD[(T") est C'-conjugué dans D'(T") a R,, alors
ou(f)=a et H(f)<-+oo.

Remarque (3.4.2). — Par (2.6.3), si feD](T") etsi p,(f)=a est tel que R,
soit sur T" une translation ergodique, il est équivalent que f soit C’-conjugué a R,
dans D’(T") ou dans DJ,(T").

Remarque (3.4.3). — Si n=1 (i.e. sur T') on n’a pas besoin d’invariant H, par
I'inégalité du nombre de rotation II.2.5. Si 1<r<+4o0, l’invariant H, a un sens
sur D’(T") méme s’il n’existe pas de vecteur de rotation.

4. Etude de Péquation linéarisée.

(4-x) Soit 0<r<w non nécessairement entier; on pose :
Cj(T") = {peCr(T7) ancp(x)a'xzo}.

Si R, est une translation ergodique de T”, on considére P'application linéaire continue
L, : G(T") — Ci(T") définie par L (¢)=¢—J¢oR,. Etant donné ¢eC}j(T"), on
cherche a résoudre en ¢ Iéquation ¢—{oR, =¢.

Remarque (4.2). — Pour tout 0<r<w, r entier, Im L] est dense dans Cj(T")
pour la C'-topologie (si 7 est non entier prendre la C'~°-topologie) puisqu’il contient
les polynémes trigonométriques d’intégrale nulle.

Proposition (4.3). — Soient o<r< oo, r entier, et o tel que R, soit une translation
ergodique sur T". L’ensemble des ¢eCj(T") tels que :
k—1

,}gf(‘i§0¢°Ria|c'):0
est un Gy dense dans Gi(T™) pour la C’-topologie.
Démonstration. — Par un argument de semi-continuité supérieure appliqué a :

k—1

e Inf(| Z 9oRy, o) =Ki(e),
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G=(K))"*(0) est un G; dans C}(T"). L’ensemble G est dense dans C}(T") puisqu’il

contient les polynémes trigonométriques d’intégrale nulle : si ¢p=¢;—9,0R, avec
k—1

9,€C’(T"), alors iz poR;,,=¢,—@,0R,, et il suffit de choisir une suite d’entiers
=0

k—~-+4 telle que pour i—-+4o0, on ait k;—o0 (mod Z"). On a alors :

|pr—P10Rya|g—>0 si i>+o0. m

Proposition (4.4). — Lapplication L : GP(T") — CF (T™) est surjective si et seulement
st o satisfait a une condition diophantienne. (Dans ce cas LY est un isomorphisme.)

Démonstration. — Si LY est surjective, alors R, est une translation ergodique de T*
et alors LY est injective. Si on écrit les séries de Fourier de ¢ et ¢, on a formellement
¢~Txo avec :

I

hEZT (0} 1 — 2K

e2ni(k,z)

L’application LY est bijective (et donc est un isomorphisme d’espace vectoriel topologique
par le théoréme du graphe fermé) si et seulement si T est une distribution : il existe un
nombre p>o tel que pour tout keZ"—{o} on ait :

I

I— ezm'dc, a)

< (%] + 1)

avec |k|=2X|k]|, si k=(ky, ..., k). Ceci est une autre facon d’écrire que acT"
satisfait & une condition diophantienne (voir V.3). m

(4.5) Soit «xeT” tel que R, soit une translation ergodique de T". On suppose
qu’il existe B>o0 tel que l'inéquation :

(%) [[<iy ) [[<

I

|i]®
ait une infinité de solutions k,eZ"—{o}, |k;]|>2 (voir V.2 et 3).

Proposition. — Soit 0 <r< oo, entier ou non. Alors, pour tout >0, Im LI+~ BnCr(T")
est maigre dans Ci(T") pour la C'-topologie (st r+e—p<o, Ure o).

Démonstration. — D’aprés IV.6.7, eeIm L7~B+= si et seulement si
k
sup | X @oR, |o<+o0.
ieN =0

Par un argument de semi-continuité, Im L.~ #+¢nC;(T") est un F, dans G(T") pour
la C'-topologie. Par la structure d’e.v.t. de C}(T"), si Im LI~f+enCi(T")+Cy(T"),
alors Im L7~ #+¢n C/(T") est maigre dans Cj(T"). Il suffit donc de construire un ¢eCj(T")
avec @¢Im L2-P*+c A Paide de séries de Fourier lacunaires, on construit, pour
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I

|ki|r+e

tout €>o0, un ¢eCj(T") tel quesi |k]|—+ o0, |§(k)| ne soit pas 0( ) Alors, en

utilisant les séries de Fourier de ¢ et ¢, par (), e¢Im L. P+ m

Remarque. — Ceci montre que A.8 est (en un certain sens) le meilleur théoréme
possible.

(4-6) Rappelons (voir V.3) que «aeR" est de type constant si
Inf [B["[[<E, @ | >o.

Il est & noter que si ¢eCj(T") (et méme si

<PeHﬁ('l‘n)z{ Z ake2ni(k,a:) l zlk‘ZnIakl2<+oo})
|k| 0

alors il existe ¢el?(T" dx) tel que lon ait m-presque partout ¢—¢oR, =0q.
La proposition suivante est de Y. Meyer.

Proposition. — Pour tout acR— Q. il existe peCH(T") tel qu’il n'existe pas de e CY(T?)
vérifiant y—YoR, =0.

Démonstration (Y. Meyer). — On a nécessairement $~u*Deo avec

1 I )

= 2 _ g2mk:c
= o v k(1 — ™)

Tout revient a voir que p. n’est pas une mesure (de T'). Si « n’est pas de type constant,

alors sup |{i(n)| =+ o0, donc p n’est pas une mesure. Le probléme se pose donc si «
neN
est de type constant, ce que nous allons supposer.

Lemme. — Sotent g, les dénominateurs des réduites de o de type constant. Si . est une mesure,
alors 1l existe une suite d’entiers k;— oo avec j—>+oo et ceC—{o} telle que, st j— -+ 0,

(e2"iqij)p. converge vaguement (ou faiblement) vers ¢ dx.

Démonstration. — Rappelons que pour voir qu’une suite bornée de mesures p,
converge vaguement vers une mesure A, il suffit de tester sur un ensemble total de fonc-
tions continues de T Nous choisissons comme ensemble total (™), _,. Il suffit donc
de vérifier que, si peZ est fixé, et si n—-+ oo, alors @n([))—ﬁ(p). Puisque « est de
type constant, il y a, pour j—-co, une suite %; telle que &—>+-o0 et ;’l(—qk]_) —>c¢Fo.

. . 2miq, =
Alors, si j—>4o00, w=¢ %

(2mi(p—q,) (exp(emi(p—g)o)—1)™" si  pg,
o si =g

Or, pour peZ—{o} fixé, si j—>+4o0 on a :

w —cdx. En effet :

w(p)=

G(p)—~o (car ¢ T%">1)
et gi(0)—~>c. m
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La proposition de Y. Meyer résulte par ’absurde du lemme et de la proposition suivante
dont on trouvera une démonstration dans Rudin [1, (3.5), p. 66] :

Proposition. — Sotent m, une suite d’entiers telle que, si k— -+ o0, m,— -+ o0, et p une
mesure de T'. Si k—+ oo, et si (e*™™%) u converge vaguement vers une mesure X, alors \ est sin-
guliére par rapport & la mesure de Lebesgue.

(4.7) Rappelons que «cR est de Liouville si R, est sur T” une translation ergo-
dique et si pour tout entier j, il existe keZ"—{o}, |k|>2, tel que :

(*) [[<ks 2> [<
(Voir V.5.)

I

|51

Proposition. — Pour tout acR* de Liouville, Im L) N CP(T") est maigre dans CZ(T")
pour la C=-topologie.

Démonstration. — Par le méme argument qu’en (4.5), il suffit de construire un
eeCP (T tel qu’il nexiste pas de $eCH(T') vérifiant $—YoR, =¢. Soit :

o= E ((I _82ni<kj,a))e2ni<kj,a:) —|—-(I — 2mick;, a))g— 2m‘(kj,z)),
JEN

ot (k;);cy est la suite définie en (#). Par (x), ¢eCy(T" R). Soit ¢~ .Z“ (¢7mickj > = 2mihj 23y,
JE
¢ est une distribution et on a, au sens des distributions, ¢—{¢oR,=¢. Evidemment,

¢ n’est pas dans LY(T" dx); or s’il existait ¢,;eL!(T", dx) vérifiant m-presque partout
$1— 0 R, =09, ¢, aurait les mémes coefficients de Fourier que ¢; un tel ¢, dans L1
ne peut donc pas exister. W

Remarque. — Soit m=dx la mesure de Lebesgue, et soit acR— Q. Si ¢ est une
solution m-mesurable de I’équation :

$—{JoR,=¢ m-presque partout,
avec ¢ dans L(T% dx), on a nécessairement f:cp(x)dxzo (Anosov [1]).

Il se peut que ¢eC®(T") vérifie f(:cp(x)dxzo, ainsi que
Q)

omika

sup -+ o0,
K 1—e
que « soit un nombre super de Liouville (x¢eR—Q), mais que ’équation ¢—¢oR, =¢
ait une solution ¢ m-mesurable! (Pour de tels exemples, voir Anosov [1].)

On peut montrer (voir Jones et Parry [1] ou Herman [7]) que pour tout nombre
de Liouville acR—Q il existe ¢eCy(T") tel que Péquation $—{¢oR, =¢ n’ait pas
de solution m-mesurable ¢.

(4-8) Soient acR—Q, et (g, les dénominateurs de réduites b de «. La propo-
sition suivante précise la proposition (4.3). In
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an—1
Proposition. — Si ¢eCS(T") est absolument continue, on a Lm IEO eoR,|,=0.
Démonstration. — Soit : ‘
BV, (T")={peC}(T") | ¢ sur [o, 1] est & variation bornée};

la variation totale de ¢ sur [o, 1] est notée Var(¢). Pour la norme |¢|y=|¢|,+ Var(ep),
BV (T") est une algebre de Banach et sa topologie s’appelle topologie de la variation.
Soit 6:BV,(T!)—RY :
apn—1

¢ — (l i§0 cP°Riazlo)ne!i°

D’aprés I'inégalité de Koksma, VI.3, on a :
Im 6 C £ (N) ={(x;) €R" | || = sup | ] < + o0}

On montre facilement en utilisant I’inégalité de Koksma que pour tous f et geBV(T?)
on a :

18(F) —0(g) | < Var(f—g);
0 est donc continue.

Soit ¢y ={(x;) e¢*(N) ]iliin x;=0}; ¢, est fermé dans son bidual /*(N); 6~ (c,)
est donc fermé dans BV, (T?) pour la topologie de la variation (topologie définie par
la norme | |y). Si ¢ est un polynéme trigonométrique dans CJ(T'), on a 6(¢)ec,.
Or P’adhérence de I’ensemble des polyndmes trigonométriques dans BV (T?) est le sous-

espace des 9eBV(T') qui sont absolument continues. Il en résulte que, si eC5(T")
est absolument continue, 6(p)ec,. B

Remarque (4.9). — Soient ¢eCP(T'), «cR—Q; par (4.8), on conclut que, si

ap—1
n—-+ow, X @oR,—~o0 dans la C-topologie.
i=0
n—1
(4-10) Nous avons vu en VIII.1 comment majorer les sommes ¢, ,= 2 ¢oR,,
i=0
si @:T!—-R est une fonction a variation bornée (f 1<p(x)dx=0), en fonction de =
T
et de Parithmétique; sur T! cette majoration est génériquement « mauvaise ».
On se donne ¢eC®(T'), telle que lecp(x)dxzo et que ses coefficients de
Fourier vérifient $(k)=+0, pour keZ—{o}.

Noter que ceciimplique, pour g €Q/Z, qu'ona 1i>rr} ICP"’T”/AO >o0; et aussi que la suite
n-—-
de fonctions |¢, ,,| converge m-presque partout vers -+ oo, si n—>+oo.

On se donne A:N-—R’ croissante telle que ligrn Tn) = + 0.
n-—> 0 n

Proposition. — I existe un Gy dense, G, dans T'—(QJZ), tel que si acG, on ait
'Y)(OL)= Slil:l, ([cpn,alO/)‘(n))= +OO'
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Démonstration.— n : T'—R est semi-continue inférieurement, donc G, =%"*(+o0)
est un G, de T, dense dans T! puisque Q/ZCG,. Il suit que G=G,;Nn(T'—(Q/Z))
est un G4 dense. m

(4.1x) On se donne ¢ comme en (4.10).

Proposition. — Pour un ensemble résiduel de acT'—(Q[Z), [équation ¢—{oR,=0¢
(égalité m-presque partout) n’a pas de solution m-mesurable ¢ : T'—R.

Commengons par remarquer que, si ¢ et « vérifient I’équation, on a, m-presque
partout, ¢_¢°R(n+1)a:<{’n,a-

Lemme. — St ¢ : T* >R est mesurable, alors la suite de fonctions (|¢—¢oR,,|),cn est
telle que si (m;);cy est une suite d’entiers, alors, st i+, |, .| ne peut converger m-presque
partout vers - co.

Démonstration. — Puisque { est m-mesurable, on a :

AliT m{xeT! | |{(x)|>A}=o.
Or, pour tout 7 fixé, on a :

m{xeT! || §()— $oR,u()|>A) Smlxe T 4(0)] ou | 9oRu(s)[> 7]
SQm{xeTIHala(x)[Z%}.

Il en résulte que la suite de fonctions (|¢—¢oR,,|),cx est unesuite bornée en m-mesure,
donc aucune sous-suite ne peut converger m-presque partout vers +oo (voir Halmos [1]). m

Remarque. — 11 suit du lemme précédent et du théoréme ergodique que si
y—JoR,=¢ avec ¢:T!'—>R m-mesurable et ¢eL!(T? m), alors lecp(x)dxzo.

Démonstration de (4.11). — Considérons la fonction semi-continue supérieurement
M:T'—->R,_ définie par :

M (o) — inf f S S
(m) n21 '_l‘1 I _l_icpn,u(x)l

Soit G=M"!(0) qui est un G; de T, dense dans T' puisque Q/ZCG. Or, si « est
tel que M(a)=o0, il existe une sous-suite (n;);cy d’entiers, vérifiant n,— 4 oo pour
i+ oo, et telle que, si i—+ oo, la suite de fonctions |, ,| converge m-presque partout
vers +oo. Par le lemme, si aeG, I’équation $—{¢oR,=¢ n’a pas de solution m-mesu-
rable ¢. L’ensemble considéré est bien résiduel puisqu’il contient le Gy, dense dans T?,

GN(T'—(Q/Z)). m
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5. Groupe produit gauche et perte de différentiabilité.

(5.x) Remarque en guise d’introduction.

(1) Soit f(xy, xg) = (% + @(x5) + oy, X3+ &5), avec a,€R, a,cR—Q et ¢eCH(T?).
On suppose qu’il existe $eCO(T?) vérifiant ¢—$oR,=¢; soit alors :
g(%, %) = (%1 + b (%5), ).
On a:
S=g"oR,0g
avec R (x, x)) =(x%; + oy, x5 + o).
On peut dire que pour les f de la forme (1), le probléme de conjuguer f & une
translation se raméne a I’étude de I’application linéaire (en une variable de moins) :

b y—doR, =L, ().
On peut ainsi interpréter « géométriquement » les résultats sur ’application
YeCY(T!) > §— PoR, cCYTY)
en construisant un difféomorphisme de T? de la forme (1).
Anzai [1] a appelé les difféomorphismes de la forme (1) des « skew products »

(ou produits gauches). Fiirstenberg [1] étudie de tels produits gauches, en général non
homotopes a I’identité. Nous nous proposons d’en donner rapidement quelques propriétés.

Définition d’un produit gauche (ou extension).

Soient X, Y deux ensembles et G un groupe de permutations de X. Soit f: Y=Y
donné. Un produit gauche au-dessus de f est une transformation :

F:XXY - XxY, F(x)=(g(x),f(»)

ou yeY—g,eG est une application.

Noter que si p: XXY—Y est la seconde projection, poF =fop, et que si f est
bijective, F Pest aussi.

On se placera dans le cas ot Y=T""!, X=T" et G=T! agissent sur T* par trans-
lation : yeT" ' (0 - g,(6) =0+ ¢(») (mod 1)), avec ¢eC’(T"~!). En fait, il est plus
commode de travailler dans R" le revétement universel de T".

(5.2) Définition de SW'(T") CD;, (T").
On pose SW'(TY={R,|aeR} et FeSW'(T") si F(x,)=(x+o(»),f(»)) avec
SeSWH(T"Y) et ¢eCr(T"Y). Il suit que feSW'(T") si
f(xla Koy ooy xn):(xl +cpl(x2a R ] xn)> x2+(92(x3’ ] xn)) R xn+d'n)

avec, pour 1<i<n, ¢eC(T""%) (et «,eR).
SW'(T") est alors un sous-groupe fermé de D; (T"). Remarquons que SW'(T") est
contractile dans la C’-topologie.
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(5-3) Rappelons que, si 0<r<+o0 et feSW'(T"), on pose :
Hﬁ(f)=:1611; | f*—1d—kp,.(f)|reR;

si feSW'(T") et p,(f)=a=(ey, ..., %,)ER", on pose :
p()=(ag, ..., a,)eR"7L
Proposition. — Soient 0<r<+-oco et feSW'(T"), telle que R, soit une translation

ergodique sur T~ . Alors une condition nécessaire et suffisante pour que f soit conjugué dans SW'(T™)
a R, est que si 0<r<-+4o0, H/(f)<H4 o0, et si r=-+4o0, Hy(f)<+ o0 pour tout k fini.

Démonstration. — Par (1.5) et (3.4.1) la condition est nécessaire. Montrons qu’elle
est suffisante. On le démontre par récurrence sur n. Pour n=1, SW'(TH)~R et c’est
trivial. Supposons la proposition démontrée pour n— 1. Montrons qu’elle est vraie pour n.
L’application f induit sur R*~! un difffomorphisme f,eSW'(T""!) (R*=RxR"71), et
il existe par récurrence heSW'(T"™') tel que hofjohy' =R, ,; soit heSW'(T")
défini par A=IdXx#%;; on a: -

Bofoh™' = (xy+ @1(Xay «« vy %), X+ gy v vy X, ).
On a de plus H(hofoh ™)<+ 00, si 0<r<+4 oo (et pour tout r fini, si r= -+ o0). Or:

k
H (hofo h—l) = sup | z (P1°Rip(a)—k“1l0'< + o0
% i=0

avec alszn_lcp(xz, ey %)d%,® ... ®dx,. Par IV.4.1, il existe $eCy(T"" 1) tel que
q)_—'Y‘I')ORp(a):(Pl_al'

Soit g:R"—>R" définie par
gy, ooy X)) =X F YKoy « o vy Xy), Ky o vy Xy)e

On a geSW'(T") et gohofoh log'=R,, donc goheSW'(T"). La proposition en

résulte par récurrence. m

Remarque. — 11 est équivalent de dire que f est conjugué a R, dans SW'(T") ou
dans D'(T") (par (5.3), (1.5) et (3.4.1)).

Proposition (5.4.1). — Soit acR" tel que p(«) satisfasse & une condition diophantienne.
Il existe deux entiers r1,>ry, ayant la propriété suivante : si feSW'(T") avec rn<r<w et
st ou(f)=uw, f est O~ "-conjugué a R, dans SW'="(T") (ot r—ry=00, @ i r=00, ®).

Démonstration. — Identique a celle de (5.3) en utilisant A.8. m

Proposition (5.4.2). — L’adhérence dans la C*-topologie de Iensemble des feSW*™(T")
qui sont C®-conjugués a une translation est SW=(T").
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement de (5.4.1) et du fait que Pensemble
des «cR" satisfaisant & une condition diophantienne est dense puisque de mesure de
Lebesgue pleine. m

Remarque (5.5). — Une application de (4.5) laisserait supposer que 7, est pour
n(n+1)
2
de différentiabilité donnée par A. 2, qui donne pour presque tout p(«) une perte de n+-¢!

presque tout p(a)eR"~! de lordre de . Ce qui est bien supérieur a la perte

(5.6) Perte de différentiabilité.

La proposition suivante montre qu’on a pour T”, n>2, des exemples analogues
a ceux que nous avons donnés pour T! en XI.4.1. En fait ces exemples sont presque
triviaux (ce qui n’est pas tout a fait le cas pour T?). Ils donnent & une unité de moins
la perte de différentiabilité escomptée par A.2.

Proposition (5.6.1). — Soit acR"™ tel que R, soit sur T" une translation ergodique;
pour n>2 et 0<r<+ oo, il existe feSW'(T") vérifiant o, (f)=o et non C" ="+ * < conjugué
a R, dans D" "*3(T") (si r—n+1+e<o, lire C°). De plus, il existe un tel f dans tout
Cr-voisinage de R,.

Démonstration. — Soient
=0ty « .y &),
et f(xl, ey x”)=(x1+al+¢1(x2, “eey xz), x2+a2, e eey xn—l_an);

on a, pour p=n—1I1—e :
k
H;—p(f) = Sukp I‘go P1 °Rip(a)lc"l"

On choisit ¢; comme en (4.5) (i.e. ¢,¢Im L7 .?NCH(T"~ ) et on conclut par la propo-
sition de (5.3) et la remarque qui suit. ®

Proposition (5.6.2). — Soit acR" tel que p(a)eR*~1 soit de Liouville. Pour tout n>2
et tout C”-voisinage O de R, dans SW®(T"), il existe feO vérfiant o, (f)=o mais non
CO-conjuguée & R, dans D°(T™).

Démonstration. — Ultiliser 'invariant H; dans un exemple analogue a celui de
(5.6.1) en utilisant (4.7). m
(5.7) Minimalité.

(5.7.1) Soit feSW'(T?) définie par f(x,, x;)=(x;+(x,), xa+a), ot acR—Q,
eeCH(TY) (i.e. f_l_lcpdmzo). On suppose quil n’existe pas de $eC’(T') vérifiant
y—¢oR,=¢. Soit f:T?—>T? le difféomorphisme obtenu par passage au quotient.
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Remarque (5.7.2). — Par (4.7), pour tout nombre de Liouville acR— Q_,
existe feSW®(T?) comme ci-dessus.

Proposition (5.7.8). — f est un difféomorphisme de T2 minimal.

Démonstration. — Par Gottschalk et Hedlund [1, (14.13)]. Le difféomorphisme
de RXxT? défini par (xq, xy) > (x,+¢(%s), X5+«) a un point de RxT!, d’orbite dense.
Il suit qu’il existe un x=(xy, x,)eT? tel que {f"(x)|neZ} soit dense dans T2.

Supposons que f ne soit pas minimal; alors il existe un ensemble minimal compact
non vide pour f, MCT? M=#T2 Si p:T2—>T! est définie par p(x;, x;) =x,, alors
p(M) est invariant par R, donc p(M)=T Soit y=(x;,,)eM, tel que p(x,, *,) =1x,;
comme f commute avec la translation Ry sy Mi=Ry, (M) est un ensemble
minimal pourf, et M;+T?; or xeM,, et {f"(x)|neZ} est dense dansT?; par ’absurde,
il en résulte donc que f est. minimal. m

Remarque. — (5.7.3) résulte aussi de la formulation plus générale suivante (voir
Firstenberg [1] et Parry [1]) :

Soit f un homéomorphisme de Uespace métrique compact X non vide qui est minimal (resp.
uniquement ergodique ayant pour unique mesure de probabilité invariante w). Soit ¢ : X—>T?
continue. Le produit gauche F :T'XX —T'xX défini par F(0,9)=(04+ (), f(»)) est
minimal (resp. uniquement ergodique) si et seulement si, pour tout keZ—{o}, Iéquation :

bof(p)=emW¢(y) (yeX),

n’'a pas de solution non nulle §: X—GC qui soit continue (resp. w-mesurable).

Cette formulation implique que le C®-difféomorphisme f:T?—T? défini par
Sy, %5) = (¥1+%9, ¥5+0a) avec «eT'—(Q/Z), est strictement ergodique (avec pour
unique mesure de probabilité invariante la mesure de Haar). Mais f n’est pas conjuguée
a une translation puisque non homotope a l’identité.

Remarque (5.7.4). — Soit feSW*®(T?) comme dans (5.7). Alors, par (5.3),
H(f)=+o0, etpar (4.9) K,(f)=o0. Donc, si f'}, est adhérence de
={f"+p|p etndans Z}
dans SW®(T?) pour la G®-topologie, G, a la puissance du continu par XII.3.2 etona
I’homomorphisme de groupes continu injectif :
0——>(~}f—p—’>R défini par  py(¥; + ¢(%5), X3+ &) = .

L’ensemble pz(é/) est de mesure de Lebesgue nulle dans R, puisque p,(G;) est
contenu dans la réunion de I’ensemble des nombres de Liouville et de ’ensemble des
nombres rationnels. Ainsi, dans D*(T"), K (f)=o0 n’implique nullement que f soit
Co-conjugué a une translation, contrairement au cas de T! (voir X.1.4).

6. Etude du voisinage V¥, de A.2.

Nous allons montrer que le voisinage V& du théoréme A.2 de I’annexe ne peut
étre remplacé par un voisinage dans la C'-topologie, pour n=4g (et aussi évidemment
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pour z>3). Il suffit de le montrer pour la proposition (2.6) ci-dessus, qui est un corol-
laire de A.2. On rappelle que Q=dx;A...Adx,, et que Pon a posé :

DE(T") ={feD*(T") [ /*Q=Q}.
Proposition. — Pour tout «cR3? tel que R, soit une translation ergodique sur T3, il existe

une suite ( f;) d’éléments de DG(T®) telle que, si i—+oo, f;i—~R, dans la Cl-topologie, et telle
que Uon ait :

1) pu(fi)=a pour tout ieN;

2) pour i assez grand f; n'est pas CO-conjuguée a R,.

Démonstration. — Nous allons construire une suite (g);cyC X§(T") de champs de
vecteurs de divergence nulle convergeant vers le champ de vecteurs constant

a={(ay, 0y, oz) €R3
dans la C'-topologie, et vérifiant
ealg)= La gidm =o.

Si fi(t)=exp(tg) est le groupe a un parametre engendré par g;, on choisira g; tel que

SHx) —x;

pour tout i, il existe x;eR" tel que ——— e converge pas vers « si n—>-+4o0 (de
(ny %) —x . . .
plus fi”(xl)—xiz—’(—’ni)——-' , sifi(¢, x) est le groupe & un parameétre exp(lg,) engendré

par g). On aura alors pour tout i, avec f;=-exp(g)eDg(T?)
1) en(fi)=a par (2.5);
2) f; converge vers R, dans la C!-topologie, si i—-+o0;
3) les f; ne sont pas C°conjugués a R, (par (1.5)).
Construction des g;.
Soient :
9=(41, 42, G5 €(Z—{0})%,  ¢'=(qi, %5, 0)e(Z—{0})*x{0} et  p=(q, q;, 3;)€Z’;

on pose sin 2w ¢, x> =sin 2n(g; %y + go¥s + ¢ga¥3). Soit g le champ de vecteurs de T3
de composantes :

oy + B(#) sin 2n{q, x>+ B(fb) sin 2w {q’, x>
% ‘A
oty —2 B(#) sin 2w {q, x>— B({)) sin 2n{q’, x>
2 2
g+ B(2) sin 27t <{q, ¥)

avec B(p)eR—{0}; on a geX{(T?) et pu(g)=q.
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Assertion. — Les inéquations :
Kgw>| <Ipip)] |2 —2
G %
G 29
<Q’> 0('> _<_ — ‘
l |<[B(p)| . o

ont une infinité de solutions p'eZb (p'=(¢', (¢')}) dont toutes les composantes sont non nulles,
et telles que |B(p))|—>0 si i—+oo. @
¢)"

De plus, si i—+oo, les rapports % @)
72

g

sont uniformément majorés par

i
i
- b]

2

k>0 et minorés par 7 indépendamment de 1.

Fin de la construction des g; en admettant I assertion.

On choisit les ', (¢')' et B(p") par lassertion. Alors, si i—>-o, g—a dans
la Cl!-topologie. Montrons que si f;=exp(g;), alors les f; ne sont pas C°-conjugués
a R,. Soit f;(¢, x) le groupe a un parameétre engendré par g;. On a :

A a=esplis(), L gt e flon=r

Il en résulte que

i

2 Jo )= > +B(9) ((Z;‘),. - (;’Z),.) sin 27((¢)’, > (1, )
0 : . 1)} )} .
& a7 o6 =<(@s > +0() (B~ 2B om0

avec comme condition initiale :
(g5 £ (0, x) =<, %)
), fo (0, x)=<()}, %>.

Par le choix de B(p), il existe un x,eR3? tel que pour tout teR :
<g filty %)>={(d", x>="Cte,

puisqu’il existe un x; tel que :

o . 0 .
&<¢, j;> (Oa xi) = Ef<(q@)” f;>(0’ xi) =0.

On a alors :

. fM(x, .
<q1,f, ( ,>>_>0’ 5 o to:
n
ﬂn(xi) « . . . i . .
—— ne tend pas vers «, s1 1—> —|—OO, sinon on aurait <q, oc) =0, ce qu est contraire
n

au fait que (1, oy, ay, «3) sont indépendants sur Q. Comme c’est vrai pour tout 7, la
proposition en résulte. m
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Preuve de DPassertion.

Considérons les deux formes ilinéaires, définies (pour x=/(x;, X5, ¥3)€R3) par :
L, (%) =% 0y — %05 + x303
et Ly(x) =y 04 + X500
(L;, L,) est de rang 2.

D’aprés le théoréme des formes linéaires de Minkowski (voir Cassels [1]) (ou
autrement), il existe une infinité de x€Z3—{o} tels que :

(M sup (L) <elx|

avec |x|=sup|x;|, et ¢ étant une constante ne dépendant que de L, et L,. On pose :
i
q=(%1, — %y, %),  ¢'=(x1, %a),
et on choisit une suite de solutions de (I) telle que, si i—>-+o0, |+'|—>-o0. Pour i
assez grand (le signe ~ veut dire : approximativement) on a, pour x'=(x{, x}, %),

i:(x‘i, '—x;, xg)) (q’)iz(xi, x;)

a

i i : * g ()’ %
oy X3 + oy X5~ 0, so1t === ~l=
R Xg 9> (¢2) %y
. . 2x} 24}
et 20, X] + agx3~0,  soit —f = # ~|5
) ) 3 VE %
De plus : {a, ¢ =L, (x"),
a, (q’)i> =L2(xi)a
() 2(g)| _

=2 et

| ho_ t
()" (@)

Il suffit alors de choisir

g g

B0 =5 1|7

On a bien, pour i—-4o, |B(p)|—0; par le choix des ¢ et (¢)* les conditions de
Passertion sont satisfaites. m

7. Quelques propriétés génériques dans O~ (Q).

(7.1) En désignant par Q la forme différentielle dx,A...Adx,, on a défini en (2.3)
le groupe Dg(T"); c’est un sous-groupe fermé de D'(T"). On pose :
02 (Q)={g oR,0g|geDg(T")}
0°(@)= U 02(Q)
«ER"
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et on note O*(Q) l'adhérence de O®(Q) dans DZ(T”) pour la C®-topologie. La
C=-topologie sur O*(Q) est par définition la C®-topologie induite.

Proposition (77.2). — St n>2, il est générique (pour la C®-topologie) dans O®(Q)
de ne pas étre C'-conjugué & une translation dans D°(T").

Démonstration. — Soit H} Dinvariant défini en (3.4); G=H; !(4+0)n0O=(Q)
est un G; dans O®(Q) par la semi-continuité inférieure de H;. Remarquons que, par
(1.5), si f est C'-conjugué a R, dans D°(T"), on a Hy(f)<+oo.

Il nous reste donc a montrer que G est dense dans O®(Q) pour la G*-topologie,
et la proposition sera démontrée. Soit L I’ensemble des o« =(«y, a5, ..., «,)eR" tels que
p(0)=(xg, ..., )eR"™! soit de Liouville dans R"~*, Evidemment alEJLOw (Q) est dense
dans O%(Q) pour la G®-topologie. Or, pour tout acL, il existe une suite (f;) d’éléments
de SW>(T") telle que, si :—+o0, f;—~R, dans la C*-topologie et pour tout : :

Hy(f)=+4o (voir (5.6.2)).

D’apres (5.4.2), SW®(T") CO®(Q); par C®-conjugaison, on conclut que pour
tout fe lélLO;"(Q), il existe une suite (f;) d’éléments de O®(Q) convergeant vers f

dans la CG®-topologie lorsque ¢— o0 et vérifiant, pour tout ¢, Hj(f))=-+c. On en
déduit bien que G est un G; dense dans O®(Q) pour la C*®-topologie. m

Remarque (7.3). — Il n’est pas difficile de voir qu’il est vrai sur un Gy dense de
O=(Q) (pour la C*-topologie) que f vérifie : R, est sur T" une translation ergodique.

Proposition (77.4). — Si n>2, il est vrai sur un G dense de O®(Q) (pour la G®-topologie)
que f soit sur T" strictement ergodique avec pour unique mesure de probabilité invariante la mesure
de Haar m de T".

Remarque. — Par 11.8, si feO®(Q) est strictement ergodique, alors f est minimal.

Démonstration. — Soit (,);cy une suite dénombrable dense dans C(T"). Soit :
k=1
12 @iof”
r A =0
FoR(f)=lnf| =0 <R,

Pour tout 7, E; est semi-continue supérieurement; donc E; (o) est un Gy, ainsi que
G;=E;!(0)n0=(Q);

G =G, est donc aussi un G; de O*(Q) pour la C*-topologie. Si pour tout i, E;(f)=o,

alors 1on voit facilement que toute mesure de probabilité de T” invariante par f est nulle

sur CJ(T"), donc coincide avec la mesure de Haar de T". Par II.8, G est donc préci-

sément ensemble des feO®(Q) qui sont uniquement ergodiques. Pour prouver (7.4),
il suffit de montrer que G est dense dans O®(Q). Or, si fealéJTEOf(Q)-——O,?E(Q), ol
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TE désigne 'ensemble des «€R” telles que R, soit sur T” une translation ergodique,
f est alors strictement ergodique par conjugaison. Mais O,(Q) est dense dans O(Q),
donc G est un G; dense dans O®(Q) pour la C®-topologie. m

(7.5) En XII.g.1, nous avons défini K, :D®(T")—>R_, semi-continue supé-
rieurement, telle que si K_(f)=o0, alors ’adhérence de Z ={f"+p|neZ, peZ} dans
D’(T") pour la G®-topologie est un groupe abélien ayant la puissance du continu
(voir II.2.12).

On a la proposition suivante, dont la démonstration est analogue aux précédentes.

Proposition. — KZ'(0)nO®(Q) est un Gy dense dans O®(Q) pour la C>-topologie.

(7.2), (7-4), (7.5) montrent que la situation sur T" z>2 est radicalement
différente du cas n=1. La G’conjugaison a une translation n’est ni impliquée par la
minimalité de f (i.e. (7.4)) ni par le fait que K_(f)=o0; on peut dire qu’il faut controéler

toute ’équation linéarisée, mais il resterait a trouver des invariants que l’on puisse
calculer effectivement, et peut-étre arriver a démontrer A.2 de fagon plus dynamique.
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Commentaire :

On se propose de démontrer un théoréme di essentiellement a V. I. Arnold [1] et J. Moser [1]. Leur démons-
tration suit une idée de Kolmogorov et utilise I’action de groupe.

La démonstration que nous proposons suit une idée de H. Riissmann [1], démonstration plus proche de la
méthode de Newton : on inverse la différentielle 3 un terme quadratique prés. Zehnder [1], [2], a aussi formalisé
cette idée. Notre démonstration nous permet d’obtenir un voisinage dans la G2+&-topologie pour presque tout
nombre, pour n=1 (sur T%).

On peut inverser exactement la différentielle de (A, g)P»RjpogoRgog™!, voir Herman [2], mais I'inversion
4 un terme quadratique prés permet de contrdler les domaines d’analyticité dans le cas C®. A notre connaissance,
les constantes et le cas C® dans le théoréme (2.2) sont nouveaux. (Le cas C? a été annoncé dans Herman [8] et [g].)

Drailleurs nous discutons les voisinages V%?a dans le cas de T! en (2.4). Le lecteur se reportera aussi a I’exemple
sur T3 de XIII.6.
Le lecteur intéressé seulement par I’équation linéarisée peut lire indépendamment 3, 4, 6 et 8.

1. Notations et rappels.

Soit T"=R"/Z". Si x=(x,, ..., %,)€R", onpose |*¥|=sup|x|. Si 0<r<ew (}),

C’(T") désigne 'espace vectoriel des fonctions sur R”, Z"-périodiques, qui sont de
classe C'. On munit cet espace de la C’-topologie. Si r est entier ou + o ou w, ces
définitions sont classiques. Pour o<e<1, Cf(T")(=Lip,(T")) est I’ensemble des
fonctions héldériennes d’exposant e, soit :
ICPL;:SUP l(P(x)_<P(s.y)|<+w.
zFy ’x - [

Si r est non entier, la C'-topologie est la borne supérieure de la Cl)-topologie et
de la topologie induite par la semi-norme | |,_;,; sur les dérivées r-iémes. Soit
C(T*, R") = (C'(T™)™

Si r est entier et eC(T" R"), D'peE est la différentielle d’ordre r de ¢, avec
D% =¢ et aussi Do =D'g; on a posé :

E—C(T", Z,(R"), RY)

N

ou Z,(R"", R") est espace des formes multilinéaires symétriques a r variables.

La norme |x|, pour xeR" |x|=sup|x], induit sur Z,((R")", R*) une norme
que nous noterons encore | |. :

Soit, pour 0<r<w, rentier, ou r=-+ oo ou w, D'(T") le sous-groupe de Diff"(R")
formé des f qui s’écrivent Id +¢ avec ¢eC’(T% R") (si r=o0, on convient que D°(T")
est le groupe des homéomorphismes qui s’écrivent Id+ ¢).

(1) o<r<w veut dire soit r=o0, soit r>1, r€R™, soit r= -+, soit r=w, o = R-analytique.
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Si r>1 est non entier, on suppose @eC’(T% R") et feD'(T") dans la défi-
nition de D’. On montre facilement que D"(T”) est un groupe. Pour r entier, 0<r<a,
D’(T") est un groupe topologique; pour 7 non entier, r>1, D’(T") n’est pas un
groupe topologique.

Pour 0<e<1, soit :

C(T") ={peC(T") | [o(*) — o (D) =0(|x—y[) si |x—y|—>0}.
C*+(T") est un sous-espace fermé de G*(T") pour la C°-topologie. On définit de méme
D™+(T"). Si r>1, r non entier, D™*(T") est un groupe topologique pour la C’-topologie.

On définit R, : x> x+a. Soit G={R,|peZ"}~Z"; C est le centre de D"(T"), et
D’(T") /C est le groupe des difféomorphismes C” de T”, homotopes a I'identité, comme
applications de Diffj(T") dans lui-méme.

Si n=1, D(T!) est le revétement universel de Diffj(T") pour la C’-topologie
(et c’est toujours le revétement Z"-cyclique associé & I'injection scindée :

7, (T — =y (Diffy (T)).

Pour 0<r<w, D'(T") est localement contractile pour la C'-topologie et, si n>6,
il est non connexe. On désigne par D’ (T") la composante connexe de I'identité dans la
C’-topologie (i.e. ’ensemble des difféomorphismes C’-isotopes a I'identité). Il est équivalent
de conjuguer f & un R,eDiffj(T") dans Difff(T") et de conjuguer un relévement de f
a D"(T") a un R, dans D*(T"); si f est voisin de R, en fait nous aurons des conjugaisons
C'-voisines de I'identité qui seront donc dans D’ (T") (et qui seront méme voisines de
Iidentité de 1/8 (i.e. f=goR, 0g™!, |Dg—1[,<1/8)).

On pose D'(T" o)={feD’(T") | f(o)=o0}. Le lecteur vérifiera que toutes nos
conjugaisons sont en fait dans D’ (T", o).

2. Enoncé du théoréme.

Soient a=(ay, ..., ®,)eR", et || || la distance standard sur T' : si xeT},
||x]| = Igg |¥+p|, ot ¥ est un relevement de x & R. On pose, pour k=(k,, ..., k,)eZ" :
»

Ckyay= X ko, et |k|=sup |k]
i=1 i

(c’est la norme ¢%).

Définition (2.x). — On dit que a=(oy, ..., o,)€R" satisfait a une condition
diophantienne s’il existe >0 et Gg>o0 tels que, pour tout keZ"—{o} :
Ce
<k, || 2 T
1<k 12 s
Cas n=1. — On peut réécrire (2.1) comme suit : il existe >0 et CGz>o0 tels
que, pour tout p/qeQ :
“—gl = qch"'
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— Pour presque tout «c€fo, 1], « est du type de Roth (i.e. pour tout ¢>o, il
existe C,>o0 (G, dépendant de « et de €) tel que pour tout p/geQ on ait :

En effet, pour presque tout acR, il existe G,>o0 tel que, pour tout p/geQ :
ab|s _ Ca
g\~ ¢*(Log(g+1))*

Définition. — acR—Q est de type constant s’il existe C>o tel que, pour tout p/qeQ,

on ait :

o—"= _>_9,

9= ¢

Il en est ainsi des nombres algébriques de degré 2.

Théoréme (2.2). — Soit wcR"* satisfaisant & une condition diophantienne :

. C
|I<E, “>I|Z|k[”i"’ pour  keZ"—{o}.

Soit 0=n-+4B si B%o, B non entier,
O0=n+c+B st B=o0 ou P entier, avec = arbitraire >o.
Alors, pour chaque choix de 9, 1l existe un voisinage Vi pour la C*-topologie de R, dans
D*(T") (i.e. VR ={feD*(T") ||f—R,|0<u}) et une application :
st VR - R"xDY(T", o),
qui posséde les propriéiés suivantes :
— St r>20, r—0 non entier :
st VR nD'(T") - R"xXD~ YT, o),
et st VB nDKT") - R"x D (T", o)
pour k=400 ou w.
— s est continue de espace de départ avec la topologie C’ dans Pespace d’arrivée avec la
Cr=®==-topologie, pour tout >o.

— 8 s(f)=(29)
f=R;\ogoRaog—1.

Cas n=1:'TL — Sionimpose que geD(T?, 0)={keD(T?)| k(o) =0}, la décompo-
sition f=R,0g0R 0g™" est unique (voir II.3.3 et III.4.1.1). De plus, si le nombre de
rotation de f, o( f)=«a, avec aeR—Q , alors A=o0 par IIl.4.1.1,donc f=goR,0g™ "

Corollaire (2.3). — Soit wcR—Q tel que, pour tout e>o, il existe C.>o0 vérifiant,
C.
pour plqeQ,

2+4¢°
q

Alors, pour tout €>o0, il existe un voisinage Vi1 pour la

a—glz
q
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C?*+2-topologie de R, tel que, si feVRT*ND'(T'), r>2+2¢ e o(f)=a, alors f est
Cr~%-conjugué a R, (en fait f est C'~ "+ conjugué a R, pour tout <>0); de plus, si f est un
difféomorphisme de classe CG* (resp. C®), alors f est C* (resp. C®)-conjugué a R,.

Corollaire (2.4). — St o satisfait @ une condition diophantienne et si feD®(T') est
C®-conjugué a R, alors le fait que f soit C-conjugué & R, (i.e. f=h 'oR, ok, heD>(T
implique que heD®(T")).

Démonstration. — Voir X1.6.2. m
Complément (2.5). — On fixe o<B non entier et C>o. Considérons le compact
C
KB’C:{aeT” l H<k>°‘>HZW3 keZ”—{o}}. S1 C—o alors la mesure de Haar de
Kg ¢—>1.

La constante (B, C)>0 du théoréme (2.2) ne dépend que de G et B et non de acKg .
De plus, st on considére

V2 +B) —f fe DA+ BT | | f—Id | e 0 < (B, C)}

et si feVEntB AD (T, alors il existe des applications continues
aeKy oo M(a)eR" et acKg 1o g (a)eD B —¢(Tn)
telles que Pon ait, pour «€Kg ¢,
Sf= le(a) og(@)oR,o0(g ()%
En outre, il existe L(B, C)>o0 et w(B, C)>o0 tels que si | f—1Id|pe=p,<u(B, C), alors,

pour tout ae€K, o, on ait les inégalités :
|>\/(a)_—°€lSL“1’
|gj(o) —Id | <Ly,.

Nous laissons ce complément au lecteur. (Le fait que p ne dépende que de g et de C
est immédiat par notre démonstration. Le seul point a vérifier est la continuité de
ab>N(x) et a>g(a), et pour cela il suffit de voir qu’a chaque étape de la démons-
tration tout dépend contintiment de «€K; ;, et la continuité résultera de ce qu’il
y a convergence uniforme en «. Remarquer qu’en (4.1), si aeKj ;o n,€[CP] est
continue, alors il existe une application continue &, : K ¢ —>th Gy, telle que £,(0)=o0
et vérifiant, pour «€K; ¢, £,—E&,0R, =%, avec la méme inégalité qu’en (4.1) et une
uniformité en «eK, ¢.)

Pour ce complément ainsi que pour la dépendance monogéne dans le cas G°,
voir Arnold [1].

Remarque (2.6). — Le fait qu’on a sur T, pour presque tout « au sens de la mesure
de Lebesgue et pour tout >0, un voisinage dans la C?**-topologie semble optimal
pour la méthode :
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a) Pour tout «eT'—(Q/Z) non de type constant, il existe un difféomorphisme f
de classe C? avec p(f)=ua, tel que f est C:-proche de R, et f n’est pas Cl-conjugué a R,
(voir XI.4.3).

b) Pour les nombres de type constant, le probléeme posé par a) est ouvert. (Si
Ion s’intéresse au probléme analogue pour I’équation linéarisée, on se reportera a
XIII.4.7.) Pour les nombres de type constant, on est obligé de supposer 6 =1 + & pour
tout e>o.

¢) Un autre fait est le suivant : pour tout >0, et tout acT!'—(Q/Z), il existe
un feDiff?~%(T") avec p(f)=ua, G*~° proche de R,, tel qu’il existe un ensemble de
Cantor KCT! invariant par f (i.e. f(K)=K)); f n’est donc pas C°conjugué a R,
(voir X.3.19). (En fait, il semble qu’une topologie plus raisonnable est la C!-topologie
« plus variation bornée sur la dérivée »; mais pour cette topologie I’analyse de Fourier
ne me parait pas simple.)

d) En suivant J. Moser [1], dans le cas des champs de vecteurs sur T" (n>2),
il semble que I'on puisse obtenir une décomposition analogue a (2.2) sur un voisi-
nage V3 +1+<du champ de vecteurs constant vy (satisfaisant 4 une condition diophantienne)
qui est induit seulement d’un voisinage pour la C®*'*c.topologie (pour presque
tout yeR" relativement a4 la mesure de Lebesgue, avec 0=n—1+¢).

Noter que, si n=1, pour presque tout acT'—(Q/Z), 60+ 1=2+=c.

e) Pour les notations de cette remarque, voir 3.

Dans le cas C°, il existe certains «€T"” qui sont des vecteurs de Liouville tels
que, si feDP(T") (A>0) etsi |f—R,|, est assez petit, alors f=R,0g0R,0g™! avec
geD*(T*) et AeT" (voir & ce propos Riissmann [1] et [6]).

Dans le cas C®, et si #=1, nous avons vu en XI.4.2 que, pour que le théo-

réme (2.2) soit vrai sur T, il faut nécessairement supposer que « satisfait a une condition
diophantienne.

3. Préliminaires sur les fonctions R-analytiques (=C®).

On suppose dans la suite que 7»>1 est un entier qui désigne la dimension de T";
toutes les constantes dépendent de n et nous ne le répéterons pas.

Notations (3.1). — Soit C" le complexifié de R" :
2=(2y, ..., 2,)€CG"=(R+iR)".

On éerit z=x41;, i=+/—1 avec Imz=Imz,...,Imz)=(p;, ...,5,) et
Rez=(Rez,...,Rez)=(x, ...,x). Sur C" on a la norme [z|=sup|z| avec,
pour z=x+;eC, [5[P=x 4. J

(3.2) Définition de Gp.

La norme précédente induit une norme sur £ ((C")?, C"), espace des applications
C-multi-linéaires symétriques, norme que ’on note encore | |.

205




206 MICHAEL ROBERT HERMAN

Considérons la bande B,={zeC"||Im z|<k} et GC2(T" R*)=CP="espace
de Banach des fonctions f:B,—C" continues sur B,, holomorphes dans Iintérieur
de B,, et satisfaisant aux identités :

SoR,=f pour tout peZ®
foo=0of,
ou ¢ est l'involution de conjugaison de C". On définit la norme :
lolw= sup [e(z)| ().
2EBy
Remarque. — G est seulement un espace vectoriel sur R.
(3-3) Définition de Gp .
On pose, pour ¢geN, ¢>o :
G, (T R") =G ={feGX(T", R") | DYe G(T", E)}

on E=2((C"% C").

(I1 serait plus exact de dire que D?f est holomorphe sur Int B, et se prolonge en
une fonction continue sur B,.)

On définit la semi-norme :

|9 ls,,= sup [D(2)],
2EBy

(on convient que |o|,= l‘Plh,o)-

(3.4) Fonctions C°.

Soit ¢eCe(T" R"); il existe A>o0 tel que ¢ se prolonge par complexification
en une fonction, encore notée ¢, dans Cp(T", R")=C;’ (et méme dans G (T", R"));
on a donc : '

Ce(T", R") = lir}}_}iond C2(T", R") =h90 Cy.
(3.5) Cocfficients de Fourier.

Lemme (3.5.1). — 8t ¢eCp et k=(ky, ..., k,)€Z", on pose :
(k)= [ 2R D (x)dx;
alors :
(3-5-2) |B(R)| < [o,e ikt
ot on pose |k|,=2Z;|k;| ().
(*) Ne pas confondre la norme des C*(T") et la norme |@|, des Cy .
(3) | |y est la norme de ¢, en dualité par { , ) avec celle de ¢®.
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De plus, si on pose :

Ry(e)= X §R)em®2,

|| >N+1

alors, pour tout h,<h, on a :

I(Plh _ —
e R <C 2re(N +1)(h —h;)
(3-5-3) Ra(@)h, <G5 5me

ou C est une constante.

Démonsiration. — Pour prouver (3.5.1), comme ¢ est holomorphe sur B, , pour
tout h; <<k, en intégrant sur un domaine fondamental le long des n-plans défini par
x4z, avec xeR" et z=(41hy, ..., +1ih;), et en utilisant la formule de Cauchy, on a :

[BE)| <[ p]ue 21,

Comme c’est vrai pour tout h;<h, on a (3.5.1).
Prouvons (3.5.2). Si hy<<k, on pose 8=h—h;. On a, pour |Im z|<h, :

IRN((P) lhlﬁ !CP lh 2 e_znlkhhx.
[k|>N+1

En comparant cette somme a Pintégrale sur R” on trouve, puisque
b t

1
f e~ 23 leli gy < constante. ¢~ 2N+ 13,
o] >N+1 3
|Rx(9)]5, <C|ofpe "N FVE=M[(h—h)". m

Remarque (3.6). — Soient |3(k)| < Cye™2mI*ht G(—k) =5 (k) et o(x) =2 (k)&M)
alors, pour tout hy;<h, ¢eGCp. *

(3.7) Définition de Dy ,.
Soient ¢ un entier, ¢->o0, et
Dp (T =Dy ,={f=1d 4 ¢eD*(T") | e C (T", R")}.
On convient que Dy =D;;. On pose :

| flho= sup [D*(z+e(2)-

[Im z| <h
(3.8) Composition.

En un sens ¢vident, D*(T") est la limite inductive des Dy’ ,, mais D;’, n’est pas
un groupe. Nous nous proposons de voir comment composer les éléments de Dy .

Si fieDp , et f,eDy ., pour que fyofi€Dyp , il faut que l'image par f; de
{| Im 2| <h,;} soit contenue dans le domaine de f,, soit {| Im z|<h,}.
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On a les lemmes suivants :

(3-8.1) Lemme 1. — i feDp, et R, (z)=z+a, alors JoR,eDy .

Démonstration. — R laisse invariant B,. m

(3.8.2) Lemme 2. — Supposons que feDp,. Si v<hl2 et geD¢,, avec |Dgl|,<2,
alors fogeDy,.

Démonstration. — Comme Im g(Re(z))=o0, Im g(z)=Im g(z) —Im g(Re(z)). D’ou,
par le théoréme de la moyenne :

|Tm g(2) |,<2| z—Re(z) | <2v<h;
g envoie donc B, dans Int(B,); il s’ensuit que fogeDP,. m
Le lemme qui suit dit que g fog est C! en un sens évident.
(3-8.3) Lemme 3. — Soit feDy, avec |D*f[,<C. Si v<hl2 et geD¢,, et si
AgeCyy avec |gl|,;<t+1/2 et |Ag|, <1/2, alors :
| fo(g+Ag)—fog— (Dfog).Ag|,<C|Agl;.
Démonstration. — Par le lemme 2, si 0<¢<1, alors pour tout zeB, :

g(2)+tAg(z)elnt B,.
On a:

Sf(e(2) +Ag(z))~f(g(z))—Dfog(Z)-Ag(2)=f01 (1—1) Df(g(2) +tAg(2)) . (Ag(2))* dt,
d’ou il résulte que :

|fo(g+Ag)—fog—Dfog.Ag|,<C|Ag[2. m

(3-8.4) Lemme 4. — Si V,={geDy,||Dg|,<2} et si v<h[2, la composition
V,x G —C2, est continue (i.e. (g f)fog est continue).

Démonstration. — Classique et élémentaire. m
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(3-9) Rappelons Pinégalité de Cauchy.
Lemme. — 1l existe des constantes G,, reN, r>1, telles que, pour feCp et h<h,, on ait:
| D f <G [ f |,/ (B — )"

Démonstration. — 11 suffit d’appliquer en tout z,eB, I'inégalité de Cauchy dans
le polydisque |z—2z,|<(h;—%k)/2, qui est strictement contenu dans B,. m

(3.10) Considérons pour 0o<B<1 la semi-norme :

|(Plh,6= sup | @(21) — ¢(2) |/| Z1—Z2|B pour  z;, 2,€B,.

2% 2,

Lemme. — 11 existe des constantes G, g, avec 1 entier et o<P<1, telles que, pour
feCy et h<hy, on ait :

D 1, e <Cov g | f (e —B)" 2.

Démonstration. — Cela résulte de I'inégalité de Cauchy (3.9) et de Pinégalité de
convexité VIII.g.11. m

4. L’équation linéarisée.

Si on considére Papplication gg 'oR,0g, application linéarisée en 'identité est :
¢eCG(T", R") > Ly (¢) e[C(T", R")]
avec L,(¢)=¢—goR, et [C(T" R")]={peC(T", R")|[¢]=]_,o(x) dx=o).

Si on se donne 7, tel que [n]=o0, on cherche telque £—£oR,=7v. En écrivant
les développements en séries de Fourier :

E=ZE(r) em<heY,  g= 3 5(k) EH<he,
k%0

on a: E—EoR, =X (1—@m<ha>) E(p) gri<he> =55 (k) fri<ha>,
k k

Si R, est une translation ergodique sur T", pour tout 240, ona 1—e™<%*>+o, D’ou:
E()=T(R) (1 —mi<he>),

I
o k*01_82m<k,a>

dual de I’espace des polynémes trigonométriques) et formellement on a :

3 E(k) <> = Gk,

k+0

Em<kz>_ C’est une distribution formelle (i.e. dans le

C’est ici qu’intervient la condition diophantienne sur « : il existe 8>o0 et Gz>o0 tels
que, pour keZ"—{o}, on ait :

[ <k, 2> [[>Cofl k[P,
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Alors (et en fait seulement alors) G, est une distribution (i.e. un élément du dual
de C=(T").

Soit 6 =n+ B. La proposition suivante montre que ’opérateur de convolution G,
est en un certain sens d’ordre 0, et Popérateur L' est un « inverse non borné ».

Proposition (4.x). — Soient hy,>o0 et acT" satisfaisant & une condition diophantienne.
II existe une application linéaire L;': [CP]— U C¢ (donc un inverse non borné de L), telle
T R,

que, pour h<h, et me[Cp], si on pose E=L;"(n), alors :
E—EoR,=1%, &(0)=o;
de plus, on a Pinégalité :
|L2 () <K s, /| A=y [
La constante K dépend seulement de B, de Cg et de 6 (B et 6 étant fixés, si Gy diminue, K croit).

Démonstration. — On détermine £ par ses coefficients de Fourier :
E(k)=A(R) [(1—emi<h>),

On choisit £(0) de sorte que £(0)=o0. On a bien Z(—k)=E(k).
Etude de la convergence de X (k) [(1— ™ <k>>),
k+0

Il existe des constantes positives G;, G, telles que :
Gy [<k, a>[| <[ <h > — 1| <G| (B, @].
On a, par (3.5),
[ (k) | <[y, e 2 1R,
On a donc, pour |[Im z|=#h<h;, et si on pose §=h,—Fh :
| Z E(k) @<k, <
k*0

I —on|k|, 8

I
G 21w

Par Riissmann [2, § 9], [3] et [4], il existe une constante K; ne dépendant que de §
et de Gy (pour B fixé, K; croit si G diminue) telle que 'on ait :

Iy T emphecg L
Cﬁ%o“(k,dﬂle = 58n+3
Donc [Eh<2Kg|n|s,/(hy—h)°® avec K=2K; et 06=n+8.

Le facteur 2 vient du choix de £(o)=o0. K; étant une constante dépendant seu-
lement de « par B et Gg.

On a bien alors, par la remarque (3.6), que £eC? pour tout h<h, etque L' est
continue :
[Co1-GC  si hy<hy
et LooL;'=Id. (ie. E—EoR,=m, si E=L;(yn).) m
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I
—2m8 1kl résulte de la

Remarque (4.2). — La convergence de S= —k———¥e
condition diophantienne; on a : kxol[<A, @]
I I
- < |E n+B’
& 1=G "
t S< L 3 5Bkl
¢ —_Cak§0l e

En comparant a lintégrale sur R* (on pose |x|;=2|x]|) :
f |x|PFne2ri=hd gy
Rfl

on obtient (seulement) :

te '
I —on |kl 8 G* 1

p =1
<k o] =G, 88

(4.3) Cas ot n=1.

Nous allons démontrer que 'on peut choisir 6 =14p’ pour tout p'>p. Mais
le résultat, bien que plus faible que celui de Riissmann, est différent. C’est d’ailleurs
suffisant pour le corollaire (2.3). On a besoin des lemmes suivants :

(4.3.x) Lemme 1. — Soit o« (avec B>o0, C>o0), tel que pour tout plqgeQ, on ait
|a—(p/q)|>C/|F*®; alors, pour tout B'>B, on a : ,

_r _r
Inl o] n[' ¥ || nal]

<4
Pour la démonstration, voir IX.6.7.

(4-3.2) Lemme 2. — Soient o et 3>0, et C>o0 tel que pour tout p/qeQ on ait :
b4 c

—=|> .

q‘_qz(LogqurI e

Pour tout d8'>3, on a :

o)

I 1
- < 4o00.
n§2ﬂ(LOg n)3 % || na| T
Démonstration. — La méme que pour le lemme 1. m
Remarque. — Pour 3>o0, pour presque tout «, et pour la mesure de Haar sur T,
il existe C,>o tel que pour tout p/geQ :
p G,
a—r

> .
q|” ¢(Loglg+1)'*?
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Proposition (4.3.3). — Soit o (avec B>o0 et Cy>o0), tel que, pour tout p/qeQ., on ait :
b G

a__’>

q —q2+l3'

Alors, pour tout B'>P, on a:

—2r|n|8

4 I

St+e”

Inf+o ||na|| —
Démonstration. — Soit C=Iz\/£al;c(|xlﬁ'“e_2“|”|); C dépend de B'. On a :

— aTt [N C
2m | ISSSHB' Ian—B’,

minls < C (Z I )

o||nat]] — O w0 | n | nac|

K=O( 2 [ar Ty ) =00 ®

Remarques (4.3.4) :

1) Dans la proposition précédente, si 8’ et B sont fixés, la constante K ne dépend
que de Cz>o0, et K—ow si CGy—o.

2) Le lemme 2 laisse supposer que, pour presque tout nombre « au sens de la
mesure de Lebesgue, il faut peut-étre remplacer le module de continuité holdérien
par des modules de continuité de la forme 3(Log(1/3))?, p entier.

3) La proposition (4.3.3) est suffisante pour le corollaire de (2.3).

e

donc >
In| *

5. Le théoréme d’Arnold.

(5-1) Introduction. Notations U,, Vi, W,.
Considérons les ensembles :
U, ={feDp,||Df|<2},
et, pour i=1,2 :

I
De—1a.<)

et szR”x{cpeC\‘;’ |Dcp[v3é}.

On suppose que v<F£/2 est donné.
Soit feU,; considérons l'application qui & $=(), g) associe

F(fi ) =fog—goR,+2eCly;
F est bien définie sur V!, continue, et méme C® (on est dans des espaces de Banach)
par (3.8.2) a (3.8.4).
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La fonction f étant donnée, on cherche ¢ telle que :
F(f, 4)=Sfog—goRs+N=0,
soit, pour geD®(T") :
S=Ry0g0R 08"

(5.2) Enoncé du théoréme d’Arnold.

On suppose que A<1.

On a le théoréme d’Arnold (et J. Moser [1]) :

Théoréme. — Soit o satisfaisant & une condition diophantienne, et choisissons © comme en (4..1).
Soient  foe Uy, bo=(No, )€ Viy (i.e. |Dgy—Id|,,<1/8) tels que Lon ait :

F( /o> bo)=/foogo—&o Ry +2=0.

Il existe deux constantes ey>0 et G dépendant seulement de o et de © (en fait pour B fixé et O aussi,
go diminue si Gy diminue), telles que, si €<¢, et st feU, uvérifie

|f—Solh= ek,
alors il existe Ay =(A\ Ag)eR"x Gy, ; tel que :

0=F(f, bo+Ad)=/o0(g+ D) —(g0+Ag) o R, + 2+ A,
avec les inégalités :

|AY Ih/4 SCehe =le—hefolh

‘ A‘p Ih/4, 15 Cer®~ 1,

De plus, la correspondance ( fy, by, f) P> AY est continue de { fe U, || f—foln o0&} dans
R"x Gy 4.

Remarque. — On a bien g=g,+ AgeDy),, puisqu'on aura |g—Id|,,;<1/4.
La démonstration de ce théoréme se fera en quatre points :
A) Principe.
B) Inversion de la différentielle & un terme quadratique prés, par un opérateur non borné.

C) Démonstration.
D) Unicité locale.

A) Principe (d’aprés H. Riissmann [1]) : méthode de Newton.

Soient E, G, H des espaces de Banach, de normes notées | |. Soit F: ExG—~H
de classe C%. On se donne (f, §)eEXG vérifiant F(f,, §,)=o0.
On suppose que sur un voisinage de (fy, $p)€EXG il existe une application
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continue (f, $)>L(f, $)eZ(H, G) telle que, si dF(f, {) est la dérivée de ¢F(f, )
(f fixé), alors on a, pour tout AkreH :

|dE(f, §) o L(f; §) Ah— AR =O([F(£, ¢)| | AR])

(i.e. L est un inverse de dF(f, ¢) & un « terme quadratique prés »).

Noter que si o=F(f, §), alors L(f, }) est un vrai inverse de dF(f, ¢). Alors,
J étant voisin de f,, il existe ¢; tel que F(f, ¢;)=o0. Evidemment, ceci résulte du
théoréme des fonctions implicites dans les espaces de Banach. Nous allons donner un

2!

procédé d’itération qui converge quadratiquement (i.e. comme 2, 0<e<1) vers une

solution ¢;.

Pour ¢y on a |F(f, §o) | =0(|f—Sol)-

Pour :>1, posons par récurrence sur i, ¢;=1¢,;_,+A¢;,_, avec :
Ad;_y=—L(f, 4ia) - F(f, di_i).
Ce procédé converge quadratiquement : en effet, d’aprés la formule de Taylor :

F(f $) =F(fs Gima+80; ) =F(f, i) +dF(f, biy) - A4, 1 +0(|AY; , [*)

soit : |F(f, &) l =O0(|F(f, $i_y) Ay ) +0(|A‘Pi—1‘2)~
OI‘, on a IALIQ_]l:O(IF(f; 4)1'—1) I);
donc |F(f, &) | =O0(F(f; diza) [P)s

ce qui assure la convergence quadratique.
On procédera en C) ainsi : on se donne s>o; alors il existe ¢, tel que si
| f—fol =¢<gy, on ait par récurrence, pour ¢>2 :

|F(f, diy) [Se2™®
et |Ag; | <e2™™.

Remarques :

— Le fait de diminuer les bandes de convergence analytique peut s’interpréter
comme l'application d’opérateurs de lissage.

— Les petits dénominateurs (i.e. L, a un inverse Ly ' non borné) pourront étre
compensés par la convergence quadratique : elle permet en diminuant les bandes de
convergence de contréler la divergence due aux petits dénominateurs.

B) Inversion de la différentielle de >F(f, ) par un opérateur non borné et inégalités.

Notations. — On suppose que feU, (i.e. |D*f[,<2) et on se donne vo<#h/2 et
¢=(g). Alors F(f {)=fog—goR,+2eC¢ . Si A{eW,, on a, par (3.8.3),
dF(f, §) désignant la dérivée de ¢—>F(f, ¢) (f fixé) :

(B.1) |F(f, b+ AY)—F(f, 4) —dF (£, §) . A, <2| Ay[],
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avec, pour Ay =(Ax Ag)eR"xGCp |
(B.2) dF(f, §). Ay =Dfog.Ag—AgoR,+ Al
On cherche a inverser dF( f, {).

Inversion de dF(f, {) a un terme quadratique prés (inverse non borné) d’aprés Riissmann [1].
Soient v<v, et Ag; on définit EcCy par :
(B.3) Ag=Dg.E.
On a:
dF(f,4).Ay =Dfog.Dg. E—DgoR_ .EocR + A
Si on dérive par rapport a z, F(f, ¢)(2)=(fog—goR,)(2)+2A, on a:
D,F(f, §)(2)=(Dfog.Dg—DgoR,) (2)
donc D,F(f, ¢).E=D(fog).E—(DgoR,).E.
Il en résulte que
(B.4) dF(f, ). Ag—D,F(f, ¢).E=DgoR,.(E—EoR,)+ A

(B.5) Inversionde E-»DgoR,.(E—EoR )=DgoR,.(L,.E) avec L,: EbE—EoR,.
— Puisque |DgoR,—1Id|,<1/4 et puisque (A g)eV,, DgoR, est une fonction
matricielle inversible; soit A la matrice inverse, AeCg (B, , Z(C", C")). On a :

Vo —

(B.6) |A|%§1+§ et |A—Id| <§

(par la formule |(Id—B)~'—1Id|<|B|/(1—|B]|) vraie pour une alg¢bre de Banach).
Pour résoudre, si onsedonne neCy, DgoR,(E—EoR,)+ AA=17, onaarésoudre:

(B.7) E—EoR,+A.(AN)=A.1.

Or on sait le faire par (4.1).
Considérons la matrice [A]= fT“A(x) dx. On a :

(B.8) [AT-Td[< et [[AI T[S

On a nécessairement, en intégrant sur T" :

[A.AN] = [A]. AN = [Ax)].

Donc

(B.9) Ar=[A]7'[A7]
et

(B.x0) AN <C|n],,

avec C<(141/3)(1+1/2) par (B.6) et (B.8).

0
~N
<
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Puis on a & résoudre :
L,(E)y=E—E.R,=A.(n—A}).
On a bien : [A.(n—AN)]=0
par le choix (B.g) de AA. Donc, par (4.1) :

(B.xx) E=L;'(A.(n—A%)
avec, pour tout v<v,, EecC’ et pour v<y,,
Baz)  [EL<G e,

[vo—v°

C; étant une constante dépendant de « et 0.

Lopérateur L( f, ) est inverse de dF(f, {) a un terme quadratique (et mon borné) pres.
I1 est donné par (B.3), (B.g) et (B.11) :

(B.13) N> L(f §) . n=(AA=[A]"'. [A.7][IDg. L7 1. A. (n—A)).
I
() : Dg|, < -
na | gIVo—I +4

et pour 7neCy, et tout v<v,, on a :
L(f, ¢).neR"XC?

(puisque Dg et DgoR, sont holomorphes sur Int B, et par (B.11)). Remarquons que
L(f, ¢) est non borné puisque L;* Dest.
On a, en posant L(f, §).n=A¢ :

(B.14) dF (£, 4)-Ay—n—D,F(f, ¢).E=o.

(B.x5) Si v<vy<r/4 est ﬁxé,El’application qui a (¢, f) associe L( f, ¢) est continue
de U,xV; dans £(C2, R"xC?).

Remarque. — | |, (resp. | |, ) est la semi-norme sur R*XCy (resp. R"XG,)
donnée, pour ¢=(2, g), par :

|¢l,=sup(|r], [gl,) (resp. [¢],i=]gl,0)-
Majoration de Iopérateur L( f, §).

Il y a des constantes C,, C; dépendant seulement de « et de 6 telles que, pour 7eGC;
et v<v,, par (B.g), (B.12), (B.6) et par I'inégalité (4.1), on ait :

(B.16) L, ¢)-nleC4(vl "’_')
et :
(B.x7) IL(f, §)-0l,,1<Gs L.

(Vo__v)e-{-l ‘
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Pour prouver (B.17), on a, pour v<v,, par (B.16) :

Ny,
LU )] gy <G
v 3 o
puis on applique l'inégalité de Cauchy entre v et i(vo—v)—l—v.
2

Remarque. — Si F( f, ¢)=o0, alors L( f, ) est un inverse (non borné) de dF( f, ¢).
Inégalités fondamentales.

Soient feU,, vo<tk/2 et $eV, (ie. |Dy—I1d|,<1/4), alors F(f, $)eC;
(B.18) Ap=—L(f ¢).F(/; §);
alors A¢eGCy; pour tout v<v,. On a, par (B.16) et (B.17) :

(B.19) apl,zc, L
et .
(B.20) 1A4],,<C, lif)—'

C, est une constante dépendant seulement de « et 6 et du fait que ¢eV]. De plus
(fs 4) > Ay, eCp | est continue pour v; fixé, v,<v.

(B.2x) On a, pour AYeW, (v;<vy) (i.e. |D(AY)|,<1/8), d’apres (B.1), (B.2)
et (B.14) :
IF(f, ¢+ AL, <G| D,F(f, Yl | AL, +2 | AL,
Si on applique I'inégalité de Cauchy a D,F(f, ¢), on a finalement :

|F (f,nl»lw
(vo—

ou G, est une constante dépendant seulement de « et 6 et de ce que $eV] et AYeW, .

(B.22) |F(f, &+ A9)[,<Cy |AYL, +2[Ab[,

C) Démonstration du théoréme d’Arnold.

(C.x) Rappelons que £<1 et que 6>1, donc A®~'<I.
Si 3,=(k/2)(1[2+1/2"*!), on a §,—3, . =h[2"T2

n

Soient ¢, sur By =B,,, et F(f, $,)eC§ ;. On définit
Agy=—L(f, bo) - F(f; §) sur By,
et on pose Y1 =1o+ Ady.

217
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218
— On va choisir e tel que, si | f—foln <eh®®<eoh®,

(C.2) Récurrence sur n> 1.
on ait par récurrence, pour n>1 et s=0-+2

1) $,eV5, (e [Dy,—Id[;,<1/4);

2,) [F(fs 4|5, ek (455
3,) Si Pon pose Au}),,_—L(f, $).F(f 4), on a AbeW, | (e |Ayyils. <1/8);

4'n IALP”|8"+1<&:;Z° (n 4 Bje
5n IA¢n|8n+1, <€h0 1

On définit alors :
¢n+1=q)n+A¢n sur BS,“.]_'

n+5)

Démonstration de (C.2).

Pour n=o0, on a :

20) |F(S; bo)lso=[F (S bo) —F (S0, $o)lsg k™

Par (B.1g) et (B.20), on a :
40) IA%Islf_CzQ%she;
50) |A¢0181’1§_0223(6+1)8he+1.

On choisit ¢, tel que C,2%0+V¢ <1/8.
Montrons d’abord que pour n>2, si les relations 1,) d 5,) sont vraies pour 1<n, il en

est de méme de 1,,_,) & 5,,,)-
e Montrons que I'on a bien (1,,,):¢,,,€V5
Si les inégalités 5,) sont vraies pour i<z, on aura

Sn41’

‘-I)n+1=%+ E A‘I’
|§ AY, |a,, L1 g‘ lAq’i|8;+1,1SSohe_lAS€oA
avec A=GC 23(6“)4—121 TR

a) Choisissons ¢, tel que ¢,A<1/8. Puisqu'on a |[$y—Id|,,<1/8, ($oeV;,
par hypothese), et que 1/8+1/8=1/4, on a bien |¢, ,—Id|s,, ,1<1/4.

o Démonstration de 2, ), 4,11) € 5p41)-

On a par (B.22) :
[F(f U)ls .
|F(f; “pn+1)18n,15 (8 _8n+1) !Aq"nlsn+1+2|Aq} I&,”]_?

en supposant 4,) vrai, on a :
IF(f 4‘ 1 ls <01€2h46——0—12—2(n+5)s+(n+3)+2€2h40 20 ,—2(n +5)
> ¥n n4+1

— €2(Clhe_1 + 22—-(n+3))h20 2—2(n+5)s+(n+3)‘
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On pose B=C;+2. On a:

IF(f; 4‘"“_ 1) |8n+1§_€B5h262_2("+5)8+(n+3)'

Puisque AY,,,=—L(f, 4,).F(f, $,+1), on a donc par (B.18) et (B.19) :

4n+1) lAq)n+118n+2§52BCZh62_2(n+5)8+("+3)+(n+4)e

et

5n+1) lAkP +1|8 1<€2B02he—12_2(”+5)3+("+3)+("+4)(0+1).
n n+2, 1 —

b) On choisit g, tel que ¢,BC,<1 et g,B<1. Puisque s=06-+2, on a bien :

2—2(n+5)s+(n+3)+(n+4)(0+1)§2—((n+1)+5)s;
2,.1)> 4ns1) €t 5,4) sont alors vraies.

o Démontrons 3, ).

Soit A, 41s5,,,EW

¢) Pour n=o, il suffit de choisir ¢, tel que 2°°®*Y¢,C,<1/8, puisqu’on a alors
| Adig|sy, 1 < 2%+ VeCh®~1<1/8.

On a bien alors 1,).

Pour n>1, ¢,<1/8, carsi n>1, 3,) est alors une conséquence de 5,). En fait
le choix e) est une conséquence du choix a).

Sne2®

Y

Il reste & montrer que (G.2) est vraie pour n=1.
I1 faut prouver 2,), 4,) et 5,).
Par (B.22), 2,) et 4,), on a :

21) |F(f, b1)[5, <2 Cy Cp2® * 2410~ 071 + 2 CHA%—0
=2 (h*~1C G,y 2% 3 2C2) A%,

Si C=C,;C,2%"%4-2C2, on a :
2,) |F(f, 1) [5, <" CH*,
et par (B.18) et (B.19) on a :
41) | A, |5, < CyCe?2' h°
51) | Ay s, < CyCe2ot®+ 101,

d) On choisit ¢, tel que g,C<27 %0+ et ¢ CCy2*®+1<27%+2  Alors on a 1,)
a 5).

Par les choix a), b), ¢) et d) de ¢, on a bien démontré par récurrence que l'on
a 1,) ap5,) pour tout n>1. W
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(C.3) Démonstration du théoréme d’Arnold.

On a alors, pour ¢<g,, par 4,) et 5,) :

4§0 l A¢i|8n+ls€heA
« izo [ Aq)’:lsnu,lSAEhe—l,
avec A=Gy2® "0 Srfem 00,

Donc Aq;:é&@i converge bien, par (3.8.4), dans P'espace de Banach Cj), |,
et on a par passage a la limite de 2,) :
F(f, bo+AY)=o.
On a de méme :
|AY |h/4§€Che

et : | A [y, <eCROTH

avec G=A.
L’application ( f,, $g,f)>A¢ est continue puisque limite uniforme d’applications
continues. W

D) Unicité locale.

L’unicité locale que nous allons démontrer est facile pour le cas de T

Si R; 08;0R 087" =R, 0g,0R 085", avec acR—Q et g,eD’(T', 0) pour i=1, 2,
alors A\ =%, et gy=g, (voir II.g.3 et III.4.1.1).

Si n>2, pour une unicité locale en C™, r, grand, au voisinage de R, satisfaisant
une condition diophantienne, voir Moser [2]. On a pour n>2, la

Proposition. — Soient o et © comme dans le théoréme d’Arnold. Il existe >0 indépendant
de h, tel que, si feU,, ;eVy, pour i=1,2, avec g(0)=gy(0)=0, $;=(N\,g), et st
I‘P1—4’2|h/4§_€he et F(f, 91)=F(f, do)=0 (i.e. Ryo0g0R,087'=f=R,; 0g,0R,0g:"),
alors Yy=19, (l.e. \y=D»Ay e gy=4g,).

Démonstration. — Puisque fogy—g,0R,+ 7 =0, si Pon pose A¢=(Ax DgE),
on a par (B.3) :

dF(f,4) . Ay=Dg,oR,.(E—EoR,)+ AX.
Remarquons que dF(f, ;) est injective si on impose que Ag(o)=o0. En effet on a
alors E(0o)=o0; la relation dF(f, ¢;).Ay)=o0 implique que
Dg;oR,.(E—EoR,)+ Ar=0o.
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Avec la méme notation qu’en B), on a [A].AA=o0, soit AA=o0, donc E—EocR, =o0;
comme R, est sur T" une translation ergodique, E =-constante, et, puisque E(0)=o0
E=o0; d’ou il résulte que Af=o.

L’application dF(f, ¢;) a pour inverse L. Il y a donc une constante C, indépen-
dante de v et de & telle que, si v<vy<#k/4, on ait par (B.16) (C, est la méme
constante) :

3

(0.1) A= |L.aF(, 4 .Ap) <Gl ) Qo

[vo—v!°
Ecrivons o=F(f, ¢;) —F(f, ¢); en utilisant la formule de Taylor (3.8.3), on a :
o=dF(f, {1). Ay +M(Ad)?

avee M(x)(A4(0))° = [ (1 — DY () + £ Ad () . (MY (0) k.
Par (D.1) on a :

I

64(\'0-—\')e |AY],<2[ AL,

.. h(1 I
Choisissons 3, = 8 (; + ;;Tl) .

Remarquons qu’on a toujours ¢;eVy. On a :

| Ad [ie
A5, <2C,—
|8 =2
puisque | AQ|,,<ehl.

Si ¢ est assez petit (indépendant de % et dépendant de « et 6),

| A5, <ch®2°
et, par une récurrence élémentaire, si ¢ est assez petit, £¢<g,, on a :
| A5, <eh®27".

Donc, si n—>+o0, |Ad|g=0, ce qui implique A¢=o0. m

6. Rappels sur les approximations des fonctions C'.

Ce paragraphe est classique et est di essentiellement a S. Bernstein et D. Jackson.

Soit reR_ ; on rappelle que C'(T", R") est ’espace des fonctions de R"” dans R",
de classe C" et Z"-périodiques. (Si 7 est entier, ce sont les fonctions r fois contintiment
dérivables ; si 7 est non entier, ce sont les fonctions CI" dont la dérivée est Lip, _,(T", R")
ou encore holdérienne d’exposant r—[r].)

| |oest une norme définissant la topologie C'. Plus précisément, pour eC’(T" R") :

lele= X |Dk‘Plo + |Dm<Plr—[r]
0<k<L][r]
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avec, pour o<r<I,

—qup 2B =20
l@lr—z*g ESVI

Rappelons la proposition d’approximation de J. Moser [1, Lemma 1, p. 528-529].
Proposition (6.x). — 1) Il existe une constante C(r) dépendant de r et de n telle que, pour

tout 9eC’(T", R"), il existe une suite ,€Cypi(T", R") (en fait les ¢; sont des polynémes
trigonométriques de degré <2Y) (1) telle que

| 9i— i _1]12¢ < C(7) lolo

que @o=0, et que @~ pour la CO-topologie quand i— -+ co.
2) Réciproquement, soit o<h<1 donné; soit une suite (¢;), @;€Cspi (¢ entier >o0) telle que

K
| oi— iy [h/z"ﬁ 2_,',5

alors, si 1 est non entier, o; converge pour la Cl"-topologie sur R™ (ou T") vers eC(T" R")
(et méme ¢eC ~*(T",R"), pour tout e>o).

CoMPLEMENT. — De plus, d’aprés Jacobowitz, si r est non entier, oeC'(T", R") et o;
est convergente pour la CT~ *-topologie, pour tout >0 (mais non en général pour la C'-topologie);
si 1 est entier, r+0, alors ¢ est C"~' et « smooth au sens de Zygmund » (i.e. heCO(T") est

(404400 =4(*22)) /15

Démonstration. — 2) résulte de I'inégalité de Cauchy ((3.9) et (3.10)); pour la
convergence, voir VII.2.7.3; pour les suppléments, nous renvoyons a Jacobowitz [1, § 5,
p. 205-209] et Zehnder [2] pour le cas r entier.

« smooth » si sup
z*y

< —+00).

Esquisse de la démonstration de 1). — 11 suffit de le voir pour ¢eC’(T"). Soit B une
fonction C* sur R", positive, & support dans {xeR"||x|;=2|x|<1}, égale & 1 sur
{x]|*,<3/4}, vérifiant B(—x)=B(x) et B(x)<I. '

Soit Be#(R") la transformée de Fourier de B :

B =, B(x)e M2 dx,

D’aprées la formule d’inversion de Fourier, si P est un polynéme a n variables,

() Le degré de e2mi<k:2> (i=4/—1) est |k|;=32 LA
J
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Pour ¢eCT") et t>o, soit

a()=r[ Be—Neb=[ Bule(s—2)b;

on pose : @;= @] 2i-

R . . . . ; k ;
D’aprés la formule d’inversion de Fourier, si §(x) =¢™%® ona {,(x)= B( — = | i

A t
et si >1, alors B(——-t-)=0.
1

On montre alors facilement que pour tout ¢eC’(T"), ¢; est un polynéme trigono-
métrique de degré < 2i,

De plus, pour ¢eC’(T")
lo— o< Ca(r) Ll

2"’
ou G,(r) est une constante indépendante de ¢ et dépendant de r et de B (voir Shapiro
[1, chap. IV]). Pour voir que

|9l
l‘Pj—CPj—1|1/2fSC(’) erc >

ou C(r) est une constante dépendant seulement de 7 et de B, je renvoie a J. Moser [1,
p. 528-529] ou Jacobowitz [1, p. 205-209].

(6.2) Cas on @Gy (T", R").

Proposition. — Etant données les o; construits en (6.1), pour e Gy, si j est tel que 1/27<h/2,
alors 1l existe une constante C(¢) dépendant de @ et de h telle que

—2n2ih/8

l‘P“‘lemSC(@)e
Démonstration. — En effet, par (3.5.3), on a :
| Ryi(@) 2 < Cye” am2hi
C, étant une constante dépendant de ¢. Si <p=§<’(3(k)e2"“"”’,

Ry(p)= B (R

[kl >27+1

avec |k|=sup |k;|; il suffit de comparer
j

Sile)= I gR)emo
[k <2
E\Y —en
|Szi(‘P)“<leh/2§|(P|h )Y (I~B(_~))e arlklihi2,

0 <kl <2 2
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Or B(k/2))=1 si |k[27|;<3[4, donc :
27, ) i
ISzj(cp)—cpjlh/2_<_|cp[hcard{k/73§lk|_<_2’}e_2"2"§4

L
2

< |o|p2i®+ D238 (pour j assez grand).

Soit C = Max (x"t1¢~?%), On a donc :
T

1 6271:8N
N<et,
et par suite 1S,i(0) — ;e < Cle Ihe"z"(gh“ 8)2j/8"+1.

On choisit 8=24/8. On a bien :

821 (@) — @112 < Ca ()™ ™

—on2in8

et on conclut que |o—q;|n< C(op)e |

Remarque (6.3). — Soit K un compact maitrisable; soit €K i ¢(¢)eC'(T” R")
une application continue; alors, pour ¢ fixé, on voit facilement que

t> 04(f) CO(T™, RY)
est continue (avec ¢;(¢)=(¢(t));), et que

190 — 80l <y sup [ E0L

Pour i fixé, t(p;—¢;_;)(¢) est continue dans Gi,i(T" R"), puisque ce sont des
polynémes trigonométriques de degré <2, et

l o (?) |c'
2ir

b

sup | @;(f) — @; _1(#)]12:<C(r) sup
teK t

G(r) étant une constante qui dépend seulement de r et de A.

7. Démonstration du théoréme de conjugaison locale : le théoréme d’Arnold
implique le théoréme de conjugaison locale (d’aprés J. Moser).

On se donne «€R", B>o0, Cg>o, tels que, pour tout keZ"—{o} :

C
H<k’ OL>HZ [kln[:—B'

On choisit 6=n-+B si B est non entier, 6>n-+B si B est entier. On a donc 6>1.
A) Nous allons déterminer un voisinage Vi, de R, pour la C*-topologie :

VR ={feD*(T") | | f—R,|0<u} avec p>o,
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et une application s: Vil — R*xXD(T" 0) telle que si feVE et s(f)=(A g), alors
fog——goRa—l-)\:O.

Si feVE, par (6.1) on approche f—R, par des polyndmes trigonométriques g
de degré <2'; par la proposition d’approximation (6.1), avec @,=0, on a, en posant

fz:=Roc+(Pi :

(7.1) i ficali =19 9icslw<Cla0) LB < gpap)

C(20) est une constante dépendant de 6, n et de B.

(7.2) Nous allons choisir u de telle sorte que 'on puisse appliquer & chaque
étape le théoreme d’Arnold (5.2), et on passera a la limite en appliquant (6.1). Pour
cela, il faut vérifier les hypothéses du théoréme d’Arnold.

a) Premier choix de .

Soit v=r1/2. On a fieDiy,. Il faut que fieUyy (ie. |filypo=|Df]\pi<2).
On a, en appliquant P’inégalité de Cauchy a (7.1) :

|.f;_.f;‘—1'v/2i,2_<_012—(20—2”("
ou G, est une constante. Par conséquent :
-] [}
lfi_fo|v/2",2 = | CPilv/zi,zs i§1 I.ﬁ— i—1lv/2‘,2§cl P-(’,:Z‘l 2_(2(,“2)')-
Comme 20>2, on choisit

p<2/Cy( S o=t0-%),

On en déduit que, pour tout z, fieU,, et on a :
| fifim 1l S G(20)27 2.
b) Deuxiéme choix de p.

Soit ¢, la constante du théoréme d’Arnold (5.2) qui dépend de « et du choix de 6.
On suppose que p est assez petit pour que, pour tout ¢>0 :

I v \20
(7-3) |ﬁ'+1—filv/2"+150(20)“2ze(i+1)550(2-‘+1)

(v=1/2).

(7.4) Récurrence.
Pour i=o, fy=R,eU,, et gy=Id, A\y=o0. On a bien :
Joogo—Ryo0gy+2g=0.
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Soit  f,eU,pi; on suppose par récurrence sur i que Pon a (7.5) i) a (7.8) i) :
(7.8) 1) b=\, &) €Vigise
(ie. |Dg—Id|,i+2<1/8), avec :

(7-5)1) Jio&i—goR,+N=0
et de plus (G, étant une constante indépendante de ¢ et de f) :
0
(7.6)) [htoabr <G )
. | v\0-—1
(7.7 [ dicshon s <G ()

Montrons que c’est vrai pour i 1 sil’on suppose p assez petit. On applique le théoréme
d’Arnold (5.2) avec h=v/2'T! hj2 =v[2'*? et hla=v[2'* fo=f et f=fi.,.
On a bien |f;, ;—fi|,<e,#*® par (7.3), et f; et f;,, sont dans U,.
Par (7.8) i), ;€ Viyi.2, etil existe donc Ad;eR"X Clyss, tel que, si’on pose
bi i =bi+ A,

on ait :
(7.5)1+1) Jiz108i+1— 8o Ry +2N 1 =o.
D’apres (7.3) :

_ v \20
I.f;+1—'.filv12i+1§Cz“(F) s

C, étant une constante indépendante de ¢ et de f.
Si C est la constante du théoréme d’Arnold (indépendante de %), on a, d’apres
celui-ci :
v

0
(1-6)i41) e dils= Akl SO )

. v \°
G010 P b= Al <CG () -
On choisit donc C; = CGC,.

Il faut s'assurer que ¢; ;6 V2iia.

c) Troisiéme choix de p.

i+l i+l \0-1
Ona: [ i1 —1d [iivs 1 < p{-“l1¢p—¢p—1|v/29+2,101§9( % (2p+2) )

p=0

Or, puisque |6>1

i+1 v ‘0—1 © . 0—1
Z( ) <A= 20(2 ) - <+oo.

=0
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Pour s’assurer que ¢;,,€V2y.s, il suffit donc de choisir uC;A<1/8, et ceci achéve
la récurrence, (7.8) i+ 1) étant établie.

On a ainsi, par les trois choix a), b), c), déterminé p, donc V3, et p ne dépend
que du choix de 6 et (pour B fixé) de Gg; si Cy diminue, p. diminue.

Démonstration de 7 A). — Soient feVR, f—R, déterminé par (6.1), et {;;
(7.6) i) et la proposition d’approximation (6. 1) montrent que :

2 Ab=3 (i)

converge dans R*xCI(T" R") pour la C!®-topologie vers un élément
A$ = (Ax, Ag)eR"x C*(T", R)

(de plus il y a convergence dans la C°®~*-topologie pour tout £>o0). Soit :
S(f) = (A, Td + Ag).

D’aprés (6.1) (et son complément), et le fait que geD®(T" o) (par passage a la
limite, si ¢— 4 oo, a partir de 'inégalité (7.8) 1)), on a |D(Ag)|,<1/8 (noter que 6>1).
Donc

st VR —R*xDY(T")

S 8).
On a, par passage a la limite a partir de P’égalité (7.5) i) :
| | fog—goR,+2r=o,

donc f=R,080R 087 m

Remarque. — Puisque |D(Ag)],<1/8, g est Cl-isotope a l’identité (i.e. geD%(T™ 0)).

B) Si r>20, r—0 est non entier. s envoie Vi ND'(T") dans R"XD"~°(T" o).
Démonstration. — Soit feV®*ND’(T"). On a, par (7.3) :
Ifi+1“.ﬁ'Iv/2‘+1§50("/2i+1)2e-

Puisque feV%, mais aussi puisque f est C', par la proposition d’approximation (6.1) :
If aI r
l_f;+1 f|/2;+1<c(r (|+1)rC
ou C(r) est une constante dépendant seulement de r et de n. D’aprés (7.6) i) :
v\®
I‘Pr“l’i—llv/z"ﬂﬁcﬁ'-(;,-) >
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mais aussi par le théoréme d’Arnold :
[bi— i _1]yei+2<C _‘*—‘lfi—-f‘—llv/zi'

(v2)° 7
en remplagant on obtient :
. 0
[ bbb SCCOL Rl /247 ()

I1 en résulte que
r—6
[bemabas 00N ()

C(f) étant une constante indépendante de 7, mais dépendant de f, r, 6, etc. Par (6.1)
(r>20), E‘Ol Ay, converge vers A¢eR"x CIr—9(T" R") dans la CI"~.-topologie. De
plus, puisque r—0 est non entier par hypothése, on a, d’aprés (6.1) :
s(f)=(A\ Id+Ag)eR*x D"~ °(T", o),
ce qui prouve que
s: VB AD(T") > R"XD"~%T" 0). m
C) s envoie VR ND>(T") dans R"XD=(T").
Démonstration. — Immédiat par B) puisque, si feV®ND>(T"), s(f) est C'~°

pour tout 7. W

D) Continuité de s.

Démonstration. — Soient r>20, r—0 non entier, K un compact de D’(T*)nV3}
et teKp>f, une application continue. Puisque K est compact, par (6.3), il existe
teK( f)); dépendant contintiment de f,. Par la continuité du théoré¢me d’Arnold (5.2),
teK—A{,;(t) dépend contintiment de f; remarquons que, puisque K est compact, les

constantes sont uniformément majorées sur K. L’application ti—»'_zl A{;(t) converge donc
uniformément en ¢ pour la C~%.topologie vers teKi>A{(¢) qui est donc continue.
L’application s est bien continue, de VZ NnD’(T") dans R"XD"~°(T" 0) pour
la C"~®-topologie, car si K est une suite convergente f,—f dans la C’-topologie, alors
s(f)—s(f) dans R*xDI=%(T™ o) (et méme, pour tout ¢>o, f—s(f)eD ~®~¢TH
est continue, d’apres (6.1.1)). m

E) s envoie VE NnD®(T") dans R*xD*(T", o).

Démonstration. — Si f=1d +a+ ¢eD®(T"), il existe, d’aprés (3.4), un >0 tel
que ¢eCP(T" R"). D’aprés (6.2), si ¢; sont les approximations de (6.1) et si ¢ est
tel que v/2'<k[2, alors

[f= o Ralw S|~ o Rolin S G,
ou la constante G(f) dépend de f et de &, mais non de 7.
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On aura, si ¢ est assez grand :
—2n2ins v\
Gl ey (5)

Puisque C(f) e 2™"82®\?* 50 si i—>-4oc0, pour i assez grand, on pourra donc
supposer que f;,;=f, et par le théoréme d’Arnold il existera Ad;eR"XCpyiis , tel
que ipy=1Y;+ A= (A, g,) vérifie :
So&iii—&1oR + 2N =0

et (N1, &11)eR*XD(T", 0), en fait g, ,€Dfyiss 4.

Le procédé se stabilise donc. L’application s envoie bien VZ NnD®(T") dans
D“(T" o) par linjectivité (5.2) D) et par la continuité du théoréme d’Arnold (5.2).
Ce n’est que pour T* (r>2) qu’on a besoin de 'unicité (5.2) D). m

8. Remarques sur I’équation linéarisée.

On suppose que r<+oo avec reR,. Soient aeR", B>o0, Cz>o, tels que,
pour tout keZ"—{o} :

“<k a’>”——|k]n+a

n+e si pP=o
_n—l—ﬁ si B=*o.

Soit

Etant donné ¢eC’(T") vérifiant Ln ¢(x)dx=o0, on cherche ¢ tel que :
L (¥)=¢—doR,=0.

Nous avons déja discuté les cas CG* et C° en 4.
On a, pour r<+o0, la

Proposition (8.1). — 81 r>0, ¢eC'(T") et o=[¢]= an¢(x)dx’ il existe
¢eCr=o(T"),

st r—0 nlest pas entier (et si r—0 est entier, § est G" =%~ et « smooth au sens de Zygmund »),
telle que § vérifie

q)— “P ° Ra =9
de plus § est unique si on suppose que §(0)=o.

Démonstration. — (6. 1) permet d’approcher ¢ par des polynémes trigonométriques ¢;
de degré <2 avec ¢,=o0, tels que

] — i 1|12'<C |CP|C'

2"’
et f —@;_q1)(x)dx=o0.

229



230 MICHAEL ROBERT HERMAN-

On pose {Y,=o0. Soit, pour i>1, Af;eCj, avec v=1/2, déterminé par la
proposition (4.1), vérifiant L, (A{,)=¢;—¢;_; (i.e. AY,—Ay,oR, =¢,—p;_;). On
a, par (4.1) : ' ‘ '

| A i <C()|9lr/27(v/2)° et Ady(0)=o,
’ Cte ‘
dOflC l A¢i[v/2'._<_ —2—;(1,_—()) .
Par (6.2), si r—0 est non entier, = X A{; converge pour la C"~°.topologie vers
i=1

une fonction de C"~°(T"). Par passage a la limite, puisque AY;,—A¢;0R, =0p,—¢;_;,
b—doR,=o= 2 (ei—oi_1)

et ¢(o)=o.

Si r—0 est entier (+0), ¢ est C""%~! et « smooth au sens de Zygmund »
d’aprés (6.1) (complément). m ‘ ‘

(8.2) Cas de T

On a la

Proposition (8.2.1). — Soient >0, ¢eCTY), telle que [¢]= le(p(x)deO
et (k)| = UTle_“”“cp(x)dxlSO(l /|k|(Log|&|)3*¢). Alors, pour presque tout o« (au sens
de la mesure de Lebesgue), il existe yeC*(T") (et méme  est dans la classe A : sa série de Fourier
est absolument convergente) vérifiant : '

q) - Lp o Ra = 9.
Démonstration. — On a nécessairement :

¢(x) — 2 a(n) eznimc

271ino

In|+01—¢
et, par (4.3.2) :
¢(n) I I
1n|z¢o i (lan*OInl(LOg(I"Hl))“ellmll)
<0(1)

pour presque tout « (i.e., tel que, pour 0<e'<e, il existe C,>o vérifiant, pour tout

#19eQ, |a—(p/q)|=C,/¢*(Log(g+1))***).
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(8.2.2) Exemples.

Soit ¢eC’(T') dérivable sauf sur un ensemble au plus dénombrable et de
dérivée Do égale, sauf sur un ensemble au plus dénombrable, 4 une fonction 2 variation
bornée ; alors, si |k|—>-+o, on a :

291=0(5)

C’est ce que nous avons appelé la classe P. Par exemple si ¢ est PL, ¢ est de classe P
mais non dans G'(T") (mais tous les ¢eC'(T") ne vérifient pas Pinégalité de (8.2.2)).
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Note bibliographique
Malheureusement dans A. Finzi [1], la démonstration du théoréme contient une faute (signalée par J. Glimm

et R. Sacksteder). (Une erreur se trouve p. 269, lignes 5 a g; 'inégalité implicitement utilisée est fausse : si
aibi (Za;) (Zb;)
c;d; (Ee;) (2d,)

nous sommes inspirés de cet article en VI.6 et VIII.2.1.

=o0<m, les q;, ..., d; étant positifs, on n’a pas en général 1

< e(!).) Néanmoins, nous
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