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SUR LA CONJUGAISON DIFFÉRENTIABLE
DES DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE A DES ROTATIONS

par MICHAEL ROBERT HERMAN

« D'après ce qui précède, on comprendra sans peine à quel
point les difficultés que l'on rencontre en mécanique céleste,
par suite des petits diviseurs et de la quasi-commensurabilité
des moyens mouvements, tiennent à la nature même des choses
et ne peuvent être tournées. Il est extrêmement probable qu'on
les retrouvera, quelle que soit la méthode que l'on emploie. »

Paris, 13 décembre 1885
Henri POINCARÉ

(Sur les courbes définies
par les équations différentielles,

chap. XIX, Œuvres,
t. I, p. 222).

Références et notations.

A désigne l'annexe. Le signe • indique la fin d'une démonstration.
On utilise les renvois suivants :

IX. 6 .1 pour « chapitre IX, paragraphe 6, premier sous-paragraphe ».
6. i pour « paragraphe 6, premier sous-paragraphe, chapitre en cours ».
Pour les renvois bibliographiques : Arnold [i] veut dire se reporter à l'article d'Arnold,
numéroté [i] dans la bibliographie.

Les chapitres 1 à XIII et A ont chacun un plan et un commentaire où l'on indique
rapidement quelques éléments de bibliographie ainsi que les points importants du chapitre
qui suivra. Ils ne constituent pas des résumés.

Gomme référence générale pour les fonctions absolument continues, le lecteur
pourra se reporter par exemple à Hewitt et Stromberg [i],

Nous donnons maintenant quelques conventions et notations.

Conventions et notations.

i) Si -eQ,, on convient que yeN, q>,î, j&eZ et que p et q sont premiers
entre eux.
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2) Si/est une bijection d'un ensemble X sur lui-même, et si yzeN, /n est l'itérée
n-ième de/, avec /°==Idx (i.e. l'identité de X),/"1 est la bijection réciproque, et
/-^(/-T.

3) Si (p^: X-^R, i=i, 2 sont deux fonctions, on désigne le produit de <pi et (pg
par 9i.<pa (point) ; on note <pi.<pi==(<pi)2; nous espérons que le lecteur ne sera pas
induit en erreur avec les notations de 2).

4) Pour 9 : X—^R, et a et b dans R, a<_^<_b veut dire : pour tout xeX,
a<_^x)<_b.

5) dx=m est la mesure de Lebesgue sur K1 et aussi la mesure de Haar sur T".
Si cp : Tn-^RP est intégrable, on écrira indifféremment :

m^ ^JT» (p dm ̂ JT" ̂ dx'

Si ACRn est w-mesurable, w(A) désigne la w-mesure de A. Dans la suite [ [j^i désigne
la norme de L^T1, m, R).

6) R_^ i=={A:eR[;^o}= l'ensemble des réels positifs ou nuls.
7) s.e.d. est une abréviation pour « sauf pour un ensemble de points au plus

dénombrable » (l'ensemble pouvant être vide).
8) Si 9 : R->R est bornée, on pose :

|(p|o=sup|9M|.
a;GR

9) Soit /: R->-R une fonction dérivable, de dérivée iy>o; alors Log D/'désigne
Log(D/) et DLogD/=D(Log(D/)). Si <p : R->R est dérivable et îeN, z^i, alors:

D9o/^(D/^)2=((D<p)o/^).(D/i)2.
n—l

10) On convient d'écrire la sommation S également S .
»=o i<n

n) Si ;ceR, [x] désigne le plus grand entier inférieur ou égal à x et x (mod i)
désigne x— [x] e [o, i [.



INTRODUCTION

Soit T^IT/Z". Pour o<_r<_u (ce qui est une abréviation de :
re{o, +00, œ}u{A:eR[.^i}),

on désigne par Diff^T") le groupe des difféomorphismes de T" de classe (7 et G^isotopes
à l'identité (si r==o, c'est le groupe des homéomorphismes de 'P; si r>_î, reR*—N,
c'est le groupe des difféomorphismes de classe G1^ vérifiant une condition de Hôlder
d'exposant r—[r] sur la [r]-ième dérivée; si r=œ, c'est le groupe des difféomor-
phismes R-analytiques).

Le problème que nous proposons d'étudier est la Cî-conjugaison, c'est-à-dire la
conjugaison dans Diff^(T1) à des rotations ou translations : R^:X[->X+OL (aeT1).

Henri Poincaré a introduit en 1885 un invariant de Cl°-conjugaison :
p : Diff^T^T1

appelé nombre de rotation; en 1932, Arnaud Denjoy a démontré (contrairement à ce
que Poincaré supposait vraisemblable) que si la dérivée D/ de /eDiff^:(T1) est à
variation bornée, et si p^^aeT^—ÇQ^Z), alors/est C°-conjugué à R^ : il existe
^eDiff^T1) tel que /^^oR^. (Noter que Diff^.(T1) est aussi le groupe des homéo-
morphismes du cercle préservant l'orientation.)

Remarquons que, si l'on impose ^(o)=o, g est unique, le problème étant alors :
si/est de classe (7, quelle est la classe de différentiabilité de g?

Vladimir I. Arnold a montré, en 1961, que si/est un difféomorphisme G" « suffi-
samment » proche de R^, où a satisfait une condition diophantienne, et si p(/)==a,
alors/ est C^-conjugué à R^. Il a posé la :

Conjecture d'Arnold. — II existe ACT^—ÇQyZ) de mesure de Haar égale à i, tel que
si /eDiff^?(T1) et p(/)==a£A, alors f est C^-conjugué à R^.

De plus, V. I. Arnold a donné un exemple de /eDiff^T1) tel que :
p^^aeT1-^),

bien que / ne soit pas absolument conjugué à R^.
Nous nous proposons dans ce mémoire de poursuivre cette étude. Déjà pour

l'étude de l'équation linéarisée en l'identité de la G^-conjugaison à R^ :
çeGW^-çoR.eG-Cr1),

la réponse dépend de la nature arithmétique de a (i.e. des approximations de a par
les rationnels). (Noter que sur l'équation linéarisée le théorème de Denjoy semble faux!)
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Le présent mémoire est composé de deux parties. La première partie, qui va du
chapitre 1 au chapitre IX, consiste à démontrer la conjecture d'Arnold. La deuxième
partie montre (par la catégorie de Baire) que les théorèmes que nous démontrons sont
essentiellement optimaux. Cette deuxième partie est probablement celle qui se prête le
plus simplement aux généralisations en grandes dimensions (nos démonstrations ont été
choisies pour que le cas des variétés possédant une action effective C00 de T1 ne présente
souvent aucune difficulté). Il va sans dire que tout chercheur désireux de travailler
sur les diffeomorphismes du cercle doit s'habituer à construire et étudier des exemples.
Dans Denjoy [5, p. 1004] (notice sur ses travaux), Denjoy raconte comment son théorème
lui est apparu comme négatif : il n'arrivait pas à construire un difféomorphisme C2

de nombre de rotation irrationnel ayant un ensemble de Cantor minimal invariant.
Le présent mémoire est une version améliorée de ma thèse d'État, soutenue en 1976.

La version présentée ici contient une démonstration complète de la conjecture d'Arnold
(nous avons aussi inclus d'autres améliorations).

La première partie consiste à démontrer le théorème fondamental. Commençons
par une définition.

Définition. — Si aeR— % et si a == ̂  +1 /(ûi+1 /(^ + . . . ) ) est son développement
en fraction continue, a satisfait à une condition A si :

lim lim sup ( S Log(i+a,)/ S Log(i+û,))=o.
B^+oo n-^+oo \^B 0< "'l^^n ov l//

l<^i<_n

Remarque. — Nous montrerons au chapitre V. 10 que l'ensemble A des irrationnels
qui satisfont à une condition A est de mesure de Lebesgue pleine.

Le théorème suivant est démontré au chapitre IX (5.1).

Théorème fondamental.—Si g^r^co (relf^+oo, œ}), ji/eDiff^(T1), où p(/)==oc
satisfait à une condition A, alors/est C"2-conjugué à R^ [en fait G^1^^-conjugué pour tout j3>o,
(3eR) ; si f est un difféomorphisme de classe G00 (resp. C°) alors f est G^-Çresp. G0-) conjugué àR^.

Pour démontrer le théorème fondamental, on utilise essentiellement les neuf
premiers chapitres.

Les chapitres I, II, III et V sont des rappels de résultats connus que nous exposons
de façon systématique (surtout pour II et III).

Au chapitre IV, on introduit l'invariant Hy ( i^r<+oo, r entier) semi-continu
intérieurement pour la C^topologie, tel que H,(/)<+oo si et seulement si / est
G^conjugué à une rotation.

Le chapitre VI est consacré au théorème de Denjoy (et les résultats sont de Denjoy).
Nous réexposons la démonstration fondamentale que Denjoy a donnée, en 1946,
dans [3]. Nous remarquons que sa démonstration donne un théorème pour les homéo-
morphismes qu'on appelle de classe P (en fait, en lisant bien Denjoy [3], on se rend
compte que Denjoy le savait) ; ainsi, le théorème de Denjoy reste valable pour les homéo-
morphismes PL de T1. Nous en déduisons la construction d'un homéomorphisme PL
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de T1 sans mesure cr-finie invariante, non nulle, absolument continue par rapport à la
mesure de Haar de T1. Mais le chapitre VI contient surtout l'inégalité de Denjoy-
Koksma et l'inégalité de Denjoy, inégalités essentielles pour la suite.

Dans la première partie du chapitre VII, on démontre le théorème suivant, qui
est une réponse partielle à un problème de Denjoy.

Théorème, — Tout difféomorphismefde T1, de classe G2 et de nombre de rotation irrationnel,
est ergodique par rapport à la mesure de Haar m de T1, au sens suivant : si A est un ensemble
m-mesurable de T1 invariant par f, alors m(A)=i ou o.

Dans la deuxième partie du chapitre VII, nous montrons en VII. 2 .5 comment
revenir proche d'une rotation dans la « C^-topologie plus variation bornée » par des
G^-conjugaisons {r>_ 2) de tout difféomçrphisme G de nombre de rotation irrationnel.
Ceci est extrêmement important pour la suite.

Au chapitre VIII nous démontrons une inégalité de P. Deligne (voir Deligne [i]).
Nous donnons aussi une amélioration du théorème de Denjoy {i.e. on contrôle le module
de continuité de l'homéomorphisme qui conjugue/à une rotation) pour certains nombres
de rotation {i.e. de densité bornées/étant seulement un difféomorphisme de classe C1

et D/' à variation bornée.
Le chapitre IX contient la démonstration du théorème fondamental. Nous

commençons, sous les hypothèses du théorème fondamental, par montrer que / est
G14" ̂ conjugué (o<s<i/5) à R^. La suite du théorème fondamental est une question
de régularité. Nous incluons dans le chapitre IX une suite de théorèmes de régularité
qui impliquent la conjecture d'Arnold en G00. Pour obtenir la conjecture d'Arnold
(en G") nous nous appuyons sur VII. 2 .7 et l'Annexe.

L'Annexe est indépendante de tous les autres chapitres. On y reprend le théorème
d'Arnold, en suivant J. Moser et H. Rùssmann pour préciser les constantes et le voisinage.
Ge chapitre est consacré aux « petits dénominateurs » et peut être lu indépendamment
du reste.

La deuxième partie, qui se compose du chapitre III et des chapitres X à XII,
est consacrée à montrer en un certain sens que le théorème de conjugaison locale de
l'Annexe est le meilleur possible : il se produit bien une perte de dérivabilité, comme
le laissait supposer l'équation linéarisée.

Soient, pour o<_ r<_u, F; = {/e Diff; (T1) | p(/) = a} le fermé des diffeomorphismes
de classe G'et de nombrede rotation a, et 0^={g~loR^og |^eDiff^(T1)} l'orbite de R^.

Au chapitre X, on montre que, pour a irrationnel, 0^ est résiduel dans F^ pour
la C°-topologie. Nous avons inclus dans ce chapitre des améliorations sur les contre-
exemples de Denjoy. Nous discutons aussi le théorème de Denjoy quand on remplace
« de classe G1 plus variation bornée » par « G1 plus module de continuité ».

Au chapitre XI, contrairement au cas G°, on montre que pour tout entier
i^r<+oo, 0^ est maigre dans F^ pour la G'-topologie, et, si a est un nombre de
Liouville, 0^ est maigre dans F^° pour la G°°-topologie. Ces résultats et d'autres
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montrent bien que, suivant la nature arithmétique du nombre de rotation, on a des
réponses différentes.

Au chapitre XII, on reprend l'exemple d'Arnold et on montre qu'il existe dans

la famille f^ ^{x) == x + a sin 2nx + b, \ a \ < -I-. On étudie aussi le problème des centra-

lisateurs : il existe/eDiff^°(T1), avec çî{f)=oLe^l—{Q^|Z), tel que / ne soit pas abso-
lument continûment conjugué à R^, mais que le centralisateur C°° de / ait la puissance
du continu.

Finalement au chapitre XIII on donne quelques exemples et généralisations à T^.

Remarque importante. — II est bien plus commode pour des raisons d'écriture de
travailler dans D^T1), le revêtement universel de Diff^.(T1), puisque D'(T1) s'identifie
canoniquement au sous-groupe des /eDifT(R), où /=Id+<p et 9 est une fonction
Z-périodique de R dans R (de classe G").

Évidemment notre problème se ramène à la conjugaison dans D^T1) aux trans-
lations ^l->R^(^)=A:+a. En conséquence, nous énoncerons toutes les propositions
dans D^T^ et le lecteur passera aisément au quotient : si C = { R \ p e Z } est le centre
de D'CT), on a :

Diff^T^DW/G^D^T1) (mod i).

Si /eD^T1), /désigne le difféomorphisme de T1 obtenu par passage au quotient.

Je voudrais remercier A. Chenciner, H. Rosenberg, L. Schwartz, F. Sergeraert,
ainsi que D. Sullivan de m'avoir encouragé, pendant plusieurs années, à persévérer
dans mon effort et mon étude des difféomorphismes du cercle. Je remercie A. Douady
pour m'avoir aidé dans la compréhension des difféomorphismes R-analytiques d'une
variété R-analytique. L. Carleson et P. Deligne ont apporté des améliorations et des
simplifications de démonstrations du théorème fondamental et je les remercie de m'avoir
autorisé à les inclure, ainsi que Y. Meyer de m'avoir autorisé à inclure une proposition
non publiée par lui.

L'aide de M. Reversât et J.-M. Deshouillers m'a été particulièrement utile pour
l'arithmétique.

Finalement ce mémoire est en grande partie consacré à la théorie ergodique ;
F. Ledrappier, J. M. Strelcyn et J.-P. Thouvenot m'ont posé des questions cruciales
pour la démonstration du théorème fondamental; je leur en suis infiniment reconnaissant.

Je remercie J.-P. Bourguignon, M. Chaperon, A. Ghenciner, D. B. A. Epstein
et son séminaire, G. Joubert, F. Laudenbach, ainsi que le référée de m'avoir aidé pour
l'amélioration de la rédaction de ce mémoire.

Ge travail a été effectué dans le cadre du Centre de Mathématiques de l'École
Polytechnique, Équipe de Recherche associée au G.N.R.S. n° 169, dont le secrétariat
a assuré la frappe et les nombreuses corrections.

Il va sans dire que le présent mémoire est sous l'entière responsabilité de l'auteur.
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I. — RAPPELS ET NOTATIONS : GROUPES DE DIFFÉOMORPHISMES DE T^
ET TOPOLOGIE GÉNÉRALE

Plan :

1 . Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 2

( i . i ) Le tore 1̂  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
( i . 2 ) Norme sur R^1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
( i . 3) Métrique sur 1̂  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
( i . 4) Applications de classe 07 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
(1.5) Les groupes Diff^T1), Diff^T1) et D i f f ^ T ^ ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
(1.6) Les espaces C^T^ et C^T», R^, r eR+ ou r == + oo ou co. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
(i .7) Les groupes D^TP), D^T^ et D^T^ o) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2. Topologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

(2. i) Topologie sur C^T^ R^ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
(2.2) Topologie sur D^T^), o ̂ _r ̂  + oo si reR+, r ;̂ i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
(2.3) Topologie sur Diffo'CP1), o ̂  r^cd, r entier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
(2.4) Proposition sur les espaces polonais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
(2.5) Remarques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
(2.6) Corollaire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
(2.7) Densité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3. Rappels sur les espaces de Baire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 7

4. Semi-continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Commentaire :

Ce chapitre est un chapitre de notations et de rappels. Ainsi que le lecteur le constatera, il est plus facile de
travailler dans les groupes D^T^) (revêtement Z^cyclique de DirÇ^T^) associé à l'injection scindée

o^^(T^)->^(Diffj-(Tn)).

En effet, il est alors commode et facile d'écrire des difféomorphismes ; par exemple si \a \ < — , & G R :

fb(x) = x + a sin 2TCC + bç D^^).

La famille des f^, dépendant de a et de b, apparaît très « naturellement »; son étude sera en partie
l'objet du chapitre III et du chapitre XII (qui n'épuiseront pas ses propriétés).

Évidemment, le problème qui nous occupe, la conjugaison dans Diff.^'P1), peut s'étudier dans D^T") par
revêtement, puis passage au quotient par { i }-^•Zn-> Dr(Tn)-> Diffo(Tn)—>{ i}. Pour /eD^'P1), on notera
le difféomorphisme induit sur T^ par /.

On introduit les groupes D^T^), r>_ i, r non entier, -comme les difféomorphismes de classe C^l dont la
dérivée r-ième vérifie une condition de Hôlder d'exposant r—[r]. C'est un groupe pour r'>_ i, et un espace
topologique pour la topologie C^ mais malheureusement ce n'est pas un groupe topologique.

11



i2 M I C H A E L R O B E R T H E R M A N

i. Notations.

( 1 . 1 ) Le tore T".

Soient n un entier >_î, r^IT/Z" le tore de dimension n, n : R^T* la
projection canonique.

(1.2) Norme sur R71.

On note | | la norme suivante sur K1 : si x == (^3 ..., x^) e R71 :
[ A: [ = sup [ x^ [ (z.^. la norme />00).

«

Cette norme sur R" induit une norme sur ^{ÇRn)p, K1) {p entier) espace des formes
multilinéaires symétriques vectorielles, norme que l'on note encore [ [.

(1 .3) Métrique sur T".

On choisit sur T^* la métrique quotient : si x, jyeT71 et si 3? et j^sont des relèvements
à R", alors :

\\^-y\\-}^-y+p\'
On pose |[ x ||=[| x—o||.
On a les propriétés a) \\-x\\ == \\x\\, b) \\x+y\\< \\x\\ + [ |^[[.

(1.4) Applications de classe G7'.

Dans la suite r désignera la classe de différentiabilité d'une application; r sera
un entier non négatif ou égal à +°° ou (0 (G0 pour R-analytique) $ o^r^co veut
dire que r est entier, r==4-oo ou r==œ (on convient que si reR, r<+oo<œ).

Pour reR+3 une application est dite de classe Gr si elle est de classe C1^ et si
sa dérivée [rj-ième vérifie une condition de Hôlder d'exposant r—[r] (9 : Rn—^R
satisfait une condition de Hôlder d'exposant (3, o<p<i , s'il existe k^o tel que pour
tous A:, y dans K1 on ait :

W-MWx-^.

Si (3==i, 9 est dite lipschit^ienne).
Si o^r^oo, r non entier, nous le préciserons toujours.

(1.5) Les groupes Diff^T"), DifF^T^ et DiffJ'Cr1).

Pour r entier, o^r^co, soit DiiT'CT^) le groupe des difféomorphismes de classe Cr

de T71, avec la convention que Diff^T^) est le groupe des homéomorphismes de T".
On note Diff^ (T") le sous-groupe (distingué) de Diff^T^ formé des difféomorphismes

12
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qui sont CT-isotopes à l'identité. Si r^i, alors Diff; (T^Diff^T^nDiff^T1).
On note DiffJ'(T71) le sous-groupe de DifF^T") formé (ou « composé ») des difféomor-
phismes de T" qui sont homotopes à l'identité. Pour n<_^ on a DiffJ^T^Diff^T^
(voir Cerf([i] et [2])).

(1.6) Les espaces (7(1 )̂ et G^T1, R"), reR+, r=+oo ou <o.

On désigne par G^TP) l'ensemble des fonctions réelles sur R" de classe G*" et
Z^périodiques (o^r^œ); G^TP) s'identifie canoniquement à l'ensemble des fonc-
tions réelles et de classe G7' sur T^

Nota. — Nous ferons constamment cette identification. On pose :

C^T^R^^C^T1))^

qui s'identifie aux champs de vecteurs de classe Gr sur T". Si yeG^T", R^, et reN,
D^ est la dérivée d'ordre r de 9 avec la convention D°9==(p, D^^Dy.

(1.7) Les groupes D^T1), D^T1) et D^T^ o).

a) r entier^ o^r^œ.

Si / est un C^difféomorphisme de T" homotope à l'identité, par la théorie du
revêtement universel, il en existe un relèvement /: R^R^ où fest un C^difféomor-
phisme de R^, et f-Id=^eGr(Tn,'SLn).

Considérons le sous-groupe D'CI^) de Diff^R^ formé des difFéomorphismes
de R" qui s'écrivent /= Id + cp avec çeC^T^ R") $ R71 se plonge dans Dœ(Tn) comme
sous-groupe des translations :

aGR^R^D^Cr1) avec R^)==;c+a;

on considère de même les rotations (ou translations) :

oceT^R^Diff^T1) avec R^ : X}->X+OL,

images des translations par passage au quotient.
Soit C=={Rp\peZn}^Zn; G est le centre de D'OP), o^r^œ et

Diff^T^^D^T^/C.

On a la suite exacte de groupes :

{i} —>Zn —> D^T") -^ DifÇCT1) —> { i }j j j
{I}—>z ro—>RW—"—> rrn———>{i}

Si /eD^T"), TC(/)eDiffJ•(Tn), on écrira aussi/(mod Z^ à la place de n{f) ou encore
/(modi) si n= i ; on écrira souvent TC(/)=/.

13
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Notation.— Si aeR", on écrira encore R^ la translation R^ sur T\ Rappelons
que si a=(ai, ..., aJeR" alors (i, ai, ocg, . . . ,aJ sont indépendants sur Q si, et
seulement si, R^ est une translation ergodique sur ^n.

b) r TZOTX ^n r̂.

Si r>_ i, r non entier, on définit de façon analogue D^T^) qui est alors un groupe.
Si o<r<i, feD0^) est un homéomorphisme de classe C si /—IdeC^T^R1)

et si /-^--IdeG^T^R") (remarquons que /-IdeC^T^ R") n'implique pas que
/~l—IdeCr(T",Rn) : les homéomorphismes de classe (J, o<r<i , ne forment pas
un groupe pour r fixé).

/eD^T1) est un homéomorphisme lipschitzien si/ et f~1 sont des applications de R"
dans R" lipschitziennes pour la métrique standard de R" : il existe k^i tel que pour

tous x, y on ait ^\x-y\<_\f{x)-f{y)\<^k\x-y\.

c) D^T»), o^r^+oo et D^T^ o), si r>_i.

Si o^r^œ, D^ÇT") est le sous-groupe des difféomorphismes de classe G^
G^isotopes à Fidentité. On pose D^V, o)=={geDr(rrn)\g{o)=o} et aussi :

DiffJ-CT1, o)={geDi^^Tn)[g{o)==o}.

2. Topologies.

(2.1) Topologie sur G^T^ W).

On pose, pour yeG^T^R^, | <p |co= | 9 |o=Max [ ç^)).

Si r est entier, (peC^T", R^, | y 1er- |9 |o+.. . + | D^ |o.

Si o^r<i, yeC^T^R-), | <p |, = Max lî^T-^^ est une semi-norme et
1 1 , 1 1 ^y \x— v\

on pose lylc^Ho+lpIr- 1 •71

Si o^r<+oo, C^T^R^ est un espace de Banach.
Si r= +00, G^T", R") est un espace de Fréchet dont la topologie est la limite

proj écrive des topologies G^
Si r=œ, on met la G°°-topologie sur C" ,̂ K1) (1). On désigne par S^ une

distance sur COO(Tn, R") invariante par translation et complète, définissant la topologie
de Fréchet sur cet espace.

(1) II existe une topologie cTe.v.t.l.c. et complet sur C^T"), appelée C^-topologie : la topologie limite inductive
localement convexe des espaces de fonctions holomorphes définies sur un système fondamental ad hoc de voisinages
de Stein de R71 dans Cn (par exemple | Im z | < À, h —> o). Pour cette topologie 0(1 )̂ n'est ni métrisable ni de
Baire; comme cette topologie ne nous sera d'aucune utilité, nous supposerons que sur les fonctions C", on met la
C°°-topologie qui est moins fine que la C^-topologie, bien que la plupart des propositions soient vraies avec la
C^-topologie (sauf ce qui se rapporte à la catégorie de Baire).

14
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(2.2) Topologie sur D^T^), o^y<+oo.

(2.2.1) Si o<_r<+co, on a la distance S,{f,g)^\f—g\y si r est entier et,
si r_^ i est non entier :

W g)=\f-§ \^ + 1 DM(/-^) e-H ;

si r= +00, on a la distance

W,g)=W-g,o).
Ces distances définissent la G^topologie sur D^T^).

Sur D^T^, on met la G°°-topologie.

(2.2.2) Pour o<_r<_+co, r entier, D^T") est un groupe topologique pour la
C^topologie (voir Cerf [i]).

Remarque (2.2.3). — Si r^i est non entier, D^T") n'est pas un groupe topo-
logique pour la CT-topologie.

(2.2.4) Si o^r^œ, r entier, D^T^ est localement contractile (pour la
CY-topologie).

Pour r==o, c'est un théorème dû à Edwards-Kirby. Si r^ i et y=Id+<p, si 9
est suffisamment voisin de o dans la G^topologie,

te[o, i] h>Id+^ç

est une contraction sur l'identité. Gomme D^T^ est un groupe topologique, il est
localement contractile en tout point puisqu'il l'est au voisinage de l'identité.

(2.2.5) Si i<_r <_u, D^T") est canoniquement homéomorphe à un ouvert de
G^T", K1) (ouvert induit par la C^topologie) ; donc, pour i <_r< +00, D^T") est cano-
niquement une variété banachique, et si r=+oo une variété fréchétique (il est donc
localement contractile aussi pour r^ i, r non entier).

D^T^) est la composante connexe de l'identité; c'est un sous-groupe ouvert
(dans la C^topologie) de D^T") et aussi un sous-groupe fermé. Si r>_i, r entier <+00,
bien que D^T^ soit un groupe topologique pour la C^topologie et une variété bana-
chique, D^T") n'est pas un groupe de Lie banachique de classe G1. Les applications
S^'f°ê et /i->/-l ne sont P^ d6 classe G1 pour la C^-topologie.

On montre (voir Dieudonné [i, VIII. 12, exercice 8) et X.2, exercice 4)] et
Irwin [i]) que pour k^o, k entier :

{f,g)eDr{Tn)^fogeDr-k(^n)

/eD'Cr) ^/-^D^-^T")

sont de classe C^. C'est ce que l'on appelle la perte de dijférentiabilité. Pour r=+oo,
en un sens à préciser, D^T") est un groupe de Lie fréchétique. Le théorème des fonctions



16 M I C H A E L R O B E R T H E R M A N

implicites étant en général faux pour les espaces de Fréchet, il faut des hypothèses
beaucoup plus draconiennes pour avoir un théorème. Nous renvoyons le lecteur à
F. Sergeraert [i] ou Hamilton [i] pour un théorème des fonctions implicites adapté
à notre étude. L'objet de ce travail est l'étude de cette difficulté sur un cas particulier,
la conjugaison dans D^T^) à des translations, et de montrer que pour r fini il se produit
ce qu'on appelle une perte de différentiabilité.

(2.3) Topologie sur DifÇCT1), o<_r<_u, r entier.

Sur DifÇCT1), on a la distance qui définit la C°-topologie :

W^-sup ||/W-^)|1;
xCt"

sur DiffJ^T"), i<_r<_-}-co, r entier, on a la distance qui définit la CY-topologie : si
/et ^DiffJ^T1) et si/et "g sont des relèvements à D^T") :

dAf.g) =^(/^)+|D(7-i/)[cr-l si i^r<+o)

d^g)=d,{f,g)+^W-g),o) si r-+o).

Sur Diff^T^ on met la G°°-topologie.
Pour la CV-topologie, DiffJ^T^ est un groupe topologique localement contractile

et la suite :
{ i} -^ G ̂  Zn -> D^T") -> Diff^T") -> { i }

est une suite exacte de groupes topologiques; D^T^) est le revêtement Z^cyclique
associé à l'injection (scindée) :

O^TT^T^^^CDifÇ^)).

Si yz==i , 2, D^T^, pour o^r^+oo, est le revêtement universel de DiffJ^'T1) pour
la C^topologie; de plus, si % = = i , 2, DifFJ^T^ est la composante connexe de l'identité
pour la G'-topologie (^. Diff^T^Diff^T1)).

Proposition (2.4). — Pour reNu{+oo} (1), D^T1) (resp. DiffJ^r1)), pour la
CT-topologie, est un espace topologique polonais (i.e. homéomorphe à un espace métrique complet
sep arable).

Démonstration. — Si l'on prend comme nouvelle distance sur D^T^) :

Pr(/^)===|/-^+|/"l-^llc- si o^r<+o)

et : Poo^-U/^+U/"1^"1) si r=+oo,

p,. définit sur D^T") une topologie équivalente à la G^topologie puisque D^T") est
un groupe topologique, et pour cette distance p,., D^T") est complet; D^T") est sépa-
rable, car homéomorphe à un sous-espace de C^T", Rn)3 qui est séparable.

(1) Si r>_ i n'est pas entier, D^T1) n'est pas séparable pour la 07- topologie.

16
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On montre de même que DifÇ(T1) est homéomorphe à un espace métrique complet,
et il est séparable puisque

TC : D^T") -> Diff^T") -> { i}

est continue. •

Remarques (2.5). — i) Si k<r, D^T^ avec la C^-topologie n'est pas un espace
de Baire.

2) On supposera qu'un sous-espace de D^T") a la topologie induite par la
G^topologie sauf mention du contraire.

Corollaire (2.6). —Pour o<_r<_+oo, rentier, tout fermé de D'(TP) (resp. Diff^T^)),
et même tout G§ (intersection dénombrable couverts) est un espace topologique polonais et a donc
la propriété de Baire.

Démonstration. — Voir Bourbaki [2].

(2.7) Densité.

Soit P^T^) l'ensemble des /eD^T") avec /=Id+cp, où 9 est une application
polynôme trigonométrique à coefficients rationnels (i.e. chaque composante de 9 est
un polynôme trigonométrique à coefficients rationnels) ; P^V) est dénombrable mais
n'est pas un groupe.

Proposition. — Si r_^i, r entier, P^V) est dense dans D^T") pour la G'topologie.
Si n=i, PQ(T1) est dense dans D°(T1) pour la C°-topologie.

Démonstration. — Si r^i, D^T") est homéomorphe à un ouvert (ouvert induit
par la C^topologie) de G^T^ IF) et la proposition est alors classique. Si n==i, et
r==o, c'est aussi classique par la continuité uniforme des /eD°(T1) et le fait que/est
croissante. •

3. Rappels sur les espaces de Baire (voir Bourbaki [2]).

Soit X un espace topologique de Baire (par exemple un espace topologique
polonais).

Définitions (3.1). — i) Une partie de X est maigre si elle est contenue dans une
réunion dénombrable de fermés (z.e. un FJ sans point intérieur. Comme X est de Baire,
la réunion est sans point intérieur.

2) Un ensemble est résiduel s'il contient une intersection dénombrable d'ouverts
denses [i.e. un G§ dense), ce qui est équivalent à ce que son complémentaire soit maigre.

3) Une propriété d'éléments de X est générique si elle est vraie sur un ensemble
résiduel.

17
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(3.2) Un espace topologique est parfait s'il est sans point isolé et non vide.

(3.3) Un ensemble de Cantor de [o, i] est un fermé parfait, qui est sans point intérieur
dans [o, i]; et sur T1 deux ensembles de Gantor se déduisent l'un de l'autre par un
homéomorphisme de T1 préservant l'orientation.

(3.4) On a la

Proposition. — Soient X un espace topologique polonais et F un G§ sans point isolé; alors
F a la puissance du continu.

Démonstration. — Gomme F est un espace topologique polonais, on peut supposer
que X=F et que X est sans point isolé; X se plonge dans [o, i^ (voir Bourbaki [2]),
donc Gard(X)^Gard(R). On montre (Hewitt et Stromberg [i, chap. II (6.65)])
que Gard (X)^ Gard (R) car, X étant un espace métrique complet sans point isolé,
il existe une injection continue de l'ensemble de Cantor triadique dans X. •

Remarque. — Puisque X est un espace de Baire séparé, s'il est sans point isolé,
on voit facilement que son cardinal est strictement supérieur au dénombrable.

4. Semi-continuité (voir Dieudonné [2]).

Soient R==Ru{+oo}u{—oo}, e t X u n espace topologique; f: X->R est semi-
continue supérieurement si pour tout ûeR, /"^[—oo, a[ est ouvert; /: X->R est semi-
continue intérieurement si —/ est semi-continue supérieurement. Voici les résultats
que nous utiliserons :

Proposition. — Soit y:X->Ru{+oo}, semi-continue intérieurement. Alors {x\f(x)< +00}
est un F̂  (réunion dénombrable de fermés), û^/'^+oo) est un G§ (intersection dénombrable
d'ouverts).

Démonstration. — {xeX f{x)<+oo}=U^ avec ¥^=={xeX \f{x)<_n} qui est
fermé par la semi-continuité inférieure de f. •

Proposition. — Soit f: X ->R^_ =={^eR [ x'>_o} semi-continue supérieurement; alors /""(o)
est un G§.

Démonstration. — Soit, pour n>_i, U^=j^eX|/(^)<^; U^ est ouvert. Puisque

/^o, y~ l(o)= n U^, qui est donc un G§. •
TI £ N
n^l

Rappelons que l'enveloppe supérieure d'une famille de fonctions semi-continues
intérieurement est semi-continue intérieurement, qu'une fonction semi-continue intérieure-
ment sur un espace topologique polonais est de première classe de Baire [i.e. limite simple
d'une suite de fonctions continues) ; elle est alors continue en chaque point d'un ensemble
résiduel (comme toute application /: X->Y, qui est de première classe de Baire, dans le
cas où X et Y sont des espaces topologiques polonais; voir Bourbaki [2, § 5, exerc. 21]).

18
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Commentaire :

Ce chapitre est dû essentiellement à H. Poincaré, repris par A. Denjoy [2]. La proposition (2.7) est de
V. I. Arnold [i] et 8 est de Carleman [i], repris par Denjoy [i] et aussi retrouvé par H. Fùrstenberg [i]. Finalement
nous suivons Fùrstenberg [i] dans 8. (Pour une autre démonstration, voir VI. 3.)

L'introduction en i des mesures de probabilités, il nous semble, simplifie l'exposition des résultats classiques
sur la fonction « nombre de rotation » appelée p. Noter l'invariance de p en (2.10) qui est plus générale que
l'invariance par conjugaison.

Le problème de conjuguer/, si pC/)=-£Qî à Rp/ç» est élémentaire, et sera résolu en 6.

Toutes nos C^-conjugaisons, o<_k<_(ù, à des translations sont dans les groupes D^T^) (ou Diff^T71))
dans tous les chapitres.

Nous signalons que si /eD^T1), évidemment /eDiff^R). Le problème de conjuguer y à une translation
dans Diff^R) est élémentaire (voir Herman [10]) et ne nous occupera pas.

i. Mesures de probabilités»

Si X est un espace topologique compact métrisable, /: X—^X une application
continue, et C°(X) l'espace des fonctions continues, muni de la topologie de la conver-
gence uniforme, alors l'application linéaire :

/•:C°(X)^C°(X), /*(v)=yo/

19
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est continue. De plus l'application transposée /, : C°(X)' -> C°(X)' (espace des mesures
de Radon sur X) est faiblement continue.

Définition. — Une mesure est dite mesure de probabilité sur X si (JLe(G°(X))', (JL^O
et (Ji(i) =pi(X)==i ; [L est invariante par y, si f^^==^.

Remarque. — L'ensemble des mesures de probabilités sur X est convexe et faiblement
compact (ou *-faiblement compact).

m==dx sera la mesure de Haar sur Tn. On écrira, pour (peG0^) :

m{f)===f^dm=f^(x)dx.

Rappelons le

Théorème de Markov et Kakutani. — Si f: X-^X et g: X->X sont continues et vérifient
gof==fog {f et g commutent), alors il existe une mesure de probabilité^ sur X telle que f^==g^=[L.

Démonstration. — Voir Bourbaki [i].

2. Nombre de rotation»

(2.1) Soit/eD°(T1), telle que /==Id+<p, avec <p=C°(T1). On a par récurrence
sur keVf :

/^Id+^o/1.

Considérons la somme de Birkhoff :

/'-Id i^1 -
~~^~=k^of9

Lemme (2.2). — Soit /==Id+9eD°(T1). Soit M = Max 9^) et m == Min <p(;c);
xQR xçR

on a M—m<î.

Démonstration. — Soit x^e'R tel que 9^)== M et ^eR tel que (p(^J==^
avec x^<_x^ et x^—x^<.i (9 est Z-périodique). On a :

/(^)-/(^)<i.

Soit M—m<i—{x^—x^)<i. m
f^—Id.

Proposition (2.3). — Pour tout /eD°(T1), si A->+oo, ———— converge uniformément
vers un nombre p(/)eR appelé nombre de rotation de f.

Démonstration. — Soit [L une mesure de probabilité invariante par f sur T1 ;
(A étant invariante par/, si AeN, [L{fk—ïd—k[L{^))=o. Donc /^—Id—^ç)
s'annule puisque (A est une mesure de probabilité. Or, par le lemme (2.2) :

Max(/fc-Id~^(9))—Min(/fc•-Id-^(9))<I.
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II en résulte que

l/'-Id-M?)^!

(si <peG°(T1) on a posé |cp[o==Max |<p(^)|); soit:
x ç R

/^-Id iJ————~(Ji((p) <-.
k o k

II suit que, si k->-[-co, —,— converge uniformément vers un nombre p(/)=^(<p)
R

et cela ne dépend donc pas du choix de (JL. •
On a montré au passage :

(2.4) Si p(/)=a, pour tout ^eN, R.^o/^ a un point fixe. Ou encore : /^—R^
s9 annule en au moins un point ^eR.

(2.5) U inégalité du nombre de rotation : si AeN, on a :

[^-Id-^a|o<l.

(2.6) a==p(/)==p.(<p) s j ^<pû^3 où (JL est une mesure de probabilité invariante
par/.

Proposition (2.7). — pîD^T1)-^ ^ continue pour la C°-topologie.

Démonstration. — Par (2.5)3 p(/) est limite uniforme en/des applications conti-

nues /i-> ———— . •
k

(2.8) Pour toute translation R^ : x \-> A:+(X, p(RJ=a.

(2.9) Si peZ, on a p(R,o/)=^+p(/).

En général, si XeR, p(R^o/)+À+p(/) (voir III.2.7).
De la propriété (2.9) il suit que p passe au quotient et définit une application

continue (que l'on note encore p), p : DifF^T^-^T1.

Proposition (2.10) {invariance de p par conjugaison). — Soient fet ^eD^T1), et A=Id+y
avec <peC°(T1) ( h n'est pas nécessairement un homéomorphisme). Si hof==goh, alors p(/)=p(^).

Démonstration. — Si neVS, hofn==gnQh, donc fn+yofn==gnoh—h+h, soit :

/^Id ^ (po/^^-IdM ^ 9
7Î 7Î 72 72

.32
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Si n->+00? on en déduit que :

p(/)== lim t-H.—= lim (îL-Z—o^==p(^). •r\J y n->+cx) ^ n-^+oo\ „ 7 rY6y —

En particulier si AeD°(T1), on conclut que :
pœ-p^-^oA)^?^).

Donc, si g==R^ et f==h~lo^oh, alors p(j0==a.

Proposition (2 .11) . — 6Ï / ̂  ^eD°(T1) commutent, alors p^o^^p^+pQ^).

Démonstration. — On écrit y== Id 4-95 ^ == Id + ^- Soit [JL une mesure de probabilité
invariante par/" et g (qui existe par le théorème de Markov et Kakutani), où/et g sont
les homéomorphismes induits sur T1 par f et g. On a :

fog==ld+^+(fog.

Par (2.6) :

P(/^)= ̂  + ? ̂ g)== ^(+) + ̂ (9)== P(/) + P(^)- •

Remarque (2.12). — Soient y et ^ dans Diflç^TP) avec fog==gof', si j et ̂  sont des
relèvements de / et g à D^T"), alors fo'g^'gof- En effet, soit [L une mesure de pro-
babilité sur 1̂  invariante par y et g ; posons f= Id + 9 et ^== Id + ̂ - Comme fog==g of,
fog'==g'of-{-p avec peV. Il suffit de voir que j&=o. Or :

pL(7oi- Id) = (.(9) + pL(^) = (.(̂ 7- Id),

donc o = ^L(p) ==p, et fog'==='gof. m

3. Généralités sur la conjugaison.

Définition (3.1). — Soient o^7<œ et o<_k<^r, /eD^T") (resp. DiffJ"^));
y* est C^-conjugué à R^ si y est conjugué à R^ dans DA;(Tn) (resp. Diff^T")). Remarquons
qu'il est équivalent que feD^T^ soit CT'-conjugué à une translation et quejFle soit.

(3.2) Minimalité.

Soient X un espace topologique métrique compact non vide et / un homéo-
morphisme de X. Si A:EX, Yorbite de x par f est l'ensemble {^{x) neZ,}.

Définition. — f est minimal si tout ensemble fermé invariant par f est vide ou égal
à X (ou encore si l'orbite de tout point de X est dense).

Propriétés. — i) Si y est conjugué k g dans le groupe des homéomorphismes de X
et si / est minimal, alors g est minimal.

2) j^est minimal si et seulement si, pour tout ^eX, {fn{x)\ neN} est dense dans X.
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3) Si F C X est fermé, non vide et invariant par/ (i.e. /(F) = F) alors F contient
un fermé M non vide, invariant par/et minimal pour la relation d'inclusion {i.e. /[^
est un homéomorphisme minimal de M). (Utiliser le lemme de Zorn).

4) Si p : X-^Y est continue surjective et si g : Y—^Y est un homéomorphisme
de l'espace compact Y vérifiant pof==gop, alors, si/est minimal, g l'est aussi.

Exemple. — Soit R^ une translation de 1̂ ; R^ est minimale si et seulement si R^
est une translation ergodique.

(3.3) Classe de différentiabilité de F homéomorphisme qui conjugue à une translation ergodique.

Lemme (3.3.1). — Si /eD0^) commute avec une translation R^ ergodique sur T^
alors f est une translation.

Démonstration. — Ecrivons /==Id+9 avec (peCl^T^ R^. On a /oR^==R^o/
pour tout AeZ, donc (poR^==<p : comme R^ est une translation ergodique sur T^,
9 == G = constante eR^ donc /== Rç. •

Proposition (3.3.2). — Soit /eD^T^ vérifiant /=^"loRao&5 â^C^) pour
i=i, 2; si R^ sur T^ ̂  M^ translation ergodique, il existe CeK1 telle que Rc0^!^^*

Démonstration.— ^r^Ra^^&r^Ra0.^? donc g^og^~1 commute avec R^, donc
^=RCO^. •

Si i^r^œ,/eD^T^, et /^-^R^ avec geD0^), où R^ sur T1 est une
translation ergodique, alors la classe de différentiabilité de g est indépendante du choix de g.

Problème (3.3.3). — L'objet de ce mémoire est le problème du rapport entre la
classe de différentiabilité de / et celle de g.

(3.3.4) Soit D^T^^eD^T^I^o)^}, sous-groupe fermé de D^T");
on définit de même DifÇÇT^, o). Si R^ est sur 1̂  une translation ergodique et si /eD^T^)
est C°-conjugué à R^, il existe un unique geD0^, o) tel que f=g~loî^o,og• En effet,
si /^r101^0^! avec gi^0^)^ il ^ffit de prendre ^==R_^o^; g est unique
par (3.3.2).

4. Définitions de F;, 0; et 0;S o<_k<_r.

(4.1) Définition de F^. — Soit aeR1; on pose

F^/EDWIpC^a}

(homéomorphismes de nombre de rotation a) ; F^ est fermé dans D°(T1) puisque p est
continue. On définit, pour i^r^œ :

F^F^nDTT).
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L'ensemble F^ est fermé dans D^T1) pour la G-topologie. On pose
F^={/EDifç(T1) [ p(/)=7T(a)eT1}.

Si Ti;: D^T1) ->DiffJ'(T1) ->{ i} est la projection canonique, n est évidemment, pour
o^r^œ, un homéomorphisme de F^ sur 7r(F^)=F^. (Puisque :

pîDiff^T^T^Diff^T1)

est homotope à l'identité, l'image inverse par p du revêtement Z->R->T1 est isomorphe
au revêtement Z -> D°(T1) -> Diff^T1).) On identifiera F; avec F^).

(4.2) 0;, orbite de R^ (3).

On pose, pour aeR et o<_r<^ :
O^UoR^-^GDïr1)}

et 0^ =={g o R,^ og-1 [ ̂ DifçCT1)}.

TT est un homéomorphisme de 0^ sur 0^, et on identifiera 0; avec 0^. On
a, par (2.10) (l'invariance par conjugaison de p), O^CF^.

(4.3) Définition de 0^, o<_k<_r.

On pose, pour aeR, o <_k<_r :
O^O^nF;

(difTéomorphismes de classe G'1 qui sont C^-conjugués à R^) et 0^=0^. Ici encore
TT est un homéomorphisme de 0^ sur 0^ permettant de les identifier.

5. Points périodiques et nombre de rotation.

Soient/eD°(T1) et f==n{f).

Définition (5.1). —/a un point périodique d'ordre q, sifq a un point fixe sur T1.

Lemme (5.2). — Soit /eD°(T1). S'il existe p, qeVS et x^eR tels que f^x^^R^Xo),
alors p(/)=j&/?eQ,.

/^î(y \ _ _ _ y h

Démonstration. — Si neVf, /^o)==^o+^^ donc p(/)== lim ^—L^—.P^eO •
n->+co ^ûr q

On en déduit par (2.4) la

Proposition (5.3). — Soient /eD°(T1) ^ 7r(/)=/.

ï)f a un point périodique d'ordre minimal q si et seulement si p^^—eQ^ j& ^ q premiers
entre eux;^ est alors sans point fixe si k n'est pas un multiple de q.

2) p(y)eR—Q^ si et seulement si f est sans point périodique.

(1) Si fe Diff^(T1), avec p(/) ^=o, est sur un groupe G7' à un paramètre, alors ce groupe <p^ à un paramètre
est isomorphe à une action de T1 (y^ agit transitivement sur T1, et le stabilisateur d'un point est isomorphe à Z),
et on voit facilement que/est CY-conjugué à R(^ avec a=p(/).
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6. Caractérisation de 0;/g, ^/?eQ,.

_ Si pjqEÇi et f^g-^R^og avec /eD^T1) et ^eD°(T1), alors /^Rp.
Si/ est sur T1 un difféomorphisme périodique, {fn\neZ} est un groupe isomorphe
à ZfqZ.

Critère de conjugaison. — Soient o<_r<_ïù et /eD^T1) avec p(/)==^/?; alors/est
C'-conjugué à Rp^ si et seulement si fq==R

Démonstration. — Soit ^^S (^~^)- si /^(T1), alors :

^eD^T1) et gaf==R^g,

soit /^r'1^/^- •
L'ensemble 0^ est donc fermé dans F^g pour la G^topologie. Nous verrons

en III. 2.5 que 0^ est sans point intérieur dans F , .

7. Introduction à F étude de F^ pour aeR—Q^.

(7.1) Semi-conjugaison.

En^néral, si /eD°(T1) et si p( /)=aeR—%, /n'est pas C°-conjugué à R<,
puisque/n'est pas minimal. Nous reprendrons de tels exemples, dus à Denjoy [2] et
Bohi, au chapitre X.3.I. Néanmoins/ est semi-conjugué au sens de la proposition
suivante :

Proposition. —Soit /eD°(T1), tel que p(/)==aeR—Q^; il existe g : R-.R, continue
monotone non décroissante avec ^—IdeC°(T1) (i.e. g est sur T1 de degré i) et telle que :

^o/^Raû^.

Remarque.—Si on écrit ^=Id+4s et /==Id+(p, alors ^—^o/=(p—oc.

Démonstration. — Soit ^ une mesure de probabilité sur T1 invariante par/, donc
par/"1; (JL est sans masse atomique puisque/est sans point périodique.

Soit g{x)=^ d[L, g est continue non décroissante puisque [L^_O est sans masse
atomique, .^(o)==o et g{x+n)==g{x)+n pour neZ puisque Çd[L=[L{i)= i.

Gomme f^ [L == p. :

.• gW)-g{f{o))==êW-g{o).

Si G==<?(/(o))-5(o), ^o/=Rco^ et, par (2.10), G = a = p ( / ) . «

(7.2) tSW ï^ ensemble de Cantor invariant.

Soit {JL une mesure de probabilité invariante par/. On verra en (8.5) que [L est
unique si p(/)=aeR—Q^.

25
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Proposition (7.2.1). — Sous les hypothèses de la proposition de ( 7 .1 )3 g est un homéo-
morphisme si et seulement si le support de [L est T1.

Démonstration. — En effet dans ce cas g est strictement monotone. •

(7.2.2) Soit F = supp ( p.) ; F est un fermé invariant par/ et sans point isolé puisque
(JL est sans masse atomique. Si F=j=T1, alors/ n'est pas minimal, donc n'est pas
G°-conjugué à R^.

Proposition (7.2.3). — Si F=t=T1, alors F est un ensemble de Cantor de T1 (i.e. un fermé
sans point isolée et d'intérieur vide), qui est Punique ensemble minimal non vide invariant par f.

Démonstration.—Soit g{x)= [x d\L. Soit g : T1-̂ !11; on a ,g'(F)=T1; ^[pestinjective
sauf sur un ensemble dénombrable D de F {i.e. les extrémités des composantes connexes
de T1—F). Soit M un ensemble fermé invariant par/, tel que M 4=0. Comme

g°f==^g.

g{M) est invariant par R^, donc ^(M)==T1, et M D F — D . Comme l'adhérence de
F—D est F puisque F est sans point isolé, il suit que M 3 F; F est donc bien l'unique
ensemble minimal invariant par/. Si F+T1, Int(F)=0, sinon la frontière de F serait
invariante par/ et F ne serait pas un ensemble minimal; F est sans point isolé puisque
(A est sans masse atomique : F est bien un ensemble de Cantor dans T1. •

Remarque (7.2.4). — ^(D) est un ensemble dénombrable invariant par R^. Le
nombre d'orbites pour l'action de R^ est soit un, soit fini ou même dénombrable (voir
Denjoy [2]).

(7.3) Points errants.

Soit /: X->X un homéomorphisme de l'espace métrique compact X (non vide).

Définition. — Un point A:eX est (topologiquement) errant pour f s'il existe un voisi-
nage ouvert U de x tel que, pour tout entier n^î, on ait Urtfn(U)==0 (ce qui
revient à dire que les ensembles /^U), pour n eZ, sont deux à deux disjoints).

On pose Q(/)=={A:£X | x est non errant pour/}; iî(/) est un fermé de X non
vide, invariant par /. Noter que toute mesure de probabilité (A invariante par / vérifie
supp((i) C Q(/). ____________

Si xeX, on pose Uf{x)== fi {fn{x),fn+l(x), ...} (autrement dit <^f(x), l'ensemble
œ-limite de x par/, est l'ensemble des valeurs d'adhérence de la suite {/"(^Lçii) et on
pose aussi o^(.y)==c^-i(;v). Noter que, puisque X est compact, ^x) et OL^X) sont des
fermés, non vides, invariants par/. De plus, on a C^(A:) C f2(/) et w.f{x)CO.{f).

Proposition.— Soit /eDiff°(T1), tel que p(/)=aeTl-(%/Z). Alors Q(/) est l'unique
ensemble minimal non vide invariant pour /.
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Démonstration. — La seule chose qu'il faut savoir est que si (JL est une mesure de
probabilité invariante par/et supp(pi)==F+T1, alors F=ti(/). Soit Io une composante
connexe de T—F+O. Gomme pour tout entier yzeZ, /"(lo) est une composante connexe
de T—F, les intervalles (/"(lo^nez sont disjoints deux à deux, car/est sans point pério-
dique. Donc tout x^—F est topologiquement errant. Il suit que D(/)==supp(pL). •

Remarque. — Sous les mêmes hypothèses que dans la proposition, on vérifie que,
pour tout xeT1, alors (*^(;v)=iî(/).

8. Unique ergodicité des homéomorphismes de T sans point périodique.

(8.1) Rappels (voir Fùrstenberg [i]).

Soient X un espace métrique compact non vide et /: X->X un homéomorphisme
de X.

Définition (8. i. i). — i)/est uniquement ergodique si/a une unique mesure de proba-
bilité invariante (A.

2) / est strictement ergodique si / est uniquement ergodique de mesure invariante (JL
et si la (A-mesure de tout ouvert non vide est strictement positive (ou encore supp([ji) ==X).

Exemples (8.2). — i) Une translation ergodique sur T" est strictement ergodique,
la mesure de probabilité invariante étant la mesure de Haar. En effet, si ^(vfe), pour
éeZ", sont les coefficients de Fourier d'une mesure invariante par R^, alors on a
^k)(î—e2nia^>)=o : [L est la mesure de Haar de T^

2)Soit/eDiff^(T1), telque p(/)-^e%, (A?)=i, et que/^-R^ ait sur ̂ seule-

ment q points fixes Çi.e.f a un unique cycle périodique {^/(^o). • • •./3~l(^o)./3(^o)=^o})•
Alors ti(/)=={^o5 • •-î/3"3^)}? et l'unique mesure de probabilité invariante par/

est [L==- S 8^^ (où Sy est la masse de Dirac en y).

Propriétés (8.3). — a) Si/, uniquement ergodique (resp. strictement ergodique),
est conjugué à g dans le groupe des homéomorphismes de X, alors g est uniquement
ergodique (resp. strictement ergodique).

b) Si / est uniquement ergodique avec pour unique mesure de probabilité inva-
riante [x, supp((Ji) est l'unique ensemble minimal compact non vide invariant par /.
(En effet, pour tout ensemble invariant F fermé non vide, par le théorème de Markov-
Kakutani il existe une mesure de probabilité invariante par / et de support contenu
dans F.) En particulier, si / est strictement ergodique, / est minimal.

(8.4) On rappelle que G°(X) est l'espace des fonctions continues sur X, avec
la norme de la convergence uniforme.
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Proposition. — Les quatre affirmations suivantes sont équivalentes :

1) f est uniquement ergodique, de mesure de probabilité invariante (A;
2) I9 espace des mesures de Radon invariantes par f est de dimension i;
3) l'adhérence de {(po/—(p|(p(=Cl°(X)} dans C°(X) est un hyperplan (une forme linéaire

définissant cet hyperplan étant IL) ;
i fc—l

4) pour tout (peG°(X), si k->-{-oo, -, 2 <po/1 converge uniformément vers une cons-
tante (=11(9)).

Démonstration. — Elémentaire (voir Fùrstenberg [i]).

(8.5) On a la proposition suivante, due à Garleman [i], Denjoy [i] et Fùrsten-
berg [i] :

Proposition. — Soit /eDifÇ (T1) telle que p(/) = oceT1 — (%/Z) ; alors f est uniquement
ergodique.

Démonstration. — Soit [L une mesure de probabilité invariante par /, et soit
g(x)== [ x d\L. D'après (7.1) gof==R^og; ^[L est donc la mesure de Haar m de T1. Soit
(AI une autre mesure de probabilité invariante par /; g^ [L^ est invariante par
R^ (aeTP—^Q^Z)), donc g^=m. On voit facilement que supp((JL)==supp((JLi)=F3
directement ou par (7.3). Comme g\p est injective sauf sur un ensemble au plus dénom-
brable, de (JL (et aussi de (Ai) -mesure nulle car [L et [L-^ sont sans masse atomique, on
conclut que [L = [L-^ . •

9« Critère de C°-conjugaison à une rotation.

On a le

Critère. — Soit /eD°(T1); / est C° conjugué à R^ (a=p(/)) si et seulement s'il existe
une suite de nombres ^eN, 7^->+°°5 telle que la suite {f^içy soit équicôntinue.

Démonstration. — II est élémentaire de voir que la condition est nécessaire; montrons
qu'elle est suffisante.

a) Cas p(/)==oceR—%

Soit (JL une mesure de probabilité invariante pary; si supp(pL)=T1, alors, par (7 .2 .1) ,
/est G°-conjugué à R^; supposons par l'absurde que supp((Ji)+T1. Gomme F=supp(pi)
est invariant par/, T—F est invariant par/et ouvert. Soit IQ une composante connexe
de T—F. Puisque, pour tout yzeZ, /^(lo) est une composante connexe de ^—F et
que/est sans point périodique, les intervalles (/"(lo^nez sont tous disjoints. Si yz->±oo,
la longueur de/^Io^ pour la distance standard de T1, [ [ |[, tend vers o. Or/^" envoie

/"^'(lo) sur Io; comme la longueur de/'^Io) tend vers o si î->4-oo, ceci est contraire
à Téquicontinuité de la suite {f^içy {i.e. pour tout s>o, il existe 7]>o tel que
ll^-^ll^7] implique, pour tout i, |l/ntW-/n^(^)||^£).
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Donc, par l'absurde, supp(pi)==T1 : / est C°-conjugué à R^.

b) Cas p(/)^e%

La suite (f^içy est équicontinue, donc aussi (/îli?—^). Supposons que j^+R ;
soient a<b tels que :

(fq-p){x)-x^o si xë\a,b[
et Çf<l—p)Çx)—x=o si A:=Û et ;v==é.

Si AeN, A->+oo, f^—kp converge simplement sur ]û, é[ vers a si (/^—•RX^^o
(si {fq—Rp){x)>o, f^—kp converge simplement sur }a, b[ vers 6); la limite simple
sur [a, 6] def^—kp n'est pas continue sur [a, 6]. Donc [f^—n.p) n'est pas équicontinue.
Par conséquent, j^^Rp, et on applique alors 6.1
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Commentaire :

Ce chapitre est consacré à l'étude de la topologie des fermés F^ dans D^T^. C'est V. I. Arnold qui, le premier
à notre connaissance, entreprit cette étude, qui est d'ailleurs élémentaire. La définition des semi-stables, ainsi que
la proposition (4.1.1), sont de V. I. Arnold. Nous reprenons cette étude pour en donner des démonstrations qui
restent valables dans les cas C° et C1.

L'exemple (3.4) est de J. Moser (la démonstration est de nous). La connexité de F^ (aGR—Q) est de
F. Sergeraert (la démonstration est de nous). La proposition (3.2) est une réponse à une question de V. I. Arnold [i].

On peut dire que ce chapitre est consacré à l'étude pour o < [ a | < — fixé, de :

^ 1-> /À M == x + a sin wx + X £ D'0 (T1)

ou plus précisément de X (-> p(j^.) == h(\). Nous conseillons au lecteur de garder cet exemple constamment à l'esprit,
cet exemple étant générique par (4.5).

On étudie en i des généralités sur X 1-> p(y^). En 2 on étudie Fy/g. On verra en (3.2), que pour tout -EQ,

ïntÇFrp/q)=\Jp/q^0 (intérieur dans D^T^) et que la frontière de ¥p/q dans D^T^ est formée des semi-stables :
F^ /q U F^/ç. En 3, on montre en particulier que, si A(X) == p(/?0, où f\{x) = x + a sin wx + X, alors, pour tout
/>/^£Q, A"1^/^) est un intervalle d'intérieur non vide. On montre en (4.5) que cette propriété, équivalente à la
propriété Ag, est générique dans D''(T1) pour o^r^co.

Les propositions les plus importantes sont les suivantes : (4.1) implique que, pour tout a£R—Q et tout
/eD°(T1), il existe un unique ̂ (f) tel que p(R^^/no/)=a. Il en résulte en (4.4) que, pour tout o^r^co, tout
r^_k et tout aGR—Q, F^ est dense dans F^ pour la C^topologie.

En 5, toujours avec f{x} == x + û sin 27TA", on montre que Ky = [o, i]—Int(À~ l(Q)) est un ensemble de Cantor
dans [o, i].
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En 6, on étudie F r=D rCT l)—-Intp- l(Q). On montre en (6.2) que D^T^nInt p^CQ) est un ouvert
dense de D^T1) pour tout o^r^œ. Si r^:i, Intp'^COnD^T1) contient un ouvert dense de difféomorphismes
structurellement stables (voir Arnold [i]), mais du point de vue de la conjugaison différentiable, la stabilité struc-
turelle est une illusion : si / est structurellement stable, alors son orbite C1 est de codimension infinie.

Pour le problème de « la mesure » de Int p'^QînD^T1) nous renvoyons à Arnold [i] et Herman [i] (la
famille X 1-> f^(x) == x + a sin STTA? + X est étudiée).

On suppose que, si o<_r<_ïù, alors r est entier ou égal à +00 ou co.

1. Généralités sur Xh->p(R^o/) (XeR).

(1.1) Soient o<_r<_^ et /eD^T1); alors, si XeR, R^o/eD^T1). Posons
p(R^o/)=A(X); h : R->R est continue par la continuité de p (II. 2.7), et

h(\+n)==n+h{\) si neZ.

(1.2) Si ^i,^eC°(R), on dit que g^<_g^ (resp. gi<g^) si g^—g^o (resp.
gz—gi^0)' Si ^i et g^ sont strictement croissantes, et si gt<g^ et x<_y, alors pour
chaque entier n^i, g1!{x)<g^{y).

(1.3) II en résulte la

Proposition. — Àj->A(X) est continue, non décroissante, et A(R)=R.

Démonstration.—On a, pour À^O^ et n>^ï entier, (R^ o/)n<(R^ of)"', donc:

^,,/)=^(R..'T^<^(Î>^)•^^(K^/);
n->+oo ^ —n-»-4-°o f^ •

h est donc bien non décroissante, et la proposition résulte de (1.1). •

Proposition (1.4). — On û, pour tout entier n :
si X>o R.o/^R.o/y;
si X<o (Rxo/y^R.of1.

Démonstration. — Supposons X>o (la démonstration est analogue si À<o). On
démontre la proposition par récurrence sur n. C'est vrai pour n == i. Le cas n— i donne
R^oy^-^R^oyy-1. Comme /<R^o/, on a donc :

(R.o/-1) of<_ (Rxo/)-^ (R,o/),
soit iw^iwr1.
La proposition suit par récurrence. •

2. Étude de F^^/eD^T1) | p(/) ==plq}, pour o^r^co, ^?e%.

(2.1) Si f^Vp/q, alors/3—R s'annule par 11.2.4.
Soit Up/g^yeF^jy^—Rp s'annule en changeant de signe}. Évidemment,

U^ est ouvert dans D^T1). Nous verrons en (3.2) et (3.3) que pour tout o^r^cx)
et tout piqe^ U;/,+0.
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(2.2) Les définitions suivantes sont dues à Arnold [i] et donnent la frontière
de IntF;/, dans D^T1) :

Définition. —Soient dans F^ l'ensemble des semi-stables en avant :

F;^={/eF;J^-R^o}

et celui des semi-stables en arrière :

F;./,={/eF;J^-R^o}.

(2.3) F^ et F^ sont fermés dans D^T^ pour la CV-topologie.

(2.4) La proposition suivante montre que F^gUF^ est dans la frontière
de F;/, dans D^T1) :

Proposition. — Si /eF^ (resp. F )̂, et \>o (resp. X<o), ûforj :

p(R,o/)>p(/)=^ (resp. p(R,o/)<p(/)).

Démonstration. — On suppose que f^Vp^/q (l'autre cas étant analogue). Comme,
pour X>o, on a p(R^o/)^ p(/), il suffit de voir que p(R^o/)=t=R^. Or
(R^o/^/^Rp, donc comme (R^o/^—Ry ne s'annule pas, on a p(Rxo/)4=^/?. Il
suit que p(Rxo/)>p(/). •

(2.5) On a F^=U^U(F^uF^).

Proposition. — La frontière de F^ rfûTzj D^T1) ^^ F^^uFp_/ç.

Démonstration. — Comme U^ est ouvert dans D^T1) et que :

F;./̂  F;-/, C Frontière de (F;^),

on a bien la proposition. •

(2.6) /eF;^nF;_^ est équivalent à/^ R,, donc, par II. 6, F^nF^=0^.

(2.7) Considérons la fonction À H- A(X) = p(R^ o/). Gomme Fp/^ a un intérieur non
vide (voir (3.2)) et que A(X) est monotone et continue, h~l(p|q)==[a,b]CIL avec en
général a^b. Bien entendu, R^o/est semi-stable en avant, et R^o/est semi-stable en
arrière. Par conséquent, h~1 {pjq) est réduit à un point si et seulement si (R^o/^^R ou
encore R,o/e0^. Soit/avec p(R^o/) ==plq et (R^o/^+Rp; alors h-\pjq) =[a, b]
avec a^=b et de plus, pour Àe]û, b[^ R^o/eInt(F^). D'où :

Proposition. — Soit /eD^T1), tel que, pour tout piqe^ et tout XeR, (R^o/)^Rp;
alors, pour tout pIq^Q,, ^"~l(^/?) est un intervalle f intérieur non vide.

Remarque. — En utilisant (2.7) et (4.4.3) on montre que pour tout RlqeQ^ et
Q<_r, l'adhérence pour la C'-topologie de Int(F^) est F^g.
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3. Exemples de familles.

(3.1) Soit cpeC^T1) ; 9 est entière si <p(^) se prolonge en ̂ {z) fonction holomorphe
de C dans C avec C=R©îR, i==^/~^î et z=x-\-iy (9' est la complexifiée de 9). Si
a[z) =x—iy, co^{z) ==^ÇaÇz)). De plus 9 = 0 implique ^ =. o.

Proposition (s.2.).—Soit f=Id+^eB<ù(Tl), où 9eC(l)(Tl) se prolonge en une fonction
entière (par exemple 9 polynôme trigonométrique). 5Ï 9 n^ est pas constante et si p(V) ^Piq^Q^,
û/orj /^Rp.

Démonstration. — Par l'absurde ; y se prolonge en une fonction holomorphe de C
dans C, f{z)==z-\-^{z). Si, pour tout xe'R, fq{x) ==Ry{x)=x-\-p, alors, pour tout zeC,
/?(^)=^4-^==R^), d'où, sur C, (R.yo/î-^o/^Idc. Gomme la composée de fonc-
tions entières est entière, ceci implique que y est un difféomorphisme biholomorphe de C.
Or, il est classique que les seuls difféomorphismes biholomorphes de C sont de la forme

f^z)==a!.z-\-b avec aeC* et beC.

Comme /==Id+9, 9 est constante et la proposition en résulte par l'absurde. •

(3.3) Soit f= Id +9eDCÙ(Tl), où 9 est un polynôme trigonométrique non constant;
si A(X) =p(R^o/), alors, pour tout pIqeÇ^, ^{pjq) est un intervalle d'intérieur non

vide par (2.7). Par exemple, si o< [û |<—, fa[x) == x + a sin 2nx convient.

(3.4) Exemple des fractions rationnelles.

PSL(2,R)==SL(2,R)/{—i, 1} agit sur P^C) et aussi sur D2=={zeC\ \z\<_i}

par z^e^^.———, avec ÀeR et |û |<i. Considérons la fraction rationnelle :
i—az l 1

^:^^•2•(^)•(^ avec ÀeR et lfll<I'lél<I'
g^ laisse invariant S^^eC [ [ z\ == i} et g^ : S1—" S1 est une application de degré i.
Si a et b sont suffisamment voisins de o, g-^ induit sur S1 un difféomorphisme C°. Si À
varie dans R, p(^) prend toutes les valeurs de T1.

Proposition. — Soit g : C->C une fraction rationnelle qui induit sur S1 un difféomor-
phisme Çy préservant F orientation. Si ^PSL(2, R) et si p(^)eQ7Z avec p(^) =plq{mod i),
alors on a gq^Id.

Démonstration. — g définit une application holomorphe de Pi(C) dans lui-même.
^ ^I^^Id, alors g est une application biholomorphe de Pi(C), par conséquent

( az-\-b \
^ePGL^, C) g{z) = — — — . ad—bc^o}, puisque g laisse invariant S1, ^ePSL(2, R);

cz + d )
la proposition en résulte par l'absurde. (Attention à z\-> i jz qui ne préserve pas l'orien-
tation sur S1.) •
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4. Topologie de F; (aeR—QJ dans D^T1).

(4.1) La proposition suivante, due à Arnold [i], permet d'affirmer qu'en un
« sens intuitif » F; (aeR—QJ est de codimension i.

Proposition ( 4 .1 .1 ) . — Si feD°(T1) avec p(/)=aeR~%, alors p(R;,o/) = p(/)
implique que Â=o.

Remarque (4.1.2). — Cela signifie que la fonction A(X) =p(R^o/) prend chaque
valeur aeR—Q^ une et une seule fois.

Nous allons donner d'abord une démonstration lorsque/est G°-conjugué à R^.
Pour cela, on a le

Lemme (4- i -S) -— Soient f^ et f^eD°(T1) avec p(/i)=p(/a)=oceR. Si f^estÇy-conjugué
à R^, alors /o/g"1 a un point fixe.

Démonstration. — Par conjugaison, il suffit de montrer que j^oR_^ a un point
fixe; or cela résulte de 11.2.4. •

Démonstration de (4.1.1) si f est G°-conjugué à R^. — Par le lemme (4.1.3), on
conclut alors, en posant R;,o/==/ et /==/2, que R^=/io/2~1 a un point fixe,
soit À==o. •

Pour démontrer (4.1.1) si/n'est pas G°-conjugué à R^, nous allons utiliser
la minimalité de/ sur (l'unique) ensemble de Gantor minimal invariant.

On suppose dans le lemme suivant que/n'est pas G°-conjugué à R^, mais le
lemme reste valable si / l'est.

Lemme (4 .1 .4 ) .—Pour tout s>o, il existe ^eR, peZ. et neîf (resp. p^eZ et
T^eN) tels que :

(1) x-^+p<fn{x)<x+p

(2) (resp. x+p^<fnl{x)<x+^+p^.

Démonstration. —Par 11.7. i et 7.2, soit g : R-^R, g==Id+^ avec (peC°(T1),
g continue, monotone non décroissante et telle que <?o/==R^o^. On suppose que g
n'est pas un homéomorphisme. Soit, sur T1, F l'unique ensemble minimal invariant par/
(support de l'unique mesure de probabilité invariante par/) ; g est constante sur chaque
composante connexe de T1—F; soit D l'ensemble des extrémités des composantes connexes
de T—F. Soit ^eF—D. Gomme F est un ensemble minimal pour/, {/^M | TzeN} est
dense dans F. Comme g\p est injective, sauf sur D, et que gofn{x)=îL^og{x), on voit
en ordonnant T1, que pour tout s>o, il existe neîf (resp. ^eN) tel que :

x-^<fn{x)<x (resp. x<fnl(x)<x+e).

Le lemme en résulte par relèvement à R.
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Remarque. — La démonstration montre qu'on peut choisir xeî—D arbitrairement.
On peut démontrer le lemme plus rapidement ainsi : d'après II. 2.4, pour tout entier q,
fq—ld—q(x. s'annule. Il suffit alors, par Dirichlet, de choisir des entiers ^—^+00 tels
que, si n->-}-oo, ^oc->o^ (mod i).

Démonstration de (4.1.1) si f n'est pas Çy-conjugué à R^. — Pour tout s>o (resp.
s<o), on va trouver \ avec o<\<_z (resp. z<_\<o) tel que :

p(R^o/)e%, donc p(R^o/)+p(/)eR-%.

Gomme Àl-^p(R^o/) est monotone non décroissante, p(R^o/) =p(y) impliquera bien
que X = = o (i.^.5 pour X==o, Xh->p(R^o/) est strictement monotone si p(/)=oceR—QJ.
Soit c>o et considérons (Rgo^)^ On a d'après (1.4)3 pour tout TzeN :

(Rso/rw^e+.rw.
Le nombre s>o étant donné, soient x et n donnés par le lemme (4.1.4);

on a s+y^W^+A et aussi fn{x)<x+p. Comme Xe[o, s] h> (R^ of^^e R est
continue en À (par la continuité de Xh^R^o/V) et comme ^{x) = (Roo/)n(A:)<A:4-^
et (ReoWW^l^+A il existe, d'après le théorème de la valeur intermédiaire, \ tel que

{^ofrw==x+p.
Donc p(R^o/)=^e%.

La même démonstration marche si s<o, en utilisant (1.4) et le lemme (4.1.4). •

Remarque (4.1.5). — Soient oceR—Q^ et j^eF^ pour î = = i , 2 ; alors /lo/g"1 a
un point fixe. (En effet, si f^of^'1—Id>o, alors il existe X>o tel que j^^R^o/g et on
applique (4.1.1). Si f^of^~l—Id<o on fait un raisonnement analogue.)

(4.2) Les fonctions \, \^ et \_^.

Soient aeR—Q^ et pIq^Ç^ fixés. On définit les fonctions \{f) (resp. À /.(/),
V/ç(/)) qui à /eD^T1) associent l'unique nombre réel À,(/) (resp. ^^(/), X^(/))
tel que Rx,(no/eF; (resp. R^o/EF;^ et R^^o/eF;^).

Remarquons que ces fonctions existent par (1.3) et sont univoques par (4.1.1)
(resp. (2.7)).

Proposition (4.2.1). — Pour o<_r<_cù, les fonctions \ (resp. \^, \_{q) sont continues
sur D^T1) pour la C'-topologie.

Pour démontrer la proposition, nous utiliserons le lemme suivant, dont nous
laissons la démonstration en exercice.

Lemme (4.2.2). — Soient X un espace topologique métrisable, K un compact métrisable,
et f: X—^K une application de graphe fermée alors/est continue.

Démonstration de (4.2.1). — On peut supposer que p( / )6[—i, i] et que a ou
^/ye[—i, i]. Puisque, pour tout /eD°(T1), p(/+^) =^+p(/) pour yzeZ, onvoitalors
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que \{f) (resp. \^{f), V/ç(/)) est dans [—2, +2]. Montrons que le graphe de
^(/) est fermé dans A= (p-^-i, ijnD^T1)) x [-2,+2]. Si (/,X)eA, alors
(/,X)egraphe de (X^) si et seulement si R^o/eF^. Comme Fp^ est fermé dans
D^T1) pour la C'-topologie et que l'application (/, X) h-> R^o/ est continue, le graphe
de Àp^ est bien fermé, donc Ày,^ est une application continue de p"^-— i, + i] n D^T^
dans R (par (4.2.2)) , et il suit que \^ : D^T1) ̂  R est bien continue. On montre de
même que \ (resp. Xp_^) est continue. •

(4.3) Connexité de F;, aeR—Q^.

Pour la connexité de Fy^ et Fp_^, etc., je renvoie à Arnold [i].
La proposition suivante est due à Sergeraert :

Proposition. — Si oceR—Q^ et o<_r<_^, F; est contractile dans la C-topologie.

Démonstration. — On suppose que ae]o, i [. Si /=Id+<peF^, alors <p>o. Si
o^^i, ^=Id+^p est un chemin continu pour la CV-topologie dans JV^t1), et
O^P(/<)^P(/)=0. •

L'application (^ /) \-> R^ ^ ^ o/^ est une rétraction par déformation de F^ (dans F^)
sur R^.

(4.4) Densité.

(4.4.1) Soit ^eD^T1) pour î'eN, avec ^==Id+(p,, les 9, étant des polynômes
trigonométriques non constants à coefficients rationnels. Alors la suite {T^çn est un
ensemble dénombrable dense dans D^T^ pour la G^topologie (r est supposé entier).
On a la

Proposition (4.4.2). — Pour tout o<^r<_u et tout aeR—%, si r<_k<_^, F^ est
dense dans F; pour la C-topologie^ plus précisément^ considérons

^^^f.-î^î

(â)ieN es^ dense dans F^ pour la Gr-topologie.

Démonstration. — Considérons l'application continue surjective :
^/eDÏT^R^o/EF;,

L'image par ^ d'un ensemble dense est dense; par conséquent, ^(D^T^CF^
est dense dans F^, et de même ^{{f^çy) est donc dense dans F^ pour la C'-topologie. •

Proposition (4.4.3). — Soient o<r<œ et pIqeQ^. Soit g^R^^of, (resp.

^-/^t)0^)- Alors la suite (à) est dense dans ^fq (resP• ^-/î) P0^ la ^-topologie.

Démonstration. — Identique à celle de (4.4.2). •
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Remarque. — Pour tout î'eN, g^ a un nombre fini de points périodiques sur [o, i]
(^. gï—^-p a un nombre fini de zéros sur [o, i], ceci par (3.2) et le fait que g, est
R-analytique).

(4.5) Une propriété générique : la propriété Ao.

Soit o<_r<_<ù. On dit que /eD^T3) a la propriété \ si, pour tout RlqeQ, et
tout XeR, (R,o/V+R,.

Remarque. — S'il existe À tel que (R^o/y^rR^ x est unique par (2.7) (et aussi
par (4.1.3)).

Proposition. — Pour o^r^œ, la propriété AQ est générique dans D^T1) pour la
C-topologie.

Démonstration. — Soient pIqeQ^ et G^^/eD^T1) | (R^^o/)^=R,}; G^ est
fermé pour la G^topologie dans D^T^). Remarquons, puisque la relation (R^o/^^R
ne peut être vérifiée que par au plus un À, que G^=={feDr(^l) | il existe À tel que
(R^o^^R^}; V^D^T^-G^ est donc un ouvert, dense par (3.2). L'ensemble des
points de D^T1) où AQ est vraie est fi V^, qui est donc résiduel dans D^T1). •

5. Un ensemble de Cantor Ky==[o, i]—Int{X|p(R^o/)eQJ pour / ayant la
propriété Ao.

(5.1) Soit /eD^T1), vérifiant la propriété Ao, par exemple y^Id+yeD^T1),
où 9 est un polynôme trigonométrique non constant. L'exemple « canonique » est,
pOUr 0 < [ û [ < I / 2 7 T :

f^{x) = x + a, sin 2nx.

On suppose que f n'est pas semi-stable.
Soit h : \\-> p(R^ o/) ; h est continue, monotone non décroissante, A(X + n) = n + A(X)

pour TzeZ, et, pour tout RlqeQ^, h'^plq) est un intervalle d'intérieur non vide
(par (2.7)); de plus, si aeR—Q^, Zr^a) est un point (i.e. h est strictement monotone
en A-^a)) par (4.1). Soit K^==[o, ij—Int^-^Q^)); K^ est fermé dans [o, i],
Si fa{x) = x + ci sin MX, on posera :

KO=K^.
Proposition (5.2). — <So^ /eD^T1), Û^ÛTZ^ /a propriété Ao, ^ HOTÎ semi-stable, alors

K^==[o, I]—Int(A-l(Q^)) ^ ̂  ensemble de Cantor^ et D=K.^n/^l(QJ est un ensemble
dénombrable dense dans Ky.

Démonstration. — K^ est fermé, sans point isolé ni point intérieur par (2.2), (2.7)5
(4. i. i) (o et i ne sont pas isolés puisque/n'est pas semi-stable par hypothèse) ; K/ est
donc un ensemble de Cantor de [o, i] {i.e. homéomorphe à l'ensemble triadique
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de Cantor). L'ensemble D est l'ensemble des valeurs de X tel que R^o/ soit semi-stable :
c'est l'ensemble des extrémités des composantes connexes de Int(A-l(QJ) ; ainsi qu'il
est bien connu, il est dense dans K^. •

(5.3) Soit/comme dans la proposition (5.2); h : K^-> [o, i] est continue sur-
jective; de plus (par (4. i . i)), h : (K^—D) -> ([o, i]—QJ est injective.

Proposition. — a) Soit B un ensemble dense dans [o, i]$ alors ^(B^R. est dense
dans Kp

b) si GCKf est résiduel, A (G) est résiduel dans [o, i].

Démonstration. — a) Si ^(B)?»!^. n'est pas dense, il existe a et b dans [o, i],
tels que h[a)^h(b) et que (À-^nK^n [a, é]=0. Or, h étant monotone, on a
Bn]Â(a), A(é)[==0. Gomme h{a)^h{b), B ne serait pas dense dans [o, i], ce qui est
absurde.

b) On peut évidemment se limiter au cas où G est un G§ dense. Soit Gi==G—D
(D==A~ l(QJnK^) ; G^ est résiduel et c'est même un G§ puisque D est maigre (D étant
dénombrable et K^ sans point isolé). L'ensemble G^ étant dense dans Kp h{G^) est dense
dans [o, i] ; K^—G^ est un Fg (une réunion dénombrable de compacts), d'où il résulte
que Â(K^-Gi) est un F^.

Comme A(Gi)nA(K^—Gi)=0 (puisque h est injective sur K^—D et que
A(D)nA(K^—D)=0), A(K^-Gi) est un F^ sans point intérieur dans [o, i]. L'ensemble
A(Gi) est donc bien résiduel, et A(G) 3 A(Gi) est aussi résiduel. •

6. Topologie des diffeomorphismes de nombres de rotation irrationnels»

(6 .1 ) Définition de F.

Soit o<_r<_u. On pose F^D^T^—Int p'^QJ ; F' est évidemment fermé
dans D^T^ pour la G'-topologie. Pour tout aeR—Q^, on a F^CF^ et, pour
tout piqe^ PnF^F^uF^.

Si /eD^T1) et si/est C°-conjugué à une translation, /eF' (voir 11.6).

(6.2) Topologie de F' dans D^T1).

Proposition (6.2.1). — Pour tout o<^r^<o, F7' ̂  un fermé sans point intérieur dans
D^T1). {Autrement dit Int p'^QJnD'CT1) ^ ̂  o^w^ dense pour la C^topologie.)

Démonstration. — Supposons par l'absurde que Fr contienne un ouvert U non
vide de D^T1). Soit /==Id+cpeU, où y est un polynôme trigonométrique non cons-
tant. Par (5.1) et (5.2), { X | R^o/eF'} est un fermé sans point intérieur égal à l'ensemble
R—Int{X|p(R^o/)GQJ. L'hypothèse U+0 entraînerait que {X|R^o/eU} serait
ouvert, donc, par l'absurde, F"" est sans point intérieur dans D^T1). •
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Proposition (6.2.2). — Pour tout o<_r<^u et tout oceR—Q^ (resp. ^/yeQJ, F^
(resp. î^/gUF^) est un fermé sans point intérieur dans Fr pour la C'-topologie.

Démonstration. — Gela résulte immédiatement de (2.4) et (4.1.1). •

Proposition (6.2.3). — Pour o<_r<_+oo, F'—p-'^QJ est résiduel dans F' pour la
G-topologie.

Démonstration. — p-^QJnF^ U (F;^uF;_^) est une réunion dénombrable
de fermés sans point intérieur. Il en résulte que F^p'^QJ est un G§, dense dans
la C^-topologie. •

(6.3) Densité.

Soit P(T1) =={f=Id 4-9(=G(Ù(T1) | 9 est un polynôme trigonométrique non constant}.
Rappelons que, si/eP(T1) et p(/)==^/?eQ,, alors, par (3.2), j^—Rp a un nombre

fini de zéros sur [o, i] (ou encore, sur T^/a un nombre fini de points périodiques).

Proposition (6.3.1).— Pour o<_r<_^ P^nF' est dense dans F' pour la G'-topologie.

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de (4.4). •

Proposition (6.3.2). — Pour o<_r<_co, l'ensemble des difféomorphismes de Fr qui ont
un nombre de rotation rationnel et possèdent un nombre fini de points périodiques [sur T1) est dense
dans Fr pour la C'-topologie {et maigre dans la G'-topologie par (6.2.3)).

Démonstration. — D'après (6.3.1)3 il suffit de montrer que PCr^nF^p'^QJ
est dense dans P^)?^ pour la CV-topologie. Or ceci résulte de (5.1) et (5.2). •

(6.3.3) Soit DCR—Q^ un ensemble dénombrable dense; posons F^= U F^.
a GD

Proposition. — Pour o^r^co, F^ est dense dans î ' pour la G^topologie.

Démonstration.—II suffit de voir que P^^nF^ est dense dans P^^nF', par
(6.3.1). Or ceci résulte de (5.3) a). •
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Commentaire :

En i, on introduit l'invariant îîy pour tout entier r ( i ^ r<+°o) (qui est semi-continu intérieurement pour
la C^-topologie), et alors, si y est C^-conjugué à une translation, on a Hy(y)<4-°o.

Ce chapitre consiste à montrer la réciproque en (6.4): Hy(/) < + oo est équivalent à ce que/soit C^conjugué
à une translation.

2, 3 et 4 sont des rappels. Il est à noter que si w est un module de continuité, y est un homéomorphisme de
classe C^ (par définition) si f—ïdçC^ et f~1—•IdGC^7. On ajoute comme toujours f~1 dans la définition.

En 5, on écrit l'homéomorphisme qui conjugue f à Rgç (translation ergodique sur 1̂ ) comme limite de
j k-l

-, 2 (fk—ia) (ÂeN), la convergence ayant lieu dans la C^topologie si/est C^conjugué à RQ(. Cette formule de
R i = 0
l'homéomorphisme qui conjugue/à RQ( est extrêmement commode pour les modules de continuité, ainsi que nous
le montrerons en (6.3) et (6.5).

Le théorème (6.4) est plus subtil. Il résulte de (4.2), que l'on peut résumer ainsi : soient <peC°(T1) et
4>GL (T1, m) (m = mesure de Haar de T1), et oceR—Q, tels que y =^—4'oRa; alors ^ est w-presque partout
égale à une fonction continue. C'est un théorème de régularité. Il me semble néanmoins que la démonstration
de (6.4) reste trop compliquée.
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La formule 5 sera utilisée en VIII.2; (6.3) et (6.5) seront utilisés en IX.3 et IX.4.2. La majoration de (6.2)
sera utilisée en XI. 4. Pour une formule analogue à 5, dans le cas des champs de vecteurs sur T^ voir T. Saito [i].

J. M. Strelcyn a trouvé indépendamment, dans un cas particulier, (6.6. i ). Les résultats de ce chapitre ont
été annoncés dans Herman [6].

Dans ce chapitre, si o^r^+^i r est soit un entier, soit égal à 4-00.

i. L^in variant Hy.

Remarque (1.1). — Soit /eD^T1) avec r^i et r entier; si f==:g~î•oR^og, avec
geD^V), r^i, alors teRn}->D{g~~loRtog) est une application Z^-périodique et
continue en t. Elle définit donc une application continue de T" dans C^^T", ^(W, If)) ;
{DO^oR^o^) | teK1} est donc compact dans la CV^-topologie. D'où la

Proposition. — Soit î<_r<_+oo; si /eD^T") est G-conjugué à R^, alors :

sup [lyi^j^+oo pour tout k<r
jez

k

{où, pour (ped^T1), |y|^= 2 |D'(p|o est une norme définissant la G^-topologie.)

C'est la réciproque que nous nous proposons de démontrer en (6.4).

(i.2) L'invariant 1-4.

On introduit, pour i^<r<4-oo? l'invariant :

H,: D^T^->R=Ru{+oo}

/^sup|DWi.
jez

(1.2.1) Comme D(Rpo/ j)==D/ j pour peZ", H, passe au quotient; on note
H, : Diff^T") -> R l'application ainsi définie.

(1.2.2) Pour /eD^T^, la propriété H^(/)<+oo est invariante par C'-conju-
gaison (ce qui se vérifie par un calcul direct en utilisant la formule de Faa-di Bruno).

(1.2.3) ïîy est une application semi-continue inférieurement pour la O'-topologie. En
effet, Hy est l'enveloppe supérieure des fonctions continues f\-> ID/^lçr-i, qui sont bien
continues puisque D^T") est un groupe topologique.

(1.2.4) Pour n==i, si H^ (/)==/'< -)-oo, on a, pour tout j, îl^'Df3^^ [i'e. pour
tout xeR, i/^iy^)^). En effet, pour jeZ :

D/V-^))^^^,

d'où le résultat.
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2. Rappels sur la composition.

On suppose que r^i. Soient/et ^eC^R). On a (voir Gomtet [i], p. 150, th. G)
(voir aussi Abraham et Robbin [i], p. 3) :

Proposition (2. i ) (Faa-di Bruno). — On a la formule :

Dr{fog)=^Wog)B^{Dlg, ..., D-^),

où les B^ sont les polynômes à r—k-^-i variables suivants :

r\
B î, ..., ̂ -^i)-2^!^;^^,!)..^,)^^/^2- • -

la sommation ayant lieu sur tous les entiers c^, c^, . . . ̂  o ^/j ̂  :

CT, + 2C^ + 3^3. . . == r
C1+^+C3' ' -==k'

Corollaire (2.2). —Soient/, ̂ eD^T1) ; il existe des fonctions continues <p )̂ {î^k^r),
qui sont des polynômes en les dérivées de g, telles que pour ^eR :

DVteW+^^J^D^ +g(x)).^x);

si on a [D^lçr-i^^, il existe une constante Cy ne dépendant que de r, telle que :

KIo^r^ Pour i<^k<_r.

(2.3) On a aussi (voir Comtet [i], p. 161 , th. D) la

Proposition (Formule d'inversion de Lagrange).—Soit yeDifP'(R) ; alors on a, pour r^2 :

DV-^ S (-r),(D/o/-)——^_,JD2Arl,Dy^l,...)
1 < f c < r — l \ 2 ^ /— — \ 'J 1

où (x)^==x{x—ï)...{x—k-{-i) [ici, dans (Dfof~l)~~r~k, —r—k est une puissance).
On en déduit le

Corollaire (2.4). — Si /eD^T3) avec |D/|cr-i^ et ID/-1^^ il existe
constante B,. ne dépendant que de r, telle que :

une

IDV-1)^^-2.

(2.5) Si /eD^T1), on posera, pour r^i :

l/ll.-ID/lc.-i+ID/-1^

La proposition suivante résulte immédiatement de (2.4) :

Proposition.—Pour i^r<+°05 il existe une constante E^>o telle que pour /eD^T1)
vérifiant \\f\\,<,a (^i), alors ll/-1!!^^^-2.
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3. Rappels sur les modules de continuité et sur les fonctions lipschitziennes.

Rappelons que G^T") est l'espace des fonctions continues de If dans R, TJ1-
périodiques.

(3 .1 ) Module de continuité.

Soit (peG^T^) ; le module de continuité de 9 est w{S) == sup 19 (A:) — cp(^) [. La fbnc-
\x-y\^8

tion Sh>^(8) est continue en o et w{o)==o puisque <p est uniformément continue. On
a les propriétés :

a) ^(81+82)^^(81) +w{S^) si Si>o et §2>o;
b ) w{pS)<^pw{8) si ^(=N et 8>o;
c ) w{aS)<^{[a]-{-i) w{S) si aeJt^ {[a] désigne la partie entière de a);
d ) w est monotone non décroissante et continue.

Exemple. — Si ^(8)=0(S3), o<(B^i, alors 9 est dans Lip^T") (i.e. si o<(3<i,
(p est hôldérienne d'exposant (3 et, si (3==i, cp est dite lipschitzienne).

Convention. — Pour o<(î<i, on pose Lip^T") ̂ G3^) (fonctions 9 : R^R,

Z^périodiques hôldériennes d'exposant p, i.^. telles que sup - — — - — < + Q O , où,
pour ^^(^....^JGR-, |^|=sup|^|). x^ F-J;1

i

(3.2) £^^ G^T^).

Soit w : [o, i]->[o, i] continue strictement croissante, telle que w{o)==o,
w{ï)=i, et, pour S^i, w{S)==i', on suppose que si 8^0 et S'^o :

wÇS+^^w^+w^).

On pose :

P^T^ Lnpr^T^ 1 ^ 1 ^nn^^"9^!^ 1 ^L' (A J^ P 6 ^^ 1 J Mc"^811?———/i—————1\—<+00

[ x^y w(\x-y\)

On vérifie que G^l^) est une algèbre de Banach pour la norme | |o+ | Ic"^ définissant
ce qu'on appelle la Çy-topologie. Évidemment G^TP) s'identifie à l'ensemble des fonctions
T^—^R de « module de continuité » inférieur ou égal à un multiple de w pour la distance
standard sur T71.

Proposition (3.3). — Si /eD0^) est lipschitzienne (i.e. s'il existe k>_i tel que pour
tous x.yçfC on ait \fW-f{y}\<_k\x-y\), et si (peC^T^ alors (po/eC^T1).

Démonstration. — On a :

ly(/W)-?(/(j))l^([^]+i)|y|c^(l^-^). •
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Proposition (3.4).—Soient çrIT-. [a, é], (peC^T), et ^ : \a, é]->R, ^eLipi[a, 6],
^o^ ^(peC^T^).

Démonstration. — II existe A>o tel que, quels que soient x etje[a, b],
\W-W\^k\x-^

donc \^^^)-^o^y)\<_k\^\^w[\x-jy\). m

(3.5) Si (peC^T^) et <p>o, i/yeC^T^ (ceci résulte de (3.4)).

(3.6) Soient i^r<+oo et w un module de continuité comme en (3.2). On
pose D^^T^-^eD^T^ID^eG^T")}. Il résulte de (2.1), (2.3) et (3.2)-(3.5)
que D'-^CT1) est un groupe.

Remarques (3.7) :

— Soit GW^Tn)={^cw{^n)\ ^x)-^)\==o{w\x-y\), si i^-^i^o}; G-CT)
est un sous-espace fermé de Cw{^n) pour 1% G^-topologie.

—Posons D^'^T^^^eD^T^iDyeG^^)}, r^_ i ; alors D^^^T") est un
groupe topologique pour la G'-^-topologie, mais D^^TT) n'est pas un groupe topo-
logique pour la C'-^-topologie. Le fait que D^^T") n'est pas un groupe topologique
résulte de la remarque suivante, que le lecteur analysera :

Soit (peC^T1) égale à x^x sur [o, 1/2], C00 sur p, 3] et nulle sur [3, i1 ;
si s—^o, | (poRg—y[^2 ne tend pas vers o. ^ L^ J

—/eDO(Tn) est un homéomorphisme lipschitzien si/ et/"1 sont des fonctions lip-
schitziennes, ce qui est équivalent à ce que Phoméomorphisme induit /: T"-^^ et
son inverse soient des applications lipschitziennes de T" dans T1 pour la distance standard.

(3.8) Si o<_r<+co et çeC^T1), avec D^eLip^T3) et 9>o, alors
D-Log^eLip^T1).

(Ceci résulte de (2.1) et de (3.2) à (3.5).)

(3.9) Soit <peLipi(T1); y est alors à variation bornée sur tout intervalle compact
(et même absolument continue) ; donc, par un célèbre théorème de Lebesgue, 9 est

m-presque partout dérivable (m =dx== mesure de Lebesgue). Si /'=sup l ^^ 9 1 ^^
on a, en tout point xeR où 9 est dérivable, \'D^{x)\<_^ donc x^v \x~y\

D9eL°°(T1,^) et \Q^=t.

Rappelons que, si <peLipi(T1), y est absolument continue sur tout intervalle compact, et

ç(^)=ç(o)+JJDç(^.

Le lemme suivant est aussi valable pour les fonctions absolument continues sur tout
intervalle compact de R.
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Lemme (3.10). — Soit (peLipi(T1); si Dcp est presque partout égale à ^eG°(R), alors
y est G1 (i.e. çeC^T1)).

Démonstration. -— On a :

?W -^(o) +fD9^) A =9(0) + f^) ̂
J 0 « /G

/•a;
mais g(t) dt est C1 puisque g est continue, donc (peC^T1). •

4. Proposition de Gottschalk et Hediund.

Rappelons la proposition (14.11) de Gottschalk et Hediund [i].

Proposition (4.1). — Soient X un espace métrique compact etfun homéomorphisme minimal
de X sur X (i.e. V orbite de tout point de X par f est dense dans X). On se donne

h eC°(X)=={ fonctions continues sur X}.

Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

i ) il existe 9 e C° (X) tel que 9 of— 9 = h ;
2) il existe un X^E^K. tel que :

n

sup ] 2 hof^{xQ)\<-{-oo.
nEN i=-0

Comme nous utiliserons cette proposition, j'inclus une
n—i

Démonstration. — i) implique 2), car S Aoyl(A<o)=9o/n(A:o)—9(^0)- Montrons que
2) implique i).

Soit F : X x R - > X x R défini par T{x, t) = (/(^), t + h[x}) ; F est un homéomor-
phisme de XxR sur lui-même; considérons aussi, pour XeR, rhoméomorphisme

n—i
R^{x,t)==(x,t+\). On a F^o, o)^/^), 2; Ao/^o)). Il résulte de 2) que l'ensemble

i=0
des valeurs d'adhérence de {F^o, o) | neN} est un compact non vide invariant par F,
et contient donc un ensemble M minimal (pour F) et compact. Soit p : X X R -^ X la
projection; j&(M)=X, puisque f est minimal sur X. Nous affirmons que M est un
graphe de fonction; en effet, supposons que {x, ̂ {x))e M, et (x, 9(A:)+X)eM. De
la minimalité de M on déduit que R^(M)==M (puisque R^oF==FoR^), donc,
pour weN, R^(M)==M. Mais, puisque M est compact, X est nécessairement nul. La
fonction 9 : X->R dont M est le graphe est continue (puisque son graphe est compact)
et on voit facilement que 9 of— 9 = A. •

Proposition (4.2). — Soient X un espace métrique compact, f un homéomorphisme minimal
de X sur X et [L une mesure de probabilité sur X, invariante par f et pour laquelle/est ergodique.
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On se donne AeG°(X), et on suppose qu'il existe une fonction (peL^X, pi) telle que Von
ait ^'presque partout :

(i) Â=yo/—(p.

Alors 9 est ^-presque partout égale à une fonction continue.

Démonstration. — Soit <p une fonction définie partout. Soit A l'ensemble de [i-mesure
nulle, réunion de l'ensemble où (i) n'est pas vraie, et du complémentaire du support
essentiel de 9. Soit B== U /"(A) ; B est de (i-mesure nulle; soit donc ^eX—B; pour
tout neZ, /"(^eX—B, et de plus :

|A(^)+...+Âo/n(^)|=|9o/n+lM-<P(^)1^2|cp|LO°•

Donc, d'après la proposition précédente, il existe (p^ed^X) tel que Â=(p^o/—cpi, et
on a [ji-presque partout (<p^—?)°y=?i~?.

Gomme f est (Ji-ergodique,

9—y i=C(== constante) [i-presque partout,

donc 9 est égale [ji-presque partout à (pi+GeC°(X). •

Exemple. — Si R^ est une translation ergodique de T^ muni de la mesure de Haar,
RO( est minimal (et strictement ergodique), donc satisfait aux hypothèses de (4.2).

5. Formule définissant rhoméomorphisme qui conjugue un difféomorphisme
à une translation.

Soit /eD'CT1), CY-conjugué à R^, ce qui s'écrit f^g'^R^og avec geD^T^.

(5.1) Cas où Roc est une translation ergodique sur T".

Soit [L l'unique mesure de probabilité invariante par le difféomorphisme/induit par
/sur T"; on a ^=g^im (m = mesure de Haar). Si g=ïd+^, ^eC^T^ R^, on peut
supposer, quitte à composer g avec une translation, que f ^ û ? { j i = o . Si AeN, k>_ i,
posons :

w^^-^-
On a S,(/)=Id+^, avec ^eG^T», R"). .

Remarque (5.1.1).—Pour n=i et /eD''(T1), on a S^(/)eD''(T1). En effet, si r=o,
S^(/) est strictement monotone, donc S^(y)eD°(T1), et, si r^ i :

^{W))=llkÏDft\>o, donc S^eD^r).
\/ç » =0 /

46



DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE ET ROTATIONS 47

On a la proposition (voir T. Saito [i] pour le cas des champs de vecteurs) :

Proposition (5.1.2) .—Pour o<_r<_+co, si f==g~loR^og, avec ^eD^T"), g=Id+^,
^^d[L=o, alors, si k—>-{-co, S^(/)—g converge vers o pour la C^topologie.

Démonstration. — Puisque ^o/^=R^o^ si zeN, et g==Id-{-^, on a :
^-Id-za^-^oA

soit S,{f)-Id=lk^^-^ofi)=^-ïk^\of\
k i==0 k z = 0

ou encore S,(/)-Id-<?= S,{f)-g= 1 Y^/*.
R i = 0

La proposition résulte du lemme suivant :

Lemme (5.1.3) . — Soient o<_r<_-{-co et f^g^^'oR^og avec ^eD^T^) et R^ une
translation ergodique sur TP, [L l'unique mesure de probabilité invariante par f\ pour tout (peG^T"),

ï k • rsi k—^-{-co, , S 90^ converge vers j ^yrf(i â?a^ /a C'-topologie.
/? t == 0 *' T

Démonstration. — On écrit :
^-i ^ fr-i
, S <?of'==, S ^o^-^R^o^.
R i^O k 1 = 0

Gomme l'application ^eC^T^) h> ^o^-^C^T^) est linéaire continue (si ^eD^T1)),
ï fe'"1

il suffit de voir que, si ^->+oo, - S (ço^^oR.^ converge vers
k i^o

J^y0^"1^)^-^?^
(puisque ^ [L === Û?A: ̂  mesure de Haar de T^). Pour r==o, ceci résulte de la stricte ergo-
dicité de R^, et, pour r^ ï, on applique encore la stricte ergodicité de R^ aux dérivées
des sommes de Birkhoff. •

(5.2) Cas de T1.

On suppose que /eD°(T1) et p(/)==aeR—Q^.
On peut supposer quej^ n'est pas G°-conjugué à R^. Il existe, par II. 7. ï , g=ïd-{-^,

avec ^eG°(T1) et g monotone non décroissante, telle que gof=^og' Soit (JL Punique
mesure de probabilité invariante par y (unique par 11.8.5). On peut supposer que

J^^^0-
Proposition. -— Si k—^-{-co, S^(/)—g converge uniformément vers o.

Démonstration. — On a, de façon analogue à (5.1.2) :

W)-g=—^\.fi.
k i^O
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Par runique ergodicité de/ (II.8.4), si A-^+oo, I S ̂ ofi converge uniformément
f i j k i==o

vers ^d[L==o. m

(5.3) Cas des difféomorphismes périodiques.

Soit /eD'CT1) tel que, pour un yeN, /^Rp, ^eZ^^ (sur T1,/ est périodique).
Posons :

^n . V/1-^S,(/)=^2-^-,

où a=^/y, ^=Id+9 avec (peG^, R"). En général, g n'est pas un difféomorphisme
de rIn. On a alors la

Proposition (5.3.1). — On a gof==R^og.

Démonstration. — En effet :

^^M^T^07^4^ p1118^6 ^=Rp• •
En particularisant à T1, on obtient :

Corollaire (5.3.2). — Pour o^r^œ, si /eD^T1), p(/)=j&/y ^ /'-Rp,
alors/est ^conjugué à R^ (i.e. /e0;/,).

Démonstration. — On voit que ^ est strictement croissante, et, pour r^ i :

D^S^->o.

Gomme ^o/=R^o^, on a bien f^g-^R^og, avec ^eD^T1). Par conséquent,
pour o < r < œ :

o^nD-cr^o^. •

6. Théorèmes de G'-conjugaison.

(6.1) Cas de la ^-conjugaison.

On a le

Théorème ( 6 .1 .1 ) . — Une condition nécessaire et suffisante pour que /eD^T1) soit
C^conjugué à R^ avec oc==p(/), est que H^/)==sup | D/n|o<+oo.

nez

Démonstration. — La condition est nécessaire par (1.1). Nous allons voir qu'elle
est suffisante. Puisque {/n, neVf} est équicontinue par II. 9, /est C°-conjugué à R^.
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Cas p(/) =plqeÇi. — Puisque/est C°-conjugué à R^ (i.e. fq = R^), par (5.3.2)
/ est G^conjugué à R^.

Cas p(/)=aeR—Q^. — Par (1.2.4), si Hi(/)==/', on a, pour tout %eN,
n—l

iV/KD/^. Il en résulte que sup [Log D/n[o<+oo. Or Log D/^ S Log D/o/1'.
_ „ <»o

Puisque/ est C°-conjugué à Roc?/ est un homéomorphisme minimal de T1. Par la propo-
sition de Gottschalk et Hediund (4.1), il existe ^eC°(T1) tel que :

LogD/=^-^o/.

Si ^ est une solution, ^-}-c ÇceK) est aussi une solution. Choisissons c tel que :

f1^^^!.
Jo

Si h{x)=[xewJ^cdt, AeD^T1), et DAo/D/==DA, soit Ao/=R^oA avec a=p(/).
/ est donc bien C^conjugué à R^. •

Remarque (6.1.2). — Supposons que p(/)=J^/^£Q, et que fq^=R^ alors :
lim [D^lo^+oo.

^—>-+°0

En effet, soit f^^f^—p\ f\ a sur R des points fixes. On a :

Wlo-ID/^lo PO^ ^^N.

On va montrer d'abord que lim |D^A;|o==+oo• Puisque j^4=Id, soient û, &eR,
&-> + ûO

û<&, tels que/i (A:)—^=t=o si xe]a, b[ et fz(a)—a=f^b)—b ==o (/i—Id s'annule par
11.2.4).

Supposons que /i—Id>o sur ]û, é[ (si /—Id<o, on aurait un raisonnement
6—û

analogue en échangeant a et é). Soient A>o donné, et ceR, a< c< b, tel que ———^^^
2{c—a)

On détermine k^ tel que :
é+û

f^c)^———,

b+a
si k^kQ, on a aussi ff{c)>_-——. Donc, par la formule de la moyenne, on a, pour

k>.kQ, ID/^Q^A. Comme A est arbitraire, lim |D/^|o==+oo. Si TzeN, n==kq+r,
avec ^, yeN, o<_r<q. On a donc :

D/^D/^.D/-.

Comme o<r<q, et que /eD^T1), on a bien lim ID/^J^+OO.
— yi ->• + oo

Tî^ûr^ (6.1.3). — Si feD\T1) et sup [D/^ +00, Hi(/)<+oo.
n C N

II faut montrer que Inf (Min D/^))^. On peut supposer que/est G°-conjugué
TI ç ÎS x ç. B

à R^ par II. 9 et que p(/)==aeR—<^. Soit/le difféomorphisme induit par/sur T1.
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L'adhérence G de {/"[ 7zeZ}CDiff^(T1) est un groupe compact; puisque/est
G°-conjugué à R^, il suit que {/n \ ne'N} est dense dans G. Pour keZ, / k est limite dans
la C°-topologie d'une suite/^', ^eN, n^ +00. Mais puisque f = sup [ Dfn\Q< +00, /n est

ne N
une application lipschitzienne de T1 dans T1 (pour la distance [| [| sur T1) de rapport <_2t.
Comme limite uniforme de {fni),fk est donc lipschitzienne; donc, pour tout ne'N, /"n

est lipschitzienne de rapport 2^, d'où il résulte que Inf (Min D/^A:))^. On montrerait
n ç M x G R

de façon analogue que Inf (Min D/^))^ implique Hi(/)<+oo.

(6.2) Majoration de V homéomorphisme qui conjugue,

Proposition.—Soit f=g^loR^og avec ge'D^T1) et oceR—Q^, i^r<+oo. Alors
on a :

II^Icr-l+ID^I^+l)^

avec { == sup | D^ |cr-i == H,(/)< +00.

(On^ose H^H^ID^Ic.-i+ID^-1^.)
i k~'lDémonstration. — Par (5 .1.2) , si A->+oo, S^(/)=- S (/'—îoc) converge dans
k i^o

la C'-topologie vers g + c, où g = Id + ̂ , c = — f ^ ûfpi, (JL étant l'unique mesure de
•/ T

probabilité invariante par/. On a, pour tout î'eN, j^^f1^ et, pour i^j^r,

ID^Io^^; donc ^DS,(/)^^ et, pour i^j^r, |D^S,(/)|o^^

II en résulte par passage à la limite que .^D^^^ et, pour i^j^r, [D^lo^^,
soit 11^11.= iD^lcr-i+ID^-^oS^+i)^. •

(6.3) Conjugaison « Cr plus module de continuité ».

Soient w un module de continuité comme en (3.2)5 r^i, r entier et D^^T1)
l'ensemble des difféomorphismes Gr dont la dérivée r-ième a un module de conti-
nuité au plus égal à un multiple de w; sur G^T1), considérons la semi-norme :

|,[,= sup k(;)-yyl<+oo.
x^y w(\x-y\)

\^-v\^

Soit H^iD^T^R^R^+oo} définie par
/^H^^+supID^jc..

n G N

Remarque i : H^^, : D^^T^-^R est semi-continue inférieurement dans la
C'^-topologie.

Remarquer: H,^J/)<+oo équivaut à sup [D/^cuK+oo puisque, pour tout
n e N

entier ï<k<_r, la fonction D^Çy—Id) prend la valeur zéro.
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Proposition (6.3.1). — Soient i<r<+oo et /eD'-^T1); une condition nécessaire et
suffisante pour que f soit G'+ ̂ conjugué à R^ est que H,_^(/)<+oo (i.e. s\lp\Drfn\cw<+ao).

nEN

Démonstration. — La condition est nécessaire par (2.1), (2.3) et (3.4). Montrons
que la condition est suffisante.

Puisque la suite {f^nçy est équicontinue, / est C°-conjugué à R^.
si P(/)=^/?5 cec! résulte de (5.3).
Si p(/)==aeR—Q^, considérons, pour k^i :

W)4S;œ-.a);

alors, si A^+oo, S^(/) converge dans la G°-topologie vers AeD°(T1) tel que
f=h~loR^oh. Puisque H^^,(/)<+oo, la suite (S^(/)—Id)^i est équicontinue
et bornée dans C^T1) pour la G^topologie, donc d'adhérence compacte. Il suit que,
si A->+oo, S/,(/)—^A dans la G'-topologie et Aed^R, R) (puisque A est la seule valeur
d'adhérence possible de la suite (S^(/)) pour la CT-topologie, h étant la limite de (S^(/))
dans la C°-topologie).

En fait, AeC^^ÇR, R), car, si /'==H^^(/)<+oo, on a, pour tous XyjyeU et
^eN, WW-DJ^^w^x-^), donc :

ID-S^^M-D-S^^^l^^d^-^l).

Or, si k->-{-co, DrS^(y) converge vers D^'A dans la C°-topologie. Par passage à la limite
simple, on a :

ID^M-D^O/)!^^^-^), donc D'AeC^T1).

Le fait que AeD^^T1) résulte du lemme suivant :

Lemme.—Soitfe'D\T1); si /^A-^R^oA, aeR-Q^, AeD°(T1) et AeC^R, R),
alors A est un difféomorphisme de classe G1.

Démonstration. — On a DAo/^iy^DA pour tout TzeN. Soit A^eR, tel que
DA(^o)=o; pour tout entier n, o=DA(/n(^)); or (/^(OneN est dense (modulo i)
puisque y==A~ l oR^oA, aeR—Q^. Comme DA est continue, DAso, ce qui est
contraire à AeD°(T1). Il suit par l'absurde que DA>o, donc AeD^T1). •

Corollaire (6.3.2). — Soit /eD^T1), avec r^i, telle que p(/)=aeR—Q^ et
Hr(/)<+oo; alors f^h-^R^oh, où AeD'-^T1) et Dr~lh est lipschitzienne {i.e. dans
Lipi(T1)) [ce qui implique D^'-^-'eLip^T1) par (3.6)).

(6.3.3) Rappelons que si o<p<i , CP(Tl)=Lipp(Tl). On pose, pour yeG^T1) :

„ _J?W-y(^)l
H^^P—^_.|P •a;+y \x J\
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Corollaire. — Soit o<(3<i; une condition nécessaire et suffisante pour que yeD14'^!'1)
soit C1 + ̂ -conjugué à une translation est que :

supILogD/^+œ.
nGN

Démonstration. — II suffit de voir que l'on a À==sup |Log D/^j^+oo, car alors
n G N

on applique (6.1.1) et la proposition (6.3.1) (puisque x\->ex est lipschitzienne sur
[—A, k], on a bien, d'après (3.4), sup [D/^^+co); or ceci résulte de ce que, pour
tout TîeN, Log D/" s'annule. • n

Théorème (6.3.4).—Soit /eD^^T1), rentier^!, o<(3<i; une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit Gr+^-conjugué à R^ (oc=p(y)) est que :

SUp \LogDfn^r-l^<+^.
nGN

Démonstration. — Cela résulte de (6.3.2), (6.3.3) et de la formule de Faa-di-
Bruno (2.1) appliquée à Log D/71 et D/^é?10^. •

(6.4) C-conjugaison et V invariant H .̂

On a le

Théorème. — Soient i<_r^+oo {r entier) et /eD^T1); une condition nécessaire et
suffisante pour que f soit C^-conjugué à une translation est ̂  pour r<+oo, que Hy(/)<+oo,
et, pour r==+oo, que H^(/)<+oo pour tout k.

Démonstration :

a) Cas p(/)==a==j^.

Si H,(/)<+oo, alors Hi(/)<+oo par (6 . i . i ) ; / e s t C°-conjugué à R^,
donc, par (5.3), /est C'-conjugué à R^g.

b) Cas p(/)=aeR—<^ et r<+oo.

Si r=i, par (6.i . i) , /est C^conjugué à R^. Montrons que si c'est vrai pour
r^i, alors c'est vrai pour r+i. Si /eD^^T1) et H,^(/)<+oo, par (6.3.2),
/ est CT-conjugué à R^, soit /=^oR^o^-1, avec ^eD^T1, o) et D^eLipi(T1). Il suit
que D^ est w-presque partout dérivable et Dr+l^eLOO(Tl, dx). Montrons que D^ ^^ en
fait G1. On a fog==goR^, soit, puisque r^i :

D/o^D^=D^oR,,
et Log D/o^=Log D^oR^-Log J)g.

Il suit de (3.8) que Dr~lLogD,g^ est lipschitzienne. On a, puisque ^ est Gr :

D^^Log D/o^) ̂ D^^og D^oR,-^--1 Log D .̂
J^
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Gomme Dr~lLog'Dg est lipschitzienne, elle est ^-presque partout dérivable et :
D-LogD^L-Cr1,^) (par (3.9)).

On a w-presque partout :

D^Log Dfog) = (D- Log -Dg) o R,- D- Log Dg.

On applique (4.2) (avec X=T1 et/=RJ. On a bien D^Log D/o^)eG°(T1) puisque
/eD^Cr) et ^eD^T1), et ^ Log D^eL-^ ^), donc D-Log D^ est m-presque
partout égale à une fonction continue; comme D'"1 Log Dg est une fonction lipschitzienne,
par le lemme (3.10), D'-1 Log D^eG^T1), et il suit que ^eD^^T1), donc/ est
G'-^-conjugué à R^.

c) p(/)=aeR-%, r=+oo.

Alors / est G'-conjugué à R^ par un unique ^eD^T1, o) pour tout r (puisque
H,(/)<+ÛO pour tout r fini), donc/est G°°-conjugué à R^. •

(6.5) Conjugaison « C° ̂ /^ module de continuité».

On convient dans la suite que w : [o, i]-^[o, i] est continue strictement crois-
sante, ^(o)=o, îx / ( i )= i$ si S'+S^i, et si 8^0, S'^o, ^(8+8')^^(8) +^(8').
On a o<8<2w(8). On suppose que /eD°(T1); on a la

Définition (6.5.1). — / est un homéomorphisme de classe G° si /—-IdeG^T1) et
f~i—IdeGW(Tl) {ou ce qui revient au même f et f~1 sont de classe G^).

Si wÇt)==fi, o<(B<i , on dira plus simplement que/ est un homéomorphisme
de classe G3. Si w{t)==t, on dira que/est un homéomorphisme lipschitzien.

Proposition (6.5.2). — Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :

1) / est un homéomorphisme de classe G10;
2) il existe G^i tel que l'on ait, pour \x—y\<_i,

^(^-^^fW-Ay^Cw^x-^).

Démonstration. — i) implique 2) avec C==sup(2 + Hc"^ 2 +l?-i[c"0 et /==Id+(p
et /-^Id+y-r

2) implique i), car \f{x)-f{y)\<_Cw{\x-y\) entraîne /-IdeG^T1);

^[^-y\)<.\M-f{y)\
entraîne de même, en prenant x==f~\z) et ^==/-1^), que /^—IdeC^T1). •

Remarque (6.5.3). — Sifet g sont des homéomorphismes de classe Çy, fog est de classe C '̂
{w2 == w o w).
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(6.5.4) Si f^g'^R^og, avec g de classe CT, on a sup {^—Id—n^f^^+oQ.
nez

(6.5.5) Si/est G1 et si w est un module de continuité :

/eD^T1) h->IU/)==sup |/n-Id-^p(/)|^eR
nez

^ semi-continue inférieurement pour la C^-topologie.

On a le

Théorème (6.5.6). — Soient f un homéomorphisme lipschitzien et w un module de conti-
nuité. Si sup [/n—Id—7^p(/)|^<+oo, f est C°-conjugué à R^ (oc==p(/)) par un homéo-

nez
morphisme de classe G^

Démonstration. — Puisque la suite {/^çn est équicontinue, / est C°-conjugué à R^,
x—i

soit f^g-^R^og avec ^eD^T1). Quand A->+oo, S^/)- S (/'-za) converge
dans la G°-topologie vers ^+ constante (voir (5.1.2)).

Soient ^=sup i/n—Id—7^a[^<+oo, et / '=^+i. On a, pour tout ^eZ et pour
nez , v

tous ^,j/ tels que o<_x—y<_ï, ^A-p^—y) ]<_fn{x}—fn{y)<_fw{x—y), donc :

^-1(^^-^)^S,(/)M-S,(/)(^)^^^-^),

et, par passage à la limite :

^(-^-^^gW-g^)^^-^ ;

g est bien un homéomorphisme de classe C10 par (6.5.2). •

Remarque (6.5.7). — Par le même raisonnement que dans (6. i .3), f est un homéo-
morphisme lipschitzien, et, si w est un module de continuité, sup Ij^—Id—^/) \^w< +00
implique que s\ip \fn—Id—n^(f)\cw<-\-co. n e N

nez

(6.5.8) Critère de C^-conjugaison (o<(3<i).

Soit f un homéomorphisme lipschitzien. Si, pour o < [3 < i, sup \fn—Id — ̂ p(y)L<+oo,
n C N

alors/est conjugué à R^ (oc==p(/)) par un homéomorphisme de classe G0.

Démonstration. — Par la remarque (6.5.7), on a sup \fn—Id—noL\^<-{-oo, et
on applique le théorème (6.5.6). • nez

Proposition (6.5.9). — Soit f un homéomorphisme lipschitzien. Une condition nécessaire
et suffisante pour que f soit conjugué à R^ (<x=p(/)) par un homéomorphisme lipschitzien est
que t = sup | Log D/" \^i ^< +00.

n C M

54



DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE ET ROTATIONS

Démonstration. — On a alors, pour tout TzeN et tous x.jyeîL :

e-^x-y^f^-f^y^e^x^

et on raisonne comme dans la démonstration de (6.5.6). •

(6.6) Condition nécessaire et suffisante de (^-conjugaison.

Remarque (6.6.1). — Si /eD^T1) est C^-conjugué à R, (oc=p(/)) :

l^ol^-^o-ona->-0

55

(^. pour tout s>o, il existe TÎ>O tel que, si neVf vérifie [|^a[|^Y3, alors ID^—I^S).
En effet, f^h-^R^h, et, si t-^o (mod i), A-^oR^A-^Id dans la C^topologie.

(6.6.2) Soit aer-^/Z). Posons, pour ^C°(T1), ç^ÏyoR,,. La propo-
sition suivante est due essentiellement à Veech [i, p. 9] : i-o

Proposition. — Soit çeC^T1) ; une condition nécessaire et suffisante pour qu'il existe
^eG°(T1) vérifiant ^—^oR^==9 est que lim [cpj^o.

Démonstration. — La condition est nécessaire et résulte immédiatement de

^-^^a-yn-

Montrons que la condition est suffisante. Considérons l'application {yîa}-^G°(T1)
définie par À(^a, .)==(p^(.). On a la relation :

(J) K{m+n) ^x)==h(n^x+m(x.)+h{m(x.,x).

On voit facilement que {7za}->C°(T1) est uniformément continue, donc se prolonge en
une application continue T1^ h-> A(^)eC°(T1). La relation (i) devient

A(^ + ̂ , ̂  = h{y, x + w) + h(w, x).

D'où, si ^==oc, ^=o et ^(w)=A(w,o),

(p(a + w) ~^{w) ==<p(w). •

Proposition (6.6.3). — ̂ ^ /eD^T1), a=p(/). Une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f soit C^-conjugué à R^ est que :

^mJD/»-ij,=o.

Démonstration. — La condition est nécessaire par (6.6.1). Montrons qu'elle est
suffisante. ParII.9,/estG°-conjugué àR^. Si a^/çreQ,, la proposition résulte de (5.3).
Si aeR—Q,, f^h-^R^oh avec AeD°(T1). De l'hypothèse, il résulte que

^KLogD/oA-^l^o,
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donc, par la proposition précédente, il existe ^ieC°(T1) tel que
^-^ioR,=LogD/o^1.

En posant ^==^oA, on conclut que ^—^oy==LogD/* et on raisonne alors comme
en (6.1). •

(6.7) Remarque sur V équation aux différences finies.

On se donne o<_r< +00, r entier, o<_e< i, R^ une translation ergodique sur T"
et (peG^Cr1) avec f ^(x) dx==o.

Proposition. — Une condition nécessaire et suffisante pour qu'ail existe ^eG^^T^ vérifiant
^—^oR^=ç est que :

k-l

sup 1 S 9oR^|cr+s<+oo.
f c e M t = = o

<!—1

Démonstration. — La condition est nécessaire par S (poR^=^—^oR^.
1 = 0

La condition est suffisante pour r == o et s = o par (4.1). Si r^ i est entier et
e=o, comme ^ est unique, si on impose que |\^M dx==o, la proposition résulte
par dérivation de (4.1) (en utilisant un argument de séries de Fourier).

Si s>o, o^r<+oo et entier et si k>_\, keN, on pose :
Jfc-l k-l

^.(.^pi) avec y^.S p0^-
^ i"0 t = 0

Alors, si A->+oo, ^->^ dans G^topologie par le même raisonnement qu'en (5.1).
La proposition résulte du même raisonnement qu'en (6.3.1). •
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1 1 . Catégorie et nombre de rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . gq

Commentaire :

Ce chapitre est constitué essentiellement de rappels. Pour des démonstrations, nous renvoyons le lecteur à
Cassels [i], Khintchine [i] et Lang [i]. Pour le développement en fraction continue et la théorie ergodique, le
lecteur pourra se rapporter à Billingsley [i, chap. 4]. Pour une étude plus détaillée de l'ordre des points na (mod i)
sur T1 le lecteur consultera Slater [i] ainsi que les références citées dans cet article. D'ailleurs, le lecteur peut prendre
ce chapitre comme une suite d'exercices. Le paragraphe 11, « Catégorie et nombre de rotation », montre que quand
on fera au chapitre XII des raisonnements par catégorie de Baire, génériquement dans F°° = D^CT^—Int p'^Q),
on obtiendra des nombres de rotation qui sont des nombres de Liouville et on ne pourra absolument rien conclure
sur la mesure de Lebesgue de l'ensemble des nombres de rotation ainsi construits. Il se produit la dualité souvent
rencontrée en analyse harmonique entre les ensembles résiduels et les ensembles de mesure de Lebesgue pleine.

i. Notations»

Soit, pour (a^ ....ajel^ et A==(^, .. .^JeZn :
<^, a>=2^o^.

On pose \k\==sup\k,\ et, pour xeR, ||^|[=Inf \x+p\; [ | x \ \ définit une distance sur T1.
i PGZ

ô7
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2. Principe de Dirichlet.

Soit a==(a^ . .^ocJeR^ tel que i, 04, . . . ^ a ^ soient indépendants sur % (ce
qui signifie que R^ sur T" est une translation ergodique).

Alors l'inéquation :

IK ÎÎi^r
a une infinité de solutions keT^—^} : il existe une suite ^eZ^-j^o} avec |^|->+oo
pour î'—^+oo, et vérifiant

||<^a>||<——i^r
3. Condition diophantienne.

Définition (3.1). — ael^ satisfait à une condition diophantienne, s'il existe (3^o
et Oo tels que pour tout ^eZn—{o}, on ait :

IK^II^p^Tp-

Définition (3.2). — ael^ satisfait à une condition diophantienne si un relèvement
de a à R" satisfait à une condition diophantienne (cela ne dépend pas du relèvement).

Le lecteur vérifiera que toutes les propriétés d'approximation par les rationnels
que nous étudierons ne dépendent que de la classe modulo Z" de aeR^

Définition (3.3). — Soit y:N-^]o, +°o[î monotone non décroissante; on dit
que a(=Rn est de type <p, s'il existe Oo tel que l'inéquation :

G
||<^a>||<

MWI)
ait seulement un nombre fini de solutions. Ce qui est équivalent à ce qu'il existe Oo

r^
tel que pour tout AeZ^o} on ait ||<^ a>||>

\R\ 9(J^|J

Définition (3.4). — On dit que aeRn est de type constant si a est de type y pour
une fonction cp constante.

Remarques (3.5) :

— Si a est de type 9, R^, sur T^ est une translation ergodique;
— a satisfait à une condition diophantienne si a est de type (p(^)==^ (î^o.

En particulier tout nombre de type constant satisfait à une condition diophantienne.
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— Si a satisfait à une condition diophantienne, la borne inférieure des ? pour
lesquelles on a l'inégalité (3.1) n'est pas en général atteinte (voir (4.2) à (4.4)).

— Nous avons choisi ^+P dans la définition (3.1) par le principe des tiroirs
de Dirichlet.

(3.6) ae^ n'est pas de type constant, s'il existe une fonction 9 : N->R^ crois-
sante, telle que lim <p(^)=+oo et que :

t-> +00

^•^WÎW)
ait une infinité de solutions (en effet a est de type constant si Inf [ ^ ^ I ^ A , a>|[>o).

\k | + 0

4« Mesure»

(4.1) L'ensemble des aeTP qui sont de type t^ pour un s>o est de mesure de
Haar égale à i.

(4.2) L'ensemble des aeT^ qui sont de type constant est de mesure de Haar nulle.

Définition (4.3). — On dit que oceR" est du type de Roth si, pour tout s>o, il existe
F

Cg>o tel que, pour tout AeZ"—^}, on ait |[ <A, a>|[^ f r — e -\k\

(4.4) Par intersection dénombrable, il résulte de la propriété (4.1), que l'ensemble
des vecteurs du type de Roth est de mesure de Lebesgue pleine.

5. Vecteurs de Liouville.

Définition (5.1). — oceR" est de Liouville si R^ sur T" est une translation ergodique
et si a ne satisfait à aucune condition diophantienne; autrement dit, pour tout zeN,
il existe k^eV—{o}, tel que :

IK^oOlKi/l^l1 et |̂ 2.

(5. a) Soit R l'ensemble des aeR" tels que RQ( ne soit pas une translation ergodique
sur T*. ou encore, des aeR" tels que ^(o^eT1 satisfasse à une relation linéaire dans
le Z-module T71.

Proposition (5.3). — R est maigre {c^est même un FJ.

Démonstration. — R est la réunion dénombrable des hyperplans de Rn d'équation
AO+<A,A:>==O avec ^oeZ, AeZy '—{o}. •

Proposition (5.4). — U ensemble des vecteurs de Liouville de Rn est résiduel (c^est un G s dense).

Démonstration. — Soit U,== U[ aeRn [ | [<A, a>[ |< — ; U, est un ouvert

dense puisqu'il contient ^n. L'ensemble des vecteurs de Liouville est (. D U^) — R. •
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IF est donc l'union disjointe de R, qui est maigre et de mesure nulle, de l'ensemble
des vecteurs de Liouville, qui est résiduel et de mesure nulle, et de l'ensemble des vecteurs
qui satisfont une condition diophantienne, qui est maigre de mesure de Lebesgue pleine.

6. Cas de T1.

Comme c'est sous la forme classique que nous les utiliserons, nous allons rapidement
réécrire des définitions.

(6.1) Le principe de Dirichlet. — Si aeR—Q^, l'inéquation a
{p, q)== i, a une infinité de solutions. W6^

Jh C^
(6.2) oceR est de type <p s'il existe C>o tel que a—" ^———.

q q^{q)

(6.3) aeR—Q^ n'est pas de type constant s'il existe 9 : N->R+ croissante, telle

que lim ç(^)=4-oo et que l'inéquation a—~- |< ait une infinité de solutions
?| îM?)<->+ 00

p̂ e%, avec (A?)=i , S^i.

(6.4) Rappelons le théorème de Khintchine [i],

Théorème. — Soit <p : N—^R.{_ monotone croissante.
00 i

— Si S ——<+oo {parexemple (p^^Log^+i)14'6)? pour presque tout aeR—Q,3=1 q^{q)
p

F inéquation a— - <
? î2?^)

a un nombre fini de solutions.

— Si S ——=4-00 {par exemple (p(^)=Log(^+ i)), pour presque tout aeR—0,3=1 q^{q)

F'inéquation a— -1 <
? î2?^)

a une infinité de solutions.

(6.5) Pour presque tout aeR—%, on peut prendre cp(^)==Log(^+i) dans (6.3).
Néanmoins, pour tout p>o, il existe oceR—Q^ satisfaisant une condition diophantienne,
et tel que l'inéquation :

P <
rP+2q\ q^-

ait une infinité de solutions. Par exemple, 0,1234567891011... (voir Schneider [i])
(voir aussi (7.7)).

60



DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE ET ROTATIONS 61

(6.6) a£R—% est un nombre de Liouville si pour tout ieVS il existe ^e0,
?,^2, (^,^)=i, vérifiant: ft

<1-A

?,| ^
(il en résulte que si î->+oo, ft->+oo).

(6.7) Soit a un nombre algébrique de degré d; si d== 2 alors a est de type constant.

Si û^S? P^ 1e théorème de Thue-Siegel-Roth, a est du type de Roth [i.e. pour tout
, Ç{ \ \

s>o, il existe Cg>o tel que, pour tout piq, on ait a — - > _s-}
q -q^^J

7. Fraction continue (voir Khintchine [i] et Lang [i] par exemple).

Si aeR—Q^ la connaissance du développement en fraction continue de a donne
de nombreux renseignements sur les approximations de a par les rationnels.

(7.1) Soit G: [o, i] -> [o, i] définie par :

GW-^-^j-^inodi) si x^=o,

G(o)=o.

Si ae[o, i] le développement en fraction continue revient à considérer la suite {G"(a)}
des itérées yz-ièmes de G.

On pose :
m .
- SI X^O

a{x)==< N
oo si x == o

Si ae[o, i]—Q,, on a, pour tout, n G^+o; on pose alors :

^o == M == o
a^aÇG'1-1^)) si n>_ï',

a^ est un entier ^ i.
On a :

a=[ûo, fli, a^ . . .]=^o+ I/(ûrl+ I/(âr2+. ..)).

Si aeR—% :
ûo=[a], a-[a]e[o, i]-Q,

et a s'écrit donc de façon unique a=<?o+ i/(ûi+ il{a^+...)), les a, sont appelés les
quotients partiels de a; toute suite {a^çy, d'entiers ̂ i est la suite des quotients partiels
d'un unique nombre a.
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(7.2) Les réduites. — Si a ==[^3 â^, . . .], les réduites de a sont les rationnels :

-"==[^0,^ ...,<]=ûo+I/(ûi+I/(^2+... I/(^_,+lK)...).
Sn

Par exemple :

^O^^O ^ A^O^l+I

?0 1 ?1 fl!

Les q^ sont appelés les dénominateurs de réduites (^^:i, <7n^N).

(7.2.1) p^ et ^ vérifient les relations de récurrence :

(Pn=^nPn-î.+Pn-2 P0^ n>-^ PO^^, ̂ =^^+1

^n- ̂ -1+^-2 Pour 7î^2, ?o=1. yi-^r

(7.2.2) On a par récurrence la relation de Lagrange : qnPn-l~~Pn(ïn-l={~~ï)n^
les p^ et ^ sont donc premiers entre eux.

(7.2.3) Si T^I, on a ^+i>^ (^i^o-i). et aussi le

Lemme. — Si n>_2, ^r^^2.

Démonstration.—Comme ^n^:2^_2, le lemme résulte de Ço^1 et îs^S^.2^2- •

(7.3) Réduites et approximations par les rationnels. — Si n^ï et o^^, on a (par
récurrence) :

r , ,-i Pn+^n-iLÛO,ÛI, . . .,â^+^==————.
^n+^n-l

Or 0=^0,^, .. ., â^+G^a)],

A+G^a^-isoit a =
"în+G^a)^^/

A (-!)"Par (7 .2 .2 ) : a-
?n / I

^(G^a)^4'^-1]

^l^Qn^^l+I.

On a donc les inégalités :

(7.3.1) (-^"(a-^o,
\ ~ln/

^(^+^+t)- ^^n ~~<ln<ln+l <Ù'
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(7-3-3) II résulte de (7.3.2) que les réduites vérifient (AîÇn)^ 1 ? Sn^î1? et

^"A/Snl^1/?^ donc déterminent une famille de solutions -eQ, (^^i, (A?)^1)
P . P ^ Pde l'inéquation a—- <i/<?2. Si -eQ,, (A?)^1? vérifie l'inéquation, - s'appelle une

approximation rationnelle de a. Toute approximation rationnelle de a est soit une réduite,
soit de la forme [a^, a^, . . . , a^± i] (voir Oppenheim [i]).

(7.3.4) Puisque Sn+i==â^^+?n-i. on a ^

1 .< .-pn<———.
(^4-1+2)^ ^n ^+1^*

(7.4) Voici la propriété caractéristique des q^ :

Proposition. — Soient aeR—Q^ <^ (<yJ la suite des dénominateurs de ses réduites-, si
\ q | > o est entier vérifiant \ q \ < q^ ̂  ̂ , alors \ \ qy. \ \ >_ \ \ q^ a 1 1 . Réciproquement, les q^ sont définies
ainsi : ^o^1? ^i^^i et, si n^i, (fn+i €st le plus petit entier strictement positif tel que
llîn-n^NI^II {attention, si a^ï, |[^a|| = \\q^\\ !).

Pour la démonstration, voir Lang [i],

Proposition (7.5). — Si n>,i, |^a—Al :==ll?nall? ^ si ^3 ''

\\9n-^\\==^\\9n^\\+\\^\\'

Démonstration. — Si n>_2, on déduit de (7.2.1), puisque (—I)n(Sna—-A)^>(^ que:

(7-5- I ) |?n-2a-A-2|==ûJ^_ia~A-il+|?na-A|.

Donc l^a—Al'^lîn-i'^^—A-il ^ puisque \q^—Pn\<——^ si n>-1^ on a bien

^ ?n+l

l^a-AMI^II^-

La relation s'écrit, si 72^3 :
ll^-2a[|=ûj|^_3a||+||^a||. •

7/?^Z^ (7.6). — Par (7.5.1) et |?na-Al<l?n-ia-A-il. si n>-^ on a

l'inégalité :
„ |?n-2a~A-2|^/ , -w , i , \

2<————————-.^——<(^+ I)(ârn+l+ I)•
l^—Al

(L'inégalité 2<|^_2a-A-2|/lîn'^-Al résulte de |^-2a-A-2|>(^+i)|^a-Al-)

(7.7) Approximation de aeR—Q, par les rationnels.

Par (7.3.4) et (7.4)5 si aeR—Q^ la connaissance des ^ et des ^ détermine
les approximations de a par les rationnels. Ces deux propriétés permettent de construire
des a ayant tel type d'approximation.

63



^ M I C H A E L R O B E R T H E R M A N

(7.8) Exemples.

(7.8.1) aeR—Q^ est de type constant si et seulement si sup^<+oo.

Démonstration.—Si a est de type constant, sup^<4-oo par (7.3.4). Si sup^<+oo,
p i <

on a pour les réduites -n de a :
&

a-A ^G avec G==Inf——I——>o.
?n ?n n ^+i+2

C* Psi 9n<.9<9n+i> alors par (7.4) ||?a||^ ||^a||^-^-. •
în ?

(7.8.2) aeR—Q^ ̂  du type de Roth si et seulement si pour tout c>o ona^pour n-^ 4-00,
^i-W.

Proposition (7.8.3). — aeR—Q^ est du type de Roth si et seulement si, pour tout 8>o,
00

S^+l/^+OO.
Vl — 1

Démonstration. — La condition est suffisante par (7.8.2). Elle est nécessaire, car
si s<8 (par (7.2.4)) :

S^+l/?^0(SI/^-£)=0(SI/2(8-£^2)=0(I). •
w u n

8. Ordre de points ny. sur T1.

(8.1) On se donne aeR—Q^ et pIqeQ^, {p,q)=i, q>_î et vérifiant ^—p<ï^
(i.e. une approximation rationnelle de a). q q

\ip ip+î]
Les intervalles — , ——— , î==o, ..., q—i sont d'intérieurs disjoints deux à deux

et (mod i) ils recouvrent T1.

Proposition. — Pour chaque ze{o, . . . ,^—i}, il y a un et un seul point de la

suite {ja(mod i)}, j==i , ..., q dans chaque intervalle ^, r—1 (mod i).
[^ ^ J

Démonstration. — On a soit o < a — - < — , soit -— I-<a— l<o. II suit que, pour
n ^»2 ^»2 fi •*• s-

t==I, . . . , ^ :

" 05 •J•>-/A'- o ^^q ^ q2 q

(^a—î-^-^1- (resp. —l•<ia.—^r<o\,
î ^-î \ q q ]

donc î'ae -, -+- (mod i) (resp. t'ae p 1 — ^ , y (mod i)). La proposition résulte
\9 q q\. \ \q q q[ ]

de ce que les intervalles -, —— recouvrent T1 (mod i) et ont une longueur égale

'i- •
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(8.2) Soient aeR—Q^, -n les réduites de a et (a,) la suite de ses quotients partiels.
----'-̂  -̂—--, tfi

Posons q^=q^—p^ |^a|e[o,i[, et si n>,i, \q^-pn\ == lka||. On désigne par
[o, ^a] l'intervalle compact de R déterminé par o et ^a.

Proposition. —Si n>_2, alors les intervalles [o, ̂ a] et R^[o, ^a]=[^a, 2^0]

jo^ d'intérieurs disjoints, et on a [o, ̂ a] C]o, ̂ 2a[ ^ [^a, 2^a] C]o, ̂ ^aE. Les
points sont dans le même ordre que sur la figure :

R^
^————I—————^_

0 în» 2^a ^^ga ^ pair

^-g00 2^a ^a o TÎ impair
Figure

Démonstration. — Gela résulte de (7.5) et (7.6), puisqu'on a :

l?n--2a-A-2|==ûJy^ia-A^i|+|^a-A|>2[^a-Al
et aussi : \9n-2^Pn-2\> k~ia-A~il> ka-Al- •

Proposition (8.3). — &• ^e[o,^+i[ ^ ^^r, /^ intervalles module i,

{Rja([°3 în^)^^^?^^!? <yo^ wo^fo i d'inférieurs disjoints deux à deux.

Démonstration. — On suppose que ?„ +1> i, sinon il n'y a rien à démontrer. Supposons
par l'absurde que les intervalles ne sont pas d'intérieurs disjoints deux à deux. Alors
il existe un entier ^e[o,^i[ tel que :

^l/aî.ya+^al^ (mod i).
———ï———————;———|———————|—————————_^

ja Aa ^a+^a ^a+^a

Figure si n est pair

Gomme R^ est une isométrie préservant l'ordre sur T1, (k—j) ae]o,^a[ (mod i),
donc o<||(è-j)a||< I I^H; or ||(A-j) a|| = [ [ \k-j\ a|| et o<\k-j\<q^ et
ceci est contraire à (7.4). La proposition en résulte par l'absurde. •

Remarques (8.4). — Pour plus de détails nous renvoyons le lecteur à Slater [i].
a) On suppose ^.n>i. Alors les intervalles modulo i :

{Rja[0, 9n^}o^<^ et {R,a([o,?n7^]}o^<g,

recouvrent T1 et de plus leurs intérieurs sont disjoints deux à deux.
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b) Les intervalles suivants modulo i recouvrent T1 (mais leurs intérieurs ne sont
pas disjoints) : {R^([o, 2^a])}o^<^.

9. Fractions continues et mesure.

(9.1) La transformation G(A:)==-(modi)déf in ie en (7.1) préserve la mesure
T nx ' ' ' '

v==————— sur [o, i[ {i.e. si B est y-mesurable v{G~l{'B))=v{B)).
Log2 (i +x)

Noter que v est équivalente à la mesure de Lebesgue m de [o, i [ et que L^v) ̂ L^m).

(9.2) G est y-ergodique et même « mixing » '(voir Billingsley [i]).

(9.3) Si a est la fonction définie en (7.1) :

^^^â^
comme la fonction a{x)>o est y-mesurable et non dans L1, il résulte du théorème ergo-
dique que pour presque tout ae[o, i] :

i n
lim - S û,(a)==+oo.

n->+co n i=^l

(9.4) Puisque Log(û(A:)+i) est dans L1^), on a pour m -presque tout a :

lim -1 S Log(a,(a)+i)= f Log(a{x)+ i)du>o.
n-^+ oo ni-1 ^O

On conclut aussi du théorème ergodique que si beN, pour m-presque tout a :

lim lim ( S Log(o,(oc)+1)/ S; Log(^(a)+ i))==o.
fe-^+oon-^+oo i^i^n 1^»^

o,(a)^6

(9.5) Pour m- presque tout a :
lim ^(a)^^^12^2 (^ 15, 36. . .)

n->- + co

(voir Billingsley [ï]).

(9.6) Le théorème suivant est dû à F. Bernstein et E. Borel (pour la démons-
tration, voir Billingsley [ï]) :

Théorème. — Soit 9 : N^_ ->R+, monotone non décroissante.
oo j

— Si S ——==+oo {par exemple (f(i)=i Log(i +i)), alors, pour m-presque tout
i^i y(z)

aeR—Q^, V inéquation <^(a)<9(î) a une infinité de solutions.
oo j

— S i I;——<+oo {par exemple ^{i)=i Log(i +î) l+e)? pour m-presque tout
i=l (p(î)

aeR—Q^, F inéquation ^(a)<cp(i) û un nombre fini de solutions.
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io. Nombres de densité bornée et nombres satisfaisant à une condition A.

Définition (10.1). — Soient aeR-Q,, et a, les quotients partiels de a. La densité (du
développement en fraction continue de a) est :

^=^p(^âfft+\)eR=R^+Goî'
si d^ < + oo, a est dit de densité bornée.

Exemple de nombres de densité bornée.

Par (7.8.1), si a est un nombre de type constant, alors il est de densité bornée.
En particulier tout nombre algébrique de degré 2 est de type constant, donc de densité
bornée. Soit aeR—% ayant pour quotients partiels (a,) avec ^==1 si i^2k et a^=.k.
Alors a est de densité bornée mais non de type constant.

par (9-3). ^s nombres de densité bornée forment un ensemble de mesure de
Lebesgue nulle.

Si a est un nombre de densité bornée, il n'est pas difficile de voir que l'on a :
a) s\lpqlJn<+co;

b) il existe Oo, tel que pour tout 'e%, a—^ ^———c———
q q ^Log^+i) '

Définition (10.2). — aeR—Q satisfait à une condition A, si Von a :

lim limsup( 2 Log(^(a)+i)/ S Log(^(a)+ i))=o.
B->+oo n-^+oo K^i^n l<i<n

a,(a)^.B ~ ~

On définit A={aeR-QJ a satisfait à une condition A}; A(mod i) sera aussi
noté A (si peZ, Ry(A)=A). Pour simplifier l'écriture, on écrira a,, étant sous-entendu
que a, dépend de a.

(10.3) Par (9.4), A est de mesure de Lebesgue pleine.

Proposition (10.4). — On a aeA si et seulement si a vérifie la condition suivante •
(*) aeR—Q^ et pour tout s>o, il existe B>o tel que, si 72-^+00, on ait :

H (i+^(a))=0(^).
l^»_0i
a^B

Démonstration. — Comme on a q,-i^^ 11 (i+^), la condition (*)
implique que aeA. i^^n

Réciproquement, si aeA, on choisit BQ tel que, si B;>BQ :

limsup( 2 Log(^+i)/ 2 Log(^+i))<-1.
n^+oo 1^'^ 1^^ — 2

ûî B
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II existe alors Oo tel que pour tout n on ait :
n (^+1)^.

l^i^n

II suit de 2{n~l)12<^q^_^<_q^<_Cn (pour ^3), qu'il existe 8>o tel que Pon ait :

n ^+1)^-1,
l^t^n

et il résulte de la définition de aeA que a satisfait à la condition (*). •

Proposition (10.5). — La condition aeA équivaut à la condition suivante :
Pour tout £>o, il existe B>o tel que Von ait, pour n ->-+oo,

(*) n (i+^)=o(^).
(l+a,-)(l+a^i)>B

l^i^n

Démonstration. — Si aeA, la condition précédente résulte de ( i o. 4) et de l'inégalité :
n (i+^ n (i+^)2;

(l+a,)(l+a^i)>B (l+a,)^\/B
l^.i^.n l^i^n+1

en effet, si B est assez grand l'expression est majorée, si TZ-^+OO, pa • O(^). La réci-
proque résulte de (10.4) et de l'inégalité :

n (i+^ n (i+û,). •
l+a^B (l+<»»)(l+a^i)^.B
l^i.Oi l^t^n

Corollaire.—Si aeA, pour tout c>o, f:eR, il existe B>o tel que, si n->oo, on ait :

n ^+i)(^i+i)=<w
(l+a,)(l+o^i)^B

l^i^n

(10.6) Par (10.4), si aeA, a est du type de Roth {i.e. pour tout e>o, si ^->+oo,
^n+i=0^)) (voir (7-8.2)).

Noter aussi que, si aeA, on a sup^<+oo.
n

II n'est pas difficile de voir que tout nombre de densité bornée satisfait à une condition A.
Le nombre e a pour quotients partiels flo^2? et sl ^^i î

a3n=a3n-2==î et a^_^ == w (voir Lang [i]);

e est du type de Roth, mais ne satisfait pas à une condition A, car sup ^(^=4-00.
n

(10.7) Invariance de aeR—Q^ par l'action de GL(2, Z).

(3 est un nombre équivalent à a [i.e. (3==——— avec | , |eGL(2,Z)| si et
\ C(x+d r "/ /

seulement si, à partir d'un certain rang, a et (i ont les mêmes quotients partiels
{i.e. û,(p)=û,(a), z^o)-

II suit que aeA (resp. a est de densité bornée) si et seulement si (î l'est aussi;
a, —a et i /a sont des nombres équivalents.
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il. Catégorie et nombre de rotation»

Soient o^r^+oo et F^D'Cr^-Int p-^QJ. D'après III (6.2.3), F' est
l'adhérence dans la C^topologie de l'ensemble des difféomorphismes de nombre de
rotation irrationnel; Fr est un fermé sans point intérieur dans D^T1).

Proposition (11.1). — Pour o<^y<+oo, l'ensemble des f de F' tels que p(/) soit un
nombre de Liouville est résiduel dans y pour la C^topologie {c'est même un Gg dense).

Démonstration. — F^p""1^^) est un F(, sans point intérieur dense dans Fr pour
la CY-topologie (voir III (6.2.3)), et on raisonne comme en (5.4) en utilisant la conti-
nuité de p. •

Soient o<|û |<— fixé et f^x)==x+asm 27U:+é(=D<ù(Tl).
2TC

L'ensemble K^==[o, i ]—Int{6 | p(/&)eQJ est, par III.5.2, un ensemble de Gantor.

Proposition (11.2). — L'ensemble {6eKJ p^) est un nombre de Liouville} est résiduel
dans K ,̂ [c'est même un Gg dense).

Démonstration. — K^ n { 6 [ p(/^) eQJ est dénombrable, dense dans K^, et on raisonne
alors comme en (5.4). •

(n.3) Arnold [i] a montré que, si [û|-^o, m(KJ== mesure de Lebesgue de
K^->o. (Pour une autre démonstration, voir Herman [i].)

Nous avons montré que, si \a\<—, w(KJ>o.
27T

69



VI. — REMARQUES SUR LE THÉORÈME DE DENJOY
ET SUR LES MESURES o-FINIES INVARIANTES

Plan:

Notation : s.e.d. == sauf sur un ensemble au plus dénombrable (l'ensemble pouvant être vide).

1. Proposition de Denjoy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2. Rappels sur les fonctions à variation bornée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

3. Inégalité de Denjoy-Koksma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4. Inégalité de Denjoy et classe P . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

5. Le théorème de Denjoy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

6. Une inégalité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

7. Sur les mesures CT-finies invariantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

Commentaire :

Les résultats de i à 5 sont entièrement dus à Denjoy (voir Denjoy [i], Denjoy [2], et surtout Denjoy [3]). Il
nous semble que l'introduction d'une mesure de probabilité invariante simplifie légèrement l'exposition, i à 5 sont
extrêmement importants pour la suite. L'inégalité de Denjoy-Koksma et l'inégalité de Denjoy interviendront
constamment en VII, VIII et IX. La définition d'un homéomorphisme de classe P se trouve en 4. Le fait que le
théorème de Denjoy reste valable pour les homéomorphismes de classe P de nombre de rotation irrationnel a déjà
été remarqué par Denjoy [3].

Nous utilisons ce fait en 7 en l'appliquant à des homéomorphismes PL. Nous montrons en 7 qu'il existe un
homéomorphisme PL de T1 sans mesure c-finie invariante absolument continue par rapport à la mesure de Haar m
de T1. Cet exemple a été annoncé dans Herman [5].

Le problème de mesure à-finie invariante et absolument continue est un problème classique. Le premier
exemple (non continu) de bijection f'. [o, i]—- [o, i] bimesurable pour m et m-non singulière sans mesure cr-finie
absolument continue par rapport à m a été donné par D. Ornstein, puis A. Brunel a donné un autre exemple.
J. P. Conze me signale que l'on peut rendre l'exemple de Brunel continu en l'interprétant convenablement sur un
ensemble de Gantor ad hoc. (Pour un exemple de classe G00 sur le cercle, cf. Katznelson [i].)

Il nous semble que le problème (7.6) devrait, une fois de plus, convaincre le lecteur que l'étude de la famille
b h-> fb^x} = x + û sin 2'KX 4- b est loin d'être terminée.

En (7.7) on étudie la conjugaison lipschitzienne de la famille PL, {y^ 5}, à des rotations. On détermine même

dans certains cas l'homéomorphisme qui conjugue f^^ à Rgç (si —'—eZa (mod i ) ) . C'est tellement rare que

cela mérite d'être signalé. (7 • 7 - 3 ) donne une nouvelle démonstration d'un résultat de Kesten [i].
Je remercie J. P. Conze de m'avoir aidé dans le lemme (7.7.2) . Je remercie Ledrappier, Strelcyn et Thouvenot

de m'avoir signalé le problème des mesures à-finies invariantes.
En 6 nous donnerons deux inégalités utiles au chap. IX. Dans ce chapitre [ [i/ désigne la norme de L^T1, dx}.
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i. Proposition de Denjoy.

La proposition suivante est due à Denjoy ([i] et [2]) :

Proposition (1.1). —Soit /eDiff^(T1) avec p^-ae'r-ÇQ^Z). On suppose que :

1) f est dérivable sauf sur un ensemble -au plus dénombrable {en abrégé s.e.d.).
2) iy=?A s.e.d., où h: T^R est ̂ c>o et réglée. Soit [L l'unique mesure de probabilité

invariante par f; on a :

S^i^ë^d^^o.
n—l

Démonstration du cas où /eD^T1). — Puisque LogD/^S (Log D/) of\
i == 0

T T n-l

- Log D/̂  = - 2; (Log D/) o/\
n ° J n i=o v ° ' / J

Comme/est uniquement ergodique (voir 11.8.5), si n-^+oo, -1 Log D^ converge

uniformément vers û = f (Log D/)ûf[ji. Si a>o (resp. a<o), quand TZ^+OO,
ly" converge uniformément vers +00 (resp. o). Or

J^D/nM^=^ lD/nW^=I,

d'où nécessairement a=\ (Log D/")âf[ji=o. •

Remarque.— La même démonstration montre que si /eDifT^T") est un diffeo-
morphisme de classe G1 uniquement ergodique, de mesure de probabilité invariante pi,
alors :

J^ Log |det(D/) |^=o.

Démonstration de (1.1). — D'après Hewitt-Stromberg [i, 18.41 û?] ou Dieu-
donné [i, 8.5. i],/et/~1 sont absolument continues et/est même un homéomorphisme
lipschitzien puisque D/et D/'^eL^T1, dx). Donc, pour neZ, /n est absolument continue
(î.e. ^{x} —/^o) =^ D/^^A) . La fonction Log h est réglée (rappelons qu'une fonction
est dite réglée si en tout point elle a une limite à gauche et droite, elle est alors
limite uniforme de fonctions en escalier et réciproquement (voir Dieudonné [i])).
Notons qu'en chaque point où h est continue, / est dérivable et qu'en tout point/a une
dérivée à gauche Dgf et une dérivée à droite D^/. De plus, Log D^/ est une fonction
réglée, avec Log D^/^ Loge, et les points de discontinuité de Log D^/forment un
ensemble au plus dénombrable, donc de (i-mesure nulle. Enfin, Log D^/et Log A sont
réglées et donc boréliennes, et on a

a ̂ f^i ̂ ë W^ =J^i Log D^/rfpi =J^ Log h d^.
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1 n-.1Gommeyest uniquement ergodique, les mesures - ï 8^ convergent vaguement vers (A;
i i w^,1

par Bourbaki [4, chap. IV, § 5, n° 12], si TZ->+OO, - Log 1)^==- 2 LogD^/o/'
7î 7î » ==0

converge simplement vers a, donc uniformément sur un compact K avec m(K)^i—s
(m étant la mesure de Lebesgue).

Si û>o, puisque f est absolument continue, ceci contredit ( ^D^/n(A:)^w== i.
Si û<o, —a=(\'LogIy~ïdyL avec —û>o. Ceci est absurde parle même raison-

nement que précédemment. (En fait on peut montrer que, si n->-{-co, -LogD^y^
converge uniformément sur T1 vers a.) •

Remarque. — Pour le rapport avec la convergence uniforme, voir XII (1.5)5 que
le lecteur appliquera à /eDiff^(T1) lorsque / a un unique point fixe (donc est uni-
quement ergodique).

2. Rappels sur les fonctions à variation bornée.

Soit 9 : R-^R, Z-périodique; 9 est dite une fonction à variation bornée sur T1 si
9 est à variation bornée sur [o, i]. On note Var(y) la variation totale de <p sur [o, i]
(i.e. Var(y)==Varp)ii(<p)). Rappelons que la variation totale de 9 sur [o, i] est

n—l

Var(<p)= sup S |<p(^+i)-(p(^)l-
0^0^ '"^n^1 t œ o

Si 9 est à variation bornée et continue sur [o, i], sa dérivée au sens des distributions
est une mesure sans masse atomique, de norme Var(9).

On a les lemmes suivants :

Lemme (2.1). — Soit 9 : T1—^, b] une fonction à variation bornée; soit ^ : [fl, é]->R
une fonction lipschitzienne (i.e. il existe k, tel que pour tous x,jye[a, b], on ait :

W-WWx-^);

alors ^°9 est à variation bornée et Var(^o9);<^ Var(9).

Lemme {2.2). — Soient 9 : T-^R une fonction à variation bornée et f: T1- '̂!11 un
homéomorphisme. Alors ^of est à variation bornée sur T1 et Var(9o/)==Var(9).

Démonstration. — II est élémentaire de voir que Var(9oRJ==Var(9). On peut
donc supposer que /(o)==o (quitte à remplacer/par /oRç). Puisque /: [o, i] -> [o, i]
est un homéomorphisme qui est strictement monotone, / définit une permutation de
l'ensemble des partitions finies.

La proposition résulte alors de la définition de Var(9) et de :
n—i n—i
S |9o/o/-l(^)-9o/o/-l(^)[=S |9(^+i)-y(^)l- •» =- o » "• o
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Notations. — On définit :

Di+vb^^^D^T^ID/GC^T1) est à variation bornée},

et de façon analogue Diff^^T1).

3. Inégalité de Denjoy-Koksma.

Pour aeR—Q^, -6% est une approximation rationnelle de a si peZ, qeVf,

(A?)-!, et ^-p- < 1 .
q q2

II en est ainsi des réduites -n de a. Noter que si ^->+oo, q^->Q (mod i).
CM

Théorème (3.1) {Inégalité de Denjoy-Koksma).— Soient /eD°(T1) ûzw p(/)=aeR—<^,
^et - une approximation rationnelle de a. Soit 9 : T^R une fonction à variation bornée (non néces-

sairement continue) et soit ^ une mesure de probabilité sur T1 invariante parf (i.e. /»(A== p.). Alors,
pour tout xeT\ on a :

ff-l __ ç

S ^of\x)—q\ 9^ ^Var(<p).1 - o j yi

Remarque. — L'inégalité de Denjoy-Koksma implique que [L est unique. En effet,

si n -^+00, -^ ̂  cpo/' converge uniformément vers ^(9) ; par conséquent, deux mesures

de probabilité invariantes par/coïncident sur le sous-espace dense de C°(T1) formé
des fonctions continues à variation bornée, donc coïncident.

Démonstration. — Soit h{x)==rd[L; h est continue ([x est sans masse atomique),
monotone non décroissante et, pour tout xeR, h{x + i ) = h{x) + i ; h of== R^ o h. Sur T1,
on a hof==R^oh, h: T1-̂ !'1 préserve l'ordre et est continue, surjective et de degré i,
et h est injective sauteur un ensemble de [i-mesure nulle. Si zeN, hof^R^oh.
Fixons xeT1; on a h{f\x))==ioL+h{x) mod i. On choisit Jo^J^/0^)^ et j^=T1

tels que h{y,}—+h[x} mod i pour î<_i<_q—î. On a, pour o<_k<_q—i :

(*) f ^=-^^)-A(^)==1)
•/^.^+i1 ? \ y/

et (*) ne dépend pas du choix des^.
Il suffit de démontrer l'inégalité pour i variant de i à q :

i.e. i^.f\x)-q( 9^ <Var(ç))
-1 Jr1 /
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quitte à composer à droite avec/-1. Par V. 8.1, pour chaque i<_i<_q, il existe un
unique intervalle I,==D^,A+i] te! que î'ael,. On a :

i^of^-qÇ^d^t)
-1 •/o
S^o/^: ^of^-qf^Wt))

^Ji^ J.^0^)-^^))^^) ^s ^P l9°/W-yWI< SVar^.(9)^Var(9).

Comme A: est arbitraire dans T1, l'inégalité est démontrée. •

Remarque. — On désigne par DJa) la discrépance de a (voir Kuipers et Nieder-
reiter [i]); il n'est pas difficile de montrer, en suivant Denjoy [3], que si 9 : T^R
est à variation bornée, /eD°(T1), et p(/)=aeR--%, on a :

n-l _ „n-l _ „
S çpo/^)-^ 9^1 <Var(9)(7zDJa)).

» - o Jyi
S yo/1^)-^ 9^a <Var(9)(7zDra)).

De plus, si - est une approximation rationnelle de a, qD Ja)<2 par un argument

analogue à V.8.I. Si/est C°-conjugué à R^, c'est précisément, par changement de
variable, l'inégalité de Koksma.

(3.2) Soit 9 : T^R continue, et w son module de continuité. On a, pour tous x,y
dans T1, \^-^y)\<_w{\x-y\).

Proposition. — Soient 9 : T—^R continue, w son module de continuité, et - une approxi'
mation rationnelle û feaeR—Q^. On a : ^

î Q~l r / T \
,S 9oR^— o{x)dx <w(-Y
q ^ - o J^ o~ \< î /

La démonstration est presque identique à (3.1) (voir aussi Kuipers et Nieder-
reiter [î, p. 146]).

4. Inégalité de Denjoy et classe P.

Définition de la classe P (4.1). — Soit /GD°(T1) : on dit que/est un homéomorphisme
de classe P si / est dérivable sauf sur un ensemble au plus dénombrable et si sa dérivée
est égale, sauf sur un ensemble au plus dénombrable, à une fonction Z-pério-
dique h : R-^R, minorée par un réel a>o, et à variation bornée sur [o, î].

Remarques (4.2). — î ) Si /eD°(T1) est de classe P, alors par Hewitt-Strom-
berg [î, 18.41 ûf], / et f~1 sont absolument continues et / est un homéomorphisme
lipschitzien (/et/-1 sont des applications lipschitziennes) puisque D/et D/-leLOO(Tl, dx).

2) Si/est de classe P,/"'1 Pest aussi.
3) Les homéomorphismes de classe P forment un groupe.
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4) Log h est à variation bornée et on pose :

V=Var(Log D/)^In^(Var(Log A)).
s.e.d.

5) /eD°(T1) est un homéomorphisme de classe P si et seulement si, pour tout
xeR, f a une dérivée à gauche Dgf{x) et la fonction Log Dgf est à variation bornée
sur [o, i].

Exemples (4.3). — i) Si /eD^T1) et si D/est à variation bornée,/est de classe P.
2) Si/est un homéomorphisme PL de T1, / est de classe P (PL== continue et

linéaire par morceaux en nombre fini).

Proposition (4.4) (Inégalité de Denjqy). — Soient /eD°(T1) de classe P, p (/) == aeR— %,
-n les réduites de a. Sauf sur un ensemble au plus dénombrable, on a :

e-^<_Df±^<_ev avec V=Var(Log D/).

Démonstration. — On a s.e.d. :

Log D/^ = S Log D/o/1 == S Log A o/\

D'après la proposition (1.1) :

S^LOgDf^=f^oghd[L=o

(en fait cela résulte aussi de l'inégalité de Denjoy-Koksma 3).
Par l'inégalité de Denjoy-Koksma, on a :

îra—l /»

sup 2; Log h of\x) — q^ Log h d^ <_ Var(Log DA).
x £ T1 » == 0 J •r1

On a donc sauf sur ensemble au plus dénombrable :

-V^LogD/^V,

soit : e-^^Df^^ s.e.d.;

comme D/~^==_————5 on a bien l'inégalité. •D/ '" o/ ïn

Corollaire (4.5). — A^ /eD°(T1) A classe P, p(/)=aeR-% ^Al fc réduites
de a, j^oî/r ^o^ ^,j^eR, OTX û l9 inégalité :

e-^x-^f^-f^^e^x-^

Démonstration. — Immédiate par l'inégalité de Denjoy (4.4) et le fait que / et
/"~1 sont absolument continues. •

75



76 M I G H A E L R O B E R T H E R M A N

5. Le théorème de Denjoy.

(5.1) m désigne la mesure de Haar de T1. Un homéomorphisme f:^l—^^l est
m-non singulier si m{A)==o équivaut à w(/(A))==o. Autrement dit, / et/"1 laissent
la mesure m quasi-invariante. Si /: T1-̂ 1 est un homéomorphisme lipschitzien (i.e. il

existe k>o tel que I-| |A:—^|K \\f{x)—f(y)\\<_k\\x—jy\\), alors / est m-non singulier.
k

Tout homéomorphisme de T1 de classe P est m-non singulier.

Définition (5.2). — Un homéomorphisme/de T1 m-non singulier est m-incompressible
si, pour aucun ensemble A w-mesurable avec w(A)>o les ensembles/"(A), yzeN, ne
sont disjoints deux à deux (^-presque partout). On a la proposition de Denjoy [3] :

Proposition (5.3). — Soit /eDiff^(T1) un homéomorphisme de classe P avec

p(/)=aeTi-(%/Z).

Alors f est m-incompressible.

Démonstration. — Soient - n les réduites de a. Soit A C T1, w-mesurable et errant
?n

pour/ {i.e. les ensembles (/^A))^^ sont disjoints deux à deux m-presque partout).
00

On a donc S ̂ (/"(A^+oo. Or, par (4.4), mÇf^A^^e-^mÇA); comme
n=0

<7n->+oo avec 72, il suit que w(A)=o. •
Le théorème suivant est dû à Denjoy ([2], [3], 1932 et 1946) :

Théorème (5.5). — Si /eDiff^(T1) est de classe P, avec pÇ/^aeT^Q^Z), f est
C°-conjugué à R^.

Démonstration. — Par l'absurde. Soit [L l'unique mesure de probabilité invariante
par /; h{x) == (d\L est continue non décroissante et pour tout ^eR, h(x +1) = hÇx) +1 •
On a, sur T1, Ào/==R^oA; ~h est un homéomorphisme si et seulement si supp(pi)==T1.
Si supp([ji)4=T1, /n'est pas G°-conjugué à R^, puisque supp((i) est un fermé invariant
par/et que/n'est donc pas minimal. Si supp([ji) 4=T1, l'ouvert U^T^—suppÇp.)
est invariant par/; soit Io une composante connexe de U=t=0. Les intervalles /"(lo)
pour neZ sont deux à deux disjoints (i.e. IQ est errant ou wandering) puisque/est
sans point périodique ;/n'est donc pas m-incompressible, ce qui est contraire à (5.3). •

Remarques (5.6). — i) La démonstration du théorème de Denjoy se faisant par
l'absurde, on ne peut rien dire de l'homéomorphisme h qui conjugue / à R^ {i.e.
f^h-^R^oh).

Problème. — Si f est de classe P avec /=A~" loRaoA, est-ce que les modules de continuité
de h et h~1 ne dépendent que de la nature arithmétique de a (i.e. des approximations de a par les
rationnels) ?
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Nous donnerons en VII. 4 une réponse partielle à cette question. Voir aussi XII .2.2.
2) Toujours sous les mêmes hypothèses que le théorème de Denjoy, par (4.5)

(/UeN est une famille équicontinue (avec q^+oo si n-^+oo) et on pouvait aussi
appliquer II. 9. Ceci implique par X . i . i que

Ko(/)=Inf^AId)=o

avec ^(/^L^M^x \\f\x)-x [. On montrera en VIII. 2.1 qu'alors il existe une
constante G dépendant de f telle que :

dÇf^ïd)^^ avec \=={i+e-^)-^<i.

3) D'après XII. 2.3, a tel que o<\a\<-1- étant fixé, il existe b tel que si
27T A

f,=x+asin^x+b, on ait a=p(/,)eR-Q, et sup Wl<,=Hi(^)=+oo {i.e. f, n'est
n£Z

pas G^conjugué à R^, mais est C°-conjugué à R^ par le théorème de Denjoy).
Donc, l'inégalité de Denjoy (4.4) est qualitativement la meilleure, en ce sens

qu'il faut en général se limiter à la sous-suite (^).
Rappelons que Hi(/)<4-oo est équivalent à ce que/soit (^-conjugué à une

rotation.
4) Pour des remarques sur le théorème de Denjoy dans le cas où on remplace G1

plus « à variation bornée » par G1 plus « module de continuité », voir X.4.

6. Une inégalité.

Notations (6. i ). — On se donne /eD°(T1), p(/) = aeR-%; soient pn les réduites

de a. On pose/^=/?"-^ et m^==m^\f^x)-x\>o. On note [x,fr [x)] l'intervalle
compact déterminé par x etf'2"^).

(6.2) L'inégalité suivante est due à A. Finzi.

Proposition. — Si /eD1 ̂ (T1) et si ̂  et ̂  sont dans O,/^)], on a, pour o<_i<q^ i :

^^I-^^<ev avec V==Var(Log D/).1J/ ^2)

Démonstration. — On a :

|Log D/*(^)-Log D/^I^SjLog D/(/^))-Log D/(/^))|.

Puisque/est G°-conjugué à R^ par le théorème de Denjoy, il résulte de V.8.3 que les
intervalles (module i) {/•'"( [.z,/^)])}^^^ sont d'intérieurs disjoints deux à deux;
par conséquent :

1 Log D/<(^) - Log D/*(^) | ̂  V==Var(Log D/). •
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Proposition (6.3). — Si /cD^CT) et p(/)=aeR-%, on a l'inégalité :

^up ID/^^l/^-Id-Alo/^.

Démonstration. — Soient j^ et j (o<j<^i) tels que :

Wyn)= sup ID^-IO.
0^<?n+l

D'après la formule des accroissements finis :

C/^-Id) o/^J = (/V^) (^) = D/^J . (/^) -j,)

pour un ^[ ,̂/^J].

On a :

D/^J - I (/^-Id) o/^J | / |/^J -^ | <_ \f^- Id-Alo K

et on conclut par (6.2). •

7. Sur les mesures à-finies invariantes»

Rappel (7.1). — m est la mesure de Haar de T1. La définition suivante montre
que la w-ergodicité ne dépend que des ensembles de w-mesure nulle.

Définition. — Si f est m-non singulier, / est dit m-ergodique si pour tout A C T1

m-mesurable, invariant p^rfÇi.e. tel que /(A) =A w-presque partout), on a w(A) ==o ou i.
— Une condition nécessaire est évidemment que f soit ^-incompressible et que

p(/)eT^-(%/Z).
— Soit f un homéomorphisme lipschitzien. Si 9 : T^-^R est m-mesurable, et

si 93, ==9 ^-presque partout, alors <?of==^of m-presque partout; de plus, (peL^T1, m)
si et seulement si (po/eL^T1, m). En effet, on a :

ko/Li-f \<?of{x)\dx==( lyc/WI D/M——— dx<_\^^ — ,
Jr1 Jr1 ^JW -Q/ L00

_ <+oo puisque/est un homéomorphisme lipschitzien.
D/ L00

(7.2) Mesure à-finie invariante.

Soit / un homéomorphisme lipschitzien de T1. Rappelons que, par le théorème
de Radon-Nikodym, / a une mesure invariante à-finie, positive et absolument continue
par rapport à m, si et seulement s'il existe ^î^-^R^, m-mesurable, telle que, si
^==(?~1{]0, +00[)3 on ait m{A)>o et :

y of. iy= 9 w-presque partout.

Remarquons que, puisque/est un homéomorphisme lipschitzien, y(A)==A m-presque
partout.
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(7.3) Un exemple d^homéomorphisme PL.

Soient À>i fixé et [3>o deux paramètres réels. On pose, pour xe[o, i] :

f \x si o < x < a,w-
À ^ .y—^+i si a<_x<^ï,

avec Àa^X""^—i)+i .

Pour xe[o, i] et neZ, on pose f^{x-}-n)==f^{x)+n', f^eD°ÇT1) est un homéo-
morphisme PL. Soit :

/P,6=R60/P=:/3+é

etf^ Phoméomorphisme PL induit sur T1. Quand b varie dans R, p(Vp^) est continue
monotone non décroissante et p( /p ,5+i )==p( /p ,6)+i , donc p(/p^) prend toutes les
valeurs réelles.

Théorème (7.4). — Si ( 3 = = = i , soit éeR tel que a== pO^^eT—ÇQ^Z) ; afor^
y^ ^ yz'û pas de mesure à-finie invariante absolument continue par rapport à la mesure de Haar m.

Pour démontrer le théorème, nous avons besoin des lemmes suivants :

(7.4.1) Supposons que/p^, ait une mesure à-finie invariante; d'après (7 .2 )3
il existe une solution non triviale <p : T1—'-!^ de

p^&iyp.&^p?
m mesurable, et telle que, si A^cp^Qo, +oo[), on ait w(A)>o; de plus, A est invariant
par/p ^. Soit :

gW=
. Log y(^)

si xeAexp 12m
(i+P)LogÀ;

si A:£T1—-A.

g est m-mesurable, ^eL°°(T1, m, C) et |^==m(A) (si xeA, ^(^eS^C).

79



8o M I C H A E L R O B E R T H E R M A N

2mp

Lemme (7.4.2). — On a gof^^^61^'^ •<?? m-presque partout.

Démonstration. — Gomme A est invariant parVp ^ (et ^-mesurable), T1—A est inva-
riant par^p ^ et on a bien (7.4.2) pour ^-presque tout xeT1—A. Si xeA,

(*) Log y of^ ^(x) + Log DVp ^{x) == Log ^{x} w-presque partout.

Or, sauf en deux points :

LogD/^W _ P
( i+P)LogÀ x[o)a] i+P3

où ^o ^ est la fonction caractéristique de [o, a] ( À < 2 = X ~ " p ( â — i ) + i ) .
Donc, pour m-presque tout xeA, (*) implique que

2m3

gof^W-e^W. m

Lemme (7.4.3). — Soit yeDiff^(T1) un homéomorphisme de classe P, tel que

p(/)=aeTi-(%/Z),

et soient -n les réduites de a; si (peL^T1, m), lim lyo/^—yJLi^o.
? n->-{- oo

M

Démonstration. — Soit s>o; il faut déterminer HQ tel que si n^UQ^ on ait

|yo/^—<p[Lx^e.
Soit 9i : T1- ,̂ continue et telle que

l9-9111-^ 2(7^7)
avec V=Var(LogD/).

On a : |cpo/ î"—y|L.^l(9—Vl)o/ î"|Ll+|<P—yl|L•+|'Pl°/ î»—<Pl|L-•

Par l'inégalité de Denjoy et la formule de changement de variable :

l(9-9.)o^|^|9-9j.^^^,^^

On a : Ipio/^-PilL^lyiû/^-Pilo-

Par le théorème de Denjoy, f^h^^-oR^oh, où A est un homéomorphisme deT^si %->oo,
f^-^Id dans la G°-topologie puisque ^a->o (mod i), par conséquent, si w->+oo,
](p^jfî»-_(pj^o (puisque yi est continue).

Soit Ho tel que, pour n>_no, on ait Içio/^—Çijo^-; pour n>_n^ on a :

^/^—PiL^8-
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Lemme (7.4.4). — Soient aeR— Q ,̂ et Jl les réduites de a; une infinité de q^ sont impairs.
^n

Démonstration. — D'après la relation de Lagrange :

ynA-i-A^-i-Ç-i^
si (fn-i est P^1" Sn est impair. •

(7.4.5) Démonstration du théorème (7.4). — Par l'absurde.

Supposons que (3=i et que p(y^)=oceT1—(Q^/Z). Par (7.4.2), il existe
^eL°°(T1, m, C), avec |^|Li=^(A)>o et

g^b^^g^-g-
On a :

donc :

^/^-^((--ir-i)^

2w(A) si yz est impair\g^-g\^== " / ";—""^"
^o si ^ est pair.

D'après (7.4.3) :
lim l^°/i!"6-^l^=0-
»î->- 00

Si ^ est impair :

\gof^-g\^=^W'

Par le lemme (7.4.4), il existe une infinité de q^ impairs; le théorème en résulte par
l'absurde. •

Remarque (7.4.6). — Soit p(/p^)= aeT1—^^^) ; soient q^ les dénominateurs

des réduites de a; si —w— ne tend pas vers o(mod i) quand 7^->+005 alors fn ^ n'a pas
i+P ' '

de mesure cr-finie invariante absolument continue par rapport à m.

(7.4.7) On peut aussi formuler les choses ainsi : soit f un difféomorphisme de classe P,
tel que p(/)=aeR—Q^; sifa une mesure invariante c-finie équivalente à la mesure de Haar m,

l13/9"—1!^^)-^0 ^^ n-^^Q.
En effet on a montré que si XeR, ^mÀLogD^n_^ j^g U{m). Or, par l'inégalité

de Denjoy, [Log D/^lo^V; si À4=o est assez petit, on conclut que, quand n->-}-co :

Df^-i^^O^e2^0^-! |Li).

(7.4.8) On montrera ̂  VII. 1.14 ^ VII.2.5.2 que si /eD^T1), p(/)=aeR—Q,
alors on a lim ID/^"—i[Li==o.

n->+00
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Problème (7.5) (1). — Si /eDiff^T1) est un homéomorphisme de classe P avec
p^e'F-^Q^Z), ^-^ que f est m-ergodique?

On montrera (VII .1.4) que si / est un difféomorphisme de classe G2, la réponse
est oui (G1 plus Lipschitz suffit).

Problème (7.6). — Soit o<a<— fixé. Est-ce qu'il existe beR tel que :
27T;

fbW == x + ̂  sin 2nx + b

n'ait pas de mesure à-finie invariante absolument continue par rapport à m? (Voir XII. i.)

(7.7) Conjugaison lipschitzienne de fa 5.

On a la

Proposition (7.7.1). — Soit pC/p^^aeT1— (%/Z); ^ ̂  affirmations suivantes
sont équivalentes :

1 ) /3.& ̂  conjugué à R^par un homéomorphisme lipschitzien {en fait C^ par morceaux finis).
2) yp^"""^"10^0^ °^ h et h~1 sont des homéomorphismes de T1 absolument continus.

3) - ^eZa^od i ) .
^P

Démonstration. — i) implique 2) trivialement. Montrons que 2) implique 3) : si
l'on suppose 2), f^ a une mesure de probabilité invariante équivalente à la mesure
de Haar, donc par Radon-Nikodym, il existe 9 : T1 -^]o, +oo[, w-intégrable et
vérifiant

<po/p^.D/^==y w-presque partout.

Par (7.4.1) et (7.4.2), il existe geL^ÇT1, m, C), vérifiant \g\^==ï et
2jn3

(*) <?o/p.6= :=^ l+p^ ^-presque partout.

Comme par hypothèse f^^h^o R^ o A, où h et A~1 sont absolument continues, goh~1 est
m-mesurable et [^oA'"1!^^!. En composant Pégalité (*) à droite avec h~1, on a

2mfi

^oA~ l oR^==^ l + 0 5oA~ l w-presque partout; ^oA~1 est un vecteur propre dans L2 (T1, m, C)
2mP Q

de la transformation <ph>9oR^ , de valeur propre <?14"3, donc ———eZa (mod i).
Nous aurons besoin du lemme suivant : I l p

Lemme (7.7.2). — Soit ^==j^, jeZ ; î7 ̂ j^ 9 : TP-^R dérivable sauf sur un ensemble
fini et de dérivée constante (ç rHest pas continue), vérifiant :

yoR^~ç==^,Y[-ï o<y<i (Y==ja (mod i)).

(1) La réponse à ce problème est positive et implique aussi le théorème (7.4) puisque f^ ^ et ff ^ sont
w-ergodiques et le g de (7.4.1) ne peut pas exister.
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Démonstration. — Soit ^(x)==x—[x] {[x] désigne le plus grand entier <^). Si
O < Y < I sur T1 :

^-ï)-^W=Z[0,Y[-ï

ce qui prouve raffirmation si y ^ ^ a Ç m o d i ) . Si ^=joL{modi), o < y < i , j ^ 2 (1)
on a (pioR^—(pi==^^—Y, <PiM==--^~-ï). Soit <p=<pi+ . . . +^oR^_^. On a :

<poR^—<p=^ ,Y[—ï- •

Fin de la démonstration de « 3) implique i) ».

Par le théorème de Denjoy, il existe AeDiff^(T1), tel que A(o)==o et
/p^A^cR^A.

LogX si o<x<——
On a : LogD/^oA-1^)-- I+p

— p L o g À si —-'—<A:<I.
i+P

D'après la proposition (1 .1 ) :

S^ogDf^d^==f^LogDf^oh-\x)dx==o;

on en déduit que :

LogD7^,oA- l=(LogÀ)(I+p)^ 3 r-^l
\ L°'îT3L I+P/

Si eZa (mod i), par (7 .7 .2 )3 il existe <p linéaire par morceaux finis (mais non

continue) telle que :

9oR^—(p==LogD/^oA-1.

On pose LogDA-^y+c, soit: A-l(^)=J%<p(a;)+c^. On choisit c tel que f1^4-^^! ;
AeD°(T1) est de classe P (mais non PL).

On a D/p^oA-^DA-^DA-^R^, donc /p^^A-'oR^oA. •

(7.7.3) Le résultat suivant implique le résultat de Kesten [i]. (Pour une autre
démonstration (très élégante) voir Petersen [i].)

Proposition. — Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) // existe XQ tel que :
sup|LogDy^)l<+o).
n£Z

2) ^==SUp|D/p%[Loo<+00.
nez

(1) Je remercie J.-P. Conze de m'avoir signalé ce cas.
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3)/p,& est conjugué à R^ (a== pC/p^)) ^r ^ homéomorphisme lipschitzien.
(Ï

4) ——.eZa(mod i).

Démonstration. — « i) implique 2) » est élémentaire (voir Petersen [i]).
« 3) implique i) » est élémentaire puisque

D/^-DA-^oR^oÂ.DA

avec h lipschitzien et DA~1 et DAeL^T1, m).
3) est équivalent à 4) par la proposition (7.7.1). Il reste à voir que 2) implique 3).
Si 2) est vérifiée, on a pour tous x,yeîL et tout n :

^-j i ̂  \fw -fw ̂ k ix-^ \-
n—1 fi _y^

Si l'on pose S^(V)= ̂  -3L6——? P^ IV. 5.2, S^(y) converge uniformément sur
i =•- o ^2

tout compact, quand n->oo, vers un AeD°(T1) tel que :
f^h^oR^h.

On a , l ; v—J ; l^ l sn(/)W— sn(/)(J ;) l^ ^ l^—J ; l5 donc? P^ passage à la limite :

^-y\<.m-h[y)\<_k\x-y\,

h est bien un homéomorphisme lipschitzien. •

Remarque. — En utilisant (7.4.6) et (7.7.1), on peut montrer par des arguments
de catégorie de Baire que, pour tout oceT1—(Q^/Z), il existe (3 et b tels que ^{f^-b)^^
que/p ^ soit TTî-ergodique, et quey^ n'ait pas de mesure cr-finie invariante absolument
continue par rapport à la mesure de Haar m. (On montre d'une part que les (3 qui
satisfont à (7.4.6) forment un ensemble résiduel, et d'autre part, en utilisant le théorème
de Chacon-Ornstein, que l'ensemble des (3 pour lesquels f^ (où pC/p,&)==a) est
w-ergodique est un G^ dense par (7.7.1).)
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VII. — CONSÉQUENCES DE L'INÉGALITÉ DE DENJOY :
ERGODICITÉ PAR RAPPORT A LA MESURE DE HAAR;

COMMENT REVENIR PAR CONJUGAISON A UNE ROTATION

Plan :

o. Notations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Qc

1. w-ergodicité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Se

2. Comment revenir par conjugaison à une rotation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

Commentaire :

Le problème de savoir si un homéomorphisme de T1 de classe P est ergodique par rapport à la mesure de Haar m
si son nombre de rotation est irrationnel a été posé par A. Denjoy. C'est ce qu'il appelle la « transitivité forte de
Birkhoff». Si j'ai bien compris, Denjoy l'avait déjà posé en 1932 dans une note aux Comptes Rendus (voir Denjoy [4],
p. 580). Denjoy pose le problème plus explicitement et clairement dans (Denjoy [4], observations et commentaires
(2e partie), p. 88) (voir aussi Denjoy [5]).

Nous donnons une réponse partielle en (1.4) : c'est vrai si le diffeomorphisme est C2 (et même C1 « plus
Lipschitz ») et de nombre de rotation irrationnel.

Le théorème capital pour la suite est (2.5) que nous utiliserons plusieurs fois en IX. La théorie des petits
dénominateurs Çi.e. Annexe) est résumée (et améliorée) dans le théorème (2.8).

Je remercie tout particulièrement Ledrappier, Strelcyn et Thouvenot pour m'avoir aussi posé le problème
de la w-ergodicité.

Nous avons tenu compte en (1.12) et (2.5) de simplifications apportées par P. Deligne [i].
A. B. Katok [i] a donné une démonstration bien plus élémentaire de (1.4) (la w-ergodicité). Il reste que

notre démonstration est très naturelle pour démontrer le théorème capital (2.5), et elle donne en plus de façon
presque formelle la démonstration de (1.4).

o. Notations.

m==dx est la mesure de Haar (ou de Lebesgue) sur T1 (sur R) et, dans ce chapitre,
[ i/ sera la norme de L^T1, m) pour ï<_p<_-\-oo (avec, pour i<_p<+oo,
H^^JikWI^)1^)- Oans la suite, L1 veut toujours dire L^T1,^).

i. m-ergodicité.

(i .1) Soit f: T1—^1 un homéomorphisme m-non singulier : f et f~1 sont absolu-
ment continues (par exemple /: T^T1 est un homéomorphisme lipschitzien; /et/"1

sont alors des applications lipschitziennes de T1 dans T1 pour la distance standard
de T1). Soit ACT1, w-mesurable; /(A) et/"1 (A) sont w-mesurables, et :

77i(/(A))=o si et seulement si w(A)=o.
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Définition. — f est m-ergodique si, pour toute partie A de T1, m-mesurable et invariante
par f (i.e. /(A)==A m-presque partout)^ on a m{A)=o ou i.

Remarques (1.2) :

— Une condition nécessaire pour qu'un homéomorphisme/de T1, m-non singulier,
soit m-ergodique, est que f soit m- incompressible.

— Une condition nécessaire est donc que p^^aeT-^Q^/Z) et que/soit
G°-conjugué à R^.

— Rappelons (ainsi que nous le verrons en X.3. i) que, pour tout aeT-^Q^Z)
il existe un difféomorphisme / de classe C1, avec p(/)=oc, et un ensemble de Cantor
K C T1 tel que /(K) = K : un tel / n'est pas m-ergodique ni même m-incompressible.

— Si /eDiff^(T1) avec pC/^aeT1-^^), / est uniquement ergodique
par 11.8, i.e. f si une unique mesure de probabilité invariante pi;/est alors (i-ergodique.

— Nous verrons en XII. 1.13 qu'il existe/eDiff^(T1) avec p^^aeT^—ÇQ^Z),
tel que f==h~loR^oh (h étant unique si onimpose A(o) ==o) où h est un homéomorphisme
de T1 qui envoie un ensemble borélien de m-mesure nulle sur un ensemble de m-mesure i ;
il suit que si [L est l'unique mesure de probabilité invariante par/, [L est étrangère à la
mesure de Haar m; la pi-ergodicité de/ne nous renseigne aucunement sur sa m-ergodicité!

— L'exemple suivant est dû à Katznelson [i],

Soient aeT—ÇQ^/Z) et K un ensemble de Gantor dans T1 tel que les
ensembles {R^(K)}^ç^ soient deux à deux disjoints. Soient Z.3n\->c^>o une suite
telle que S ^== i, et pi une mesure de probabilité sans masse atomique, de support K;

n G Z

on considère alors la mesure de probabilité v= S ^(Rna)*^- Si h(x)=(r dv, h estnez J o
un homéomorphisme ainsi que f=== h o R^ o h~ \ / est w-non singulier (puisque la
rotation R^ est y-non singulière),/est C°-conjugué à R^, mais/n'est pas ̂ -incompressible,
puisque A(K) est de m-mesure positive et que les ensembles /^(K)), neZ sont deux
à deux disjoints et de ^-mesure positive ; / n'est donc pas (a fortiori) w-ergodique.

(1.3) Soit/un homéomorphisme de classe P de T1 avec p^^aeT—ÇQ^/Z),
par exemple un homéomorphisme PL, un difféomorphisme G1 dont la dérivée est à
variation bornée; alors/est w-incompressible et/est C°-conjugué à R^.

On a le problème suivant (aussi posé par A. Denjoy [4], observations et commen-
taires, IIe partie, p. 88).

Problème. — Est-ce que f est m-ergodique (1) ?

La réponse partielle que nous donnerons est le

Théorème (1.4).— Si /eDiff^(T1) avec pC/^aer-^Q/Z), alors f est m-ergodique.

(1) La réponse à ce problème est positive (ce que nous montrerons ailleurs en nous inspirant de A. B. Katok [i]
et en utilisant VI. 6.2).
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(i.5) En fait, la démonstration que nous donnerons marche sans changement
s i / e s t un difféomorphisme de classe G1 avec D/ lipschitzienne. On a alors DyeL^T1, m) et
on remplace la norme j [o par la norme de L°° ainsi que le lecteur le vérifiera.

Pour démontrer (1.4), nous aurons besoin des paragraphes (1.6) à (1.17).

(1.6) Un outil.

Il nous semble très naturel d'introduire le théorème ergodique de W. Hurewicz [i],
qui est un cas particulier du théorème ergodique de Ghacon-Ornstein (voir Garsia [i]),
théorème qui, précisément, ne suppose pas de mesure invariante (absolument continue).

Soit/un homéomorphisme de T1 de classe P avec pÇjO^aeT^ÇQ^/Z). Alors
/est ^-incompressible (/est aussi un homéomorphisme lipschitzien de T1). Considérons
l'opérateur (changement de variable) :

G : çeL^T1, m) H- G^^ço/.D/eL^T1, m);

on a |G| == i (norme dans oS?(L1, L1)), et G est positif {i.e. si (p^o, G(cp)^o). Consi-
dérons, pour n^i :

n—l n—l
S G1^) S (po/^'.D/1

^(9)=^———=i^———.
S G\i) 2 D/1
i-O »=-0

Par Hurewicz [i], si w-^+oo, S^(cp) converge ^-presque partout vers une limite
îp'eL^T1,^), et, puisque/est w-incompressible, ^of==^, et on a aussi :

f^{x)dx^f^{x)dx.

On a donc la condition nécessaire (et aussi suffisante) de w-ergodicité pour / : pour
toute cpeL^T1,^) avec f^{x)dx==o, si n->+co, 8^(9) -^o w-presque partout.

(1 .7 ) Une formule.

Soit /eD^T1). Alors on a, pour n entier {n>_i) :

(n-l j)2^ \
DY^D/-. S^o/^.D/1.

w î

Voici une démonstration : on a :

LogD/^S^LogD/^/1.

En dérivant les deux membres, on obtient :
jyyn n_l jQ2r
-^ = ̂  (D Log D/) o/^.D/1, avec D Log D/= J

soit précisément la formule voulue.
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(1.8) Un cas particulier du théorème de W. Hurewicz.

Le caractère « un peu mystérieux » de ce que nous allons faire disparaîtra en (2.5).
Soit/eDiff^(T1) avec pC/^aeT1-^^). Considérons, pour n^i :

^

n-1 D2/'
ID.A S.-é°f^'

n—l
D/. S D/1

i=0

/D2/^
Nous poserons ^n-SU—— .

D'après le théorème ergodique de Hurewicz, si n-> + oo, ^-^ m-presque partout.
Gomme, pour tout n, on a :

1U^ D2/

^eL^Cr1,^) et, par le théorème de convergence dominée de Lebesgue, si yz->-)-oo,
^->^ m-presque partout et dans L^T^ m).

Nous nous proposons de démontrer que ^==0 ^-presque partout (c'est une condition
nécessaire de w-ergodicité de/par (1.6)). Pour cela, nous avons besoin des lemmes
qui suivent :

(1.9) On suppose dans la suite que /eDiff^.(T1) et que p^^aeT^—^Q^/Z).
Les ^ sont les dénominateurs des réduites de a. On a alors, par l'inégalité de Denjoy :

e^<iDf±qn<^el,

avec V==Var(LogD/).
»-i TW
S ^^.D/1

(1.10) On rappelle que ^=1——^^i————— et que ^= lim ^ (limite ^-presque
partout). S D/1

i=0

On pose cp^=D ̂ ——^
l E D ^ I
Yi-O /

Proposition. — On a, pour tout n :

„< Dy|epJn^ ——

et, si TZ->+OO, y^->—-^ m-presque partout et dans L^T1, m).
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Démonstration. — On a :

/ i \ slDy<
y^D n=——\=— ;n--\ „ (Dy^o)."-A l /n—i v a

S D/1/ S D/1)
t-0 / \ t-0 ' /

Par la formule (1.7) :

»»-i /•'-^D2/' \_ £.D4£.̂ •Iy)
^n /n—1 \2

S D/1
\<-o /

II suit que, pour tout entier n^i :

^^m\kio^ D/

Si, quand n->+co, yn->—-i(' OT-presque partout, alors, par le théorème de convergence

dominée de Lebesgue, on aura y»->—-4' dans L1. Montrons que, si B-^+OO,

Vn~^~ „ ̂  wi-presque partout. Pour cela, introduisons (p dans l'expression de y^. On a :

-<Pn=A»+B,,,

SD^;D^)^-^ (SD/<. (^D/-))
avec ^————-^——rï———— et B..^.^——, .

SD/< ( S D / )
\«-o / \<-o /

Montrons que, si n->+oo, \->o m-presque partout.
Soit xeT1, tel que ^i(x) existe et lim \^i(x)—^{x}\=o. On a :

ÏD/^)!^)-^)!
lA^)!^'-1 „-,———————.

S D/<M
t"9

n—1
Par l'inégalité de Denjoy, on a D/^A:)^-^ donc, si n -^+00, S D/1^)-> + oo.

oo ^O

Par le lemme bien connu suivant, si ^>o, 2 ^ = + oo et si (é,) est une suite de nombres
réels avec lim b =o, alors :

i-> + oo
n—1

S c.b.
lim ^——^o

S.,*-o
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{i.e. la convergence implique la convergence Cesàro); on en conclut que :
lim |A^)]==o.

n-^4- oo • n ' j l

Par suite, si 7?->+oo, A^->o w-presque partout.

Pour montrer que si TZ->+OO, —(^-^^ y nous reste donc à montrer que
i 2

Kn-^^ m-presque partout, et la proposition en résultera. On a B^=^.D^ avec
n-l /t'"1 \
SD/-. 2D^
z-l \J»0 /D =

2 D/-
«»0

Montrons que si n->+co, D^->i/2 uniformément :

^n=

T /»'-! \ 2 , W — l 9i-l

- SD^ —- S (D/1)2 2 (D/1)2
2 \ t - o >' / 2 i -o ' / l l »=o v J )

i2 '/»»-! \ 2
S Df)i<«o ' 7

2 2 V̂«i
i-u

D/1

Soit .veT1; on a :

^'(D/^M

i^ SUP
D/̂ ^) ^

n-l ^ SUp

s jy^x) o^n-l
J)/P

Ï'D/*
i-0

et le lemme suivant (1.11) montre bien que si yz-^+oo, D^i/2 uniformément; il

en résulte que lim ç^== lim (—BJ==--1-^ w-presque partout. •
n->-+oo n->+oo o - - •1

Lemme (1.11). — Si n->+oo, sup » — i
2 ]

t»0

O^p^n-l ^ jy<

D^
^0.

Démonstration. — Pour A-eT1, on a, puisque D/^^D/1-^/^)) .D/^) :

D/^) D^(^) i
' n—ln—l

S ]
i=0

/n-l

2
li-0

S D/1^) Df^x). 2 D^-^/^^)) S D/^(/^))
»-o

Or, si [ i—^|=^, par l'inégalité de Denjoy D/^^ér^ on a :
D/P

< =c,n—l

2
i==0
S; D/1 i+card A[^^ 72— 1

et, si 7z-»+oo, C^-^o (C^ est indépendant de x et p).
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(i.ia) Rappelons que ^= lim ^. On a la

Proposition. — ^==0 m-presque partout.
n — i

Démonstration. — Si 7^-:>+OCS t /S D/^ converge uniformément vers o puisque
i=0

n—1

ly^^e^. Donc, si TZ->+OO, D(i / 2 ly^-^o au sens des distributions. Or, par ( i . 10)3
n-i t-o

D( i /2 ly1)—^—-^ w-presque partout et dans L1. Donc ^=o m-presque partout. •<°=o 2

Corollaire (1.13). — Pour tout (peG^T1),

.-. D^) =0.
{i-O J I L1

c< lim |^|Li=o.
n->- +00

Démonstration. — En effet, par (1.12), si n->-}-co, ^->^==o w-presque partout

( ç \ iet dans L1, et, si 7^->+OCS D ^^n——\ -> —-y.4'^0 m-presque partout et dans L1

V T\fi j 2

(par (1.10) et (1.12)). • i=o /

(1.14). — La proposition suivante sera améliorée en (2.5.1).

Proposition. — Si /eD^T1) ^ p(/)==aeR-%, lim [D/^-iL^o.
W->- + 00

Démonstration. — Gomme on a | D/^«—i [o;< ^v, il suffit de montrer que
lim ID/^—^L'^"0 (IA I^^<+005 convient aussi). On a :

n-> -4-00

f ^ (D/»"^) —i)2^ = — f ^D2/9"^). {f^x] —x—p^dx (en intégrant par parties)
ÎB-I

D/în.( 2 (DIogD^o/'.D/')±JJ -.\^ ^VJ^VJ )UJ .UJ j ^^

=- ————'^——^—————————(./^-Id-AK.SD/^.
JTI S D/*

.-o

Donc |D/^-1 lÈ.^^l^jL-K^D/^/î—Id-A)]»,

et la proposition résulte du corollaire (1.13) et du lemme suivant :

Lemme. — Si feT^+^ÇT1), p(/)=a6R—%, on a, pour tout xeR :

^S ̂ A^f"^ -x-p,\<,e\

Démonstration. — Par VI. 6.2 et la formule des accroissements finis, on a, pour
o<_i<q^+i et ^R î

I/^W -Pn-m \ ̂  e-^Df\x) \MX) -^-A I.
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Par V.8.3 et le théorème de Denjoy on a :

^SJC^^M-A)-/^)!^!. •

Remarque. — L'exemple VI. 7.3 et (7.4) est un homéomorphisme PL, C°-conjugué
à une rotation irrationnelle mais tel que, si n->-{-oo, [D/^—i [^1 ne tende pas vers o.

(1.15) Démonstration de la m-ergodicité de f (théorème (1.4)). — Soit ACT1,
w-mesurable, avec /(A)=A.

Soit :

XAW-
i—m(A), si xeA;

,—w(A), si ^eÏ^—A.

On a ^^(T^m) et XA°/==XA (/A est invariante par/).
/*«c /•l

Soit ^{x)=j ^[x)dx, o<_x<^i. Puisque ^W^^0) on a ^eC°(T1), et 0
est une fonction lipschitzienne. Soient (JL l'unique mesure de probabilité invariante
par/(/ .^ f^==[L) sur T1, et <S)^x)=<î>{x)-^<S>).

Par l'inégalité de Denjoy-Koksma VI. 3, on a :

M|^=2(i-w(A))m(A)^-1-.^SO^o^lo^Var^^J^I^MIrf^sÇ]

Soit (peCi^T1). On a (puisque %A^=XA) ^

(ffn-l \

f / r A'1'̂ .,J^.T*.=J^. ,, /»..

\ i -0 7 /

Intégrons par parties : XA-9^=='— D /o~=i——H ^ ^A0/;^ d'où on a :
JT1 JT1 [^Df^^0 '

\ XA-?^ <- D
în-l

L2^JT1

L1

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient par (1.13) que :

IJ^ZA-Ï^ -o-

Gomme y est arbitraire dans C^T1), ^ est orthogonal à G1 (T1) dans L^T1,^). Il
suit que ^=o m-presque partout, et donc w(A)=o ou i. •
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2. Comment revenir par conjugaison à une rotation.

(2.1) Soient o<_r<_(ù et /eD^T1) avec p(/)==a. On pose, pour n>_ i :

^H^--)-
On a ^eD^T1). Rappelons (IV.5.1) que, si/est C^-conjugué à R^ (pour o<_k<_r),
quand n->+co, ^-^eD^T1) dans la G^-topologie, et on a /^^oR^o^. Le
problème de la (y-conjugaison de / à R^ est finalement réduit au problème de savoir
dans quelle topologie la suite (g^) converge.

Si/est CY-conjugué à R^, quand n->+oo, gn^fogn1-^^ dans la CY-topologie.
Posons fn=gnofag^. Si ./eD^T1), alors /.eD^T1) et p(/J=p(/); ^eD^T1),
et de plus

f--Id-n^
^o/=a+^+———^———.

On a donc :

. . _i „ , ^-Id-noc _^
fn==gn°f°gn -R^+————^————o<?n •

Nous allons montrer que f^->R^ en général dans une topologie plus fine que celle
pour laquelle/est conjugué à R^; par exemple on a la

Proposition (2.2).—5'o^/eD°(T1), avec p(/)==aeR {non nécessairement dans VL—^).
Alors, si 72->+oo, /—^R^ rfû^ Zû C°-topologie.

Remarquons que / n'est pas nécessairement C°-conjugué à R^ (par exemple
PCn-o et /+Id).

Démonstration. — Par II. 2.5, on a, pour tout n, l'inégalité du nombre de rotation :

|yn-Id-^a|o<i.

Il en résulte que i/i—Ralo^-"- •

Proposition (2.3). — Soit /eD14-^!11) (i.e. D/ est à variation bornée); si
p(/)=aeR—Q^, /,-^R^ ^ÛTZJ /a G^topologie quand 72-^+00.

Démonstration, — On a :

D/.-DR.=DF ,̂.) =W^^. ̂ ,

I ^ T)f»»__ T

et ^n-^..——^^——-gn\ d'où D^-DR»=.,^——o^-1.
Dgnog» S D/* S D/*

i- 0 »=0
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En écrivant Jyn=Dfofn-l.Dfn-l, on obtient donc :
•n—l

|D^-DRJo^|D/|,, ̂ +
S D/*
»-0

2 D/<
i==0

et la proposition (2.3) résulte du lemme (1.11) et de (2.2). •

Remarque (2.4). — Nous construirons, en XII. 1.13, /eD^T1) avec
p(/)=aeR—Q^ C°-conjugué à R^ par le théorème de Denjoy, mais non C^conjugué
à R,.

^ n - l

On peut facilement voir que, si n->+co, g^==- 2 {f'—i^-^g dans la C°-topologie,
n i == 0

mais ne converge pas dans la C^-topologie, et même que |D^Jo n'est pas bornée; néan-
moins la proposition (2.3) montre que fn->^ dans la CMopologie (!).

(2.5) Soit/eD^T1) avec p(/)=aeR-%. On pose
V-Var(LogD/), et V,=Var(Log(D/J).

Alors on a le théorème suivant, capital pour la suite.

Théorème (2.5.1). — Si /z->+oo, V^-^o {ou encore, si ^->+oo, f^->R^ dans
la C-^^topologie).

Démonstration. — Puisque, si n->+co, [Vn—Ralci-^ pour prouver le théorème,
il suffit de montrer que, si TZ-^+OO, Var(D^)-^o. Rappelons que, si (peC^T1) :

Var(9)-|D9|,i==J^|D<pM|^.

On a Wn-^^^ogn1,

2 D/1
t -O

et, puisque Var(9oA)=Var((p) si h est un homéomorphisme du cercle (voir VI. 2.2) :

Var(D/,-i) =Var(D/J =Var/^—^\ ̂  Var/-^—\ +Var/„D/"-\.
\SD/1; [^Df1 \^Df-
'»-0 / 'i"0 / \ i - u /

l_\
ri

»—1

Si ra^+oo, Var/,^——t==|D(i/S D/^i-^o par ( 1 . 1 2 ) . On a :
[ S D/<;

' i -O '

•n—lD/" D/o/"-1^/' D/
°/"-1,

n-1 n—l

S
i=0

n—l

S ]
<=0

S D/* S D^^+^^-'.D/»-1 S D/-*
t -0

n—l n—l

- / S ]
i=0

donc Va^D/^S D/i)==Var(D//S D/-1) et le théorème résulte de (1.13). •
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Remarque. — Ce qui est important pour la démonstration de (2.5.1) est (1.12),
et (1.12) implique, par (1.15), la w-ergodicité de/.

Corollaire (2.5.2). — Soit /eD^T1) avec p(/)==aeR—% et soit (^) la suite des
dénominateurs des réduites de a. On a lim [D/^—il^o.

Jc->+oo

Démonstration. — Soit e>o donné; on détermine par le théorème (2.5.1) un
entier n tel que ^-e-^^e^ (avec/,=^o/o^1 et V^=Var(Log D/J).

De l'inégalité de Denjoy, il suit que l'on a, pour tout entier k :

iiy^-iio^.
En dérivant f^g^of^og^ on a :

D/̂ ^ .̂D/̂ o,,

Pour n fixé, si A->4-oo, on a gn o n ° n ~^ï dans ]a G°-topolosne (puisque, par le
^ g n ° g n

théorème de Denjoy, si À->+oo, /^->Id (mod i) dans la G°-topologie). Il en résulte
que pour tout e>o, il existe k^ tel que, si k>_kQ^ on ait :

iiy^-iio^s. •
Corollaire (2.5.3). — Soit /eD^T1) avec p( / )==aeR—%. On pose :

Ck== sup (Maxf Max D/^^.
^^^.iV^Tl V,.e[a:,f^)] D/1^);;

A' A->+°05 ^ û C^->i.

Démonstration. — Identique à celle de (2.5.1) en utilisant VI. 6 et le théorème
de Denjoy. •

Proposition (2.6). — Soit /eD^T1) avec p(/)=oceR—%; on suppose que f est
(^'conjugué à R^. Alors, si n->+co, j^->Ra dans la C^topologie.

Démonstration. —— On a :

D2/„=D/I+D^o^-^ D^=————,=-.,J——o^-1,
\ 2 D/1 ; D^0^ 1 2 D/'x < -o / n , - o

»—i
D2/'» i s D2/'

soit: D2/^ ,^— •-T^-i——--(D/"-!).-!0,——^-.^—— o -̂1;n-l /n-1 v \,-./ ± / ,n-l ,2 , n-i ,

2 D/< -^2 D/') ( 2 D/') ( I - 2 D/*)
,-o •' n\ . -o - / \.-o / \ w . - o / ,
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par conséquent :
n—l

wjo^ D2/»
n—l

s Dy
+|D/»-i|J^°

0 S D/*
1 < - 0 |0

0 S D/1
i-O |0

Pour démontrer que, si n^+co, jD^lo-^o, il suffit de vérifier :
a) supID^-i^+oo;

n G N

, . n
b) sup ,—i—— <+oo;^P n=ï

weN S DP
i»0 JO

<+00;

c) lim
n-^oo | n

J)2yn

=0.

Il en résulte alors que :
»»-i ID2/'1^ i:̂  v \UJ
n-

lim S
n->oo i«o | H

=0.

il^Dyi .i^JDyEn effet : S <-2
72 j i-0 % ]Q—^ i«i î

c ) implique d ) par le fait que la convergence implique la convergence Gesàro.

Vérification de a) et b).

Puisque/est G^conjugué à R^ (f^g-^^og), si A^supjD/^, on a i<A<+oo
et, pour tout n, nGZ

^D/^A.
n—l

On a donc sup [D^—i [o^A+i, d'où û;, et -1 S D/^1-,
nGN ^ i"0 k

soit ^ : sup ^^-i—— ^A.
îeN S DP

1 i«0 0

Vérification de c ) .

Soit /^-^oR^, avec ^eD^T1, o). On a/^-^R^o^ donc:
D/^ÇD^-^R^o^.D^

/n-lT)2.r \

Gomme, par (1.8), D2/^^. S -^o^.D/1 , on a :
V-0 D/ /

D2^ 1 "v1 D2/ . ^D2/ ,,^l^lo- -ÂT^-D/- ^A - S — — o A D / -
0- 7Z i«0 D/72 i-0 D/
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avec A=sup |Iyn[o<+oo• II suit que :
nGZ

, n-1 T\2f n-l /T\2f \

i.?.-^0/'-^5',;.?.^^'0^^-'^'0^^-^
1 n"'1Pour démontrer c ) , il suffit de voir que, si 72->+ co) ~ S <poR^ converge uniformément

D2/ 7Z "°vers o, si y==-p.,:o^~l.D,§^ 1. Or, ceci résulte de Punique ergodicité de R^ et de
/.i -

<p(^)A==o. La proposition résulte alors de (2.2), (2.3) et du fait que nous venons de
prouver que lim [D2/^—D^Jo^o. •

ît-> 4" oo

(a. 7) Rappelons que, pour o<e<i, Cs(^l) est l'espace des fonctions (peC°(T1)
qui sont hôldériennes d'exposant s, i.e. telles que :

^•=su"v(^ <+°^•x^y \x~Jy[
Pour la norme | | [y | [ |e== |y|o+ I p l e ? Cl^T1) est une algèbre de Banach, et sa topologie
s'appelle la G^topologie. On a les lemmes suivants :

Lemme (2.7.1). — Soit (peC^T1), et soit yeD°(T1) une application lipschitzienne
{il existe k>o tel que, pour tous x, y, on ait \f{x)—f[y)\<_k\x—y\Yy alors cpo/eC^T1),
et on a :

IPO/IS^H,.

Démonstration. - \^of{x)-^of{y)\<, \ ̂ \Ax)-fW<_k^\x-y\\ •

Lemme (2 .7.2) .—Soi t çeC^T1) avec a<^^<_b. Soit ^:[û,&]->R une fonction
lipschitzienne de rapport k. Alors 4/09eC£(Tl) et :

l^yle^He-

Démonstration. — \^o^(x)—^o(p(j/)[ <_k \^{x)—^{y)\<ik\^\^\x—y\s'. •

Lemme (2.7.3). — Soit (<pJ une suite à valeurs dans G'^T1), convergeant uniformément
vers o. Supposons que sup |9nl6<^+oo Alors, pour tout s'e[o, s[ :

nGN

lml l^nis'-0-Ï->+00

Démonstration. — On a l'inégalité de convexité VIII .3.1.1 :

lyj^l^-^'lynl^
comme o<_e'<e, i—(s'/8)^0 et P3-1' conséquent, si n->-[-co, [ynl^^7^-^0? d'où
le lemme. •

Remarque. — Le lemme implique que l'injection de la boule unité de C^T1)
dans G^T1) est compacte.
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(2.7.4) Si r^i n'est pas entier, on pose :

D^T^/eD^T1) | D^i/ee-^T1)}

D^T1) est alors un groupe. On définit la G^-topologie comme la topologie borne
supérieure de la G^topologie et de la topologie G^1^ sur D^f.

(2.7.5) On a la

Proposition. — Soient o<s<i et /eD2"1'5^1) avec p(/)==aeR-—Q^; on suppose
que f est G1 + ̂ -conjugué à R^ ; alors; pour tout s' < s, si n -> + ̂  fn~^ K-a ârâr7ÎJ ^z G2 + ̂ -topologie.

Démonstration. — Par (2.6), ^-^R^ dans la C^topologie. Si on montre que
supjD^I^+oo, alors, par (2.7.3), on en déduit que, pour tout s'<£ :
n 6 N

^mJDyj,=o,

donc ^->Ra dans la G2 + ̂ -topologie. Il suffit donc de montrer que sup [D^l^-l-oo.
nGN

On a : D^=

et, par (2 .7.1) :

IIWJII^G^I1^

T /n~l^(s
^Vi -O

•

i/
n[

-\2 'D/1)

i
..-1 v

S D/'
t -O /

.-(D/»-!).^11327'*

+ii|iy"-i|iL-

Lr/ \ I i -i
2 / /n-1 v 3 0<?'̂  »

" / ^( 2 D/<)
^Vi-o / J

Ile

n i ̂ y

À »2
£

I

n-1
1- S D/1
72 i=0

3"

e-

avec C=sup|D^1^.
n £ N

II suffit de montrer que toutes les |]| |||g dans cette expression sont bornées; nous laissons
ces vérifications immédiates (en utilisant les hypothèses) au lecteur. •

(2.8) Rappelons que aeR—Q^ est un nombre du type de Roth si, pour tout
s>o, il existe Cg>o tel que, pour tout pIq^Q,, on ait |a— {piq) \ ̂ Cg/y2^. Presque
tout nombre (pour la mesure de Lebesgue) est du type de Roth.

On a le théorème suivant, qui utilise le théorème de conjugaison locale de l'annexe,
et apparaît comme un théorème de régularité.

Théorème. — Soit a un nombre du type de Roth. Soit fe'D^T1) avec S^^œ [r n'est
pas nécessairement entier) et p(y*)=a. Supposons qu'il existe s>o tel que f soit G^^-conjugué
à R^. Alors f est G'-^conjugué à R^ {en fait G'"1-0 pour tout (3>o). Si f est G00 {resp. G0),
alors f est G°°- (resp. C^conjugué à R^.

Démonstration. — Par l'annexe A. 2 et III. 4.1.1 il suit que si oceR—Q, est tel
qu'il existe (3^o et C>o vérifiant pour tout pIq^Q,, ^—(^/sQl^G/y24 '3 (i.e. si a
satisfait une condition diophantienne), alors, pour tout P'>P, il existe un voi-
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sinage V^3^ dans F^14-^ muni de la C^-^-topologie, tel que tout /eF^nV^-^
avec 2(1+(î ')<r<co, soit G7'"3 "^-conjugué à R^ (si r=+oo ou ô),/est G00-ou
C^-conjugué à R^ respectivement). (On rappelle que nous avons posé, pour r^ i,
F^^/eD^T1) [ p(/)==oc}.) Puisque par hypothèse/ est C^-conjugué à R^, par
(2 .7 -5 )5 .yn^&û/oâ,"1-'1^ dans la C^^-topologie pour tout s'<£; de plus, si

/eD^T1), alors ^eD^T^, donc, si /eD^T3), /eF;. Soit Ci tel que o<2£i<£'<s.
Puisque a est du type de Roth, il existe, par ce que nous avons rappelé, un voi-
sinage V^^ de R^ dans la C2^+ ̂ -topologie tel que, si /eVj^+^nF;, on ait la
conclusion du théorème. Gomme 2(1 +Si)<2 -}-z<2 +s et que /->R^ dans la C24'6'-
topologie, pour n assez grand, on a la conclusion pour/; or, ^eD^T1), et le théorème
en résulte par conjugaison. •
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VIII. — INÉGALITÉ GÉOMÉTRIQUE
ET CONJUGAISON HÔLDÉRIENNE

Plan :

1 . Inégalité de Denjoy-Koksma et majoration de la dérivée première des itérés d'un difféo-
morphisme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

2. Inégalité géométrique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

3. Inégalités de convexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ioq

4. Conjugaison hôldérienne des homéomorphismes de classe P à nombre de rotation de
densité bornée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . i i i

Commentaire :

Le paragraphe i est l'idée classique (1), qui consiste, dans l'étude des sommes :

<Pn== S (Pô/1,
i==0

Qi-1

à grouper les expressions <p^.= S ^of1 et à utiliser l'inégalité de Denjoy-Koksma. Cette idée a été utilisée

par Denjoy [3] pour obtenir des majorations de y^ que nous reproduisons.
Nous utiliserons ces groupements au chapitre suivant dans nos critères de C1 + ^conjugaison.
Le paragraphe (2.1) n'est pas sans rapport avec Finzi [i] (mais la démonstration et l'énoncé sont de nous).

Le théorème (2.2) est de P. Deligne [i].
Le paragraphe (4.4) est une amélioration, un peu étonnante, du théorème de Denjoy : si yeD14'̂ !'1) et

si P(/)==a£R—Q est de densité bornée, alors f^h^oRyioh avec h homéomorphisme de classe C^ pour un P
dépendant de V. Pour ceci, voir aussi XII. 2, et X. 3.19. En X. 3.19 on verra que, pour tout s > o et tout aeR— Q,
il existe fe'D2~e(Tl) tel que/ne soit pas C°-conjugué à une rotation. A propos de (4.5) le lecteur se rapportera
à XI.4.3.

i. Inégalité de Denjoy-Koksma et majoration de la dérivée première des
itérés d'un diffeomorphisme.

(1 .1) Rappels.

Soit /eD°(T1) avec p(/)=aeR—Q^. Soit (JL Punique mesure de probabilité

invariante par/ sur T1. Soient -eO avec ( A , J ) = = I , a—" < — et ® : R->R
q q q2 r

(1) LERCH, question 1547, L'intermédiaire math., il (1904), p. 144-148.
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Z-périodique à variation bornée sur [o, i] avec Var(9)==Var^(<p) $ on a l'inégalité
de Denjoy-Koksma (voir VI. 3) :

f f—i /»
2 (poV1—q\ (fd[L ^VarÇcp).

< = 0 J yl Q

Nous nous proposons d'obtenir, pour n entier, une majoration de
n—1 /*

S 9 of^ — n\ (f d[L
i=.o Ji.1 o

en fonction de Var(<p) et du développement en fraction continue de aeR—Q^. Dans
la suite, on supposera pour simplifier que ( <pû?{ji=o.

n—ï

(1 .2) Décomposition canonique de S 90^.

(i.a.i) Posons pour n entier ^i :
n—l

9^== S ço/1.
i-O

Soit a=p(/)eR—Q^. Soit (pour ce qui va suivre, voir V.y) a=[^o,ûi, ...] son
développement en fraction continue : ûo==[a] et si i>,i, a^ est un entier ^i.

Soient -"=[^0, a^y . . ., a] les réduites de a. On a :
?n

avec^^A^

Aa— —
^n

^0^1
—— , ^t ôl I I , -" ^

< ! < 1

?n?»+l ^

?0 I ^1 û!l

^n^^n^n-l+yn-25

^=^^-1+^-2-

Dans la suite, les q^ seront toujours les dénominateurs des réduites de a. Rappelons
que l'on a, si n^2 (par V.7.2.3), q^271129

(1 .2 .2) Décomposition de n.

Soit n un entier tel que ^^^<?&+i; divisons n par q^ :
n:=:=bk<3k+rk w^ I<.bk<.ak+l

et ^^^/c- Si on divise r^ par y^_i et ainsi de suite, on obtient ^==1) :

7z=A?fe+••.+U•+..
avec pour tout i, o<^<^'—^l-^^+l^ ^'- •

<—1

. V A ^ ^ ^
<—ix^» *^-^/j^yz-

•+éo?o

2(?7
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(1 .2 .3 ) Décomposition canonique de (?„.
Qi-l

pour ^S^^c+iî nous allons grouper dans ^ les <p — 2 (po/^' en utilisant
k l 3-0k

S
i=0

l'égalité n=: S b,q^

On a :

avec

^ÀÂ^0^^
< — i

rl '"^o^'^'5 ro=05

et, si ^ ==o, on convient que la sommation vide est nulle.

(1.3) Inégalités.

On a la

Proposition (1 .3.1) . — Soient /eD°(T1), p(/)=aeR-%, ^ pi l'unique mesure de

probabilité invariante par f sur T1. Soient ?fc^7^<^+^ €t %== S é ,̂ ^ow^ en ( 1 . 2 . 1 ) ^
i " 0

(1 .2 .2 ) . Soit (p : R-^R, î-périodique à variation bornée, avec f ÇÛ?[JL==O; oyz a

|S 9o/ l|o^(i:^)Var(y).
i^o 1=0

Démonstration. — On a par (i .2.3) et l'inégalité de Denjoy-Koksma (1.1) :

l9nlo^(S^,)(sup[9^.|o)^(S^,) Var(ç). •

(1.3.2) Comme b^a,^^ il résulte de l'inégalité précédente que :

n—l

|2
i=0

k

S
' t -O

SyoA^S^Var^).

(1.3.3) Rappelons que aeR—Q^ est dit de densité bornée 4 si
i'

sup,(Sû^i)=4<+oo.
fc^l k t - O

L'inégalité (1.3.2) donne, pour n>^q^ et ^^^<^+i :

2^o/\<À4Var(9).
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(i.3.4) Soit aeR—Q^, ^<+oo; si k^2, comme ^^s^2, et q],<_n<q^^^,
on a finalement, si u^q^ rinégalité :

l^yo^lo^^Var^^ < Var^LogTZ.
i-o Log-y 2

Remarques (1.4). — â^) Les nombres de densité bornée sont des nombres qui ont
une discrépance en 0(Log n) et on ne peut faire mieux sans autre hypothèse sur 9 et y.
(Je ne sais pas s'il y a d'autres nombres qui ont une discrépance en OÇLogn].)

b) Pour presque tout a au sens de la mesure de Lebesgue, d^ === + oo (pour des
majorations, voir Kuipers et Niederreiter [i, p. 128]). (Voir aussi XIII.4.10.)

c ) Denjoy dans [3] propose une autre inégalité mais il nous semble qu'elle ne
change que les constantes.

(1.5) Majoration de D/^lo pour f de classe P.

Soit /eD°(T1) de classe P, a-p(/)eR-Q, et V==Var(LogD/).

(i.5.1) On a, par (1.2), (J^LogD/^==o p a r V I . i . i ) :

si ^^^i et n==^b,qi
k

S
i==0

alors
k bi—1

LogD/"=S S (Logn/^o/^^- s.e.d.
i=--0 j=0

t — 1

avec r,==^b^ o<,b,<_a^^.

(1.5.2) On conclut par (1.3.2) et (1.3.4) que si ^<+°o et si ^^^îfc+iî
on a sauf sur un ensemble au plus dénombrable :

Log D/- < d^k< a V Log n,
s.e.d. Log y 2

pour n'>_q^

(1.5.3) Ainsi si/est de classe P, ^^^<^+iî ^^ : , n^q^ :
iyn^^aVfc<^2daV/Log2 ^ç^

Ce qui s'écrit aussi :

| D/" ILOO ̂  ̂ av^ ̂ dav/Log2.
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(1.5.4) Donc, si/est dans D14-^!11), q^n<q^^ et n^q^ on a :

I W |o <_ e^^ ̂ aV/Log^

Remarque (1.6). — Par (i .4) b) il est vrai, pour presque tout aeR—Q^, que si/
est dans D^^T1), p(/)==oc, [D/^o croît a priori plus vite que tout polynôme en n\
ceci compliquera notre démonstration du théorème fondamental en IX.

Théorème (1.7). — Soit /eD^T1), p(/)=oc de densité bornée', pour tout s>o il
existe Cg tel que, pour tout entier n>_q^, on ait :

ID/IO^C^

{Si £->o, a priori Gg-^oo).
d V

Démonstration. — Par (i .5.4), si a < s, où 4 est la densité de a, on a, pour
tout ^^ : LogVs-

iiy'io^6. i *~'1Soit A=^o/,o^-1 avec ^-^S (/'-za). Si /eD^T1), alors ^eD^T1),
/ç i ~ 0

/eD^T1), et p(^)=a. Nous avons montré en VII.2.5.1, que si A->+oo,

Vfc=Var(LogD/)—o. Soient £>o et ^ assez grand (mais fixé) pour que —a k-<_z.
On a alors, pour tout n>_q^ : Logya

IDA'IO^^
Or on a f^g^of^og^ donc :

liyio^jD^IJD^Ion5. •

2. Inégalité géométrique.

On suppose dans ce paragraphe que :
/eD^Cr), V=Var(LogD/) p(/)=oc=[a<,, a,, .. .]eR-%.

Les -n sont les réduites de a. On pose :
9n '

F——f^-Pn.

f^ est l'itérée z-ème de f^.
Le théorème suivant, ainsi que (2.2.1), restent valables si on suppose seulement

que/est un homéomorphisme de classe P (voir VI. 4).

Théorème (2.1). — II existe Oo dépendant de f {mais non de n) tel que
[/^-Id-Ajo^G^ avec À=(I+,-V)-^
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Démonstration. — Par V.8.2, les points sont ordonnés comme dans les figures
suivantes :

/'"M /^W f9"-2^)

f9" (n pair}

/^(x) f^x) f^x)

f'1" {n impair}

puisque c'est vrai pour R^, et que^esl G°-conjugué à R,, par un AeD°(T1) qui préserve
l'ordre (théorème de Denjoy). On a donc :

|y^)_^)[+|^(y^))_y^)|^|^

Or D/^^-7 donc (voir VI. 4.5) :

(*) ^+e-y)\f9^x)-x\^\f9^{x)~x\.

En multipliant les inégalités (*) on obtient :

l/^-^l^supa^-ldio, |/-R,Jo). •

(2.2.1) Le théorème suivant est dû à P. Deligne [i],

Théorème. — Pour tout s>o et tout entier B^2, il existe Wo>o ayant la propriété
suivante : si feD1'^^ (T1) y avec p(y)=a=[ûo, ûi, .. . ]eR—Q^, vérifie pour un entier nQ>_2,

sup (|Log Iygn|o)=W<Wo, alors, si rentier n^n^ vérifie (ûrn+I)(ûrn+l+I)^^? on a,
n^ no - 2
pour tout xeJi :

[_^\l+\ i/^)-^i ^ ^Y" 8
\^_j -i/^w-^i-^.^ •

Idée de la démonstration. — Si W est petit et si H^HQ— 2, f'1" a un rapport de Lipschitz
voisin de i; donc y^", pour k borné, i<^_<G, transforme approximativement les
longueurs comme Pisométrie R^ ^5 et, par le théorème de Denjoy, les points

^/'"Wj2^). ...,/?n-2W,/2?n-2(^ ...
sont enlacés dans le même ordre que les points :

o, R^(o), R^(o), ..., R^.(o), Rt,,(o), ...

Noter aussi que pour /^R-a on a, même pour tout xeîi :

IR^W-^I ^ ^
1 RÎ^ a (•<•)—^1 ^n-2
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Démonstration. — 1) Rappelons (voir V. 7.6) que l'on a :

2<——2<{an+î)^n-}-l+I) et si r^i, ^a-Aj==||y,
l/n^-2

é,

2) Pour i>s>o et B^2, il existe C tel que, pour toutj^, 2_<j^B, il existe
des entiers 7-1, ^, r^ s^ I^T^C, i:<^.<C, pour z= i , 2, tels que l'on ait :

y"2^^ ^-<r2^/+2£ et s^^ pourz=i,2.
^1 ^2 ^

(On considère ^^i, qç=fî tel que -^ ^^^^(Min^14 '2—^,^—^1"2)). Alors, pour

[ 7 7-4-11 l^8

2<,y<_^ il existe ^eN borné, tel que ^,J—— C [y,y 2]. Un raisonnement analogue
i-5 ^ ^ J

marche pour [y , j y ] ) '

3) Soient a et 7^ ̂  tels que (^+i)(^,.i +i)^B. On choisit j;=^2 et on
r ^n

détermine, par 2), -1 tel que l'on ait :

^-.V-I^Ti^^-2

avec 1^7-1, ^i^C et 2^7-i/Ji.
On a alors :

\sl^n-2^-Pn-2)\=^\în-^-Pn-2\^r^q^-p^

Comme/est G°-conjugué à R^ par un heD°(T1) préservant l'ordre des points, les points
suivants :

x, f^x), ..., y51^), f\x), ..., f^x)
sont enlacés, pour x donné, dans le même ordre que les points correspondants pour

la rotation R^ voir dessin pour 71=5, s^=2 et n pair (et î^-^2!! :
\ \ sl~ ^ //

De l'inégalité e^^Df^^e^ lorsque T^T^—S, et de l'ordre des points, on déduit :-w

ri-l

(.2» == U

si-1
2 e-^f^-x^ 2 ̂ ly^^)-^.(ii)
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4) Pour s>o et Oo donnés, il existe WQ tel que, si W<Wo, on ait, pour les

entiers strictement positifs r^ s^ G ( î=i , 2), -^^>:2 ( î== i , 2), les inégalités :
^

n s i—1 r i—1 / r. \ i _ £

^s^/s.-^ ? 2;

IV
r. ^""l r g — — l / ç ^-L2

-2^ s^/s^p) 2.
r2 i=0 i = 0 V2/

5) Soient £>o ^ B>o donnés; on détermine Oo ^ 2) et W^ 2̂ 4). Si W<Wo,
on déduit de (i), (ii), (iii) :

l^w-.i , ̂ l-l. /^A\(1-I)L/ ^v-6

i/^w-^l-W -^_,; 1-^,

(car ^^I)-\ ^-2 2;

Nous avons démontré l'inégalité :

^"W-x ^ !_b^\
[f^W-x -\b^]

6) Par le même raisonnement qu'en 3), en remplaçant — par —
s! S2

{U. S^ ^_2^—A,-2 ^21^—Ai)?

on a, pour n^Uo,

(v) (s2S^-^vv)|/în-2W-^|_<(r2: l^w)|/înW-^|

et

, .x ^-2 ̂ r2<lbn-2\l+^
(Vl) - ,——^--- , - .

^ «^2 \ ^ /

| f^fy^___y| / A \1+£' / g\2

L'inégalité u v /———2:-^- , avec i+c'= i+- , résulte du
l/"-2^)-^! \^-2; \ 2;

même raisonnement qu'en 5) en utilisant (iv) à (vi). •

Remarques (2.2.2). — a) II suit de l'inégalité de Denjoy, si ^o^^ ci116 :

sup | Log D/^ o^ V==Var(Log D/) ;
n^O

donc le théorème (2 .2 .1 ) sera valable si 7Zo===2 {i.e. : ^o^1) et sl V<WQ.
b) Soit /eD^^^), p(/)=aeR-Q; si V=Var(LogD/)->o, alors /->R^

dans la C^^-topologie (voir X.3.I5).
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Corollaire (2.2.3). — Soit /eD^T1), p(/)=a=[ûo, ̂ , ...]eR-%. P r̂ tout
£>o ^ ̂  ̂ ^r B>o, il existe un entier n^ tel que, si n'^Uo vérifie (^+I)(^l+I)^B,
alors on ait pour tout xeK :

^nV^ l/^)-^ ^nV"5

<Aj -I/^W-^I-^.J •

Démonstration. — Par VII. 2.5.2, si n->+oo, alors [D/^—ilo-^o. Pour
s>o et B>o donnés, on détermine HQ tel que, si n^nQ—2, sup | Log D/^j^Wo
et on applique (2 .2 .1) . • n^no-2

(2.3) Rappelons (voilV.i 0.5) que l'on dit que aeR—Q, a=[ûo,ûi, .. .] satisfait
à une condition A si :

pour tout s>o, il existe B>o tel que l'on ait, si ^->+oo :
(îiî) n (i+^)(i+^+i)=o(^).

' ( l+a^l+a^i^B' l / v l+l / '^
l^t^n

Théorème. — Soit /eD^^T1) ; si p(/) = a jû /̂û^ à une condition A, î7 existe Wo>o
^/ ç^, ^ V==Var(Logiy)<Wo, on ait, pour n-^+oo :

U^-îd-Pn^of———Y
\~fn I

Démonstration. — On se donne s>o. On choisit B dans la condition (*) (puisque
aeA), et Wo comme en (2 .2 .2) . On a, par (2 .2 .2) :

(2.3.1) l/^W-^-Al^^y ^/^W-^-A^l
V^n-2/

SI (^+l)(ûn+l+l)^B.

On a toujours la majoration triviale :

(2.3.2) l/^W-^-Al^l/^W-^-A-al, si (^+i)k+i+i)>B

(on rappelle que -^-2<(^+i)(^+i+i)).

On multiplie les inégalités (2.3.1) et (2.3.2). On a, si ^->+oo :

l/î"W—Al^c(^-^^^^^^^(z+..)(z+^,)
1^1 _oi

avec C une constante (dépendant de l/^—RJo et l/^—R^Jo). On a d'une part :

(V-^l^-Al1-^^1)1"5,
\(în/

et de l'autre la condition (*).
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On obtient finalement, si n -> 4- °o :

l^-A-Idl^——). •
\ïn /

Remarque. — II n'existe pas de minoration triviale comme (2.3.2). Nous verrons
au chapitre suivant (IX. 4) qu'il en existe dans certains cas.

Corollaire (2.4). — Soit /eD^T1) avec p(/)=a satisfaisant à une condition A. Alors,
pour tout £>o, on a, si n->-\-co :

l^-Id-Alo^of——).
Wn /

I tl""1

Démonstration. — Soit <?„=- S (^—zo^eD^T1); posons fn=gn°f°gn1' (^n a

PÇ/J-P^-O.)
Par VII. 2.5.1, si TZ->+OO, V^==Var(Log(D^))-> o. Soit s>o et Wo déterminé

par (2.3).
On choisit HQ tel que Vy^ <WQ; on déduit de (2.3) que, si k->-\-co :

|/^-Id-A|o^o(——).
\î& /

Or, pour Kg fixé, g^ est un difféomorphisme de classe G1, et

r^g^^-gn,. OÙ ^0>.

L'inégalité résulte de
\f^-Id-p^=\g^^^-g^oR^g^\,

^ID^Iol/^-Id-Alo^O^). •

Remarque (2.5). — Dans (2.4), même si /eD00^1), a priori, si TZ->+OO :

TOlo-^^ (!)•

Néanmoins, étant donné s>o, on détermine l'entier UQ comme dans la démonstration
de (2.4), et si /eD^T1), alors ID2/,^ et [D3/^ [o sont finis mais peuvent être très grands.

3. Inégalités de convexité.

(3 .1) Inégalité ^interpolation.

Rappelons que si o<[3<i, C^T^LippCr1) est l'ensemble des (p6G°(T1)
telles que :

î -p^^»;x^y \x~y\
(fonctions périodiques hôldériennes d'exposant p).
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Soit Lipi(T1) l'ensemble des fonctions périodiques lipschitziennes. On a, pour
9eLipi(T1) :

I^M-pOOl _ i ^ ,
iLip^SUp D^ILOO.

x ^ y | X—y

Proposition (3 .1 .1 ) . — Soient o<p<i et (peLipi(T1); on a :

^Ho-3!?^ip—
en particulier, si (peC^T1) :

Hp^lcp i-
10 ^Dylo3.

Démonstration. — Soit ^>o. On a :

ç^sup'^-y^Max^ sup ^^-y , sup y(x)-9^
î' ^-^l M^-yl^f \x-y^ |.-»K( ^-^l3r-»|^(| x—y^

x^y

^Max^JDy^^-^^.

2M=|n^l^/l-3 .'̂ ...̂ ^ .- ^l0 (si jDyl^+o).On choisit t tel que -1^- = | Dy 1^ (1 - 3, c'est-à-dire ( =
|Dy|i

On substitue t, et on obtient la proposition (noter que si | D<p |̂ °o = o, alors y est
constante et on a la proposition). •

Proposition (3.1.2). — Soient o<]3<i et (peC^T1); si (î'<]3, on a :

j (3,^2|y|o p |y ^ .

Démonstration. — Analogue à (3.1.1). •

(3.2) Inégalités de Hadamard (voir Dieudonné ([i], VIII, 14, exercice 2))

Si yeG^T1) et DyeLipgCT1) avec o<[B^i, on a :

iDvIo^Cpd^IDylp)1^),

où Cp>o est une constante universelle [dépendant de (3).
On a aussi, pour (peC^T1), l'inégalité de Hadamard appliquée à 9 :

|D9|o^(2|9|o DW2.
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Démonstration. — Par la formule des accroissements finis, si ^eR et â;eR_^, on a
(pour çeC^T1) on écrit la formule de Taylor à l'ordre 2) :

(p^+ûO—pW^Dcp^û, ÇiÊ]^A;+û[

(p(^—â?)—y(^)==—D9(Ç2)û, ^e^—û,^.

Donc 9^+û)-9^-a)=2ûD9M+(D9(^)-D9M)û+(D9(^)-D9^))û

soit

(*) 2a |D9(^| .<Mo+2Mpû l+3

avec Mo= Max | ^(x-^-a)—^(x—a)\<^2\^\o et Mp= D(p|p.

On suppose que Mo =(= o, sinon 9 est constante et on a bien la proposition.
En remplaçant dans (*) a par (Mo/Mp)1^14'^, on obtient, pour tout xe'R :

IDyM^l^lv^IDyl^1^

Le 21/2, dans le cas où cpeC^T1), suit par le même raisonnement de la formule de
Taylor. •

4. Conjugaison holdérienne des homéomorphismes de classe P à nombre
de rotation de densité bornée»

Lemme (4.1).- |/^-Id-^a o^ 1/^-Id-Alo.

Démonstration. — Par 11.2.4, /^—Id—^a s'annule et f^—Id—p^ garde un
signe constant puisque f est sans point périodique. On a donc :

\f^—Ïd—q^\o<,Max{fqn(x)--x)-Min{fqn{x)-x)

^[/^-Idio. •

Proposition (4.2). — Si /eD°(T1) est de classe P, p(/)==aeR—%, et si o<(3<i,
il existe une constante G dépendant de f telle que, pour tout entier n, on ait :

i
[y^-Id-^alp^CX^-^ avec X=(I+<?-V)~2.

Démonstration. — L'inégalité de convexité (3.1.1) donne :

|/?"-Id-^a|3^2|/î"-Id-^a|i-^|D/?"-I|^.

Or par (2.1) et l'inégalité de Denjoy, on a bien :

[y^-Id-^a p^GÇ/)1-3^^1-0^^^

avec G^^C^/)1""3^37, une constante dépendant dey. •
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(4.3) Homéomorphisme de classe G3.

Rappelons que pour o<(3<i, AeD°(T1) est un homéomorphisme de classe G3 si
A-IdGC^T1) et A-'-IdeC3^1). Ceci équivaut, par IV.6.5.2, à ce qu'il existe
G^i, tel que pour o^^—j/_<i, on ait :

(^-^^h{x)-h^^C(x-^.

On a le

Théorème (4.4). — &^ /eD°(T1) de classe P, azw p(/)==aeR—Q^ ûfe (fe '̂té

éorTZ^ ̂ . Alors/est conjugué à R^ par un homéomorphisme de classe G3, pour tout (3 < ——'——°——
_i |Log^|+V4

ûy^ V=Var(Log(D/)), ^(i^-^7) 2. ^^j p-^i ^ V=Var(Log D/)->o.

Démonstration. — Par IV. 6.5.8, il suffit de montrer que

sup l/^-Id^a^ +0) pour p< ILOg^ ;
n£M |LogX[+Vûfa

car ceci implique :

s\lp\fn—Id—noL\^<-}-co par IV.6.5.7
n£Z

(on peut aussi faire le même raisonnement poury"1, pÇy""1)^—^ puisque, si a est
de densité bornée, —a l'est aussi, et que l'on a V==Var(Log D/'^^Va^Log D/)).

Vérification de supiy^—Id—Tzal^+oo, si P< ,,. og ' . Posons/—Id—a ==9;
neN [LogX[+Vd^on a :

yn-Id-^a^Ïço/^y^.
< = o

On utilise la décomposition canonique de <?„ donné par (i .2.3). Si ?fe^^<?fc+i, on a :

^-ÀX1^.-0^"'
î-l k &,-1

avec ^ = 2 b^q^<q^ et 72== 2 è^^ (si é^==o, on convient que la sommation vide 2
< * = o » = = o i = = o

est nulle). Donc :

l^l3^,2;,Xll^•o/r•+'^•

Par VII .2.7.1, on a :

lî^-^^ID/^M^e.

Par (4.2)5 on a :

ir'-Id-î.al^l^.l^G^-W.
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Par (1.5.3), puisque r^+jq^q^^ et o^j^^—t, pour i>_2, on a :
ID/'.+^.li» ^^vf,

donc | ̂ . o/^ + .̂ [ g ̂  CX"1 -p) ̂ vf = CE*"1-00'x) '1 - e) + ̂ a m

^C^

avec Y^^og^K—P+iQ+V^p. On a donc :
fc

S
i==0

ly^CS^^,
1

G étant une constante indépendante de k. Puisque \ ==[1-^-0^) 2? o11 a LogX<o,
donc on aura :

Y<o si -|LogÀ|(i~!3)+VO<o,
|LogÂ|

soit [3 <
|LogX|+V^-

À- 00

On a alors Ipulû^0 S ai+^<,G ̂  ^ , ^iY == B < + oo
t = 0 i -= 0

(B<4-û0, puisque a est de densité bornée).
Donc, puisque B est indépendant de n :

sup \fn—Id—/?a|p<+°°-
n £ N

-1 I

Finalement, puisque À = = ( i + ^ ) 2 tend vers —= si V tend vers o, il en résulte que,
^ V-^n • v 2si V->o :

|LogX|
|LogX|+V^

- i .

Théorème (4.5). — Soit ^eD^T1) avec p(/)==aeR—Q^ de densité bornée à^\ alors
pour tout (B^i, f est conjugué à R^ par un homéomorphisme de classe G3.

Remarque. — La fonction (sin wx}. Log sin 2nx eC^T3) pour tout P<i , mais
cette fonction n'est pas G1, ni lipschitzienne.

Démonstration. — Cela résulte de VII. 2 . 5 . 1 et (4.4) par le même raisonnement
qu'en (1.7) (ou (2.4)). •

On obtient dans un cas particulier une autre démonstration de (2.4).

Corollaire (4.6). — Soit /eD^T1) avec p(/)==aeR—Q^ de densité bornée", alors
pour i>s>o, il existe Cg>o tel que, pour tout entier n, on ait :

1/^Id-Alo^.
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Démonstration. — On déduit du théorème (4.5) que f==h~loR^oh, où h~1 est un
homéomorphisme de classe G3 pour tout [3<i. Donc, par (4.3), pour tout s>o, il
existe Gg>o tel que, si O^[A:—J/|^I, on ait :

I^W-A-^irSGj^i1--6.
On a :

rn-ïà-p^h-l^_^h)-[h-l.K),

donc pour xe[o, i] :

ir-W-^-Al^lÂ-^-A+A^-A-1^))!
^CJ^a-A,!1-^^-6. •

1J4



IX. — DÉRIVÉE SECONDE DES ITÉRÉES : DU THÉORÈME DE DENJOY
AU THÉORÈME FONDAMENTAL DE LA CONJUGAISON DIFFÉRENTIABLE

DES DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE A DES ROTATIONS

Plan :

1. Critère de G1 + ^conjugaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 Q

2. Dérivée seconde des itérées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . no

3. Notations et rappels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121

4. Majoration de | D/^o . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5. Théorème fondamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127

6. Démonstration élémentaire de la conjecture d'Arnold en C°° . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Commentaire :

En i, nous introduisons un critère de C1 + ̂ conjugaison qui est trivialement nécessaire. Le 2 est un peu
miraculeux : c'est une identité qui donne l'inégalité, G étant une constante :

IDV^IO^C^ sup |D/^[o, C/eD^T^pC/^aeR—Q).
0^<<?n

II faut utiliser, pour démontrer la G1-conjugaison à RQ(, le fait que/appartient à D^T^, r> 2, et que p(/)=a
est bon, car en XI nous montrerons que, pour tout a qui n'est pas de type constant, il existe un /eD2(T1) avec
P(/)==a£R—Q, qui n'est pas G^conjugué à RQ(. On peut raisonnablement conjecturer que ce résultat de non-
C^-conjugaison est même vrai si a est de type constant.

Il est aussi très probable que, pour presque tout a=p(/), l'appartenance de/à D2+S(T1) implique que/
est C^-conjugué à Rgç.

En 3 et 4, nous obtenons l'inégalité :

si/eD^T1), p(/)==aeA, pour tout e>o, on a sup \Wi\o=o?)
0^i<qn

lorsque n tend vers + °o.
Le paragraphe 5 est le théorème fondamental de la conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle

à des rotations. Il démontre une conjecture de V. I. Arnold [i].
Des problèmes analogues ont été posés par de nombreux mathématiciens sous forme de problèmes et de

questions, par exemple A. Denjoy, F. John, J. Moser, etc. Il est clair que le problème s'est posé à partir du théorème
d'A. Denjoy en 1932, mais surtout à partir des travaux de Kolmogorov, Arnold et Moser.

Si /eD-^T1), p(/)=aeA, on a, pour tout e > o :

a) ]y^--R^=o(^i4-e) (par VIII. 2.4),

b ) ID^IO^^) (Par 4),

donc

c ) iDyMo^îr6) (Para).
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Par l'inégalité de convexité de Hadamard, on obtient finalement :

[D/^-il^O^6);

on peut appliquer le critère i et obtenir que/est G1 + 8-conjugué à R^ pour tout 8 < i /5. Puis on applique VII .2.8
pour obtenir le théorème fondamental.

Le lecteur trouvera cette démonstration sous forme de plan dans Herman [3] (voir aussi Herman [4] et
P. Deligne [i]). (Il est à noter que a ) et b ) sont vrais pour /eD^T1) si p(/)==a est de densité bornée, donc
quelque chose comme 2 est nécessaire par XI. 4.3.)

En 6, nous donnerons une démonstration entièrement élémentaire du théorème fondamental avec l'exclusion
des cas re]3, 4[ et r==co. La démonstration est basée sur l'identité (2.1). Il reste que l'annexe A. 2 est mieux
adaptée aux cas où il y a des paramètres et surtout qu'elle donne un théorème local pour T ,̂ n^ i, weN.

Je remercie tout particulièrement L. Carleson et P. Deligne pour une simplification dans la démonstration
de (2.2).

L. Carleson [i] a donné une bien meilleure majoration que 4 pour presque tout nombre a==p( / ) , avec
/GD^T1) seulement. Elle est basée sur une démonstration effective de VII. i (pour presque tout nombre de
rotation).

Nota. — On appliquera constamment VI 1.2.7.1 à (2.7.4) sans référence (voir aussi IV. 3).

Convention. — On désigne aussi la sommation S par 2 .
i=0 i<n

i. Critères de G1 + ̂ conjugaison à une rotation»

(^n)neN désigne dans la suite les dénominateurs des réduites de a==p(/)eR—Q^,
et les pjq^ sont les réduites de a.

Proposition (1.1) . —Soit /^A-^oR^oA, avec AeD^T1) et aGR—%. Si n->+oo,

\f^-îd-p^=o(——\<0{il^

on a :

\cfn+l/

Démonstration. — On écrit :

(*) /^-Id-A-A-^R^^oA-A-^A.

Donc, puisque h est un difîeomorphisme G1 :

[/^-Id-Alo^lDA-SI^-Al- •

Proposition (1.2).— Soient o<(3<^i et feh-^R^oh avec AeD14-3^1), aeR—Q.
Si n—>-}-oo, on a :

ID/^-ilo^Ofc^O^^).

Démonstration. — II suffit de dériver (*). •

Proposition (1.3). — Si fe'D^^ÇT1), il existe Oo tel que l'on ait pour tout n :

^ILogD/^lo^lD/^-ilo^GILogD/^lo.
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Démonstration. — Cela résulte de l'inégalité de Denjoy et de ce que ^ (resp. Log x)
est lipschitzienne sur l'intervalle [—V, V] (resp. [^-v e^]). Noter que la fonction D/^— i
s'annule en au moins un point. •

Proposition (1.4). —Si o<(3<i et /eD^^T1) vérifient sup |Log D/^j^+oo
ou lim [ D/^ — 11 p = o, il existe G > o tel que l'on ait pour tout n : n e N

^[LogD/^I^ID/^-il^CILogD/^lp.

Démonstration. — Même argument que pour (1.3). •

(1.5) Rappelons (voir V.7.8.3) que a=[ûo,ûi, . . . ] e R — % est du type de
Roth si, pour tout 8>o, on a :

s^l<7^8<+^.
i==0

Nous nous proposons de prouver les réciproques des conditions nécessaires précédentes de
G1 + ̂ -conjugaison.

Proposition (1.6) . — Soit /eD^T1); si p(/)=a est du type de Roth et s'il existe (3>o
tel que l'on ait, pour n —>• 4- oo :

iiy^-iio-o^3)
/ est ^-conjugué à R^.

Démonstration. — Par le même argument qu'en (1.3) il existe une constante G>o
telle que l'on ait pour tout n :

[Log-Df^Cq^.

Par IV. 6.1, il est nécessaire et suffisant de démontrer :
supILogD/^^+oo.
n G N

Si ^^.^^y/c+iî on ^cnt ^ décomposition canonique VIII. 1.5. i, c'est-à-dire :

( 1 . 6 . 1 )

*; fc ;>,—!

n = S b, q, et Log D/" = S S (Log D/».) o/1'. +"••
i=0 i=0 ^=0

i-1

avec r,== S ̂ ^; Q<_bi<_a^^.

Il suit que |Log D/^^G S û^^^<G Sû^i^P=B<+oo
<=0 i=0

(B<+oo puisque a est du type de Roth). On a bien, puisque B est indépendant de n :
supILogD/^^+oo. •

n
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Remarque. — Si on remplace dans (1.6) la majoration [D/^—i |o==0(^-3) par
IIy(^n—I|o=()(^n~+ ll)5 (^S) devient vrai pour tout aeR—Q^.

Proposition (1.7). — Soient o<(î<i, y>o, et /eD^^T1) û^ p(/)=a ̂ ^
âfc Roth, si, pour n—>-}-oo, on a :

ID^-ilp^O^),

/^ G1+ ̂ -conjugué à R^.

Démonstration. — La condition implique que :

|D/î"-I|o=0(^-Y).

On a donc par (1.6) :

(i.7.i) supID^^^+oo.
n

Par IV. 6.3.3, pour que/soit G1 + ̂ -conjugué à R^, il faut et il suffit que l'on ait :
supILogD/^^+oo.

n
k

On écrit, pour fe<^<^;+i5 1^=^b^, o^<^_^, et la décomposition cano-
nique (i .6. i).

Par (i .7. i), (i .4) et IV.3.3, il existe Oo tel que pour tout i et tout j on ait :
|LogD^o^|^C^\

II en résulte que :

ILogn^lp^GS^^^^CS^^^^+œ. •

Théorème (1.8). — Soit /eD^T1) avec p(/)=aeR—Q, du type de Roth. S'il existe
8>o tel que, pour TZ->+OO, on ait :

ID/^-i^O^-8),

/ est G1 + ̂ conjugué à R, pour tout e<S/(i +8).

Démonstration. — Par (1.6),/est CP-conjugué à R^. Gomme :
D^Dn S (D Log D/) o/'.D/'),

i< n

on déduit de (1.7.1) que, pour TZ^+OO, on a :
(1.8.1) W^=0[n).

En appliquant l'inégalité de convexité VIII. 3.1.1 {i.e. pour (peC^T1),

H^K-UIW
à la fonction ly^—i, on obtient :

[D/^-il^lD/^-il^^D2/^.
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Par (1.8.1) et l'hypothèse, on a, si 72->+°° '-

ID/^-il^O^-^-^^^O^-^-6)4-8).

Donc, pour — S ( i — £ ) + £ < o {i.e. s<8/(i+S)) on a, si n->+oo, [Df^—i^^OÇq^^)
avec y>o et on applique ( 1 . 7 ) . •

Proposition (1.9). — Soient o<(3<i, yeG^ÇT1), et a du type de Roth. On suppose
qu'il existe 8>o tel que, si n->-{-co, on ait :

I^Jo^l^S^oR.Jo-O^-8).

Alors il existe ^eG^T1) pour tout s<Y==8(3/(i+8), tel que l'on ait :

^ — ^ o R ^ = = y .

Démonstration. — On raisonne comme en (1.8) en utilisant la décomposition
canonique, la majoration triviale [ S 9 o R^ |p== O(^), l'inégalité de convexité VIII .3.1.2
et IV.6.7. • i<n

2. Dérivée seconde des itérées.

Théorème (2 .1 ) (Identité remarquable). — Si /eD^T1), on a :

D^Log D/-) = 'S19 o/-. (D/1)^ \ (D Log D/-)2

avec 9 == D^Log D/) - î- (D Log D/)2.

Démonstration. — On a :

(2 .1 .1 ) LogD/^S LogD/o/1.
t=- 0

Soit en dérivant :

(2.1.2) ^"=D Log D/^S^Log D/o/Q^S1 (D Log D^o^.D/1.

Si on dérive de nouveau, on obtient :

D2 Log D/" = "S1 (D2 Log D/) o/W)^ "S1 (D Log D/) o/1. D2/*.
i=0 i-0

Or par (2 .1 .2) :

'S1 (D Log D/) o/^.D2/^ Ï (D Log D/) of^wÏ (D Log D/) o/^.D^).
i-O i=l J'=0
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j n-l

On voit apparaître (!!) - fois les termes croisés de ( 2; (D Log Dy^o/'.D/')2. On a
finalement :

5^(D Log D/) o/\ D2/1 = ̂  [^(D Log D/) o/\ D/^-^S1 ((D Log D^o/^ÇD/1)2

=^(DLogD/n)2-^S l((DLogD/)o/^)2(D/^)2. •

Corollaire (2.2). — 6ï /eD^T1), <m a l'inégalité :

DLogD/^Qz2 sup ID/-IO
0^z<yî

ûy^ C = (2 1 y \oY'2 et 9 == D2 Log D/- ï- (D Log D/)2.

Démonstration. — En un point ^o où -(DLogiy)2 est maximum, on a :

D^LogD/^^o!!

Donc, par (2.1) :

^IDLogD^I^ S^o^.CD/1)2^!^^ sup [D^lo2. •
2 l=ïo 0^i<n

1

Remarque. — C'est le facteur n2 qui n'est pas immédiat, un terme n serait trivial
à partir de (2. i .2).

Théorème (2.3). — &' /eD^T1), p(/)=aeR—Q^ ^ û, j&oz/r ^^.TZ :

ID^Io^^C^J sup ID/̂
0-^i<^

(G ̂  défini en (2.2)).

Démonstration. — On a D2/^ == ly^. D Log D/^ et on applique (2.2) et l'inégalité
de Denjoy. •

Proposition (2.4). — Si /eD^T1) est ^-conjugué à R^,

| D Log D/S^ (CA| Log D/^

fl^ Ci^lyloSupID/^+oo ^ y=D2(LogD/)-^(DLogD/)2.
i G N 2

Démonstration. — On applique l'inégalité de Hadamard VIII. 3.2 à la fonc-
tion D Log D/^. On a :

|D Log D/^jo^ (2 |Log D/^|o |D2 Log D/S)^

^^
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Or, par (2.1) et la démonstration de (2.2) :

| D2 Log Df^ |o< 2 | \ \ of1. (D/1)2 |o.
i==0

Puisque/est G^conjugué à R^, on a sup [D/2:2<+oo, donc
i £ N

ID^ogD/^^Jylo sup D/1 2

Q<_i<ïn

avec Ci<+°°- •

3. Notations et rappels»

(3.1) On suppose que/eD°(T1), p(/)==aeR—Q,, a==[^o, ^i, . . .] ; on note r"
les réduites de a.

On pose/^=/^—^, etf^ l'itérée î-ème de/^.
On pose m^=m^\f^x)-x-p^=m^\f^x)-x\>o.

(3.2) Pour tout entier n, on choisit j^eR, tel que TUy == [/^(^J—^nl.

(3.3) Si ^i, on pose (cela dépend du choix dej^ et de/) :
m^- l/^^n)-/^1^^)! et ^= |^-/-^J|.

Noter que Fon a, pour z^o :

/îs(C/lî"(A),/(-l)^"(A)])=r/(•+l)î"(A),/tî"(^)],
où [fiq''{}'n),f{i~l)'l''{J>n)] désigne l'intervalle compact de R d'extrémités /^"(j)',,) et
/"-^(J'n).

(3.4) Noter que, puisque m^ =1^ca•a.\f'ln{x)—x\, on a pour î ' = — i , i , . . . ,
l'inégalité :

^n^ln-

(3.5) On pose \q^—pn\=b^ et (û»+i)(a,,+i+i)=<. On a par V.7.6 :

,<^«.
(3.6) Si/est G°-conjugué à R^, les points /^"(j^) sont dans le même ordre que

dans la figure où l'on a représenté le cas n pair (si n est impair, on fait une symétrie par
rapport àjj.

Pour R^ cet ordre des points résulte de (3.5) {i.e. |?n-2a—AJ<^nl?na—A^I)•

r9"^) vn f9"^} /^a) f39"^) f9"-^}^^—^^——i——\-.——\-
f9" f9" f9'1 f^Yn}
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(3.7) Par V. 10.5, si a satisfait à une condition A, pour tout Oo et tout s>o,
il existe B>o tel que, si n—^+co :

^C(^+G)=0(^).
l̂ T^n

On rappelle que l'on a posé ^=(^4- i)(û^+ i).

(3.8) Ceci implique que a est du type de Roth et aussi que, pour tout £>o et
tout Oo, si TZ->+OO, C«+C)=0(^).

Enfin pour tout s>o, il existe Gg>o, tel que l'on ait |^a—j&J ^Gg^-1--5.

(3.9) Par VIII. 2.4, si /eD^T1), et si p(/)=a satisfait à une condition A, il
existe, pour tout £i>o, une constante Ci dépendant de ̂  et de/telle que, pour tout n,
on ait :

[/^-Id-Ajo^C^-6!.

(3.10) A priori si £i->o, Ci->+00-

On supposera dans la suite que £1^1/100 (en fait £i<^- convient

( 3 . 1 1 ) Par VI.6.3, si /eD14-^^), p(/)=aeR-%, on a :

^up iD/^lo^l/^-Id-AloK.

(V=Var(LogD/)).

(3.12) Soient x et z dans R; on définit AeR^ par :

\x—z\ ==kmy .

Par (2.2), (3.9), (3-n) et la formule de la moyenne, si /eD3^) et si p(/)==oc
satisfait à une condition A, on a l'inégalité :

^ ̂ ^
avec E^^CCi^ (G étant la constante de (2.2) et C^ celle de (3.9)). On suppose que
£i<i/ ioo; pour ceci voir (3.10).

(S^S) P0111* £! fc^ E est peut-être très grand (voir (3.10)) mais est fini.
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(3.14) Par VIII.2.2.3; si /eD^T1), p(/)=aeR—%, alors, pour tout s>o
et tout B>o, il existe un entier N0^2 tel que, si ^^N() vérifie û^^B, on ait
l'inégalité :

»..̂ r"..-.Vn-2/

4. Majoration de ID/^o.

(4.1) Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que féD^ÇT1) et que p(./)=a
satisfait à une condition A. Si ^2, on pose (voir (3.3)) :

C,(n)= sup (m^Jm^.
2^_j^_i

On a évidemment C^)^:! et C^)^C^i(^). On se propose de démontrer le

Théorème (4.2). — II existe un entier HQ {dépendant de f, [D^lo, [Dy^ et de a) tel que^
si n^_nQ, on ait :

G^+iW^"8 où ^=(^+i)(^+i) et 8=1 /16 .

Remarque. — Le HQ dépend de la constante E de (3.12) et donc du choix de s^
dans (3.9) (cf. (3.10) et (3.13))-

Pour démontrer (4.2) nous avons besoin des propositions qui suivent :

Proposition (4.3). — II existe un entier n-^ tel que, si n^n^, on ait :
_ 0

m^ Im^ ^e^ 1 avec §1 = i /4.

Démonstration. — Par la formule des accroissements finis (utiliser (3.3) et D/^^D/^")
on a :

m,Jm^ ^D/^i)
mjm^ D/̂ )

avec ^eD^/^n)] et ^[f~'qn^n)^n]'
Or, par l'inégalité de Denjoy, e^^Df^^, donc |^2—-^ ' l |<.(^Y+ I)77^î„•

Par (3.12) on a :

^^xp(E(.'+,),.-l-),

(e^ est fixé, £^1/100).
Si n'>_n^ (n^ dépend de E, voir (3.13)) on a :

E^+i)^61^81.
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La proposition en résulte car on déduit de (3.4) :

^2^ ̂ /^ ^

m^-mjm^^

Proposition (4.4). — 7Z existe un entier n^ tel que, si n^n^ on ait, pour 2^3, les
inégalités :

(4.5) W -^^^expÇ^-i)^.^)^-8!);
^-Dîn

(4.6) (i) .c^(^T^exp((^-I)C,_^)^8l)
^-iW

azw 8i==i/4. (C,(7z) ^ ûf^m ^ (4.1).)

Démonstration. — Nous allons démontrer la proposition par récurrence sur i. Comme
la démonstration du cas ^=3 est presque identique, à partir de (4.3), à celle du cas i^ 3,
nous traiterons seulement le cas « i implique i+i et i>_^ ». On montre d'abord
que (4.5) (i) et (4.6) (i) impliquent (4.5) ( î+ i ) .

Par (3.3) et la formule des accroissements finis, on a :

^i^^P/^i)
^ij^i-i}^ W^)

où ^eC/^^),/^-^^)] et ^e^1-1^^),/^-2^^)]. Ce qui entraîne, par (4. i):

l^-^IK^c,(^)+c,_i(7z)^2C^).
Par (3.12), on a :

(4.7) ^^^expÇ^E^I^1^^)).
1J/ ^2J

On suppose que n est assez grand pour que :

(4.8) sE^t-^i/^i avec 81=1/4 (^i/ioo)

(cela ne dépend pas de ^=3, 4, . ..).
Il suit de l'hypothèse de récurrence, de (4.7), (4.8), et (4.1), que l'on a :

(4.5) (î+i) ^+l)^K^exp(C,(7z)^-8l+(^-I)C,_l(^)^8l)
^expra^-8!).

Il faut démontrer (4.6) (î'+i).
Par (4.5) (i+i) on a :

(4.9) (.+ i) '^(i±^^exp(^(.)^8-) ̂
^n ^n

^expÇ^^^-^C,^).
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II y a deux cas :

a) Soit C^^{n)=C,{n); alors (4.6) (î'+i) est trivialement vérifiée.
b ) (^+l(7^)==77^(^+l)î„/m^ ^ns ce cas (4.6) ( z + i ) est précisément (4.9).

(Pour le cas 2=3, noter que l'on a par le même raisonnement (4.9) (3), et le
cas i==3 résulte de (4.3).) •

Proposition (4.10). — II existe un entier n^ tel que, si n>_n^, on ait, pour 2<_i<d^+ i,
^inégalité :

LogC^)^(z-i)^

avec 83 = i /8.

Démonstration. — Par récurrence sur i.
Pour i ==2, c'est une conséquence directe de (4.3). Montrons que si la proposition

est vraie pour i, elle est vraie pour i 4-1. Par (4.6) ( z + i ) on a (si ^sup^,^)) :

(4.11) LogC^l(^)^^C;,(7^)^-8l+LogC,(7^)

et par l'hypothèse de récurrence :

w^-1^82^^8'.
Puisque a est du type de Roth (voir (3.8)), si n est assez grand (mais indépendant de i),
on a :

^n-82 .̂

(4.11) donne alors, avec l'hypothèse de récurrence :

(4.12) ^C^{n)<_ieq^+{i^^q^^eq^+^^^

avec Si == i /4, 83 == i /8.
On choisit, par (3.8), n assez grand pour que Pon ait d^eq^<_q^. En

remplaçant dans (4.12) on obtient :
LogC^(^^\

et ceci achève la récurrence pour n>_n^ assez grand (mais indépendant de î). •

(4.13) Démonstration de (4.2). — Par (4.10) on a, si ^sup(^, ̂ , 723) :

C^+i^X^'"82 ^ec 82=1/8.

Il suffit de choisir nQ^s\ip{n^, n^ 723) et assez grand pour que l'on ait d^82^^8

avec §2=1/8 et 8=1/16; c'est possible puisque a est du type de Roth (voir (3.8)). •

Proposition (4.14). — Si H^HQ, on a :

^.^?"8«+ lK^n+ iK.
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Démonstration. — Par (3.6) on a :
dn+l

^ 1 /^(Jn) -/(J-l)?"(7n) 1 ̂  l/^On) -A 1 ̂  ̂ .,

et la proposition résulte de (4.2). •

Proposition (4.15). — Soit /eD^T1), p(/)=aeA. Pour tout £>o z7 m^ C^o
tel que, pour tout entier Uy on ait :

m^W^-.

Démonstration. — On se donne s'>o.

1) Par (3.7) on détermine B et Dç,>o pour que l'on ait (ici G==e) :
H ^.+i)==0(<?:) et k.a-Aj^D^-1-6'.

di^B
l^i^_n

2) Ceci détermine l'entier No de (3.14)3 tel que si l'entier n vérifie n^T^Q et
d^<_B, alors on ait :

^{èr"'-
3) On choisit £1 dans (3.9) tel que £1^1/100. Par (3.9), ceci détermine HQ

dans (4.2).

4) On pose m == mm\f{xY"—p^—x\. On a, par (4.14) :
" x G R

(4.16) ^e-^+.r^.^-^+ir1^}1^^
\°n-2/

pour n^no et (^+i)(^+i+i)>B.
On a, par (3.14) (ou 2)) :

/ b V4 '57

(4.17) m^[——\ m,^ si (^+i)(^i+i)^B et si ^No.
\£?n-2/

Si on multiplie les inégalités (4.16) et (4.17), on a :

m^c^^'ç n ^+i))-1
" ^>B

l^i^n

C^ étant une constante dépendant des petites valeurs de n Çi.e. 72<^sup(^o, No)).
L'inégalité avec i +£==( i +e)2+e résulte alors de 1). •

Théorème (4.18). — Soit y'eD^T1) avec p(y)=aeA. Pour tout £>o on a,
si n—>-[-co :

sup ID/^lo-O^).
0^«ln

Démonstration. — Gela résulte immédiatement de (3.9), (3.n) et (4.15). •
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5. Théorème fondamental de la conjugaison différentiable des difieomor-
phismes du cercle à des rotations»

Le théorème suivant démontre la conjecture de V. I. Arnold [i],

(5.1) Théorème fondamental.—Soient ï^_r<_u (non nécessairement entier), et fe'D^T1)
tel que p(/) =a satisfasse à une condition A; alors, pour tout [3>o, fest G7~l~^-conjugué à R^;
de plus, si f est un difféomorphisme de classe G00 (resp. G0), alors f est C^-Çresp. C^-conjugué à R^.

Démonstration. — Commençons par montrer que y est G1 + ̂ conjugué à R^ pour
tout £<i/5. Par VIII. 2.4 on a, pour tout s>o, si TZ->+OO :

l^-Id-A.lo^^-1^).

Par (4.18), pour tout s>o, on a, si 7Z—^+00 '"

sup |Dy\=0(^).
0^i<^

Par (2.3), pour tout s>o, si n->-{-co :

w^-o^i^).
Appliquons Pinégalité de Hadamard VIII. 3 .2 à / î n—Id—p^ :

ID/'—I |oS (2 |/^-Id-A|o ID^-lo)1/2.

En remplaçant, on obtient finalement, pour tout s.>o, si n—>-}-co :

ID^-il^O^-^).

On applique (1.8) d'où il suit quey est C14'^conjugué à R^ pour tout £<- / ( i4--)=i/5.
Le théorème résulte alors de VII. 2.8. •

Corollaire (5.2) {Décomposition du groupe des difféomorphismes du cercle). — Soit a un

nombre satisfaisant à une condition A (par exemple le nombre d^or a=—— •—J ) . Alors tout

/eDifTj^T1) (resp. /eDiff^(T1)) s'écrit de façon unique comme f=R^og~loR^og avec
^eDiff^(T1, o). De plus, l'application f\->{^g) est continue pour la C^-topologie {et même
dépend de façon G00 de paramètres variant dans une variété G00 de dimension finie).

Démonstration. — Soient /eDiff^(T1), \{f) Punique élément de T1 tel que
p(R_^o/)=a {i.e. f^R_^of^={feDÏ^{T^ \ p(/)=a}). L5 application/h^X^
est continue pour la C^-topologie et bien définie par III.4. i. Par (5. i), ./^.g^oRao^
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avec ^eDiff^T1, o) (resp. ^eDiff^(T1, o)). Il faut voir que l'application f^g est
continue, pour la G^-topologie, de F^° dans Diff^T1, o). Pour montrer que cette appli-
cation est continue, par conjugaison, il suffit de voir qu'elle est continue en un point
/o^-O^r^^oR^ ^eDiff-(T1)}. Or F^ est un fermé de Difç(T1); c'est
un espace topologique polonais qui est donc un espace topologique de Baire.

Soient/,eF^, et ^(/i)=S,(/,)-S,(/,)(o), avec S,(/,)=IÏ (/;-îa) ; ̂ i, neN.
n i==o

Noter que /^eF^ h> ^(/i) eDiff^(T1, o) est continu pour la C'-topologie. Par IV. 5. i. 2
(et ( 5 - 1 ) ) ? pour tout /i^F^, si n-^co, on a ^(/i)-^, dans la C^-topologie. Donc
l'application f^T^ h>^eDiff^(T1, o) est de première classe de Baire sur F^° et a donc
un point de continuité.

Pour la dépendance 0°° de paramètres G00 variant dans une variété G00 voir
Sergeraert [i] et Herman [2] (où il suffit d'ajouter un paramètre). Dans le cas G^,
pour la dépendance G" de paramètres G" variant dans une variété G" de dimension
finie, voir V. I. Arnold [i]. •

Corollaire (5.3). — Tout /eDifÇ(T1) (resp. Diff^T1)) s'écrit comme le produit de
deux commutateurs dans Diff^(T1) (resp. Diff^(T1)).

Démonstration. — Gela résulte de (5.2) et du fait que tout R^ s'écrit dans PSL(2, R)
comme un commutateur (PSL(2, R)CDiff^(T1)). •

Remarque. — D^T) (resp. D^T1)) est égal à son groupe des commutateurs. En effet il
suffit de voir que les éléments du centre C={Rp\peZ} s'écrivent comme des commu-

tateurs. Or CCPSÏ^.I^CD^T1), où PSL(2, R) est le revêtement universel de

PSL(2,R)CDiff^(T1).

Or PSL(2, R) est égal à son groupe des commutateurs.

6. Démonstration élémentaire de la conjecture d'Arnold en C°°.

(6.1) Dans la démonstration de (5. i ) nous avons démontré que/est G1 + ̂ conjugué
à R^ puis nous avons appliqué VII. 2.8 qui s'appuie sur l'annexe A. 2. Nous allons
donner une démonstration élémentaire sans utiliser A. 2. Mais nous n'obtiendrons pas
les cas suivants : rejg, 4[, et r=œ (en fait je pense qu'il ne doit pas être difficile
d'obtenir ces cas par ce qui suit; surtout pour r=cû il suffirait de suivre les constantes
mais cela alourdirait la démonstration) (1).

(1) Le cas re]3, 4[ résulte aussi des méthodes qui suivent.
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Les théorèmes suivants vont apparaître comme des théorèmes de régularité (comme
d'ailleurs l'est VII. 2.8).

Hypothèse (6.2). — On suppose dans la suite que r=3, r=4 ou 4^r<+oo, et
/eD^T1), que f=h~loR^oh avec AeD^T1), et que a est du type de Roth.

Nous allons voir que AeD^1"6^1) pour tout s>o.

Théorème (6.3). — Si /eD^T1), alors AeD2-^!'1) pour tout c>o.

Démonstration.—a) II faut d'abord voir que AeD14'^!11) pour un s>o. Puisque
V est C^-conjugué à R^ on a par (1.1) :

l^-Id-Alo^——)^-),
Wn+l/ \?»7

et par (2.3) W^^O^).
Par l'inégalité de Hadamard appliquée à f^—îd—p^ on a :

liy^-i |o^ (2 |/»'—Id-A|o lD2/î'•|o)l/2=0(?„-l/4).

On applique (1.8) et on conclut que/est G14-^conjugué (pour tout e<i/5) à R,.

Lemme (6.3.1). — Si AeD14-0^1), o<p<i, alors AeD14-8^1) pour tout

S<^)=P/(J+^).

Démonstration. — Par (1 .2) on a :

1) ILogD/^O^-0).

Par (2.4) on a :

2) | D Log D/î" |o ̂  G(^ | Log D/»" |<,)1'2,

C étant une constante. 1) et 2) donnent :

IDLogD/^O^"^).

Evaluons [LogD/^s par l'inégalité de convexité VIII. 3.1.1. On a :

|Log Bf^^ 2 |Log D/»»|;-8 |D Log D/^|8

^o^-^-8'^-!^)8)^^^^

Or, Y>O si 8<P / ( '+^ ) . On applique alors (1.7). •
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Fin de la démonstration de (6.3).

b) L'application g : [o, i]->[o, i] définie par ^((3) ==(3/('+-1) est croissante,P , î>

et i est son unique point fixe attractif. Il suffit d'itérer le lemme (6.3.1) pour obtenir
le théorème. •

Lemme (6.4). — Soient ^eCl~e(Tl) pour tout s>o, vérifiant f ^{x)dx==o, et
a du type de Roth. Si n->-\-co, on a, pour tout s>o :

\Ï\oR^=OW.
i=0

Démonstration. — Par VI. 3.2 on a, pour tout e'>o, si k -^+00 :

|V?oRJo=0(^).
t=0

On déduit de la décomposition canonique VIII. 1.2.3 que, si ?fc-i<w<?/c •*
n—l fo—1 »—l

S 9°R,Jo^(S a^i)0(^_i)^(S a^,)0(n6').
i=01=0 i-o

fc-1

Or S a,<_k sup a^O^' ~Logn) puisque ^_^=0(^f) (a est du type de Roth etiaso i^i^k
par V.7.2.3). •

Théorème (6.5). — Si /eD^T1), z7 m^ £>o tel que AeD^^T1).

Démonstration. — Rappelons que :

1) LogD/^ S LogD/o/1,
i<n

2) D Log D/" = S (D Log D/) o/*. D/1 ;D Log D/" = S (D Log D/) o/*. D/1 ;*<»
par (2.1) :

3) D2 Log D/" = S y o/'-. (D/*)2 + - (D Log D/")2,
i< n 2

avec (p==D2(LogD/)--(DLogD/)2.

130



DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE ET ROTATIONS 131

En dérivant (6.3) (r==4) on obtient :

4) D3 Log D/^ S Dcpo/1. (D/1)^ 2 S <po/1. (D/^.D2/1)
i< n i< n

+(DLogD/")(D!!LogD/»).

Par 3) on a AeD2-^!'1), d'où il suit :

5) sup | D/» |o< + oo, et aussi sup [ Log D/" |o< + oo (voir IV. i ) ;
» »

6) sup|LogD/"|i_,<+oo;
n

7) ILogly^lo-O^n"1''6) (voir (1.2)).

Puisque f^h-^R^oh, on a D/^DA-^R^oA.DA.
On remplace dans 2) et on obtient :

8) (DLogD/^oA-^DAoA-^S 4/oRJ
i<n

avec ^(DLogD/^oA'^.DA"1. Noter que Ç^(x)dx==o, et que ^ et Dhoh-1

sont dans G1-6^1) pour tout e>o, puisque AeD^^T1) et que /eD^T1).
Par (6.4), on a, pour tout e>o, si TÎ->+OO :

9) |DLogD/n|o=0(^).

On a donc trivialement par 9), 3) (et 5)) :

10) ID^ogD^lo^^),

et par 4), 9) et 10) :

11) |D3LogD/n|o=0(7^1+e).

En appliquant l'inégalité de Hadamard à la fonction D Log D/^, on a :

12) lD2LogD/n|o^(2|DLogD/n|o|D3LogD/n[o)l/2,

d'où par 9) et 10) :

13) |D2LogD/n|o=0(7^2+e).

En appliquant l'inégalité de Hadamard à la fonction Log D/", et en utilisant 13) et 7),
on obtient finalement :

IDLogD/^O^8).
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Maintenant on applique la proposition (1.9) à ^ défini en 8); puisque iFeC1"^'!1)
pour tout £>o, et que 'Dhoh~leCl~e{Tl) pour tout s>o, il en résulte qu'il existe
O<Y<I tel que l'on ait :
14) supIDLogD/^^+oo.

n

Le théorème résulte alors de IV. 6.3.4. •

Théorème (6.6). — Si /eD^T1), alors AeD3-^!11) pour tout s>o.

Démonstration. — Par le même argument qu'en (6.3), tout revient à montrer que
si o<p<i :

AeD^^T1) implique AeD^^T1) pour tout (3'<^(p)=(3/^+lV

Or, puisque AeD^^T1), on a :
1) |DLogD/^|o=0(^).

Par (6.5), 4) et 10), on a aussi :
2) ID^ogD/^O^).

Par l'inégalité de Hadamard appliquée à la fonction D Log D/^" on a donc :

3) ID^ogD^.lo^O^r02).

En interpolant par VIII .3.1.1 la fonction D Log D/^, on obtient :

IDLogDyl^O^-^1-8'-8^)))

=0(^Y)•

Or, y>o si 8<13/(-+-) et on conclut, appliquant (1.8) à (6.5) 8), que :

sup|DLogD/"|g,<+œ pour P'<?((î);
n

d'où il suit par IV. 6.3.4 que AeD^'CT1). •

(6.7) U équation linéaire.

Lemme (6.7.1) . — Soient oceR—Q^ et 0 une fonction positive (>o) monotone non
décroissante^ telle que, pour tout pIq^Ç^, on ait |a—{piq)}^. i/^O^). Alors il existe une
constante universelle G telle que :

S^(a)= S ———<Œ$(27z)Log^
P=I [|^a|[

avec ̂  pour A:eR, | [ A : [ ===Inf |^—p\ .
P £Z
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Démonstration (d'après Kuipers et Niederreiter [i] ; voir des mêmes auteurs : chap. 2,
exercice (3.10), p. 131). —Si o<_p<q<n, on a p^±qoL-=Çp±q) a(mod i). Donc :

^^^mp^^r
1 1 1 ^ 1 1 - 1 1 ^ 1 1 1 ^ ^ ,

puisque | ||/'a||-||^a|l | ̂ Inf(||(/»+?)a|l, ||(/>-<?)a||).

Si on considère pour i <j<n+ i, les intervalles ——J—— , , il y a au— ~ [2ra<I>(2») 2ra<I>(2»)[

plus un point ||^a|[, ï^p^n, dans chaque intervalle et aucun dans o, ———— .
On a donc: L 2»0(2n)[

n ï n 1
S T,——-<_w<S>(2n) S -<_Cn<S)(2n) Logn. m

D=i| [^a[ | ^ i j

(6.7.2) Lemme 2. — Soit oceR; s'il existe (3>o, Oo, tels que, pour tout pIq^Ç^,
on ait |a—Q^) [^G/y24'3, alors on a, pour tout (3'>(3 :

i^oï^M^00-
Démonstration. — Soit p<(3"<p'. On a :

S,(a)= S; ——=0(7^)
|P|==I [|^a||

d'après le lemme ï ; le 0 dépend de p" et de a. Appliquons la règle de sommation d'Abel :
N -r N——l / | , T 1 \ Ty 1 ^ v / I ^ L - i X , ïY < y / x r o \ , L o

ÀTZ^^IiTZall-n^^l^+l)^^ ^+1 ^+N^T1'>N

^o(.s„,•^)<+"• •
(6.7.3) Lemme j. — »SW^ a ̂  8>o, et Oo ̂  que pour tout pIq^Q^ on ait :

a^>. c . . , , .
-^(Log^+i))^8-

Pour foMf S'>8, on a :

f ï ï ^
À^Log^+^I lKal l +00'

Démonstration. — La même que pour le lemme 2.
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Remarque. — Si on ne précise pas les nombres, on peut très facilement voir que pour presque
tout x (pour la mesure de Lebesgue) et pour tout (3>o, on a :

^T^W^00-
En effet, soient (3>o et o<8<i tels que i /S< i+p ; on a :

y ___i
a a{l+w8\\ffx\\s <+00q i l ly^l l LW

/ • f1 dx f1 dx \
1 puisque n n s ^ . . n ô ^ + o o si 8< i L donc pour presque tout x :
\ ^ o l l ï ^ l l • / o l l ^ l l /

Ïî'1^^-^4-^
Or, si (a,) est une suite de nombres vérifiant a,>o et Sa,<+oo, on a, pour tout y>o :

2a^<+oo.

Il suit que, pour presque tout xeR, on a, en choisissant i + y = i /S :

^M^5

et la remarque suit par intersection dénombrable d'ensembles de mesure i, en choi-
sissant B = = i , - , . . . ,-.

2 ? n

Proposition (6.7.4). — Soient o<e<i, ^eC^^T1), et a du type de Roth. On pose
C==jl^(x)dx.

Alors, pour tout e'<e il existe ^eC^ÇT), tel que F on ait :
^ — C = 7 î — 7 ] o R ^ .

Démonstration. — On écrit A — C = S ^(n)^2"1^.
nez-{o}

Puisque ^eC14-6^1), on a, si \n\-^+oo :

(n)\==o(———\.\W\==oi n\l+er
On éclit 73 comme série de Fourier. On obtient formellement :

,- s -î -
nez-{o} i-e2^

Par (6.7.2) on a :

Mo^G S . i34.g,i—,7<+°o avec une constante Gnez -{o ) [ 7 ^ | J • e | | 7 ^ a | |

(73 est une série de Fourier absolument convergente).
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On a [^"^=0(1^), donc par (6.7.2) :

l^^ez^o} H^-'IM^00 avec ce' une constante- •

Théorème (6.8). —^VeD^T1) azw r^4, reN ̂  o<s<i; û^ AeD^+^r)
Pour tOUt £'<£.

(6.8.1) On se fixe o<s<i donné. On choisit, pour tout entier ^4, s, vérifiant
o<£,.^<£,. . .<£ mais à part cela arbitrairement. Nous allons démontrer le théorème
par récurrence sur l'entier 7^4. Nous prouverons que si r + 2 + s est la classe de
differentiabilité de /, l'hypothèse ÂeD^^Cr1) implique que AeD^14-6^^^1). Le
cas r =3 est un cas particulier à partir de (6.6). Tout revient, par IV. 6.3.4, à
montier que :

1) supiD^LogD/^^+oo.
n +

On part de (2.1), soit :
2) D2 Log D^ =^90^. (D/1)2 + î- (D Log D/")2.

Si /eD^2^^), cp^D^LogD^-^DLogD/)2 est G-1^. En dérivant
r — 2 fois 2), on obtient :

3) D'LogD/^D^^ Syo/^.ÇD/^+lD-^DLogD^)2.

Par l'hypothèse de récurrence et la formule de Leibniz on a
4) ID^DLogD/-)2!^^!).

Il faut évaluer
D^CSço/^D/-')2).

i<n

Or, on déduit de la formule de Faa di Bruno (IV. 2. î ) et de la formule de Leibniz que,
pour tout n (r est fixé),
5) Dr-2(^o/^.(D/^)2)

est une somme finie (pouvant être vide ou avoir un nombre fini de répétitions dépendant
seulement de r), d'expressions :
6) S D^y ofi. (D/y1... (D' - y1)^-1,t "\ n
avec o^o^r-2 et si i<_j<^r-î, ^.eN et o^^.^A,, A, étant un entier qui
ne dépend que de r.

Proposition (6.8. a) .— Il existe ^e^+^i^1), tel que, pour tout e'<s,+i, on ait :
supID^S ^/•(D/^y-^l^+oo.
n g N «<»>
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Démonstration. — On écrit :
f^h-^R^oh

avec AeD^^+^T1) par l'hypothèse de récurrence. On dérive r—i fois et on remplace
dans 5) et 6); on obtient, pour tout n (r est fixé), que
7) 2 D^ço/1. (D/^... (D^-1/^-1

i<n

est une somme finie d'expressions de la forme
8) (^ (S^oRJ)oÂ

i<n

où ^i et ^2 sont indépendants de n et de classe G^6^3, car les termes les plus mauvais
sont D^cp, qui est G14-6, et celui lié à Dr-lfi==Dr-l{h-loR^oh); mais heD^^iÇT).

Par (6.7.4) on a :
S ^oR^==7zG+^-73oR^

î < n

avec C = = f 4>(A')(fe- et •^eC^T1), pour tout s'<£,.^. Il suit que

9) +2(S^oRJ=^+^
i<n

avec pour tout s'<£y^.i, sup [Y]y,|g,<+oo.
n G M

La proposition résulte de 5), 7), 8), et 9). •

Fin de la démonstration de (6.8. i ).

Si on montre que g, dans la proposition (6.8.2), est nul, on déduit de (6.8.1),
3) et 4) en choisissant £'==£^3 que

supID-LogD/^^+o),
n

et on conclut par IV. 6.3.2. Nous allons montrer que g==o par l'absurde. Soit xeîL
tel que g[x)=c^o. Alors par (6.8.2) et (6.8.1) 4) on a :

r iD^ogD/^)] . ,10) lim '———Ë—LA-Zl^L; =)=o.
n-> +00 ^ ' '

Par (6.8.1), 3) et 4) on a :

11) ID-LogD/^O^).

Nous allons montrer qu'en fait on a :
12) |DrLogD/"|o=0(nl/2);

il en résultera que 10) est absurde, d'où il suivra que g=o.
Par 3) (se rappeler que /6D'•+2+E(T1)), on a :

13) lDr+l(LogD/»)|o^|Dr-l(^^o/•.(D/•)2)|o+^|Dr-l(DLogD/")2|o.
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PuisqueVest C^-conjugué à R^ (par l'hypothèse de récurrence), on a, si i-^+°o •*
Dr-l(ço/^.(D/l)2)=0(I).

II suit que :
14) ID^S^o/^D/^lo^O^).

i< n

Par 11) et 14) remplacé dans 13) on a :
15) ID^^LogD/^O^).

On écrit l'inégalité de Hadamard pour la fonction D^'^LogD/^.
On a par 15) et les hypothèses de récurrence :

ID- Log Dy-lo^ (2 ID-1 Log D/^o [D^1 Log D/nlo)l/2=0(^2).

Ceci montre que g=¥o {i.e. 10)) est impossible, donc g==o. •

257
is



X. — INVARIANT DE (^-CONJUGAISON A DES ROTATIONS

Plan :

1. Invariant de C°-conjugaison ; l'invariant Ky . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

2. Orbites par C°-conjugaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

3. Exemples de Denjoy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

4. Théorème de Denjoy et module de continuité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

5. Contre-exemples de Denjoy de classe C° commutant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

6. Continuité et C°-conjugaison . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

Commentaire :

Nous introduisons en i l'invariant Kg semi-continu supérieurement et tel que K.o(y)==o si et seulement
si y est C°-conjugué à une rotation. Grâce à cet invariant, on montre en 2 que, pour tout aGR—Q, 0^ est résiduel
dans Fâ. En 3, nous reprenons les contre-exemples G1 de Denjoy. Nous montrons que, pour tout a£T1—(Q/Z),
F^—03c est dense dans F^ pour la G^topologie. En (3.19), nous montrons que, pour tout e>o et tout aeT1—(Q/Z),
on peut construire des contre-exemples de Denjoy G2"6 et G2" ̂ proches de RQ(. De plus, nous montrons que pour
le module de continuité w(x)== OÇxÇLog i/^)14'5) (si x—^o et s>o) et pour tout aeT1—(Q/Z), il existe
,/eF^4'^—0^. Je remercie F. Sergeraert de m'avoir signalé l'existence de contre-exemples de Denjoy de classe G2"6.

En 4, nous montrons que, pour presque tout aeT1—(Q/Z), si w(x)== OÇxÇLog Log Log îfx)1'6) (si x—^o
et s>o) et /eF;^, alors/est C°-conjugué à R^.

En 5, nous construisons des contre-exemples de Denjoy C° et commutant deux à deux, ce qui a des applications
aux feuilletages par plans de T1 : il existe un feuilletage par plans de T^, de classe C°, ayant un ensemble minimal
non trivial.

Finalement, en 6, nous montrons que l'application réciproque de la bijection :

<D3c: geDiff^T^o) H- g-^R^ogeOS

est continue pour la C°-topologie. Nous verrons au chapitre suivant qu'en classe C7' ce n'est plus le cas {i.e. elle
n'est plus continue pour la CY-topologie).

Dans le cas C°, pour la conjugaison des homéomorphismes qui ont un ensemble de Cantor invariant, voir
Markeley [i]. On peut aussi prouver 5 en suivant Markeley [i].

Certains des résultats de ce chapitre ont été annoncés dans Herman [6].

i. Invariant de C°-conjugaison.

Remarque (1.1). — Soient o<r^œ (entier), et /eDiffoCP). On suppose que
/est C'-conjugué à R^eT^ soit /^-^R^ avec ^eDiff^T"). Il existe alors une
suite d'entiers (n^ tendant vers +°o avec i, tels que n^->o (mod Z^. Si î->4-°°5
fni==g~loR^og-^Id dans la G^topologie (DifF^T^ est un groupe topologique).
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(i.a) L'invariant Ky. — Soient o<_r<_-[-oo, et d, une distance définissant la
C'-topologie de Diffg^T»). Soit K, : DifÇ(T")^R+, défini par :

K,(/)=I^f^(/Md).

Si/eDTT") on pose K,(/)=K/7r(/)) (</•)=/).

Remarques (1.3). — û^l Si y est CY-conjugué à une translation, on a alors K.^(/)==o.
^ VGD^TP) est G^conjugué à une translation si et seulement si 7î{f) l'est.
c ) Gomme Diff^T") est un groupe topologique pour la C^topologie,

/^(/Md)eR^

est une fonction continue.
d ) Ky : Diff^TP)->R_^ est donc une fonction semi-continue supérieurement pour la

Çy-topologie.
e ) II en résulte que K^^o) est un Gg dans Diff^T^) pour la C^topologie (voir 1.4).
f) Puisque K^o, si /eDiff^T^ est tel que K^(/)=o, alors Ky est continue

en y. En effet, K;"^—oo, a[=K.y~l{[p, a[) est ouvert pour tout a>o.

Proposition (1.4). — Une condition nécessaire et suffisante pour que yeDiff°.(T1) soit
C?-conjugué (i.e. dans Diff^(T1)) à une rotation est que Ko(y)=o.

Démonstration. — La condition est nécessaire par (1.1). Montrons qu'elle est suf-
fisante. Si Ko(/)=o, il existe une suite d'entiers ^ telle que si i->+°°5 ^-^+°o d
^0(^5 Id)->o, î.^. f^-^îd. dans la C°-topologie; la suite {f^}^ est donc équicontinue,
et la proposition résulte de 11.9. •

2. Orbites par C°-conjugaison.

Rappelons que nous avons posé, pour o<[r<^œ et aeR :
F^/eDWIp^^a}

et 0^{g-loR^g\geDr(^i)},

ainsi que, pour o<_k<_r :
0^=0^nF;.

Evidemment : O^CF^. On a le

Théorème (2.1). — 6ï aeR—Q^, 0^ (resp. O^'0) ̂  mzû?^ rfû!̂  F^ (resp. F^) ̂ r
/a G0 (resp. G^-topologie.

Démonstration. — D'après (1.4) :
O^Ko-^o) nF°, et O^Ko-^o) nF^.
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Or, Ko-^o) est un Gg (pour la C°-topologie) (voir 1.4), donc 0°, (resp. 0^°) est un G s
dans F^ (resp. F^) pour la G°-(resp. Gl-)topologie. Gomme F^ est dense dans F^
(resp. F^) pour la C°-(resp. Gl-)topologie par III.4.4, on conclut par le théorème
de Denjoy {i.e. F^=0^°) que 0°, (resp. O^'0) est dense dans F^ (resp. F^) pour
la G°-(resp. Cl-)topologie3 d'où le théorème. •

(2.2) Rappelons que nous avons posé

P^DW-Intp-^)

qui est donc fermé dans D'(T1) pour la G'-topologie. En utilisant III. 6.3, le même
raisonnement qu'en (2.1) conduit à la

Proposition. — Ko-^nF0 (resp. Ko-^nF1) est résiduel dans F° (resp. F1) pour
la C° (resp. C^-topologie.

3. Exemples de Denjoy»

En suivant Denjoy [2] nous allons montrer que F^—0^'0 est non seulement
non vide pour tout aeR—%, mais dense dans F^ pour la C^topologie.

Théorème (3 .1) .— Pour tout aeR—Q^, F^— 0^° est dense dans F^ pour la C^topologie.

Corollaire (3.2).— Pour tout aeR—Q^, F^—0^ est dense dans F^ pour la C°-topologie.

Démonstration de (3.2). — Cela résulte de III.4.4.
T n""1

On peut aussi le voir ainsi : si/eF^, on pose, pour n^î, TzeN, ^=- S (/'—îa);
n i==o

d'après VII. 2 .2 , si 72-^+00, fn=^ofoh^l^R^ dans la G°-topologie.
Si l'on montre qu'il existe un /eF^—O^ (ce qu'on verra en (3.11)), on conclut

que F^—0^ est adhérent à R^, et il suit que F^—0^ est dense dans F^. •
Commençons par deux lemmes pour démontrer (3.1).

Lemme (3.3). — Soient D^ et Dg deux ensembles denses dans [o, i] (resp. dans R), et
f: D^-^Dg une application surjective non décroissante (resp. strictement croissante) ; / se prolonge
en une fonction monotone non décroissante (resp. strictement croissante), continue de [o, i] (resp. R)
sur [o, i] (resp. R).

Démonstration. — II est élémentaire que/se prolonge en une fonction non décrois-
sante (resp. strictement croissante), qui est continue puisque /(Di)=Dg est dense, et
que l'image de toute fonction monotone sur [o, i] non continue évite un intervalle. •
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Lemme (3.4) (d'après Mané). — Pour tout /eDiff^(T1), il existe un x^eR tel que
sup(D/"(^))=A<+oo.
nez

Attention : Si / est G°-conjugué mais non C^conjugué à une rotation irrationnelle,
supILogD/^l^+oo; cf. IV.4.1 et IV.6.1.
n C N

Démonstration. — Soit F l'ensemble des /eDiff^(T1) qui ont cette propriété.
Montrons que F est fermé pour la C^topologie. Soit (/),^ une suite à valeurs
dans F et tendant vers /eDiff^T1) dans la G^topologie. Soient x, et n,eZ tels que

WW > M,/2, avec sup (D/^,)) = M,< + oo.
nCZ

Quitte à prendre une sous-suite, on peut supposer que la suite (Y^)),^ converge
vers j^eT1. On a alors sup (D/^))^. En effet, sinon, il existerait un neZ tel

nez
que 'Dfn{y)>2, et, pour i assez grand, on aurait D/^/^)^. Il en résulterait que

D/r^)= D/W^)). D/^) > 2 ̂ > M,,
ce qui est absurde. Il suit que /eF, et que F est bien fermé. Or, si /eDiff^.(T1)
e! PC/^Q./Z, on voit facilement que /eF (cf. XII. 1.5); par III. 6.2.1, F est
donc un fermé dense dans Difî^(T1) pour la G^topologie, et F=Diff^(T1). •

(3.5) Pour démontrer (3.1), il suffit de montrer que, pour tout feî\ qui est
C°-conjugué à R^, il existe une suite (/), ç „ C î\ - 0°, qui tend vers/dans la C^-topologie.

par (3-4)5 quitte à considérer R^o/oR_^ pour un À, on peut supposer que

supÇD/^o^AK+oo.
nez

C'est ce que nous ferons par la suite,

On posera a^/^o) et a,=a^-[aje[o, i [, où [aj est le plus grand entier <_^
La suite (aj^z est dense dans [o, i] puisque/est supposé G°-conjugué à R^.

(3.6) Principe de la construction.

Nous suivons Denjoy [2], ainsi que l'exposé de Rosenberg [i] (d'après Milnor
et Schweitzer). Rappelons que si ^eD°(T1), p(^)==aeR—Q^, et si/est G°-conjugué
à R<,, alors il existe h==Id+^ (9^C°(T1)), continue, non décroissante, et telle
que hog==foh (voir II.7. i).

Si g n'est pas G°-conjugué à R^, h est constante sur chaque composante connexe
d'un ouvert U, dense dans R; R—U (mod i) est un ensemble de Cantor. Remarquons
qu'alors A(U) est un ensemble dénombrable dense invariant par/.

On construit d'abord R—U (mod i), puis A.
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9n
0

0 OLn^fW an+ls^tO)

On posera :
J^+p=In(modi)

g\în==gn : In -̂  ̂ +1 (mod I) et hof==fok.

Ensuite U sera Int U A~l(a„+^) avec n,peî. Puis on déterminera g par hog==foh
{i.e. g envoie J^ ==A-l({a„}) sur J^ ); on prouvera le théorème grâce à un choix
convenable de l'ensemble de Cantor.

(3.7) Construction d^une suite.

a)

b)

c)

On se donne ->T]>O; il existe une suite (^)nez de réels positifs qui vérifie

S ^D/^-^+O);
n£Z

^n+l
I ;lim

n-^±oo /»

•-n+lsup ——-i <73<-.
nez s

Exemple (3.7.1).—II suffit de prendre e>o, k>o grand, û>o, et de considérer

^-F-l noter que, si n-^±oo, -n-l--I = 0 , — 1 — ) et
' \ ^n \1 7 ^ 1+ ^ /\

n (è+i^D^ogdni+è))1^^
que S ^D/^o^+oo puisque sup(D/n(o))<+oo|.

^2 nez /

74^

aussi
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(3.8) Construction d^un ensemble de Cantor de mesure nulle dans [o, i].

On suppose, ici, que la suite (<^çz est telle que ^== i (on s'y ramène en consi-

( t \ \dérant la suite -n \ |.
^/nez/

Considérons la mesure À= S /nIyn(o)8a (où ^ est la mesure de Dirac. - . nez " "concentrée en aj.
On pose I,=IA,^], avec ^=X([o,aJ) et ^=(^+Wn(o))=À([o, àj)

(éo=o, c,=^ b^= S ^Wo)).
{p|a^,<a^}

K==[o, i ] — ( U Int IJ est de mesure de Lebesgue nulle; de plus, c'est un
ensemble de Cantor dans [o, i], puisque (aj^çz est dense dans [o, i]. On pose, pour
xe[o, i]—{aj7zeZ}, ^(.^^([o, x]) ; h~1 est strictement croissante et sa fonction
réciproque h se prolonge, par (3.3), en h: [o, i]->[o, i], continue, monotone non
décroissante et telle que I^A"'1^^}).

(3.9) Construction d^un ensemble de Cantor de mesure positive dans [o, i].

On considère toujours la mesure

^A4^^^'

mais on prend ici Â- l(^-——^+À([o, x])) pour ^{aj^z et I^=[A,<], avec

^Y^^+^aJ) et ^è^^^^.

On définit alors h et K comme précédemment.

(3.9.1) Noter que h a les propriétés suivantes :
a) Pour tout £i>o, il existe 6>o tel que, si ^<6, alors |A—Id[co<£i.

b ) Si AC [o, i] est w-mesurable {m = mesure de Lebesgue), T^Â^A^E^^———m{A)
(il suffit de le vérifier pour un intervalle). I

c ) Si B C K est borélien, alors w(B)==o si et seulement si w(A(B))==o.
d ) h et h~1 sont ^-presque partout dérivables et on a w-presque partout T)h~l==——

et DÂ=(i +^)^K5 où ZK est ^ fonction caractéristique de K. Remarquons aussi
que h est lipschitzienne.

(3.10) Définition de h et U û?û̂  les cas (3.8) ^ (3.9).

On pose, pour xe[o, î] et peZ, h{x+p)==h{x)+p et Ja,+p=A~3(an+^)
pour n et j&eZ.
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On a J^ +p==I^ (mod i); de plus, les intervalles J^ ^y sont deux à deux disjoints,
et d'intérieurs non vides; U== U Int(Ja 4-^) est un ouvert dense dans R, et
R—U==K (mod i) est un ensemble de Gantor. (Si TT : R->T1 est la projection cano-
nique, 7r(R—U)==K=7r(K) est un ensemble de Cantor de T1.)

( 3 . 1 1 ) Construction d'un homéomorphisme.

Pour tout neZ, on choisit un homéomorphisme croissant g^ de Ja sur J^ . On
définit^, pour peZ, par gn\j^^=gn+p (i.e. gn{x + P) ̂ = gnW + P) ' On définit ainsi
une application g de Uja +p dans R qui est strictement monotone; d'après (3.3), g se
prolonge en un homéomorphisme de R. Evidemment, g(x) + i ==g{x + i) pour tout ^eR,
donc ^eD°(T1). De plus, hog==foh (puisque cette égalité est vraie sur U, qui est
dense dans R). Or, cela implique par II. 2.10 que p(^)==p(jf)==a. Soit y Phoméo-
morphisme induit par f sur T1. On vérifie sans peine que l'ensemble de Cantor
K = R — U (mod i) est l'unique ensemble minimal invariant par y, donc ^eF^—0^. •

(3.12) Construction d^un difféomorphisme de classe G1.

Rappelons que g^ est un homéomorphisme croissant de Ja sur J^ et que l'on
a posé :

gn\J^p-gn\3^+P Si pEZ.

On note les extrémités de l'intervalle Ja +p par 8{J^ ^.p).
On peut prendre pour g^ un difTéomorphisme de classe C1 vérifiant, si

^n{x)==:^~l—^"3 ^es conditions suivantes :lyK)
a) si ^eâj^+y, ^(A:)=I;
b) si 7z->±oo, alors \^{x)— 11^= sup I^M— i |->o;

^ein
^ les ensembles de Gantor sont construits comme en (3.8) et (3.9).

Proposition (3.13). — g est un difféomorphisme de classe C1 (i.e. f^V\—O^'1) et
'Dg{x)==^{x), où :

rï{x)=Dg^x) si ^ej^+p, ri et ReZ;

^(x)=Dfoh(x) si xeR—U.

Démonstration, — On vérifie sans peine que Dg existe sur l'ouvert dense U et se
prolonge par continuité en la fonction proposée.
Cas de F'ensemble de Cantor de mesure nulle construit en (3.8).

Il faut d'abord vérifier que g est absolument continue sur tout intervalle compact;
comme g est à variation bornée sur tout intervalle compact il suffit de vérifier que, pour
tout borélien A de ^-mesure nulle, m(^(A))==o. Or, sur l'ouvert U de w-mesure pleine
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de R, g est un difféomorphisme de classe C3, m(R—U)=o et ^(R-—U)=R-—U; g est
donc absolument continue sur tout intervalle compact de R. Il en résulte que
g{x)==g(,o')+j^Dg{t)dt. Or, Dg==Dg^ sur J^+p, donc Dg{t) est m-presque partout
égale à la fonction 7](^) proposée (puisque c'est vrai sur U qui est de m-mesure pleine).
Par conséquent g{x)==g{o)-\- ( r^(t)dt^ mais 73 (t) est continue et T](^)>O, donc ^eD^T1),
et même 'Dg{x)=='ï]{x) si ^eR.

Cû^ ^ ^ensemble de Cantor de mesure positive construit en (3.9).

D'après (3.11), hog==foh. Pour montrer que g est absolument continue sur
tout intervalle compact le même argument est valable, puisque, si ACR—U est un
borélien de ^-mesure nulle, alors, par (3.9.1) c ) , mÇg(A))==o. De plus, par (3.9.1) d ) ,
'DgÇx)==Dfoh{x) pour m-presque tout xeTi—U. Le même argument que pour l'ensemble
de Cantor de mesure nulle montre que g est un difféomorphisme de classe C1 et D^=T]. •

(3.13) Noter qu'avec les notations de (3.12) on peut écrire :

Dg{x)=^{x).Dfoh(x),

avec ^W=^W si ^ejo^+p
et ^(^)==i si ^eR—U.

^ est continue, positive, et l'on a (la limite étant uniforme) :

^)-i= S (^)-I)GCO(TI).
w E Z

(3.14) Démonstration de (3.1).

Proposition. — Pour tout s>o et tout/comme en (3.5), il existe g^î\—0^ tel que
iD^-D/ic.^e.

Démonstration. — On choisit la suite (^)^çz comme en (3.7)3 et telle que l'on ait
l== S ^'Dfn{o)<Q, Q étant définie en (3.9.1) a). On construit l'ensemble de Cantor

nez
comme en (3.9). On suppose que le Ci de (3.9.1) a) est assez petit pour que :

[D/oÂ-D/-|c.<|.

On construit g comme en (3.11) et (3.12).
Définissons gn comme en (3.12). Pour cela, on choisit D^ sur !„ (on rappelle

que ^gn\s^p=^Snïn puisque D^ est Z-périodique) ; soit, pour xe\ :

D^W=D/(aJ^W,

avec ^{x) == ï + k^x-b^) (^- x).
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On a ^—^^D/^o), où ^=^(i+^)-1 si l'ensemble de Cantor est de mesure
positive et ^==4, si l'ensemble de Gantor est de mesure nulle; g^ s'obtient sur !„
par intégration, et, puisque & : 1̂  -> I^+i (mod i) :

^D^^^Dy-^o),

d'où : A-G^-I'I——î——..n \^ ;(Dr(oK)2-
II suit que :

(3.X4.I) ^M-i^e^-i)^-^^^)
\ ^ ; (D/"(o)02i / \2 •

W^J

Onadonc: |^)-i|i^3 ̂ -i ^T^I.
2 ^ 2

^
Comme ^Hm^ n—^ == î, par (3.13), ̂  est un diffeomorphisme de classe C1 (i.e. geF^—Oy).

n ^
Comme I ^ M — i Icocr)^-^ si Y] est assez petit, on a

1^-D/lco^c. •

Le théorème (3.1) résulte de la proposition précédente et du lemme suivant :

Lemme (3.15). — Soient/^ et /a dans F^, avec aeR—Q^ ^ ID/i—D/^lco^e; ^ a
l/i-Alco:^.

Démonstration. — Par 111.4.1.5, il existe A:oe[o, î] tel que (/i—/2)(^o)=o
(puisque /lo/g"1 a un point fixe), et il suffit d'appliquer la formule de la moyenne
\{fl—f2)W\<.^\x—Xo\ pour conclure. •

Remarque (3.16). — II n'est pas difficile de voir que tous les ge'F^—01,0 construits
en (3.11) et (3.12) sont G°-conjugués entre eux, et même, si l'ensemble de Cantor K
est de w-mesure nulle, sont conjugués par un homéomorphisme h absolument continu
ainsi que h~1 (par le même raisonnement qu'en (3.12)). Markeley [î] a étudié le pro-
blème de la C°-conjugaison des contre-exemples de Denjoy : soit ^eDiff°(T1), tel
q^ PC?l)=aeTl—(Q7Z), et ayant un ensemble de Cantor minimal F^+0 invariant.
Soit Ai:'!11-^1, continue, monotone, telle que ^(o)==o et h^og^==R^oh^. Soit
^(^—F^^DI, qui est un ensemble dénombrable invariant par R^. Le nombre
d'orbites de l'action de R^ sur D^ est, soit fini, soit dénombrable (voir Denjoy [2]).
Dans l'exemple (3.11) et (3.12), nous avons construit D^ comme l'orbite de o
suivant R<,. Soit ^eDiff^(T1) tel que p(^)=a^R-<l et ayant Fg comme ensemble
de Cantor minimal invariant. Soit h^T'^—î'^^D^. Une condition nécessaire et
suffisante pour que g^ soit C°-conjugué à g^ est que D^R^Dg) pour un CeT1.

Problème. — Lorsque ̂  et g^ sont des difféomorphismes de classe C1, trouver une condition
nécessaire et suffisante pour que g^ soit ^-conjugué à g^.
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(3.17) Exemples de Denjoy et module de continuité.

Rappelons que, si w : [o, i]—^[o, i] est un module de continuité, on a posé :

kM— 9(j01C^T1)- <peC°(T1) sup <+00
|o<|^-î/ i^ i w(\x—y\)

et Dl+w(rrl}=={feDl{Tl) \ D/eG^T1)}.

Remarquons que D14'̂ !11) est un groupe et que si feDl+w(Tl), alors Log D/eG^T1)
(cf. IV. 3). Prenons, dans (3.7) à (3.14), /=R^; on considère une suite (4)nez comme
en (3.7), et le ^eF^—O^'1 construit en (3.14) (l'ensemble de Cantor étant ou non
de m-mesure nulle). Dans ce cas, D^=^ (et, si xeK, Dg{x)==i puisque DR^(o)==i).
On peut remarquer que, si l'on fait la construction avec un ensemble de Cantor de
mesure positive, le h tel que hog=R^oh est ici lipschitzien.

On suppose que w est un module de continuité tel que :

W sup
nez

^+1
7^<+00.

^(0
On supposera, sans nuire à la généralité, que la fonction w{x)fx est décroissante.

Proposition. — La fonction g construite de (3.7) à (3.14) en perturbant f==R^ est telle
que ^eD1^!11) (Le. ^eF^—0^) si et seulement si la condition Çt) est vérifiée.

Démonstration. — Si on a la condition {t) il suffit de voir que

^)-i =^ ̂  (^-lîeCW.

Par ( 3 . 1 4 - 1 ) ^

|D^W|^6 s»+i
i"

et on voit que :

Ik-1^^ ^p
0<x-y<_l

kW-^)
w{x-y)

< "n+l

^(0
On a bien D^—ieG^T1), puisque Dg—i est limite uniforme de S^ (^—I)eCW(T l)
et que (les ^n—i ayant des supports disjoints deux à deux) :

—N

^(^n-1) le-^2 SU? |^-l|(^I2SUp -n——1 -I 7T<+CO.
•—N nez nez ^(0

La réciproque de la condition {t) est immédiate.

(3.18) Si l'on prend, comme en (3.7.1), la suite {Qnez définie par :
<^/(H+^(log(H+^)l+^

alors, pour tout £'>s, on vérifie que le module de continuité w(A:)==0(A:(log-)
(si x->o), remplit les conditions de (3.17).

i+e'\
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Remarque (3.19). — Prenons la suite (/„) (qui dépend de ^2, keR) comme

en (3.18) avec ̂ =^^^^^^; pour tout k^ et tout aeTi-(%/Z),

le g^e-F^-O0^ construit de (3.7) à (3.14) (avec w{x)=0{x(\og i/a:)^6') vérifie:

(i) si A->+co, ,?(A)->R, dans la C^topologie;
(ii) sup|D^(A)[c»,<+oo.

k^_2

II en résulte, par VII. 2.7.3, que pour tout e>o, tout aeT^QyZ) et tout
voisinage V^ E de R, dans la G2-apologie, il existe ^eV^n^-6 non C°-conjugué
à R-.

4. Théorème de Denjoy et module de continuité.

On reprend les notations de (3.17). Commençons par remarquer que si w
est un module de continuité différent de 0{x) {i.e. de Lip^ ou lipschitzien), alors
D^Tr)nD^b(Ti) est maigre dans D^(T1) pour la G1 ̂ -topologie (il suffit en
effet de construire un yeC«'(T1) qui n'est pas à variation bornée, ce qui est très
facile par séries de Fourier, par exemple). D^^T^nD^-^T1) est aussi maigre dans
Di+vb î) pour la G -̂topologie.

En (3.17) et (3.18), pour tout ocer-^^/Z) et e>o, on a construit des exemples
de Denjoy ge-F^-O0^ pour w(x)==0{x{Log i/;c)1-6) (si x^o). On voit très faci-
lement qu'on n'arrive pas à construire de gef^-O0, de module de continuité
w{x) =0{x{Log i jxY £) et vérifiant D^ = i sur l'ensemble de Cantor minimal K de g.

Nous nous proposons de montrer dans ce paragraphe qu'il y a vraiment des
obstructions.

(4.i)Onsedonne/eDiff^"(T1), pC/^ae'r-^/Z) et on désigne par (?) -„
la suite des dénominateurs des réduites de a. On suppose que, mod i,/a un ensemble
de Cantor K invariant. Soit Iy une composante connexe de T—K. Considérons,
pour neZ, les intervalles, disjoints deux à deux, I^=/"(Io); on pose t-mesure
deHaarde/"(Io). On a :

(4.2) ^t^i (cf.. II.7.3).

(4.3) On pose w(x)==x^x), et on suppose que 71 est décroissante avec
hjn^)=+oo.

Lemme. — II existe une constante c>o, telle que, quels que soient xeîy et neff, on ait :

D/9"^)^ exp(-c sup ^)).
O^t^în
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Démonstration. — On reprend la démonstration de l'inégalité de Denjoy-Koksma
(voir VI. 3.1). Soient pi Punique mesure de probabilité invariante par/, et

h{x)= \ d\L (mod i).
•J o

On a hof=R^oh. Faisons la démonstration si n est pair (le cas n impair est analogue).
Soit Zo==h{Io).

~y
Vo

^Wn

un

On pose Vo=A-l( ^^o+JL ) et, si i<i<^-i, V^A-1) ^+i, ̂ +^+-I

\L ?nJ/ ~ ~ \J în ?n

Soit ^ la mesure de Haar de V,. Par V.8.I, pour tout o<^^<^—i, il existe
unique k, (o <_ k, <_ q^ — i ) tel que /fcî (Io) C V, donc v, ̂  4 .̂. D'après VI. i. i,

f \ogDf(x)d^{x}==o et f^=-1- .
JT1 */V, ?n»/T1 */V, î/n

Par le même raisonnement qu'en VI. 3 .1 , on a, si X^IQ :

|LogD/^)|^Y sup |LogD/^)-LogD/(^|;
^o 2,yev,

puisque Log D/e G10 (T3), il existe une constante c>o telle que l'on ait, pour tout XCÎQ :

ILogD/^MI^/S^^^/S'^Ti^)
ffn-1
: S
i-0

ffn-1

i"=0 <=0<=0

^^( S v^ sup •y](y»)^^ sup •y}(^)_<^ sup T](^). •
i-O O^i^î^ O^^în o^i.^?n
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(4.4) Soit ael^—ÇQ^Z) satisfaisant à la condition :

(*) sup^^+oo;
n^l n

par V.9.5, w-presque tout a satisfait (*).
On se donne le module de continuité :

( / iV"^w{x)==0 x^ Log Log Log- j j, si x->o (o<s<i).
\ x ) 1

Théorème. — Soit /eD14-^!11) ; si p(/) =06^—0^/7 satisfait à la conditior (*),
f est C°-conjugué à R^.

Démonstration. — Par l'absurde. On suppose comme en (4.1) que y n'est pas
C°-conjugué à R^, et on considère les intervalles !„.

/ Los W \
On a l^^k", avec k==MinDf{x) et même, p a r V I . i . i , lim ———==0.

x l n-> +00 ^ j

D'après la condition (*), on a, poar n^-2 :
sup 7î(^)^^(LogLogLog ilk^Y-^c^Logn)1-^

0^*^?n

où les Ci sont des constantes positives (pour î=i , 2, 3).
On obtient finalement par (4.3), si n^>_2 et xelo :

D/^^)^^-^10^)1"6.

Or ^ =^D/^(^)rf^ ^^C3(lo&n)l-e;

donc Ï^^Ïe- c^o^l~e == +00,
n==2 '" n=2

ce qui est contraire à (4.2); par l'absurde, le théorème en résulte. •

(4.5) On démontre de façon analogue le théorème suivant :

Théorème. — Pour tout aeR—Q^ il existe un module de continuité w^ différent d^un module
de Lipschitz, tel que, si /eD^^ÇT1) et p(/)=a, alors f est C^conjugué à R^.

5. Contre-exemples de Denjoy de classe C° et commutant.

La proposition suivante résulte aussi de Markeley [i] :

Proposition. — Soient neN, et a==(ai, . . ., aj n nombres tels que (i, 04, ..., aj
soient indépendants sur Q^ (i.e. mod i, que {a^, ..., ayj soit libre dans le î-module T1) ; il existe
des fieT^-O0^ (i^Kn) vérifiant f,of^of, pour ï<i<_j<_n.

Démonstration. — On construit facilement une fonction h : R->R, continue,
non décroissante et telle que, pour tout .veR, h{x)-{- i=A(^+i ) , que pour tout
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P^^Piï • • •^A+i)62^1? Jp=^~ l(Aal+... +Aan+A4-l) soit un intervalle d'intérieur
non vide, que les J^ ...,p^ soient disjoints deux à deux et que U= U ^ Intjp soit
un ouvert dense dans R. On a évidemment :

J(pl,...,p„.o)+A+l :=J(pl,...,^l)•
Soit K==R—U; K est invariant par Rç si qeZ, et 7r(K)==K est un ensemble

de Gantor dans T1. On construit/i comme en (3.11) en perturbant R^ par A, avec cette
différence que, pour tout (j&i, .. . ,A? o)6^4'1, on choisit un homéomorphisme croissant
^J^i,...,^) ^Jhi+i, ...,^,o) et l'on détermine/i sur U par /i^+A+i^A+i+AW^
A-n^Z; /i se prolonge en /ieD°(T1), et Ao/i=R^oA; il en résulte que p(/i)==ai
et que, si /i=7r(/i), on a A(K)=KCT1 et donc 7i^F°a,-00 .̂

Supposons par récurrence qu'on ait construit, pour î<_k<_n, Yi, .. .3^ satisfaisant
à la proposition. On construit /^i ainsi : pour tout (o, .. ., 0,^+15 - • - î A ? (^Z^^
on choisit un homéomorphisme croissant de J(o, ...,o,p^, ...,^,o) sur J(o, ,.,^^+i,.,,^,o);
on déterminerai sur U L par la relation

(o,...,o,p^, ...,^^i)

A+l^+A+lî^n+l+A+lW.A+l6^

Ensuite, on déterminerai sur J(p ^ ^ ^ ^ ) par la relation

f^lW=Âplo . . • oAW.+10/l^o . . . o/,-̂ )

^eJ(pl,...,^l,...,^^)•

On a ainsi défini y^ i strictement croissante sur U;fj,^^ se prolonge en ^^ieD°(T1),
vérifiant hof^^==R^oh, donc pÇA+i)""10^! P3-1 'II-2-Io- on a ̂ ^i f^fk+i^fk+i0^
pour I^ Î^A+I par construction (c'est vrai sur U, qui est dense). Ceci achève la
récurrence. •

6. Continuité et C°-conjugaison.

Soient aeR—Q^, ./eF^, et [L Punique mesure de probabilité invariante par/"
sur T1 (voir 11.8). D'après II. 7.1, il existe A = I d + ^ (^eC°(T1)), non décroissante,
vérifiant hof==R^oh. Si l'on impose que (x(^)= f ^rfpi=o, h est unique. Soit ^
l'application qui à /eF^ associe cet unique (peC°(T1). On a la

Proposition (6.1). — ^ : F^ -^ G°(T1) ^ continue pour la G°-topologie.

Démonstration. — D'après IV. 5.2 :

^^n!"̂ "̂

avec SJ/)=^-^(^^o/•)==^21(/l-^•a-Id),

I"-1

donc \W)-W)\,<_ - S ^o/< .
K »-0 o

J5-?
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Or, pour n fixé, ./V->S^(/) est continue pour la C°-topologie. Soient q^ les dénominateurs
des réduites de a. Puisque Â = = I d + ^ est monotone non décroissante, ^ est à variation
bornée et Var(^)<_ 2. Par l'inégalité de Denjoy-Koksma, VI. 3, on a, puisque | ^ ̂  Û?[JL=O :

l^^-SJ^Io^VarOp)^2

'm iM

Si %->+oo, y„-^+005 ^a(^) est limite uniforme des applications continues f\->Sq {f)
pour la C°-topologie, donc f^->^^{f) est continue. •

Soit D°(T\ o)=={AeD°(T1) |A(o)=o}; rappelons que, si aeR—%, l'applica-
tion O^D^T^o)-^ définie par O^^A^oR^oA est continue pour la topologie G0;
c'est une bijection d'après 11.3. Soit (0^)~1 la bijection réciproque de 0^.

Proposition (6.2). — (O^)""1 : 0°, -> D°(T1, o) ^ continue pour la C°-topologie.

Démonstration. — Soit H : D°(T1) -> D°(T1, o) l'application continue :
AeDW^Â-ACo);

on a (<I)^)- l==Ho(^4-Id), et ^ est continue par (6.1). •
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Commentaire :

Les résultats principaux de ce chapitre se trouvent en 4 (et ont été annoncés dans Herman [6]). On montre
que pour a6=R—Q et i_0<+oo» 0^ est maigre dans F^.

On montre aussi que, si a est un nombre de Liouville, 0^ est maigre dans F^, et si a n'est pas de type constant,
0;'^nO^ est maigre dans 0;.

Un sous-espace maigre d'un espace de Baire peut être néanmoins dense (exemple Q dans R). C'est l'objet
de la conjecture en 7, à laquelle nous donnons une réponse partielle. Notons que la famille de difféomorphismes
de PSL(2, R) intervient seulement par la proposition (1.1). Les suites construites en (3.4) montrent que si r^. î
et si a€=R—Q, la bijection continue pour la CV-topologie :

geD^T^o) K ^W^g^oR^ogeO^

n'est pas un homéomorphisme sur son image (î.e. la bijection réciproque n'est pas continue pour la C^-topologie).
Note. — Un ouvert C^ d'un sous-espace de D°°(T1) veut dire un ouvert induit sur ce sous-espace par la

C^-topologie.
On suppose dans ce chapitre que i<_r^_-\-<x> est un entier ou r = = + o o .

î. Les difféomorphismes de PSL(2, R).

PSL(2,R)=SL(2,R) /{—i,+i} agit effectivement sur D2^] [;?[<^} par

z^e2^.——=—, avec XeT1 et [a^i. C'est même le groupe des transformations
î — a z

biholomorphes de Int D2.
Chaque élément définit sur Sl==8'D2=={zeC\ \z\ == î } un difféomorphisme C°

(isotope à Id) de S1; soit PSL(2, R) <-^ Diff^(S1).
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Proposition (1.1). — Soit f un difféomorphisme de PSL(2, R) qui r^a pas de point fixe
sur S1 (p(/)=t=oeS1); alors/est C^-conjugué à une rotation.

z—a
Démonstration. — Si f{z)==e.——:—, et û+o, fa. deux points fixes (comptés

i —az
avec leur multiplicité) sur C, a^ et ûg, et on voit que \a^\ \a^\ = i ; si y n'a pas de point
fixe sur S1, on appelle a^ l'unique point fixe avec [ a^ \ < i.

y est alors conjugué sur D2, dans PSL(2, R), à une rotation de D2 : ——z^-ofo——=-1-
. i—a^z ï+a^z

est une rotation z\-^^z avec P=-T-(ûi) ( | (3 |== i ) . •
dz

Supposons que ae\ —-, - (aeR); a\->——— définit sur S1 une famille G° de
L 2 2J i — a z

difféomorphismes, qui est l'identité pour a==o, et qui pour â=+=o ont deux points fixes
^ = = ± 1 sur S1.

(1.2) Soit f^ = Id + (p^eD^T1) cette famille, que l'on remonte à R. On supposer
i i ,, z—a

choisi tel que, si ae\—-, - , ç>{fa)==°' Soit <po(o) ==o. Si on relève ^2WX

i — a z2 2
on obtient R^o^.

(1.3) Donc aE\-1-, ^1 ̂ eD"^1) est une famille G", telle que f^là et
L 2 2j

telle que, si p(R^o/J^Z, R,o/, est C'-conjugué à R, (oc==p(R,o/J).

Lemme (1.4). — Pour tout entier o<_r<-\-co, il existe une constante Cy>o telle que

^I^ID^IoS^M.

Démonstration. a ̂  —————— est un groupe à un paramètre de difféomorphismes
i—{thd)z

de S1. Il en résulte que —( /a ) l a==o est 1e générateur infinitésimal de ce groupe à un
ôa

fa\ a=o est une fonction dans C(Ù(T1), non nulle. Par suite,paramètre, donc —a

à ^ Saa==0

(D'cpjj^o est une fonction non nulle de (^(T1). Pour o^r<+oo, on a D^o^o.au
Si û->o, on a liminf

Si a 4=0, on a ^ =f=o pour o<r<+°o.
0

^ +0.
0

II en résulte, pour o<r<+oo, qu'il existe — tel que [D^Jo^/rM P0111"
Ur C«r

-^, î- . L'inégalité dans l'autre sens résulte de la formule de la moyenne :ae

[D^MI^ID^W-D^WI^/ Max -^{x)\\.\a\. m
^ae[-^]
\ a;en
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2. Revêtements finis»

Soient <?eN, et h^x)==qx\ hq est l'homothétie de rapport q, ÂgeDiff°(R) (y+o).

(2.1) On a rhomomorphisme de groupe ou du revêtement fini d'ordre q pour
o<^r<^œ défini par :

/eDW ^/^o/o^eD-CP).

Si y'eD^T1), y=Id+95 y(^)=A:+-ç(?^)- On a les propriétés suivantes :

(2.2) p(^loR,o/o^)=p(^+^ pourrez.

(2.3) Si/est G'-conjugué à R<,, alors A^oRpo/oA^ est C'-conjugué à Ra/ç+p/r

(2.4) Si p(/)==o et /+Id, alors (A^oÇR^oA^+R,.

Démonstration :

(2.2) résulte de ce que, si weN, on a :
(^oR^o/o^-Id^ ^ (^-Id^

^ q qn !

. {f-^oh, p(/)
donc. si n->+005 ———————"^——•

^ ?
(2.3) résulte de ce que, si f==g~loRotog avec ^6Dr(Tl)5 alors

h^oRpofoh^g^oR^^o^

avec ^A.-^^o^eD^T1) (par (2.1)) .

(2.4) se prouve par l'absurde : si {hq'loRpofohq)q==Rp, alors on a Rpço/^Rpç,
soit /^Id; mais comme p(/)==o avec /^Id, / a un point fixe; il en résulte que
fq^là. pour tout yeZ—{o}, d'où une contradiction.

(2.5) Rappelons que nous avons posé
Or=={feDr(Tl)\f est G^conjugué à une rotation}.
(Y est l'adhérence de 0'' pour la CY-topologie dans D^T1).

Proposition. — Pour tout pIq^Ç^ donné, il existe une application continue 0 pour la

G^-topologie, ae\ —-, - h-> 0(û)e000, ayant les propriétés suivantes :

1) pour tout ûe[^,^], O^eD^T1), p(0(û))==j^;

2) si <7==o, <D(o)==R^;
3) si fl+o, <I>(û) est non périodique (i.e. j^r T1, ^){a) a un nombre fini de points périodiques).
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Démonstration. — Soitf^ défini en (1.2)3 et considérons le chemin G0 :

^Z-^oR.o/^eD^T1).

Soit \^[a) l'unique élément de R tel que R^(a)o^eF^ {i.e. seles mi-
stables en avant). Le chemin a}-><S>{a) =R^ (û)oj^eF^ est continu dans la C°°-topologie
par III. 4.2. Montrons qu'il satisfait aux propriétés de l'énoncé. On a $(o)==R/ .
D'après (2.4)3 si ^+03 0(û) sur T^a un nombre fini de points périodiques. Il reste à voir
que 0(û)e0°°. Or, pour tout X>o suffisamment petit3 cf. 111.2.43 R^oO^eO"
par (2.3)3 car si p(R^o/J<^Z, alors R^o/^eO" par (1.1). •

3. Construction d'une suite de difféomorphismes.

Pour oceR—Q^, nous allons construire une suite de difféomorphismes ^eF^;
/, est G^-conjugué à R^, ̂ =^oR^o&-1 tel que, si î->+oo, fi->R^ dans la G'-topologie.

(3.1) Construction de la suite.

Soit aeR—Q^.

(3.1.1) Soient f^ défini en (1.2)3 et ^ une suite d'entiers tendant vers +003
lorsque î->+oo. Nous allons choisir a^->o {o<a^<_ 1/2) si i->-}-oo, choix dépendant
des approximations de a par des rationnels.

On pose :

(3 .1-2) /i=Vo^.o^.+a+\ f^i.e. fi{x)=x+^^x)+^+\\.

(3.1.3) On choisit pour \ l'unique élément de R tel que p(^)=a.

(3.1.4) On a f^ÇT1) et, par ( i . i) et (2.3), ^-&oR,o^1 avec âeD^T1, o).

Lemme (3.2).—Si ^->4-oo quand i—^+co (avec o<^<_il2), alors ̂  quand i->+oo,
f^->R^ pour la C°-topologie.

Démonstration. — II suffit de voir que3 lorsque i->-\-co, À^-^o. Or ceci résulte
de III .4.2.1. On peut le voir aussi de la façon suivante. Par II. 2.43 pour tout i il existe
un x,eR tel que ^(^)==R^(^).

Soit : I^I^^IÇa.MI^^IPjo^^,

donc, quand i->-}-oo, comme ^->+oo, |\.|-^o. •

Lemme (3.3). — On a, pour tout i, &oR^.o^l===R^..

Démonstration. — Cela résulte de (2.3). •
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(3.4) Cas général. — On suppose que si A/^Q., A^, ^eN et (A^n)==i.
Soit i<^r<+oo un entier donné. Soit oceR—Q^. Par Dirichlet (V.6.i), il y a

une suite A/^Q/. avec ft-^oo, si i-^+co (ft>2), et vérifiant |a-(A/ft)[<i/??.
On se donne o<s<i. On choisit alors :

a-
fi,r -1 + e •

Soit (f^ la suite construite en (3.1). On a p(^)=a; f, dépend de ̂ , donc de r^ i.

Zéwwzé? (3.4.1). — Si i->+oo, ûforj- ^-^R^ dans la C'-topologie.

Démonstration. — Pour r==o, c'est le lemme (3.2). Par (i .4) on a, pour i <k< r,
lorsque i->+oo : ~

ID^f—D^R 1 < ck -lillî- < —c^ <- c/c1 " "^i'îr^^^^^r
Comme o<e, si î-^+oo, [D^—D^RJo-^o pour tout k<_r. m

Par (3.1.4), fi=gioR^agi-1, avec ^eD0^, o). Posons, pour geD^T1), r^î :

Mr -ID^-I+ID^IO.

La proposition suivante affirme que (&) diverge dans le groupe D^T1).

Proposition (3.4-2). — Si i-^+co, ][^[[^+oo (rô /,=&oR,o^1).

Démonstration. — On a, par (3.3) :

(*) fi-^i-Si^og^-giO^ogr1'

Soit, pour xeJi :
i

-^+^+i?a,(^)-â(a+^lW)-^JA+^lwlï» yi \?i /
a——

On démontre la proposition par l'absurde. Supposons (quitte à extraire une sous-suite
que Pon appelle encore &) que pour tout i, |[&||^A<+oo.

Cas r==î. — En appliquant la formule de la moyenne au deuxième membre de (*) :

a-

M.

-^+^+^(^)

=Maxa;en a-^
ft

+\+-<Pa,(^)

<A Pia——
?.

^i-

SAi•
donc

On utilise le lemme trivial suivant.

Lemme. — Soit çpeG°(T1) avec XoeR tel que (p(^) =o; alors, pour tout ÀeR, on a

M^x[À+çM[^^[ç|o.

157



i58 M I C H A E L R O B E R T H E R M A N

II suit du lemme que M^—|?alo (puisque, pour tout a, ^{x) s'annule).
^y»

Par (1.4) on a -——H:<M,, donc, puisque a,==1-, ——-i^^M,. Or M^A-
2Co?t ft 2Go^ yf

On doit avoir ———rre^.^^? avec ^->4-°° si Î^+QO, ce qui n'est pas possible
^oft 8 ft

(puisque o<s<i est donné). Donc, par l'absurde, l l&ll i-^oo? si î->+oo.

Cas r>_ 2. — Dérivons (*) r—i fois :

ft A,r-l

Dr- l<pJ^)=Dr- lâ(a+^- lW)-â-+^ lW•ra^ïiy. -- \--- -^

On a, d'après IV. 2 .2 :

Dr-lâ(f+^lW)=SlDfcâ(<+^lW)•<P^W

r—1

= S ]
f c = l

pour i ^A^r—i , où 9^(^) est une fonction continue de C°(T1) indépendante de t,
avec sup |9i ^MIo^EyA^"^^"1^ Ey étant une constante dépendant seulement de r.

i./c

Donc :

<r
?z

^(r-I)E,A(3r-5)(r-l^l

-D^1^.^) < SD&&(a+^l^))-D^,(A+^l(^t-i ,̂ y

a-^
?.

<c
-7r

C étant une constante dépendant seulement de A et de r. Donc :

gl~1 i-nr-i^ i ^- ̂T"'" 9a••lo<7r
Or, par (1.4) avec fl.= ,_^J :

\ li )

^~\T)r-l., | ^ I

——IU Vo,lo2,< ^ ^•"'-a.^8-
On conclut que l'on doit avoir

i ^
P /y^6—^2 5

^r-1^ ft

avec G et Gy_i des constantes; mais, si î->+°°5 ^->+00 et o<s<i est fixé. Il en
résulte que l'on a une contradiction. Par l'absurde, si î->+°°5 llâ||r'~>~^oo• •
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(3-5) a nombre de Liouville.

Soit aeR—Q^ un nombre de Liouville (voir V.6.6). Pour tout î'eN, il existe

A/^Q^ ft^2, avec a—-1 <-^ on a, si i-^+oo, ^-^+00.

Soit^ construit comme en (3.1), avec ^=-^ /*=&ORa<^S ^eD^ÇT1, o).
En utilisant (1.4), on a le ^

Lemme. — Si i-^+oo, j^->Ra dans la C^-topologie.
Et par une démonstration analogue à (3.4.2), cas r== i , on a la

Proposition. — Si î->+oo, |D^ o""^00-

(3.6) a non de type constant.

Soit aeR—Q^, a non de type constant.
V.6.4, 9 : N->R, , limII existe, par V.6.4, 9:N->R+, .Um ç(î)=+oo, tel que rinéquation

i->+oo

P ^ ï

? ^9(?)

ait une infinité de solutions. Soit A/ft6^ ^ec ^.-^4-00 si î->+oo, et vérifiant

A|. ï<
^ ???(?*) *

Soit, pour r^2, ^ construit comme en (3.1) pour r^2, avec a^--
fi==gio^^gi~\ ^^^(T1)- Par (1.4), on démontre le ft

,r-l^
:. On a

Lemme. — Si z-^+oo, ^-^Ra ^^j ^ G^topologie (r^2).
Par une démonstration identique à celle de (3.4), en dérivant r — 2 fois l'iden-

tité (*), on a la

Proposition. — Si z->+oo, ||&||^_i->oo.

4. Catégorie de Baire des orbites.

Rappelons que nous avons posé, pour aeR :
F^/eDWipC/^a}

O^ig^og-^geD^T1)}

et, pour o<_k<_r :

0^=0^nF; avec 0^=0;.

On note, pour r^+oo, Ô^ l'adhérence de 0^ pour la G'-topologie dans D^T1).
Ô^ est alors un espace de Baire pour la G^topologie (o<7<+oo). Gomme F; est
fermé dans la G'-topologie et que O^nF;, Ô^CF;. On a le
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Théorème (4.1). — Pour tout oceR—Q^ et pour i^r<+oo, 0; est maigre dans Ô;
pour la G^topologie. {Il s'ensuit que 0^ est maigre dans F^).

Démonstration. — Soit H, : D^T1) -> R==Ru{+oo} :
H,(/)=sup|D/V.i.

nez

Rappelons que f[->ïly{f) est semi-continue inférieurement par IV. 1.2, et que
H^(/)<+°o est équivalent à ce que/soit G^conjugué à R^ (par IV. 6.4); 0^ est donc
une réunion dénombrable de fermés (dans la CY-topologie), soit 0^= U F , avec

n£ N

F^=={/eF^[ H^(y)^72}, qui est fermé par la semi-continuité inférieure de ï î y .
Pour montrer que 0; est maigre dans 0^, il suffit de montrer que F^ est sans

point intérieur dans 0^ (par la propriété de Baire de 0^).
Supposons par l'absurde que F^ ait un point intérieur dans Ô^. Soit UCF^CÔ;

un ouvert non vide et /o^. Gomme f^eO^, /o^o'101^0^ avec ^^(T1).
Soit <D:F;->F;, <I>(/)=Wo&~1- On a d)(/o)=Ra; ^ est un homéo-

morphisme (pour la G^topologie) de F;, mais aussi de 0;; 0(U) est donc un
ouvert de Ô; avec R^e$(U); et on a aussi 0(U)CO^. Puisque, pour /eUCF^,
on a H,.(/)^, il résulte de IV.6.2 que /^^oR^o^ avec \\g\\r<_(r + i)n
(ll^lr-II^Ic-i+IDrt). Il en résulte que, si /e<D(U) :

f==goog~l^^g^gol'

Donc ll^o0.?"1!!^^ pour tout/e<I)(U), G étant une constante ne dépendant que de n.
Or, en (3.4), nous avons construit une suite ./^^oR^o^^eO^ telle que /->Ra dans
la C^topologie, si i->-{-co'y donc pour i assez grand, /e<I)(U). Or, par la pro-
position (3.4), si Z-.+00, ||&l|,->+oo. Par IV.2.5, si [ j^H^û [a>_ i), alors
ll.g^ll^C^3''"2 (avec Cy une constante universelle ne dépendant que de r). Par
l'absurde, on conclut que F^ est donc sans point intérieur dans 0^. Il suit, comme n
est arbitraire, que 0^== U F^ est bien maigre dans Ô^. •

r\ i n£NOn a le

Théorème (4.2). — Pour tout nombre a de Liouville, O^nO^0'1 est maigre dans Ô^11

pour la C^-topologie {comme 0^ C O^'1, 0^ est donc maigre dans 0^ pour la C^-topologie).

Démonstration. — La démonstration est presque identique à la précédente. On a
O^^/eF^jHiC^+oo} par IV.6.1 et IV.6.4; O^nÔ^ est donc réunion
dénombrable des fermés F^={/eÔ^ | îîz{f)<_n} de Ô^ (fermé d'après la semi-
continuité inférieure de Hi). Montrons par l'absurde que F^ est sans point intérieur.
Soit U C F^ un ouvert non vide. Comme 0 °̂ est dense dans 0^, on conclut que
UnO^ est non vide. Soit/oeUnO^r/o^o'^^û^o avec ̂ D^T»; 0(/)=^û/û&~1

est un homéomorphisme de 0^ pour la G^-topologie et <I>(/o)=R^. Donc 0(U) est
ouvert dans 0^ avec R^eO(U), et pour tout /G<I>(U), on a f^g^oR^og avec
^eD^T^o), et | |<?[[i<C<+oo (par IV. 6.2), où G est une constante ne dépendant que
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de n. Or ceci est incompatible avec l'existence de la suite définie en (3.5). Donc, par
l'absurde, F^ est sans point intérieur dans Ô^°, et il en résulte que O^11 n 6^ = UF^ est
maigre dans 0^. •

Par une démonstration presque identique à celle de (4.2), en utilisant (3.6),
on a le

Théorème (4.3). — Si aeR—Q^ n'est pas de type constante alors, pour 2^r<+oo,
O^^nO^ est maigre dans 0^ pour la G^-topologù.

Problème (4.4). — Si a est un nombre de type constant, si 2<_r<-{-oo, existe-t-il /eF^
qui ne soit pas Cr~l-conjugué à R^?

Remarque (4.5). — Pour i<_r<+co, 0; est un F^ {i.e. une réunion dénombrable
de fermés) car H^ est semi-continue. Pour r= +00, 0^ est seulement a priori un F^
(une intersection dénombrable de F^, donc de deuxième classe de Baire). En effet
O^n^ltH/^+a^nF^

5. Résultats positifs sur les orbites»

(5.1) Le théorème suivant sera démontré en annexe. Soit oceR—Q^ satisfaisant
une condition diophantienne ; il existe (3^:0 et C>o tels que, pour tout ^/yeQ,,

1^-(^)|^^3-

Théorème. — Pour y>^, il existe un voisinage V^^^ de R^, pour la G^^^-topologie,
tel que, pour r^2([3'+i) et /eVi^+^nF^, / es^^-1-^1-conjugué à R^; de plus, si
/eF^nV^4-1) (resp. F^nVî ), f est G^resp. C^conjugué à R,.

On a donc le

Corollaire (5.2). — Si a satisfait une condition diophantienne, alors 0^ est ouvert dans F °̂
pour la C^-topologie.

Démonstration. — 0^ est ouvert au voisinage de R^ dans F^ et donc ouvert en
chaque point par conjugaison. •

(5.3) Discussion.

(5.3.1) Le théorème (4.2) montre que a doit nécessairement satisfaire à une
condition diophantienne pour que le théorème (5.1) soit valable en G00.

(5.3.2) Pour presque tout aeR—Q, pour tout s>o on peut prendre (3'>£
donc 2 ( P ' + i ) > 2 + 2 £ ; et pour tout aeR—Q^ non de type constant, d'après (4.3) la
perte de différentiabilité est (en général) supérieure à i.
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(5-3-3) Si rQ==[2{y+i)]+i, alors, pour r^y-o, 0^ est d'intérieur non vide dans
la CY-topologie (par (5.1)).

(5-3-4) Si ri==[y+ i]+ 15 alors, pour r^ro, O^"*'1 est ouvert dans F; pour
la G^topologie (par (5.1)).

(5-3-5) Nous avons déjà discuté en X. 2 la G°-conjugaison : pour tout aeR—Q^,
0^ est résiduel dans F^ pour la C°-topologie.

6. Problème.

Le problème suivant précise la conjecture d'Arnold en C°°.

Problème (6.1). — Si oc satisfait à une condition diophantienne, est-ce que 0^=F^°?

(6.2) On a la

Proposition. — Si a satisfait à une condition diophantienne, alors 0^nF^==0^.

Démonstration. — Soit f==hoR^oh~1 avec ÂeD°°(T1, o) et /eD^T1); soit h^->h
dans la G°°-topologie, avec /^eD^T1, o). Alors Â^^/o^-^R^ dans la G°°-topologie,
et la proposition résulte de (5.1). •

(6.3) Soit a satisfaisant à la condition diophantienne : il existe (î^>o et G>o
fi G

vérifiant, pour tout pIq^Q,, oc—- ^ -g—. . Soit (î'>(3.q q -^

Proposition.—Soient ro==[2((3'+i)]+i et feî^, r>_r^ si f est C^-conjugué à R^,
alors f est Gr~l~^-conjugué à R^.

Démonstration. — Soit f==ho'B.^oh~1 avec AeD^T1). On approche h par h^ dans
la G^-topologie, /^eD^T3), et h^lofoh,-^R^ dans la G^-topologie, et on applique
(5- i ) . •

Proposition (6.4). — Soit oceR—Q^ avec 0^ o^y^ aM voisinage de R^ ûfa^ F^ pour
la Cl+^-topologie; alors 0^==F^ (a satisfait à une condition diophantienne d'après (4.2)).

Démonstration. — Gela résulte immédiatement de VII. 2.5. •

(6.5) Soit a un nombre du type de Roth; pour tout e>o, il existe Gg>o tel que

pour tout piqe^, a-- ^ -^.
q - q ^ '

Nous avons montré en IX. 6, pour a du type de Roth, la

Proposition. — Si feF^ et si f est G^conjugué à R^, alors f est G°°-conjugué à R^.
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7. Une conjecture»

Conjecture (7.1). — Pour tout aeR—Q^, 0^ est dense pour la G^-topologie dans F00.

(7.2)

— Evidemment, si aeA [i.e. l'ensemble des a qui satisfont à une condition A),
comme 0^==F^°, la conjecture est vraie.

— La conjecture implique que, pour tout o<_r<_+oo (entier), 0; est dense
dans F; pour la CY-topologie (voir 111.4.4).

— Par le théorème de Denjoy, 0^ est dense dans F^° pour la G°-topologie.
— °^ (^/^Q.) est un fermé sans point intérieur dans F^ par III. 2.5.

Théorème (7.3). — II existe un ensemble résiduel BCR—Q^, tel que, si aeB, 0^ est
dense dans F^ pour la C^-topologie.

Remarque (7.4). — L'ensemble des nombres de Liouville est résiduel dans R
par V.5.4.

(7-5) ^n invariant.

Pour démontrer le théorème nous allons introduire un invariant D^. Soit d^ une
métrique définissant la G°°-topologie sur D°°(T1).

Pour/eD°°(T1), soit oc=p(/); posons pour n>_i, neN :

g-'S^-i^.
n i-.-o

Posons alors :
D,(/)=I^(^(^-^R,o^,/)).

On a D^ : D°°(T1) -> R^. =={xeR\x^o}; D^ est semi-continue supérieurement dans
la C^-topologie, donc D^^o) est un Gg dans D^ÇT1) (voir (1.4). Si D^(/)=o,
alors /eO^ avec a=p(/), Ô^ étant l'adhérence de 0^ pour la G^-topologie.

Remarquons, par IV. 5, que si/est G°°-conjugué à R^, alors D^(/)=o (puisque
gn10^0^^/ dans la G°°-topologie si 7z->+oo).

(7.6) Considérons un /eD°°(T1).

(7.6.1) Soient A(X)==p(R^o/) et K=R-Int A-^Q) ; K est fermé parfait
dans R. Si/a la propriété A^ (?.<?. pour tout pIqeÇ^ et tout X, (R^o/)^ Ry), alors K
est totalement discontinu (par III. 5). Rappelons la proposition III. 5.3 :

Proposition (7.6.2) :

1) Si G est résiduel dans K, alors A (G) est résiduel dans R.
2) Si D est un ensemble dense dans R, Â - l(D)nK est dense dans K.
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Proposition (7.6.3). — G^D^^nK. est résiduel dans K.

Démonstration. — G^D^c^nK. est un G^. Il reste à montrer que G est dense
dans K. Or, si aeA et si p(R^o/)==a, alors D^(R^o/)=o puisque R^o/ est
G^-conjugué à R^. Par la proposition (7.6.2), l'image réciproque par h de l'ensemble A
(qui est dense dans R) est dense dans K; G est donc un G^ dense. •

(7.7) Démonstration du théorème (7.3). — Soit (^) un ensemble dénombrable dense
de difféomorphismes de D°°(T1). Soient G, les ensembles résiduels associés à f^ par la
proposition (7.6.3). Soit B=np(G^) ; B est résiduel dans R (en fait BCR—QJ.
Pour aeB, si \ est Punique élément de R tel que p(R^.o^)=a, pourtouU, D^(R^.o/^)=o.
Or la suite (R^.o^) est dense dans F^° par III. 4.4, puisque, si D^(R^.o^)==o, on a
R^o^eÔ^. On conclut que Ô^ est dense dans F^, soit Ô^==F^. •
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Commentaire (les résultats de ce chapitre ont été annoncés dans Herman [6]) :

Dans ce chapitre, on reprend en i l'exemple construit par V. I. Arnold dans [i]. En suivant Arnold nous

montrons de façon compliquée qu'il existe beR tel que, si o<\a\<-1- est fixé, f^(x) = x + a sin wx + b est
27T

C°-conjugué à une translation RQ( (a==p(/)eR—Q) mais non absolument continûment conjugué. Nous avons
donné ailleurs une démonstration entièrement élémentaire (reproduite dans Rosenberg [2]); néanmoins il nous
semble que l'introduction d'un invariant semi-continu supérieurement explique de façon plus rationnelle la persis-
tance des mesures singulières des semi-stables dans F°°; de plus des généralisations en grandes dimensions sont
possibles.

En 2 on étudie le module de continuité de l'homéomorphisme qui conjugue. Ici on se reportera au pro-
blème VI.5.6.1.

En 3, on montre que contrairement à i et 2, où ce sont des propriétés des semi-stables qui persistent dans F°°,
ici, c'est une propriété de ceux qui sont C°°-conjugués à des rotations qui persiste génériquement dans F00 : avoir
un centralisateur ayant la puissance du continu. On utilise le théorème fondamental pour montrer que :

O^^/eD^T1) |/est G^-conjugué à une translation}

est dense dans F00 pour la O^-topologie.
On peut dire en résumé que ce chapitre est sur le mode suivant : on introduit un invariant semi-continu te]

que, si cet invariant est égal à o ou +00 suivant les cas, alors on a une propriété de conjugaison d'un diffeomor-
phisme; cette propriété sera alors vraie par la semi-continuité sur un G§, et en général en choisissant un sous-ensemble
fermé de D°°(T1) la propriété sera vraie sur un G§ dense, donc sera générique dans ce fermé. On choisira en
général comme sous-ensemble fermé soit F00, soit K^==[o, i]—ïnt[b \ p(/é)eQ} avec fa = ;; + a sin wx + b,
o < a < i /27T, a étant fixé.

Nous avons appliqué ce principe en i, 2 et 3, et nous donnerons ailleurs d'autres applications (voir par exemple
Fathi et Herman [i]).

Le théorème (3.6) donne une réponse négative à un problème de H. Rosenberg et W. Thurston, ainsi qu'un
contre-exemple à une conjecture de Nancy Kopell.

Note. — On suppose que o_0^+oo est un entier ^ o ou +00.

i. Conjugaison absolument continue»

Définition ( 1 . 1 ) . —Soit /eD^T1) avec p(/)=oceR—Q^ tel que f soit G°'conjugué
à R^$ soif f==g~loR^og. On dit que f n9est pas conjugué à R^ de façon absolument continue si g
n9 est pas absolument continue (i.e. il existe un ensemble G borélien, tel que m{G)=o mais
^Qî(C))+o).
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Proposition (1.2). —Soit feD\T1) avec f^g-^R^og, aeR-Q, et g non absolu-
ment continue:, alors :

a) g~1 n'est pas absolument continue;
b) g et g~1 sont m-presque partout dériuables {par un célèbre théorème de Lebesgue), et

on a m-presque partout Dg~1 == Dg === o.p. p. p. p.
c) Soit [L l'unique mesure de probabilité invariante par le difféomorphisme f: T-^T1

induit par f sur T1. Alors [L est étrangère à la mesure de Haar m de T1.

Démonstration. — On a, sur T1, f=:g~loR^og. Soit G un borélien de T1, tel que
m(G)==o et m(g(C))^o (qui existe puisque g n'est pas absolument continue).

Soit 'B=^frï{c). BCT1; B est invariant par/et B est de m-mesure nulle
puisque/ est un difféomorphisme G1. L'ensemble ^(B) est invariant par R^, donc
^C?(B))==o ou i puisque aeR—%. Or m(g{'S))>o, donc m(^(B))=i. Il s'ensuit,
commet-1 envoie T1-^) sur T-B, ^(Tl-^(B))=o et m(^l-î)=I, donc g
et g~1 sont singulières (i.e. chacune envoie un ensemble de ^-mesure nulle sur un
ensemble de m-mesure i).

On a donc m-presque partout Dg=Dg~l=o. Ce qui prouve a) et b)\ c ) résulte
de g^==m (i.e. pour tout borélien K, (Ji(K)=m(^(K)). •

Remarques :

1) Si /eD^T1) et si f^g-^R^og (aeR— %), il en résulte par l'absurde que, si g~1

est absolument continue, alors g est absolument continue.
2) Sif='D2(Tl) et p(/)=aeR, alors, par le théorème de Denjoy, f^g'^R^og.

Il résulte de la propriété de m-ergodicité VII .1.4 que si g est absolument continue,
alors g~1 est absolument continue.

^3) Si g est absolument continue et si (JL est l'unique mesure de probabilité invariante
par/sur T1, alors [L est absolument continue par rapport à la mesure de Haar m de T1.

Définition (1.4). — Soit f un homéomorphisme de T1; on dit que xeT1 est un point errant
de f, s'il existe un ouvert Vax, tel que les ensembles {fn('U)}^Q sont deux à deux disjoints.

Les points errants par/forment donc un ouvert; le complémentaire est noté îî(/),
qui est fermé dans T1 et invariant par /.

Exemple. — Soient /eDiff^(T1), plq== p(/) eQ^/Z ; tout point de T1 non périodique
par/est un point errant. Ce qui est équivalent à : si xe0,(f), alors x est périodique
pour/ (i.e. fqÇx)=x pour un entier q>i).

Proposition (1 .5 ) (1). — Soit /eDiff^(T1) tel que la mesure de Haar de l'ensemble des
points errants par f soit î {m{Q.(f))=o) ; alors, si n-^+co, D/^o m-presque partout.

(1) II n'est pas difficile de voir que si /G Diff^+^T1), alors, pour tout xf0.(f) on a lim Dfn(x)=o.
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Démonstration. — Soit x un point errant par / et soit [a, b] tel que les ensembles
{/^[^ ^])}n^o soient deux à deux disjoints. On a donc :

S f Dfn{x)dx<+oo,
w== i J a

donc, pour ^-presque tout xe[a, b], si n-^+oo, D/^-^o. Gomme w(ti(/))=o,
on peut recouvrir T1—^/) par un ensemble dénombrable d'intervalles errants, donc,
pour w-presque tout xeT\ si TZ->+OO, Df^-^o. •

(1.6) Soit (prT1-^ w-mesurable.

Soit 8(9,o)=f l9 ' ,̂  -̂ -L .
w JT^I+H I+HL-

8 définit une distance telle que si (8(9,, o))-^o pour î-^+oo, alors (9,) converge
en m-mesure vers o. On peut alors extraire une sous-suite de (9,) qui converge m-presque
partout vers o (voir Halmos [i]).

(1 .7 ) Un invariart.

Soit N : D^T1) -> R^ =={ xeR \ x^ o}, définie par :

^N(/)^nf8(^2D/-,o).

— N est une application semi-continue supérieurement dans la CMopologie. Par
suite N'^o) est un G§ dans la C^topologie par 1.4.

— N(/)=o implique qu'il existe une suite d'entiers n^+oo quand ?'->+oo,
telle que :

i ni~l

_ S D/^—^o w-presque partout.

Exemple. — Par (1.5), si /eD^T1), p(/)=j^, et si/a un nombre fini de points
périodiques sur [o, i], alors N(/)==o.

Proposition (1.8). — Soit /eD^T1), p(/)=aeR-%, tel que gof==R^og, et
N(/)==o; alors g n'est pas absolument continue {on ne suppose pas que g est un homéomorphisme,
mais g=Id+^ avec ^£C°(T1) voir 11.7 . i ) .

Démonstration.—Si N(/)=o, il existe une suite d'entiers ^->+oo quand z'->+oo,
j ^'—i

telle que ^- 2 D/^o m-presque partout. Montrons que si 9eLl(Tl, m), alors, quand
i=0

1 •
î->+oo, ^ S 9o/\D/'->o 772-presquc partout. En effet, on a :

/Ht — 1

i -.-' / s T./'-D/'V „-,
•.S^'^-V^-hs^'-
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"S cpo/^.D/1

Or, par le théorème de Chacon-Ornstein (voir Garsia [ij), si TZ—^+OO, '^..i————
converge m-presque partout vers une limite finie. S D/^

i^-O
y ni—1

II suit que, si z-^+oo, , S yo/My'—^o ^-presque partout. Nous prouvons la
"t l'-O

proposition par l'absurde. Supposons g absolument continue. Soit (JL l'unique mesure
de probabilité invariante par/sur T1. On a g^ [L == m; donc, si g est absolument continue,
[L est absolument continue par rapport à m. Soit, par le théorème de Radon-Nikodym,
(Ji=(p.77z avec 9^0, (peL^T1, m), \ ^dm=i. On a d'après l'invariance de (JL par/:

PO/.D/^?-
Il s'ensuit que :

^V^.r.Df^y.
"i » o

Si ^->+005 (p==o w-presque partout, ce qui est contraire à (peL^T1, w) et | ̂  9^772 ==i,
donc g n'est pas absolument continue. •

n-i
Remarque (1.9). — 6'rô/eD^T1), p(/)=aeR—Q^; û/o^, ^^âf TZ-^+OO, - S D/1

72 1=0

converge faiblement dans le dual de C°(T1) vers [L {^unique mesure de probabilité invariante parf).
En effet, soit (peG°(T1). On a, par la formule de changement de variables :

F / T n-l \ r / T n"1 \
cp . ( -2 ; D/1)^- (-2: (po/-1)^.

J T 1 1 \ ^ t = 0 " / JT l^ i -O 1 J /

i n~ l

Or, par l'unique ergodicité de/, - S ço/"1 converge uniformément vers (1(9), d'où, . , n i = = ole résultat.

(1.10) Soit F^^D^T^—Int p'^Q,); F00 est un fermé sans point intérieur
dans D°°(T1). De plus, c'est l'adhérence des difféomorphismes de nombre de rotation
irrationnel. Rappelons que F^np^QJ est maigre dans F°° pour la C^-topologie (c'est
même un F^ sans point intérieur); F^—p'^QJ est donc un G§ dense dans F°° pour
la G°°-topologie et, par le théorème de Denjoy, si /eF^—p^QJ, /est C°-conjugué
à la translation R^ avec a=p(/)eR—Q^.

(1.11) On a le théorème suivant, qui montre que l'exemple d'Arnold [i] est
générique dans F°°.

Théorème. — La propriété suivante dans F°° est générique pour la C°°-topologie (i.e. vraie
sur un ensemble résiduel) : / est G°-conjugué à une translation irrationnelle, mais de façon non
absolument continue.

Démonstration. — Montrons que F^nN"1^) est résiduel dans F°° (pour la
G°°-topologie). Par la semi-continuité supérieure, N"1^) est un G§; N- l(o)nFOO est
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dense pour la C^-topologie dans F" puisque, par l'exemple de ( i . 7), il contient l'ensemble
des C^-difféomorphismes de nombre de rotation rationnel qui n'ont qu'un nombre
fini de points périodiques sur [o, i], ensemble qui est dense dans F°° pour la C°°-topologie
par III.6.3. Si /eN-^o^F"-?-1^)), alors/est Co-conjugué à R, (a=p(/))
mais pas de façon absolument continue par (1.8) (puisque N(/)=o). La propriété
est donc vraie sur le Gg dense 'N~l{o)r)(î"x'—p-l(Q^')) de F°°. •

(i.12) Soient o<|a|<i/27t et f,(x)=x+a sin 2w+éeD"(T1) pour b un nombre
réel. Soient K^=[o, i]-înt{b\ p(/)e%} et D=K^n{é | p(/)e%}; D est un ensemble
dénombrable dense de K,, voir III. 5. Une propriété est générique dans K, si f, a la
propriété pour b appartenant à un ensemble résiduel de K .

Proposition (1.13). — // est générique dans K, que f, soit C°-conjugué à une translation
irrationnelle, mais de façon non absolument continue.

Démonstration. — Pour éeK,-D, /» est G°-conjugué à R, (a=p(/)eR-QJ par
le théorème de Denjoy. Evidemment, K,-D est résiduel dans l'ensemble de Gantor K,.
Si be-D, par III.5.2, on a p(f)=plq avec V'+Rp. Comme/est G", / a un
no^nbre fini de points périodiques sur [o, i], donc, par l'exemple (1.7), N(/)=o;
'N~lÇo)nK^={beKa\'N{f|,)=o} est, par la semi-continuité supérieure de N, un Gg qui
est aussi dense puisque DCGg. Donc G =N-^0)0(^-0) est résiduel dans K,
et si beG, on a la propriété désirée par (1.7). •

2. Conjugaison C° et module de continuité.

(2.1) Rappelons rapidement IV. 3.2. Soit w : [o, i]-^ [o, i] continue crois-
sante, w(o)=o, w( i )= i . Si S>i, on pose w(8)=i. On suppose que, pour a>o,
w(aS)<^{[a]+i)w(S) et, si aeN, w(aS)=aw(S). On définit alors l'ensemble G^T1)
des fonctions continues de R dans R, Z-périodiques, de module de continuité inférieur
ou égal à un multiple de w.

Si 9eC"(T1), lyl^sup'^-^^+oo. Rappelons que l'on dit que
x ^ i j w{\x—y )

^eD°(T1) est un homéomorphisme de classe G^, si g—Id et ^—Id sont dans G^T).
^1 f==g~loRo,og, où g est homéomorphisme de classe G^ on a :

Kw^^^supl/^—Id—^alc^+oo avec w2==wownez
et si î<^r<_-{-oo :

H^DW-^R^R^+oo}

est semi-continue dans la G'-topologie (voir IV. 6.5).
De plus, pour/eDi(Ti) tel que p(/)=^, H,(/)<+oo implique que / est

G°-conjugué à R^ (par II.9; voir aussi IV.6.5.6). Donc, si /eD^T1) avec p(/)==j^
et /^Rp, alors, pour tout module de continuité w, on a HJ/)==+oo.
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(2.2) On reprend les notations de (1.10). On a la

Proposition, — Soit w un module de continuité. Il est générique dans F°° [pour la C^-fopologie)
d'être Cft-conjugué à une translation irrationnelle, mais de ne pas l'être par un homéomorphisme
de classe G^

Démonstration. — Par la semi-continuité inférieure de H^, F^nH^+oo) est
un G§ par 1.4; il est dense dans F°° pour la C°°-topologie puisqu'il contient l'ensemble
des diffeomorphismes de nombre de rotation rationnel mais non périodiques, qui est
dense dans F00 pour la G^-topologie par III. 6.3. Alors H^+oo^F^—p-^QJ)
est un G§ dense dans F°° sur lequel on a la propriété de (2.2) , puisque, si/ est
conjugué à une translation par un homéomorphisme de classe C^ on a H^(/)< +00. •

Remarque :

1) « /eD°(T1) n'est pas un homéomorphisme de classe C^ veut dire que, ou bien
/-Id^C^T1), ou bien soit /-'-Id^C^T1).

2) En particulier, il est générique dans F°° d'être conjugué à une translation
irrationnelle par un homéomorphisme qui n'est pas de classe G0 pour tout o<(B<i .

(2.3) On reprend les notations de (1.12).

Proposition. — Soit w un module de continuité. Il est générique dans K^ que :

fbW = x + a sm 2nx + ̂

soit C°-conjugué à une translation irrationnelle, par un homéomorphisme qui n'est pas de classe C^.

Démonstration. — La même que pour (1.13). •

3. Centralisateurs.

(3 .1) L'invariant.

Soit dy une distance définissant la CV-topologie sur Diff^T^). Soit :

K,: Diff^T^ ->R+={A;eR|^o}

/h>Inirff/Vld).J k^l r ' J 5 '

K^ est semi-continue supérieurement pour la G^topologie comme enveloppe inférieure de
fonctions continues. Il en résulte que K^o) est un G§ par 1.4. Si/est C'-conjugué à R^,
alors K,(/)=o; en effet, si f=g~loR^og, et ÀeN, fk==g-loR^og; on choisit ^->+oo
tel que k^->o (mod Z"); donc, si î'->+oo, û?^(/\ Id)->o.

On pose, pour /eD^T^) :

K,(/)-K,(/)ER^.
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(3.2) K .̂ et le centralisateur.

Soit /eDiff^TP), soit ^-{/^AeZ}, et soit G^ l'adhérence de Z^ dans DifÇ"^)
pour la (T-topologie ; G^ est un sous-groupe fermé abélien de Diff^T"), qui est contenu
dans le centralisateur Gr de/dans DiffJ^T'1), noté Genf(/) ;/n'est pas périodique si
Zy n'est pas fini (ou encore si, pour tout entier k^i, dy{fk, Id)>o).

Proposition. — Soient o^r^+oo et /eDiff^T") non périodique; alors Ky{f)=o
est équivalent à ce que G^ ait la puissance du continu.

Démonstration. — Puisque / n'est pas périodique et que K^(V)==o, il existe une
suite d'entiers ^-^+00 tels que, si î->+oo, f^—^ld dans la G^-topologie. Puisque
DiffJ^T") est un espace topologique polonais (si o^r^+°°) pour la CY-topologie et
que Gf est fermé dans Diff^T") pour la CV-topologie, G^ est un espace topologique
polonais (il est homéomorphe à un espace métrique complet séparable).

Or G. est un espace topologique parfait {i.e. sans point isolé), car c'est un groupe
topologique, et si un groupe topologique a un point isolé, tout point est isolé et il est
alors discret. Mais dans G^, pour la G^topologie, si i-> +00, f^-^Ià. dans la G^-topologie,
et y^=(=y^ pour j^i puisque y n'est pas périodique. Donc G^ est homéomorphe à un
espace métrique complet sans point isolé. Il a donc la puissance du continu par 1.3.4.

Réciproque. — Dire que K^(/)=t=o est équivalent à dire que l'identité est isolée
dans Zy ; Gy est alors discret pour la C^topologie, donc Gy == Z^ est dénombrable. On
a donc établi que Gard (Gy)=== Gard (R) implique que K^(/)=o. •

(3.3) Remarques sur T1.

a) Rappelons que si Ko(/)==o, alorsj^ est G°-conjugué à une rotation, voir X. i .4.
b) Pour r^o, si K,(/)=o et p(/)=aeT l—(%/Z), alors on a :

G^C GentV) C Gent°(/)^T1.

En effet, sif est G°-conjugué à R^, f==g~loR^og', par 11.3.3, puisque aeT1—(Q^/Z),
GentV^^oR^ltëT^T1. Il en résulte que si p(/)= ae^-ÇQ^/Z) et si
K^.(/)=o, alors Cent^/) est un groupe abélien. Par 11.2. i l , p est un homomorphisme
de groupe continu et injectif :

o-^Cenf(/) ^T1.

c ) Pour r^o, soit /eDiff^(T1) avec Ko(/)=o; si p(/)=^/^eQ^/Z, /est
C^conjugué à Rp/g. Alors Gent^/) est un groupe ayant la puissance du continu, mais
ce groupe n'est pas abélien; de plus ï^=={fn\neZ}==Z•|qZ est fini et donc discret dans
Diff^.(T3).

d ) Si /eD^T1), dire que le centralisateur de / dans D'(T1) a la puissance du
continu équivaut à énoncer la même propriété pour le centralisateur de^fdansDiff^.(T1),
par 11 .2 .12 . Il est à noter que si /eD^T1), alors Z^^/^eZ} est discret dans D^T^;
il faut plutôt considérer {R^o/^l neîypeî}.
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d ) Considérons le champ de vecteurs X = sin wx sur T1. Le groupe à un para-
mètre exp(^X) engendré par X est évidemment un groupe abélien isomorphe à R, mais
/==exp(X) vérifie Kg(/)4=o, puisque /(o)=o, et /4=Id.

(3.4) On a la

Proposition. — Soient aeR—Q^ et i<^r<+°o. Alors les deux propriétés suivantes sont
génériques (i.e. vraies sur un G§ dense) pour la C^-topologie dans 0^ :

a) être GQ-conjugué à R^, mais non G'-conjugué à R^.
b) avoir un centralisateur (7 ayant la puissance du continu.

Démonstration. — b) L'ensemble K^l{o)^^0^ est un G§ pour la G^-topologie,
d'après la semi-continuité supérieure de K^. Si ye0^, alors K^(/)==o par (3.1).
Or 0^ est dense dans 0^ pour la G^topologie (puisque par définition 0^ est l'adhé-
rence de 0^ dans la G^-topologie), donc K71(o)n0^ est un G§ dense dans 0^. Donc
la propriété b) résulte de la proposition (3.2).

Pour prouver a ) , il suffit d'appliquer XI. 4 et aussi le fait que Ky(/)==o implique
que/est C°-conjugué à R^ par X.i .4. •

La proposition suivante précise la structure des centralisateurs.

Proposition (3.5). — Soient i<_r<,+œ et /eDiff^T1) avec pÇ/^aeT^Q^/Z),
Ky(/)==o et fnon C'-conjugué à R^; alors le centralisateur Gr def, CenCÇf), a la puissance
du continu par (3.2) et pÇCent^/)) ̂  un sous-groupe borélien de T1 de mesure de Haar nulle.

Démonstration. — D'après Bourbaki [2, § 6, n° 7], comme Cent^/) est un espace
topologique polonais, et que p : Gent^T^-^T1 est continue et injective (puisque
p^^aeT—ÇQ^Z) et que K//)=o implique que / est C°-conjugué à RJ,
B=p(Cent r(y)) est un sous-groupe borélien de T1.

Nous aurons besoin du

Lemme. — Soit BCT1 un sous-groupe m-mesurable de T1; si la mesure {de Haar) de B
est positive^ alors B == T1.

Démonstration. — Soit peT—^Q^Z) et (3eB; B est invariant par Rp, qui est
ergodique, donc la mesure de B est i. Si on avait T1—-B=^=0, alors, pour xe^—B,
A:+BCT1—B serait de mesure nulle, donc B aussi, donc T^—B^ est impossible;
il suit que B==T1. •

Fin de la démonstration de (3.5). — Raisonnons par l'absurde. Si p(Gentr(/)) était
de mesure positive, on aurait p(Gentr(y))==T l.

Or il en résulterait que o -> Genf(/) ̂  Gent°(/)^T1.
Par Montgomery-Zippin [i (5.1)], comme T1 est un groupe de Lie et que Cent^/)

est compact pour la C°-topologie, alors Cent^/) est compact pour la CV-topologie
(cela résulte aussi du théorème du graphe fermé de Martineau [i]). Or, par hypo"
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thèse, y n'est pas C^conjugué à R^, donc H^(y)=+oo (si r=+°o et si y n'est pas
C°°-conjugué à R^, il existe un r tel que f n'est pas C^-conjugué à RJ, ce qui est
contraire au fait que GenC^f) est compact dans la G^-topologie. Il n'est donc pas
possible que p (Gentry )) soit de mesure de Haar positive; il est donc de mesure nulle.
(Dans le cas G°°, (3.5) résulte du théorème fondamental IX. 5.1.) •

Remarque. — On voit facilement que, sous les conditions de (3.5), CenCÇf) est totalement
discontinu pour la C'-topologie. De plus, G. est un groupe topologique polonais monothétique et
non localement compact pour la G^topologie (voir Kuipers et Niederreiter [i, (4.8), p. 274]).

(3.6) On reprend les notations de (1.10). On a le

Théorème. — II est générique dans F°° pour la C^'topologie :

a) d^être C°-conjugué à une translation irrationnelle de façon non absolument continue ;
b) d^avoir un centralisateur C^ ayant la puissance du continu.

Démonstration. — La propriété a) est générique par (1.11). Pour voir que la
propriété b) l'est; il suffit, par (3.2), de voir que K^^nF00 est résiduel dans F00

pour la C^-topologie. Or G^K^^nF00 est un G§ par la semi-continuité supé-
rieure de K^. Il reste à voir que G est dense dans F00 pour la G°°-topologie. Soit
0°°== U 0^ {i.e. l'ensemble des difféomorphismes de D°°(T1) qui sont G^-conjugués

a ç R

à une translation). On a 0°° C F°° et si /e0°°, K^(/)==o (par (3.1)). Le théo-
rème (3.6) résulte alors de la proposition suivante :

Proposition (3.7). — 0°° est dense dans F°° pour la C^-topologie.

Démonstration. — Rappelons que l'on note A l'ensemble des aeR qui satisfont
à une condition A. Par III. 6.3.3, U F^° est dense dans F00 pour la C^-topologie.
Or, par le théorème fondamental IX. 5 . 1 , si aeA, 0^=F^, et il en résulte que
U 0^ est dense dans F°°. •

aeA

Remarque (3.8). — En utilisant XI. 2.5, on peut montrer, sans utiliser le théorème
fondamental, que (3.6) est vrai sur 0e0 que l'on munit de la G°°-topologie ; 0°° est alors
un espace de Baire.
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Plan :
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Commentaire :

Les exemples (i .3) et (5.7.3) sont de Fùrstenberg [i] et Grabar [i], (3. i ) s'inspire de T. Saito [i], (2.6. i)
et (2.6.2) ont, semble-t-il, été remarqués la première fois par W. Thurston [i].

Par (A. 2), on est amené à penser qu'il doit exister un invariant de C°-conjugaison analogue au nombre de
rotation sur T1. Le point important est évidemment II 1.4.1.1.

En i nous faisons quelques remarques sur les généralisations immédiates. (1.4) montre que l'existence d'un
vecteur de rotation est une condition nécessaire de G °-conjugaison à une translation (voir aussi à ce propos
Herman [i]).

En 2 on propose, pour les groupes préservant une mesure, une autre définition du vecteur de rotation. (Voir
pour des généralisations Fathi et Visetti [i].)

En 5 on montre qu'il existe dans Dr(Tn>), n^_2, des exemples très simples de difféomorphismes conjugués à
des translations ergodiques avec perte de différentiabilité. Ces exemples sont construits de la manière suivante :
à partir de l'équation linéarisée sur T^"1 Çi.e. ^>}->^>—^»oR^) dont l'étude (en 4) est très simple par séries de Fourier,
on construit des difféomorphismes de T^ par produit gauche et les propriétés de perte de différentiabilité de l'équation
linéarisée s'interprètent comme des propriétés de conjugaison des difféomorphismes.

L'exemple 6 s'inspire de (2.6.5), exemple i. L'exemple construit montre que sur T3, pour aeR3, le voi-
sinage VR de A. 2 ne peut pas être remplacé par un ouvert G1. Il serait intéressant d'avoir un tel exemple sur T2

(si c'est possible) mais notre méthode ne convient pas d'après Saito [2], Kolmogorov [i] (et Sternberg [i] ou [2]).
Noter que l'exemple construit en 6 n'est pas uniquement ergodique (!).

(7.4) et (7.5) montrent que sur T^ pour n^2, en certain sens, le théorème de Denjoy est bien faux; contrai-
rement à T1, il faut contrôler toute l'équation linéarisée et le Kp = o ne suffit plus (voir aussi (5.7.4)).

Rappelons un petit paradoxe : sur l'équation linéarisée, le théorème de Denjoy semble faux.

i. Généralités sur la fonction rotation sur T".

(1.1) Généralités. — Soit y^Id+y^D^T^), et soit / Phomomorphisme induit
sur T^. On a par récurrence sur l'entier k :

/^Id+Yyo/1
i. = o

ffc—Tr! T x""1
, / —— AU 1 vi ,̂donc —,— = - 2j cp oj.

k k 1=0
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_ fk_T-J
Soit [i une mesure de probabilité sur T1 invariante par/; J-——— est une somme de
Birkoff : k

11e~'l
, 2 ( p ofî avec (p e G^T1, R^).
/? i — 0

rk_ T-j
II suit du théorème ergodique que pour (Ji-presque tout xeR", '———(x) converge,

R>

si À—+OO, vers une fonction de L00^, R", pi). Donc il existe au moins un .yeRn tel
,. /^-Idque lim —,— ( x ) existe.

( 1 . 2 ) La limite 'n'est en général pas constante.

Ce qui contraste avec T1, c'est que 11.2.2 est faux.

Exemple. — Soit /eD^T2) définie par :

/(^i 5^2)= = (^1+9(^2) ? ^2) et (peC^T1), 9 non constante.

On a alors :

f\x^, x^—(x^ x^=(k^{x^), o).

(1.3) La proposition qui va suivre résulte de Fùrstenberg [i]. Pour la commodité
du lecteur nous donnons une démonstration.

fk_T-I
Proposition. — II existe /eD^T3) et ^eR3 tels que, quand A->+oo, '———(^)

n'ait pas de limite.

Démonstration. — a) Construction d'une /^eD^T2).
Soit /i(^2? ^3)== {X2 + 9(^3)5 -^3 + a), avec aeR— Q (suffisamment Liouville),

J^ 9(^3)^3=0, (peC^T1), et on suppose qu'il existe ^eî^ÇT1, dx) tel que :
^ — ^ o R ^ = = c p ,

mais qu'il n'existe pas de ^ dans C°(T1) vérifiant :
^ — ^ o R ^ = c p .

La construction de a et de 9 est classique par séries de Fourier lacunaires.
b ) L'application/i ainsi construite est alors sur T2 un difféomorphisme minimal

(i.e. l'orbite de tout point est dense). Pour ceci voir Fùrstenberg [i] ou Parry [i]
e! ( 5 - 7 - 3 ) .

/ k-l x

c) II existe ^eG^T1) et yeR2, tel que, si k-> +00, - 2 ^of^ }{y) n'ait pas de
limite. ut==o /

Preuve de c). — Soit (<p,),çN une suite de fonctions de C°(T1) dense dans C°(T1) pour
/ k-i _ v

la C°-topologie. Supposons par l'absurde que pour tout i, et tout xeT2, (- S ̂ ofi\ [x)
\ k j = 0 )
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converge simplement vers la fonction ^T2-^; ^ est alors de première classe
de Baire (comme limite simple de fonctions continues) et a donc un point de continuité.
Or, ^ est invariante par /i qui est minimal, ce qui implique que ^. est constante

i k~~l _ ?

Par suite, pour tout i, si k -^+00, , 2 ^o/^ converge simplement vers une constante.
Ri j = 0

Ceci implique, puisque (9,) est dense dans C°(T1), que/i est uniquement ergodique;
comme f^ laisse invariante la mesure de Haar m de T2, /i est donc w-ergodique (et
strictement ergodique).

Soit g{x^ Xs) = (^2 + ̂ 3), Xs) (mod Z2) (^ est choisie comme dans a)) ; g : T2->T2

préserve la mesure m (et de plus g et g~1 sont w-bimesurables). On a : gof^og-1 == R/^ .
avec R^a^^^^^+a). Or, R(^) n'est pas ^-ergodique; raffirmation c) en
résulte par l'absurde.

d) Construction de f.
Soient /(^i, ̂ 2^3)= (^1+91(^^3)^2+9(^3)^3+0) et ^=(o,j;)eR3; alors,

y^-ld
si ^-^+00, —_—(^) n'a pas de limite. •

K

Remarque. — Le difTéomorphisme/i de T2, construit en a), est minimal, préserve
la mesure de Haar de T2, mais n'est pas w-ergodique.

Proposition (1.4). — Soit /eD^'P); on suppose qu'il existe ceR^ telle que :
s\lp\fk—kc—ld\o<+oo.
ke«

Alors si h==gofog~1, avec ^eD^T^, on a :
sup [/^—^—Id^+oo.
kev

Démonstration. — On écrit ^=Id+^ avec ^eC^T1, R^. On a ^0/^=^0^;
si on écrit /=Id+<^, A^Id+T]^ on a :

^-^o/^-^o^-y^,
donc : SUPk-^|o<^up[^-^+2|^|o<+oo. •

n E N n e N

Remarque (1.5). — Si f est Ç?-conjugué à R^ a/or^ OTZ a :
sup|/ / c—éa—Idlo<+oo,

k

fk—Id
donCy si k—^-{-co, —^— converge uniformément vers aeR^.

R

(1.6) La proposition qui va suivre montre que si on introduit une hypothèse ana-
logue à II. 2.2, alors on a un vecteur de rotation qui est un invariant de G°-conjugaison.

Proposition. — Soit /eD^TT) vérifiant

supl/^-Id-y^lo^^+oo;
/ c G N
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alors :
fk—îd

1) si k—^-{-co, —.— converge uniformément vers un élément p^)^^;

2) sup|/fe--Id-W)|o^.
k

Démonstration. — Évidemment 2) implique i). Soit [L une mesure de probabilité
invariante pary\ On a, si /==Id+9 '•

/fc-Id-^(y)='Sl(9-^(9))o/^.

Soit (/ f e—Id—Api(<p))^ la j-ième composante de /k—Id—^(9). Puisque :
^-Id-^(<p)),=o

et puisque Max^—Id—^çp)),— Min^—Id—^çp^^û

on a bien [j^—^(?)—Idio^^û.

(Rappelons que pour x=={x-^, ...^JeR^, |^|=sup|^|.)
/^-Id . '

Si ^->+°05 —,— converge uniformément vers [^W==çï{f) dans R^, donc^
cela ne dépend pas du choix de (JL. •

Remarque (1.7). — Dans la proposition (1.6), la propriété 2) rHest pas une conséquence
formelle de i), comme le montre l ̂  exemple suivant :

Soient yeG°(T1) avec ( ^{x)dx=o et oceR—Q^ tels qu'il n'existe pas de
^eC°(T1) vérifiant ^ — ^ o R ^ = ç . Soit /eD°(T2) définie par :

f[x^ x^) == (^1+9(^2). ^2+a).
fc-i

On a : fk-îd={ S (poR,^Àa).
i =o

/^—Id
Si ^-^4-003 ———— converge uniformément vers (o, a)eR2, mais

k
k-l

supl/^—Id—^^^sup] S 9oR^|o=+oo;
k k i=so

sinon, d'après IV.4.1, il existerait ^eC^T1) vérifiant ^ — ^ o R ^ = c p ce qui est
contraire au choix de 9.

2. Difféomorphismes préservant une mesure.

Rappelons que si y==Id+ç£D°(T1) et si (JL est une mesure de probabilité inva-
riante par y, on a (11.2.6) p(y)=^-(9). C'est cette définition que nous proposons de
généraliser. Pour la généralisation aux variétés, voir Fathi et Visetti [i],
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(2 .1) Définition de D^T").

Soient [L une mesure de probabilité sur T" et

D^T^/eD^)]^^}.

D^T^) est évidemment un sous-groupe fermé de D^T^).

Alors on définit

p,: D^T^-^R-

/^J^(/-Id)^.

On voit facilement que p^ est un homomorphisme de groupe par le même calcul
qu'en II. 2.11, et que pjRpo/)=^+p^/) si peZ\
Si [L==m est la mesure de Haar de Tn, on a donc un homomorphisme continu surjectif :

p,: D^T^^R^o

tel que pJRJ^aeR".

Remarque (2.2). — »SW^y ̂  homéomorphisme de R71, y— Id AÛT^ a support compacta qui
laisse invariante une mesure de Radon (JL; alors \ï.{f—Id)==oeRn.

Démonstration (d'après A. Ghenciner) :
On voit facilement que ^{/k—Id)==k[L{f—Id). Si |i(/—Id)4=o alors, si k->-}-co,

une composante de k^[f—Id) tend vers ±00. Mais /k—Id est une fonction à support
compact, bornée indépendamment de A, puisque V—Id est à support compact, d'où
une contradiction. •

(2.3) Groupes D^T^ et D^).

Soit weA*T('Tn) une forme différentielle constante (i.e. harmonique pour la
métrique plate de T^) ; on suppose qu'en degré maximum :

w\^n-==0.==dx-^^dx^/\... /\dx^.

Considérons, pour r^i, le groupe D^(^n)={f€'Dr(^n)\f*w==w}, qui est un sous-
groupe fermé de D^T^. On a :

R^D.cr^D.cr1).
On a donc un homomorphisme (continu) surjectif de groupes :

?„: D^T^If-.o

défini par f^\ n^f~^^^m%
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(2.4) X^T-).

Soit X^T^ l'ensemble des champs de vecteurs sur T" de divergence nulle.
(On identifie canoniquement X^T") avec 0(1^ K-).) On définit un homomorphisme
d'algèbre de Lie surjectif :

PQ: X^T^R^o

P^ f^^nMdm.

Si P6!̂ !̂ ) et si oceR" est un champ de vecteurs constant, on a alors :

9^^)=9aW==^ avec (^a^Dyoy^.a.

Lemme (2.5). — Soit geX^T^, r^i; ^7 exp^^eD^^) le groupe à un
paramètre engendré par g', alors on a :

Pj/i)^?^).

Démonstration. — On écrit :

ft(x)=x+c(.{t)+^{x),

avec a^eC^R^) et J^(^=o.
On a pour ^ fixé :

^W-^W);

mais ^ ^^(^Wî^-J.n^W^-PQ^)

puisque x\->f^x) préserve m==dx.
On a aussi :

ï T-'-f ê^+f ̂JT" ^ JT" ̂  J^ndt ' /

_d^

~~dt'

Donc 'dt^9^9 soit a^)==^^) (puisque si ^=o, 9oW+a(o)=o). On a finalement :

Pj/l)-^!)-?^). •

(2.6) La proposition suivante montre bien que p^ joue un rôle analogue à la
fonction de rotation sur DifTj^T1). Ce qui permet de conclure à partir de la décompo-
sition de A.2 une conjugaison d'un/à R^, si pj/)==a avec a bon et/proche de R^.
Sur T1, on utilisait III. 4.1.1.

Soit w une forme différentielle comme en (2.3).
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Proposition (2 .6 .1) . — Soit ael^ satisfaisant une condition diophantienne et soit Vj^
le voisinage de R^ dans la C^-topologie déterminée par A. 2.

Si /oV^nD l̂-) et pj/)=a alors :

f=g-loR^g avec ^eD^T-).

On a le lemme suivant de W. Thurston [i] :

Lemme (2.6.2) . — Soient ^eD^T") et ^eA^R") une forme constante sur W de
degré i. Si R^ est sur T^ une translation ergodique, et si :

C?"'10!^0^)*^^^
alors g*Wi==w^

Démonstration. — On a sur ^n : {g~loR^ogYWi==w^ donc K^og*w^==g*w^
Gomme la forme g*w^ est laissée invariante par R^, g*w^ est une forme constante.

Comme g est homotope à l'identité, l'intégrale de g*w^ sur tout î-cycle de T^ est
égale à l'intégrale de w^ sur le même cycle, d'où il en résulte que g*w^==w^ •

Remarque (2.6.3). — Soit ^eDiff^T^) ; si g~loR^og laisse invariante la mesure m
de Haar de T^ et si R^ est sur T^ une translation ergodique, alors on a g^m ==m.

Démonstration de (2.6.1). — Par A. 2, il existe ^eD^T") et R^ tels que
f=R.^og-ïoR^og.

Or R_^o/ préserve la forme w, donc, d'après le lemme précédent, ^eD^l^).
On a donc :

PJ/)=PA)+PJRa)==^+^

Or p^(y)==a, donc À = = o et par conséquent :
f^g-'oR^og avec ^eD^^). •

Remarque (2.6.4). — On a une proposition que je n'énonce pas en Gr avec perte
de différentiabilité, en G", et aussi sur les champs de vecteurs de divergence nulle (voir
Herman [8] et Moser [i]).

(2.6.5) p^ est très loin d'être l'unique invariant de conjugaison.

Exemple i. — Soient a==(a^, a2)eR2 et le champ de vecteurs :

g{x^, A^^a^+û^cos 27T(^+^2)+ûr2cos 27r(^—^3), a^—flicos 27^(^4-^2)
+^cos 27^(^-X2))eCœ(T2, R2) ;

g est de divergence nulle; choisissons a^ et a^e'R—{o} tels qu'il existe ^eR2 vérifiant
^(^o)==o. Soitft le groupe à un paramètre engendré par g. On a :

Pj/i)-?^)-^^)^

mais f^o)==XQ {i.e. f^ a XQ comme point fixe) et il n'est donc pas C°-conjugué à R^.
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Exemple 2. — Soient

^1(^1 ? x^ == {x! + a sin 27t^, x^) et ^(^, ^3) ==(x^, x^+a sin 27r^).

On suppose a>i. Alors f==g^og^1 préserve la forme volume dx^/\dx^. Mais, pour
tout XeT2, R^o/ a un point fixe sur T2.

3. Étude des invariants Hy sur D^T .̂

On a la proposition suivante qui généralise T. Saito [i].

Proposition (3.1). — Soit fe'D0^^ tel que la suite {fk\keZ.} soit équicontinue; alors,
/^—Id

si A->+oo, —,— converge uniformément vers ^{f)==oiejy1. Si R^ sur T^ est une translation
k

ergodique, alors f est C°-conjugué à R^.

Démonstration. — La famille :

{^_Id-^(o)eC°(T», R") \keZ}

est aussi équicontinue et bornée en o; par Dieudonné [i, VII. 5, Ex. n], elle est bornée :

sup|/&-/&(o)-Id|o<+°o,
h

f^—Id
et par (1.6), si k—^-^-co, ——— converge uniformément vers p^^aGi^. Consi-
dérons pour keff :

s m y-^.^•^•"o^-'
la suite {S^( / )—Idj^eN} est équicontinue, par (1.6) elle est bornée, donc relativement
compacte par le théorème d'Ascoli; il existe donc une suite d'entiers ^->+°°5 où
î->4-oo, telle que S^.(/)—Id converge uniformément vers yeG^T^, R") (lorsque
^->+oo). Soit ^=Id+9. On a :

Q f f\ f « ç i f\ . f^-^-^\{f) o/= a + S^.(/) + ———^——— .

Mais d'après (1.6) :
sup|/fc-Id-Aa|o<+oo.

k

Si ^^4-°°? on a par passage à la limite, gof==^og- Par suite, si AeZ, gofk==R.^og.
Soit G l'adhérence de {/^TzeZ} dans C^T", T"); G est en fait contenu dans Difç^)
par Bourbaki [3, § 3, n° 5]; G est donc un sous-groupe abélien compact de Diff^T"),
C'est maintenant que l'hypothèse disant que R^ est une translation ergodique de T"
intervient. (On suit Saito [i].) Gomme ^o/^R^o^ et puisque R^ est une translation
ergodique de T", on a ^(T^T1. On a ^(/^o^^ae'r1 pour keZ. L'application^
définit un homomorphisme par ^(y^) =.§'0/^(^0)) 5 Ï est un homomorphisme unifor-

181



i82 M I C H A E L R O B E R T H E R M A N

mément continu du sous-groupe {fn\neZ}CG dans le groupe T", et se prolonge
en un homomorphisme continu de G dans T^

Soit XQ^T", avec g{xo)=:of Soit G^ le stabilisateur de XQ pour F action GxT"-^T1,
(<?, x)^g(x). Soit ^i : H^G/G^T" induit par^. Comme {k^\keZ} est dense dansT",
on a ^(H)^!^. Montrons que g-^ est un homéomorphisme.

On note H le dual de H, au sens de Pontryagin [i] (ou groupe des caractères
de H). Comme G/G^ se plonge comme un compact de 1̂  (c'est l'orbite de XQ par G
dans T71), la dimension topologique de H est donc <_n. Gomme g^ : H-^T^—^o, on a
o-^V—^îî. On conclut d'après Pontryagin [i, section 38] que :

dimension(H) == rang(H) = n,

donc H a un point intérieur dans T" d'après Pontryagin [i, section 38, B] et par la
structure de groupe, H est donc ouvert; comme H est compact, H^T^. Si on désigne
par 0 : H-^T" l'application h\-^h.{xo), on conclut que 0 est un homéomorphisme
(et de plus {fk{xo)\keZ} est dense dans T"). Or, on a g^=go^>, Gomme g est
homotope à l'identité, on conclut que (^i)» : ̂ (H) -^ ^(T") est un isomorphisme ;
puisque g-^ est un homomorphisme continu de H sur TP qui induit un isomorphisme
sur le 71:1, g-^ est donc bien un homéomorphisme. Donc g==g^o<^~1 est un homéomor-
phisme, et comme ^o/=R^o^, y est C°-conjugué à R^. •

Remarque. — Soit /eDiff^T"), tel que Zf=={fn\neZ} soit équicontinue; si/^est
/•s/

un relèvement de y, il n'est pas difficile de voir que ZJ={fn\nEZ,} est équicontinue
dans D0^).

Pour la définition de H^, se rapporter à IV. 1.2.

Proposition (3.2). — Pour i^r^+oo, soit /eD^T"), avec H,(/)<+oo si r est
fk_j^

fini {et H^(/)<+oo pour tout k si r=+oo). Alors, si ^->+oo, ———— converge unifor'
K

mément vers p(/)== aeR^ Si R^ est sur T" une translation ergodique, alors/est Gr~l-conjugué
à R^ :/=-• g~loR^o g. De plus, 'Dr~lg est lipschitzienne.

Démonstration. — i) Cas où r==i.
Alors {fn\neZ.} est une suite équicontinue dans D^l^) et on applique la propo-

sition précédente, f==g~loR^og avec geD0^). D'après IV.5.1, si on pose :

s m W-^^^^-k-9

S^(/) converge uniformément, quand ^->+oo, vers Rco^ pour la C°-topologie, avec :

c=f^<?,i{x)dx si ^- l=Id+y_l.

Gomme en IV. 6.3.1, on conclut que g est lipschitzienne (mais je ne sais pas
si g~^ est lipschitzienne).
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2) Cas où r=2.
Â?-l Df

Puisque H2(/)<+oo, considérons DSfe(/)=2 — — . La suite (DS^(/)^>i est
^ = o R —

équicontinue puisque y=sup \D2fk\Q<-}-oo, et même :
k

|DS,(/)M-DS,(/)^)|^^|^-j/| (*).

Gomme toute dérivée partielle d'une fonction de C^T^ s'annule en au moins un point,
on voit facilement que (DS^(/)) est une suite de fonctions équicontinue et bornée, donc
d'adhérence compacte dans G°(T^ JS^R", R")) pour la G°-topologie. Soit (^) une
suite d'entiers telle que si î->+oo, A,->+oo et DS^.(/) converge uniformément vers h.
L'application g définie en i) est dérivable et Dg==h; de plus, par passage à la limite
dans (*), on conclut que h est lipschitzienne. Montrons que g est un difféomorphisme
de classe G1. On a, si À-eN, gof^R^ag, donc det(D^) o/^det Dg. S'il existe ^e^
tel que det(Dg{xo))=o, on conclut par la minimalité de/ et la continuité de det(D^)
que det(D^)=so. Or ceci est absurde avec g : T^-^T^ de classe G1 et homotope à
l'identité.

Pour r^3, on démontre la proposition de façon analogue.
Si r== +00, il suffit de voir que/est C^-conjugué à R^ pour tout k fini par II. 3.3. •

(3.3) Difféomorphisme H8.

Pour les définitions des espaces H8, voir Ebin [i]. Soit, pour s entier, s> n +i :

DH8^) ={/== Id + yeD^T^ [ çeH8^, R^}.

Pour la topologie H8, DH^T") est un groupe topologique, par Ebin [i]. Soit

HH.(/)=SUP |D/|H.-ieR=Ru{+oo}.
nez

Remarquons que si/est conjugué dans DH^T") à R^ alors HH.(/)<+OO.

Proposition (3 .3 - ï ) . — Soit /eDH8^) avec HH.(/)<+OO; alors :

,. /^-Idhm J—,—^aeR^
fc^+oo k

et si R^ est sur 1̂  une translation ergodique, alors/est conjugué à R^ dans DH^T").
Commençons par un lemme.

Lemme (3.3.3). — Soit B un espace de Banach reflexif de norme |. | ; soit A : B -> B linéaire
continue. Soit (peB avec :

n—l

sup [ 2 A^^+oo;
n ^O

alors il existe ^eB tel que ^—A^==ç.

18
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Démonstration (d'après Petersen [i]).
Soit G l'enveloppe convexe fermée des ( S A^)^^; C est convexe compact pour

la topologie faible et l'application L : ̂  \-> A^ + 9 est faiblement continue et laisse G
invariant. Par un théorème de point fixe (par exemple le théorème de Markov et Kaku-
tani, version affine), L a un point fixe : L(^)=^», donc A^+y^^ -
Donnons une autre démonstration si B est séparable. Cette autre démonstration, nous
semble-t-il, explique IV. 5.1. La boule unité de B est alors faiblement compacte et
métrisable; soit

^=^(y+...+2^\p).

Comme sup|^ < 4-005 il existe une suite d'entiers (^) telle que si i—>-\-co, ^—^-p00?
et ^. converge faiblement vers un ^eB. On voit facilement que A^+9^4'* *

Remarque. — Le lemme est inexact si B n'est pas réflexif.

Exemple. — Soient o<a<— fixé, f(x)==x-}-a sin 2-rtx et (p(^) ==sin 27r^eC°(T1).
^-i M

On a sup S 9o/^L<+oo par 11.2.5 (inégalité du nombre de rotation), mais il n'existe
n »==0

pas de ^eG°(T1) tel que ^—^o/==çp.

(3-3-3) Démonstration de (3.3.1).

Comme ^>-+i , H^(/)<4-°o implique que Hi(/)<+°o et, d'après (3.2),

f^g'^oR^og avec ^eD^T1); il reste à montrer que ^eDH^TP). Si on écrit :
/-Id+ç+a,

on a, pour k entier :
jfc-i

/^-Id-Àa- S yo/.* =o

On déduit de (1.6) et de l'hypothèse ïî^s{f)<-}-co que
Jk-l

SUp 1 S Ço^ ^<+00.
k ^0

Or H^T^, R^ est réflexif (même Hilbertisable), donc, par le lemme précédent, il existe
^eH^T^I^) vérifiant ^—^o/=<p. Si g=ïd+^, on a ^o/=R^. Puisque

j>^+i, ^ : R^iy est de classe C1. Or/est G°-conjugué à R^, et R^, sur T^ est une

translation ergodique; par une démonstration identique à celle de (3.2) (cas de r = = i )
on montre que ^eD^T^), donc geDîi8^). m

Remarque. — C'est finalement la non-réflexivité de G°(T1) qui a compliqué la
démonstration de V.6.4(!).
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(3.4) Définition de H;. — Les propositions (1.2) et (1.7) rendent naturelle l'introduction
d'un invariant Hg.

Pour tout entier r, o<_r<+co, définissons sur D^T^ l'invariant H; par :

H;: D,(T")-^R

H;(/)=sup|^-Id-^J/)|^.
^i

^ : ̂ C1^)-^11 est évidemment semi-continue inférieurement pour la CY-topologie.
Par (1.5) et I V . i . i , on a la

Proposition (3.4-i)- — Si /eD^T^) ^ Conjugué dans D^T^) a R^ ^o^
P.œ-a et H;(/)<+oo.

Remarque (3.4.2). — Par (2.6.3), si /eD^T") et si pj/)=a est tel que R,
soit sur T" une translation ergodique, il est équivalent que / soit G'-conjugué à R^
dans D^TP) ou dans D^T^).

Remarque (3.4.3). — Si n=i {i.e. sur T1) on n'a pas besoin d'invariant Ho par
l'inégalité du nombre de rotation II. 2.5. Si i<_r<+oo, l'invariant H, a un sens
sur D^T^ même s'il n'existe pas de vecteur de rotation.

4. Étude de l'équation linéarisée.

(4.1) Soit o<r<(o non nécessairement entier; on pose :

Gr,(^n)=[^Cr(^n)\f^{x)dx=o].

Si R^ est une translation ergodique de T\ on considère l'application linéaire continue
L; : CSCT1) -> CSCT1) définie par L;(^)=^-^oR,. Etant donné yeG^T"), on
cherche à résoudre en ^ l'équation ^—^oR^==cp .

Remarque (4.2). — Pour tout o^r^œ, r entier, Im L; est dense dans G^T")
pour la G^topologie (si r est non entier prendre la G'^-topologie) puisqu'il contient
les polynômes trigonométriques d'intégrale nulle.

Proposition (4.3). — Soient o<^r<_+co, r entier, et a tel que R^ soit une translation
ergodique sur T^. L'ensemble des (peC^T^ tels que :

^[(l^cpoR.J^-o

est un G 5 dense dans C^T") pour la G'-topologie.

Démonstration. — Par un argument de semi-continuité supérieure appliqué à :

^^nÇfdM90^^^^^5
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G-ÇK;)-1^) est un Gg dans Co(T^). L'ensemble G est dense dans C^T") puisqu'il
contient les polynômes trigonométriques d'intégrale nulle : si <p=cpi—ÇioR^ avec

fc-i
yieC^T"), alors S(poR^=(pi—cp^oR^ et il suffit de choisir une suite d'entiers

i = 0
^—^+oo telle que pour î->+oo, on ait k^o (modZ^. On a alors :

|yi—<PioR^.Jcr-^o si i->+oo. •

Proposition (4.4). — L'application L^ : G^T1) -> G^T") est surjective si et seulement
si a satisfait à une condition diophantienne. [Dans ce cas L^ est un isomorphisme.)

Démonstration. — Si L^° est surjective, alors R^ est une translation ergodique de T^
et alors L^ est injective. Si on écrit les séries de Fourier de <p et ^, on a formellement
^ ̂  T * 9 avec :

T^ S J ^ni(k,x>
1 jce^-w i-e2^^6

L'application L^ est bijective (et donc est un isomorphisme d'espace vectoriel topologique
par le théorème du graphe fermé) si et seulement si T est une distribution : il existe un
nombre p>o tel que pour tout AeZn—{o} on ait :

^La,«> ^(|A[+I)P

avec [ A [ = 2 [ ^ , si k=(k^, . . .5 AJ. Ceci est une autre façon d'écrire que oceT^
satisfait à une condition diophantienne (voir V.g). •

(4.5) Soit aeT^ tel que R^ soit une translation ergodique de rtn. On suppose
qu'il existe j3>o tel que l'inéquation :

(*) IK^^^T^1 ^ 1
ait une infinité de solutions ^eZn—{o}, |^J^:2 (voir V.2 et 3).

Proposition. — Soit o<_r< + oo, entier ou non. Alors, pour tout s>o, Im L^6- pn C^T")
est maigre dans C^T") pour la C^topologie {si r-{-e—^<_o, lire o).

Démonstration. — D'après IV.6.7, çeImL^"34 '6 si et seulement si
k

SU? [ S (poR^Lr<+00.
i-eN ^o

Par un argument de semi-continuité, Im L^^nC^T') est un F y dans C^T') pour
la C'-topologie. Par la structure d'e.v.t. de G;(T1), si Im L^-^n 0^(^)4=0; (T1),
alors Im L;- p + e n C;(T1) est maigre dans G^T1). Il suffit donc de construire un ç G G^T^)
avec (p^ImL^"34 '8. A l'aide de séries de Fourier lacunaires, on construit, pour
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tout e>o, un (p^CSC^) tel que si |^|-.+oo, [ y (^)[ ne soit pas o(———\. Alors, en
\I^T 7

utilisant les séries de Fourier de y et (p, par (*), (p^ImL^""3"^. •

Remarque. — Ceci montre que A. 8 est (en un certain sens) le meilleur théorème
possible.

(4.6) Rappelons (voir V.3) que aeR^ est de type constant si
^I^IK^I^O.

Il est à noter que si çeC^T") (et même si

9EHS(Tn)={^S^^2m<^>l2[A|2n|^|2<+oo})

alors il existe ^eL^T", dx) tel que l'on ait m-presque partout ^—^oR^=(p .
La proposition suivante est de Y. Meyer.

Proposition.—Pour tout aeR—Q^ il existe <peCi(T1) tel qu'il n'existe pas de ^eG^T1)
vérifiant ^ — ̂  o R^ == <p.

Démonstration (Y. Meyer). — On a nécessairement ^^pi*D(p avec

fi==-1- Y z ..2mfca;

' 27^0^1-^") •

Tout revient à voir que [L n'est pas une mesure (de T1). Si a n'est pas de type constant,
alors sup |p.(^)| ==+°o? donc [L n'est pas une mesure. Le problème se pose donc si a

n G N
est de type constant, ce que nous allons supposer.

Lemme. — Soient q^ les dénominateurs des réduites de a de type constant. Si [L est une mesure,
alors il existe une suite d'entiers ^•->4-00 civec j->+°o ^ ceC—{0} telle que, si j->-{-oo,
[e ̂ V) pf converge vaguement (ou faiblement) vers c dx.

Démonstration. — Rappelons que pour voir qu'une suite bornée de mesures ^
converge vaguement vers une mesure À, il suffit de tester sur un ensemble total de fonc-
tions continues de T1. Nous choisissons comme ensemble total (^^fcez- II suffit donc
de vérifier que, si peZ est fixé, et si TZ->+OO, alors i^(^)-^(j&). Puisque a est de
type constant, il y a, pour j-^+oo, une suite ̂  telle que k^+oo et {!(—%;.) ->^=t=o.
Alors, si j-^+co, [L^e^'V^->cdx. En effet :

_ , f(2^(^—^.) (exp(27r^-^)a)-i)-1 si p^q^.
^P)=\ . 3

1° sl P=9kj'
Or, pour peZ—{o} fixé, si j->+oo on a :

^(p)^o (car ^V-^i)

et ^-(o)^. •
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La proposition de Y. Meyer résulte par l'absurde du lemme et de la proposition suivante
dont on trouvera une démonstration dans Rudin [i, (3.5), p. 66] :

Proposition. — Soient n^ une suite d'entiers telle que, si k -^+00, ^->+oo, et [L une
mesure de T1. Si k ̂ +00, et si {e2^^)^ converge vaguement vers une mesure X, alors \ est sin-
gulière par rapport à la mesure de Lebesgue.

(4.7) Rappelons que oceR est de Liouville si R^ est sur T^ une translation ergo-
dique et si pour tout entier j, il existe ^^—{o}, |^|^2, tel que :

i(*) IK^ûc>[|^'-l^
(Voir V.5.)

Proposition.—Pour tout aelf de Liouville, Iml^nC^T1) est maigre dans G^CT1)
pour la C^-topologie.

Démonstration. — Par le même argument qu'en (4.5), il suffit de construire un
(peC^T1) tel qu'il n'existe pas de ^eC^(T1) vérifiant ^—^oR^=y . Soit :

9= S ((I—^2 m<^ a>)^2 m< f c7' a ;>4-(I—^-2 T C ^<^ a>)^-2 7 T ^< f c ;^>)^
J'EN

où {kj)^ est la suite définie en (*). Par (*), ^eC^ÇT^ R). Soit ̂  S (^^ j^e-2^^);
jev

^ est une distribution et on a, au sens des distributions, ^—^oR^=<p . Évidemment,
^ n'est pas dans L^T", dx); or s'il existait ^eL^'T1, dx) vérifiant m-presque partout
^—^ioR^==(p, ^^ aurait les mêmes coefficients de Fourier que ^; un tel ^i dans L1

ne peut donc pas exister. •

Remarque. — Soit m==dx la mesure de Lebesgue, et soit oceR—Q^. Si ^ est une
solution w-mesurable de l'équation :

^ — ^ o R ^ = = y m-presque partout,

avec <p dans ^(T^ dx), on a nécessairement f ^{x)dx==o (Anosov [i]).
•/ o

II se peut que cpeG^T1) vérifie f ^{x)dx==o, ainsi queJ ow
sup " / = + oo,
^ i-e2^ ?

que a soit un nombre super de Liouville (aeR—QJ, mais que l'équation ^ — ^ o R ^ = = c p
ait une solution ^ ^-mesurable ! (Pour de tels exemples, voir Anosov [i].)

On peut montrer (voir Jones et Parry [i] ou Herman [7]) que pour tout nombre
de Liouville aeR—Q^ il existe <peGo°(T3) tel que l'équation ^ — ^ o R ^ = y n'ait pas
de solution m-mesurable ^.

(4.8) Soient aeR—Q^, et (</J les dénominateurs de réduites "" de a. La propo-
sition suivante précise la proposition (4.3). ^n
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ffn-l

Proposition. — Si cpeG^T1) est absolument continue, on a lim [ S (poR^L=o.
n ->• + oo î == o

Démonstration. — Soit :

BVoCr^çeC^T1) [ y sur [o, i] est à variation bornée};

la variation totale de 9 sur [o, i] est notée Var(<p). Pour la norme [(pIv^lplo+Va^ç) ,
BVo(T1) est une algèbre de Banach et sa topologie s'appelle topologie de la variation.

Soit eîBVoCr1)-^ :
Qn-l

9-^(1 ̂  ?oR,J^^.

D'après l'inégalité de Koksma, VI. 3, on a :

ImeC^O O(N)={(^)eRn | |^ |^=sup|^ |<+oo}.
i

On montre facilement en utilisant l'inégalité de Koksma que pour tous/et ^eBVo(T1)
on a :

|9(/)-9te)I^^Var(/-^);

6 est donc continue.
Soit ^={(^)er°(N) | .lim ^==0}; CQ est fermé dans son bidual r°(N); ô--1^)

est donc fermé dans BVo(T1) pour la topologie de la variation (topologie définie par
la norme | y)* Si 9 est un polynôme trigonométrique dans CÇ(T1), on a 6(cp)e<:o.
Or l'adhérence de l'ensemble des polynômes trigonométriques dans BVo(T1) est le sous-
espace des <peBVo(T1) qui sont absolument continues. Il en résulte que, si yeG^(T1)
est absolument continue, 6(çp)e^o- •

Remarque (4.9). — Soient (peGo°(T1), aeR—Q^; par (4.8), on conclut que, si
dn-l

72->4-°05 S (poR^->o dans la C°°-topologie.
t=0

» i—i
(4.10) Nous avons vu en VIII. i comment majorer les sommes 9^ ^= S çoR^

si 9 : T1—^ est une fonction à variation bornée ( ( ^{x)dx=o\, en fonction de n
et de l'arithmétique; sur T1 cette majoration est génériquement « mauvaise ».

On se donne (ped^CT1), telle que | (^{x)dx=o et que ses coefficients de
J T

Fourier vérifient 9 (A) 4=0, pour keZ—{o}.

Noter que ceci implique, pour - eQ^/Z, qu'on a lim nvplq °>o; et aussi que la suite

de fonctions | y^p/J converge ^-presque partout vers +00? si ^-^+°°-

On se donne À : N—^R*. croissante telle que lim ——==-f-oo.+ i n->+^^n)

Proposition. — II existe un G§ dense, G, dans T1—(Q^/Z), tel que si aeG, on ait
73(00) = sup (| 9 o/À(7z)) = + oo.

n^.1
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Démonstration.— 73 : TP-^R est semi-continue inférieurement, donc G^v^^+oo)
est un Gg de T1, dense dans T1 puisque QyZCGi. Il suit que G^GiH^—ÇQ^/Z))
est un Gg dense. •

(4.11) On se donne 9 comme en (4.10).

Proposition. — Pour un ensemble résiduel de aeT—ÇQ^Z), l'équation ^—^oR ==(D
(égalité m-presque partout) n'a pas de solution m-mesurable ^ : T^R.

Commençons par remarquer que, si ^ et a vérifient l'équation, on a, w-presque
partOUt, +-+oR(n+i)a=9n,a-

Lemme.—Si ^ : T^R est mesurable, alors la suite de fonctions (|^—^oR^|)^^ est
telle que si (n^çy est une suite d'entiers, alors, si i-»+oo, [y^J ne peut converger m-presque
partout vers +00.

Démonstration. — Puisque ^ est TTZ-mesurable, on a :

^Urn^ m{xeT11 |^)|>A}=o.

Or, pour tout n fixé, on a :

<^T^||^W-^oR^M|>A}^^eTi||^M| ou |^oR^)|^j

<277^(^eT l | |^(A:)|>A).— [ 1 1 1 ^ ^ i — 2 j

II en résulte que la suite de fonctions ( | ^ — ^ o R^ | )^ ç y est une suite bornée en w-mesure,
donc aucune sous-suite ne peut converger ^-presque partout vers +00 (voir Halmos [i]). •

Remarque. — II suit du lemme précédent et du théorème ergodique que si
^ — ^ o R ^ ^ y avec ^ : T1-^ m-mesurable et yeL^T1, m), alors f ^(x)dx=o.

Démonstration de (4.11). — Considérons la fonction semi-continue supérieurement
M : T^R^. définie par :

M ( a ) = i n f f ———'-———^x.
^JTlI+l^aWI

Soit G^M'^o) qui est un Gg de T1, dense dans T1 puisque Q^/ZCG. Or, si a est
tel que M(a)==o, il existe une sous-suite {n^çy d'entiers, vérifiant ^->+oo pour
î+oo, et telle que, si i-^+oo, la suite de fonctions |y^. ^| converge m-presque partout
vers +00. Par le lemme, si oceG, l'équation ^ — ^ o R ^ = = y n'a pas de solution ^-mesu-
rable ^. L'ensemble considéré est bien résiduel puisqu'il contient le Gg, dense dans T1,
Gn(Ti-(%/Z)). •
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5. Groupe produit gauche et perte de differentiabilité.

(5 .1) Remarque en guise d'introduction.

(i) Soit/(^,A:a)=(^+9(^)+ai,^+a2), avec o^eR, agcR—Q^ et yeC^T1).
On suppose qu'il existe ^eG°(T1) vérifiant ^ — ^ o R ^ = < p ; soit alors :

g{x^x^) =(^+^3), ^).
On a :

f=g-laR^g

avec R^ {x, x^) = (^ + o^, x^ + ocg).
On peut dire que pour les/de la forme (i), le problème de conjuguer/à une

translation se ramène à l'étude de l'application linéaire (en une variable de moins) :
^^-^oR^=LJ^).

On peut ainsi interpréter « géométriquement » les résultats sur l'application
^GOT^-^oR^GoTr1)

en construisant un difTéomorphisme de T2 de la forme (i) .
Anzaï [i] a appelé les difféomorphismes de la forme (i) des « skew products »

(ou produits gauches). Fûrstenberg [i] étudie de tels produits gauches, en général non
homotopes à l'identité. Nous nous proposons d'en donner rapidement quelques propriétés.

Définition d'un produit gauche [ou extension).

Soient X, Y deux ensembles et G un groupe de permutations de X. Soit /: Y->Y
donné. Un produit gauche au-dessus de / est une transformation :

F : X x Y - > X x Y , F(^)-(^),/(j;))
où ye\->gyçG est une application.

Noter que si p : XxY-^Y est la seconde projection, poF=fop, et que si/ est
bijective, F l'est aussi.

On se placera dans le cas où Y^T""1, X=T1 et G=T1 agissent sur T1 par trans-
lation : ye^n-l^{Q^g^Q)=Q+^) (modi)) , avec cpeG^T1-1). En fait, il est plus
commode de travailler dans R", le revêtement universel de T1.

(5.2) Définition de SW'CP) C D^(T1).

On pose SWW^RJaeR} et FeSW^T1) si F(^)^+9(^/00) avec
/eSW^T^-1) et (peG^T1-1). Il suit que /eSW^T1) si

/(^,^, ...,^)=(^i+<Pl(^ •••^n)^2+Ç2^3. ...^n). ...,A:,+0

avec, pour i<_i<^n, ç.eC^T1-') (et o^eR).
SW'CP) est alors un sous-groupe fermé de D^(T^). Remarquons que SW'CP) est

contractile dans la G^topologie.
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(5.3) Rappelons que, si o^r<+oo et /eSV^T^), on pose :

H;(/)=sup|^-Id-^(/)|e.eR;
& G N

si /eSW-CP) et pj/)=:a=(ai, . .., ocJeR-, on pose :

^(a)-(a„...,aJeRn-l.

Proposition, — Soient o<_r<^+co et /eSW^T"), telle que R^) ̂  une translation
ergodique sur ̂ n~l. Alors une condition nécessaire et suffisante pour que f soit conjugué dans SW^T")
à R^ est que si o<_r< + oo, H;(/)< + oo, et si r = + oo, H^(/)< + oo pour tout k fini.

Démonstration, — Par (1.5) et (3.4.1) la condition est nécessaire. Montrons qu'elle
est suffisante. On le démontre par récurrence sur n. Pour n==ï, SW^T^^R et c'est
trivial. Supposons la proposition démontrée pour n— i. Montrons qu'elle est vraie pour n.
L5 application / induit sur Rn -1 un difFéomorphisme f^ e SW (T1 - l) (Rn = R x R71 ~1), et
il existe par récurrence h^eSW^-1) tel que h^of^oh^1 =R^; soit AeSW'CP)
défini par A=Idx^; on a :

Ao/oÂ-^^i+cp^, . . . ,A:J ,A:2+a2, . . . ,^+aJ.

On a de plus H^(Ao/oA~ l)<+oo, si o^r<+oo (et pour tout r fini, si r=+oo). Or:
k

H^Ao/oA-^supI S ?ioR,^)—^aJcr<+oo
& l-0

avec ai=J^_^y(A:2, ..., ^)âf^® .. .®^. Par IV. 4. i, il existe ^eG^T1-1) tel que

^—^oR^=9i—ai .

Soit ^ : R^R^ définie par

^(^, ...,^)==(^i++(^ • • •5^ ) ^25 •••^n)-

On a ^eSW^T") et gohofoh-^g-1 =R^ donc ^oAeSW^T"). La proposition en
résulte par récurrence. •

Remarque.— II est équivalent de dire que f est conjugué à R^ dans SW^T") ou
dans D-CP) (par (5.3), (1.5) et (3.4.1)).

Proposition (5.4.1). — Soit aeRn tel que j^(a) satisfasse à une condition diophantienne.
Il existe deux entiers r^>r^ ayant la propriété suivante : si /eSW^T1) avec r^<^r<_(ù et
st Prn^^^ / est G1" ̂ -conjugué à R^ dans SW""^^) {où r—r^==co,u si r=oo,œ).

Démonstration. — Identique à celle de (5.3) en utilisant A. 8. •

Proposition (5.4.2). — L'adhérence dans la G^-topologie de V ensemble des ^SW^f^)
qui sont C'0'conjugués à une translation est SW^T").

192



DIFFÉOMORPHISMES DU CERCLE ET ROTATIONS 193

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de (5.4.1) et du fait que l'ensemble
des aeR" satisfaisant à une condition diophantienne est dense puisque de mesure de
Lebesgue pleine. •

Remarque (5.5). — Une application de (4.5) laisserait supposer que r^ est pour

presque tout p^e'K1-1 de l'ordre de - l —— / . Ce qui est bien supérieur à la perte

de différentiabilité donnée par A. 2, qui donne pour presque tout j&(a) une perte de w+s!

(5.6) Perte de différentiabilité.

La proposition suivante montre qu'on a pour T^ 7^2, des exemples analogues
à ceux que nous avons donnés pour T1 en XI. 4.1. En fait ces exemples sont presque
triviaux (ce qui n'est pas tout à fait le cas pour T1). Ils donnent à une unité de moins
la perte de difFérentiabilité escomptée par A. 2.

Proposition (5.6.1). — Soit aeB^ tel que R^ soit sur T" une translation ergodique,
pour n>_2 et o^r<+oo, il existe feSWÇT^ vérifiant pj/)==a et non Cr~n+l+e-conjugué
à R^ dans Dr-n+2(Tn) {si r—n+i+^o, lire G°). De plus, il existe un tel/dans tout
C'-voisinage de R^.

Démonstration. — Soient
a=(ai, ...,aJ,

et f^i. •••^n)=(^i+ai+yi(^ •••^2)^2+02, . . . ,^+aJ;

on a, pour p == n— ï — e :
k

îîfr-p(f)==SMp[ S (pioR,^[cr-^.
k •"'0

On choisit (pi comme en (4.5) (i.e. y^Im L^^nC^T"-1) et on conclut par la propo-
sition de (5.3) et la remarque qui suit. •

Proposition (5.6.3). — Soit aeR" tel que j^eR^1 soit de Liouville. Pour tout n>_2
et tout C^-voisinage 0 de R^ dans SW^ÇT"), il existe feO vérifiant pj/)=a mais non
G°-conjuguée à R^ dans D^T").

Démonstration. — Utiliser l'invariant HQ dans un exemple analogue à celui de
(5.6.1) en utilisant (4.7). •

(5.7) Minimalité.

(5.7.1) Soit/eSW^T2) définie par/(^,^)=(^+<p(^),^+a), où aeR-Q^
<peCS(T1) {i.e. J^dm==o). On suppose qu'il n'existe pas de ^6G°(T1) vérifiant
^ — ^ o R ^ = < p . Soit /: T2-^2 le difféomorphisme obtenu par passage au quotient.
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Remarque (5.7.2). — Par (4.7), pour tout nombre de Liouville aeR—%, il
existe /eSW°°(T2) comme ci-dessus.

Proposition (5.7.3). —f est un difféomorphisme de T2 minimal.
Démonstration. — Par Gottschalk et Hediund [i, (14.13)]. Le difféomorphisme

de RxT1 défini par (^1,^2)^(^1+9(^2)^2+0^) a un point de RxT1, d'orbite dense.
Il suit qu'il existe un x={x^,x^)eT2 tel que {fn{x)\neZ} soit dense dans T2.

Supposons que/ ne soit pas minimal ; alors il existe un ensemble minimal compact
non vide pour/, MCT2, M+T2. Si p : T2-^ est définie par p^ x^)=x^ alors
p{M) est_invariant par R^, donc p{M)==T1. Soit y={x^y^eM, tel que ^(^1,^2)=^;
comme/commute avec la translation R^-y,), Mi=R^_^(M) est un ensemble
minimal pour/, et M^T2; or xeM^, et {/n^) \neZ} est dense dans T2; par l'absurde,
il en résulte donc que/ est. minimal. •

Remarque. — (5.7.3) résulte aussi de la formulation plus générale suivante (voir
Fùrstenberg [i] et Parry [i]) :

Soit f un homéomorphisme de l'espace métrique compact X non vide qui est minimal (resp.
uniquement ergodique ayant pour unique mesure de probabilité invariante pi). Soit 9 : X-^T1

continue. Le produit gauche F : T1 X X -> T1 x X défini par F (6, y) = (6 + 9 {y), f{y) ) est
minimal (resp. uniquement ergodique) si et seulement si, pour tout keZ.—{o}, Inéquation :

^o/OO-^^OO (^eX),

n'a pas de solution non nulle ^ : X->C qui soit continue (resp. ^-mesurable).
Cette formulation implique que le G^difféomorphisme /: ̂ 2->T2, défini par

/(^, ^)==(^4-^2, A:2+a) avec aeT—ÇQ^Z), est strictement ergodique (avec pour
unique mesure de probabilité invariante la mesure de Haar). Mais/n'est pas conjuguée
à une translation puisque non homotope à l'identité.

Remarque (5.7.4). — Soit /eSW^T2) comme dans (5.7). Alors, par (5.3),
H^/) = +00? et par (4.9) K^(/) = o. Donc, si G/ est l'adhérence de

Zf=={fn+p\p et n dans Z}

dans SVV^T2) pour la C^-topologie, Gy a la puissance du continu par XII. 3.2 et on a
l'homomorphisme de groupes continu injectif :

S p
o-> /--^R défini par p2(^^+<p(A<2),^2+ a)= a•

L'ensemble p2(G^) est de mesure de Lebesgue nulle dans R, puisque p2(Gy) est
contenu dans la réunion de l'ensemble des nombres de Liouville et de l'ensemble des
nombres rationnels. Ainsi, dans D^T^), Ko(/)=o n'implique nullement que/soit
G°-conjugué à une translation, contrairement au cas de T1 (voir X.i.4).

6. Étude du voisinage V^ de A. 2.

Nous allons montrer que le voisinage V^ du théorème A. 2 de l'annexe ne peut
être remplacé par un voisinage dans la G^topologie, pour n == 3 (et aussi évidemment
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pour 7^3). Il suffit de le montrer pour la proposition (2.6) ci-dessus, qui est un corol-
laire de A. 2. On rappelle que Sî==dx^^... t\dx^ et que l'on a posé :

D^T^^/eD^'T1) |/*û=û}.

Proposition. — Pour tout aeR3 tel que R^ soit une translation ergodique sur T3, il existe
une suite (^) d'éléments de D^(T3) telle que, si i->+oo, /,-»R^ dans la C^topologie, et telle
que Von ait :
1) Pm(^)=a pour tout ieN;
2) pour i assez grand f^ n'est pas Cft-conjuguée à R^.

Démonstration. — Nous allons construire une suite {g^çyC X^T") de champs de
vecteurs de divergence nulle convergeant vers le champ de vecteurs constant

oc==(ai, ocg, 03) eR3

dans la GMopologie, et vérifiant

9cî{&)=f^gidm=(x..

Si fiW=^p{tgi) est le groupe à un paramètre engendré par g^ on choisira g, tel que
fn(-y \ __y.

pour tout i, il existe ^eR" tel que J-l-\-u.——^ ne converge pas vers a si n-> +00 (de
/^f/z x-^ _ dé-

plus f^{x^—x,= t ——\ sif^t, x) est le groupe à un paramètre exp(^) engendré

par ^). On aura alors pour tout i, avec J^=exp(^)eD^(T3) :
1) 9m{fi)==^ par (2.5);
2) ^ converge vers R^ dans la GMopologie, si i-^+oo;
3) les^ ne sont pas G°-conjugués à R^ (par (1.5)).

Construction des g^.

Soient :

9=^1. ?2, ?3)^(Z-{o})3, y'=(^, ̂ , o)e(Z-{o})2x{o} et p=={q, q[, ^)eZ5;

on pose sin 27r< y, A:>=sin 27r(^A:i+^^2+^3^3). Soit ^ le champ de vecteurs de T3

de composantes :

a i+ ' ^ s in 27r<^ A:>+- l lt )sin 2TC<^', ^>
?i ?i

P(^) P(^)a2—2——sm 27c<^ ^>—•^-isin 27r<j', A:>
?2 ^2

a3+p^ )sm27c<y,^>
^3

avec (3(^)eR-{o}; on a ^eX^(T3) et p^)=a.
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Assertion. — Les inéquations :

1<?^>I^IP(^1 (h.-<h,?i_^
?1 Î2

^_2^

?1 ^2
K-7',a>i^|p(/0|

onf âne infinité de solutions p'eî" (/»*=(^, (?')') <fonf to"^ ^ composantes sont non nulles,
et telles que li^/^l—'-o si î'->+oo.

q\\ ?3 (îi)*7.. ^oraf uniformément majorés par-De plus, si t'->-+oo, /^ rapports
?2 ?1 W

k>o et minorés par -, indépendamment de i.
R

Fin de la construction des g^ en admettant l'assertion.

On choisit les p\ (y')* et (3(^*) par l'assertion. Alors, si î'^+oo, &->a dans
la G^topologie. Montrons que si ^=exp(&), alors les ^ ne sont pas C°-conjugués
à Ru. Soitf^t, x) le groupe à un paramètre engendré par g^ On a :

Mt,x)=exp^{x)), 8^Çt,x)=gi(f^(t,x)) et fi(o,x)=x.

Il en résulte que
c

~ët̂<?Vi>(^ ^=<q\ a>+p(/>)((|)-.-(â<)sin 27t<(?')i^>^ x)

^(?Ï,/<>(^)=<(/)^a>+P(^((-tôl-2($)t)sin27.<^^>^
• \ y 2 î /

avec comme condition initiale :
<^/Z>(0^)-<?^>

<(?')V.>(0^)=<(?')^>.

Par le choix de (B(^), il existe un A:,eR3 tel que pour tout teR :
<?^^^^>=<?^^>==Cte,

puisqu'il existe un ^ tel que :
r\ ç,

^<?v^>(o,^=^<(?r./,>(o,^)=o.
On a alors :

/</^)\
, ? , — — — — / - > 0 , SI TZ-^+00;

x)

^(^z) ne tend pas vers a, si i-^4-00? sinon on aurait ^q\ a)==o, ce qui est contraire

au fait que (i, o^, ag, 03) sont indépendants sur Q. Gomme c'est vrai pour tout i, la
proposition en résulte. •
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Preuve de Passertion.

Considérons les deux formes linéaires, définies (pour x=.[x^ x^ A^eR3) par :

L^x)==x^—x^+x^
et ^W^^i+x^;

(LI, Lg) est de rang 2.
D'après le théorème des formes linéaires de Minkowski (voir Gassels [i]) (ou

autrement), il existe une infinité de xeZ3—^} tels que :

(I) sup|L^)|^H-1/2

t=l ,2

avec \x\ ==sup |^|, et c étant une constante ne dépendant que de L^ et Lg. On pose :

9==^i. —^ ^3). ^(^ ^2)5

et on choisit une suite de solutions de (I) telle que, si î->+oo, l^'l-^+oo. Pour i
assez grand (le signe -^ veut dire : approximativement) on a, pour x'''== {x{, x[, A;') ,
î1-^-^), w-^i,^) :

ai ̂  + ^2 -^2 ̂ / °5 solt

et 2 ai ̂  + 03 ̂ 3 ̂  o, soit

De plus : <a,^>=Li(^),

<a,(yÏ>=L^),

II suffit alors de choisir

<A (ft
(?!)• W

^
X\

2X\

^

W ^

q{ <&

?;
^

2^
^

/"'̂ /

(?i)1

(?2)'

-3-

03

^

^1

^

ip^i-^i^r^.
On a bien, pour î->+oo, |i3(^)|->o; par le choix des ^ et (^')1 les conditions de
l'assertion sont satisfaites. •

7. Quelques propriétés génériques dans Ô°°(Q).

(7. i ) En désignant par û la forme différentielle ^A ... A û?^, on a défini en (2. g)
le groupe D^('P); c'est un sous-groupe fermé de D^T"). On pose :

OïW-{g~l^og\g^{^n)}
0°°(Q)= U 0^(Î2)

ci ç R
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et on note Ô°°(^ l'adhérence de 0e0 (û) dans D^T^) pour la G°°-topologie. La
G°°-topologie sur 0°°(Q) est par définition la G°°-topologie induite.

Proposition (7.2). — Si n'^2, il est générique [pour la (y'topologie) dans Ô00^)
de ne pas être Çf-conjugué à une translation dans D^T^).

Démonstration, — Soit H^ l'invariant défini en (3.4); G^Ho-^+a^nÔ00^)
est un Gs dans Ô00^) par la semi-continuité inférieure de Ho. Remarquons que, par
(1.5), si/est G°-conjugué à R^ dans D0^), on a Ho(/)<+oo.

Il nous reste donc à montrer que G est dense dans 0°°(û) pour la C^-topologie,
et la proposition sera démontrée. Soit L l'ensemble des a=(a^, 03, . . ., ajel^ tels que
^(a)=(a2, . . ., ajelf--1 soit de Liouville dans R^"1. Évidemment U O^fQ) est dense

a e L x /

dans 0e0 (û) pour la C^-topologie. Or, pour tout aeL, il existe une suite (/) d'éléments
de SV^T^) telle que, si i->+co, /->R^ dans la G°°-topologie et pour tout i :

Ho(/)-+œ (voir (5.6.2)).

D'après (5.4-2), SW00^) C Ô00^) ; par G^-conjugaison, on conclut que pour
tout /e^0^(t2), il existe une suite (/) d'éléments de Ô°°(û) convergeant vers/
dans la G°°-topologie lorsque i^+oo et vérifiant, pour tout i, Ho(/)==+oo. On en
déduit bien que G est un G§ dense dans Ô°°(Q) pour la C^-topologie. •

_ Remarque (7.3). — II n'est pas difficile de voir qu'il est vrai sur un G§ dense de
0e0 (Q) (pour la C^-topologie) que/vérifie : Rp^ est sur T^ une translation ergodique.

_ Proposition (7.4). — Si n>_2, il est vrai sur un G§ dense de Ô°°(Q) {pour la C^-topologie)
quef soit sur TP strictement ergodique avec pour unique mesure de probabilité invariante la mesure
de Haar m de T".

Remarque. — Par 11.8, si /eÔ00^) est strictement ergodique, alors/est minimal.

Démonstration. — Soit (9,)^^ une suite dénombrable dense dans C^T"). Soit :
fc—i _
.2 ̂ F

f^W)==^3————— eR^.
———— K Q

Pour tout i, E, est semi-continue supérieurement; donc E^o) est un G§, ainsi que
G^Er^nÔ00^);

G = Cl G, est donc aussi un Gg de Ô°°(tî) pour la G°°-topologie. Si pour tout î, E,(/) =o,
alors on voit facilement que toute mesure de probabilité de T" invariante par/est nulle
sur C^T^), donc coïncide jivec la mesure de Haar de T^ Par 11.8, G est donc préci-
sément l'ensemble des /eÔ00^) qui sont uniquement ergodiques. Pour prouver (7.4),
il suffit de montrer que G est dense dans Ô°°(a). Or, si /e U 0^(t2)=0^(t2), où
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TE désigne l'ensemble des aeR^ telles que R^ soit sur T^ une translation ergodique,
f est alors strictement ergodique par conjugaison. Mais O^(^) est dense dans 0°°(^),
donc G est un G§ dense dans O00^) pour la G°°-topologie. •

(7.5) En XII .3 .1, nous avons défini K^ : D^T^-^R^, semi-continue supé-
rieurement, telle que si K^(/)==o, alors l'adhérence de Zf={fn-{-p\neZ,peZ} dans
D^T") pour la C^-topologie est un groupe abélien ayant la puissance du continu
(voir 11.2.12).

On a la proposition suivante, dont la démonstration est analogue aux précédentes.

Proposition. — K^^nÔ00^) est un G§ dense dans Ô°°(û) pour la C^-topologie.

(7.2), (7.4)3 (7-5) montrent que la situation sur T", n^2 est radicalement
différente du cas T Z = = I . La G°-conjugaison à une translation n'est ni impliquée par la
minimalité def{i.e, (7.4)) ni par le fait que K^(y)==o; on peut dire qu'il faut contrôler
toute l'équation linéarisée, mais il resterait à trouver des invariants que l'on puisse
calculer effectivement, et peut-être arriver à démontrer A. 2 de façon plus dynamique.
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Commentaire :

On se propose de démontrer un théorème dû essentiellement à V. I. Arnold [i] etj. Moser [i]. Leur démons-
tration suit une idée de Kolmogorov et utilise l'action de groupe.

La démonstration que nous proposons suit une idée de H. Russmann [i], démonstration plus proche de la
méthode de Newton : on inverse la différentielle à un terme quadratique près. Zehnder [i], [2], a aussi formalisé
cette idée. Notre démonstration nous permet d'obtenir un voisinage dans la G2+s-topo\ogie pour presque tout
nombre, pour n = i (sur T1).

On peut inverser exactement la différentielle de (X.^KR^o^oRao.^"1, voir Herman [2], mais l'inversion
à un terme quadratique près permet de contrôler les domaines d'analyticité dans le cas C". A notre connaissance,
les constantes et le cas C" dans le théorème (2.2) sont nouveaux. (Le cas G" a été annoncé dans Herman [8] et [9].)
D'ailleurs nous discutons les voisinages V^ dans le cas de T1 en (2.4). Le lecteur se reportera aussi à l'exemple
sur T3 de XIII. 6.

Le lecteur intéressé seulement par l'équation linéarisée peut lire indépendamment 3, 4, 6 et 8.

i. Notations et rappels»

Soit T^R^. Si x=={x^, . . . .A-JeR^, on pose [A; |=sup[^ | . Si o<_r<_u (1),
i

G^T") désigne l'espace vectoriel des fonctions sur R", Z^-périodiques, qui sont de
classe G^ On munit cet espace de la G^topologie. Si r est entier ou -{-oo ou co, ces
définitions sont classiques. Pour o<£<i, Ge(Tl)(==Lipe(T^)) est l'ensemble des
fonctions hôldériennes d'exposant s, soit :

^^lîW^^
x^y \X~J'\

Si r est non entier, la G^-topologie est la borne supérieure de la G^topologie et
de la topologie induite par la semi-norme | \r-[r] sur les dérivées r-ièmes. Soit
G^T^R^G^T1))^

Si r est entier et (peG^l^, R"), D^yeE est la différentielle d'ordre r de 9, avec
D°<p==9 et aussi Dç^D^; on a posé :

E^C^T^^R^R^)

où JSf^R^1)7', R^ est l'espace des formes multilinéaires symétriques à r variables.
La norme \x\, pour xel^, |^ [==sup |^[ , induit sur ^((R^, R^ une norme

que nous noterons encore [ |. lt

Soit, pour o^r^co, r entier, ou r=+ oo ou œ, D^T1) le sous-groupe de Diff^R")
formé des/qui s'écrivent Id+9 avec yeG^T1, R") (si r==o, on convient que D°(T1)
est le groupe des homéomorphismes qui s'écrivent Id+ç).

(1) o.^r.^(o veut dire soit r==o, soit r^i, reR4", soit r=4-oo» soit r == co, œ == R-analy tique.
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Si r^i est non entier, on suppose (peG^T1, R^ et /eD^T1) dans la défi-
nition de D^ On montre facilement que D^T) est un groupe. Pour r entier, o<^r<_cù,
D^T") est un groupe topologique; pour r non entier, r^i, D^T") n'est pas un
groupe topologique.

Pour o<£<i, soit :

C^T^^eGTO \^x)-^)\=o{\x-^) si ;c-^|->o}.

G^T") est un sous-espace fermé de G^T") pour la C^topologie. On définit de même
D^T"). Si r^i, r non entier, D^CT") est un groupe topologique pour la C^topologie.

On définit R ^ : ^ h > ^ + a . Soit C=={Rp\peZn}^Zn; G est le centre de D^T^, et
D^T^/G est le groupe des diffeomorphismes G' de T71, homotopes à l'identité, comme
applications de Biff^T") dans lui-même.

Si 72=1, D'(T1) est le revêtement universel de Diff^T1) pour la G'-topologie
(et c'est toujours le revêtement Z^-cyclique associé à l'injection scindée :

^(^^^(Diff^T-)).

Pour o<_r<^cù, Dr(T^) est localement contractile pour la G^topologie et, si 72^63
il est non connexe. On désigne par D^(T") la composante connexe de l'identité dans la
G^topologie (i.e. l'ensemble des diffeomorphismes G^isotopes à l'identité). Il est équivalent
de conjuguer/à un R^Diff^T1) dans Diff^T1) et de conjuguer un relèvement de/
à D^T") à un R^ dans D^T") ; si/est voisin de R^, en fait nous aurons des conjugaisons
C^voisines de l'identité qui seront donc dans D^T") (et qui seront même voisines de
l'identité de 1/8 (i.e. f=goR,og-\ \Dg-1 |o^i/8)).

On pose D^T^^/eD^T^I/^^o}. Le lecteur vérifiera que toutes nos
conjugaisons sont en fait dans D^T", o).

2. Énoncé du théorème.

Soient a==(oci, . . . .ocJeR^ et || || la distance standard sur T1 : si xeT1,
| ] A: I I =Inf \y+p\, où y est un relèvement de A: à R. On pose, pour k==(k-^, ....k^eZ" :

n

< ^ a > = = S ^ a ^ et |A |=sup |AJ
î== l ^

(c'est la norme F0).

Définition (2.1). — On dit que a==(oci, . . ., a Je If satisfait à une condition
diophantienne s'il existe (3^o et Gp>o tels que, pour tout kGV—{o} :

||<A,a>||^p^.

Cas 7z=i . — On peut réécrire (2.1) comme suit : il existe P^o et Gg>o tels
que, pour tout j^/^eQ, :

a-^>^
q\-^'
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— Pour presque tout ae[o, i], a est du type de Roth {i.e. pour tout £>o, il
existe Cg>o (Gg dépendant de a et de s) tel que pour tout Rlq^Q^ on ait :

G.P >q\-q^r
En effet, pour presque tout aeR, il existe C^>o tel que, pour tout pIq^Q, :

P\^ GaC«
^(Log^+i))2'

>

Définition. — aeR—Q^ est de type constant s'il existe Oo tel que, pour tout pIq^Q^,
on ait :

a p >°a—- > -o.
? ~?2

7/ ^72 est ainsi des nombres algébriques de degré 2.

Théorème (2.2). — Soit aeR^1 satisfaisant à une condition diophantienne :

| |<^a>||^^——p, pour AeZ"-{o}.
m

,So^ 6 == n + ? ^ P 4= o, p TZOTZ ^^r,
6==^+£4~P sî (3 == o o z z p entier, avec s arbitraire >o.
^4/orj-, ^o^r chaque choix de 6, î7 m^ ?/% voisinage V^ j^oî/r /a C^-topologie de Rgç rfû^

D^T1) (i.e. ^^{/eD28^) | |/-RJc20<(i}) et une application :
ç • V29 -^ "R^ v D6 ^T^ n^J . VR^ -> IV X -U^ { L , OJ,

^z possède les propriétés suivantes :

— Si ^26, r—6 non entier :

s : V^ n D^T) -. R71 x D -̂ ̂ T^, o),

^ j : V^ n D^T^ -> If x D .̂ (T^, o)

pour k = + °° OM û)*
— j- est continue de l'espace de départ avec la topologie (7 dans l'espace d'arrivée avec la

Gr~Q~s-topologie, pour tout s>o.
—Si s{f)=^,g) :

f=R^ogoR^og 1.

Cas n==i :T1. — Si on impose que ^eD°(T1, o)={AeD°(T1) |A(o)==o}, la décompo-
sition /= R^ o g o R^ o g~1 est unique (voir II. 3.3 et III. 4. i . i ). De plus, si le nombre de
rotation de/, p(/)==a, avec aeR—Q^, alors À = = o par III.4. i . i, donc ./^oR^"1.

Corollaire (2.3). — Soit aeR—Q^ tel que, pour tout e>o, il existe Cg>o vérifiant,
. ^~i

^r pIqeQ^, a—' ^ -^— . Alors, pour tout s>o, z7 existe un voisinage V^26 ̂ r la
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ff^-topologie de R, tel que, si /eV^nD^T1), r^2+2e, et p(/)=oc, alors/est
G-^conjugué à R^ (en fait f est G-{1+€)-conjugué à R^ ̂ r ̂  s>o); ^?j^, si f est un
difféomorphisme de classe G00 (resp. G"), alors/est G00 (resp. C^-conjugué à R^.

Corollaire (2.4). — A' a satisfait à une condition diophantienne et si /eD^T1) <^
G^-conjugué à R^ û/or^ le fait que f soit C^-conjugué à R^ (i.e. f^h-^R^oh, AeD°°(T1)
implique que AeD^T3)).

Démonstration. — Voir XI. 6.2. •

Complément (2.5). — 0/2 ^^ o<(3 TZO/Z ^^r ^ G>o. Considérons le compact

( C t
Kp^- aeT8 | ||<^a>||^ ^p; ÀeZn-{o} . 5ï G->o û/o^ ^ w^r^ de Haar de

\K )
^.c^1-

La constante (Ji(p, G)>o du théorème (2.2) ^ âfej&^â? que de G et ^ et non de aeKo ç.
D^ J&/Î/J, jî OTZ considère

V^^/eD^-^Cr1) | |/-Id|c2(..p)^ti(p, G)}

et si /eV^-^nD^T1), ûforj- il existe des applications continues

aeKp^ ̂  ̂ (^e^ ^ aeK^c ̂  ̂ (^eD^^+^-^T")

/^j ̂  /'OTÎ ait, pour aeKp ç,

/-Rwo^(a)oR,o(^(a))-1.

En outre, il existe L((3, C)>o ^ [ji(p, C)>o tels que si |/—Id|c2e={jii<^((3,C), aforj,
^oz/r ^OM^ aeK^c, OTZ û^ /^ inégalités :

|^(a)—a|^L[ii,

|^(a)-Id|ci^L(ii.

Nous laissons ce complément au lecteur. (Le fait que |JL ne dépende que de (3 et de G
est immédiat par notre démonstration. Le seul point à vérifier est la continuité de
ocl-^(a) et ah-^(oc), et pour cela il suffit de voir qu'à chaque étape de la démons-
tration tout dépend continûment de aeKp ç, et la continuité résultera de ce qu'il
y a convergence uniforme en a. Remarquer qu'en (4.1), si aeKp^i-^e[G^] est
continue, alors il existe une application continue ^ : K. ç -> U C^, telle que ^(o)==o

' h<^hi

et vérifiant, pour aeK^ç, ^—^oR^==^ avec la même inégalité qu'en (4.1) et une
uniformité en aeKg ç.)

Pour ce complément ainsi que pour la dépendance monogène dans le cas C°,
voir Arnold [i].

Remarque (2.6). — Le fait qu'on a sur T1, pour presque tout a au sens de la mesure
de Lebesgue et pour tout s>o, un voisinage dans la G2 + ̂ -topologie semble optimal
pour la méthode :
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a) Pour tout aeT1—(Q,/Z) non de type constant, il existe un difféomorphismey
de classe G2 avec p(/) == a, tel que y est C^proche de R^ et y n'est pas G^conjugué à R^
(voir XI. 4.3).

b) Pour les nombres de type constant, le problème posé par a) est ouvert. (Si
l'on s'intéresse au problème analogue pour l'équation linéarisée, on se reportera à
XIII. 4.7.) Pour les nombres de type constant, on est obligé de supposer 6== i +s pour
tout s>o.

c ) Un autre fait est le suivant : pour tout s>o, et tout aeT1—(Q^/Z), il existe
un /GDiff2."6^1) avec p(/)==a, G2"8 proche de R^, tel qu'il existe un ensemble de
Gantor KCT1 invariant par y Çi.e. y(K)==K)); y n'est donc pas C°-conjugué à R^
(voir X.3.IQ). (En fait, il semble qu'une topologie plus raisonnable est la CMopologie
« plus variation bornée sur la dérivée »$ mais pour cette topologie l'analyse de Fourier
ne me paraît pas simple.)

d ) En suivant J. Moser [i], dans le cas des champs de vecteurs sur T" {n>_2\
il semble que l'on puisse obtenir une décomposition analogue à (2.2) sur un voisi-
nage V^4'1 +e du champ de vecteurs constant y (satisfaisant à une condition diophantienne)
qui est induit seulement d'un voisinage pour la G°+1 + ̂ topologie (pour presque
tout Ve K^ relativement à la mesure de Lebesgue, avec Q==n—i+e).

Noter que, si 7 Z = = i , pour presque tout aeT1—(Q^/Z), 6 + i = 2 + s .
e ) Pour les notations de cette remarque, voir 3.

Dans le cas G", il existe certains aeT^ qui sont des vecteurs de Liouville tels
que, si /eD^(T") (A>o) et si |/—RJ^ est assez petit, alors f==R^ogoR^og~1 avec
^eD^T") et XeT" (voir à ce propos Rùssmann [i] et [6]).

Dans le cas G°°, et si T Z = = I , nous avons vu en XI. 4.2 que, pour que le théo-
rème (2.2) soit vrai sur T1, il faut nécessairement supposer que a satisfait à une condition
diophantienne.

3. Préliminaires sur les fonctions R-analytiques (=0°).

On suppose dans la suite que n'>_ i est un entier qui désigne la dimension de T";
toutes les constantes dépendent de n et nous ne le répéterons pas.

Notations (3.1). — Soit C" le complexifié de R'1 :
^(^....^eCi^R+zRr.

On écrit ^ == ̂  + iy^ i == -\/~=:î avec Im z == (Im z^y ..., Im ^) = (71, ... ,j^) et
Re-2'=(Re^i, . . . , Re ,zJ==(^, . . . ,A:J. Sur C" on a la norme |-2:| =sup|^.| avec,
pour ^=^.+^eC, \z^==x]+y]. j

(3.2) Définition de C .̂

La norme précédente induit une norme sur ^((C^)^, C^), espace des applications
C-multi-linéaires symétriques, norme que l'on note encore [ |.
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Considérons la bande B^ ̂ {^eC" | | Im z \ <_h} et G^T^ R") = C^ == l'espace
de Banach des fonctions /: B^-^C1 continues sur B^, holomorphes dans l'intérieur
de B^, et satisfaisant aux identités :

foR^==f pour tout j^eZ71

fo G == G of^

où o est l'involution de conjugaison de C^ On définit la norme :

H^sup|ç(.)| (i).
ze^h

Remarque. — C^ est seulement un espace vectoriel sur R.

(3.3) Définition de G .̂

On pose, pour <?eN, q^.o :
0 (̂1- R-) =C^,={feC^T\ K1) | D^eC^^ E)}

où ^=^,{^CnY,Cn).
(II serait plus exact de dire que D3/ est holomorphe sur Int B^ et se prolonge en

une fonction continue sur B^.)
On définit la semi-norme :

|<p|^=sup|D^)|,
^BA

(on convient que 191^ == [ <p [^ o).

(3.4) Fonctions G".

Soit (peC^Cr1, R") ; il existe h>o tel que y se prolonge par complexification
en une fonction, encore notée 9, dans (^(T1, R^^G^ (et même dans C^^T^R^);
on a donc :

G^T1, R") = lim ind C?(Tn, R") == U C^.
v / A-^O " v / A>0 "

(3.5) Coefficients de Fourier.

Lemme (3.5.1). — Si <peC^ et k==(k^, ....AJeZ^ on pose :

W^f^e-^^^dx;

alors :

(3.5.2) lyWI^H^-2"'^
rô l'on pose |A|i==SJ^| (2).

(1) Ne pas confondre la norme des C^T^) et la norme | <p \^ des C^.
(2) | [i est la norme de f1, en dualité par <^ , )> avec celle de /ao.
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De plus., si on pose :

RN(?)= S ç^27^^,
l ^ l ^ N + l

alors, pour tout h^<h, on a :

(3.5.3) IRN^k^C—^.-^N+W-^)
[ll~nl)

où G est une constante.

Démonstration. — Pour prouver (3.5.1), comme 9 est holomorphe sur B, , pour
tout AI<A, en intégrant sur un domaine fondamental le long des 72-plans défini par
x+z, avec xe^ et ,z={^,ih^ . . ., ±^), et en utilisant la formule de Gauchy, on a :

1$WI^ ^e-^^\

Gomme c'est vrai pour tout h^<h, on a (3.5.1).
Prouvons (3.5.2). Si h^<h, on pose S=h-h^ On a, pour |Im z\<_h^ :

|RN(9)k^H. S e-2-^.
l fc j^N+1

En comparant cette somme à l'intégrale sur R", on trouve, puisque

f e-^^ldx< constante. -^^(N+DS
JI^I^N+I - 8n

IRN^k^Cly^-^+^-^/^-A^. •

Remarque (3.6).— Soient Ip^l^C^-271'^^ ^-k)=1p(k) et ^x)=^{k)e2ni<kîx> ;
alors, pour tout h^<h, (peG^. k

(3.7) Définition de D^.

Soient y un entier, q^_o, et

D^^T^^D^^^^Id+yGD^T-) | yeC^^, R-)}.

On convient que D^=D^o. On pose :

|/|,,,= sup |D^+(p(^))|.
1 Im z | ^_h

(3.8) Composition.

En un sens évident, D^T") est la limite inductive des D^ç, mais D^ n'est pas
un groupe. Nous nous proposons de voir comment composer les éléments de D^

Si /i<=D^ et /2^D^, pour que /ao/^D^, il faut que l'image par^ de
{ [ Im 2'l^Ai} soit contenue dans le domaine de/g, soit { [ Im ^I^Ag}.
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-/»,

IR

On a les lemmes suivants :

(3.8.1) Lemme 1. — Si /eD^ et R^)=^+oc, alors /oR^eD^.

Démonstration. — R^ laisse invariant B^. •

(3.8.2) Lemme 2. — Supposons que feD^. Si v<A/2 et geD^^ avec |D^|,<2,
alors fogeD^^.

Démonstration. — Gomme Im^(Re(^))==o, Im^(2')=Im^(^)—Im^(Re(^)). D'où,
par le théorème de la moyenne :

\îmg{z)\,<2\z-Re{z)\^2^h;

g envoie donc B^ dans Int(B^); il s'ensuit que fogeD^. m
Le lemme qui suit dit que g\->fog est G1 en un sens évident.

(3.8.3) Lemme 3. — Soit /eD^ avec [DV^C. Si v^Â/2 et geD^, et si
A^eG^ avec | ^ [ ^ i < i + i / 2 ^ [A^^<i/2, alors :

\fo{g+^g)-fog-(Dfog)^g\^C\W.

Démonstration. — Par le lemme 2, si o^^i, alors pour tout ^eB^ :
g{z)+t^g(z)elnt^.

On a :

/(^)+A^))-/(^))-D/o^(^.A^)=^(i-^Dy(^)+^^)^

d'où il résulte que :

\fo{g+^g)-fog-Dfog^g\^G\^g\^ m

(3.8.4) ZCTTTÎ^ 4. — Si V,={^eD^[ |D^|,<2} ^ '̂ ^^A/2, /û composition
VvXC^o-^C^i ^ continue (i.e. {g,f)^->fog est continue).

Démonstration. — Classique et élémentaire.
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(3.9) Rappelons F inégalité de Cauchy.

Lemme.—II existe des constantes Cy, reN, r^i, telles que, pour feG^ et h<h^, on ait:

\^f\^W\,j^-hY.
Démonstration, — II suffit d'appliquer en tout ZQG\ l'inégalité de Cauchy dans

le polydisque | ^—^ol^(^i—^)/2, qui est strictement contenu dans B^. •

(3.10) Considérons pour o<(3<i la semi-norme :

l ? k , p = ^P 1 9(^i)-9 (^2) |/|^i-^213 pour z^ ^eB^
2l 4= 22

Lemme. — II existe des constantes Gy+p, avec r entier et o<(3<i, telles que', pour
/eC^ et h<h^ on ait :

m\^G^,\f\,j(h,-hY^.
Démonstration. — Gela résulte de l'inégalité de Gauchy (3.9) et de l'inégalité de

convexité VIII .3.11. •

4« L'équation linéarisée»

Si on considère l'application g\->g~lo^og, l'application linéarisée en l'identité est :
<peG°Cr, R^LJ^el^Cr1, R^]

avec L,(<p)=(p-cpoR, et [C^T-, R^^yeG-CI- R-) M-J^çW^^o).
Si on se donne T], tel que [7]] == o, on cherche Ç tel que ^— Ç o R^ = T]. En écrivant

les développements en séries de Fourier :

^=^l{k) e2^^, 73= 2 îi(Â) ^TO<fc'a;>,
f c + O

on a : ^-^oR^^SÇi-^^^'^) Ç(A) ^^^^^ST]^) é271^^^.

Si R^ est une translation ergodique sur T^ pour tout ^=t=o, on a i —^2TO<A;la> =4=0. D'où :

Ç(^=îj(^)/(i-^<^>).

Soit G^== i; _ 2m<fc,a>g 2 m < / c > a ; > < C5est une distribution formelle (i.e. dans le
K ̂  0 i ^

dual de l'espace des polynômes trigonométriques) et formellement on a :

S CW^^^G^T].
f c + O

C'est ici qu'intervient la condition diophantienne sur a : il existe (3^o et Co>o tels
que, pour AGZn—-{o}, on ait :

IK^ocXi^Gp/H^.
^p

27
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Alors (et en fait seulement alors) G^ est une distribution [i,e. un élément du dual
de G^T1)).

Soit 6 == n + P. La proposition suivante montre que l'opérateur de convolution G^
est en un certain sens d'ordre 6, et l'opérateur L^1 est un « inverse non borné ».

Proposition (4.1). — Soient h^>o et oceT" satisfaisant à une condition diophantienne.
Il existe une application linéaire L^1 : [C^] -> U C^ {donc un inverse non borné de LJ, telle1 ^</»i
que, pour h<h^ et ^[C^], si on pose ^^I^1^), alors :

Ç-^oR,=7î, S(o)=o;

ûfc j&/^, on a l'inégalité :

|L,-m^K|7)|,JA-AJ6.

La constante K dépend seulement de (3, ûfc Cp ^ de 6 ((î ^ 6 étant fixés; si Gp diminue, K ^roft).

Démonstration. — On détermine Ç par ses coefficients de Fourier :

^k)^(k)l{i-e^<^>).

On choisit Ç(o) de sorte que Ç(o)==o. On a bien Ç(—À)=Ç(À) .

£W^ ^ la convergence de S ^/(i—é?2"^0^).
f c+O

II existe des constantes positives Ci, C^ telles que :
GilK^^n^i^^^^-ii^c.iK^a)!!.

On a, par (3.5),

h^l^N^-27111^
On a donc, pour \ïm z[==h<.h-^, et si on pose 8 = = A i — A :

1 V ?W z,2W<&,2>| <|y,| I y I -27T|fc|iS2J ^W e ^-i Pî /»i^ '̂ TrTL—Tu^f c+o Lii/c+ojl <^3 a>[ |

Par Rùssmann [2, § g], [3] et [4], il existe une constante Kp ne dépendant que de (î
et de Gp (pour (3 fixé, Kp croît si Gp diminue) telle que l'on ait :

_L y J . 2 7 T i f t k 5 ^ - ^ J

C^o||<^a>|| ' -^8^3-

Donc |Ç|^2Kp|73^/(Ai-A)8 avec K=2Kp et 6==^+P.

Le facteur 2 vient du choix de Ç(o)==o. Kp étant une constante dépendant seu-
lement de a par (3 et Gp.

On a bien alors, par la remarque (3.6), que ^eC^ pour tout h<h^ et que L^1 est
continue :

[Gĵ Gjr. si A,<^

et L^L^Id. (z... S-^oR,-73, si ^-L,-1^).) •

2^^
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Remarque (4.3). — La convergence de S== S
condition diophantienne ; on a : ^o||<^a>||

é?-2"5!^ résulte de la

et

^-H"^IK^XI-c^

s^—s i^i3,-2"'^8.
Gp/c+o

En comparant à l'intégrale sur R71 (on pose |A:[i=S|^]) :
i

J^M3^"2"1'118^
on obtient (seulement) :

S——L—^l^^^. I
^ | | < À , a > | |

(4.3) Cas où TZ== i.

-GpS2"4-3 '

Nous allons démontrer que l'on peut choisir 6==i+(3 ' pour tout (3'>(3. Mais
le résultat, bien que plus faible que celui de Rûssmann, est différent. C'est d'ailleurs
suffisant pour le corollaire (2.3). On a besoin des lemmes suivants :

(4.3.1) Lemme 2. — Soit a [avec (3>o, C>o), tel que pour tout RlqeÇ^, on ait
^--Q^I^G/î24-3; alors, pour tout (3'>(3, on a :

S
In l+oiTzl^3 7 ! !^

,<+00.

Pour la démonstration, voir IX. 6.7.

(4.3.ss) Lemme 2. — Soient a et 8>o, et C>o tel que pour tout pfqef^ on ait :
GP >

q\-q\Log\q+i\)^09

Pour tout 8'>S, on a :

^ i i
-<+00.Sy^^LogTz)34'0'!!^!!

Démonstration, — La même que pour le lemme i. •

Remarque. — Pour S>o, pour presque tout a, et pour la mesure de Haar sur T1,
il existe C^>o tel que pour tout pIqeÇ^ :

P G.>
q\-q2{Log\q+l\)^s9
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Proposition (4.3.3). — Soit a {avec p>o et Cg>o), tel que, pour tout pfqeQ,, on ait :

P C»>
q-^'

Alors, pour tout P'>(3, on a :
.-27t|nj8

S '—————<K- '
1 + 0 [ |72a| | - S1^"

Démonstration. — Soit C=MsLx{\xf+le~27v^}); G dépend de j3'. On a :

.-27r|n| 8<-_____G
tî ^ ^< , 07 ,—————... , 0; «-S^I^+P'5

1 _^-27i|n|8<; Gdonc S S
-Si+P^l^ol^l^P'll^al|n| +0 TZOC

"-^^.K^M)-0"»--
Remarques (4.3.4) :

1) Dans la proposition précédente, si (3' et (î sont fixés, la constante K ne dépend
que de Cp>o, et K-^oo si Cp->o.

2) Le lemme 2 laisse supposer que, pour presque tout nombre a au sens de la
mesure de Lebesgue, il faut peut-être remplacer le module de continuité hôldérien
par des modules de continuité de la forme SÇLog^/S))^ p entier.

3) La proposition (4.3.3) est suffisante pour le corollaire de (2.3).

5. Le théorème cTArnold.

(5.1) Introduction. Notations U^, V^, W^.

Considérons les ensembles :

^-{/eD^lIDyj^},

et, pour î'== i, 2 :

V:=R»x(^6D^ [D^-ldl^-l.l
[ ^l)

W^R-xfcpEC? |D(p|^-l.
l 0 )

et

On suppose que v^Â/2 est donné.
Soit /eU/, ; considérons l'application qui à ^ == (X, g) associe

F(/^)=/o^oR,+XeG^;

F est bien définie sur V^, continue, et même G00 (on est dans des espaces de Banach)
par (3.8.2) à (3.8.4).
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La fonction f étant donnée, on cherche ^ telle que :

F(/^/)===/o^-^ORa+^=0.

soit, pour ^eD^T1) :

f=R^ogfoR^Qg^l-

(5.2) Enoncé du théorème d'Arnold.

On suppose que h<_i.

On a le théorème d'Arnold (et J. Moser [i]) :

Théorème. — Soit a satisfaisant à une condition diophantienne, et choisissons 6 comme en (4.1).
Soient /o6^, ^o^o^o)6^ (^e. ID^o—Id^^i/S) tels que F on ait \

l'Voî ^^o^o—^Ra+^o"^-

J7 mĵ  ûS^ constantes £o>o ^ G dépendant seulement de OL et de Q {en fait pour ^fixé et 6 aussi,
SQ diminue si Gp diminué}^ telles que, si S^SQ ^ ts>î J^6^» ^^

l/-/ol.=eA29,

alors il existe A^=(AX, A^)6R"xC^4^ fc/ que :

o = F(/, <po + ̂ ) ==/, o (^ + A^) - (50 + A^) o R, + Xo + AX,

aoec /w inégalités :

|A^ ^ŒA^G17^ ,

|A^|^^GsA6-1.

De plus, la correspondance (/o, ̂ o?/)^^ ^ ̂ ^^^ A {/eU^[ [/—/oLo^^^26} dans

R-XG^.

Remarque.—On a bien g==go+^geD^, puisqu'on aura \g—Id ̂ 4,1^ 1/4.
La démonstration de ce théorème se fera en quatre points :

A) Principe.
B) Inversion de la différentielle à un terme quadratique près, par un opérateur non borné.
G) Démonstration.
D) Unicité locale.

A) Principe (d'après H. Rûssmann [i]) : méthode de Newton.

Soient E, G, H des espaces de Banach, de normes notées | |. Soit F : ExG->H
de classe G2. On se donne (/o,^)eExG vérifiant I^/oî+o)^0-

On suppose que sur un voisinage de (/o, ^JeExG il existe une application
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continue (/, +)KL(/, ^)eJSf(H, G) telle que, si </F(/, ^) est la dérivée de 4^F(/, ^)
(/ fixé), alors on a, pour tout AAeH :

|rfF(/, ^)oL(/, ^) AA-AAj =0(|F(/, ̂  | |AÀ|)

{i.e. L est un inverse de û?F(/, ^) à un « terme quadratique près »).
Noter que si o=F(/, ^), alors L(/, ^) est un vrai inverse de dî{f, ̂ ). Alors,

/étant voisin de/o, il existe ^ tel que F(/,^)=o. Evidemment, ceci résulte du
théorème des fonctions implicites dans les espaces de Banach. Nous allons donner un
procédé d'itération qui converge quadratiquement {i.e. comme s2", o<e<i) vers une
solution tk.

Pour ^ on a ) F(/, ̂ ) | =0(|/-/J).
Pour i^i, posons par récurrence sur î, ^==^-i+A^_i avec :

A^=-L(/,^).F(/,^_,).

Ce procédé converge quadratiquement : en effet, d'après la formule de Taylor :

F(/ ̂ )=F(/, ̂ -i+A^)=F(/, ̂ )+ûT(y, ̂ ) .A^+0(|A^-i|2)

soit : IF^^l-OdF^^-iî.A^.D+OdA^,!2).

Or, on a |A^| =0(|F(/, ̂ ,) |),

donc IF^^I^OdF^^-i)!2),

ce qui assure la convergence quadratique.
On procédera en G) ainsi : on se donne s>o; alors il existe £o tel que si

[/—/ol^2^^? on ait par récurrence, pour i>_2 :

|F(/,^-,)|^2-

et \^i-l\^~i8'

Remarques :

— Le fait de diminuer les bandes de convergence analytique peut s'interpréter
comme l'application d'opérateurs de lissage.

— Les petits dénominateurs {i.e. L^ a un inverse L^1 non borné) pourront être
compensés par la convergence quadratique : elle permet en diminuant les bandes de
convergence de contrôler la divergence due aux petits dénominateurs.

B) Inversion de la différentielle de ^h»F(/, (p) par un opérateur non borné et inégalités.

Notations. — On suppose que /eU,, (i.e. \D2f^<2) et on se donne Vo^A/2 et
^=(À,^). Alors F(/,^)=/o^-^oR,+^C^. Si A^W^, on a, par (3.8.3),
û?F(/,^) désignant la dérivée de ^F(/, ^) (/fixé) :

(B.i) |F(/^+A^)-F(/,+)-rfF(/,+).A^,^2lA^|^
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avec, pour A^ = (AX, A^) el^ x C^ ^ i :
(B.a) â?F(/^).A4>=D/o^.A^-A^oR,+AÀ.

On cherche à inverser dF{f, ^).

Inversion de dF(f, ^) a un terme quadratique près (inverse non borné) diaprés Rûssmann [i],

Soient ^<VQ et A^; on définit EeG^ par :
(B.3) A^=D^.E.

On a :
rfF(/,^).A^D/o^.D^.E-D^oR,.EoR,+AÀ.

Si on dérive par rapport à z, F(y, ^) [z)=={fog—^oRJ (2')4-^ on a :
D,F(/^)(.)=(D/o^.D5-D^oRJ(.)

donc D,F(y;+).E=D(/o^).E-(D^oRJ.E.

Il en résulte que
(B.4) ^F(/,^).A^-D,F(/^).E=D^oR,.(E-EoRJ+AÀ.

(B.5) Inversion de Eh>D^oR^. (E—EoRJ==D^oR<,. (L^.E) ay^ L^ : Ei->E—EoR^.
— Puisque [D^oR^—Idiv^1^ et puisque (^^^V^, D^oR^ est une fonction
matricielle inversible; soit A la matrice inverse, AeG^(B^ 5 ^(C^ C")). On a :

(B.6) |A^<i+^ et |A-Id|^1

<3 0

(par la formule | (Id—B)"" 1—Id[^[B[/( i—|B|) vraie pour une algèbre de Banach).
Pour résoudre, si on se donne r^eG^, D^oR^(E—EoRJ+AX==7], on a à résoudre :

(B.7) E-EoR^+A.(AX)==A.73.

Or on sait le faire par (4.1).
Considérons la matrice [A]= ^A(x) dx. On a :

(B.8) |[A]-IdK^ et [lAI-^IdK^.
3 2

On a nécessairement, en intégrant sur T^ :
[A.AÀ]=[A].AÀ=[ATÎ].

Donc

(B.9) AX=[A]-l[A7î]

et
(B.io) |AÀ|^Gh|^

avec C^(i+1/3) (1+1/2) par (B.6) et (B.8).
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Puis on a à résoudre :

L,(E)=E-EoR,=A.(7î-AÂ).

On a bien : [A. (T]—AÀ)]=O

par le choix (B.g) de AX. Donc, par (4.1) :
(B.n) E^L^A^-AÀ))

avec, pour tout v<Voî EeG^ et pour v<Vo,

(B.i2) |E|^C3-<,

€3 étant une constante dépendant de a et 6.
L'opérateur L(/, ^) est inverse de û?F(/, ^) û Z/TZ ^rm^ quadratique {et non borné) près.
Il est donné par (B.3), (B.g) et (B.n) :

(B.i3) TÎ^H/.^.TÎ^ÇAÀ^CAJ-^EA.TÎI^.L^^A.^-AÀ)).

O11 a ^ |D^|^i+^
4

et pour TjeC^, et tout v<Voî on a :
L^^.^eR-xC^

(puisque Dg et D^oR^ sont holomorphes sur Int B^ et par (B.n)). Remarquons que
L(/, ^) est non borné puisque L^1 l'est.

On a, en posant L(^/ ,^) .73==A^ :
(B.i4) rfF(/, ^).A^-7î-D,F(/, +).E=o.

(B.i5) Si ^<VQ<_hl4. est fixé,?? application qui à (^,/) associe L(/, ^) est continue
de U^xVi dans JSf(G^ R^C^)/

Remarque. — \ |^ (resp. | j^i) est la semi-norme sur R^C^ (resp. R^xC^)
donnée, pour ^==(X,^), par :

m=sup(|X[,|^) (resp. \^==\g\^).

Majoration de l'opérateur L(y, ^).

Il y a des constantes €4, €5 dépendant seulement de a et de 6 telles que, pour r^eC^
et V<VQ, par (B.g), (B.is), (B.6) et par l'inégalité (4.1), on ait :

(B.i6) m/,^).^^^,^1—^ i^-^
et :

(B.i7) |L(/^).7^:<G, n k ^

^ô

l^k
'"-^(vo-v)^
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Pour prouver (B.iy), on a, pour v<^, par (B.i6) :

|L(/,t).< ,̂̂ C ,̂

puis on applique l'inégalité de Cauchy entre v et -(vo—v)+v.
2

Remarque. — Si F(/, ^)=o, alors L(/, ^) est un inverse (non borné) de dV{f, ̂ ).

Inégalités fondamentales.

Soient /eU,, Vo^/2 et +eV^ (^. | D^-Id|^<i/4), alors F(/^)eC^;

(B.i8) A<p——L(/^).F(/^);

alors A^GG^i pour tout v<Vo- On a, par (B.i6) et (B.i7) :

(B.,9) |A^^C,î ^

et :

tB.,.) |Ati.,,ï:a^ ;̂
Gg est une constante dépendant seulement de a et 6 et du fait que ^eV^ . De plus
(/? 4') h> ^K^C!^,! est continue pour v^ fixé, Vi<v.

(B.2i) On a, pour A^eW^ (vi<Vo) (^. |D(A^)|,^i/8), d'après (B.i), (B.s)
et (B.i4) :

|F(/^+A^)|^Ce|D,F(/^)|,JA^|^+2|A^|^

Si on applique l'inégalité de Gauchy à D^F(/, ^), on a finalement :

(B.22) IF^^+A^l^cJ^^IA^^+glA^I^
^o—^iJ

où Ci est une constante dépendant seulement de a et 6 et de ce que ^eV^ et A^eW^ .

G) Démonstration du théorème d'Arnold.

(C.i) Rappelons que /Ki et que 6^1, donc hQ~l<^I.
Si ^(A/sKi/s+i/^1), on a S.-S^^Â^4-3.
Soient ^ sur B^=B^, et F(/^o)eC^i. On définit

A^=-L(/,^).F(/,^) surB^

et on pose ^i=^o+A^o.

.277
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(C.2) Récurrence sur n^_i. — On va choisir s» tel que, si |/—/olA^eA29^eoA2e,
on ait par récurrence, pour n^ i et s==Q-\-2 :
i») keV^ {i.e. |D^-Id |^i/4);
2») lîXWk^a-'^5'8;

3j Si l'on pose A^==-L(/, ̂ ) .F(/, ̂ ), on a A^eWg,^ (̂ . |A^|s ,Si/8);
4n) lA^ls^^eA^-'^618;
5n) iAkIs^x.iSsÂ6-^-'»4-5)8.

On définit alors :

k+i=4'n+A^ sur Bs^.

Démonstration de (G. 2).

Pour n=o, on a :
2o) |F(/, +o)|s,= |F(/, ^o)-F(/o, ^o)l8,^^29.
Par (B.i9) et (B.so), on a :
4o) lA^ls^C^39^6;
5o) lA^lsi.i^C^^^^sA^1.

On choisit eo tel que Gga^-'-^Sg^i/S.

Montrons d'abord que pour n^2, si les relations i,) à 5,) sont vraies pour i<_n, il en
est de même de i,,̂ ) a 5,.̂ ).

• Montrons que l'on a bien (!„+,) : <K+ieV^.
Si les inégalités 5,) sont vraies pour i<_n, on aura :

n

^+l= :^o+ S A^
i~0

|A^|,^^^S;|A^|,,^^eoA9-lA^£,Ai==0 '" '"n+l^—^oi ^io,+i.

oo
avec A==C.-^3{6+1)+^—I—.

,-l2(*+5)8

a) Choisissons so tel que eoA^i/8. Puisqu'on a |<i'o—Id[^^^i/8, (^eVA2!
par hypothèse), et que 1 /8+1/8=1/4 , on a bien |^+i-Id[s^^^i/4.

• Démonstration de 2^,), ̂ ^) et 5^).

On a par (B.aa) :

IF^^^^^.^C'^^'^IA^I^+^A^I^^
^n °n+l;

en supposant 4^) vrai, on a :

IF(/^n+l)I^^^G^£2A4e-o-12-2(n+5)8+(n+3)+2£2A48-292-2(n+5)8

=£2(GlA8-l+22~(n+3))A292-2(n4'5)s+(n+3).

^7^
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On pose B=G^+2. On a :

|F(/,^4-l)l8„,^sBcA2e2-2(w+5)s+(n+^.

Puisque A^+i==—L(/,^).F(y;^_n), on a donc par (B.i8) et (B.ig) :

4n4-i) lA^^l.^^s^G^^-2^^)8^^3)^^4)6

et

5^i) lA^^l^.^c^G^0-^-2^4-5)8^^3)^^4)^1).

b) On choisit SQ tel que s^BCa^i et e^B^i. Puisque .$-==6+2, on a bien :
^-2(n+5)8+(n+3)+(n+4)(e+l)<3-((n+l)+5)s.

2n+l), 4n+l) et 5n+l) sont alors vraies-

• Démontrons 3n+i}'

Soit A^i^êW^.

G) Pour n ==o, il suffit de choisir SQ tel que 23(o+l)£oG2<l I/85 puisqu'on a alors
IA^IÔ^I^^^^^G^-^I/S.

On a bien alors i^).
Pour 72 ̂ >i, £o<i/8, car si ^i, 3j est alors une conséquence de 5^). En fait

le choix c) est une conséquence du choix a).
Il reste à montrer que (G. 2) est vraie pour n==i.
Il faut prouver 2^), 43} et 5^).
Par (B.22), 2o) et 4o), on a :

21) |F(y;^)|^<82GlG2230+3A4e-e-l+2s2G|A4e-29

^(^GiC^^GDA20.

Si G=GlG223e+3+2Gj, on a :

21) IF^^k^W,

et par (B.i8) et (B.ig) on a :

4i) lA^^G^A0

5i) lA^^^Gs^6-^6-3.

d) On choisit £Q tel que ^0^2-^^ et £oCC224(e+l)^2-6(e+2). Alors on a i^)
à 5i).

Par les choix a), b), c) et d) de SQ on a bien démontré par récurrence que l'on
a ij à 5j pour tout n>_î. •
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(C.3) Démonstration du théorème d'Arnold.

On a alors, pour Z<_ZQ, par 4^ et 5^ :

Jlj^k.x^A

et Jlj^k^i^AsÂ6-1,

avec A=G223e+3+S;I/2-(^+5)s.
i

oo

Donc A^=^A^ converge bien, par (3.8.4), dans l'espace de Banach C^,
et on a par passage à la limite de sj :

F(/,^+A^)=o.

On a de même :

[A^l^sGA6

et : lA^i^CA6-1

avec G == A.
L'application (/o, ^,/)t->A^ est continue puisque limite uniforme d'applications

continues. •

D) Unicité locale.

L'unicité locale que nous allons démontrer est facile pour le cas de T1.
si Rx,o<?loRao<?^l=:=RÀ,0^20Rao<?2'13 avec acR—Q^et ^eD°(T1, o) pour î=i ,2 ,

alors Xi==À2 et g-^==g^ (voir 11.3.3 et III. 4. i . i).
Si n>_2, pour une unicité locale en G'0, TQ grand, au voisinage de R^ satisfaisant

une condition diophantienne, voir Moser [2]. On a pour 7^2, la

Proposition. — Soient a et 6 ^mmé? ûfâw fc théorème d'Arnold. Il existe e>o indépendant
de h, tel que, si feV^ ^^ pour î = i , 2 , ûzw ^i(o)=^(o)=o, ^=(X,,^), ^ri
l+i-^^^6 ^ F(/,^)=F(/,^)=o (i.e. Px^oR.o^W-P^o^oRao^1),
ûfor^ ^=+2 (i.e. Xi==À2 ^ ^i-^)-

Démonstration. — Puisque /o^—^oR^+Ài==o, si l'on pose A^=(AÀ,D^E),
on a par (B.3) :

^F(/,^).A^=D^oR,.(E-EoRJ+AÀ.

Remarquons que û?F(/, ^) est injective si on impose que A^(o)==o. En effet on a
alors E(o)==o; la relation ûfF(/, ^) .A^=o implique que

D^oR,.(E-EoRJ+AX=o.

^
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Avec la même notation qu'en B), on a [A].AÀ==O, soit AX==o, donc E~EoR^==o;
comme R^ est sur T^ une translation ergodique, E == constante, et, puisque E(o)=o,
EEEO; d'où il résulte que A^==o.

L'application dFÇf, ^) a pour inverse L. Il y a donc une constante G^ indépen-
dante de v et de h telle que, si v<Vo^Â/4, on ait par (B.i6) (€4 est la même
constante) :

(D.i) lA^I^IL.^^^.A^I^cJ^y,^^.
| ̂ o v 1

Ecrivons o==F(y,^)—F(y, ^3) ; en utilisant la formule de Taylor (3.8.3), on a :
o-^F(/,^).A^+M(A^)2

avec MM (A^))2 = J^ (i -t^f^x) + ̂ A^W) . (A^)2 {x)dt.

Par (D. i) on a :

-(vo-^^A^I^slA^I^.
^4

Choisissons S == o ( - + -.r-ï 1 •n 8\2 ' s^1/
Remarquons qu'on a toujours ^i^V^. On a :

.̂.̂ S-
puisque | A^ I^^SÀ®.

Si s est assez petit (indépendant de h et dépendant de a et 6),

lA^^A^-0

et, par une récurrence élémentaire, si s est assez petit, C^SQ? on a :

lA^l^^cA^-6.

Donc, si Tz—^-l-00? |A^|^8=°5 ce V11 implique A^=o. •

6. Rappels sur les approximations des fonctions G'.

Ce paragraphe est classique et est dû essentiellement à S. Bernstein et D. Jackson.
Soit reR+ ; on rappelle que G^T1, R^ est l'espace des fonctions de R" dans R^

de classe G7' et Z^périodiques. (Si r est entier, ce sont les fonctions r fois continûment
dérivables ; si r est non entier, ce sont les fonctions C1^ dont la dérivée est Lip^_^(T^, R71)
ou encore hôldérienne d'exposant y—M.)

| çr est une norme définissant la topologie G^ Plus précisément, pour çeC^T1, R^ :

l^lc— S |D^|o+|DM<p|^
o^fe^[r]
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avec, pour o<r<i,

^^pkW^
x d p y \x~y\

Rappelons la proposition d'approximation de J. Moser [i, Lemma i, p. 528-529].

Proposition (6.1). — i) II existe une constante C(r) dépendant de r et de n telle que, pour
tout (peC'CT1, R"), il existe une suite y.eG^CP, R") [en fait les ç, sont des polynômes
trigonométriques de degré <^2t) (1) telle que

ly.-y.-ili^cw1^,

que <po==o, et que 9^-xp pour la CP-topologie quand i->-}-co.
2) Réciproquement, soit O<À^I donnée soit une suite (ç^), cp^eC^i (i entier ^>_o) telle que

l l ^K
IPi—Pi-ll^'ll^rî

a/orj, si r est non entier, <p^ converge pour la C^-topologie sur K1 Cou Tn) vers cpeG^T", R")
(et même çeG'-^T^ R"), pour tout e>o).

COMPLÉMENT. — 2)̂  j&/^, d'après Jacobowitz, si r est non entier, (peC^T", R") et 9,
est convergente pour la Cr~s-topologie, pour tout s>o (mais non en général pour la Cr-topologie) ;
si r est entier, r=|=o, alors y est CY"1 et « smooth au sens de Zygmund » (i.e. AeC^Cr1) est

« smooth » si s\ip \[ h{x) + h{jy) — h[——)) |\x—y\ <+°o).
x^y 1 \ \ 2 / //

Démonstration. — 2) résulte de l'inégalité de Cauchy ((3.9) et (3.10)); pour la
convergence, voir VII .2 .7 .3 ; pour les suppléments, nous renvoyons à Jacobowitz [i, § 5,
p. 205-209] et Zehnder [2] pour le cas r entier.

Esquisse de la démonstration de i). — II suffit de le voir pour çeC^TP). Soit B une
fonction G°° sur R^ positive, à support dans {xeK1 [ |^|i=S [.vj^i}, égale à i sur
{x\ \x\^<_ 3/4}, vérifiant B{—x)==B{x) et B(^i. î

Soit ÊGe^R") la transformée de Fourier de B :

Ê^^J^B^-2^'^.

D'après la formule d'inversion de Fourier, si P est un polynôme à n variables,

J^)P(^=P(o).

(1) Le degré de g2"1^' ̂  (i == V^) est 1 k 11 = S | ̂  |.

^
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Pour (peG^T") et t>o, soit

<p,W-rf B(^-^))9(j/)^=f ÊO^-^U;
JR" JB" \ ^ /

on pose : 9j==9<|(=2^

D'après la formule d'inversion de Fourier, si ^(x) =e2m<kvx\ on a ^(^B^—^2"1^,
. k . , „/ yfe\ v t /

et si — >i, alors B | — — | = = o .
t i \ t )

On montre alors facilement que pour tout (peC^Cr"), ^ est un polynôme trigono-
métrique de degré ^2^.

De plus, pour cpeG^T1) :

[ç.-yleo^G^)1^,

où C^(r) est une constante indépendante de 9 et dépendant de r et de B (voir Shapiro
[i, chap. IV]). Pour voir que

|y,-y,-ili/2^C(r)^,

où G(r) est une constante dépendant seulement de r et de B, je renvoie à J. Moser [i,
p. 528-529] ou Jacobowitz [i, p. 205-209].

(6.2) Cas où (peCj^T^ir).

Proposition.—Etant données les (pj construits en (6. i), pour çeC^, sijesttelque 1/2^^/2,
alors il existe une constante G (9) dépendant de ^ et de h telle que

ly-y^c^-2"2^8.

Démonstration. — En effet, par (3.5.3), on a :

|R2.(<P)k/2<G^-27t2y/l/2,

Ci étant une constante dépendant de 9. Si ç^SçÇA)^2"'^'^,

R^(9)= S We^^
\k\^2J+l

avec | k ] == sup | k^ | ; il suffit de comparer
3

S^)^ S We2^^
\k\<_2l

à 9^. On a :

l^(9)-<p,k/^|<pk S (i-B^)).-2"'^^2.
0<\k\<2J\ \2' î î
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Or B(A/2^')=i si 1^/2^1^3/4, donc :

|S2^•(y)-y,•|A/2S|y|Acard^/2^3^|^|^2^-2It2y•ll

^ 19l^'1-^-2'127"3/8 (pour j assez grand).

n a donc :
^6N

Soit G==Ma^(^+^-2w). On a donc :

N^^C-——,— y z + l ^

et par suite 8^(9) - ̂ <_ G \ y [^-^(Ih- ̂ '/S^.

On choisit 8==2Â/8. On a bien :

IS.^^-^I^^C^y).-2"2^8

et on conclut que Ip—y^^^CÇç)^-2"2^8. •

Remarque (6.3). — Soit K un compact maîtrisable; soit teK \-> ç^eC^T", R")
une application continue; alors, pour i fixé, on voit facilement que

^^(^GC^T^R^

est continue (avec 9i(^)=(y(^)),), et que

IpW-y.WIco^c^sup^^.

Pour z fixé, ^(9,-9,_i)(^) est continue dans G^T^, R^, puisque ce sont des
polynômes trigonométriques de degré <_2\ et

^ |9.W-y.-iW|i^C(r) sup hp^,

C(r) étant une constante qui dépend seulement de r et de A.

7. Démonstration du théorème de conjugaison locale : le théorème d'Arnold
implique le théorème de conjugaison locale (d'après J. Moser).

On se donne oceR", p^o, G3>o, tels que, pour tout AîeZ^^} :

ii<^>ii^i^.
On choisit Q=n+^ si (i est non entier, 6>7z+(3 si (î est entier. On a donc 6>i.

A) Nous allons déterminer un voisinage V||° de R^ pour la C^-topologie :

V^={/eD26(T-)||/-RJ,^^ avec pt>o,

224
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et une application s : V^ -> I^xD^T1, o) telle que si /eV|̂  ^ s(f)={\g), alors
fog—goR^+\=o.

Si /eV^, par (6.1) on approche /—R^ par des polynômes trigonométriques y,
de degré ;<2"; par la proposition d'approximation (6.1)3 avec ^o^0? on a? en posant
^-Ra+y. :
(7.i) l/.-/.-lll/2.=l9,-9.-l|l^C(26)I^^^G^^

G(26) est une constante dépendant de 6, n et de B.

(7.2) Nous allons choisir (JL de telle sorte que l'on puisse appliquer à chaque
étape le théorème d'Arnold (5.2), et on passera à la limite en appliquant (6.1). Pour
cela, il faut vérifier les hypothèses du théorème d'Arnold.

a) Premier choix de [L.

Soit v= i / 2 . On a /,eD^. Il faut que /,eU^ (^. j/^- Wi\^<^'
On a, en appliquant l'inégalité de Gauchy à (7.1) :

{fi-fi-.U^c^-2^
où Gi est une constante. Par conséquent :

i/.-yoï^^-ipd^^^sj/i-^^ii^^^G^ç^^
Gomme 26>2, on choisit

^/Gi^-^-2^).

On en déduit que, pour tout i, f^V^i et on a :

l^-/i-llv/2*<G(2e)2-2ei(x.
b) Deuxième choix de \L.

Soit SQ la constante du théorème d'Arnold (5.2) qui dépend de a et du choix de 6.
On suppose que (A est assez petit pour que, pour tout i>_o :

T / M \ 26
(7.3) l/^i-/Jv/2-^C(2e)^^^o(^)

(V=I/2).

(7.4) Récurrence.

Pour î==o, fo==R^eV^ et go==ïd, Xo==o. On a bien :

fo °go~ Pa °<?o + \) == °-

^5
29
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Soit f^eV^i', on suppose par récurrence sur i que Von a (7.5) i) à (7.8) i) :
(7.8) i) ^=(Wi)eV^2

{i.e. [D^-—Id[^n. 2^1/8), avec :

(7.5)l) fi0gi-gi^+\^=0

et de plus (C^ étant une constante indépendante de i et de y) :

(7.6)i) 1^-^-ik/^C^Y

(7.7) i) l^-^-ilv/^i^G^V"1.

Montrons que c'est vrai pour i 4-1 si l'on suppose pi assez petit. On applique le théorème
d'Arnold (5.2) avec A^/2^, A/2^/2^2 et A/4^/2^ f,==f, et f==f^.

On a bien |y^•+l—/i|v<;£oA2e P^ (7-3)? et/» ^^+1 sont dans vh'
Par (7.8) i), ^.eV^f+2, et il existe donc A^eI^xC^^i tel que, si Pon pose

^^i-^+A^.,
on ait :

(7-5)1+1) /,+lo^+l---&ORa+\+l=:=o•

D'après (7.3) :

( V \26

l/^l--/»!^3^^ ^Tîj .

Gg étant une constante indépendante de i et de f.
Si G est la constante du théorème d'Arnold (indépendante de À), on a, d'après

celui-ci :

(7.6)i+i) |^+l-+J^3=l^|^3^GG^^e

(7.7)i+i) l^+i-^l^^.i-lA^I^^^GGj^y.

On choisit donc Ci^GGg.
Il faut s'assurer que ^+i£V^2t+3.

c) Troisième choix de \L.
i+l / i+l/ V \0 '~1\

On a: l^+i-^l^'^,!^ S |^,-^,-i|v/2^iG^I S (.pTi) )-
2?= 1 \ î?==0 \-< / /

Or, puisque 6>i :
i+l / ^ X6"'1 00 / ^ \e-i,s(^.) <A=,S,(^) <+t°•

(̂5
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Pour s'assurer que ^+i(=V^+3, il suffit donc de choisir (iGiA^i/8, et ceci achève
la récurrence, (7 .8) i+i ) étant établie.

On a ainsi, par les trois choix a), b), c), déterminé (JL, donc V^, et pi ne dépend
que du choix de 6 et (pour (3 fixé) de Gp; si Gp diminue, (JL diminue.

Démonstration de 7 A).— Soient /eV^, /,—R^ déterminé par (6.1), et ^;
(7.6) i) et la proposition d'approximation (6.1) montrent que :

SA^=S(+.-^._,)1=^1 i==i

converge dans I^xC^T^ R") pour la C^-topologie vers un élément

A^==(AX, A^eI^xG^rVR1)

(de plus il y a convergence dans la G°- ̂ topologie pour tout s>o). Soit :

.(/)=(AX,Id+A^).

D'après (6.1) (et son complément), et le fait que ^eD^T", o) (par passage à la
limite, si i-^+oo, à partir de l'inégalité (7.8) i)), on a |D(A^)|o^i/8 (noter que 6>i).
Donc

s: V^R^DW

yM )̂.
On a, par passage à la limite à partir de l'égalité (7.5) i) :

fog—goR^-}-\==o,

f==R^ogoR^og 1.

Remarque.—Puisque |D(A^)|o^i/8, g est CMsotope à l'identité (ù?. ^eD^T", o)).

B) Si r^29, r—6 ^ ^% entier, s envoie V^nD'C?) ^z^ R'^xD'-6^, o).

Démonstration. — Soit /eV^nD^T"). On a, par (7.3) :

lyi+i-yii^^^^/^^1)29.
Puisque /eV^0, mais aussi puisque/est G'', par la proposition d'approximation (6.1) :

l/î l̂̂ ^C(r)l̂ ^

où C(r) est une constante dépendant seulement de r et de n. D'après (7.6) i) :
/ v \ o

l^-^-llv/2'^^C^l-J ,
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mais aussi par le théorème d'Arnold :

I ,t, ,f, i . ^r^ ^ » J i — i v ^ 1
l^-^-llv/2'^C ^^ ;

en remplaçant on obtient :

l'^.-<^.-llv/2.•.^CG(r)|/-RJc./2(l+l'r(^9.

II en résulte que

i^-^-iiv^c^^y"6,v
l27

G(/) étant une constante indépendante de i, mais dépendant de/, r, 6, etc. Par (6.1)

(^26), ^SA^ converge vers A^eR^G^-^T1, R^ dans la G^-^-topologie. De
plus, puisque r—6 est non entier par hypothèse, on a, d'après (6.1) :

^/^(AX.Id+A^eR^D^Cr^o),
ce qui prouve que

s : V^nD^T^-^R^D^^T^o). •

G) s envoie V^nD^T1) dans R^D^T»).

Démonstration. — Immédiat par B) puisque, si /eV^nD^'r1), s(f) est G'-9

pour tout r. •

D) Continuité de s.

Démonstration. — Soient 7-^26, r—6 non entier, K un compact de D^T^nV^6

et teK}->ft une application continue. Puisque K est compact, par (6.3), il existe
teK[->{ft), dépendant continûment de/. Par la continuité du théorème d'Arnold (5.2),
teK\-^^{t) dépend continûment de t; remarquons que, puisque K est compact, les

00

constantes sont uniformément majorées sur K. L'application t}-> 2 A^(^) converge donc
uniformément en t pour la G^-^-topologie vers tëKh>A^) qui est donc continue.
L'application s est bien continue, de V^nD^T*) dans R^D^^T1, o) pour
la G^'^-topologie, car si K est une suite convergente f,->f dans la C^topologie, alors
^(/i) -^(/) dans R^D^-^CT1, o) (et même, pour tout e>o, f->s{f)eDr~Q-e(^l)
est continue, d'après (6.1.1)). •

E) s envoie V^nD^T1) dans R^D^T^ o).

Démonstration. — Si /^Id+a+cpeD^T1), il existe, d'après (3.4), un h>o tel
que cpeC^T^R"). D'après (6.2), si 9, sont les approximations de (6.1) et si i est
tel que v^^A^, alors

l/-9i-Ra[^|/-9<-Rak/2^C(/).-27c2^

où la constante G(/) dépend de/et de A, mais non de i.
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On aura, si i est assez grand :

W).-2^/8^^)29.

Puisque C{f) ^~27r2l/l/82^e/v29->o si i->-[-oo, pour i assez grand, on pourra donc
supposer que J^+i==/, et par le théorème d'Arnold il existera A^eK^XC^t+a ^ tel
que ^+l==^t+A^==( x^+lî<?^+l) vérifie:

/o<?t+l—&+lo Ra+\+l : = o

et (X^^^eR^D^T^o), en fait &+ieD^i.
Le procédé se stabilise donc. L'application s envoie bien Vil^nD^Cr1) dans

D^T", o) par l'injectivité (5.2) D) et par la continuité du théorème d'Arnold (5.2).
Ce n'est que pour T^ (n^.2) qu'on a besoin de l'unicité (5.2) D). •

8. Remarques sur l'équation linéarisée.

On suppose que r<+oo avec reR_^.. Soient aeR^ (3^:0, Cp>o, tels que,
pour tout AeZ"—^} :

||<A,a>||^^.

172 + £ Si 6=0
Soit 6==

7î+(3 si (3+0.

Etant donné çeC^T*) vérifiant | ^(x)dx==o, on cherche ^ tel que :

I Ja(^)= : =+—+oRa=9•

Nous avons déjà discuté les cas G00 et G" en 4.
On a, pour r<+°o, la

Proposition (8.1). — Si r>6, (peC^T") et o=[(p]==f ^{x)dx, il existe

^eC-^T"),

si r—6 n^ est pas entier {et si r—6 est entier^ ^ est Cr~Q•~l et « smooth au sens de Zygmund »),
telle que ^ vérifie

^—^oR<,==(p;

de plus ^ est unique si on suppose que ^(o)==o.

Démonstration. — (6.1) permet d'approcher 9 par des polynômes trigonométriques 9,
de degré ^2^ avec ÇQ=O, tels que

ly.-yi-ili^GMl^,
2"

et J^(V<— «P.- i){x)dx=o.

229



230 M I C H A E L R O B E R T H E R M A N

On pose ^0=0. Soit, pour î^i, A^eC^i avec v = = i / 2 , déterminé par la
proposition (4.1), vérifiant La(A^)==<p^—^i-i {i's- A(^—A^oR,=cp^—Pt-i)- O11

a, par (4.1) :

lA^^^GWIpIc^^1)0 et A^(o)=o,

çte

|AU/^-donc rilv/21—. i(r-e) •

Par (6.2), si r—6 est non entier, ^= S A^ converge pour la C[r~o^opologie vers»= i
une fonction de G^^T71). Par passage à la limite, puisque A^—A^oR^=y^—9i- i?

00

' +—^oR^==9=^(9,—9,_i)

et ^(o)==o. ,

Si r—6 est entier (=t=o), ^ est C r~ e - l et « smooth au sens de Zygmund »
d'après (6.1) (complément). •

(8.2) Cas de T1.

On a la

Proposition (8.2.1). — Soient s>o, (peG°(T1), telle que [9]= ( ^(x)dx==o

et \^(k)\^\(e~2mkx^(x)dx <_0{î /^[(Loglèl)34-8). Alors, pour presque tout a (au sens
| •' T

de la mesure de Lebesgue), il existe ^eC°(T1) {et même ^ est dans la classe A : sa série de Fourier
est absolument convergente) vérifiant :

^ — ^ o R ^ = = y .

Démonstration. — On a nécessairement :

^-s -^—^
| n j + 0 1 — C

et, par (4.3.2) :

ç(7z)
2

n| + o [ i —e,2nin(x. <0[ S
..l+oInKLogdTîl+i))3^!!^)

<.ow
pour presque tout a (î.^., tel que, pour o<s'<£, il existe C^>o vérifiant, pour tout
pIqeQ,, loc-^/^I^GJ^Log^+i))1-1-8').
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(8. a. a) Exemples.

Soit <peG°(T1) dérivable sauf sur un ensemble au plus dénombrable et de
dérivée D<p égale, sauf sur un ensemble au plus dénombrable, à une fonction à variation
bornée; alors, si |^ |—^+oo, on a :

IWI=o(^.).
C'est ce que nous avons appelé la classe P. Par exemple si 9 est PL, 9 est de classe P
mais non dans C^T1) (mais tous les (peG^T1) ne vérifient pas l'inégalité de (8.2.2)).
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Note bibliographique

Malheureusement dans A. Finzi [i], la démonstration du théorème contient une faute (signalée parj. Glimm

et R. Sacksteder). UJne erreur se trouve p. 269, lignes 5 à 9; l'inégalité implicitement utilisée est fausse : si

^—i =o^7), les a^ ..., d^ étant positifs, on n'a pas en général ( " y ' — 1 ^s(')-) Néanmoins, nous

nous sommes inspirés de cet article en VI. 6 et VIII. 2 . i.
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