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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES
par Takvo FUKUDA

o. Introduction

(o.x) Résultat.

R. Thom a conjecturé que étant donné un nombre entier k, le nombre des types topologiques
des polyndmes de degré <k est fini. Le but de cet article est de donner une réponse affirmative
A cette conjecture.

On précise ce que la conjecture veut dire. Dans ce qui suit, la lettre K désigne,
soit le corps R des nombres réels, soit le corps G des nombres complexes. On désigne
par K" espace affine de dimension 7 sur K. Soit P(n, m, k; K) I’ensemble des applications
polynomiales de K" dans K™ a coefficients dans K de degré <k; c’est-a-dire des appli-
cations f=(f, ...,/ ,) : K*=>K™ dont chaque i-¢eme composante f; est un polyndéme
de degré <k.

On dira que deux applications f et geP(n, m, 2; K) sont topologiquement équi-
valentes, et on notera f = g, 81l existe des homéomorphismes %z : K"—~K" et £ : K"—> K"
tels que A'of=goh. Ceci définit entre éléments de P(n, m, £; K) une relation d’équivalence.
On désigne par P(n, m, k; K)/ ~ Pensemble quotient de P(n, m, k; K) par cette
équivalence.

La conjecture de Thom et notre résultat s’énoncent alors sous la forme plus précise
suivante :

Conjecture de Thom et Théoréme 1. — P(n, 1,k; K)/ = est un ensemble Sfini.

(0.2) Remarques.

Avant de commencer la démonstration du théoréme, faisons quelques remarques.
D’une part si on considére la version différentiable, i.e. si on remplace dans ce qui précéde
homéomorphismes par difféomorphismes, alors il existe un exemple qui nous montre
que le théoréme est faux :

Exemple 1 (d’aprés H. Whitney). — On consideére la fonction F : R?2—R!, dépendant
algébriquement du paramétre £, définie par ’équation :

Fy(x, 9)=x(y + tx) (x2—").
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88 TAKUO FUKUDA

En calculant le bi-rapport des droites x=o, y+4#xr=o0, x+y=0 et x—y=o0, on
voit que le type différentiable de cette fonction varie continfiment avec le paramétre ¢,
c’est-a-dire que deux fonctions correspondant a des valeurs différentes du parameétre ¢
ne sont pas de méme type différentiable. Cet exemple nous montre que P(n, 1, 2; R) /cfhsﬁ'
n’est plus fini.

D’autre part, Thom [7] a donné un exemple qui montre que P(n, m, %; K)/LM}

n’est pas fini en général pour m=3 :

Exemple 2 ([7]). — On considére Vapplication G, : R®—R?3 dépendant algébri-
quement du paramétre ¢, définie par les équations :
X =(x(x*+r*—a®) —2092)*((ty + %) (x* +)*— @*) — 202y —1x))?,
Y=t yr—al
=z
Thom a montré que deux applications G, et G,, correspondant a deux valeurs différentes
du parametre £, ne sont pas de méme type topologique.

Le probleme du cas o m=2 reste encore ouvert. On doit noter que R. Thom
a écrit a Pauteur qu’il croit que dans ce cas aussi :

Conjecture (d’aprés R. Thom). — L’ensemble P(n, 2, k; K)/ = est un ensemble Sfini.

Je remercie vivement M. René Thom pour les conversations que nous avons pu
avoir ensemble et pour ses suggestions et encouragements.

(0.3) Table des maticres.

Au premier chapitre on rappelle le lemme d’isotopie de Thom. Le deuxi¢me
chapitre est consacré a la stratification des morphismes algébriques. Ces lemmes d’isotopie
et de stratification des morphismes algébriques sont les outils principaux de la démons-
tration de notre théoréme 1.
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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES 89
I. — LEMMES D’ISOTOPIE DE THOM

Thom a donné dans ses articles ([7] et [8]) un critére, appelé lemme d’isotopie,
trés utile pour la classification topologique des applications continues. Dans ce chapitre,
on le rappelle. Pour la démonstration de ce lemme, consulter les articles de J. Mather ([4]

et [5]).

Notation. — On désigne par A 'adhérence d’un sous-ensemble A dans un espace
total considéré et par Int A lintérieur de A. On note T,(M) I’espace tangent 2 une
variété M en un point p de M, par (dg), 'application linéaire tangente & une application
différentiable g : M—N en un point p de M.

1. Stratification de Whitney.

Soit X une variété de dimension r différentiablement plongée dans R". Soit
G, , la grassmannienne des r-plans contenant l'origine de R". On considére I’espace
tangent a X en xeX, T,(X), comme un élément de G, ,.

Définition (x.x) (Propriété (a)). — Soient X, YCR"* deux variétés différentiables.
Soit y un point de Y adhérent & X. On dit que la paire (X, Y) posséde en y la propriété (a)
si pour toute suite de paires (x;, T, (X)), xeX, tendant vers (,7)eR"XG,,, on a
T,(Y)Cr.

On dit que la paire (X, Y) posséde la propriété (a) si elle la posséde en tout point
yeYNnX.

Pour deux points x et » de R", désignons par xy la droite issue de l’origine de R®
qui est paralléle a la droite joignant x 2 ». On désigne par P"~! Pespace projectif réel
de dimension n—1. Soit A la diagonale de R"XxR"

Définition (x.2) (Propriété (b)). — Soient X et Y deux variétés différentiablement
plongées dans R* avec dim X =r. Soit yeYNX. On dit que la paire (X, Y) posséde
en y la propriété (b) si étant donnée une suite de paires (x;,5,)e(XXY)—A telles que
(%35 Dis % Vi T,,(X)) convergent vers un point (,7,¢,7) de A xP*"'xG,,, ona {Cr.

Remarque (Mather [4]). — La propriété (b) implique la propriété (a).

Définition (1.3) (W-complexe). — On appelle complexe de Whitney (ou W-complexe)
un ensemble ={X_,} de sous-variétés C* connexes de R" satisfaisant aux propriétés
suivantes :

(1) les éléments de ¥ ={X,} sont deux & deux disjoints;
ii) toute paire (X, X;) d’éléments de & possede les propriétés (a) et (b);
p o B
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90 TAKUO FUKUDA

(iii) finitude locale : étant donné un point x€R", il existe un voisinage de x
qui ne rencontre qu’un nombre fini d’éléments de #;
(iv) propriété de frontiére : si )—(unXB#:@, alors X,C X, —X,.

On appelle strate de & un élément de &. On appelle W-complexe fini un W-complexe
dont le nombre des strates est fini. Un sous-ensemble d’un W-complexe & est appelé
un sous-W-complexe de &#.

Définition (1.4) (Ensemble stratifié). — On appelle ensemble stratifié (ou W-objet) un sous-
ensemble E de R qui se présente comme une réunion des strates d’'un W-complexe S(E),
qui est appelé une W-stratification de E. Si le W-complexe S(E) est fini, on dit que la
stratification est fine.

Une variété M sera considérée comme un W-objet muni de sa W-stratification

triviale S(M)={M}.

Notation (x.5). — Soient X, Y deux strates de S(E) avec YNnX=+@. On a alors,
par la propriété de frontiere, YC X—X. On représente cette situation par le sym-
bole Y<X.

Soit E un W-objet muni de sa stratification S(E). On appelle sous-ensemble stratifié
(ou sous-W-objet) de E un sous-ensemble A de E qui est un W-objet muni d’un sous-
W-complexe de S(E) comme stratification.

Définition (x.6). — Soit A un sous-ensemble de R". On dit qu’une application
continue f:A—R"™ est différentiable si elle s’étend a une application différentiable d’un
voisinage de A dans R™.

Définition (x.7) (Application stratifiée). — Soient ECR" et FCR™ deux W-objets.
Une application différentiable f:E—>F sera appelée une application stratifiée (ou
W-morphisme) si elle posséde la propriété suivante : L’image d’une strate X de E est
contenue dans une strate Y de F, et la restriction de f a chaque strate, f|X : XY,
est une submersion.

On appellera application exactement stratifiée une application stratifiée possédant de
plus la propriété suivante : L’image d’une strate de E est exactement une strate de F.

Remarque. — Une application stratifibe propre est une application exactement stratifie.
Rappelons qu’une application continue f:A-—>B est propre si f~!(K) est compact
pour tout compact K de B.

Notation. — Dans ce qui suit, on désigne par f(X) 'image de X par f et méme
la strate de F qui contient 'image de X par fs’il n’y a pas a craindre qu’on les confonde.
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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES 91

2. Lemmes d’isotopie de Thom.

Proposition (2.1) (Premier lemme d’isotopie de Thom). — Soit f: E—F une application
stratifiée propre. Alors la restriction de f & Pimage réciproque f=*(Y) d’une strate Y de S(F),
Fif~YY)—>Y, est une fibration.

Pour la démonstration de cette proposition, consulter Thom [8] ou Mather ([4]

ou [5]).

Définition (2.2). — Soient (X;,Y;), ¢=1,2, deux paires d’espaces topologiques
avec X;DY;. On dit que (X;,Y,) et (X,,Y ) sont homéomorphes s’il existe un homéo-
morphisme £ de X, sur X, tel que A(Y;)=

Proposition (2.3) (Premier lemme d’isotopie relative). — Soit f : E—~F un W-morphisme
propre. Sotent A un sous-W-objet de E et Y une strate de F contenue dans f(A). Alors la restriction
de f a la paire (f~1(Y), f~HY)NA) est une fibration relative sur Y : Etant donnés deux points p
et g de Y, les paires (f~1(p), f~Hp)NA) et (f~(q), f~g)NA) sont homéomorphes.

Notation (2 4). — On note par ker(g), le noyau de 'application linéaire tangente
(dg), : T,(M) —T,,,(N) & une application différentiable g : M—N en un point p de M.

Définition (2.5) (Propriété o). — Soient X et Y deux sous-variétés de R", N une
variété quelconque. Soit f: X UY —N une application différentiable dont les restrictions
aXetayY, fIX:X—>N et f|Y:Y—>N, sont de rangs constants. On dira que la
paire (X, Y) présente en yeYNX la propriété o, si étant donnée une suite de points (x;)
de X tendant vers y tels que les espaces noyaux ker(f|X), des applications linéaires
(@), + Ty (X) = Tjy(N) convergent vers un plan »CT,(R"), ona ker(f|Y),Cx

On dit que la paire (X, Y) présente la propriété o si elle la présente en tout point
de YnX.

Définition (2.6) (Morphismes sans éclatement). — Soient f:E—F et g:F—V deux
W-morphismes, V étant une variété différentiable connexe munie de sa stratification
triviale. On dit que f est un W-morphisme sans éclatement au-dessus de g : F—V si tous
les couples (X,Y) de strates de S(E) présentent la propriété «,.

Définition (2.%7) (W-morphismes de Thom). — Soient f:E—F et g:F—->V deux
W-morphismes, V étant une variété connexe munie de sa stratification triviale. On dit
que f est un W-morphisme de Thom au-dessus de g si pour tout point @ de V, f, : E,—~F,
est un W-morphisme sans éclatement au-dessus de g,=g|F,, ou E,=(gof) ' (a),

F,=g¢%a), fo=f|E, : E,—~F, et g,=¢|F,:F,—~{a}.

Proposition (2.8) (Second lemme d’isotopie de Thom). — Soit f: E—~F un W-morphisme
de Thom au-dessus d’un W-morphisme g : F—V, 'V étant une variété connexe. Si f et g sont propres,
alors, étant donnés deux points p et q de V, les applications restreintes f|E, : E,—~F, et
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SIE, : E,—F, ont méme type topologique : il existe des homéomorphismes hy et hy tels que le
diagramme

hy
Ep — Eq

o
F, = F,

commute.

Pour la démonstration de cette proposition, consulter Mather ([4] et [5]). Sa
démonstration est faite pour les morphismes sans éclatement, cependant on peut la
généraliser facilement au cas des W-morphismes de Thom.

Dans le cas oi1 f et g ne sont pas propres, on peut prouver de méme facon le théoreme
suivant :

Proposition (2.9) (Lemme d’isotopie locale de Thom). — Soit f: E—F un W-morphisme
de Thom (non nécessairement propre) au-dessus d’un W-morphisme g : ¥V, V étant une variété
connexe et B et ¥ étant localement compacts. Si deux points p et q appartiennent & la méme strate
de E, alors le germe en p de la restriction f|E )t By = Fppmy € le germe en g de

Sy : Bogay = Foqgy  ont méme type  topologique (o  E,q=(gof) 71 (g(f(p))) et
Form=28 (g(f(£))))-

II. — STRATIFICATION DES APPLICATIONS POLYNOMIALES

3. Ensembles constructibles et ensembles semi-algébriques.

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques propriétés des ensembles constructibles
et des ensembles semi-algébriques.

Définition (3.1) (Ensembles semi-algébriques). — Désignons par P, Panneau des
polynémes a n variables a coefficients dans le corps R des nombres réels, noté habituel-
lement P,=R[X,, ..., X,]. Notons par S(P) la plus petite famille des sous-ensembles
de R" satisfaisant aux propriétés suivantes :

(1) {xeR"|f(x)>0}eS(P,) pour tout élément feP,.

(i) Si A,BeS(P,), alors AnB, AUB et A—B sont des éléments de S(P,).

On appelle ensemble semi-algébrique un élément de S(P,).
Définition (3.2) (Ensembles constructibles). — Désignons encore par P, 'anneau des
polynémes a = variables a coefficients dans le corps des nombres complexes. Notons

92



TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES 93

par C(P,) la plus petite famille des sous-ensembles de C" satisfaisant aux propriétés
suivantes :

(i) f~'(o)eC(P,) pour tout feP,.
(i) Si A,BeC(P,), alors AUB, AnB et A—B sont des éléments de C(P,).

On appelle ensemble constructible un élément de C(P,).

Proposition (3.3) (Seidenberg [6] et Chevalley [1]).

(1) Soit f:R*—>R™ une application polynomiale. Si ACR™ est semi-algébrique, alors
S(A) est aussi semi-algébrique.

(ii) Soit f:C"—>C" une application polynomiale. St ACC" est constructible, alors
S(A) est aussi constructible.

Définition (3.4) (Points réguliers). — Soit A un ensemble constructible (resp. semi-
algébrique). On dit qu’un point a de A est un point régulier, de dimension &, de A si pour
un voisinage U de a dans C" (resp. dans R*), UNA est une variété lisse analytique-
complexe (resp. analytique-réelle) de dimension Z.

Dans ce qui suit, la lettre C désigne, soit ’ensemble des ensembles semi-algébriques,
soit I’ensemble des ensembles constructibles.

Proposition (3.5) (Chevalley [1], Lojasiewicz [3]). — On a les propriétés suivantes :

(i) S AeC, alors AeC.

(i1) St AeC, alors Pensemble des points réguliers de dimension k de A appartient a C.

(ii1) L’ensemble des points réguliers d’un élément A de C est partout dense dans A.

(iv) Tout élément de C n’a qu’un nombre fini de composantes connexes, chacune d’elles étant
un élément de C.

Définition (3.6). — La dimension d’un élément A de C est le maximum des dimensions
des points réguliers de A.

Définition (3.7) (C-variété). — On appelle C-variété un élément de C muni d’une
structure de variété lisse analytique (complexe ou réelle selon que A est constructible
ou semi-analytique).

Soit K=C ou K=R. Soient X, Y deux sous-C-variétés de K". On note par
S.(X,Y) (resp. S,(X, Y)) ’ensemble des points de Y N X ot la paire (X, Y) ne présente
pas la propriété (a) (resp. (b)).

Remarque. — Par la remarque en bas de la définition (1.2), ona S,(X, Y)CS,(X, Y).
Proposition (3.8) (Whitney [10]).
S,(X,Y)eC, S,(X,Y)eC, dimS,(X,Y)=dimS,(X, Y)<dim Y.
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Soit f:K"—K"™ une application polynomiale. Soient XCK" et YC K™ deux
C-variétés avec f(X)CY. On désigne par X(f: X—Y) Pensemble des points x de X
ou le rang de d(f|X),<dimY. On désigne par S(f|X) Pensemble des points de X
ou le rang de d(f|X),<r=Ile maximum des rangs de d(f|X),, reX.

Proposition (3.9). — Z(f:X->Y)eC a S(f|X)eC.

Preuve. — Immédiate.

Soient f: K"—K™ une application polynomiale et X, Y deux sous-C-variétés de K",
On note alors par S,( f: X, Y) ’ensemble des points y de (Y—S(f|Y))n(X—S(f|X))
ou la paire (X—S(f[X), Y—S(f|Y)) ne présente pas la propriété «;. (Pour la
définition de la propriété o, voir la définition (2.5).)

Proposition (3.10). — S, (f:X,Y)eC.

Proposition (3.11) (Lé-Pham, une bonne stratification d’une fonction holomorphe [2]). —
Soit f:K"—>K un polynéme. Soient YC X CK" deux sous-C-variétés. Supposons que la res-
triction f|Y soit une fonction constante. Alors dim S,(f: X, Y)<dim Y.

Démonstration de la proposition (3.10). — Comme S( f| X) et S(f|Y) sont des éléments
de C, on peut supposer que f|X et f|Y sont de rang constant.

Soient dim X=¢,, dimY=/,, le rang de f|X=r, et le rang de f|Y=r,.
Posons alors k;=7¢,—r;=dim ker(f|X) et ky={¢,—r,=dimker(f|Y). Si k,>#%,,
alors S, (f:X,Y)=XNY et la proposition est évidente.

Supposons donc k,<%,. Désignons par G, , la grassmannienne des s-plans passant
par Porigine de K”. Désignons par R* I’ensemble des paires («, B)eG, ;, X G, ; avec
aCB, ot «C B signifie que « est un sous-espace de B. R* est alors une sous-variété
algébrique compacte de G, , X G, ;. Posons

X ={(X, o, ker(f] X)x)EKnxGn,k,xGn,kl | xeX, «eG, ;. }
Y ={(X, ker(f|Y),, B)eK"XG, ;X G, 1, | €Y, PeG, , }.

On peut généraliser les notions des ensembles semi-algébriques et des ensembles
constructibles pour des sous-ensembles de K"XG, , XG, ;. Dans ce sens, X* et Y*
sont des éléments de C, de plus, ce sont des C-variétés. Considérons maintenant la
projection 7 :K"XG, , XG, , ~K" Alors S,(f:X,Y)=n((X"nY*)—R*). Comme
(X*NnY")—R'eC, ona S,(f:X,Y)eC. Q .E.D.

4. Stratification des ensembles constructibles et semi-algébriques.

Dans ce paragraphe, on donne une stratification des ensembles semi-algébriques
et constructibles dont I'origine est due a X.ojasiewicz [g] et & Whitney [10]. La lettre C
désigne encore, soit la famille des ensembles constructibles, soit la famille des ensembles
semi-algébriques.
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TYPES TOPOLOGIQUES DES POLYNOMES 95

Définition (4.1). — On dit qu’'un W-complexe S est compatible avec une variété X

si, pour toute strate Yde S, on a S,(X, Y)=0 etlarelation XNY+0 implique X >Y
ou X—X>OY.

Définition (4.2) (C-stratification). — On appelle C-stratification d’un ensemble A
une W-stratification finie de A dont chaque strate est une C-variété. Un ensemble C-stratifié
est un ensemble muni d’une C-stratification.

Proposition (4.3). — (1) Tout élément de C est un ensemble C-stratifié.
(ii) Soit ACK" un élément de C. Soient X, , ..., X, des sous-C-variétés de K". Il existe
alors une C-stratification de A compatible avec X, ..., X,.

Notation (4.4). — Etant donné un élément A de C de dimension %, on désigne
par A,, 'ensemble des points réguliers de dimension k.

Démonstration de la proposition (4.3). — Il suffit de démontrer la propriété (ii). On
la prouve par induction sur la dimension de A. Le cas o dim A=o0 est de vérification
triviale. Supposons donc la propriété (ii) vraie pour tout élément de C de dimension <m,
et montrons qu’elle est vraie pour tout élément de C de dimension m.

Prenons un élément A de C de dimension m. Par les propositions (3.5) et (3.8),
A—A,,, S5,(X;, A,,) et S(X;, A,,) sont des éléments de C de dimension <m. Posons
B=(A—A,,)u L} Sy(X;, A,;). A—B est un ensemble C-stratifié muni de sa stratification
canonique dont les strates sont les composantes connexes de A—B. Or, comme B est
un élément de C de dimension <m, par ’hypothése de récurrence, B a une C-strati-
fication S(B) compatible avec X, ..., X, et avec toutes les strates de S(A—B).
S(A—B)US(B) est alors la C-stratification cherchée de A. Q .E.D.

Proposition (4.5) (Stratification relative). — Sotent ACB deux éléments de C contenus
dans K" Alors :

(1) A est un sous-W-objet de B.
(ii) Etant données des sous-C-variétés Xy, . .., X, de K", il existe une C-stratification S(B)
de B compatible avec X, ..., X, pour laquelle A est un sous-W-objet de B.

Démonstration. — On prouve la proposition par induction sur la dimension de B.
Dans le cas oo dim B=o, on n’a rien a vérifier. En supposant la proposition vraie
pour toute paire ACB avec dim B<m, montrons maintenant qu’elle est vraie pour
toute paire ACB avec dimB=m. Il y a deux cas a considérer :

Cas 1) dim A <dim B=m.
Cas 2) dim A=dim B=nm.

Démonstration du cas 1). — Dans ce cas dim A<m. Par la proposition (4.3),
B—A aune C-stratification S(B—A) compatible avec Xy, ..., X,. Comme dim A<m,
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par ’hypothése de récurrence, il existe une C-stratification S(ANB) de ANB compatible
avec X;, ..., X, et avec toutes les strates de S(B— A) pour laquelle A est un sous-W-objet
de A. Pour prouver la propriété (ii), il suffit de voir que S(ANB)US(B—A) est une
C-stratification. Autrement dit, il suffit de voir que pour toute paire
(X,Y)eS(B—A)xS(ANnB), S,(Y, X)=0.

Mais c’est une vérification immédiate, car Y et X sont disjoints puisque YCA et
XCB—A.

Démonstration du cas 2). — Par la proposition (4.3), B—A a une C-stratification
S(B—A) compatible avec X;, ..., X,. Puis on considére la paire ((A—A)nB, AnB).
Comme dim((A—A)NB)<dim(A NB)=m, en appliquant le raisonnement du cas 1), on
prouve existence d’une C-stratification S(A NB) de A NnB, compatible avec X,, ..., X,
et avec toutes les strates de S(B—A), pour laquelle BN(A—A) est un sous-W-objet
de ANnB. On voit alors que S(B—A)US(ANB) est un W-complexe. En effet, pour
toute paire (Y, X)eS(B—A)xS(ANB), S,(X,Y)=0, car X et Y sont disjoints puisque
XCA et YCB—A.

On vient de voir que S(B—A)US(A B) est une C-stratification de B pour
laquelle (A—A)NnB et ANB sont des sous-W-objets de B. Par suite

A=(ANB)—((A—A)NB)

est un sous-W-objet de B. Ce qui termine la démonstration. Q .E.D.

5. Stratification des applications polynomiales.

Définition (5.x). — On appellera morphisme C-stratifié un W-morphisme f: E—F
tel que les stratifications S(E) de E et S(F) de F soient des C-stratifications. On dira
qu’un morphisme C-stratifié f:E—F, avec ECK" et FCK™, est compatible avec une
sous-variété X de K" (resp. de K™) si la stratification S(E) (resp. S(F)) est compatible
avec X.

Soient ACK" et BCK™ deux éléments de C. Soit f : K"—K™ une application
polynomiale. Supposons que f(A)CB. Le but de ce paragraphe est de démontrer le

Théoréme 2. — Il existe des C-stratifications de A et B pour lesquelles f|A : A—B est
un morphisme C-stratifié. De plus, étant données des sous-C-variétés X, ..., X, de K" et des
sous-C-variétés Yy, ..., Y, de K™ f:A—>B est un morphisme C-stratifié compatible avec
Xisy oo s Xt Yy, ooy Yy

D’abord on démontre la proposition suivante :

Proposition (5.2). — Les notations sont celles du théoréme. Alors f: A—f(A) est un
morphisme C-stratifié compatible avec Xy, ..., X, et Y, ..., Y,.
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Démonstration de la proposition. — On la démontre par induction sur la dimension
de f(A). Par la proposition (4.3), la proposition est évidente dans le cas ot dim f{A)=o.
On montre que la proposition est vraie pour un élément A de C telle que

dim f(A) =%,

en la supposant vraie pour tout élément A’eC avec dim f(A")<k. Posons C=f(A)
et désignons par G, ensemble des points réguliers de G de dimension % (=dim Q).
Par la proposition (4.3), il existe une C-stratification S(f~!(C;,)nA) de f~(C,)NA
compatible avec X,, ..., X;. Pour chaque strate X de S(f~*(C,)NA), désignons
par Zx I’ensemble des points x de X ou le rang de d(f|X),<dim C. Posons alors

= gf(EX) Y y Sb(Yi> Csp) nC,

ot X parcourt S(ANf~C,)) et Y; parcourt Y;, ..., Y,. = est alors un élément de C
de dimension <k.

Désignons par S(ANnf~!(C,—Z)) Pensemble des composantes connexes de
X—f"4Z), ou X parcourt S(ANf~YC,)). S(Anf~}C,—2)) est alors une
C-stratification de AN f~*(C,,—X) compatible avec X, ..., X, telle que pour chaque
strate X de S(Anf~!(C,—Z)), la restriction f|X :X - C,,—X est une submersion
et que gf(X):CBP——Z, ot X parcourt S(Anf~YC,,—X)).

Désignons par S(C,,—ZX) Densemble des composantes connexes de C,,—Z.
S(C,,—Z) est alors une C-stratification de C,,—2% compatible avec Yy, ..., Y,, et
Papplication restreinte f: ANf~*(Cy,—X) - C,,—X est un W-morphisme compatible
avec Xy, ..., X, et Yy, ..., Y,.

Onpose Z*=X U (CG—C,,). Or, comme dim £*<%, par ’hypothése de récurrence,
il existe des C-stratifications S(Z*) de Z* et S(ANf~1(Z*)) de Anf~*(Z*), compatibles
avec X;, ..., X, Yy, ..., Y, et avec toutes les strates de S(ANf~1(C,—Z)) et de
S(Cy,—Z).

Posons S(A)=S(Anf~!(C,—X)) US(Anf~Y(Z)) et S(C)=8(Z*)uUS(C,—I).
On voit alors facilement que f: A—C est un morphisme C-stratifié, muni des stratifica-
tions S(A) et S(C) ainsi obtenues, compatible avec X,, ..., X, etY,, ..., Y,. Q.E.D.

Démonstration du théoréme 2.

Comme d’habitude, on le démontre par induction sur la dimension de B. Dans
le cas o dim B=o, le théoréme est vrai par la proposition (4.3).

On montre que le théoréme est vrai pour un couple (A, B) d’éléments de C tels
que dim B=EZ, en supposant le théoréme vrai pour tout couple (A’, B') d’éléments
de C tels que dim B’<k. Prenons un tel couple (A, B) avec dim B=k. Posons C=f(A)
et D=BN(C—C,,). D est alors un fermé de GNB, et ona CUD=CNB.

Par la proposition (4.3), il existe une C-stratification S(B—C) de B—C compa-
tible avec Yy, ..., Y,. Puis on considére I’application f: (A—f~!(D)) - (C—D). Par
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la proposition (5.2), il existe des C-stratifications S(A—f~*(D)) de A—f~*(D) et
S(C—D) de C—D pour lesquelles f:(A—f"!(D)) - (C—D) est un morphisme
C-stratifié compatible avec X, ..., X;, Y, ..., Y, et, de plus, avec les strates de
S(B—C).

Comme dim D<dim B=£k, par ’hypothése de récurrence, il existe des C-strati-
fications S(f~}(D)NnA) de f~*(D)NA et S(D) de D pour lesquelles f: f~}(D)nA—D
est un W-morphisme compatible avec X, ..., X,,Y;, ..., Y, et avec les strates de
S(B—C), de S(A—f~1(D)) et de S(C—D).

Posons S(A)=S(A—f"1(D))uUS(fHD)NA) et S(B)=S(D)uS(C—D)uSB—-C).
On termine la démonstration en montrant que S(A) et S(B) sont des W-complexes.
On va le montrer pour S(B). Pour S(A), argument est le méme.

Soient Z,eS(D), Z,eS(C—D) et Z;eS(B—C). On a construit les stratifications
de manieére que S,(Z,, Z,)=S,(Z3, Z,) =S,(Z3, Z;)=9. Or,comme D et CUD sont
des fermés de B, Z,NZ,=Z,;NnZ,=Z,NnZ,=@. Par suite

So(Zy, Zg) = Sy(Zy, Zs) =Sy(Zy, Z5)=0.

S(B) est donc un W-complexe. Q .E.D.

III. — FINITUDE DES TYPES TOPOLOGIQUES

6. Démonstration du théoréme 1.

(6.0) On désigne par (f,r) la restriction d’une application f:K"—»>K"” au
disque D"(r)={zeK"|||z||£r}. Pour la simplicité d’expression, on adopte les nota-
tions ( f, o) pour f elle-méme et ( f, o) pour le germe en 0eK” de f. On désigne par R*
Pensemble des nombres réels strictement positifs, par R** I'ensemble R+t uU{w} et
par R*++ Pensemble R**U{o0}. Pour un sous-ensemble A de R*** P(n, m, k; K)x A
désigne ’ensemble des applications ( f, ) telles que feP(n, m, k; K) et reA. On dira que
(f,r) et (g, s) sont topologiquement équivalentes, et on notera (f, r) ~ (g, 5) §’il existe
des homéomorphismes 4 : D"(r) - D"(s) et &' : K™—K"™ (dans le cas ot r=s=o,
h et &' sont des germes d’homéomorphismes) tels que A'of=goh. Ceci définit entre
éléments de P(n, m, £; K)X A une relation d’équivalence. On désigne par

P(n, m, k; K)x AJ~=

Pensemble quotient de P(n, m,k; K)X A par cette équivalence.
On va démontrer le

Théoréeme 3. — 1) Les types topologiques des germes des polynémes de degré <k sont finis:
P(n, 1, %; K)X{O}/Eil” est un ensemble fins.
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2) P(n, 1,k; R)XR* [T est un ensemble fini.
3) Les types topologiques des polyndmes de degré <k sont finis : P(n, 1, k; K)x{oo}/ftﬂ)
est un ensemble fini.

On remarquera que l’assertion 3) n’est autre que notre théoréme 1 énoncé au
paragraphe o.1.

(6.1) Esquisse de la démonstration.

Dans ce paragraphe, on explique comment on démontre le théoréme 3. Soit F(n, )
Pensemble des applications de 'ensemble {1, ..., n} dans Pensemble {o, 1, ..., k}. On
dit qu’un élément « de F(n, &) est de degré rsi a(1)4a(2)+...+a(r)=r. Soit CG(n, k)
le sous-ensemble des éléments de F(z, 2) de degré <k. Soit N le nombre cardinal de
C(n, k) : N=4#C(n, k). Considérons C(n, £) comme un ensemble ordonné : soit

C(n, k) ={oy, ..., g}
Alors on a une bijection Q : KN —P(n, 1, %; K) définie par

Q.(a) :Q..(ah ceey ‘ZN):i:z;1 aiX“i’

ot pour «aeC(n, k), X*=X X X, ..., X, étant les indéterminées.
On considére 'application F=(p,, ..., py,f) : KNxK" - KNx K définie par les
équations suivantes :

pilay, ..., ay, x)=a, )
flar, ..., o, 9)=Q(a) (%) = X 4,5,
ou a=(ay, ...,ag)eKY et rxeK"
On considére la suite des applications
KN K" 5 KN K5 KN,

7 étant la projection canonique. On va stratifier cette suite d’applications de maniére
que l’on puisse lui appliquer le lemme d’isotopie (local). Pour ceci, on va prouver les
trois propositions (6.A), (6.B) et (6.C) suivantes.

(6.2) Réduction aux propositions.

Proposition (6.A). — Il existe une C-stratification S(KN) de KN telle que pour chaque
strate Z. de S(KN), on ait des C-stratifications S(ZxK") de ZxK" et S(ZxK) de ZxK
pour lesquelles la restriction de F @ ZxK", F|(ZxXK") :ZxK"—ZxK, est un morphisme
de Thom au-dessus de w™ :ZXK—Z.

On voit facilement que la proposition (6.A) et le lemme d’isotopie local de Thom
(la proposition (2.9)) impliquent la premiére partie du théoréme 3. Car le nombre des
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éléments de P(n, 1, %; K)X{O}/WNP coincide avec la somme des nombres des strates
de S(ZxK"), ZeS(KY), qui est finie.

Pour la seconde partie du théoréme, remarquons d’abord que pour toute fonction
(f,r)eP(n, 1, k; R)xR*, il existe toujours un polynéme (g, 1)eP(n, 1,k; R)x{1} tel
que (f,7) = (g 1). (Poser g(x)=f(x/r).) Posons D"={xeR"|||x||S1}.

Proposition (6.B). — Il existe une C-stratification S(RY) de RYN telle que pour chaque
strate Z de S(RY), on ait des C-stratifications S(ZxD") de ZxD" et S(ZxR) de ZxXR
pour lesquelles la restriction de F @ ZXD", F|(ZxD") : ZxD"—~ZXR, est un morphisme de
Thom au-dessus de = : ZXR—~Z.

On voit que la proposition (6.B) et le lemme d’isotopie impliquent la finitude
de P(n, 1,%k; R)x{1 }/fﬁ’,’ par suite la finitude de P(z, 1,%; R)XR"‘/%’. Ici l’appli-
cation w:ZXR-—>Z n’est pas propre, cependant la restriction de = a 'image de F,
7w : F(ZxD")—Z, est propre. Donc, pour deux points @ et b de Z, f, :D"— f, (D"
et f, : D"~ £,(D") ont méme type topologique. Comme on peut toujours étendre un
homéomorphisme % :f,(D") - f,(D") en un homéomorphisme 4 :R—R, on a

top

£:D">RZf D' R. Alors #P(n, 1,%; R)xR*/~=#S(RY) qui est fini.
Une compactification.

Pour la derniére partie du théoréme, il faut que P’application F soit propre. Soit
PK" T’espace projectif de dimension z sur le corps K. On désigne par [xy, ..., %,, 2]
les coordonnées homogénes. Considérons le sous-ensemble G de KN x PK"x K défini par :

(@, [%15 - - -5 %,, 2], )G
si et seulement si

22Q (a)(x/2, - - -, %,[2) =2"¢,
ou d est le degré de Q (a).

On considére la projection canonique P :KNXxPK"XK —>KNxK et la suite
des applications
P|G

G — K¥xK > KN
Posons Gy=GN(KN¥xPK""1xK), ou PK" ! est plongé comme le sous-espace de PK”
défini par la derniére coordonnée z=o.
Soit j : K¥xK"— K¥xPK"xK linjection définie par
J(a (%15« s %)) =(a, [%1, .. 5 %, 1], Q(a) (x5 - - -5 %))
J est alors une bijection de K¥xK" sur G—G,. Et on a F=Poj.
Par suite, on voit que la proposition (6.C) suivante et le lemme d’isotopie de
Thom impliquent la finitude de P(r, 1, 2; K)x {0}/ =.

Proposition (6.C). — I existe une C-stratification S(KY) de KN telle que pour chaque
strate Z de S(KYN), on ait une C-stratification S((moP)~Y(Z)NG) de (moP)"YZ)NG pour
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laquelle (moP)~Y(Z)NG, est un sous-ensemble de (woP)~*(Z) NG, et on ait une C-stratification
S(ZxK) de ZxXK, pour laquelle la restriction de P & Gn(woP)~Y(Z),

P:Gn(noP)~YZ) - ZxK,
est un morphisme de Thom au-dessus de = : ZxK—Z.
Pour éviter d’étre verbeux, on ne démontre que la proposition (6.C). On peut

démontrer les propositions (6.A) et (6.B) en calquant la démonstration de (6.C).
Drailleurs, la proposition (6.C) implique la proposition (6.A).

(6.3) Lemmes.

Soient f: KNx K"K le polynéme défini au paragraphe 6.1, p : KNx K"K~
la projection canonique. Soient X une sous-C-variété de K x K" et Y une sous-C-variété
de X telles que les restrictions de p, p|X : X—>p(X) et p|Y : Y—>p(Y), soient des
submersions et que la restriction de fa& YN p~'(x) soit une fonction localement constante
pour tout point ¥ de p(X). On pose alors

Se(/ 1 X, )= U S,(f:Xnpi(x), Ynp~i(x),

pour la définition de S,(f: , ), voir la définition donnée au début de la
proposition (3.10).

Lemme (6.3.x). — Sg(f:X,Y) est un élément de C de dimension <dim Y.

Preuve. — La démonstration de Pappartenance de Sg(f: X, Y) a C est analogue

a celle de la proposition (3.10). Pour la dimension, on a, par définition, I’expression

Se(f: X, Y):xyx S.(f:Xnp~(x), YNnp~'(x)) et on voit par la proposition (3.11) que
dim S, (f: X np~x), Ynp~1(x))<dim(YNnp~*(x)). Il en résulte que

dim Sy(f: X, Y)<dim Y. Q.E.D.

Soit f* : G—K le polynéme défini par f*(a, [%1, ..., %,, 2], ¢)=¢. On a alors

froj=f. Soit p* : G—=KY¥ la restriction & G de la projection canonique de K¥xPK"x K
sur K¥. On a alors le diagramme commutatif suivant :

K¥xK" 1> G—G,CGCK¥xPK"xK
(p, /)=Fl F*=(p*, *) lP

id

KN¥x K > K¥x K
\KN/

Soient X une sous-C-variété de G et Y une sous-C-variété de X telles que les
restrictions de p*, p*| X : X — p*(X) et p*|Y : Y— p*(Y) soient des submersions et que
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la restriction de f* & YN p*~!(x) soit une fonction localement constante pour tout point x
de p*(X). On pose alors

So(f* 1 X, Y)= U 8. (f* : Xnp~i(x), Ynp'=(x)).
Pareillement au lemme (6.8.1), on a

Lemme (6.3.2). — Sg(f* : X,Y) est un élément de C de dimension <dim Y.

Notation. — Pour un sous-ensemble A de K¥, on pose
G,=GNn(roP)"HA)=GN(AXPK"XK) et G,,=G,nG,.

Lemme (6.3.3). — 1l existe une C-stratification S(KY) de KN ayant les propriétés suivantes :

(i) Pour toute strate Z. de S(KN), il existe une C-stratification S(Gy) de G, pour laquelle
Gy, 5 est un sous-W-objet de G, et il existe une C-stratification S(ZXK) de ZXK pour laquelle
P:G,»>ZxK ¢t n:ZxK—>Z sont des morphismes C-stratifiés, Z étant considérée comme un
W-objet muni de sa stratification triviale.

(i) Sg(f*: Gy, X) (resp. Sg(f*:Gy gz, X)) est bien défini et =@ pour toute
strate Z de S(KN) et XeS(Gy) telle que dim X<dim G, (resp. XeS(G, ;) telle que
dim X<dim G, ;).

(iii) &7 dim F/(X)=dim(ZxK) pour une strate XeS(G,)—S(G, ;) (resp.
XeS(Gy,z)), alors on a dim X =dim G; (resp. dim X =dim G, ;).

(S(Gy, z) est la stratification de G 5 induite de S(Gy).)

Démonstration. — On démontre le lemme en construisant une suite
CoCC,C...CCy=K~N
d’éléments de C satisfaisant aux propriétés (iv) a (viii) suivantes :

(iv) dim G;=¢ et G;_, est un fermé de G,.

(v) G—GC;_; est une C-variété et S,(C;—C,_,, G—C;_,)=9 pour toute
paire j>i.

(vi) Il existe une C-stratification S(Gg;_¢;_,) de Gg_;_, pour laquelle Gy ¢;_¢;_,
est un sous-W-objet de Gg,_,_,, et il existe une C-stratification S((G;—G;_;)xK)
de (CG,—C;_,)xK pour laquelle

P:Gg_q ,—-GCG—C,_, e =n:(G—-C_)xK—-GC—-C,_,

sont des W-morphismes; ici C,—C;_,; est munie de sa stratification triviale.

(vii) Sg(f* : Gg_gi_y> X) (resp. Sg(f* : Gy gi—ciy» X)) est bien défini et =0
pour toute strate X de S(G,_¢,_,) de dimension <dim G, _,_, (resp. X de S(Gy ¢;—¢;_,)
de dimension <dim G, ¢;_¢;_,)-

(viii) Si dim P(X)=dim(C;—C;_;)XK pour une strate X de S(Gg_¢_,)
(resp. X de S(Gy, ¢;—¢;_,)), alors on a

dim X =dim G;_, _,

(resp. dim X =dim Gy ¢;_¢;_,)-
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On va construire une telle suite { G;} par récurrence descendante sur la dimension
de C;. On commence la récurrence en posant Cy=K¥. En supposant que l’on ait
déja construit G;, on va construire un tel G,_j;.

Si dim C;<¢, on pose alors C;_,;=C;, ce qui termine I’étape de la récurrence.
Supposons donc dim C;=: et posons

(G;)p="Lensemble des points réguliers de C; de dimension ¢,
Ci=(C)yp— U,8:(C;— G, (Cy),
R*=Tensemble des valeurs régulieres communes de P : Gy, -~ C;xK
et de P:G, o — CGxK.

R* est alors un ouvert de G; XK et on voit que C—=(R*) est un fermé de Cf
de dimension <z.

L’application restreinte P :P~}(R*)nG—R"* est un morphisme C-stratifié muni des
stratifications triviales S(P~*(R*)NG), son sous-W-complexe S(P7*(R*)NG,), et S(R*);
ici les strates de S(P7!(R*)NnG) sont les composantes connexes de P~}(R*)N (G—G,)
et de P}(R*)NG,, celles de S(R*) sont les composantes connexes de R*.

Pour toute sous-C-variété Y de Ggz,—P7*(R*) (resp. toute sous-C-variété Y de
Gy, xrn— P~ *(R*)) et pour tout point aexn(R*), la fonction f|YNp~!(a) est une fonction
localement constante, car son image f(YNp~'(a)) est contenue dans ’ensemble des
valeurs critiques de f|G, : Gz —K etde f|Gy (4 : Gy (K. Par suite, I'ensemble
Sg(f* : Gugreys Y) (resp. Sg(f* : Go nry, Y)) est bien défini pour une telle variété Y,
et par le lemme (6.3.2), c’est un élément de C de dimension <dim Y.

On voit donc, pareillement & la proposition (5.2), qu’il existe des stratifications
S(Gpry—P7'(R*)) de Gpzyy—P7'(R*) et S((m(R*)xK)—R*) de ((=(R*)xK)—R"*),
compatibles avec toutes les strates de S(P7*(R*)) et de S(R*), satisfaisant aux propriétés
suivantes :

(ix) Gg mry —P ' (R*) est un sous-W-objet de G, py—P71(R*);

(x) F:Gugy—P ' (R*) > n(R*)XK est un W-morphisme;

(xi) Sg(f* : Grgey, Y)=@ pour toute strate Y de S((m(R*)xK")—P~*(R*)), et
Se(f* : Go,nre)> Y)=0 pour toute strate Y de S(Gg pgn— P H(R¥)).

Pour chaque strate X de S((m(R*)XK)—R*), on désigne par Zy I’ensemble des
points x de X ou le rang de d(n|X),<dim(R*)=dim G;=:. Posons

Gy =(C—(R) VU n(Zy);

ici X parcourt S((n(R*)xK)—R*). C;_; est alors un fermé de C; de dimension <i et
C;_,eC.

On désigne par S(G,_;_,) ensemble des composantes connexes de X—p~1(C;_,),
ot X parcourt les strates de S(P~*(R*))US(G zo—P~*(R*)), par S((C;—C;_,)xK)

Iensemble des composantes connexes de Y—=~%(C;_,), ou Y parcourt les strates de
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S(RYUS((m(R*)xK)—R*) et par S(C,—C;_,) I’ensemble des composantes connexes
de C,—GC;_,. Il est facile de vérifier que G;_, et les stratifications ainsi obtenus ci-dessus
satisfont aux propriétés (iv) a (viii). Q .E.D.

(6.4) Démonstration de la proposition (6.C).

Prenons une strate Z de la stratification S(KY) obtenue dans le lemme (6.3.3)
et montrons que P : G;—~Z XK est un morphisme de Thom au-dessusde ©: ZxK—7Z:
c’est-a-dire que la restriction de f* & G, f*: Gy, —{a}xK, est sans éclatement pour
tout point a de Z.

Soient X et Y deux strates de S(Gy) telles que F(X)>F(Y). Comme

dim(Z x K) 2 dim P(X)>dim P(Y) 2dim Z,
on voit par la condition (iii) du lemme (6.3.3) que X doit étre un ouvert de G; ou

de G, ;, et on voit que la restriction de f* & YNp*~!(a) est une fonction constante pour
tout point a de Z. Par suite, par la condition (ii) du lemme (6.3.3), on a

S.(f* : Xnp~Ha), YO p ™ (a))=0;

car O =S8g(f*: Gy, Y)=alEJZSa(f* :Gyy, YN Y(a)
et So(f* : X p~Ha), YNp~Ha)) CS,(f* : Gy, YN 7 H(a)).
ST Gy —~{a}xK est donc sans éclatement. Q .E.D.

7. Un corollaire du théoréme 2.

Comme application du théoréme 2, on a le

Théoréme 4. — Le nombre des types topologiques des sous-variétés algébriques de K* définies
par m polynémes de degré <k est fini.
Précisons ce que le théoréme veut dire. Gardons les notations du paragraphe 6.o0.
On dira que (f,7) et (g,5)eP(n, m k; K)xR*t*+ sont v-équivalentes, et on écrira
(f,1) ~ (g 5), il existe un homéomorphisme £ : D*(r) - D*(s) tel que
h(f~(0) ND"(r))=g*(0) N D"(s).

On désigne par P(n, m, k; K)X A/~ Pensemble quotient de P(n, m, k; K)X A par cette

. . v \ , .
relation d’équivalence ~. Notre théoréme 4 s’énonce alors sous la forme suivante :

v .
Théoréeme 4. — P(n, m, k; K)XRTTT |~ est un ensemble fini.
Pour le démontrer, on va prouver les trois lemmes suivants :

Lemme (7.1). — P(n, m, k; K)X{1}/~ est un ensemble fini.

Lemme (7.2). — Pour toute (f,r)eP(n,m,k; K)YxXR*Y, il existe une application
g€P(n, m, k; K) telle que (g, 1) ~ (fi7).
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Lemme (7.3). — P(n, m, k; K)x{o}/~ est un ensemble fini.
II est clair que ces lemmes 1 4 g impliquent le théoréme 4.

Preuve du lemme (7.1).

Considérons Papplication F=(p, f;, ...,f,) : K" x K" - K™ x K" définie par
les équations

p(ay, -y by, x)=(ay, ..., a,)eK¥x.. . X KN=K"™
Jilay, -5 g, 2)=Q(a) (%),
ici 'application Q :K¥— P(n, 1,%; K) est celle définie au paragraphe 6.1. Notons
que ’on peut identifier P(n, m, k; K) avec K™ par ’application
Q"=0Qx...xQ : K¥x...xKN—=P(n, 1, k; K)X...XP(n, 1, k; K).
Soit D" la boule unitaire fermée centrée en o de K". Posons
A =F 1K™ xo0)n (K™ xD"),
M,;=(K™ x (D"—oD"))—A
et M,= (K™ x oD") —A.
A, M, et M, sont alors des ensembles semi-algébriques.

Considérons la projection canonique p : K™ x K" K™, Par le théoréme 2, il
existe des C-stratifications S(A) de A et S(K™) de K™, compatibles avec M, et M,,
pour lesquelles p|A : A—K™ est un morphisme C-stratifié. Pour chaque strate
YeS(K™), Sy(A)={XeS(A)|p(X)=Y} est une stratification de An(YxD"). Posons
M;y=M;n(YXD") et Sy=Sy(A)U{M,y, M,y}.

On voit alors que

(i) Sy est une C-stratification de Y xD";

(i1) AN(YxD" est un sous-ensemble stratifié de Y xD";

(iii) p : YXD"—>Y est un morphisme C-stratifié propre, Y étant un W-objet
muni de sa stratification triviale.

Par la proposition (2.3), pour deux points a et b d’une strate Y de S(K™), les
paires (p~(a)n(YxD",p Y (a)nA) et (p~1(d)n(YxD"), p~*(6)nA) sont homéo-
morphes. Or

p Ha)n (Y xD")=AxD"
et pHa)nA=ax(D"NnQ(a)"*(0)N...NQ[(a,)"*(0)).
Par suite, ce que I’on a vu ci-dessus veut dire que si a et b appartiennent a la méme
strate Y de S(K™), alors (Q™(a), 1) et (Q™(d), 1) sont v-équivalentes. Comme S(K™Y)

n’a qu’un nombre fini de strates, le nombre des classes de v-équivalence des éléments
de P(n,m, k; K)x{1} est fini. Q .E.D.
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Preuve du lemme (7.2).

Etant donné une application (f,r), on a (f(rx), 1) < (f(x), 7).
Esquisse de preuve du lemme (7.3).

On peut démontrer le lemme (7.3) en calquant la démonstration sur celle du
lemme (7.1) et sur Pargument de compactification dans la proposition (6.C).
Q.E.D.
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