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Applications a4 la démonstration de conjectures
de M. Auslander, H. Bass et A. Grothendieck
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INDEX DES NOTATIONS

Ass, (M) ensemble des idéaux premiers associés au A-module M ([7], chapitre IV).

di, (M) dimension injective du A-module M [6].
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dp, (M) dimension projective du A-module M [23].
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INTRODUCTION

Les résultats.

La méthode originale introduite dans ce travail consiste a calculer les groupes
de cohomologie locale Hy(-), pour un idéal J d’un anneau noethérien A, tel que V(3J)
soit le support d’'un A-module de type fini et de dimension projective finie. Pour atteindre
ce but nous avons allié deux points de vue :

a) le point de vue de M. Auslander qui consiste a faire une étude fine des modules
de type fini et de dimension projective finie ;

b) le point de vue de la cohomologie locale introduit par A. Grothendieck.

Pour voir le lien étroit entre ces deux notions il suffit de connaitre I’égalité sui-
vante, due & M. Auslander :

Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type fini et de dimension
projective finie ; alors

dim proj(M) -+ prof(M) = prof(A).

En effet, la profondeur est entiérement caractérisée en termes de cohomologie locale.

Cette méthode permet ’approche de deux sortes de problémes :

— Dans un schéma ambiant avec des singularités on cherche les propriétés des
fermés définis comme supports de modules de dimension projective finie. L’idée générale
de M. Auslander est que ces fermés se comportent comme les fermés d’un schéma non
singulier. Dans cette direction nous prouvons au chapitre II le théoréme suivant, dit
théoréme d’intersection :

Soient A un anneau local essentiellement de type fini sur un corps, M un A-module
non nul de dimension projective finie et de type fini, N un A-module de type fini tel
que dim(M®,N)=o0; alors: dim(N)<dim. proj(M) (ici dim(-) désigne la dimension
de Krull).

Ce théoréme d’intersection nous permet de démontrer les ‘deux théorémes suivants
(cf. chap. II) :

(A) (conjecturé par M. Auslander). Soient A un anneau local essentiellement
de type fini sur un corps, M un A-module de type fini et de dimension projective finie;
alors toute suite M-réguliére est une suite A-réguli¢re [2].

(B) (conjecturé par H. Bass). Soit A un anneau local essentiellement de type fini
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50 C. PESKINE ET L. SZPIRO

sur un corps; alors, pour que A soit un anneau de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit
qu’il existe un A-module de type fini non nul, de dimension injective finie [6].

— Quand le schéma ambiant est régulier, on cherche des conditions de finitude
pour la cohomologie des faisceaux cohérents sur un ouvert. Le fermé complémentaire
est bien entendu défini par un idéal de dimension projective finie (théoréme des syzygies).
Nous démontrons dans ce sens, au chapitre III, le théoréme suivant, dit théoréme de
finitude :

Soit X un sous-schéma fermé de ’espace projectif P=P}, ou £ est un corps de
caractéristique p>o. Soit d la plus petite des dimensions des composantes irréduc-
tibles de X. Supposons que Oy vérifie la condition S; de Serre, avec ¢<d. Alors, pour tout
entier s>n—1: et tout faisceau cohérent # sur P—X :

(i) H(P—X, #) est un k-espace vectoriel de dimension finie;
(i) H(P—X, #(n))=o0 pour tout entier z suffisamment grand.

Cet énoncé avait été conjecturé par A. Grothendieck quand X est localement
intersection compléte [10] (cf. aussi [15], chap. III, § 6).

La méthode.

On pourra s’étonner que dans 1’énoncé des théorémes (A) et (B) aussi bien que
dans celui du théoréme d’intersection il y ait une hypothése de finitude sur un corps.
En fait nous prouvons d’abord ces théorémes pour tous les anneaux de caractéristique
p>o et nous en déduisons les théorémes annoncés.

Comme on veut calculer des groupes de cohomologie locale, la connaissance
d’un seul module de dimension projective finie M, d’annulateur un idéal J de ’anneau A
n’est pas suffisante. Il faut connaitre une suite M,, de A-modules tels que dp M, =dpM
et tels que les ann(M,) définissent la topologie J-adique. C’est ce qu’on arrive a faire
pour un anneau A contenant F,, ol p est un nombre premier, grace au lemme suivant :

Soit 0 - L, N L,_,»>...>L i L, une suite exacte de A-modules libres de rang
fini; alors la suite obtenue en élevant les coefficients des matrices ¢; (pour les bases données
des L;,) a la puissance p-ieéme, est encore exacte.

Ce lemme permet de démontrer le théoréme d’intersection en caractéristique p>o.
En caractéristique nulle, on arrive a se réduire a la caractéristique p>o grace a un
théoréme de comparaison entre la dimension projective sur la fibre générique et sur
la fibre spéciale, d’un module de type fini, sur un anneau qui est essentiellement de
type fini sur un anneau de valuation discréte V, dont I'uniformisante n’est pas diviseur
de zéro dans un certain nombre, fini, de modules de type fini. (Pour plus de détails
voir chap. II, § 2).

Le lemme que nous venons de citer s’interpréte de la fagon suivante : I’homo-
morphisme de Frobenius est plat dans la « catégorie » des modules de dimension projec-
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DIMENSION PROJECTIVE FINIE ET COHOMOLOGIE LOCALE 51

tive finie. Quand ’anneau est régulier on sait que ’homomorphisme de Frobenius est
plat. D’ailleurs cette propriété caractérise les anneaux réguliers [18]; cette maniére de
voir permet la démonstration du théoréme de finitude (chap. III, § 4).

On est bien entendu fondé & penser que le théoréme d’intersection et ses consé-
quences (A) et (B) sont vrais pour un anneau local ncethérien quelconque, et qu’une
autre méthode permettrait de le démontrer. Ceci est sans doute vrai, mais la seule méthode
qui semble naturelle est de « relever » au sens du chapitre I, § 2, les modules de dimension
projective finie, sur des anneaux réguliers. Malheureusement ce relévement est impossible
comme il est montré au chapitre I, § 2. Quoi qu’il en soit, nous espérons que le présent
travail convaincra que l'utilisation de la cohomologie locale est un outil trés fructueux
pour I’étude du support des modules de dimension projective finie, et que, réciproquement,
la finitude de la dimension projective d’un idéal permet d’obtenir des renseignements
précis sur les groupes de cohomologie locale a support dans le fermé qu’il définit.

L’étude des modules de dimension projective finie, comme outil en géométrie
algébrique, remonte a la théorie des syzygies de Hilbert. Citons I'utilisation récente
qu’en ont faite J.-P. Serre pour analyser les multiplicités d’intersection [23] et M. Auslander
pour démontrer le théoréme de pureté [4]. Dans son théoréme de finitude pour un
morphisme d’immersion [10], A. Grothendieck utilise comme techniques essentielles
le théoréme de dualité locale et la suite spectrale associée & un module de dimension
projective finie. Nous emploierons ici, systématiquement et simultanément, ces deux
approches.

Indiquons briévement Porganisation générale de ce travail. Pour plus de détails
le lecteur se reportera aux paragraphes o des trois chapitres.

— Dans le chapitre I on développe les propriétés de stabilité des modules de
dimension projective finie qui sont nécessaires pour obtenir les résultats des chapitres
suivants.

— Dans le chapitre II on énonce les questions fondamentales liées aux modules
de type fini et de dimension projective finie. Dans ce contexte, on démontre le théoréme
d’intersection et les conjectures de M. Auslander et H. Bass qui s’en déduisent.

— Dans le chapitre III, on étudie la cohomologie des ouverts P—X d’un espace
projectif P sur un corps, définis comme complémentaires de fermés X ayant de bonnes
propriétés de régularité (non singulier, localement intersection compléte, Cohen-
Macaulay, condition S; de Serre). Pour ce faire, nous utilisons ’anneau local du sommet
du céne au-dessus de Pespace projectif P. En fait, nous prouvons des résultats locaux
plus généraux que les énoncés globaux qui leur correspondent. Nous démontrons enfin,
dans le cas local connexe, que I'annulation de ’avant-dernier groupe de cohomologie
locale est équivalente a sa finitude.

Nous tenons ici & remercier trés vivement M. Auslander, avec qui nous avons eu,
a I'Université de Brandeis en 1968-1969, des conversations trés enrichissantes, et qui
nous a pratiquement permis de mener a bien ces recherches. Nous remercions aussi
P. Samuel qui a bien voulu étre notre directeur de recherches, ainsi que Daniel Ferrand
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et Michel Raynaud qui, au long de discussions, nous ont permis d’aiguiser notre réflexion.
Cet article a été réalisé pendant que les auteurs travaillaient pour les institutions
suivantes : Faculté des Sciences de Paris, Faculté des Sciences d’Orsay, Brandeis Uni-
versity (Waltham (Mass.) U.S.A.), C.N.R.S., NFS GP 8398.

Un preprint recouvrant une partie des chapitres I et II a été réalisé au Départe-
ment de mathématiques de Brandeis University et un autre du chapitre III dans les
preprint series de 1’Université d’Oslo.

Le g février 1971.
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CuarITRE I

CONSTRUCTIONS DE MODULES
DE DIMENSION PROJECTIVE FINIE

o. Introduction

Le présent chapitre est entiérement algébrique, et développe certaines propriétés
des modules de dimension projective finie. Le but de tout ce travail est le calcul de
groupes de cohomologie locale a support égal a celui d’un module de dimension projective
finie. Une certaine habitude des groupes de cohomologie locale montre que la connais-
sance d’un seul tel module ne semble pas suffisante. On peut s’en convaincre en regardant
Pexpression

Hi(M) = lim Ext} (A/3", A)
n

ot ¥ est un idéal de I’anneau A. Le foncteur de Frobenius (§ 7) permet la construction
de suffisamment de tels modules en caractéristiques p>o.

Les § 2 et 3 sont des variations sur le théme : les modules de type fini et de dimension
projective finie se comportent-ils comme les modules de type fini sur un anneau régulier ?
Au § 2 on voit que ’étude des premiers ne se raméne pas a celle des derniers (contre-
exemple au relévement). On verra cependant au chapitre II que la formule de la
dimension des intersections a un analogue.

Les § 4 et § 5 montrent que pratiquement ’étude des modules de type fini et de
dimension injective finie se raméne a celle des modules de type fini et de dimension
projective finie.

Enfin, au § 6, le théoréme d’approximation d’Artin [1], permet d’approcher
un module de dimension projective finie sur A, par un module de dimension projective
finie sur le hensélis¢ A d’un anneau A satisfaisant aux hypothéses du théoréme d’Artin.
Le fait le plus remarquable est que la dimension projective de I’approchant est égale
a la dimension projective de I’approché, et donc que leurs profondeurs sont égales.

1. Le foncteur de Frobenius

Définition (x.x). — On dira qu’un anneau A est de caractéristique p, oi p est premier, s’il
existe une injection Z[pZ—>A qui est un homomorphisme d’anneaux.

Soit A un anneau de caractéristique p>o. L’endomorphisme f:A—A défini
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54 C. PESKINE ET L. SZPIRO

par f(x)=4x" pour tout x est un homomorphisme d’anneau, appelé homomorphisme
de Frobenius. Notons ‘A la bi-A-algébre A munie de la structure de A-algébre 4 gauche
définie par f, et de la structure de A-algébre & droite définie par I'identité. C’est-a-dire
que pour a€A et xefA, on a a.x=oPx et x.a=xax.

Considérons la catégorie € des A-modules.

Définition (x.2). — On appelle foncteur de Frobenius, le foncteur ¥ de € dans © défini
par F(-)=-®,’A muni de la structure de droite. Plus précisément, pour tout A-module M, on
a FIM)=M®,’A, muni de la structure de A-module donnée par la structure de A-algébre a
droite de TA.

Exemples (x1.3) :
a) F(A)=A.

b) Si a, est la multiplication par x dans A, alors F(«,)=a,s.
¢) Soient n et m des entiers positifs, et soit ¢ : A"—>A" un homomorphisme. Si (¢;)
est une matrice représentant ¢, alors F(¢) est représentée par (o).

d) Soit J un idéal de A et (x;,...,%,) un systtme de générateurs de J, alors
F(A[J3) =A/3, ou J, est I'idéal engendré par xf, ..., xJ.

Proposition (x.4). — Le foncteur F commute a la localisation en un idéal premier. Autrement
dit, pour tout idéal premier p de A, on a un isomorphisme de foncteurs :

F(-)®,A,~F(-®,A,).

Remarquons qu’a I’homomorphisme de Frobenius f:A-—>A correspond un
morphisme entier de schémas affines f :spec A—>spec A qui induit Iidentité sur les
ensembles sous-jacents. On en déduit A,®,’A='A®,A,, donc l'isomorphisme annoncé
d’apres la définition de F.

Proposition (x.5). — Pour tout A-module M, on a supp F(M) csupp M. De plus, ss M
est de type fini, on a supp F(M)=supp M.

La premiére partie de la proposition est une conséquence immédiate de (1.4). De
plus, toujours d’aprés (1.4), pour démontrer la deuxiéme partie, il suffit de montrer que
lorsque A est local et M est un A-module non nul de type fini, alors F(M)+o0. Mais
alors, si m est 'idéal maximal de A, on sait qu’il existe une surjection M-—>A/m—>o.
On en déduit une surjection F(M)—>F(A/m)—>o0. Mais d’aprés 'exemple (1.3), d),
F(A/m)#o0, donc F(M)=o.

(x.6) Dans cette section notre but est de montrer que le foncteur de Frobenius
se comporte bien, plus précisément est exact, dans la catégorie des modules de type
fini et de dimension projective finie.

Remarquons d’ailleurs que lorsque A est régulier, il est élémentaire de prouver
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DIMENSION PROJECTIVE FINIE ET COHOMOLOGIE LOCALE 55

que le morphisme de Frobenius est plat. On a en fait le théoréme général suivant di
a Kunz [18].
Théoréme. — Soit A un anneau noethérien de caractéristique p>o. Alors pour que A soit

régulier, il faut et il suffit que le morphisme de Frobenius soit plat, i.e. que le foncteur de Frobenius
soit exact.

Théoréme (x.7). — Soit A un anneau noethérien de caractéristique p>o. Soit M un
A-module de type fini et de dimension projective finie. Alors, Tor}(M,’A)=o0 pour i>1, et
F(M) est un A-module de type fini et de dimension projective finie, tel que pour tout idéal premier p
de A on ait

dpy, ((F(M)),) =dpy,(M,).
On utilisera le résultat suivant :

Lemme d’acyclicité (x.8). — Soit A un anneau local noethérien. Considérons un complexe
fini de A-modules de type fini o—~L,—~L,_,—...—>L;—>Ly—>o0. Supposons que pour tout entier
1>0, on ait :

1) prof(L;)>1;

2) prof(H;(L))=0 ou H;(L)=o.

Alors, Hy(L))=o0 pour i>1.

On peut évidemment supposer s>1, sinon il n’y a rien a prouver.

Pour i<s, posons S;=Coker(L;,;—L;). Par une récurrence descendante, on
va prouver que pour I1<:<s, on a profS;>: et H;(L,)=o.

Remarquons qu’'on a S,=L,, donc profS,>s. De plus, comme H,(L)<L,,
on ne peut avoir prof(H,(L,))=o0. Donc, H,(L)=o.

Supposons maintenant prof(S;)>¢ et H;(L)=o0 pour :>r, avec 1<r<s. On
a alors une suite exacte :

(%) 0—S;,,—~L,—»S5,—o0.

Soit m I'idéal maximal de A ; la suite exacte donnée par le foncteur H% (-) et ses dérivés,
appliqués a (), prouve que Hj,(S,)=o0 pour ¢<r, donc que prof(S,)>r. Soit K, le
noyau de la fleche L,—L,_;. On a une suite exacte 0—S,,; >K,—>H,(L,)—+o0. Comme
K,—L,, on a profK,>1. Mais alors, toujours par la suite exacte de cohomologie
locale, prof H,(L,)=o0 implique prof(S,  ;)=1. Mais comme 74122, nous savons
que prof(S, ;) =2, on en déduit H, (L)=o0, et le lemme est démontré.

Corollaire (x.9). — Soit A un anneau local noethérien de profondeur r.

Soit o—>L,—...—>Ly—>0 un complexe de A-modules libres de type fini, avec s<r. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

(1) Pour i>1, les A-modules H;(L,) sont de longueur finie.

(ii) Pour i>1, ona H(L)=o.
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56 C. PESKINE ET L. SZPIRO

Le corollaire suivant nous a été communiqué, avec une démonstration différente,
par M. Auslander. Dans le contexte de ce paragraphe, il a I'intérét de bien éclairer la
preuve du théoréme (1.7).

Corollaire (x.x0). — Soit ¢ : A—>B un homomorphisme d’anneausx noethériens. Soit M
un A-module de type fini et de dimension projective finie. Supposons que pour tout idéal premier p
de B, appartenant au support de M®, B, on ait prof(B,)>prof(A -y,). Alors Tor}(M, B)=o,
pour tout entier 1>1, et M®,B est un B-module de dimension projective finie.

Réciproquement, si A est local d’idéal maximal m, et si pour tout A-module M. de type fini
et de dimension projective finie, TorA(M, B)=o0 pour i>1, alors, pour tout idéal premier p
au-dessus de m, on a prof B,>prof A.

La réciproque ne présente pas de difficulté. Soit fi, ..., f, une A-suite réguliére.
Le complexe de Koszul, sur A, associé a la suite f;, ..., f,, est exact. Ce complexe étant
fonctoriel, Tor}(A/(f;,...,f), B,)=0 implique que le complexe de Koszul, sur B,
associé a la suite f, ..., f,, est exact, donc que cette suite est B -réguli¢re.

Démontrons maintenant la proposition directe. Supposons que les Tor}(M, B)
ne soient pas tous nuls. Soit alors p un idéal premier de B qui est minimal dans la réunion
des supports des B-modules Tor*(M, B) pour :>1. Soit q=¢ *(p). Considérons une
résolution libre minimale (L;) du A,-module M,, de dimension projective finie. Appliquons
au complexe (L;) le foncteur -®Aqu. On obtient un complexe de B -modules libres
admettant (Torfa(M,, B,)); pour homologie. D’aprés le choix de p, cette homologie
est de longueur finie en degré > 1. Mais (L;) étant une résolution minimale de M, sur A,
la longueur du complexe (L) est égale a dpAqu, donc inférieure ou égale a la profondeur
de A,. Comme prof(A,)<prof(B,), on en déduit que la longueur du complexe
(L,.(>Z>Aq B,) est inférieure ou égale a prof B,. Par (1.9), cela implique H,-(L.®Aq B)=o0
pour i>1, c’est-a-dire Torfa(M,, B,)=o0 pour i>1, et on a la contradiction cherchée.

Démonstration du théoréme (x.7).

On sait que le morphisme de Frobenius f induit l'identité sur les spectres,
c’est-a-dire que pour tout idéal premier p de A, on a f~!(p)=p. D’aprés (1.10), on
a donc Tor*(M,fA)=o0 pour tout i>1, et M®,’A est un /A-module de type fini
et de dimension projective finie. Autrement dit, F(M) est un A-module de type fini
et de dimension projective finie.

Remarquons de plus que si A est local d’idéal maximal m, et (L,) une résolution
libre de M, alors pour que L, soit une résolution minimale, il faut et il suffit que F(L,)
soit une résolution minimale de F(M). En effet, posons L,=A", et considérons le
complexe exact :

@ ?1
(%) 0>A3>A-1—5 .. —>A"1 > A" > M —>o.

Représentons les applications ¢;, i=1,...,s5 par des matrices (¢/*™). Dire que (*) est
une résolution minimale, c’est dire que pour tous ¢, z, m, ’élément ¢™ appartient a
I’idéal maximal m de A. Mais alors F((*)) peut s’écrire :
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DIMENSION PROJECTIVE FINIE ET COHOMOLOGIE LOCALE 57

(%), (CY)
0> A" 22 A1 5 > An 22 A% F(M) - o,

ou, d’aprés I’exemple (1.3), ¢), pour tout i=1,...,s, I'application (¢;), est représentée
par la matrice ((¢/*™)?). On a évidemment ¢*™em-<> (¢»™)P’em, donc

(L,) résolution minimale de M < F(L,) résolution minimale de F(M).

On sait que le foncteur de Frobenius commute a la localisation, on en déduit donc
la fin du théoréme, c’est-a-dire que pour tout idéal premier p de A, on a

dp,, (F(M)), = dp, (M,).

Corollaire (x.x1). — Soit A un anneau local noethérien de caractéristique p>o, et soit m
son idéal maximal. Soit L un A-module libre de type fini, et soit K un sous-module de L. Supposons
que K soit de dimension projective finie. Alors, il existe une suite de sous-modules K; de L tels que :

I) K0=K,
2) pour tout idéal premier p de A, on a dpAp(L/K‘-)pzdpAp(L/K)p,
3) si KcmL, alors K,cm?L pour tout i>o.

On pose M=L/K, et on prend K;=Ker(F(L)— F(M)). Comme F{(L)=1L,
on remarque que K; est bien un sous-module de L. La condition 1) est évidente. La
condition 2) ne fait que traduire le théoréme (1.7). La condition §) se démontre en considé-

rant une présentation finie L, > L—>M-—>o0 de M. Dire que K <>mL, cest dire qu'une
matrice représentant ¢ a ses coefficients dans m. Mais alors, pour tout ¢, d’apres (1.3),¢),
une matrice représentant Fi(p) aura ses coefficients dans m?. Dans le cas particulier
ot L=A et ol K est un idéal de dimension projective finie, on a un résultat plus fort
qui sera particuliérement intéressant pour calculer, plus précisément qu’au moyen du
résultat précédent, la cohomologie locale a support dans le fermé défini par un idéal
de dimension projective finie.

Corollaire (x.x2). — Soit A un anneau noethérien de caractéristique p>o. Soit J un idéal
de A, de dimension projective finie. Alors, il existe une suite décroissante d’idéaux (3,) de A, défi-
nissant sur A la méme topologie que la topologie J-adique, et tels qu’en tout idéal premier p de A,
on ait dpAp(A/ﬁ,,)p=dpAp(A/3) pour tout n=o.

En effet, on prend simplement comme précédemment J,=Ker(F"(A) - F"(A/SJ)).
Comme F"(A)=A, on applique le théoréme (1.7%), et il reste seulement a vérifier que
les idéaux J, définissent la méme topologie que la topologie J-adique, dans A. Mais on a
vu (1.3),d), quesi #,..., %, est un systéme de générateurs de 5, alors J, = (¥7", ..., xF).
On a ¢videmment 5,cS", et 3,037, et le corollaire est démontré.

Terminons cette section en donnant une forme plus imagée du théoréme (1.7%).
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Théoréme (x.7 bis) (x.13). — Soit A un anneau noethérien de caractéristique p>o.
Considérons un complexe exact de A-modules libres de type fini

Ps k51
o->L,—>L,_;—...>L —>L,.

Notons ¢; , ., les coefficients des matrices représentant les @; pour des bases données des L.
Soit @) la matrice dont les coefficients sont @, ,.; alors le complexe

‘P;(p) q,,§1>)1 olp)
o—-L —>L _,=...->L —1L,

est exact.

2. Contre-exemple au relévement

Définition (2.1). — Sotent R un anneau local régulier, et A un quotient de R. Soit M un
A-module de type fini et de dimension projective finie. On dit que M se releve @ R, s’il existe un
R-module de type fini N tel que M~ A®gN, et que Torf(A,N)=o0 pour i>1.

Remarque 1 : Ceci revient a dire que I’'on obtient une résolution projective de M
sur A, en tensorisant une résolution projective de N sur R par A.

Remarque 2 : Les modules de dimension projective <1 se relévent.

Rappelons qu’on dit qu’un A-module M de type fini et de dimension projective
finie est rigide, s’il vérifie la « conjecture des Tors », autrement dit, si, pour un A-module Q
et un entier 7, on a Tor*(M, Q)=o0, alors Tor}(M, Q)=o0 pour i>r. On sait que sur
un anneau régulier tout module de type fini est rigide [2] [19]. On en déduit la propo-
sition suivante qui dit bien pourquoi le probléme du relévement se pose dans le cadre
des questions étudiées ici.

Proposition (2.2). — Soit A un anneau local quotient d’un anneau régulier R. Si un
A-module M, de type fini et de dimension projective finie, se reléve & R, alors M est rigide.

Nous reviendrons au chapitre II sur la question de la rigidité et ses conséquences.
Notre intention est de montrer qu’on peut construire des A-modules de type fini
et de dimension projective finie qui ne se relévent pas a un anneau régulier.

Proposition (2.3). — Soit A un anneau local quotient d’un anneau régulier local R. Soit r
un entier > 2, et soit M un A-module de type fini et de dimension projective r. On suppose que M. est
r-sphérique, c’est-a-dire que Exti (M, A)=o0 pour i+o0, r. Alors, si M se reléve & R, le A-module
Exti(M, A) est de dimension projective finie et se releve a R.

En effet, soit N un R-module de type finirelevant M.. Considérons la suite spectrale :

Ext}(Tor}(N, A), A) =EJ1,

dont Iaboutissement est Extf(N, A). Comme Torf(N, A)=o0 pour i+o, elle dégé-
nére, et on obtient des isomorphismes :

Ext?(N®zA, A) ~ ExtZ(N, A).
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Mais, comme N®zA~M, et comme M est r-sphérique, on en déduit Exti(N, A)=o0
pour p=o,r.
Cela implique, en premier lieu, que N est de dimension projective 7, donc que :

Ext,(M, A) ~ Ext}(N, A) ~ Ext}(N, R)®;A.

Pour démontrer que Ext;(M, A) est un A-module de dimension projective finie qui
se reléve & R, il suffira donc de montrer que Torf(Extz(N, R), A)=o0 pour i>1. Mais
nous savons que sur un anneau régulier tout module de type fini est rigide, donc Extj (N, R)
est un R-module rigide, et il suffit de démontrer que Torf(Exty(N, R), A) =o0. Soit J
Pidéal de R tel que A =R/J. Considérons le diagramme commutatif suivant ou les
lignes sont exactes :

Ext; (N, A) - Extq(N, ) - Extg(N, R) — Extz(N, A) - o
l l l
Ext(N, R)®,5 — Exti(N, R)®5 R — Ext4(N, R)®A — o.

Comme on a vu que Exti *(N, A)=o0, on a une suite exacte :
o - Ext;(N, R) ®; 3 — Ext;(N, R)®z R — Ext}(N, R)®; A — o,
qui prouve bien que Tory(Extz(N, R), A) =o.

Pour construire un contre-exemple au relévement, il suffira donc de construire
un A-module r-sphérique Q tel que Ext;(Q, A) ne soit pas de dimension projective finie.
Pour cela nous utiliserons une technique de M. Auslander sur laquelle on trouvera plus
de détails dans [22], chapitre II, § 3.

Proposition (2.4). — Soit A un anneau local, et soit s un entier inférieur ou égal a prof A.
Sott ML un A-module de type fini tel que grade M >s. Alors, il existe un A-module N de type fini et
s-sphérique (i.e. tel que dpN =s et Exti(N, A)=o0 pour i%o,s) tel que Ext(N, A)~M.
De plus, st N’ est un A-module de type fini de dimension projective s, et si v est un homomorphisme de
Exti(N’, A) dans Ext(N, A), il existe un homomorphisme ¢ : N—N' tel que n=Ext}(p, A).
En effet, considérons une résolution projective de longueur s de M :

(%) L—~L,_,—»...»L—~L,>M-o.
Dire que grade M>s, c’est dire que Exti(M, A) =0 pour i<s, donc c’est dire que la
suite 0>Ly —>L —... =L ,—L estexacte (ou -~ dénote le foncteur Hom,(-, A)).

Soit N=coker(L,_;—~L;). On a évidemment dpN<s. En appliquant le foncteur
Hom,(-, A) 2 la résolution projective de N :

oLy —>L —»...»L_ ,—»L —->N-o,

on obtient (*), et on voit que Exti(N, A)=o0 pour i#o0,s et que Ext{(N, A)=M. La
premiére partie de la proposition est donc démontrée.
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Considérons maintenant une résolution projective de N’ :

o->P—~P,_;—»...>P,-P,—>N'—o0.

Appliquons au complexe P, le foncteur Hom,(-, A). On obtient un complexe P tel que
coker(P,_; —>P;) =Ext{(N’, A). Le morphisme Ext}(N’, A)—>Ext{(N, A) induit natu-
rellement un morphisme du complexe de modules projectifs P,” dans toute résolution pro-
jective de Exti(N, A), en particulier dans L,, envoyant P;” dans L, _;. En appliquant de
nouveau le foncteur Hom,(:, A), on trouve un morphisme de complexes L] P,
(envoyant L;” dans P,_;), donc en passant a I’homologie, un morphisme ¢ : NN’ qui
par construction a la propriété voulue.

Corollaire (2.5). — Soit A un anneau local de profondeur >2 quotient d’un anneau local
régulier R. Si tout A-module de type fini de dimension projective finie se reléve d R, alors A est régulier.

En effet, on considére le corps résiduel £ de A qui est évidemment de grade >2.
D’aprés la proposition précédente, il existe un A-module M, 2-sphérique, tel que
Exti(M, A) =k. Mais alors d’aprés (2.3), comme M se reléve et est 2-sphérique, & est
de dimension projective finie sur A, donc A est régulier.

3. Structure des idéaux de dimension projective un (1)

Notre intention est de montrer que sur un anneau local, tout idéal de dimension
projective un est, a une multiplication par un élément régulier prés, un idéal détermi-
nantiel. En corollaire, on verra que si ’anneau local est quotient d’un anneau régulier,
un idéal de dimension projective un se reléve en un idéal de I’anneau régulier.

On utilisera un lemme technique préliminaire.

Considérons un anneau ncethérien A. Comme précédemment, nous noterons -~ le
foncteur Hom,(-, A).

Lemme (3.1). — Soit ¢ : A"—>A"*Y un homomorphisme de A-modules libres de type fini.
Soit ¢ 1 (A"TY)Y (A" son dual. Soit N\'e™ : A"(A")Y > A"(A™ la puissance extérieure
n-ieme de ¢~ . Un choix de bases pour A"** et A" donne un isomorphisme A"(A"+1)Y ~ A"*1, On
en déduit un complexe :

? At~
0> A" S AL TS A

qui est exact si et seulement si ’image de \"¢~ dans A définit un fermé, de spec A, de grade >2
(i.e. nme contenant aucun idéal premier p de A tel que prof A,<1).
Montrons d’abord I’existence du complexe. Pour ceci, considérons ¢ comme

(1) Le théoréme (3.3) de ce paragraphe nous a été communiqué dans le cas d’un anneau factoriel par
D. A. Buschbaum (cf. [24]).
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une matrice ¢; & (n-1) lignes et n colonnes. Alors /A"~ est une matrice a 1 ligne et
(n+1) colonnes dont les coefficients «, sont les déterminants des matrices carrées
(95)i45 affectés du signe (—1)°. Considérons alors le produit de matrices A"¢”ogq.
Multiplier une colonne de ¢ par la ligne A", c’est développer un déterminant
d’ordre (n-+1) ayant deux colonnes égales, ce qui prouve bien que A"~ op=o0. Pour
démontrer 1’équivalence annoncée, nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant :

Proposition (3.2). — Les conoyaux de ¢~ et de \'~ ont méme support.

En effet, dire qu’un idéal premier n’est pas dans le support du conoyau de ¢~,
Cest dire que ¢ ®A, : (ALT)”—>(A%)” est surjectif. C’est donc dire qu’il existe un
mineur d’ordre n de la matrice ¢~ qui n’est pas contenu dans p. Mais comme I'image
de A"¢” dans A est I'idéal engendré par les mineurs d’ordre z de ¢, c’est bien dire
que A" ®A, est surjectif, donc que p n’est pas dans le support du conoyau de A"¢”.

Revenons au lemme, et supposons que le complexe o —>A™-5 A"+1 M A soit
exact. Soit A/U le conoyau de A"p~. Alors le conoyau de ¢~ est Exti(A/%, A).
Comme A/U est par hypothése de dimension projective finie, pour tout idéal premier
p de A tel que profA,<1, A,/UA, est, soit nul, soit de dimension projective <1.
Donc Extip(Ap/QIAp, A,)=o. Autrement dit Ext}(A/%, A) est de grade>2, et
d’aprés la proposition (3.2) A/ aussi.

Réciproquement, soit toujours A/ le conoyau de A"¢~. Supposons grade A/UA>2.
Alors, les groupes de cohomologie locale Hj(A) et Hj(A) sont nuls. Posons X=Spec A
et U=X—V(:A). D’apres la proposition (3.2), ¢ |U est surjective. Soit £ son noyau.
On a donc une suite exacte de faisceaux sur U :

(*) 0> &~ (05+)~ T2 (67)” > o.
Cette suite exacte montre que % est un faisceau inversible sur U, et qu’on a

Zx (NOYONT(EEH)),
donc £~ 0. Le foncteur I'(U, -) appliqué & (*) donne une suite exacte :
(#%) 0> A (A1) 5 (A",

Revenons maintenant au complexe :
AS A IS
qui donne, en dualisant, un complexe :
AL (An+1yY B Am>~,
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En comparant ce dernier complexe a la suite exacte (%), on obtient un diagramme
commutatif :

A % (anty L amy

l |

0o — A — (A1) T (A

dans lequel la deuxi¢me ligne est exacte.
En dualisant a nouveau, on trouve un diagramme commutatif :

An..
A 25 Artl D% A

|1

0——>A”—?->A”+1-—>A

Comme le conoyau Exti(A/U, A) de ¢ est de grade > 2, la deuxiéme ligne de
ce dernier diagramme est exacte, ce qui prouve déja que ¢ est injective. Tout A-homo-
morphisme de A étant une multiplication, soit f1’élément de A correspondant a la derniére
fleche verticale du diagramme. Le diagramme montre qu’on a € c fA. Si f n’est pas
inversible, f est contenu dans un idéal premier de hauteur 1, ce qui est contraire a I’hypo-
thése grade A/A>2. Donc f est inversible, et ’exactitude de la deuxiéme ligne du
diagramme implique I’exactitude de la premiére, ce que nous voulions montrer.

Théoréme (3.3). — Soit A un anneau local noethérien. Une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un idéal J de A soit de dimension projective 1, est qu’il existe un entier n, une matrice
correspondant & un homomorphisme ¢ : A*—~A"*1 et un élément f de A non diviseur de o dans A,
tels que, st 3’ est Uidéal de A engendré par les mineurs d’ordre n de la matrice, on ait grade A[J' > 2,
et I=1J'.

Ce théoréme est une conséquence directe du lemme (3.1). Remarquons d’abord
que si & un homomorphisme ¢ : A*>A"*! correspond une matrice dont les mineurs
d’ordre 7 engendrent un idéal ' tel que grade A/J' >2, alors d’aprés le lemme (3.1),
il y a une suite exacte :

n % Ant1 N ’
0>A"S> A5 A A —o.
Donc J’ est un idéal de dimension projective 1 et bien entendu fJ’ aussi, pour tout

élément f de A, non diviseur de o.
Réciproquement, soit

(*) 0> A" S AL A S AS o,

une résolution projective de A/J. On peut voir comme dans la démonstration du
lemme (3.1) que grade(Exti(A/J,A))>2. On en déduit que ¢~ a un conoyau
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de grade>2, et par la proposition (3.2) que A"¢” a un conoyau de grade>2. Le
lemme (3.1) dit alors qu’on a une suite exacte :

(#%) 0> A" S A YT A LAY o,

en posant A/J’ =coker A"¢p~.
En dualisant (*) et (#*), on peut construire un diagramme commutatif :

-

o — A 5 At T, A 5 Ext}(A[S, A) —> o

o

o — A X% At T oAn 5 Ext}(A[Y, A) —> o

ol la deuxiéme ligne est exacte, car grade A/J' >2. Tout A-homomorphisme de A étant
une multiplication par un élément, ce diagramme montre que l’isomorphisme entre
J’ et J qu’on obtient en comparant (*) et (¥*), provient d’une multiplication dans A,
autrement dit qu'on a J=f3J’, pour un élément f de A. Il reste & démontrer que f
n’est pas diviseur de o dans A. Mais puisque la multiplication par f définit un isomor-
phisme entre J’ et J, la restriction de la multiplication par f a ' est injective. Comme
grade A/J'>2, ' contient au moins un élément régulier dans A, donc J’ contient un
sous-module isomorphe & A, sur lequel la multiplication par f sera a fortior: injective.
Finalement, f est bien régulier dans A et le théoréme est démontré.

Remarque. — Le fait que A est local n’a été utilisé dans cette démonstration que
pour dire qu’un idéal de dimension projective 1 admet une résolution libre de longueur 1,
ce qui, bien sir, peut étre vrai dans des cas plus généraux.

Corollaire (3.4). — Soit A un anneau local noethérien quotient d’un anneau local régulier R.
Soit  un idéal de dimension projective 1 de A. Alors il existe un idéal I de R de dimension projective 1
relevant < (i.e. tel que I®RA =3 et Torf(J, A)=o0).

En effet, d’apres le théoréme (3.2), il suffit de démontrer le cas ot A/J admet une
résolution libre sur A, de la forme :

(+) oA S At N A LA o,

Soit @ une matrice a coefficients dans R, relevant la matrice ¢.
D’apreés le lemme (3.1), on a un complexe de R-modules :

(*%) 0—>R”-T>R”+1Q;R——>R/S—>o,

ou R/3J est le conoyau de A"®~. Toujours d’aprés (3.1), pour prouver que (**) est
exact, il suffit de prouver que R/J est de grade>2 dans R. Dans un anneau régulier,
le grade est égal a la codimension. On sait [23] qu'on a :

codimg (R /3J) + codimg(A) > codimg (A/[J).
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Mais, grade,(A/J)>2 implique :
codimg(A/J) > codimg(A) + 2.

Donc, on a codimg(R/J)> 2, ce que nous voulions montrer. Finalement, (*#*) est bien
exact, et dire qu’il reste exact aprés tensorisation par A, c’est dire que R/J releve A/S,
donc que I'idéal J reléve J.

4. Modules de type fini et de dimension injective finie

Dans cette section, nous nous proposons de mettre en évidence trois propriétés
importantes des modules de type fini de dimension injective finie sur un anneau local
noethérien.

Pour ceci, nous rappellerons d’abord les résultats démontrés par H. Bass dans [6].
Nous donnerons ensuite quelques exemples pour éclairer le probléme. Enfin, si T est
un module non nul de type fini et de dimension injective finie sur un anneau local
ncethérien A, nous montrerons que T posséde les trois propriétés suivantes, dont les deux
premiéres apparaitront de fagon primordiale dans le chapitre II, pour démontrer une
conjecture de H. Bass.

a) grade T+4dim T=prof A. Cette situation est minimale, car pour tout A-module
de type fini M, on a prof A<grade T +dim T< dim A.

b) Si A est le complété de A, il existe un A-module de type fini et de dimension
projective finie ayant méme support que T.

¢) On a le théoréme suivant, du type Hilbert-Serre : pour tout A-module de
type fini M, on a la relation :

prof M +sup{;, tel que Exti(M, T)+o0}=prof A.

Rappelons la conjecture centrale de H. Bass, que nous démontrerons dans le chapitre 1I,
pour les anneaux locaux de la géométrie algébrique :

S’tl existe un A-module non nul de type fini et de dimension injective finie, alors A est un anneau
de Cohen-Macaulay.

a) et b) montrent que la conjecture suivante de M. Auslander implique la conjec-
ture de Bass :

Pour tout A-module M de type fini et de dimension projective finie, on a
grade M +dim M =dim A.

Remarquons, enfin, & propos du résultat ¢), qu’il conduit naturellement a chercher un
A-module de profondeur aussi grande que possible, et en particulier que si on peut
trouver un A-module de type fini de profondeur égale a la dimension de I’anneau (ce
qu’on peut faire pour les anneaux de dimension <2), alors I’existence de T entraine
que A est de Gohen-Macaulay.
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Proposition (Bass) (4.1). — Soit A un anneau noethérien local. Pour tout A-module T non
nul de type fini et de dimension injective finie, on a dim.inj T = prof A.

Ce résultat se déduit directement des deux lemmes suivants que nous ne prouverons
pas.

Lemme (4.2). — Si i=dim.inj T, ona Exti(k, T)+o0, oi k est le corps résiduel de A.

Lemme (4.3). — St r=prof A, et si M est un A-module de type fini et de dimension projec-
tive r, on a Exti(M, N)= o0 pour tout A-module de type fini N.

Proposition (Bass) (4.4). — Soit T un module de type fini sur un anneau local noethérien A.
Soit (E°) une résolution injective minimale de 'T. Alors, pour tout i, on a

Ex I u(p, TEA/p),

T pESpecA

o E(A[p) est une enveloppe injective de Alp, et ot p(p, T):dimk(p)Extzp(k(p), T,).

Proposition (Bass) (4.5). — Soit M un module de type fini sur un anneau local noethérien A,
et soient p et o deux idéaux premiers successifs de A (i.e. tels que pcq et dim A [pA,=1).
Alo”) st l"*i(p’ M):|: 0, on a p‘i+1(qs M):': 0.

Exemples de modules de type fini de dimension injective finie (4.6).

A) Pour qu’un anneau local R soit régulier, il faut et il suffit que tout R-module
de type fini soit de dimension injective finie. En fait, il suffit que son corps résiduel soit
de dimension injective finie.

B) Soit A un anneau local de Gorenstein (z.e., tel que si m est 'idéal maximal de A,
on ait H{ (A)=o0 pour i+n=dim A et que H?(A) soit injectif). Alors tout A-module
de dimension projective finie est de dimension injective finie et réciproquement.

C) Soit A un anneau local de Cohen-Macaulay, quotient d’un anneau local
régulier R. Alors, si s est la codimension de A dans R, le A-module Ext}(A,R) est de
type fini et de dimension injective finie. Soit E un module dualisant pour A (i.e. une
enveloppe injective du corps résiduel £ de A), et soient z la dimension de A et m I’idéal
maximal de A; alors on sait que Hom,(H} (A), E) est isomorphe au complété de
Ext% (A, R), et que ce A-module que nous noterons Q°(A) est indépendant du plongement
régulier.

Proposition (4.7). — Soit A un anneau local noethérien, et soit T un A-module de type fini
et de dimension injective finie. Alors, pour tout idéal premier p du support de T, on a :

dim A/p + prof A, =prof A.
Soit p un idéal premier de A tel que T,+0. D’aprés (4.1), on a
dim.inj Apr =prof A,.
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Soit s=prof A,. On a alors Extjp(k(p), T,)# o, autrement dit w,(p, T)+ 0. Soit m
I'idéal maximal de A, et soit d=dim A/p. Par (4.5), on a p, 4(m, T)=%0. On en déduit
évidemment dim A/p 4 prof A < prof A. Mais compte tenu du fait que

prof A, > grade, A/p,
la proposition sera une conséquence immédiate du lemme général suivant.

Lemme (4.8). — Pour tout module de type fini M sur un anneau local noethérien A, on a
la double inégalité :
prof A< grade M+ dim M < dim A.

Soit p un idéal premier du support de M tel que dim A/p=dim M. On a évidem-
ment dim A, +dim A/p<dim A. Mais comme grade M<prof A;<dim A,, on en
déduit immédiatement I’inégalité de droite.

Prouvons I’inégalité de gauche par récurrence sur grade M.

Dire que grade M=o, c’est dire que peisrlllpr(prof A,)=o0, donc c’est dire qu’il
existe un idéal p dans le support de M, associé a o dans A. On a alors

dim M> dim A/p,

et comme pour tout idéal premier g associé a o dans A, on a dim A/q> prof A, on peut
conclure.

Supposons maintenant que I'inégalité de gauche soit prouvée pour grade M <z,
avec n>0. Soit N un A-module de grade zn. Il existe un élément A-régulier o« dans
P’annulateur de N. Donc N est un A/eA-module de grade n—1. On en déduit

grade,,, N 4-dim N> prof A /aA,
et évidemment grade,N +dim N> prof A.

Corollaire (4.9). — St T est un module de type fini non nul et de dimension injective finie
sur un anneau local noethérien A, on a :

grade T+ dim T =prof A.

Soit p un idéal premier du support de T tel que dim A/p=dim T. D’apres (4.7),
on a dim T+ prof A, =prof A. Mais comme grade T<prof A,, d’aprés (4.8), on a
prof A,=grade T et dim T -+ grade T =prof A.

Théoréme (4.10). — Soit T un module non nul de type fini et de dimension injective finie sur
un anneau local noethérien A. Soit E. une enveloppe injective du corps résiduel k de A. Soit A le complété
de A, et soit r=prof A=prof A. Alors M =Ext;(E, T) est un A-module ayant les propriétés
sutvantes :

(i) M est de type fini et de dimension projective finie sur A et sa dimension projective est
r— prof T.
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(i) M a méme support que le complété T de T.
(iii) Soit m lidéal maximal de A, et soit R un anneau local de Gorenstein de dimension n
dont A est quotient ; alors, pour tout i, on a des isomorphismes

Ext;(M, A) ~ Hom, (H,, (T), E) ~ Exta_"~"(T, R).

Prouvons d’abord (i). Pour ceci, considérons une résolution injective minimale de T :

(%) 0>T—->I">I'—... >I"—>o0.

Nous voulons appliquer le foncteur Hom,(E, -) a cette suite exacte. On sait que pour
tout i>0, le module I' peut s’écrire comme un produit direct pegecAw(p, T)E(A/p),

ot E(A/p) est une enveloppe injective de A/p. Prouvons que pour p=+m, on a
Hom, (E, E(A[p))=o.

Soit f:E—E(A[p). Si x€E, le module Ax est de longueur finie, donc Af(x) est un
sous-module de longueur finie de E(A/p), donc f(x)=o0, car E(A/p), étant une
extension essentielle de A/p, ne contient pas de sous-module de longueur finie non trivial.
Autrement dit, pour tout ¢ :

Hom, (E, ') = Hom, (E, E#™ ™) = Hom, (E, H?,(I’)).

Donc, comme Hom,(E, E)=A, en appliquant Hom,(E, -) & (%), on obtient
un complexe :

() 0 — AwlmT) _ Aw(mT) . - AealmT) 5 o

dont la cohomologie HY(A*) est Exti(E, T). Finalement, il nous suffira de prouver
Exti(E, T)=o0 pour i<r, pour prouver que Ext(E, T) est un A-module de type fini
et de dimension projective finie.

Remarquons que comme E est aussi une enveloppe injective du corps résiduel £ de A,
on aurait aussi obtenu le complexe (%) en remplagant T par T et (%) par une résolution
injective finie minimale du A-module de type fini et de dimension injective finie T.
Il suffira donc de démontrer que Extf;(E, T)=o0 pour i<r. Mais alors, par la dualité
classique [g], on sait que Homg(Homg(T, E), E)=T. Considérons T’'=Homy(T, E).
Alors, par un isomorphisme de dualité [8] :

Exti(E, T) ~ Exti(E, Hom(T", E)) ~ Hom(Tor. (E, T"), E).

Par construction, on sait que T’ est limite inductive des A-modules de longueur
finie T,=Homg(T/m"T, E). En utilisant Pexactitude du foncteur limite inductive et
les propriétés du foncteur dualisant Homg(-, E), on en déduit des isomorphismes :

Homg(Tor} (E, lim T,), E) ~ Homy(lim Tor; (E, T;), E)
o~ h(n_m Hom;.(Tor? (E, T,), E) ~ lli—n Extf;(T,’,, Hom(E, E)) ~ Llng Ext%(T,’,, A).
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Mais comme prof A=r, et comme pour tout 7, T, est un A-module de longueur finie,
Ext;(T,, A)=0 pour i<r, donc Ext;(E, T)=o0 pour i<r.

Remarquons maintenant que pour finir de prouver (i) et pour prouver (ii), il
suffira de prouver (iii), car d’apreés (iii) :

Extf;(M, A)=o pour i>r—prof T et Extf;(M, A)+ o0 pour i=r—prof T,

donc dpgfM =r—prof T.
D’autre part, toujours par (iii) :

Supp M= U Supp(Exti(M, A))= U Supp(Exty” "~ (T, R))=Supp T.
Pour démontrer (iii), considérons le foncteur Hom,(Hom(-, E), A).

Lemme (4.x1). — Il existe un morphisme canonique de foncteurs
Hom, (E, -) - Hom,(Hom,(-, E), A)

qui induit un isomorphisme sur ces foncteurs restreints & la catégorie des A-modules artiniens (i.e. tel
que pour tout module artinien C, I’homomorphisme : Hom,(E, C) - Hom,(Hom,(C, E), A)
soit un isomorphisme).

En effet, rappelons qu'on a A ~ Hom, (E, E). D’aprés un isomorphisme classique
de dualité, on en déduit :

Hom, (Hom(+, E), A) ~ Hom, (Hom, (-, E), Hom, (E, E))
~ Hom, (Hom,(-, E)®, E, E)
~ Hom, (E®, Hom(-, E), E)
~ Hom, (E, Hom, (Hom, (-, E), E)).

Le morphisme canonique de foncteurs id -~Hom,(Hom,(-, E), E) induit donc bien
un morphisme Hom,(E, -) - Hom,(Hom(-, E), A). Mais ces deux foncteurs sont
covariants, exacts a gauche, et prennent la méme valeur sur E. Les modules artiniens
étant les modules qui admettent une résolution injective du type E*, ou les p,; sont des
entiers, on en déduit bien ’isomorphisme annoncé.

Revenons a la démonstration du théoréme, et rappelons que c’est en appliquant
le foncteur Hom,(E, H)(-)) 2 une résolution injective I' de T, qu’on a obtenu la
résolution projective :

(%) oA, A . A
du A-module M =Ext,(E, T). D’aprés le lemme, cette résolution s’obtient aussi en

appliquant le foncteur Hom,(Hom,(H% (), E), A) & la résolution injective I' de T.

En appliquant le foncteur Homg(-, A) A (#x), on obtient le complexe de A-modules
libres :

(%) A > Atr-1s >R AW,
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Ce dernier complexe peut donc aussi s’obtenir en appliquant le foncteur
Homy(Hom, (Hom, (H,(-), E), A), A)

a la résolution injective I' de T. Mais comme Hom,(H? (I'), E), est un complexe de
A-modules libres de type fini, et comme Hom, (A, A)=Homy(A, A), le morphisme
de complexes de A-modules libres de type fini :

Homy, (H},(I"), E) — Homg(Hom, (Hom, (H},(I'), E), A), 4)

est un isomorphisme, c’est-a-dire que le complexe Hom,(H? (I'), E) est isomorphe au
complexe (**#). On sait que la cohomologie du complexe HS, (I') est HY(HS, (I')) =H:, (T).
Le foncteur Hom,(:, E) étant bien sGr exact, on en déduit que I’homologie du
complexe (%*x) est :

Ext; (M, A)=H;(A*) ~ Hom, (H,,(T), E)

et le premier isomorphisme annoncé est démontré.
Le deuxiéme, I'isomorphisme Hom, (H: (T), E) ~ Ext2 =T, R) n’est rien d’autre
que le théoréme de dualité locale [10].

Remarque (4.12). — L’isomorphisme de complexes de A-modules libres de type fini :
Homy (E, Hy(I')) ~ Hom, (Hom, (Hy,(I'), E), A)
donne un isomorphisme de complexes :
Hom, (Hom, (E, H%,(I')), A) - Hom, (H% (I'), E).

Au cours de la démonstration du théoréme, nous avons donc vu qu’en appliquant
le foncteur Hom, (Hom,(E, H%(-)), A) A une résolution injective de T, on obtenait un
complexe de A-modules libres de type fini, ayant pour homologie les A-modules
Extz~¥(T, R).

On sait que si 'anneau local A admet un complexe dualisant C* (en particulier,
si A est quotient d’un anneau régulier), ’homologie Q" du complexe Hom, (T, C") est
telle que Q' ~ Exty(T, R). C’est ce fait que nous utiliserons dans le paragraphe suivant
pour démontrer que dans le cas oi A admet un complexe dualisant, on peut descendre
le A-module M =Ext;(E, T) en un A-module (§ 5, th. (5.%)).

Donnons enfin le corollaire suivant, qui démontre dans un cas particulier la
conjecture de Bass dont nous avons parlé plus haut.

Corollaire (4.13). — Soit A un anneau noethérien local. Soit T un A-module non nul,
de type fini, de dimension injective finie et de grade o (i.e. tel que Ass AnSupp T+0). Alors,
Pannulateur de 'T est (0), et A est un anneau de Cohen-Macaulay.

En effet, soit acA tel que aT=o0. Alors, si r=prof A, « Ext}(E, T)=o0. Mais
d’aprés le théoréme, M =Ext;(E, T) est un A-module de type fini et de dimension
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projective finie. La premiére partic du corollaire sera alors une conséquence de la
proposition (4.14) ci-dessous. La deuxiéme partie est une conséquence de (4.7);
en effet, ann(T)=(0) implique Supp T==Spec A. Mais alors soit peSpec A tel que
dim A/p=dim A. D’aprés (4.7), comme peSupp T, ona prof A,4dim A/p=prof A.
Ceci implique évidemment dim A =dim A/p=prof A, donc A est de Cohen-Macaulay.

Proposition (Auslander) (4.14). — Soit M un module de type fini et de dimension projective
Sfinie sur un anneau local noethérien A. Alors st M est de grade o, Iannulateur de M est (0).
Rappelons que pour démontrer ce résultat, on prend une résolution projective de M.
Par un raisonnement sur les rangs, on prouve que Supp M =Spec A. Si U est I’annula-
teur de M, on en déduit que pour tout idéal premier peAss A, ona YA ,=o, donc A=o.

Nous terminerons ce paragraphe avec un théoréme donnant des conditions d’annu-
lation de cohomologie. Nous donnerons ce théoréme sous la forme la plus générale
possible, car il montre que si ’on a un anneau local A, il est non seulement intéressant
de trouver un A-module de type fini et de profondeur la plus grande possible, mais qu’on
peut, en fait, se permettre de le prendre & une certaine « distance » de A.

Théoréme (4.15). — Soit T un module non nul de type fini et de dimension injective finie
sur un anneau local noethérien A. Soit B une A-algébre noethérienne locale telle que I’ homomorphisme
de structure f : A—B soit local, et telle que st m est I’idéal maximal de A, I’anneau B|mB soit
artinien. Alors pour tout B-module de type fini M, on a :

profy M +sup{ieZ tel que Exti(M, T)=+o0}=prof A.

Remarquons d’abord que dans les hypothéses du théoréme, la profondeur de M
en tant que B-module est la méme que sa profondeur en tant que A-module. En effet,
la seule difficulté est de montrer que si profy M>o, il existe un élément M-régulier
dans m. Sinon, m est contenu dans la réunion des idéaux premiers de B associés & M.
D’aprés le lemme d’évitement, mB est contenu dans un idéal premier associé a M.
Comme mB est un idéal de définition de B, ceci est contraire & ’hypothése profy M>o.

Raisonnons maintenant par récurrence sur prof M. Si prof M=o, il existe une
suite exacte de A-modules o—k—M, ol £ est le corps résiduel de A. Si r=prof A, on
en déduit une suite exacte Ext}(M, T)—Ext}(k, T)—o. D’aprés (4.2), Ext}(k, T)=*o,
donc Ext;(M, T)#o0. Supposons maintenant prof M>o0, c’est-a-dire qu’il existe un
élément aem qui est M-régulier. Considérons la suite exacte :

(%) 0—>M>M-—>M/aM - o.

Remarquons qu’on peut supposer A complet, car on ne changera ni les données ni
la conclusion du théoréme en remplagant A et B par leurs complétés.
Soit alors E une enveloppe injective du corps résiduel £ de A. On sait que le foncteur
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Hom,(Hom, (-, E), E) se réduit, & isomorphisme prées, & I’identité sur la catégorie des
A-modules de type fini. En posant T'=Hom(T, E), on a alors par dualité :

(%%) Exti (M, T) ~ Ext{(M, Hom,(T’, E)) ~ Hom, (Tor*(M, T’), E).
Supposons prof M=s. On a donc prof M/uM=s—1, et d’aprés I’hypothése de
récurrence Ext,(M/aM, T) =0 pour i>r—(s—1). D’aprés (x*), on en déduit :
Tor}(M/eM, T') =0 pour i>r—(s—1).
La suite exacte des Tors associés a (%) dit alors qu’on a des suites exactes :
o — Tor*(M, T') > Tor* (M, T') pour izr—(s—1).

Mais comme T’ est limite inductive dénombrable de modules de longueurs finies, il
en est de méme de Tor}(M, T’) pour tout 7, donc si Tor}(M, T') 0, il n’y a pas d’¢lé-
ment régulier pour Tor}(M, T").
On en déduit bien :
Tor}(M, T')=o0 pour i>r—(s—1)
c’est-a-dire d’apres (#*)

Exti(M, T)=o0 pour i>r—(s—1).
D’un autre c6té, toujours d’aprés I’hypothése de récurrence,
Ext;~¢=Y(M/eM, T) #o.
Mais alors la suite exacte :
Ext,~*(M, T) > Ext,~*(M, T) — Ext;~*~9(M/aM, T) - o

montre que Ext;7°(M, T)=+o, et le théoréme est démontré.

5. Théorémes de descente pour les modules de dimension projective finie

Nous avons dit au paragraphe précédent que, partant d’'un module de dimension
injective finie T, de type fini sur un anneau local noethérien A, de profondeur 7, le
A-module de type fini Ext;(E, T) était de dimension projective finie. Nous nous propo-
sons ici de montrer que, pour de « bons » anneaux, c’est le complété d’un A-module de
type fini de dimension projective finie. Pour ceci nous avons besoin du théoréme de
dualité locale énoncé dans le cadre des catégories dérivées, qu’on trouve dans
R. Hartshorne [13]. La lecture de ce paragraphe n’est pas essentielle pour la suite.
Cependant, il permet de montrer que pour de « bons anneaux » I’étude des modules
de dimension injective finie se rameéne a celle des modules de dimension projective finie.
La technique employée permet aussi de retrouver de facon naturelle un théoréme de
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G. Horrocks [16]. Pour la raison précédemment citée nous utiliserons sans rappel la
terminologie des catégories dérivées pour laquelle on peut se reporter a [13].

Proposition (5.1). — Soient A un anneau local noethérien, A le complété de A, M un A-module
de type fini et de dimension projective finie. Soit L, une résolution projective finie de M.. Les propositions
sutvantes sont équivalentes :

(1) il existe un A-module N tel que N®, A =M

(i) 4l existe un complexe P, dans D7 (A) tel que P,®, A~Homg(L,, A) dans D7 (A).

Il est visible que (i) implique (ii) car un tel N sera de type fini et de dimension
projective finie sur A. On prendra alors pour P, le complexe Hom,(Q,, A) ou Q, est
une résolution projective finie de N sur A. Ily a une équivalence d’homotopie Q ®, A—L,
qui donne le résultat cherché en vertu de [13].

Réciproquement, on peut toujours supposer que P, est un complexe de modules
projectifs. Posant Q_ =Hom,(P,,A) on a Q ®,A~L, toujours en vertu de [13].
Comme la tensorisation par A commute & ’homologie, il n’y a qu’un seul module
d’homologie non nul dans QQ, : c’est le module N cherché.

Remarque (5.2). — Soit A un anneau local noethérien de profondeur r et d’idéal
maximal m. Nous avons construit au paragraphe précédent, partant d’'un module de
dimension injective finie T, de type fini sur A, un A-module M de type fini et de dimension
projective finie de méme support que T. On a méme vu que Ext%(M, A) est isomorphe
a Hom;(H, ¥T), E), ou E est enveloppe injective du corps résiduel de A. En fait
si I' est une résolution injective de T, on obtient une résolution projective de M en
appliquant a4 I' le foncteur Homg(Hom;(HS (—), E), A). Cest-a-dire que si L, est
une résolution projective finie de M sur A, on a :

Homg(L,, A) ~ Homg(H%(I'), E) dans D

c (A)'
Or, le théoréme de dualité locale sous sa forme catégorie dérivée est justement fait
pour calculer les complexes HS (I°). Plus précisément (cf. [13]) :

Définition (5.3). — Soit A un anneau local. Un complexe dualisant pour A est un élément
R*eD; (A) tel que :

(1) R® a une résolution injective finie;

(ii) pour tout F €D} (A) Ihomomorphisme naturel F,—~R Hom (R Hom (F,, R"), R")
est un isomorphisme.

Exemple (5.4). — Tout quotient A d’un anneau local de Gorenstein R posseéde
un complexe dualisant a savoir : si I" est une résolution injective (finie) de R en tant
que R-module, Homg(A, I') est un complexe dualisant sur A.

Proposition (5.5). — Soit A un anneau local noethérien. St A posséde un complexe dualisant R,
alors R°®, A est un complexe dualisant sur A.
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Théoréme (dualité locale) (5.6). — Soit A un anneau local possédant un complexe duali-
sant R, soient m son idéal maximal et E une enveloppe injective du corps résiduel Ajm de A ; alors
il existe un isomorphisme de foncteurs de D} (A) dans D} (A) :

H% (—)>Hom, (R Hom(—, R"), E)
([z3], chap. V, th. (6.2)).

Nous avons maintenant tout le matériel nécessaire pour prouver le théoréme
suivant :

Théoréme (5.7). — Soit A un anneau local possédant un complexe dualisant. Soit T un
A-module de type fini et de dimension injective finie ; alors il existe un A-module de type fini M, de
dimension projective finie et tel que Supp (M) =Supp (T).

En vertu de la proposition (5.1) et de la remarque (5.2) il suffit de trouver F,
dans Dj (A) tel que Homg(HS (I'), E) soit isomorphe 2 F,®, A dans D (A), ou I est
une résolution injective finie de T.

Prenons F,=Hom,(I', R"). En vertu du théoré¢me de dualité locale :

Homy (H%,(I'), E) ~ Homg (H%,(I'®, A), E) ~ Homp(I'®, A, R'®, A)
dans D}(A), ot R® est un complexe dualisant sur A. Or :
Hom;(I'®, A, R'®, A) ~ Hom, (I', R")®, A
en vertu de [13], et le théoréme est donc démontré.

La proposition (5.1) permet dans certains cas de « descendre » un module de
dimension projective finie M sachant que ses Ext%(M, A) se descendent pour i>o0. En
voici quelques exemples.

Rappelons qu’un A-module M est dit r-sphérique, si :

a) dp(M)=1;

b) Exti(M, A)=o0 pour i%o0 et iFr

Proposition (5.8). — Soient A un anneau local noethérien, Ml un A-module r-sphérique de
type fini ; alors, si Extz(M, A) est le complété d’un A-module de type fini, il existe un A-module N,
r-sphérique, tel que N®, A =M.

On peut remarquer que rien n’est supposé sur Homgz(M, A). Soit :

o—»L,—-L,_,—»...->L,-L,>M-o
une résolution libre de M, alors notant
.~ = Homy(-, A)
LY Ly —...—»L_,—»L"—Ext;(M, A) >0
est une résolution libre de Ext;(M, A). Choisissons :
Fp—»F,—...»F,_,»F,-K-o
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une résolution projective du A-module K, tel que K®A./AX'; Ext;(M, A). On obtient
un morphisme de complexes L £ F, tel que H,(f)=o¢.

T N .
Comme grade Ext;(M, A)>r on a une suite exacte :
o—=>F"—.. . >F —>F —->N-o,

ot N =Coker(F; —~Fy). On obtient ainsi un homomorphisme g:N—M tel que

Ext;(g, A) =¢. Quitte & rajouter & N un module libre sur A on peut supposer que g est
surjectif. On a donc une suite exacte

0->C—>N->M—o
d’ou l'on déduit que :

a) dp;CG<oo;

b) Extz(C,A)=0 Vi>o;
donc, C est un A-module libre d’aprés (4.3).

Mais, comme l’application Extfg(M, A)>Extz(N, A) est un isomorphisme, la
suite 0>M>—>N~—>C" >0 est exacte et scindée. Donc C~C™™ est un facteur direct
de N, donc de N. Donc M®C~N. Comme on peut supposer que M n’a pas de facteur
direct libre, le théoréme de Krull-Schmidt-Azumaya implique que M est isomorphe
au complété du facteur de N qui n’a pas de facteur direct libre. c.q.f.d. [9].

La proposition qui suit a été démontrée d’une autre fagon par Horrocks [16].

Proposition (Horrocks) (5.9). — Soient A un anneau local noethérien, X =Spec A—{m}
o m est I’idéal maximal de A. Posons Y =Spec A—{i}. Soit M un A-module de dimension
projective finie et de type fini qui soit localement libre sur Y. Alors, il existe un A-module N de type
fini et de dimension projective finie tel que N=M.

On peut bien sir supposer que M n’a pas de facteur direct non trivial. Soit r la
dimension projective de M. Posons ¢=inf{i>o, tels que Ext;(M, A) +0}. Raisonnons
par récurrence sur r—¢. Si r—t¢=o0, alors M est r-sphérique, et la proposition précédente
nous permet de conclure.

Supposons donc r>>¢. Considérons une résolution projective de M :

o—~L,—»...>L,~>M-o.

En notant comme précédemment -~ le foncteur Homyg(-, A), posons T=Coker(L,”,—L;).
Alors, on a une injection naturelle :
(%) Ext;(M, A)T.

Considérons une résolution projective de Extfg(M, A) en tant que A-module
de longueur finie :

F,—>F,—...>F,—~Ext;(M, A)>o.
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L’injection (%) se prolonge en un morphisme de complexes :
(E)i;o‘*(L;’)osist-

En appliquant le foncteur -~ a ce morphisme de complexes, on trouve un morphisme
de complexes

(Li)osisr‘)(f‘:)izo

qui induit un homomorphisme M 5N, ot N= Coker(F;” - F;'). Remarquons que N
est un A-module #-sphérique tel que Exty(R, A) =Extf;(M, A). L’application :

Exty(g, A) : Extz(N, A) >Extz(M, A)

factorise 'injection Extf;(N, A)e>T, donc c’est une injection, et comme il s’agit de
A-modules de longueurs finies, c’est un isomorphisme. En ajoutant, au besoin, un
A-module libre P de rang fini & M, on peut supposer que g est surjectif. Soit K le noyau
de g. On voit facilement que K est localement libre sur Y, que K est de dimension
projective 7, et que Ext%(K, A)=o0 pour 1<i<t. D’aprés ’hypothése de récurrence,
K se descend, c’est-a-dire qu’il existe un A-module C tel que K=C. Comme N est loca-
lement libre sur X, le A-module Extj(N, C) est de longueur finie, donc

Ext.(N, C)=Ext(R, &),

Cest-a-dire que toute extension de N par K provient d’une extension de N par C. Donc

M®P se descend, 7.e. il existe un A-module D tel que M@®P=D, et on en déduit, au
moyen du théoréme de Krull-Schmidt-Azumaya, que M se descend. c.q.f.d.

Remarque (5.10). — Si A est régulier de dimension > 2, cette proposition permet a
Horrocks de montrer que tout fibré vectoriel € sur Y est 'image réciproque f*(§) d’un
fibré vectoriel § sur X, ot f:Y—>X est le morphisme de schémas déduit de I’homo-
morphisme canonique A—A. En effet, sous ces hypothéses, le foncteur sections globales
donne une équivalence de catégories entre les fibrés vectoriels sur X (resp. Y) et les
A-modules (resp. A-modules) de type fini, réflexifs, localement libres sur X (resp. Y).

6. Théoréme d’approximation pour les modules de type fini et de dimension
projective finie

Introduction (6.0). — Soit A un anneau local noethérien. La donnée d’un
A-module M de type fini et de dimension projective finie est la donnée d’un complexe

fini de A-modules libres de type fini, soit : o — L, hid L,_,—>...>L, A Ly, tel que :
(i) Coker ¢; =M;
(ii) les modules d’homologie H(L,) sont nuls pour i>o.
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Nous avons donné en (1.8), un lemme (dit d’acyclicité) qui donne une méthode
pour vérifier qu’un complexe fini de modules libres de type fini a son homologie nulle
en degré>o. Nous avons utilisé ce lemme en (1.7), pour vérifier ’exactitude d’un
complexe obtenu a partir de considérations géométriques (morphisme de Frobenius).
Dans ce paragraphe, nous allons répéter 'opération pour montrer I’exactitude d’un
complexe obtenu au moyen du théoréme d’approximation de M. Artin, que nous
rappellerons ici.

Théoréme (M. Artin [1], th. (1.10), p. 26). (6.1). — Soit R un corps ou un anneau de
valuation discréte excellent. Soit A un anneau local essentiellement de type fini sur R, et soit A® son
hensélisé. Soit (f;) un systéme fini d’équations polynomiales a coefficients dans AP, Soit m un
idéal de A, et soit A la complétion m-adique de A®. Alors si 5=(5y, ..., Jy) est une solution des
équations (f;), formée d’éléments de A, pour tout entier c, il existe une solution y={9y, . .., ¥x),
Sformée d’éléments de A", telle que y;=y; (m°) pour i=1, ..., N.

On se place dans la situation du théoréme d’Artin. C’est-a-dire qu’on considére
le complété A d’un anneau local A essentiellement de type fini sur R, ot R est soit un
corps, soit un anneau de valuation discréte excellent. Soit alors (L,) un complexe fini
de modules libres de type fini sur A. En fixant une base pour chaque L;, et en posant

w;=rang L;, on peut écrire ce complexe sous la forme suivante :

(%) A L Rwica s 5 Rwo

ol aux applications ¢; correspondent des matrices ((¢f*?),,). Pour tout i=1,...,r,
considérons @, la matrice a y,; colonnes et a y,_, lignes, et & coefficients indéterminés X,
Dire que (*) est un complexe, c’est dire que les matrices ((¢!'%), ,); sont solutions des
équations @;_,o®,=o0, pour i=1, ..., 7. Soit m I'idéal maximal de A, et soit ¢ un
entier. D’aprés le théoréme d’Artin, il existe des matrices ((¥}9), ,); a coefficients dans
le hensélisé A" de A, telles que ¥;_;o¥;=o0, et que ¥’?=qM!(m"°).

Théoréme (6.2). — Soit R un corps ou un anneau de valuation discréte excellent. Soit A un
anneau local essentiellement de type fini sur R. Soit A le complété de A pour la topologie définie par
Uidéal maximal m de A. Soit M un A-module de type fini et de dimension projective finie. Considérons
une résolution libre minimale de M sur A :

P, P1
o-L 3L _,—-»...>L >L,>M-o.
Alors, pour tout entier ¢, il existe un complexe exact :
r ‘Fl
o—->P —->P_,—~...>P P,

de modules libres de type fini sur le hensélisé A® de A, tel que P ,®,bh (A"/m°AM)=L ®; (A/m°A).

Corollaire (6.3). — Soit A un anneau local essentiellement de type fini sur un corps ou sur
un anneau de valuation discréte excellent. Soit mu son idéal maximal. Soit M un module de type fini
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de dimension projective finie sur le complété A de A. Alors pour tout entier c, il existe un anneau
local A’, localisé en un point fermé d’un revétement étale de A, et un A’-module MU' de type fini et de
dimension projective finie, tels que

() MJ(mM) = M(mM);

(ii) dpy M'=dpyM (donc prof, M'=prof; M).

Remarquons tout de suite que le corollaire est une conséquence immédiate du
théoréme. En effet, on prend une résolution minimale (L., ¢,) de M par des A-modules
libres. On construit le complexe exact (P,, ¥,) de modules libres de type fini sur le
hensélisé A" de A. On fixe des bases pour les P;, et on représente les homomorphismes ¥;
par des matrices. Comme A" est limite inductive de revétements étales pointés de A,
on peut trouver un revétement étale pointé A’ qui contient tous les coefficients des
matrices ¥7?. Comme A" est fidélement plat sur A’, le complexe (P,, ¥') se descend
alors naturellement en un complexe exact (P.,¥.) de A’-modules libres. On prend

M’ =Coker(P; 3 P;), et, compte tenu du théoréme, on vérifie facilement que M’ possede
les propriétés demandées.

Démontrons maintenant le théoréme. On a vu qu’on a construit un complexe (P,,,)
de AP-modules libres de type fini tel que (P,/m°P,, ¥ /m°Y,)=(L,/m°L,, ¢,/m°g,).
Montrons que si ¢ est assez grand, le complexe construit est exact. Pour cela nous utili-
serons le lemme d’acyclicité. Comme la longueur r du complexe (P,) est égale & dp M,
on a r<prof A=prof A*. Donc, d’aprés le lemme d’acyclicité, pour montrer que (P,)
est exact en degré>o, il suffit de montrer que son homologie est de longueur finie en
degré>o. C’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme (6.4). — Soit A un anneau local noethérien d’idéal maximal m. Considérons une
sutite exacte & trois termes de A-modules libres de type fim L’ 5 L3 L. IU existe un entier c, tel
s ’ k k3 rn
que si L' > L — L est un complexe tel que
¥'=¢'mod m*® e ¥=¢ modm®,
alors Ker W [Im W' est un A-module de longueur finze.

Considérons Im ¢ (resp. Im ¢’), sous-module de L"" (resp. L). Le lemme d’Artin-
Rees dit qu’il existe p (resp.v) tel que

m"'L”" nIm ¢ & m""*(Im o)
(resp. mM"LnIm ¢’ & m"~¥(Im ¢’)).

Prenons ¢,>sup(w, v), et montrons que si ¢'=¢’ mod m® et {¢=¢ mod m®,
alors on a :

(%) m'LaKer ¢ & Im '+ (m**'LnKer ) pour s>¢,

ce qui démontrera bien le lemme. En effet, on en déduit que pour tout entier :>o,
m*'LnKer ¢ & Im ¢’ +(m* HLnKer ¢).
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Donc m® Ker ¢ cIm ¢’. Soit rem’LnKer ¢. Alors {(x)=o0, et :
x=2myx;, ou xelL et mem?.

On a donc :
<P(x)=<9(x)—¢(x)=§7m.-(<?— $)(x;)em*+**L”" nIm .

On sait qu'on a M t*L" nlm ¢ & m** %" *(Im ¢).
Dong, il existe des éléments nem®t %, et des éléments y,eL tels que :

o(x)= (P(gniyi)'

Autrement dit, ¢(x—Xn;y;)=0, donc d’aprés exactitude de la suite L’ SL3L,
1

il existe un €lément » de L’ tel que ¢'(y')=x—2n;y;. Comme xem*L par hypothése,
et comme mem'T“"*cm®, on en déduit :

x—2m y,em’Lnlm ¢'.

Mais comme s>¢y>v, on a ¢'())=x—2Zn, y,em* "(Im ¢’). Donc, il existe
y'em* L’ tel que x— Xn y,=¢'(y"’). Dou ’

= () =2+ (@ =)0,

ce qui implique x—¢'(y")e(m*t> " *L4m*+%~"L)nKer {.

On en déduit bien rxelm ¢'+4(m*T*LnKer ¢§), c’est-a-dire (), que nous voulions
démontrer.

Remarque. — Le lemme (6.4) permet d’approcher M plus précisément si ’on
veut. Par exemple, si M’ est un module de type fini et de dimension projective finie sur A"
on peut demander grade,h(M')>gradesM. En effet, dire que grade M>g, c’est dire
que le complexe suivant est exact :

%o % .
o—~>Li=>L{—»...> L/,
ol .~ dénote le foncteur Homjz(-, A). Mais alors, d’apres le lemme, il existe ¢, tel que
¢y (4 o
(P, ¢7)= (L), ¢.) modulo m’ implique o— Py SPr>... = P, exact (.~ dénote
bien stir ici Homyh(-, AY)).
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Cuaritre II

THEOREME D’INTERSECTION
APPLICATION A LA DEMONSTRATION DE CONJECTURES
DE M. AUSLANDER ET H. BASS

0. Questions fondamentales sur les modules de type fini et de dimension pro-
jective finie, sur un anneau local noethérien

Rappelons le théoréme suivant prouvé par Serre dans [23].

Théoréme (0.x). — Soit R un anneau local régulier. St M et N sont deux R-modules de
type fini tels que M®gN soit de longueur finie, alors dim M+ dim N<dim R.

Ce théoréme contient bien sir la formule des codimensions d’intersection en
géométrie algébrique : La codimension de l’intersection de deux sous-variétés d’une
variété algébrique non singuliére est inférieure ou égale a la somme des codimensions
de ces deux sous-variétés.

Pour démontrer ce théoréme, Serre généralise la méthode de la diagonale au
moyen des Tor complétés et il en déduit le cas oit R est équicaractéristique. Pour prouver
le cas ot R est non ramifié, puis le cas général, il utilise les caractéristiques d’Euler-
Poincaré associées aux foncteurs Tor.

(0.2) On voit facilement que ce résultat ne peut pas s’étendre en oubliant comple-
tement I’hypothése de régularité. Les méthodes homologiques étant ici déterminantes,
on est naturellement amené a conjecturer que tout module Mso0, de type fini et de
dimension projective finie sur un anneau local noethérien A, posséde la propriété
suivante :

(a) Pour tout A-module de type fini N, et pour tout idéal premier p minimal dans

Supp M nSupp N,
on a dim Np< dim A, —dim M,,.

Remarquons que le théoréme de Serre est équivalent au théoréme suivant :

Théoréme (0.3). — Soit M un module de type fini sur un anneau local régulier R, alors
tout systéme de paramétres de M peut se prolonger en un systéme de paramétres de R.
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Démontrons (0.1) = (0.3). Soit o =(a,, ..., &) un systéme de parameétres de M.
Comme M/aM est de longueur finie, dim R/a<dim R—dim M. Posons d=dim R.
Comme dim M=s, on peut trouver des éléments «,_,, ...,«; de R engendrant un idéal
de définition dans R [a. Autrement dit R/(ay, ..., ®;) est delongueur finie, ce qui implique
évidemment que («y, ..., ®;) est un systtme de parameétres de R. Réciproquement,
soient M et N deux R-modules de type fini ayant leur produit tensoriel de longueur
finie. Soit A Pannulateur de N. Le module M®g (R/U) est aussi de longueur finie.
On en déduit que U contient un systéme de paramétres («y, ..., ;) de M. D’aprés (0.3),
si d=dim R, ona dim R/(ey, ..., a)=d—s. On en déduit dim N=dim R/A<d—y,
et I’équivalence est démontrée.

Sous cette derniére forme, le théoréme de Serre contient bien stir le résultat suivant :

Théoréme (0.4). — Soit M. un module de type fini sur un anneau local régulier R. Alors
toute suite M-réguliére est R-réguliére.

Il est clair qu’ici aussi ’hypothése de régularité ne peut étre oubliée. Néanmoins,
en restreignant cette hypothése, il est naturel de conjecturer (Auslander) que tout
module M de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noethérien A
possede la propriété :

(b) Toute suite M-réguliére est A-réguliére.

(0.5) Dans [3], M. Auslander a prouvé que c’était un corollaire de sa conjecture,
dite des Tor, de nature plus clairement homologique, qu’on formulera de la facon
suivante

Soit M un module de type fini et de dimension projective finie sur un anneau local
noethérien A, alors :

(c) Pour tout A-module de type fini N, et tout entier s, si Tor*(M, N)=o, alors
Tor} (M, N)=o0  pour j>s

(autrement dit, M est rigide).

(0.6) C’est pour résoudre la conjecture relative a (b) et la conjecture de H. Bass
citée plus haut (chap. I, § 4), que nous montrerons « presque généralement » que tout
module M de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noethérien
posséde la propriété :

(d) Pour tout A-module de type fini N, et pour tout idéal premier p de A tel que M,® A N,
soit un A,-module+ o de longueur finie, on a dim N, < dpApMp.

Nous verrons, dans le § 3, que les modules de type fini et de dimension projective
finie sur un anneau local noethérien qui est soit de caractéristique p>o0, soit essentiel-
lement de type fini sur un corps de caractéristique o, soit le hensélisé d’'un anneau de
ce type, possédent la propriété (d).
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(0.7) On a évidemment (d)=(a) lorsque M est de Cohen-Macaulay, ou plus
généralement lorsque dp,M =grade,M (un tel module est appelé parfait, car c’est
la généralisation la plus naturelle d’un quotient de ’anneau A par une suite A-réguliére,
dont nous connaissons bien les propriétés topologiques du support grice au complexe
de Koszul). C’est pour cette raison que nous conjecturons qu’un module Mso0 de
type fini et de dimension projective finie sur un anneau local noethérien posséde la
propriété suivante :

(e) Pour tout A-module de type fini N et pour tout idéal premier p de A tel que M,® Ay N,
est de longueur finie, non nulle, on a dim N, < gradeApMp.

(0.8) On constate que (e) entraine non seulement (a), mais aussi le fait suivant
conjecturé par M. Auslander : Tout module M de type fini et de dimension projective
finie sur un anneau local noethérien A posseéde la propriété :

(£) Pour tout idéal premier p du support de M, on a

dim M, + gradeAp M, =dim A,.

(0.9) Avant de montrer précisément quelles sont les relations entre ces six
propriétés, soulignons qu’a notre sens, les questions les concernant recouvrent les
problémes essentiels quant a la topologie des sous-schémas fermés définis comme supports
de faisceaux cohérents de dimension projective finie, dans un schéma ambiant admettant
éventuellement des singularités.

Théoréme (0.x0). — Soit M un module non nul de type fini et de dimension projective finie
sur un anneau local noethérien A. On a les relations suivantes entre les propriétés définies plus haut :

(e) <= (a) +(f)

De plus, si pour tout idéal premier p du support de M, le complété Mp de M, possede la propriété (c)
en tant que Ap-module, alors M posséde la propriété (d).

Prouvons d’abord (e)<>(a) 4+ (f).

On sait (chap. I, § 4, n® 8), qu’on a toujours gradeApMp—i—dim M,<dim A,.

Donc, dim N, < gradeAvMp implique dim N, 4-dim M,<dim A, soit (e)=(a).
Soit a=(eg, ..., ), ou s=dim M,, un systtme de paramétres de M,. Comme
M,/aM,, est de longueur finie, (¢) implique dim A,/eA,< gradeApMp. Mais,
d’aprés (a), « peut se prolonger en un systéme de parametres de A, donc

dim A, /aA,=dim A,—dim M,,.

11 reste gradeApM.p +dim M, >dim A,, donc (e)=(f).
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Réciproquement, supposons (a)4(f). Soit N un A-module de type fini, et soit p
un idéal premier minimal dans Supp M nSupp N. Alors (a) implique

dim N, < dim A,—dim M,,

mais d’aprés (f), dim A,—dim M, = gradeApMp. Il reste dim N,< grachpMp, donc
(a)+(£) = (¢).

(c) = (b) est prouvé par M. Auslander dans [3].

(e) = (d) est évident compte tenu de grachpMps dpApMp.

(d) = (b) Remarquons que si « est un élément non inversible de A, régulier dans A
et dans M, le A/aA-module de type fini et de dimension projective finie M /aM possede la
propriété (d). En effet, si N est un A/eA-module de type fini, et p/aA un idéal premier
de A/eA, minimal dans Supp N nSupp(M/aM), alors N a une structure naturelle de
A-module de type fini, et p est un idéal premier de A minimal dans Supp N nSupp M.
D’aprés (d), on en déduit dim N, < dpApMp. Mais comme dpApMpzdpA ]p,o%(M,J [eM,),
on a bien montré que M/aM possédait la propriété (d).

En procédant par récurrence, il nous reste donc a montrer que tout élément
M-régulier est A-régulier. Mais ceci est équivalent a I’assertion suivante, que nous prou-
verons par récurrence sur dim M :

T out idéal premier associé & A est contenu dans un idéal premier associé @ M. Si dim M=o,
comme Ass M est réduit a I’'idéal maximal m de A, c’est évident.

Si dim M>o, soit g un idéal premier associé a A. S’il existe un idéal premier
non maximal p de Supp M, contenant g, comme dim M,<dim M, et comme M,
posséde la propriété (d) en tant que A,-module, il existe un idéal premier q'A,, associé
a M, contenant gA,. Mais alors q’ est associé & M, et contient q.

Si le seul idéal premier de Supp M contenant g est m, alors A/q®, M est de lon-
gueur finie, donc dim A /q<dp M. Mais g étant associé a A, on sait que dim A /q>prof A.
Il reste prof A<dp M, ce qui implique prof M=o, donc meAss M, d’apreés la
formule dp M -+ prof M = prof A.

Pour terminer la démonstration du théoréme, il suffit de montrer que si le complété
M de M est un A-module rigide (i.e. posséde la propriété (c) en tant que A-module),
alors, si N est un A-module de type fini tel que M®,N est de longueur finie, on a
dim N<dp, M.

Considérons une résolution injective minimale (E’) de N. D’apres le cha-
pitre I, (4.4), pour tout ¢, on a :

E= TI E(A/p)ui(P,N)’

T peSuppN

oll, pour tout idéal premier p, le module E(A/[p) est une enveloppe injective de A/p.
Comme E(A/[p) est une extension essentielle de A/p, on a Ass(E(A/p))={p}. Comme
Supp M nSupp N est réduit a 'idéal maximal m de A, pour tout idéal premier non
maximal p de Supp N on a Hom,(M, E(A/p))=(0), car :

Ass(Hom, (M, E(A/p)))=(Supp M) n{p} =0.
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On en déduit que pour tout 7, on a :
Hom, (M, EY) =Hom, (M, g;(m, N)E(A/m))=Hom, (M, Hj,(E).

C’est-a-dire que le complexe Hom, (M, HS, (E’)) admet pour cohomologie les A-modules
H(Hom, (M, HY,(E")) = Ext{(M, N). Considérons le complexe HS(E"), dont on sait
qu’il admet les modules H?,(N) pour cohomologie. En chaque degré, on peut le décom-
poser en suites exactes de la fagon suivante :

(1) 0—Ki—*HS (Ei~1) »Ciso
(2) 0—Ki>H? (E) —HS, (Ei+1)
(3) 0—->C'»Ki—H! (N) o0

Posons r=dp M. Pour i>r, comme Exti(M, N)=o0, on a une suite exacte :
(x)  Hom,(M, H3,(E~) £ Hom, (M, HY,(EY) > Hom, (M, HS,(E*1)).

En appliquant le foncteur Hom, (M, -) aux suites exactes (1), (2), (3), on obtient
des suites exactes :

(1) o—Hom,(M, K'~*) - Hom, (M, H% (E"~1)) - Hom, (M, Ci) - Ext}(M, K1) >0
(2') o-Hom,(M, K') - Homy (M, Hj,(E%)) — Hom, (M, H},(E**"))
(3") o->Hom,(M, G) - Hom, (M, K*) - Hom, (M, H: (N)) - Ext}(M, C)
et des isomorphismes :
(1) Ext]{(M, C) ~ Ext{**(M, K*~')  pour j>1.

Compte tenu de (%) et de (2'), on a :

Im(f,_,)=Hom,(M, K.
Mais, d’aprés (1'), on a Im(f,_,) & Hom,(M, C’), et d’aprés (3') :
Hom, (M, C¥) & Hom, (M, K.

Il reste Im(f;_,)=Hom,(M, C)=Hom,(M, Kf).

On en déduit Ext}(M, Ki~!)=o0 par (1'), et Hom,(M, H! (N)) - Ext3(M, K’~1)
par () et (1"). | | |

Montrons que Ext; (M, K™) est nul. Comme K™ < H(E), le A-module Ki?
est artinien. Posons E=E(A/m). Rappelons que le foncteur contravariant Hom,(-, E)

établit une anti-équivalence entre la catégorie des A-modules artiniens et la catégorie
des A-modules de type fini. Pour tout j>o0, on a donc un isomorphisme :

Homg(Tor) (M1, Homg(K'™, E)), E) = Exth(¥1, K'™") = Ext\ (M, K'™).
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Alors, on a la suite d’implications :
Extl(M, Ki~!)=0 = Tor:(M, Hom (K-, E)) =0
= TorA (M, Hom(K:~1, E)) =0
=> Ex(M, K=Y =o.

On en déduit Hom, (M, H: (N))=o0, ce qui implique H} (N)=o0, car H{ (N)+o
entraine Ass(Hom,(M, Hi (N)))={m}. On a donc prouvé H (N)=o0 pour i>dp M.
Mais d’aprés le théoréme de dualité locale, dim N=sup{; tel que Hj (N)+o0}. Il
reste dim N<dp M, ce que nous voulions démontrer.

1. La propriété d’intersection

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de revenir sur la propriété (d) définie
en (0.6), et d’examiner quelques cas élémentaires.

Définition (x.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dit qu’un A-module non nul M,
de type fini et de dimension projective finie, posséde la propriété d’intersection si, pour tout A-module de
type fini N, on a dim N, <dp, M pour tout idéal premier p minimal dans Supp M nSupp N.

Exemples (1.2).

a) Quotient de A par une suite A-réguliére. 11 est facile de voir qu’un tel module posséde
la propriété (e), et a fortiori la propriété d’intersection. De plus, le complexe de Koszul
montre qu’'un tel module posseéde aussi la propriété (c), et donc toutes les propriétés
définies dans le § 1.

b) Module de dimension projective finie, de grade o. On sait (I, (4.14)) qu’un
tel module admet pour support le spectre de I’anneau. On en déduit qu’il posséde la
propriété (e), et a fortiori la propriété d’intersection.

c) Module de dimension projective 1. Si grade M>o, alors M admet une résolution

o e f . . .
projective de la forme 0—>A°*—~A*—>M-—0, qui montre que si « est le déterminant de f,

on a Supp M =Supp A/x, donc, d’aprés a), le module M possede toutes les propriétés
définies dans le § 1.

Si grade M=o, d’aprés b), M posséde la propriété (e); comme M possede
évidemment la propriété (c), dans ce cas-la aussi, il posséde les propriétés (a), (b), (c),

(d), () et (f).

Théoréme (x.3). — Tout module non nul, de type fini et de dimension projective inférieure
ou égale @ 2, sur un anneau local noethérien A, posséde la propriété d’intersection.

D’aprés ’exemple b), il suffit de prouver le cas grade M>o. Pour tout idéal
premier p de Supp M, le complété Mp de M, est un Ap-module de dimension pro-
jective <2. Donc, d’apres (0.10), il suffira de démontrer la proposition suivante.
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Proposition (x.4). — Soit A un anneau local noethérien. Alors, tout A-module non nul M,
de type fini, de dimension projective finie <2, et de grade>o, est rigide (i.e. tel que si N est
un A-module de type fini et s un entier tel que Tor} (M, N)=o, ona Tor}(M, N)=o pour j>5).

Soient donc N un A-module de type fini et s un entier tels que Tor(M, N)=o.
L’unique incertitude est dans le cas s=1 et dp,M=2. Par récurrence sur dim M,
on peut supposer que Tory (M, N) est de longueur finie. La proposition sera alors une
conséquence des deux lemmes suivants :

Lemme (1.5). — Si Q est un A-module de profondeur >o, et si Toryg(M, Q) est de
longueur finie, alors Tory (M, Q)=o.

En effet, considérons une résolution projective o—>L,—L;—>L,—>M-—>0 de M.
Alors Tory(Q,M) est le noyau de Q®,L,—-Q®L,, mais comme Q est de profon-
deur>o, il en est de méme de Q®,L, qui ne contient donc pas de sous-module non
trivial de longueur finie.

Lemme (x.6). — Si Q est un A-module de longueur finie, notons £(Q) sa longueur. Alors
2
pour tout A-module B, de longueur finie, on a ;o (—1)%(Tor*(M, E))=o.

En effet, comme M est de dimension projective 2, la fonction caractéristique

2
d’Euler-Poincaré .go(—l)‘[(Torf‘(M, -)), définie sur la catégorie des A-modules de

longueur finie, est additive. Il suffira donc de montrer qu’elle s’annule sur le corps

résiduel £ de A. Mais, comme ¢(Tor(M, k)) est le rang du i-éme module libre d’une
2

résolution libre minimale de M, la somme alternée Z (——1 )#(Torf(M, k)) est égale
au rang de M, donc & o puisque M est de grade>o. '

Démontrons maintenant la proposition. D’apres le lemme (1.5), il suffit de prouver que
Tor, (M, N)=o0 implique prof N >o.

Supposons N#o0 et prof N=o. Alors, il existe une suite exacte

o—~H? (N) >N->N'—o,

ou HY (N) est le plus grand sous-module de longueur finie de N, et N’ est soit nul soit
de profondeur>o0. On en déduit une suite exacte :

(*) o — Tor3(M, H% (N)) — Tors'(M, N) — Tors(M, N’) — Tor{(M, HS,(N)) — o.

Comme Tors(M, N) et Torf(M, H%(N)) sont tous deux de longueur finie,
(%) implique que Tors(M, N’) est de longueur finie, donc nul d’aprés (1.5). Mais
ceci implique Tor}(M, H%(N))=o0, par (*). Or, cette derniére égalité n’est pas
possible, puisque d’aprés le lemme (1.6), on a ¢(Torf(M, HS,(N)))—¢(M®H?, (N))>o.

Corollaire (x.7). — Si M est un module de type fini et de dimension projective finie <2, sur
un anneau local noethérien A, toute suite M-réguliére est A-réguliére.
C’est 'implication (d) = (b) dans le théoré¢me (0. 10).
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2. Le théoréme d’intersection

Ce paragraphe est entiérement consacré a la démonstration du théoréme essentiel
de ce chapitre.

Théoréme (2.1). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée une des conditions
sutvantes :

(1) A est de caractéristique p>o (i.e. il existe un homomorphisme injectif d’anneaux
Z[pZA).

(i1) A est essentiellement de type fint sur un corps de caractéristique o.

(i) A est ind-étale sur un anneau essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o
(1.e. ¢l existe un anneau local B essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o, tel que A
soit limite inductive filtrante de B-algébres locales-étales, les morphismes de transition étant locaux).

Alors, tout A-module non nul de type fini et de dimension projective finie posséde la propriété
d’intersection.

On procédera de la fagon suivante : on démontrera d’abord le cas ou A vérifie la
condition (i) ; on en déduira par réduction successive le cas o A vérifie la condition (ii);
enfin, le cas (iii) se déduira simplement de (ii).

Remarquons d’abord que les propriétés (i), (ii) et (iii) se conservent par localisation,
c’est-a-dire que dans les trois cas il suffira de montrer que si M est un A-module non nul
de type fini et de dimension projective finie, et si N est un A-module non nul de type fini
tel que M®,N est de longueur finie, on a dim N<dp, M.

Considérons d’abord le cas o A est de caractéristique p>o. Pour commencer,
on procédera comme dans la démonstration de (c)=(d) dans le théoréme (o.10).
C’est-a-dire qu’on considére une résolution injective minimale (E’) de N. On sait que

pour tout 7, on a EizpeglppNE(A/p)“i(‘"N), ot E(A/p) est une enveloppe injective

de A/p. Comme Supp M nSuppN est réduit a ’idéal maximal m de A, on montre que
pour tout idéal premier p non maximal de Supp N, on a Hom,(M, E(A/p))=o0. On
en déduit que pour tout z, on a :
Hom, (M, E) = Hom, (M, E(A/m)%“™¥)=Hom, (M, HJ (E%).
Autrement dit, le complexe Hom, (M, H% (E’)) admet pour cohomologie les A-modules
H(Hom, (M, HS,(E"))) = Ext{ (M, N). Ceci implique que pour :>dp, M, on a des suites
exactes
(+)  Hom,(M, HS,(E"?) - Hom, (M, H'\(E) - Hom,(M, H),(E"+).
Considérons maintenant le complexe HY(E’), dont la cohomologie est
H(EL, (E)) — HE, (N).

Prés du degré 7, on peut décomposer ce complexe en suites exactes :

(1) 0> K~ HL (E~1) G >0,
(2) o—K'—Hy, (E) —Hj, (B,
(3) 0—-Ci+Ki>H: (N)—o.
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L’exactitude de (%) montre alors que :
Coker (Hom, (M, Ki~!) - Hom, (M, HS,(E~*)) = Hom, (M, K%,

et, a fortiori, que :
(%) Hom, (M, C¥)=Hom,(M, K.

C’est ce dernier fait que nous allons utiliser pour démontrer le théoréme. Considérons
une suite exacte 0—>Q—>L-—>M-—o0, ou L est un A-module libre de type fini et Q< mL.
Comme A est de caractéristique p>>0, nous avons vu au chapitre I (1.11), qu’on pouvait
construire une suite de sous-modules ; de L tels que :

1) Qu=Q;

2) pour tout j, le A-module L/Q; a méme support et méme dimension projective
que L/Q=M;

3) Qjcmij pour tout j.

D’aprés la propriété 2) des modules €;, on voit, comme pour M, que pour tout j,
on a :

(%%7) Hom, (L/Q;, C')=Hom(L/Q;, K’)  pour i>dp,M=dp,L/Q;.
D’aprés la propriété 3) des modules €, on en déduit, pour tout j, des égalités :
(%%%) Hom, (L /m?' L, G¥) = Hom, (L /m?* L, K¥).

Mais les modules Cf et K étant a support dans V(m), tout élément de C' ou
de K’ est annulé par une puissance de m. Autrement dit,

Hom, (L, C)=lim Hom,(L/m”'L, ) et  Hom,(L, K¥)=lim Hom, (L/m” L, K).
J J

D’aprés (##%), ceci implique Hom,(L, C')=Hom, (L, K%), donc C'=K’, et d’aprés la
suite exacte (3), H (N)=o0. On a donc montré que H (N)=o0 pour :>dp, M. Comme
d’aprés le théoréme de dualité locale dim N=sup{s tels que H3 (N)+o0}, il reste
dim N<dp,M, ce que nous voulions démontrer.

Considérons maintenant le cas od A est essentiellement de type fini sur un corps de caracté-
ristigue 0. Soit donc M un A-module non nul de type fini et de dimension projective
finie, et soit N un A-module non nul de type fini tel que M®, N soit de longueur finie.
On va construire un anneau local noethérien A de caractéristique p>>o0, un A-module
non nul M de type fini et de dimension projective finie égale 4 dp, M, et un A-module
de type fini N tels que dim;N>dim,N et que M®;N soit de longueur finie. On pourra
alors conclure en utilisant le résultat déja prouvé en caractéristique p>o.

Lemme (2.2). — Soit M. un module non nul de type fini et de dimension projective finie r,
sur un anneau local noethérien A essentiellement de type fini sur un corps k de caractéristique o. Soit N
un A-module de type fini tel que Supp M nSupp N soit réduit & I'idéal maximal de A. Alors,
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il existe une k-algébre de type fini A’, un idéal premier p de A', et des A'-modules de type fini M’
et N' ayant les propriétés suivantes :

i) A,=A, M;=M, N;=N.

(i) M’ est un A’-module de dimension projective r, admettant une résolution de longueur r
par des A’-modules libres de type fini.

(iii) L’tdéal premier p appartient & toutes les composantes irréductibles de Supp N, et c’est
Punique idéal premier minimal de Supp N’ nSupp M'.

Il existe une k-algébre de type fini B, et un idéal premier m de B tel que A=B,,.
Soient X et Y, deux B-modules de type fini tels que X,,=M et Y,,=N. Considérons
une résolution, par des B-modules libres de type fini, du B-module X. Soit Q le r-itme
module de syzygie de X fourni par cette résolution. Comme X, est de dimension
projective r sur B, , le B, -module Q, est libre, donc il existe un élément seB—m tel
que Q. soit libre sur B,. D’un autre cO6té, considérons les idéaux premiers mini-
maux @; (¢=1, ..., n) dusupport du B-module Y. En les rangeant convenablement, on
peut supposer qu'on a g;Cm pour i<{f, et q;&m pour :>£. D’aprés le lemme d’évite-
ment, on peut trouver un élément teigt a;>» tel que t¢m. Soient enfin p; (i=1, ..., n)
les idéaux premiers minimaux de Supp X nSupp Y, avec m=p,. Toujours d’apres le
lemme d’évitement, il existe ueiglp,., avec u¢m. On vérifie facilement que

A'=B,,p=mA, M=X, e N=Y

stu

ont les propriétés réclamées, la premiére par construction, la deuxi¢me par le choix
de s, et la troisiéme par le choix de ¢ et .

Lemme (2.3). — Soit A’ une algébre de type fini sur un corps k, et sotent p un idéal premier
de A" et M’ et N des A’-modules de type fini ayant les propriétés suivantes :

M’ est un A’-module de dimension projective r, admettant une résolution de longueur r par
des A’-modules libres de type fini.

L’idéal premier p appartient & toutes les composantes irréductibles de Supp N', et cest
Punique idéal premier minimal de Supp N’ nSupp M'.

Alors, il existe un sous-corps k de k, qui est une extension de type fini de son corps premier,
une k-algébre de type fini A’ et des A'-modules de type fini M’ et N’ ayant les propriétés suivantes :

(i) A'=k®;A’, M'=M'®gA’ e¢ N'=N®gA’.

(ii) M’ est un A'-module de dimension projective r, admettant une résolution de longueur r
par des A’-modules libres de type fini.

(iii) 8¢ P=pnA’, alors P est Punique idéal premier minimal de Supp M’ nSupp N,
le —A_'s-moa'ule —I\Tﬁ est de dimension projective r, enfin dimﬁ% 2dim Nj.

Considérons une résolution libre de longueur 7 du A’-module M/, par des modules
libres de type fini, et une présentation finie du A’-module N’, soient :

P, 1 ]
o->L >L _;—»>...5L,>M >0 e F, —>F, >N >o.
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Choisissons une base pour chaque L; et chaque F;, et représentons les homomor-
phismes ¢; (:=1, ...,7) et ¢ par des matrices (o9 et (¢*9). On sait que A’ est de la
forme k[X,,...,X,]/A. Prenons dans £[X,,...,X,] des polynémes a? /(X) et 87 4(X)
tels que leurs images dans A’ soient ¢f*? et {”?¢. Prenons des polynémes a,(X), dans
k[Xy, ..., X,], formant un syst¢tme fini de générateurs de U. Choisissons enfin une
famille finie de polynémes &,(X) tels que leursimages dans A’ engendrent I’idéal premier p.

11 est possible de trouver un corps £ contenu dans %, qui soit une extension de
type fini du corps premier de £, et qui contienne les coefficients des polynémes of*?(X),
pP(X), a,(X) et §,(X). Considérons alors I’anneau I:%[Xl, L X1/, ot A est
'idéal engendré par les polyndmes a,(X) dans £[Xy, ..., X,]. On a évidemment
A’=k®,;x, donc A’ est une K—algébre fidélement plate. Pour tous iz, p, ¢, soit ¢f*?
limage de «?%(X) dans A’. Les coefficients g ? forment des matrices g; telles que
A'®5g,=¢;. Comme A’ est fidelement plat sur A’, le complexe exact (L_, 9,) se
descend en un complexe exact de A’-modules libres :

— Py = P =
o-»L, —>L,_;—>...>L,.

Soit M’ le conoyau de ¢,. On a W@EA'=M’, et M’ admet une résolution
libre de longueur r par des A’-modules de type fini. On construit de la méme fagon
un A’-module de type fini N’ tel que N'®pA’=N’. On a donc prouvé (i) et (ii).

Montrons que (iii) est vérifiée. Soit q un idéal premier de A’ tel que

q eSupp M'n Supp N'.

Comme A’ est fidélement plat sur A’, il existe un idéal premier q de A’ au-dessus de q.
Mais alors, A; est fidélement plat sur _A—é, donc geSupp M’ nSupp N’, et d’aprés I’hypo-
thése (2), gqdp, ce qui implique q2p.

Comme A est fidélement plat sur Kg, ona dp;%—M—%=dpA;M; =r.

Enfin, nous devons prouver dim Nj>dim Nj. Soit alors d la dimension de Nj,
et soit x=(#y, ..., %;) une suite d’éléments de 5—1&75 tels que N-';: /xl—\I_;—o est de longueur finie.
Pour montrer que dim N;,s d, il nous suffit de montrer que N; /xN,', est de longueur
finie. Mais, comme N",/xN,’,::A’@;g (-N_’g/x—l\—I—%), on sait ([7], chap. IV, § 2, th. 2) que :

Supp N;/xN; = U_ _ Supp A;/qA, =Supp A, /pA;.
€ Supp Ny/aN;
Mais, on a construit A et p de fagon a avoir PpA’=yp. A4 jortiori, on aura
dim Aj/pA;=o0, donc le lemme est démontré.

Lemme (2.4). — Soit R un anneau de Dedekind ayant une infinité d’idéaux maximaux.
Soit B une R-algebre de type fini. Soit V un B-module de type fini de dimension projective r. Soit T

365
12



9o C. PESKINE ET L. SZPIRO

un B-module de type fini. Supposons qu’il existe un idéal premier p de B ayant les propriétés
suivantes
(i) pnR=o.
(i1) p est le seul idéal premier minimal de Supp V aSupp T, et p est contenu dans toutes
les composantes irréductibles de Supp T.
(iii) V,, est un B,-module de dimension projective 1.
Alors, il existe un 1déal maximal m de R, et un élément o de m, qui est une uniformisante
de R, ayant les propriétés suivantes :
1) « n'est pas inversible dans B|p.
2) a est régulier dans B, V et T.
3) St q est un idéal premier de B minimal parmi ceux contenant p -+ B, alors :
a) V,/aV, est un B,|aB -module de dimension projective r;
b) dim T,/aT,=dim T,;
c) Supp(V,/aV,) nSupp(T,/aT,) est réduit a I'idéal oB,/«B,.
Comme pnR=o0, I’anneau B/p est une R-algebre de type fini, qui contient R.
Le lemme de normalisation dit qu’il existe un élément s de R, tel que (B/p), est entier sur
une algébre de polynémes sur R,. Cela prouve que tous les idéaux maximaux de R, sauf
au plus un nombre fini, se relévent dans B/p. Autrement dit, pour tout idéal maximal UA
de R, sauf au plus un nombre fini, on a A(B/p)+B/p. Comme les idéaux premiers de B,
associés 4 B, V ou T sont en nombre fini, on voit qu’on peut trouver un idéal maximal m
de R, tel que m(B/p)+B/p, et tel que m n’est pas contenu dans la réunion des idéaux
premiers appartenant 2 Ass BUAssVUAssT. Donc, si «eR est une uniformisante
de R,,, on a choisi m de sorte que « soit régulier dans B, V et T et que « ne soit pas
inversible dans B/p. Soit q un idéal premier de B, minimal parmi ceux contenant p-a«B.
Comme pcgq, le Ai-module V, est de dimension projective 7. Comme « est Bj-régulier
et V,-régulier, cela implique que V,/«V, est un B /«B;-module de dimension projec-
tive 7. Comme tout idéal premier minimal de Supp T est contenu dans p, et comme
Panneau B est caténaire, on a dim T,=dim T,+dim B,/pB,=dim T, +1, donc
dim T,/«T,=dim T,. Enfin, soit ¢'B; un idéal premier de B, appartenant a

Supp(V, /och) n Supp (T, /och) .
Alors q'B,eSupp V,nSupp T,, donc q'B,opB;. Mais q'B;3«, donc ¢'B;d>pB,+aB,,

donc, comme q a été choisi minimal parmi les idéaux contenant p -+ «B, on ne peut
qu'avoir q'B,=qB,, ce qui prouve bien :

Supp(V,/aV,) n Supp(T,/«T,) ={qB,/«B,},
et le lemme est démontré.
En utilisant d’abord le lemme (2.2), puis le lemme (2.3), en localisant la situation

a I'idéal premier p, enfin en la délocalisant avec précision en appliquant a nouveau (2.2),
on se trouve ramené au probléme suivant :
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Soit £ un corps qui est une extension de type fini de Q. Soit B’ une algébre de type
fini sur £. Soient V' et T deux B’-modules de type fini, et p’ un idéal premier de B’,
tels que

1) V' est de dimension projective r sur B'.

2) V,, est un Bj,-module de dimension projective r.

3) p’ est le seul idéal premier minimal de Supp V'nSupp T'.

4) {p'} est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T’.

Montrer qu’il existe un anneau noethérien local A, de caractéristique p>o0, un
A-module M de type fini et de dimension projective r et un A-module de type fini N
tels que dimzN =dimg, T}, et que M®;N soit de longueur finie.

Soit # le degré de transcendance de k£ sur Q. Il existe des éléments X,, ..., X,
de £ formant une base de transcendance de £ sur Q, c’est-a-dire tels que £ soit fini sur
QX,, .-y X,).

Considérons la fermeture intégrale D dans £ de :

a) Z si n=o;

b) Q(Xy, ..., X,_1)[X,] si n>o.

Alors D est un anneau de Dedekind ayant une infinité d’idéaux maximaux. En
procédant directement, comme dans la démonstration de (2.2), on voit qu’'on peut
trouver un élément s de D, une D,-algebre de type fini B, et des B-modules de type fini V
et T tels que, si S=D,—{o}, on ait :

1) ST'B=B’, S7'V=V' et STI!T=T".

2) V est un B-module de dimension projective r.

3) Si p=p'nB, alors p est le seul idéal premier minimal de Supp VnSupp T,
et {p} est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T.

Posons R=D,. Alors, R est un anneau de Dedekind ayant une infinité d’idéaux
maximaux. Comme pnR=o0, toutes les conditions sont réunies pour appliquer le
lemme (2.4). Alors, B,/aB, est une algebre essentiellement de type fini sur le corps
R, /eR,,. Deux cas se présentent alors :

a) Si n=o, alors R, /eR,, est un corps de caractéristique >0, et nous sommes
au bout de nos peines.

b) n>o, alors R, [aR,, est une extension de type fini de Q, de degré de transcen-
dance n—1 sur Q. On délocalise alors avec précision griace au lemme (2.2), et on répéte
Popération n—1 fois, de fagon & se ramener au cas précédent, qu’on a résolu.

Considérons maintenant le cas od A vérifie la condition (iii).
C’est-a-dire qu’il existe un systéme inductif filtrant d’anneaux locaux B, tel que :
1) A= 1};_)11 B,.

2) Pour tout «, ’anneau local B, est essentiellement de type fini sur un corps.

3) Tout morphisme de transition B,—B, est local, et fait de B, une B, -algébre
locale-étale (i.e., une B -algébre locale obtenue par localisation d’un revétement étale
de B,).
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Soit donc M un A-module de type fini et de dimension projective finie, et soit N
un A-module de type fini, tel que M®, N soit de longueur finie. On veut montrer que
dim, N<dp, M. On ne change donc rien au probléme en remplacant N par A/%, ou
A est Pannulateur de N. Considérons une résolution libre minimale de M, soit :

P, @y
0—>A" 3 A1 . . > A > M- o.
Pour i=1, ..., 7, représentons les homomorphismes ¢, par des matrices (¢?)), et

choisissons un systéme de générateurs g; de I'idéal U.
On peut trouver « tel que I'image de B, dans A contienne les coefficients des
matrices ¢; (1=1, ..., 7), et les éléments ;. Comme les coefficients ¢f*? des matrices o,

.. . . R
sont dans B,, les applications B% — B%-1 sont définies, et comme A est fidelement plat
sur B,, Pexistence et ’exactitude du complexe (A™, ¢,) impliquent que :

P, 2%
0o—Br 35 Bir-1»... > B,
est un complexe exact de B,-modules libres.

Soit M, = coker(BX 3 BX). Alors M, est un B,-module de type fini de dimension
projective finie et égale 4 dp,M, tel que M,®; A=M. Soit A, I'idéal engendré par
les a; dans B,. Considérons M,®y (B,/¥%,). Alors, comme

(Ma®B¢(Ba/ma))®Bq‘A = M®A(A/QI)’

et comme A est fidélement plat sur B,, on constate que M, ®p (B,/%U,) est un B,-module
de longueur finie. Puisque B, est essentiellement de type fini sur un corps, on en déduit
dim B, /%, <dpg, M,=dp,M. Il reste que pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer
dim B, /U, =dim A/%. Mais, comme A /U est fidelement plat sur B,/%,, on a évidemment
dim A/UA>dim B, /A,. D’un autre c6té, comme A/U est une localisation d’un anneau

entier sur B,/%,, on a dim A/A<dim B, /%, d’aprés le théoréme de Cohen-Seidenberg.
c.q.f.d.

Corollaire (2.5). — Soit X un schéma localement de type fini sur un corps. Soit F un
Ox-Module cohérent, localement de dimension projective finie. Soit Y un sous-schéma irréductible

Sermé de X. On suppose que Supp F n'Y est non vide. Alors, si G est une composante irréductible
de Supp FnY, ona dimY—dim Csxix&}t(;dp@x Z-

Ce corollaire est la forme géométrique du théoréme (2.1).

3. Démonstration d’une conjecture de M. Auslander

Ce paragraphe se réduit pratiquement a ’énoncé suivant :

Théoréme (3.x). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée ["une des conditions
sutvantes :

(1) A est de caractéristique p>o.
(ii) A est ind-étale sur un anneau essentiellement de type fini sur un corps.

368



DIMENSION PROJECTIVE FINIE ET COHOMOLOGIE LOCALE 93

Alors, st M =0 est un A-module de type fini de dimension projective finie, toute suite M-réguliére
est une suite A-réguliére.

Compte tenu du théoréme d’intersection, c’est une conséquence de I'implication
(d)=(b) du théoréme (o.10).

Remarque. — Soit A un anneau qui est le complété d’un anneau local, essentielle-
ment de type fini sur un corps de caractéristique o. Alors A est aussi le complété d’un
anneau excellent hensélien B, pour lequel le théoréme d’intersection est vrai. Le mor-
phisme canonique Spec A—Spec B définit une bijection entre Ass A et Ass B. Soit alors p
un idéal premier associé 4 A, et soit M un A-module de type fini et de dimension pro-
jective finie tel que M/pM soit de longueur finie. Posons q=pnB. En utilisant le
théoréme d’approximation pour les modules de dimension projective finie, on peut
construire un B-module de type fini N, de dimension projective finie égale a dp, M,
tel que N/qN est de longueur finie. Par le théoréme d’intersection pour B, on en déduit
que N est de profondeur o, donc que M est de profondeur o.

En utilisant cette remarque et le lemme technique (5.2), ci-dessous, on démontre le
résultat suivant, par récurrence sur dim M :

Proposition (3.2). — Soit B un anneau local essentiellement de type fini sur un corps, et soit A
son complété. Alors, si M est un A-module de type fini et de dimension projective finie, tout élément
M-régulier est A-régulier.

On constate que la difficulté pour généraliser aux suites régulieres dans le cas un
peu plus général vient du fait que si x est un élément A-régulier, A/xA n’est plus le
complété d’un anneau essentiellement de type fini sur un corps. Néanmoins, (3.2) nous
suffit pour démontrer le résultat suivant dit 8 M. Auslander.

Corollaire (3.3). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifie 'une des conditions
sutvantes :

(1) A est de caractéristique p>o.

(i1) Le complété de A est isomorphe au complété d’un anneau essentiellement de type fini sur
un corps.

“Alors, pour que A soit integre, il faut et il suffit qu’il existe un idéal premier p de A qui soit
de dimension projective finie sur A.

La condition est évidemment nécessaire, car si A est intégre (0) est un idéal premier.

Réciproquement, soit p un idéal premier tel que A/p soit de dimension projective
finie. Alors, par (3.1) ou (3.2), tout élément A /p-régulier est A-régulier. Cela implique
que la fleche canonique A—A,, est une injection. Mais, comme A,/pA, est de dimension
projective finie, A, est un anneau régulier, donc intégre. L’injection A<>A, entraine
alors lintégrité de A.

4. Modules parfaits

Rappelons la terminologie suivante qui généralise la notion d’idéaux parfaits due
a Macaulay [20].
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Définition (4.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dira qu’un A-module de type fini M
est parfait s°il est de dimension projective finie, et si sa dimension projective est égale & son grade
(i.e. Exti(M, A)=o0 pour i+dp,M).

Exemples

1) Si a=(&, ..., ®) est une suite A-réguliére, A/a est un A-module parfait.

2) Si M est un A-module de longueur finie de dimension projective finie, c’est
un A-module parfait.

3) Si M est un A-module de Cohen-Macaulay de dimension projective finie,
c’est un A-module parfait, car si « est M-régulier et A-régulier, M est parfait si et seule-
ment si M /aM est parfait.

4) Si M est un module parfait et p un idéal premier du support de M, alors M,
est un A, -module parfait.

De la définition méme des modules parfaits découle le théoréme suivant qui montre
que sur un anneau local pour lequel le théoréme d’intersection est vrai, un module parfait
vérifie les conjectures (a), (b), (d), (e) et (f) énoncées au § o.

Théoréme (4.2). — Soit A un anneau local noethérien pour lequel le théoréme d’intersection
est vrai. Soit M un A-module parfait. Alors :

1) Tout systéme de paramétres pour M se prolonge en un systéme de paramétres pour A.

2) Toute suite M-réguliére est une suite A-réguliére.

3) grade M 4 dim M =dim A.

4) Si N est un A-module de type fini et si p est un idéal premier minimal de Supp M aSupp N,
alors dim N, 4dim M,<dim A,.

Le théoréme est une conséquence immédiate de (0.10), compte tenu du fait que
le théoréme d’intersection est vrai pour A, et du fait que pour tout idéal premier p de
Supp M, on a grade Mp=dpApMp.

Remarquons, enfin, le fait suivant qui lie la régularité d’un module de dimension
projective finie a celle de I’anneau.

Proposition (4.3). — Soit A un anneau local noethérien pour lequel le théoréme d’intersection
est vrai. Soit M un A-module de type fini de dimension projective finie. Pour tout idéal premier p
de Supp M, si M, est de Cohen-Macaulay, alors il en est de méme de A, .

En effet, si a=(a;, ..., ®,) est une suite M,-réguliére de longueur maximale,
M, /aM, est un A -module de longueur finie de dimension projective finie. Le théoréme
d’intersection dit alors que dim A, < dpAmMp [eM,,. Mais, comme tout module de dimension
projective finie a une dimension projective inférieure a la profondeur de I’anneau, on
a dim A ,<prof A,, ce qui implique bien dim A,=prof A,.

Donnons enfin une caractérisation homologique des systémes de parameétres, non
forcément maximaux, qui sont des suites réguliéres :
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Proposition (4.4). — Soient A un anneau local noethérien, (xy, ..., x,) un systéme de para-
metres de A, ie. dim A/(x,, ..., x,)=dim A—s; alors une condition nécessaire et suffisante
pour que (xy, ..., x,) soit une suite A-réguliere est que dp,A[(%, ..., x,) <oco.

La nécessité est bien connue. Pour prouver la suffisance, nous allons montrer que
le complexe de Koszul K (%, ..., x,, A) est exact. Ce complexe est égal &

(%) 0>AA > A A . SAA A A,

(i) Nous allons montrer que (), est exact si prof A;<s, oul p est un idéal premier
de A.

En effet, si p(x;, ..., %) on sait que (%), est scindé. D’autre part, nous allons
montrer que : dpAp(A/xl, ... X%), =5 pour tout pD (¥, ..., %,). Ilsuffira de le prouver
pour p minimal contenant (xy, ..., x,). Or, en untel p, (A/(xy, ..., %,)), est un A -module
de longueur finie, donc, par (4.3), A, est un anneau de Cohen-Macaulay, donc le systéme
de paramétres xy, ..., x, de A, est une A -suite, donc (*), est exact et est une résolution
minimale, projective, de (A/(xy, ..., %,)),.

(i) Montrons maintenant que (*) est exact. Soit p un idéal premier minimal

dans ":'1 Supp(H;(*y, - .-, %, A)). Alors pD(x;, ..., %), donc prof A >s, puisque

dpAp(A/xl, ey Xg)p 2.
Appliquant le lemme d’acyclicité (1.8) au complexe (x),, dont I’homologie en

degré positif est de longueur finie, on trouve (H;(x, ..., x,, A)),=0 quel que soit

1=1,...,5, ce qui estcontradictoire. Donc L1J Supp(H;(xy, ..., %, A))=0, c.q.f.d.

5. Démonstration d’une conjecture de H. Bass

Le théoréme qui suit démontre dans un cadre « presque » général un résultat
conjecturé par H. Bass dans [6].

Théoréme (5.1). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée Pune des conditions
suivantes :

(1) A est de caractéristique p>o.

(i1) A est essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o.

(iii) A est ind-étale sur un anneau essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o.

(iv) Le complété A de A est isomorphe au complété d’un anneau local essentiellement de type
fini sur un corps de caractéristique o.

Alors, s’il existe un A-module non nul T, de type fini et de dimension injective finie, A est un
anneau de Cohen-Macaulay.

Remarque. — 11 est évident que pour tout anneau noethérien local de Cohen-
Macaulay A, il existe un A-module non nul de type fini de dimension injective finie.
En effet, soit a=(a,, ..., «;) un systtme de parameétres de A. C’est une suite A-réguliére,
donc A/« est un A-module de longueur finie de dimension projective finie. Alors, si E
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est une enveloppe injective du corps résiduel de A (i.e. un module dualisant pour A),
Hom, (A/«, E) est un A-module de longueur finie (donc de type fini) et de dimension
injective finie.

Rappelons d’abord quelques faits trés simples que nous utiliserons au cours de la
démonstration.

(*) Pour qu’un anneau local soit de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que son
complété soit de Cohen-Macaulay.

(**) Pour qu’un module T (resp. M) de type fini soit de dimension injective
finie (resp. de dimension projective finie) sur un anneau local noethérien A, il faut et il
suffit que son complété T (resp. M) soit de dimension injective finie (resp. de dimension
projective finie) sur le complété A de A.

Compte tenu de (*) et (), on constate qu’il suffit de démontrer le théoréme
lorsque A vérifie 'une des conditions (i) ou (iv), et méme plus généralement lorsque le
complété de A vérifie une des conditions (i) ou (iv).

Notre intention est de prouver le théoréme par récurrence sur dim T. Pour ceci,
nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (5.2). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose que le complété A de A
vérifie Pune des conditions (i) ou (iv) de (5.1). Alors pour tout idéal premier p de A, le complété (A;)A
de A; vérifie Pune des conditions (i) ou (iv).

La propriété d’étre de caractéristique p>o0 se conserve évidemment par localisation
et complétion, donc la condition (i) ne pose pas de probleme.

Supposons donc que A est essentiellement de type fini sur £, un corps de carac-
téristique 0. Soit P un idéal premier du complété A de A, et soit p sa trace sur A. Comme A
est un anneau excellent, ses fibres formelles sont réguliéres. Cest-a-dire que Ag/pA;
est un anneau local régulier. Si C est le complété de anneau local Ag, alors G/pC. est
le complété de Ag/pﬁa, et comme C/pC est équicaractéristique, G/pC est isomorphe
a un anneau de séries formelles K[[X,, ..., X;]], ou K est le corps résiduel de C.
Comme A; est plat sur A,, alors G est plat sur A, et le critére local de lissité formelle
implique que C est formellement lisse sur A, ([12], chap. o). Mais alors, G est
aussi formellement lisse sur le complété (A,)” de A,. Soit £’ le corps résiduel de A,. Alors
k' est une extension de type fini de £. Donc £’ est une extension algébrique monogéne
(séparable, bien entendu) d’une extension transcendante pure de k. Cela implique
que k' est contenu dans le hensélisé de A, et plus précisément qu’il existe un anneau
local A’, localisé d’un recouvrement étale de A,, tel que A’ soit essentiellement de type
fini sur son corps résiduel £. Comme I’homomorphisme A,—G se factorise a tra-
vers (A,)”, il se factorise a travers A’. Considérons le diagramme commutatif :

Spec C LSpec A,
(3) @
Spec A’
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Comme (1) est formellement lisse, et (2) formellement non ramifié, on sait
([12], chap. IV, (17.1.4)) que (3) est formellement lisse. Soit p’ 1’idéal maximal de A’.
Alors C/p’C est isomorphe a un anneau de séries formelles K[[X;, ..., X;]]. On sait
qu’il existe un anneau B de type fini sur £’, et un idéal maximal m de B tels que A’=B,,
et tel que B/m=#'. Considérons 'anneau B'=B®, K[X,, ..., X.]. Soit m’ I'idéal
maximal (m, X;, ..., X;) de B’. Comme K[X,,...,X ] estformellement lisse sur &',
alors B’ est formellement lisse sur B, et B, est formellement lisse sur B,,=A’. Mais
alors, I'isomorphisme (ﬁ;‘,)/p'(li’,;):C/p’C se remonte ([12], chap. oy, (19.7.1.5))
en un isomorphisme ﬁ;: ~C, ce qui montre bien que C est isomorphe au complété d’une
algebre locale essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o.

Démontrons maintenant le théoréme par récurrence sur dim T. On a vu (chap. I,
(4.10)) qu’on peut construire un A-module M, de type fini et de dimension projective
finie, ayant méme support que T.

Si dim T=o, alors dim M=o. Par hypothése, A est le complété d’un anneau local
noethérien B pour lequel le théoréme d’intersection est vrai. Mais alors, M est aussi
un B-module de longueur finie de dimension projective finie. Comme B®; M. est de lon-
gueur finie, le théoréme d’intersection dit que dim B<dpzM. Mais comme dpyM<prof B,
il reste dim B<prof B, ce qui exprime bien que B est de Cohen-Macaulay, donc que le
complété A de B est de Cohen-Macaulay.

Supposons que dim T>o. Par I’hypothése de récurrence, compte tenu du
lemme (5.2), on peut supposer que pour tout idéal premier p non maximal du support
du A-module T, Panneau f&5 est de Cohen-Macaulay. Soit donc M un A-module de type
fini et de dimension projective finie, ayant méme support que T. Soit § un idéal premier
minimal de A tel que dim A/§=dim A. Deux situations sont possibles :

1) M/aM n’est pas de longueur finie. Dans ce cas, il existe un idéal premier p
du support de T, contenant q. On peut prendre p maximal parmi les idéaux premiers
différents de l'idéal maximal m de A. Comme A est un anneau caténaire,

dim A/p 4 dim A;/gA; =dim AJq.
Donc dim A,—o:dim A—1. Comme peSupp T, on sait (I, § 4, n° 1) qu'on a
prof A;, +dim A/p =prof A, donc prof A =rprof A5 + 1. Mais d’aprés ’hypothése de
récurrence, A,—, est de Cohen-Macaulay, donc prof A.—ozdim A—1. Ilreste prof A=dim A,
ce qui exprime bien que A est de Cohen-Macaulay.

2) M/gM est de longueur finie. D’aprés ’hypothése, il existe un anneau B essen-
tiellement de type fini sur un corps tel que A soit le complété de B. Soit B" le hensélisé de B.
Alors A est aussi le complété de B". Considérons Iidéal premier de B*, q=gnB".
Comme B? est un anneau hensélien excellent, ses fibres formelles sont réguliéres. Compte
tenu de dim A/q=dim A, cela implique évidemment gA =q. Donc M/(qA)M est un
module de longueur finie. Autrement dit, il existe un entier ¢, tel que si m est 'idéal
maximal de A, Phomomorphisme canonique :

(Afm) @3 (M/(9A)M) — (A/m) @z (M/(qA)M)
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est un isomorphisme. On utilise alors le théoréme d’approximation pour les modules
de dimension projective finie (chap. I, § 6). On sait qu’il existe un B"-module M’ de
type fini et de dimension projective finie, égale a dpy M, tel que :

M’ ®pn (A/m 1) =~ M/m°T1M.
On en déduit que I’homomorphisme canonique :
M@ (Ajme 1) @ (A [aR) ~ M@y (A /m7) O (A aA)
est un isomorphisme. Il en résulte que ’homomorphisme :
(M /gM") ®gn (A /m°+1) - (M’ [aM) @gn (A /m)

est un isomorphisme, donc que M'/gM’ est de longueur finie. Mais comme le théoréme
d’intersection est vrai pour B", on en déduit dim B"/q<dpgpM’. Mais comme

dim B*/g=dim B®, et dpgM’'<prof B,

cela implique que B® est de Cohen-Macaulay et donc que le complété A de B" est de
Cohen-Macaulay, ce que nous voulions démontrer.

Corollaire (5.3). — St dans les hypothéses du théoréme, on suppose de plus que T est monogéne
(i.e. un quotient de A par un idéal), alors A est un anneau de Gorenstein.

D’apres le théoréme, on sait déja que A est de Cohen-Macaulay. Soit # la dimen-
sion de A, et soit £ son corps résiduel. D’aprés Bass [6], il suffira de montrer que
Exty(k, A) ~ k. C’est une conséquence du lemme suivant :

Lemme (5.4). — Soit T un module de type fini et de dimension injective finie sur un anneau
local noethérien A. Soit r la profondeur de A, et soit x=(x,, ..., x,) une suite A-réguliére de longueur
maximale. Alors, il y a un isomorphisme de foncteurs définis dans la catégorie des A-modules de
Yype fini :

Ext;(Hom(-, A/x), T)~-®, (T /«xT).

On peut supposer T#o0. Comme la dimension injective de T est 7, le foncteur
Ext}(-, T) est contravariant exact a droite, donc Ext}(Hom,(-, A/x), T) est covariant
exact a droite. Il est bien connu ([22], § 2.3, lemme 3), que la restriction a la catégorie
des modules de type fini, d’un tel foncteur, est isomorphe au produit tensoriel par sa
valeur sur I’anneau de base. Comme Ext}(A/x, T)=T/«T, le lemme est démontré.

(5-3) se déduit alors simplement du lemme, car comme A est de Cohen-Macaulay,
r=prof A=dim A=n. Donc, Ext"(k, A)=Hom,(k, A/x), ou x=(x,;, ..., x,) est une
suite réguliére de longueur maximale. Mais dire que T est monogene, c’est dire que
k®, T~k, cela implique donc Hom,(k, A/x)~k, etle corollaire (5.3) est démontré.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons voir que dans le cas particulier ou le
module de dimension injective finie est monogéne (corollaire (5.3)), on peut donner
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une démonstration générale, sans restriction sur I’anneau, de la conjecture de Bass.
Encore une fois, ’outil essentiel sera la cohomologie locale.

Théoréme (5.5). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que A soit un anneau de Gorenstein,
il faut et il suffit quil existe un idéal W de A tel que A|W soit de dimension injective fine.

La condition est évidemment nécessaire puisqu’un anneau de Gorenstein est de
dimension injective finie sur lui-méme. Pour démontrer la réciproque, supposons que A
est complet, ce qui ne pose aucun probléme puisque diy A/A<oco = digA/UA<oco, et

A de Gorenstein = A de Gorenstein.

Soit r la profondeur de A, donc aussi la dimension injective de A/%. Nous allons montrer
que si & est le corps résiduel de A, on a Exti(k, A)=o0 pour i>r, ce qui en vertu
de (1.4.4) et (1.4.5) montrera que A est de dimension injective finie sur lui-méme,
donc qu’il est de Gorenstein.

Pour toute A-suite réguli¢re de longueur r, a =(a,, ..., «,), le lemme (5.4) donne
un isomorphisme de foncteurs définis dans la catégorie des A-modules de type fini :

Ext] (Hom, (-, Afa), A/) = - ©, (A/(«+).
On en déduit évidemment :
Ext) (k, A)=Hom, (k, AJo)~k et Extj(k, A/¥)~k.

Comme le foncteur Extj(-, A) (resp. Extj(-, A/U)) est exact & gauche (resp. a
droite) dans la catégorie des A-modules de longueur finie, on démontre par récurrence
sur /(N)=Ilongueur de N que pour tout A-module N de longueur finie, on a :

L(Exty(N, A))<Z(N)  (resp. £(Exti(N, A/2))<£(N)).

Si N est un A/U-module de longueur finie, soit «a=(«y, ..., ®,) unesuite A-réguliére
telle que alN=o0. Alors, on a :

Ext; (N, A)~Hom,(N, A/a),

et Extj(Hom(N, A/a), A/A)~N®, (A/(koc—|—20) =N implique alors :
{(Ext"(N, A))=¢(N) et ¢(Ext (N, A/q))=¢(N).

En particulier, ceci implique que le foncteur Extj(-, A) est exact dans la catégorie
des A/UA-modules de longueur finie. La suite exacte associée au foncteur Exty(-, A)
montre alors que le foncteur Ext;*!(-, A) est exact & gauche dans la catégorie des
A/U-modules de longueur finie. On utilisera alors le résultat suivant :

Lemme (5.6). — Soit E une enveloppe injective du corps résiduel de A ; alors Ext}(E, A[%)
est un A-module monogéne de dimension projective finie.

Le fait que Extj(E, A/%) est un A-module de dimension projective finie n’est
rien d’autre que (1.4.10). Considérons une résolution injective minimale I' de A/U.
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Alors I" est bien str de longueur 7, et on sait ((1.4.4) et (1.4.5)) qu'on a un
isomorphisme I'~E*Y ot u, =dimg(Ext](k, A/¥)). Donc I'~E, et Extj(E, A/A) est
un quotient de Hom,(E, E)~ A, ce qui prouve bien qu’il est monogeéne.

Remarque. — En fait Ext)(E, A/A)~A/A. C’est une conséquence du théoréme
que nous démontrons et de ((1.4.10) (iii)).

Posons donc A/b=Ext;(E, A/%). Comme c’est évidemment un quotient de A/,
on sait que Extj™(-, A) est exact & gauche dans la catégorie des A /b-modules de longueur
finie. Pour démontrer le théoréme, nous allons montrer que si :>r, et si Exti(-, A) est
exact 4 gauche dans la catégorie des A/b-modules de longueur finie, alors Exti(-, A)
est nul dans la catégorie des A/b-modules de longueur finie. Cela démontrera bien le
théoréme, car si Exti(-,A) est nul dans la catégorie des A/b-modules de longueur finie,
alors Exti*!(-, A) est exact a gauche et donc nul dans cette catégorie, ce qui montrera
bien que Exti(k, A)=o0 pour i>r.

Rappelons ([10], chap. IV, prop. 2) que si un foncteur contravariant F défini
dans la catégorie des modules de longueur finie sur un anneau local noethérien R d’idéal
maximal 1, est exact & gauche, il y a un isomorphisme canonique de foncteurs

F(+) = Homg (-, lim F(R/n)).

Dans le cas qui nous intéresse, on aura donc un isomorphisme de foncteurs définis
dans la catégorie des A/b-modules de longueur finie :

Exty(-, A) ~ Homy (-, lim Ext;(A/(b +m’), A)).

Pour démontrer le théoréme, il nous suffit donc de montrer que

lim Ext}(A/(b+m'), A)=o  pour i>r.

Pour cela, nous utiliserons la suite spectrale associée a un foncteur composé. On considére
le foncteur Hom,(A/b, -) défini dans la catégorie des A-modules, et le foncteur

HS, = lim Hom, 5 (A/(b4 m), -)

défini dans la catégorie des A/b-modules. On a bien slir un isomorphisme de foncteurs :

H;, o Hom, (A /b, -)=lim Hom, (A /(b +m"), -).

Comme Hom,(A/b, -) transforme un A-module injectif en un A/b-module
acyclique pour le foncteur HY(-), la suite spectrale associée au foncteur composé
converge. On vérifie facilement que les dérivés a droite du foncteur exact a gauche
lim Hom, (A/(b+m”), -) sont les foncteurs lim Exti(A/(b+m’), -). On a donc une suite

spectrale convergente H? (Ext{(A/b, A)) = H"= lim Exty(A/(b+m®), A). Pour démontrer
que H"=o0 pour n>7, il suffira donc de démontrer H? (Ext{(A/b, A))=o0 pour p+g¢g>r.
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Rappelons que comme A/ est de dimension injective finie, alors (1.4.7), pour
tout idéal premier peSupp A/A on a dim A/p 4 prof A,=prof A=r.

Soit alors M un A-module de type fini tel que Supp M V().

Soit peSupp M tel que dim M=dim A/p. Comme grade M<profA,,
en déduit dim M+ grade M<r (il y a donc égalité en vertu de (1.4.8)). Prenons
M=A/b. Comme A/b est de dimension projective finie, pour tout entier ¢, on a

grade(Ext{(A/b, A))>¢

puisque si prof A;<g on a dp,A/b<g, donc (Ext{(A/b, A)),=o0. On en déduit donc
dim Ext{(A/b, A)<r—¢q. Et, la dimension cohomologique étant inférieure a la dimension
de Krull, H? (Ext!(A/b, A))=o0, pour p>r—gq, ce que nous voulions démontrer.

Corollaire (5.7). — Soit A un anneau local noethérien. Une condition nécessaire et suffisante
pour que A soit de Gorenstein, est qu’il existe un idéal de définition q, irréductible et de dimension
projective finie. Si de plus A est de dimension <2, alors q est nécessairement engendré par une suite
réguliére.

Soit E une enveloppe injective du corps résiduel de A. Comme A/q est un anneau
de Gorenstein de dimension o, on a Hom, (A/q, E) ~A/q. Donc A/q est aussi de dimension
injective finie, et A est un anneau de Gorenstein d’aprés (5.5). Si de plus A est de
dimension 2, considérons une résolution projective minimale de A/q, soit :

0—>A">A*">A>A/qg—>0.

Comme A/q est de Gorenstein de codimension 2 dans A, on a :
Ext2(A/q, A)~Hom(A/q, E) ~ A/q.
Ceci implique p,=1 car :

0—>A*—(A*)~ > (A™)~ »Exti(A/q, A) -0

b

(ot - est le foncteur Hom,(-, A)) est une résolution libre minimale de Ext}(A/q, A).

Comme p;—p,—1=rang(A/q)=o0, on en déduit bien p,=2, ce que nous voulions
démontrer.
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THEOREMES . DE FINITUDE ET D’ANNULATION
POUR LA COHOMOLOGIE DES SCHEMAS

o. Introduction

Dans [10], A. Grothendieck pose la question suivante (XIII, (1.3)) :

Soit k un corps algébriquement clos, et soit X un sous-schéma fermé de Pespace projectif
P=P"(k) sur k. On suppose que X est équidimensionnel de dimension d et que X est localement
intersection compléte dans P. Montrer que pour tout faisceau cohérent F sur P—X, les groupes
de cohomologie H'(P—X, F) sont finis sur k pour i>n—d.

Dans [14], R. Hartshorne prouve cette conjecture lorsque £ est de caractéristique o
et lorsque le faisceau normal a X dans P est ample (en particulier, lorsque X est non
singulier en caractéristique o). De plus, Hartshorne prouve le résultat suivant :

Théoréme. — Soit X un sous-schéma fermé connexe de dimension >1 de P=P"(k). Alors
pour tout faisceau quasi-cohérent F sur P—X, on a :

H*{(P—X, #)=o.

A ces énoncés globaux correspondent des énoncés locaux, plus généraux, concernant
la finitude des groupes de cohomologie locale définis par un idéal d’un anneau régulier
local. Notre intention est de démontrer ici deux théorémes locaux qui auront pour corol-
laires la conjecture de Grothendieck et le théoréme de Hartshorne en caractéris-
tique p>o et qui, plus généralement, montreront que ’annulation de I’avant-dernier
groupe de cohomologie est équivalente, dans le cas connexe, a sa finitude. Nous utili-
serons, comme au chapitre II, l'itération du morphisme de Frobenius pour calculer
certains groupes de cohomologie locale, ici pour des schémas formels.

1. Relations entre cohomologie locale et cohomologie des variétés projectives

Le but de ce paragraphe est de montrer que les théorémes locaux sont plus généraux
que les théorémes projectifs. Pour ceci on montre d’abord (prop. (1.1) a corollaire (1.5))
que des hypotheéses sur la profondeur, ou la régularité, ou la dimension, des anneaux
locaux d’une variété projective X plongée dans un espace projectif P, se transmettent
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aux anneaux locaux du complémentaire du sommet du cbne, au-dessus de cette variété
projective. Ensuite, on montre (prop. (1.6) a (1.8)) que les conclusions sur la finitude
ou la nullité de certains groupes de cohomologie locale, dans ’anneau local du sommet
de ce coéne, donnent des conditions de finitude et d’annulation pour la cohomologie des
faisceaux cohérents sur le complémentaire de X dans P.

Nous fixons une fois pour toutes les notations pour ce paragraphe :

Soit X une variété projective plongée dans un espace projectif P=P"(k) sur
un corps £.

Soient A=k[T,, ..., T,] 'anneau du céne au-dessus de P, et J un idéal gradué
de A définissant X. On a, posant B=A/J, X=Proj(B) et P=Proj(A). On notera ¢
Pimage de T, dans B, i.e. B=k[t,, ...,¢8]. Soit m=(T,, ..., T,) l'idéal de A définissant
le sommet du céne au-dessus de P. On pose R=A,; c’est un anneau local régulier.
On pose a=3JR et C=R/a; on voit que C est I’anneau local du sommet du céne
au-dessus de X.

On pose U=Spec R—{mR}.

Soit & un faisceau cohérent sur P, et soit M un A-module gradué de type fini
qui permet de définir F.

Pour comparer Spec B—{m}, et donc UnSpec B, avec X, on utilisera le lemme
fondamental suivant. Les trois propositions qui le suivent en sont des corollaires
immédiats.

Lemme préliminaire (x.x) ([12], chap. II, (8.3.6)). — Pour j=o,1,...,n, on a
Spec B,j: X,J,[T, T, o T est une variable.

Proposition (x.2). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Les composantes irréductibles de X sont de dimension supérieure ou égale a d.
b) Les composantes irréductibles de G sont de dimension supérieure ou égale @ d-+1.

Proposition (x.3). — Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est non singulier (resp. localement intersection compléte).

b) Pour tout idéal premier p de A, différent de m, I'anneau B, est régulier (resp. intersection
compléte dans A,).

Proposition (x.4). — Soit © un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les anneaux locaux de X vérifient la condition S; de Serre.

b) Pour tout idéal premier p de A, différent de m, Uanneau B, vérifie la condition S;, et
de plus si p est maximal, prof B >1i+1.

Corollaire (x.5). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Les anneaux locaux de X sont de Cohen-Macaulay.
b) Les anneaux locaux de Spec B—{m} sont de Cohen-Macaulay.
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Pour comparer les groupes de cohomologie locale & support dans V(J) et les groupes
de cohomologie des faisceaux cohérents sur P—X, outil essentiel est le résultat suivant :

Lemme (x.6) ([12], chap. III). — Aves les notations introduites au début de ce paragraphe,
on a une suite exacte :

o—HYM) >M— EZHO(P_X, F (v)) >H§(M) —>o,
et des isomorphismes :

ngi(P_X’ F(0))~HE ' (M) pour i>1.

Corollaire (x.7). — Soit i un entier >0. Supposons que HE(M) soit un A-module
artinien. Alors :

(i) Les espaces vectoriels H'(P—X, F(v)) sont de dimension finie sur k pour tout veZ.

(ii) Pour v suffisamment grand, on a H'(P—X, F (v))=o0 si i>1.

Le corollaire se déduit facilement du lemme. En effet, H5™(M) a une structure
de A-module gradué. Une suite décroissante stricte de sous-k-modules de H{(P—X, % (v))
engendre une suite décroissante stricte de sous-A-modules de H"'(M). Il n’y en a donc
pas, et H'(P—X, #(v)) est un k-module artinien, c’est-a-dire de type fini. Si i>1,
le A-module vngi‘(P—X’ & (v)) est artinien. La suite de sous-A-modules

K(6)= X H(P—X, #(1))

est donc stationnaire pour ¢ assez grand, ce qui implique bien H/(P—X, #(v))=o0
pour v assez grand.

Comme le calcul de la cohomologie locale commute a la localisation, on a
(H§(M)),,=Hi(M,,), doncsi H(M) est & support dans V(m), on a H5(M)=Hj(M,,).
C’est cette remarque que nous utiliserons pour voir que dans les « bons cas », la finitude
de groupes de cohomologie locale sur un anneau local régulier entraine la finitude des
groupes de cohomologie de faisceaux cohérents sur une variété quasi-projective. Précisons
tout de suite quels sont les « bons cas » qui nous intéresseront plus loin.

Proposition (x.8). — Soit X un sous-schéma fermé de Uespace projectif P =P, =Proj A
o A=k[T,, ..., T,], défini par un idéal gradué J. Soient X; (j=1, ...,¢) les composantes
irréductibles de X, et soit d=infdim X;. Soit m=(T,, ..., T,) idéal maximal de Uorigine
dans A. Alors : !

1) HY"Y(A) est & support dans V(m), et on a donc Hy*'(M)=Hg{(M,,) pour tout
A-module M.

2) 8i X est localement une intersection compléte, HE(A) est @ support dans V(m) pour
szn+1—d, et ona donec Hy(M)=Hs, (M,) pour s>n-+1—d, et pour tout A-module M.

3) St k est de caractéristique p>o, et si X vérifie la condition S;, avec i<d, alors HY(A)
est & support dans V(m) pour s>n-+1—i, et on a donc Hy(M)=Hg, (M) pour s>n+1—i,
et pour tout A-module M.
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Dans les trois cas, on montrera que pour les entiers s considérés, les modules H§(A)
sont limites inductives de modules a support dans V(m).

Remarquons tout de suite qu’une fois qu’on sait que H5(A) est a support dans V(m)
pour s>s,, on en déduit facilement que H5(M) est a support dans V(m) pour s>s,
et pour tout A-module M. Pour les modules de type fini, cela se voit par récurrence
descendante, en utilisant une présentation finie, compte tenu du fait que la cohomologie
s’annule en degrés >n+1. Comme tout A-module est limite inductive de A-modules
de type fini, le cas général en découle immédiatement.

Il nous suffira donc de démontrer les résultats relatifs aux groupes de cohomologie
locale de A.

Iet ¢as : Ona HEY'(A) =1_ilr_n)Eth+1(A/3’, A). Mais d’apres (1.4), pour tout idéal
premier p de hauteur n+1 (donc maximal), si p#m on a prof(A/S‘)pz 1. Il reste
donc qu’en tout idéal premier p#m, on a dpAp(A/S’)p<n+ 1, et Ext?+*(A/Y, A)
a son support réduit & {m} pour tout Z.

2e cas : Hg(A):l_i,gl)Extz(A/Sl, A). 1l nous suffit donc de montrer que pour

s2n+1—d, le module Exti(A/¥, A) est a support dans V(m). Pour cela, montrons
que pour p=m, on a dpAp(A/s’)p<n+1——d. Mais d’apres (1.3), (A/3J), est une inter-
section compléte dans A,, donc (A/J), est de Cohen-Macaulay, et sa dimension projec-

tive sur A, est égale & sa codimension dans A,. Mais ’entier d a été choisi de telle fagon
que pour tout p, on a :

codimensionAp (AlJ)psn—d<n-+1—d,

ce qui démontre le 2¢ cas.

3¢ cas : Pour tout entier ¢, notons J, I'idéal de A engendré par les puissances
p-itmes des éléments de l'idéal §. On sait d’aprés (1.1.7), que comme le mor-
phisme de Frobenius est plat sur A, on a pour tout entier ¢, et tout idéal premier p :

(%) dp,, ((A/3)p) =dpa, ((Ap32)y)-

On voit facilement que les systémes d’idéaux (S,) et (3) définissent la méme
topologie dans A, donc pour tout seZ, H§(A)=limExt}(A/J, A). Finalement, pour
7

montrer que H§(A) est a support réduit & m pour s>n4-1—i, il suffit de montrer que
pour p#m, ona dpAp((A/f)‘,)p)sn—i pour tout £. D’aprés (x), il suffira de prouver :

dpAp((A/S)p)Sn—i pour tout p=m.
Si p est maximal, on sait (1.4) que prof(A/J),>7+1, donc :
dp,, ((A[J)p)<dim Ay— (i +1)=nt1—(i+1)=n—"i
Si p n’est pas maximal, on sait que :
prof(A/[J),>inf(i, dim(A/J),),
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donc,
dpAp((A [3)y) <sup(dim A,—i, dim A, —dim(A/[J),).

Mais comme dim A <7, on a dim A —i<n—u1.

De méme, dim Ap——dim(A/S)p=codimAp(A/3)p; mais codimAm(A/S)p est égal
a la codimension dans A d’une des composantes irréductibles de A/J, donc, d’aprés
le choix de d, est inférieure ou égale & n—d et a fortior: & n— .

Remarquons que nous avons encore utilisé I'itération du morphisme de Frobenius
pour étudier certains groupes de cohomologie locale, et plus précisément pour calculer
leur support.

Nous verrons au § 4 de ce chapitre, qu’en l'utilisant avec plus de délicatesse on
peut démontrer la finitude des modules de cohomologie étudiés dans le 3¢ cas de cette
derniére proposition.

2. Relations entre cohomologie locale et cohomologie des schémas formels

Tout comme au paragraphe précédent, on peut interpréter les groupes de cohomo-
logie locale en des termes plus géométriques, ici grace aux schémas formels. L’ingrédient
est le théoréme de dualité locale. Pour pouvoir Iutiliser on se restreint a la considération
des anneaux de Gorenstein. En vérité, dans la pratique seuls les anneaux réguliers se
rencontrent, ce qui fait que la restriction n’est pas trop importante.

Soient R un anneau local de Gorenstein et § un idéal de R, posons :

proffy(R) = profondeur formelle de Spec R le long de V() =ir}f (H‘;m}(x, 0z)+0),

ot X est le complété formel de X =Spec R le long de V(). La proposition (2.2)
ci-dessous implique alors :

proffy(R)>s <> H§(R) =0 Vi>dim R—s.

Dans la proposition (2.3), on met en évidence les conditions qui serviront aux
paragraphes 4 et 5.

Rappelons d’abord le résultat suivant qui est un corollaire de ([12], chap. oy,
prop. (13.3.1)).

Proposition (2.1). — Soit X un schéma noethérien, et soit Y une partie fermée de X, définie
par un faisceau cohérent d’idéaux ¥ de Ox . Soit F un faisceau cohérent sur X et soit &, =F| "1 Z.
Soit U un ouvert de X et soit U son complété formel le long de Y a'U. Alors les homomorphismes
canoniques

k : H(U, lim &) ~lim H(U, &,

sont surjectifs pour i>o.

De plus, si le systéme projectif (H'~=(U, %)), vérifie la condition de Mittag-Leffler,
alors h; est un isomorphisme.
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Proposition (2.2). — Soit R un anneau local complet de Gorenstein de dimension d. Soit
m idéal maximal de R et soit E une enveloppe injective du corps résiduel k de R (i.e. un module
dualisant de R). Soit  un idéal de R.

Posons U =Spec R—{m} et Y=V (3)nU. Alors, si U est le complété formel de U
le long de Y, il y a une suite exacte :

o—Homg(H§(R), E) —~R->T(0, 0%) >Homy(H'(R), E) >o,
et des isomorphismes :
H'(U, 0%) ~ Homp(HL¢+Y(R), E).
En effet, considérons le systéme projectif de suites exactes :
(*) o—~>Hy(R/J") >R/J'>T(U, R/J") ~H,(R/J") ~o.

Comme le systéme projectif (R/J") vérifie (M.L), on obtient, en passant a la limite, une
suite exacte

(1) o—>lim HY,(R/3") ~R—~T(0, 0g) ~lim H2, (R /37) —o.
De méme, les isomorphismes :

(%%) H'(U, R/J") 3 H(R/FY), pour i>1,
donnent, en passant a la limite, des isomorphismes :

(1" LinEH‘(U, R/3J" :%@Hﬁ,}"’(R/S”) pour i>1.

Comme H: (R/¥) est artinien pour tout idéal A de R et pour tout entier s> o, (*) et
(**) montrent que les systémes projectifs (H'(U, R/J"), vérifient tous (M.L).
Donc, par (2.1), on a :

(2) H'(U, 05) =limH(U, R/J") pour i>o.

Le théoréme de dualité locale donne des isomorphismes fonctoriels :
H;,(+) = Homg(Exty™*(-, R), E).
Donc linEH:n(R/S") zli_:EHomR(Extﬁ”’(R/S", R), E)

= Homy limExt§ (R ", R), E)
(3) ~ Homg(H§°(R), E).

En combinant (1), (2), (3) on trouve la suite exacte, et en combinant (1’), (2), (3) on
trouve les isomorphismes.

Corollaire (2.3). — Soit R un anneau local complet de Gorenstein de dimension d. Soit U
Pouvert complémentaire du point fermé dans Spec R. Soit J un idéal de R. Soit r un entier tel que
0<r<d. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) HY(M) est un R-module artinien, pour tout R-module de type fini M, et tout entier
s>d—r.
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2) HY(R) est un R-module artinien pour s>d—r.

3) i U est le complété formel de U le long de V(3) n'U, alors HI(O, Og) estun R-module
de type fini pour i<r—1.

Nous avons déja démontré 1)<>2) par récurrence descendante. L’équivalence
2)<>3) est une conséquence immédiate de la proposition.

3. Le théoréme local de Lichtenbaum-Hartshorne

Il s’agit du théoréme suivant sur la cohomologie d’un anneau local, démontré
par R. Hartshorne dans ([14], (3.1)).

Théoréme (3.1). — Soit A un anneau local noethérien de dimension n. Soit § un idéal de A
ayant la propriété suivante :
Pour tout idéal premier p du complété A de A, tel que dim Ajp=dim A, on a :

dim A/(JA +p)>1.

Alors le foncteur de cohomologie locale HY(-) est nul.

Nous donnerons une démonstration directe de ce théoréme, inspirée de celle de
R. Hartshorne, mais plus courte.

On peut évidemment supposer que A est complet, donc quotient d’un anneau
local régulier complet R. On sait (1.4.8) que gradegA +dim A=dim R, c’est-a-dire
qu’il existe une suite R-réguliere « de longueur dim R—n dans P’annulateur de A.
Autrement dit, A est quotient de P'intersection compléte R=R/x, qui a méme dimension
que A. Finalement, il existe un anneau local complet de Gorenstein R, et un idéal A de R,
tel que A=R/U et dim R=dim A=n.

Lemme (3.2). — Sotent p; 1=1, ..., s) les idéaux premiers minimaux de R. Soit U le
complémentaire du point fermé dans Spec R. Alors, il existe des idéaux premiers q; =1, ..., s)
tels que :

1) Pour tout i, {q;} est un point fermé de U.

2) Pour tout i, on a p;Cq;, e¢ V(q;A)>V(3J).

En effet, comme dim R/A=dim R, on peut supposer qu’il existe un entier ¢, avec
1<t<s, tel que Acp; pour i<t et que U4 p; pour >t Soit alors J' 'idéal de R,
image réciproque de J.

Si i<t, on considére le localement fermé UnV(p;,+J’) qui est non vide d’apres
I’hypothese, et on prend pour {q;} un point fermé de ce localement fermé.

Si i>¢, on prend pour {q;} un point fermé de V(p;) nU qui n’est pas contenu
dans V(). Un tel point existe car V(p;) nU est un schéma de Jacobson.

On constate que pour i<f, ona J Cq;, donc V(qA)=>V(IJ'A)=V(IJA), et
pour i>¢, par construction V(g;A) est réduit au point fermé de Spec A.
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8

Le lemme étant démontré, soit b= (] q;; notre intention est de montrer que le
i=1

foncteur Hj(-), défini dans la catégorie des R-modules, est nul, et d’en déduire que le
foncteur Hg(-), défini dans la catégorie des A-modules, est aussi nul.

8
Pour tout entier 4, posons b,= [1 qf"’, et montrons que le systéeme d’idéaux (b,)
i=1

définit la méme topologie que les puissances de b, dans R. On a évidemment b,D b’
pour tout /. D’un autre c6té, une décomposition primaire de b’ permet de constater

quon a B'=b,nm, ol m, est, pour tout, un idéal primaire pour I’idéal maximal de R.
8

Remarquons que si S= n (R—¢q;), d’apres le choix des g;, on sait que Snp,=9 pour

1=1
1=1, ...,5, donc que S ne contient pas de diviseur de o. Autrement dit R est contenu
dans S™'R. Comme 1gob’S_IR:O’ on en déduit (D b, =0. Comme ’anneau R est

>

complet, le théoréme de Chevalley dit que la topologie définie par I'idéal maximal de R est
minimale parmi les topologies séparées. Ceci implique que pour tout idéal m, primaire
pour l'idéal maximal de R, il existe un entier ¢, tel que b,~>m pour ¢>f,. Donc, il
existe un entier #,(f) tel que b,>m, pour t>{,(/). On déduit b,nb,>b,nm,=b
pour t>#,(f), clest-d-dire B'D> b, pour t>sup(/, £,(¢)), ce qui montre bien que les
systémes d’idéaux (b,), et (b°), définissent la méme topologie dans R. Ceci implique que
pour tout entier j, on a :

Hi(R)=limExt}(R/b,, R).
¢

Rappelons le résultat suivant démontré dans [22] et qui est d’ailleurs un corollaire
de (1.4.15).

Proposition (3.3). — Soit R un anneau local de Gorenstein. Pour tout R-module de type fini M,
on a Pégalité

prof M +sup{ieZ, tel que Ext};(M, R)+o0}=dim R.

Dans le cas qui nous intéresse, remarquons que les idéaux b, ont été choisis de telle

fagon que prof(R/b,)=1, pour tout /. D’aprés la proposition, ceci implique :
Extz(R/b,, R)=o0, pour tout?, donc $(R)=o,

et comme le foncteur Hj(-) est exact a droite, Hf(-)=o0. On en déduit que le foncteur

#a(+), défini sur la catégorie des A-modules, est nul. Mais comme V(bA)~V(J), on
a une suite exacte de foncteurs :

Hj,(+) - H5(+) > Hig) _yen(Spec R—V(bA), ™).

Comme dim(Spec R—V(bA))<n, le dernier foncteur de cohomologie de cette suite
exacte a trois termes est nul, donc Hg,(-)=o0 implique Hj(-)=o.
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Corollaire (3.4). — Soit X un schéma quasi-projectif algébrique sur un corps k. Si dim X=n,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) H"X, F)=o0 pour tout faisceau quasi-cohérent F sur X.

(b) Aucune composante irréductible de dimension n de X n’est projective.

C’est une conséquence immédiate du théoréme précédent, appliqué en tous les
points fermés de I’anneau gradué de la fermeture projective de X.

Remarque. — Ce corollaire, le théoréme de Lichtenbaum, qui est moins fort que le
théoréme local de Hartshorne, est vrai plus généralement. S. Kleiman a donné une
démonstration pour laquelle ’hypothése X quasi-projectif est inutile [17].

4. Théoréme de finitude en caractéristique p>o

Nous donnons dans ce paragraphe le théoréme principal de ce chapitre, qui
résout la conjecture de A. Grothendieck citée dans Plintroduction, pour les schémas
projectifs sur un corps de caractéristique non nulle. La méthode consiste a utiliser
Pitération du morphisme de Frobenius. Nous commencerons ce paragraphe par un
théoréme d’annulation pour la cohomologie locale a support dans un fermé défini par
un anneau de Cohen-Macaulay. Il est & noter que ce théoréme ne s’étend pas en
caractéristique o.

Proposition (4.1). — Soit R un anneau local régulier de caractéristique p>o. Soit Y un

idéal de R tel que R[J soit un anneau de Cohen-Macaulay ; alors :
H§(M)=o0  pour tout i>dim R—dim R/J
et tout R-module M.

On a déja remarqué au chapitre I (1.1.%) que le morphisme de Frobenius est plat
sur R. Soit , I'idéal de R engendré par les puissances p’-iémes des éléments de 5. Alors
R/3J, est de Cohen-Macaulay pour tout entier ¢; de plus la topologie sur R définie par
les 3, est la méme que la topologie J-adique; donc pour tout entier 7, on a :

Hi(R) ~ HmEx (R, R).

Soient n=dim R et d=dim R/J=dim R/J,. On sait que pour tout ¢
dp(R/3,)=n—d,
donc Ext(R/J,, R)=0 pour i>n—d, et pour tout /. Donc Hi(R)=o0 pour i>n—d.
On montre alors, par récurrence descendante, et par passage a la limite inductive,
que ceci implique :
H4M)=o0 pour i>n—d, et pour tout R-module M.
Remarque. — On démontre de la méme facon que si R est un anneau local régulier

de caractéristique non nulle, et si J est idéal de R, alors prof R/J>s implique Hg(-)=o0
pour i>dim R—s, autrement dit prof R/J>s implique proffyR>s.
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Corollaire (4.2). — Soit k un corps de caractéristique p>o. Soit X une variété projective
de dimension d, plongée dans Pespace projectif P="Pp. Supposons que I'anneau local du sommet
du céne de X soit un anneau de Cohen-Macaulay. Alors, posant U=P—X, on a :

H'(U, #)=o0 pour izn—d

et pour tout faisceau quasi-cohérent F sur U.

En effet, en vertu de (1.5) si J est un idéal gradué de £[X,, ..., X,]=A défi-
nissant X, Panneau £[X,, ..., X,]/J est un anneau de Cohen-Macaulay. Donc, pour
tout idéal maximal m de A, on a dp(A,/3A,)=n—d.

Par (4.1), on en déduit que pour tout idéal maximal m de A, on a Hy, (-)=o

pour i>n—d. Donc, finalement H%(-)=o0 pour i>n—d, eton conclut grace a (1.7).

(4.3) Contre-exemple a la proposition (4.2) en caractéristique 0 (Hartshorne).

On peut construire une variété projective X de dimension 3, plongée dans P,
telle que ’anneau local du sommet du c6ne au-dessus de X soit de Cohen-Macaulay
(et méme de Gorenstein), et telle qu’il existe un faisceau cohérent & sur P—X, pour
lequel HY(P—X, #)=+o.

On considere pour ceci la variété projective X, obtenue en faisant éclater un point
dans P¥. Soit E le diviseur exceptionnel sur X, et soit f le morphisme X—P%. On pose
L=f"(On(2))®0(—E).

Alors :

a) & est trés ample sur X, et dim HY(X, #)=q.

b) H(X, #®%)=0 pour i=1,2.

¢) ox~ PO ol wy est le faisceau qui entre dans le théoréme de dualité
projective.

d) H*(X, C)~ C? car les classes de Chern des faisceaux f*(Op(1)) et Ox(E) sont
linéairement indépendantes dans H*(X, Z) -H*(X, C).

On voit donc que ’anneau du céne de X (plongé dans P?) est de Cohen-Macaulay.
On constate qu’on a ainsi un contre-exemple griace au théoréme suivant, dit a Barth,
et dont on trouve une démonstration dans Hartshorne [19].

Théoréme (4.4) (Barth). — Soit X une variété projective (algébrique) de dimension s
contenue dans une variété non singuliére Y, propre sur C, de dimension n. Supposons que

H{(Y—X, #)=0
pour tout faisceau cohérent F sur Y—X et tout entier 1>q, g donné. Alors I’homomorphisme
H(Y, C) - Hi{(X, C) est un isomorphisme pour i<n—gq.
Ici Y=P%C) et H*PS C) - H*X, C) n’est pas un isomorphisme grice a d).

Corollaire (4.5). — Sotent A un anneau de polynémes sur G, et I un idéal de A. Alors,

il nexiste pas en général de morphisme entier ALA que les idéaux f(J)A  définissent la
topologie -adique.
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En effet, un tel morphisme serait plat, d’aprés le lemme d’acyclicité. En posant
3.=/"(J)A, on aurait pour tout n, dp A/J,=dp A/J. On en déduirait Hi(-)=o
pour :>dpA/J, ce qui est faux en vertu du contre-exemple que nous venons de voir.

Nous avons besoin maintenant de quelques lemmes techniques supplémentaires
sur le foncteur de Frobenius.

Les anneaux considérés sont noethériens et de caractéristique p>o. On notera,
comme au chapitre I, f 'homomorphisme de Frobenius et F le foncteur de Frobenius.

Pour simplifier les notations nous posons la définition suivante :

Définition (4.6). — Soit A un anneau de caractéristique p>o. Alors pour tout A-module
M et pour tout homomorphisme ¢ de A-modules, on posera :

M,=FM) e ou;=F(e).

Proposition (4.7). — Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Consi-
dérons une présentation finie de M :

(%) A % Ao s M - o.
Alors
(+), A28 A > M, o,

est une présentation finie de M,y De plus, si A est local, de corps résiduel k et si ry=rang,(k®, M)
alors 1y =rang;,(k®, M,,).

11 suffit évidemment de prouver la proposition pour z=1. On applique le foncteur
F(-)=-®'A a (*) et on obtient la premiére partie de I’énoncé. Soient o; les coefficients
de la matrice ¢,. Alors ¢, est représenté par la matrice («f). Si A est local, dire que
(*) est une présentation minimale de M, c’est dire que les «; ; sont dans I'idéal maximal m

de H. Alors, (*); est une présentation minimale de M, et on obtient bien le résultat
cherché.

Proposition (4.8). — Soit A un anneau régulier. Pour tout A-module de type fini M, on
a des isomorphismes :

Ext{(M,,), A) ~Ext{(M, A,,))  pour tout i.
En effet, nous avons déja vu au chapitre I, § 1, que 'A est plat sur A donc :
Exty (Mg, A) =~ Exty, (M®,'A", 'A") ~ Exty (M, A)®,/A".

Nous avons maintenant le matériel nécessaire pour prouver le théoréme de finitude en
caractéristique p>>o.
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Théoréme (4.9). — Soit R un anneau local régulier de caractéristique p>>o. Soit  un idéal
de R et soit i un entier tels que :

1) Pour toute composante irréductible Y de Spec R[J, on a :<dim Y.

2) 8t U est Pouvert complémentaire du point fermé dans Spec R, alors R[J restreint a U
vérifie S; (condition de Serre).

Alors, si n est la dimension de R, pour tout R-module de type fini M et pour tout entier s >n—i,
les groupes de cohomologie locale HY(M) sont des R-modules artiniens.

Lemme (4.1x0). — Il suffit de prouver que HE(R) est artinien pour s> n—i.

Raisonnons par récurrence descendante, ce que 'on peut faire car Hi(-)=o
pour s>n. Supposons que H(R) est artinien pour s>n—i, et que pour tout R-module
de type fini M, H3(M) est artinien pour s>r>n—i. Soit N un R-module de type fini.
Il existe une suite exacte :

0—-~K—-R*—->N-—o.
On en déduit une suite exacte :
Hg(R‘)—>Hg(N)—>H§+1(K).

Les deux modules extérieurs de cette suite exacte a trois termes étant artiniens, il en
est de méme du module central, et le lemme est démontré.

Comme R est régulier, pour tout entier ¢, J, est un idéal de R. Le systéme
d’idéaux J, définissant la topologie J-adique dans R, on a pour tout entier s,

5(R) =1_i_l§Ext§z(R/3(z) » R).

Lemme (4.1x). — Pour s>n—1, les modules Extj(R/J,, R) sont de longueur finie
pour tout £>o0.

Comme R est régulier, R/J,=(R/J),. D’aprés (4.8), il y a un isomorphisme
Extz((R/J)¢» R) = (Extz(R[J, R))q)-
Comme (1.4.5), (Ext;(R/J, R)), a méme support que Extz(R/J, R), il suffit fina-

lement de montrer que Ext;(R/J, R) est de longueur finie pour s>n—1.
Soit q un idéal premier non maximal de R. On veut prouver que

Exti}q(Rq/ﬁRq, R,)=o0 pour s>n—u1.
On peut évidemment supposer JcCgq, sinon il n’y a pas de probléme. On sait qu’on a
prof(R,/3R,) > inf(z, dim R,/JR,).

Soit czi?f(dim Y,), pour Y; composante irréductible de R/J. Alors la codimension
de R,/JR, dans R est <n—¢, donc dim R, /JR,>dim R;,—(n—¢). On en déduit :
prof(R,/3R,) > inf(z, dim R,— (n—¢)),

donc : dqu(Rq I3R,) <sup(dim R,—12, n—¢),

et comme n—:>dimR—7 et rn—i>n—cg, Extﬁq(Rq/qu,Rq)zo pour s>n—u.
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Lemme (4.12). — Soit E un module dualisant pour R (i.e. une enveloppe injective du corps
résiduel k de R) ; alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1) HY(R) est artinien.

2) Homgy(H4(R), E) est un module de type fini sur le complété Rde R pour Uidéal maximal.

3) Li{rLlHomR(Extﬁ(R [3¢)> R), E) est un R-module de ype fini.

1)<>2) est une dualité classique ([10], exposé IV). L’équivalence 2)<>3) est une
conséquence immédiate de I'isomorphisme de foncteurs : limHom(-, E) ~ Hom(lim -, E).

Lemme (4.13). — Dans la catégorie des R-modules de longueur finie, on a un isomorphisme
de foncteurs :
Homg(-, E) ~ Extj(-, R).

En effet, ces deux foncteurs sont exacts et coincident sur le corps résiduel £ de R.
Cet isomorphisme est de plus canonique ([10], exposé III).

Combinant les deux lemmes précédents, on constate que pour prouver le théoréme,
il suffit de prouver que pour s>n—zi :

lim Exth(Ext;(R /3, R), R)

est un R-module de type fini.
C’est une conséquence immédiate du lemme et de la proposition qui suivent :

Lemme (4.14). — Soit k le corps résiduel de R ; alors le rang résiduel
rang; (k®g Exty (Extz (R /Iy, R), R))
est indépendant de ¢£.
D’apres (4.8), il y a un isomorphisme :
Exth (Extp(R/[Jp, R), R) > (Extr(Extz(R/3, R), R))y)-.

Mais, d’apres (4.7), pour tout R-module de type fini M, et pour tout entier ¢, on a
rang;,(k®g M) =rang,(k®g M) .

Proposition (4.15). — Soit A un anneau local de corps résiduel k. Soit (M,) un systéme
projectif de R-modules de longueur finie, & rangs résiduels bornés (i.e. tels que rang,(k®zM) <C).
Alors im M, est un module de type fini sur le complété A de A pour Pidéal maximal.

N

Pour tout ¢, posons P,=[,r>]l1m(M,,—>M,). Comme les modules M, sont de

longueurs finies, le systéme projectif vérifie la condition de Mittag-Leffler, c’est-a-dire
qu'on a P,=Im(M, —-M,) pour? assez grand. On en déduit rang,(k®,P,) <C pour
tout £. On sait que les modules P, forment un systéme projectif surjectif tel que
limP, =1imM,. On peut donc remplacer le syst¢tme M, par le systéme P,, autrement dit,
H‘ @ . . . 3 .

on peut supposer que le syst¢tme projectif M, est surjectif. Alors la suite (rang,(k®, M,))
est croissante et bornée. Donc en « oubliant » un nombre fini de M,, on peut supposer
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que rang,(k®M,) est constant égal & . C’est-a-dire qu’on peut supposer que les homo-
morphismes surjectifs :

(%) M,—>M, (¢'>?)

définissent des isomorphismes
k® M, 3k®, M,.

Considérons une surjection
An - Ml —0.

On peut alors relever I’application (%) en un diagramme commutatif :
A" —> M, —> 0
\T

M,

En tensorisant par £, on obtient un diagramme commutatif :
P —> ke, M,—> o
2
k@, M,

qui montre que £"—>k®, M, est un isomorphisme, donc que A"—M, est une surjection.
On a donc un diagramme commutatif :

(o)

T

A" — M, — o

I

A" —> M, —> o

Il existe une suite croissante d’entiers ¢(f) tels que si m est I'idéal maximal de A,
on ait m*“M,=o0. On peut donc factoriser le diagramme précédent en un diagramme
commutatif :

o o

I I

A" A"/m‘(’)A”’ —> M, — o

T I

A" — Am@AY — M, — o
Soit K,=Ker((A"/m°(¢) A")—>M,).
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On obtient un systéme projectif de suites exactes :
o_>K,,_>A7)/mC(I)A7I__>M,_>0.

Tous les modules décrits ici étant de longueurs finies, le systéme projectif (K,) vérifie
la condition de Mittag-Leffler.
On obtient donc une suite exacte :

0—1imK,—lim A" /m*) A" lim M, —o.
< < <—

On a donc une surjection de A-modules A"»li_nl M,—>o0 et la proposition est démontrée.

En corollaire du théoréme local de finitude en caractéristique p>o, on obtient
un théoréme global de finitude en caractéristique p, plus fort que le résultat général
conjecturé par Grothendieck. Ce théoréme, ou un résultat assez similaire, a sans doute
déja été démontré par R. Hartshorne, par des méthodes géométriques.

Théoréme (4.16). — Soit X un sous-schéma fermé de Uespace projectif P =Py sur un
corps k de caractéristique p. Soient X; les composantes irréductibles de X, et soit d :i?f dim X;.

Supposons que X est S; avec i<d (i.e. pour tout xeX, prof Ox ,> inf (i, dim 0 ,)).

Alors H(P—X, F) est un k-espace vectoriel de type fini, pour tout faisceau cohérent F
sur P—X, et pour tout entier s>n—i.

De plus, pour les mémes valeurs de s, H'(P—X, F(r)) =0 pour r assez grand.

Ce théoréme se déduit du théoréme (4.9) grace aux propositions (1.%) et (1.8).

5. Sur Pavant-dernier groupe de cohomologie locale

Théoréme (5.1). — Soit R un anneau local régulier complet de dimension d, & corps résiduel
séparablement clos. Soit U Pouvert complémentaire du point fermé dans Spec R, et soit  un idéal
de R, tel que V(I)nU soit connexe de dimension > 1.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) H§(M) est un R-module artinien pour s>d—1 et pour tout R-module de type fini M.

2 HS(R) est un R-module artinien pour s>d—1.
3
4) HY(R)=o0 pour s>d—1.

HO(U Og) est fini sur R, ot U est le complété de U le long de V(3) n U.

) H

)

) H§(M) =o0 pour s>d—1 et pour tout R-module M.

) H

5)

6) L’homomorphisme canonique R—>H°(U Og) est un isomorphisme.

Les conditions 1), 2) et 5) sont équivalentes par (2.3). L’équivalence des condi-
tions 38), 4) et 6) est une conséquence de la suite exacte de (2.2), compte tenu du théoréme
local de Lichtenbaum qui entraine ici H§(-) =o. Comme on a évidemment 6) =5),
il reste a démontrer 5)=6).
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On sait qu'on a :

(%) H(U, 05)= lim 0g,.
zeUNV(J)

Rappelons que si xeUnV(J), et si q, est 'idéal premier de R correspondant a x,

alors Og , est un anneau local, dont le complété est f{;, complété de 'anneau local R,
pour I'idéal q,R, . On en déduit que toutes les fleches apparaissant dans la limite pro-
jective (%) sont injectives.

Lemme (5.2). — Pour tout xeU nV(3), Phomomorphisme H(U, 0%) —0¢,, est injectif.

Il suffit évidemment de montrer que si « est un élément non nul de H°(U, 0%),
son image dans Og , est non nulle pour tout xeUn V(3).

Comme a#o, il existe xeUnV(3) tel que I'image de « dans 0 , soit non nulle.
Soit yeUnV(J), et soient q, et q, les idéaux premiers de R correspondant a x et y.
Comme U n'V(J) est connexe, il existe 2z, ...,2,eUNV(J) ayant pour idéaux premiers
correspondants q,, ..., g, tels que si on considére la suite d’idéaux premiers
Qg5 5 -« -5 Og,5 Gy il y ait toujours une relation d’inclusion entre deux idéaux successifs.
On en déduit que si I'image de « dans Og , est non nulle, alors 'image de « dans Oz,
est non nulle. Le lemme est démontré.

Lemme (5.3). — H(U, Og) est un anneau intégralement clos fini sur R.

Comme pour xeUnV(J), le complété de Op , est un anneau régulier, Og , est
intégralement clos. Soit « un élément du corps des fractions de H*(U, 0g) entier sur
H°(U, 0g). Par (4.2), c’est un élément du corps des fractions de 0%, ,, donc «elg , et
ceci pour tout xeUnV(3). On en déduit que acH'(U, 03). Le fait que H(U, 0p)
est fini sur R n’est rien d’autre que I’hypotheése.

Lemme (5.4). — Spec H(U, 0p) est un revétement étale de Spec R..

Comme R est un anneau régulier, d’apres le théoréme de pureté, il suffit de prouver
que tout idéal premier de hauteur 1 de Panneau A=H"(U, 03) est étale au-dessus de R.
Pour tout xeUnV(J), soit g, 'idéal premier de R correspondant. Posons

—

pzzAn q:c@ﬁ,zzAn quq,,'

Les injections R, — A, < 0g,— R, montrent que p, est étale au-dessus de R.

Comme A= lm 0g,, on a A=
‘< )
zeUNV(Y)
On en déduit que tout idéal premier de hauteur 1 de A est contenu dans un p,.

Comme l’ensemble des points ou le morphisme Spec A—Spec R est étale, est ouvert,
on en déduit que tout idéal premier de hauteur 1 de A est étale au-dessus de R, et le
lemme est démontré.

zevr(})nUA"x'

Mais, comme R est complet a corps résiduel séparablement clos, le seul revétement
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étale connexe de R est R lui-méme, donc ’homomorphisme R-—>H’(U, 0g) est bien
un isomorphisme et le théoréme est démontré.

Corollaire (5.5). — Soit R un anneau local complet régulier de caractéristique p>o, de
dimension d, & corps résiduel séparablement clos. Soit U louvert complémentaire du point fermé
de Spec R, et soit 3 un idéal de R tel que V() n'U soit connexe de dimension>1. Alors :

1) Les foncteurs HE™'(-) et HE(-) sont nuls.

2) 81 U est le complété formel de U le long de V(3) n'U, Phomomorphisme canonique
R—>T(U, Og) est un isomorphisme.

Par le théoréme local de Lichtenbaum Hg(-)=o.

Comme pour toute composante irréductible Y de Spec R/J, ona 1<dimY, en
remplacant § par l'intersection des idéaux premiers le contenant, on peut appliquer
le théoréme local de finitude en caractéristique p (4.9), donc H{ *(R) est un R-module
artinien. Mais par le théoréme (5.1), ceci implique H§ !(-)=o, ainsi que la propriété 2)
qui n’est autre que la propriété 6) de (5.1).

Donnons enfin le corollaire global de ce résultat local.

Corollaire (5.6). — Soit k un corps séparablement clos de caractéristique p. Soit X un sous-
schéma fermé connexe de dimension> 1 de Uespace projectif P=Py. Alors pour tout faisceau quasi-
cohérent F sur P—X, on a

H"~{(P—X, #)=o.

On sait déja par le théoréme de Lichtenbaum que H"(P—X, #)=o0. Tout faisceau
quasi-cohérent étant limite inductive de faisceaux cohérents il suffit de montrer que
H*~1(P—X, #)=o0 pour tout faisceau cohérent F sur P—X. Mais ce résultat se déduit
du résultat local précédent exactement comme le théoréme global de finitude se déduit
du théoréme local de finitude.
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