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DIMENSION PROJECTIVE FINIE
ET COHOMOLOGIE LOCALE

Applications à la démonstration de conjectures
de M. Ausiander, H. Bass et A. Grothendieck
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INTRODUCTION

Les résultats»

La méthode originale introduite dans ce travail consiste à calculer les groupes
de cohomologie locale H^(-), pour un idéal 3 d'un anneau noethérien A, tel que V(3)
soit le support d'un A-module de type fini et de dimension projective finie. Pour atteindre
ce but nous avons allié deux points de vue :

a) le point de vue de M. Ausiander qui consiste à faire une étude fine des modules
de type fini et de dimension projective finie $

b) le point de vue de la cohomologie locale introduit par A. Grothendieck.
Pour voir le lien étroit entre ces deux notions il suffit de connaître l'égalité sui-

vante, due à M. Ausiander :
Soient A un anneau local noethérien, M un A-module de type fini et de dimension

projective finie ; alors

dim proj (M) + prof(M) = prof(A).

En effet, la profondeur est entièrement caractérisée en termes de cohomologie locale.
Cette méthode permet l'approche de deux sortes de problèmes :
— Dans un schéma ambiant avec des singularités on cherche les propriétés des

fermés définis comme supports de modules de dimension projective finie. L'idée générale
de M. Ausiander est que ces fermés se comportent comme les fermés d'un schéma non
singulier. Dans cette direction nous prouvons au chapitre II le théorème suivant, dit
théorème d'intersection :

Soient A un anneau local essentiellement de type fini sur un corps, M un A-module
non nul de dimension projective finie et de type fini, N un A-module de type fini tel
que dim(M®^N)==o; alors: dim(N)^dim. proj(M) (ici dim ( • ) désigne la dimension
de Krull).

Ce théorème d'intersection nous permet de démontrer les deux théorèmes suivants
(cf. chap. II) :

(A) (conjecturé par M. Ausiander). Soient A un anneau local essentiellement
de type fini sur un corps, M un A-module de type fini et de dimension projective finie ;
alors toute suite M-régulière est une suite A-régulière [2].

(B) (conjecturé par H. Bass). Soit A un anneau local essentiellement de type fini

32ô
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50 C . P E S K I N E E T L . S Z P I R O

sur un corps ; alors, pour que A soit un anneau de Gohen-Macaulay, il faut et il suffit
qu'il existe un A-module de type fini non nul, de dimension injective finie [6].

— Quand le schéma ambiant est régulier, on cherche des conditions de finitude
pour la cohomologie des faisceaux cohérents sur un ouvert. Le fermé complémentaire
est bien entendu défini par un idéal de dimension projective finie (théorème des syzygies).
Nous démontrons dans ce sens, au chapitre III, le théorème suivant, dit théorème de
finitude :

Soit X un sous-schéma fermé de l'espace projectif P=P^, où k est un corps de
caractéristique p^>o. Soit d la plus petite des dimensions des composantes irréduc-
tibles de X. Supposons que 0^ vérifie la condition S^ de Serre, avec i^d. Alors, pour tout
entier s^n—i et tout faisceau cohérent y sur P — X :

(i) H^P—X, ^) est un A-espace vectoriel de dimension finie;
(ii) H®(P—X, J^'(%))==o pour tout entier n suffisamment grand.

Cet énoncé avait été conjecturé par A. Grothendieck quand X est localement
intersection complète [10] (cf. aussi [15], chap. III, § 6).

La méthode.

On pourra s'étonner que dans l'énoncé des théorèmes (A) et (B) aussi bien que
dans celui du théorème d'intersection il y ait une hypothèse de finitude sur un corps.
En fait nous prouvons d'abord ces théorèmes pour tous les anneaux de caractéristique
j&>o et nous en déduisons les théorèmes annoncés.

Gomme on veut calculer des groupes de cohomologie locale, la connaissance
d'un seul module de dimension projective finie M, d'annulateur un idéal 3 de l'anneau A
n'est pas suffisante. Il faut connaître une suite M^ de A-modules tels que dp M^= dp M
et tels que les ann(MJ définissent la topologie 3-adique. C'est ce qu'on arrive à faire
pour un anneau A contenant Tp, où p est un nombre premier, grâce au lemme suivant :

cp (pi
Soit o -> Lg -> Lg_i -> . . . -> LI -> LQ une suite exacte de A-modules libres de rang

fini ; alors la suite obtenue en élevant les coefficients des matrices 9^ (pour les bases données
des L,) à la puissance j^-ième, est encore exacte.

Ce lemme permet de démontrer le théorème d'intersection en caractéristique ̂ >o.
En caractéristique nulle, on arrive à se réduire à la caractéristique p>o grâce à un
théorème de comparaison entre la dimension projective sur la fibre générique et sur
la fibre spéciale, d'un module de type fini, sur un anneau qui est essentiellement de
type fini sur un anneau de valuation discrète V, dont l'uniformisante n'est pas diviseur
de zéro dans un certain nombre, fini, de modules de type fini. (Pour plus de détails
voir chap. II, § 2).

Le lemme que nous venons de citer s'interprète de la façon suivante : l'homo-
morphisme de Frobenius est plat dans la « catégorie » des modules de dimension projec-
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DIMENSION PROJECTIVE FINIE ET COHOMOLOGIE LOCALE 51

tive finie. Quand l'anneau est régulier on sait que Phomomorphisme de Frobenius est
plat. D'ailleurs cette propriété caractérise les anneaux réguliers [18]; cette manière de
voir permet la démonstration du théorème de finitude (chap. III, § 4).

On est bien entendu fondé à penser que le théorème d'intersection et ses consé-
quences (A) et (B) sont vrais pour un anneau local nœthérien quelconque, et qu'une
autre méthode permettrait de le démontrer. Ceci est sans doute vrai, mais la seule méthode
qui semble naturelle est de « relever » au sens du chapitre I, § 2, les modules de dimension
projective finie, sur des anneaux réguliers. Malheureusement ce relèvement est impossible
comme il est montré au chapitre I, § 2. Quoi qu'il en soit, nous espérons que le présent
travail convaincra que l'utilisation de la cohomologie locale est un outil très fructueux
pour l'étude du support des modules de dimension projective finie, et que, réciproquement,
la finitude de la dimension projective d'un idéal permet d'obtenir des renseignements
précis sur les groupes de cohomologie locale à support dans le fermé qu'il définit.

L'étude des modules de dimension projective finie, comme outil en géométrie
algébrique, remonte à la théorie des syzygies de Hilbert. Citons l'utilisation récente
qu'en ont faite J.-P. Serre pour analyser les multiplicités d'intersection [23] et M. Ausiander
pour démontrer le théorème de pureté [4]. Dans son théorème de finitude pour un
morphisme d'immersion [10], A. Grothendieck utilise comme techniques essentielles
le théorème de dualité locale et la suite spectrale associée à un module de dimension
projective finie. Nous emploierons ici, systématiquement et simultanément, ces deux
approches.

Indiquons brièvement l'organisation générale de ce travail. Pour plus de détails
le lecteur se reportera aux paragraphes o des trois chapitres.

— Dans le chapitre 1 on développe les propriétés de stabilité des modules de
dimension projective finie qui sont nécessaires pour obtenir les résultats des chapitres
suivants.

— Dans le chapitre II on énonce les questions fondamentales liées aux modules
de type fini et de dimension projective finie. Dans ce contexte, on démontre le théorème
d'intersection et les conjectures de M. Ausiander et H. Bass qui s'en déduisent.

— Dans le chapitre III, on étudie la cohomologie des ouverts P—X d'un espace
projectif P sur un corps, définis comme complémentaires de fermés X ayant de bonnes
propriétés de régularité (non singulier, localement intersection complète, Gohen-
Macaulay, condition S^ de Serre). Pour ce faire, nous utilisons l'anneau local du sommet
du cône au-dessus de l'espace projectif P. En fait, nous prouvons des résultats locaux
plus généraux que les énoncés globaux qui leur correspondent. Nous démontrons enfin,
dans le cas local connexe, que l'annulation de l'avant-dernier groupe de cohomologie
locale est équivalente à sa finitude.

Nous tenons ici à remercier très vivement M. Ausiander, avec qui nous avons eu,
à l'Université de Brandeis en 1968-1969, des conversations très enrichissantes, et qui
nous a pratiquement permis de mener à bien ces recherches. Nous remercions aussi
P. Samuel qui a bien voulu être notre directeur de recherches, ainsi que Daniel Ferrand
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et Michel Raynaud qui, au long de discussions, nous ont permis d'aiguiser notre réflexion.
Cet article a été réalisé pendant que les auteurs travaillaient pour les institutions
suivantes : Faculté des Sciences de Paris, Faculté des Sciences d'Orsay, Brandeis Uni-
versity (Waltham (Mass.) U.S.A.), G.N.R.S., NFS GP 8398.

Un preprint recouvrant une partie des chapitres 1 et II a été réalisé au Départe-
ment de mathématiques de Brandeis University et un autre du chapitre III dans les
preprint séries de l'Université d'Oslo.

Le 3 février 1971.
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CHAPITRE 1

CONSTRUCTIONS DE MODULES
DE DIMENSION PROJEGTIVE FINIE

o. Introduction

Le présent chapitre est entièrement algébrique, et développe certaines propriétés
des modules de dimension projective finie. Le but de tout ce travail est le calcul de
groupes de cohomologie locale à support égal à celui d'un module de dimension projective
finie. Une certaine habitude des groupes de cohomologie locale montre que la connais-
sance d'un seul tel module ne semble pas suffisante. On peut s'en convaincre en regardant
l'expression

H3(M)=l™Extl(A/3n, A)
n

où 3 est un idéal de l'anneau A. Le foncteur de Frobenius (§ 7) permet la construction
de suffisamment de tels modules en caractéristiques p>o.

Les § 2 et 3 sont des variations sur le thème : les modules de type fini et de dimension
projective finie se comportent-ils comme les modules de type fini sur un anneau régulier ?
Au § 2 on voit que l'étude des premiers ne se ramène pas à celle des derniers (contre-
exemple au relèvement). On verra cependant au chapitre II que la formule de la
dimension des intersections a un analogue.

Les § 4 et § 5 montrent que pratiquement l'étude des modules de type fini et de
dimension injective finie se ramène à celle des modules de type fini et de dimension
projective finie.

Enfin, au § 6, le théorème d'approximation d'Artin [i], permet d'approcher
un module de dimension projective finie sur A, par un module de dimension projective
finie sur le hensélisé A d'un anneau A satisfaisant aux hypothèses du théorème d'Artin.
Le fait le plus remarquable est que la dimension projective de l'approchant est égale
à la dimension projective de l'approché, et donc que leurs profondeurs sont égales.

i. Le foncteur de Frobenius

Définition (1 .1 ) . — On dira qu^un anneau A est de caractéristique p, où p est premier, s^il
existe une injection Z/^Z->A qui est un homomorphisme d9 anneaux.

Soit A un anneau de caractéristique p>o. L'endomorphisme /:A-^A défini
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54 C . P E S K I N E E T L . S Z P I R O

par f(x)=xp pour tout x est un homomorphisme d'anneau, appelé homomorphisme
de Frobenius. Notons (A la bi-A-algèbre A munie de la structure de A-algèbre à gauche
définie par/, et de la structure de A-algèbre à droite définie par l'identité. C'est-à-dire
que pour oceA et x^A, on a a.A: ==00^ et ^.a==A:a.

Considérons la catégorie £ des A-modules.

Définition (1.2). — On appelle fondeur de Frobenius, le fondeur F de (£ dans (î défini
par F(-)==-®^/A muni de la structure de droite. Plus précisément, pour tout A-module M, on
a F(M)=M®^fA, muni de la structure de A-module donnée par la structure de A-algèbre à
droite de ÎA.

Exemples (1.3) :

a) F(A)=A.
b) Si a^ est la multiplication par x dans A, alors F(aJ = a^.
c ) Soient n et m des entiers positifs, et soit 9 : A^-^A^ un homomorphisme. Si (<py)

est une matrice représentant 9, alors F(<p) est représentée par (9^.).
d ) Soit 3 un idéal de A et {x-^, ..., Xg) un système de générateurs de 3? alors

F(A/3) == A/3p où 3p est l'idéal engendré par ^, .... ̂ .

Proposition (1.4). — Le fondeur F commute à la localisation en un idéal premier. Autrement
dit, pour tout idéal premier p de A, on a un isomorphisme défendeurs :

F(.)^A^F(.(^A,).

Remarquons qu'à l'homomorphisme de Frobenius f:A->A correspond un
morphisme entier de schémas affines /: spec A->spec A qui induit l'identité sur les
ensembles sous-jacents. On en déduit Ap^^/A^A^Ap, donc l'isomorphisme annoncé
d'après la définition de F.

Proposition (1.5). — Pour tout A-module M, on a supp F (M) csupp M. De plus, si M
est de type fini, on a supp F (M) = supp M.

La première partie de la proposition est une conséquence immédiate de (1.4). De
plus, toujours d'après (i .4)3 pour démontrer la deuxième partie, il suffit de montrer que
lorsque A est local et M est un A-module non nul de type fini, alors F(M)+o. Mais
alors, si m est l'idéal maximal de A, on sait qu'il existe une surjection M—^A/m-^o.
On en déduit une surjection F(M)-^F(A/m)->o. Mais d'après l'exemple (1.3), d ) ,
F(A/m)=t=o, donc F(M)=[=o.

(1.6) Dans cette section notre but est de montrer que le foncteur de Frobenius
se comporte bien, plus précisément est exact, dans la catégorie des modules de type
fini et de dimension projective finie.

Remarquons d'ailleurs que lorsque A est régulier, il est élémentaire de prouver
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DIMENSION PROJECTIVE FINIE ET COHOMOLOGIE LOCALE 55

que le morphisme de Frobenius est plat. On a en fait le théorème général suivant dû
à Kunz [18].

Théorème. — Soit A un anneau noethêrien de caractéristique p^>o. Alors pour que A soit
régulier^ il faut et il suffit que le morphisme de Frobenius soit platy i.e. que le fondeur de Frobenius
soit exact.

Théorème (1.7). — Soit A un anneau noethêrien de caractéristique p>o. Soit M un
A-module de type fini et de dimension projective finie. Alors, Toif(M, /À)==o pour i^ i, et
F (M) est un A-module de type fini et de dimension projective finie, tel que pour tout idéal premier p
de A on ait

dpA,((F(M)),)=dp^(M,).

On utilisera le résultat suivant :

Lemme d^acyclicité (1.8). — Soit A un anneau local noethêrien. Considérons un complexe
fini de A-modules de type fini o->Lg->Lg_i->"... ->-Li-^Lo->o. Supposons que pour tout entier
i>o, on ait :

1) prof(L,)^i;
2) prof(H,(L))=o ou H,(L)=o.
Alors, H^(LJ==o pour i^i.
On peut évidemment supposer s ' ^ 1 , sinon il n'y a rien à prouver.
Pour i^s, posons S,=Goker(L,_(.i-^LJ. Par une récurrence descendante, on

va prouver que pour i^z^.y, on a profS^i et H^(LJ==o.
Remarquons qu'on a S, ==1.33 donc profSg^^. De plus, comme H^L.) ̂ L^,

on ne peut avoir prof(Hg(L.))==o, Donc, Hg(LJ=o.
Supposons maintenant prof(S^)^i et H^(L.)==o pour î>r, avec i^r<s. On

a alors une suite exacte :

(*) o->S,.n~>L,-^S,->o.

Soit m l'idéal maximal de A; la suite exacte donnée par le foncteur H^(-) et ses dérivés,
appliqués à (*), prouve que H^(Sy)=o pour e<r, donc que prof(S^)^r. Soit K,. le
noyau de la flèche Ly-^L^_i. On a une suite exacte o-^S^i-^Ky->Hy(L.)-^o. Comme
K^^L,., on a profKy^i. Mais alors, toujours par la suite exacte de cohomologie
locale, profH,.(LJ==o implique prof(S,..^)=i. Mais comme r+i^2, nous savons
que prof(Sy+i) ^2, on en déduit H^(LJ==o, et le lemme est démontré.

Corollaire (1.9). — Soit A un anneau local noethêrien de profondeur r.
Soit o->Lg->... ->Lo-^o un complexe de A-modules libres de type fini, avec s^r. Les

conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Pour i^î, les A-modules H^(LJ sont de longueur finie.
(ii) Pour î>i, on a H((L.)==O.
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56 C . P E S K I N E E T L . S Z P I R O

Le corollaire suivant nous a été communiqué, avec une démonstration différente,
par M. Ausiander. Dans le contexte de ce paragraphe, il a l'intérêt de bien éclairer la
preuve du théorème (1.7).

Corollaire (1.10). — Soit 9 : A-^B un homomorphisme Panneaux noethériens. Soit M
un A-module de type fini et de dimension projective finie. Supposons que pour tout idéal premier p
de^^appartenant au support de M®^? on ait prof(Bp)^ prof(Aç-i^). Alors Tor^(M, B)==o,
pour tout entier i^ i, et M®^B est un B-module de dimension projective finie.

Réciproquement, si A est local d'idéal maximal m, et si pour tout A-module M de type fini
et de dimension projective finie, Tor^(M,B)==o pour î>i, alors', pour tout idéal premier p
au-dessus de m, on a prof Bp> prof A.

La réciproque ne présente pas de difficulté. Soit j^, ...,jÇ une A-suite régulière.
Le complexe de Koszul, sur A, associé à la suite j^, ... ,jÇ, est exact. Ce complexe étant
fonctoriel, Tor^(A/(j^, ...,^,), Bp)==o implique que le complexe de Koszul, sur Bp,
associé à la suite j^, • • • 5 Y,. 5 est exact, donc que cette suite est Bp-régulière.

Démontrons maintenant la proposition directe. Supposons que les Tor^(M, B)
ne soient pas tous nuls. Soit alors p un idéal premier de B qui est minimal dans la réunion
des supports des B-modules Tor^(M, B) pour i^i. Soit q=(p~ l(p). Considérons une
résolution libre minimale (L^) duAq-module M(? de dimension projective finie. Appliquons
au complexe (L^) le foncteur • ®^ Bp. On obtient un complexe de Bp-modules libres
admettant (Tor^M^, B^)), pour homologie. D'après le choix de p, cette homologie
est de longueur finie en degré ^ i. Mais (L^) étant une résolution minimale de M^ sur A(?
la longueur du complexe (L,) est égale à dp^ Mq, donc inférieure ou égale à la profondeur
de A^. Gomme prof (Aq)<; prof (Bp), on en déduit que la longueur du complexe
(L^®^ Bp) est inférieure ou égale à profBp. Par (1.9), cela implique H^L.O^ Bp)==o
pour i^î, c'est-à-dire Tor^Mq, Bp)==o pour z^ i, et on a la contradiction cherchée.

Démonstration du théorème (1.7).
On sait que le morphisme de Frobenius f induit l'identité sur les spectres,

c'est-à-dire que pour tout idéal premier p de A, on a /~ l(p)=p. D'après (1.10), on
a donc Tor^(M, ^A) == o pour tout i^i, et M®^/A est un ^A-module de type fini
et de dimension projective finie. Autrement dit, F (M) est un A-module de type fini
et de dimension projective finie.

Remarquons de plus que si A est local d'idéal maximal m, et (LJ une résolution
libre de M, alors pour que L, soit une résolution minimale, il faut et il suffit que F(LJ
soit une résolution minimale de F (M). En effet, posons L^A^', et considérons le
complexe exact :

(^\ o -> A^ -^ A^-1 -> ... -^ A71 -4- A^ -^ M -> o.

Représentons les applications <p^, i= i, ..., s, par des matrices (ç^^). Dire que (*) est
une résolution minimale, c'est dire que pour tous i, n, m, l'élément cp^™ appartient à
l'idéal maximal m de A. Mais alors F((*)) peut s'écrire :
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o -> A^A A^-i -> ... -> A^ (çp^ A^ -> F(M) -> o,

où, d'après l'exemple (1.3),^, pour tout i == i, ..., s, l'application (<p,)p est représentée
par la matrice (((p^"1)^). On a évidemment (p^emo {^^em, donc

(LJ résolution minimale de MoF(LJ résolution minimale de F(M).

On sait que le foncteur de Frobenius commute à la localisation, on en déduit donc
la fin du théorème, c'est-à-dire que pour tout idéal premier p de A, on a

dp^(F(M))p=dp^(Mp).

Corollaire ( 1 . 1 1 ) . — Soit A un anneau local noethérien de caractéristique p^>o, et soit m
son idéal maximal. Soit L un A-module libre de type fini, et soit K. un sous-module de L. Supposons
que K soit de dimension projectiue finie. Alors, il existe une suite de sous-modules K, de L tels que :

1) Ko==K,
2) pour tout idéal premier p de A, on a dp^ (L/K^)p=dp^ (L/K)p,
3) si KcmL, alors K^cm^L pour tout i^o.

On pose M=L/K, et on prend K^KerÇF^L)-> P(M)). Comme F^L^L,
on remarque que K^ est bien un sous-module de L. La condition i) est évidente. La
condition 2) ne fait que traduire le théorème ( i. 7). La condition 3) se démontre en considé"

m

rant une présentation finie Li->L->M->o de M. Dire que K^mL, c'est dire qu'une
matrice représentant 9 a ses coefficients dans m. Mais alors, pour tout i, d'après (1.3),^,
une matrice représentant F^ç) aura ses coefficients dans m^1. Dans le cas particulier
où L = A et où K est un idéal de dimension projective finie, on a un résultat plus fort
qui sera particulièrement intéressant pour calculer, plus précisément qu'au moyen du
résultat précédent, la cohomologie locale à support dans le fermé défini par un idéal
de dimension projective finie.

Corollaire (1 .12) . — Soit A un anneau noethérien de caractéristique p>o. Soit^ un idéal
de A, de dimension projective finie. Alors, il existe une suite décroissante d9 idéaux (3n) de A, défi-
nissant sur A la même topologie que la topologie ^-adique, et tels qui? en tout idéal premier p de A,
on ait dp^(A/3Jp=dp^(A/3) pour tout n^o.

En effet, on prend simplement comme précédemment ^^Ke^F^A) -> F^A/^)).
Gomme F"(A) =A, on applique le théorème (i .7), et il reste seulement à vérifier que
les idéaux 3^ définissent la même topologie que la topologie 3-adique, dans A. Mais on a
vu (i . 3), d ) , que si x^ , . . . , x^ est un système de générateurs de 3, alors 3n= (^f"? • • • ? ^F)-
On a évidemment 3nCy, et 3^33^", et le corollaire est démontré.

Terminons cette section en donnant une forme plus imagée du théorème (1.7).
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Théorème (i.^bis) (1.13). — Soit A un anneau noethérien de caractéristique p>o.
Considérons un complexe exact de A-modules libres de type fini

T vs r T çpl To -> L, -^ L,_i -> . . . -> LI -> Le.

cotons ^ n m ^es coefficients des matrices représentant les q^ ^o^r des bases données des L^.
Soit (p^ /a matrice dont les coefficients sont <??„ ̂ ; alors le complexe

<p(^) cp^) (p^)
o^L^L^-^...->L,- l->Lo

^ ^ac<.

2. Contre-exemple au relèvement

Définition (2.1). — Soient R un anneau local régulier, et A un quotient de R. Soit M un
A-module de type fini et de dimension projective finie. On dit que M se relève à R, s^il existe un
R-module de type fini N tel que MC^A®RN, et que TorJ^A, N)==o pour i^i.

Remarque 1 : Ceci revient à dire que l'on obtient une résolution projective de M
sur A, en tensorisant une résolution projective de N sur R par A.

Remarque 2 : Les modules de dimension projective ^ i se relèvent.

Rappelons qu'on dit qu'un A-module M de type fini et de dimension projective
finie est rigide, s'il vérifie la « conjecture des Tors », autrement dit, si, pour un A-module Q^
et un entier r, on a Tor^(M, QJ==o, alors Tor^(M, Q.)=o pour i>r. On sait que sur
un anneau régulier tout module de type fini est rigide [2] [19]. On en déduit la propo-
sition suivante qui dit bien pourquoi le problème du relèvement se pose dans le cadre
des questions étudiées ici.

Proposition (2.2). — Soit A un anneau local quotient d^un anneau régulier R. Si un
A-module M, de type fini et de dimension projective finie, se relève à R, alors M est rigide,

Nous reviendrons au chapitre II sur la question de la rigidité et ses conséquences.
Notre intention est de montrer qu'on peut construire des A-modules de type fini

et de dimension projective finie qui ne se relèvent pas à un anneau régulier.

Proposition (2.3). — Soit A un anneau local quotient (Tun anneau régulier local R. Soit r
un entier ^ 2, et soit M un A-module de type fini et de dimension projective r. On suppose que M est
r-sphérique, c7 est-à-dire que Ext^(M, A)==o pour i=^o, r. Alors, si M. se relève à R, le A-module
Ext^(M, A) est de dimension projective finie et se relève à R.

En effet, soit N un R-module de type fini relevant M. Considérons la suite spectrale :
Exti(Tor^(N,A),A)=E|^,

dont l'aboutissement est Ext^(N,A). Comme TorJ^N^^^o pour z+o, elle dégé-
nère, et on obtient des isomorphismes :

Ext|(N®RA, A) ̂  Extg(N, A).
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Mais, comme N^A^M, et comme M est r-sphérique, on en déduit Extg(N, A)==o
pour p =t= o, r.

Gela implique, en premier lieu, que N est de dimension projective r, donc que :

ExtI(M, A) ̂  Ext^N, A) ̂  Ext^N, R) e^A.

Pour démontrer que Ext^(M, A) est un A-module de dimension projective finie qui
se relève à R, il suffira donc de montrer que TorJ^Ext^N, R), A)=o pour i^ i. Mais
nous savons que sur un anneau régulier tout module de type fini est rigide, donc Ext^(N, R)
est un R-module rigide, et il suffit de démontrer que Torf^Ext^N, R), A) ==o. Soit 3
l'idéal de R tel que A == R/3. Considérons le diagramme commutatif suivant où les
lignes sont exactes :

Ext^-^N, A) - Ext^N, 3) -> Ext^N, R) -> Ext^N, A) -> o

l l l
Ext^N, R) 0^3 -> Ext^N, R) ̂ ^R -> Ext^N, R) ®^A -> o.

Gomme on a vu que Ext^^N, A) =o, on a une suite exacte :

o -> Ext^N, R) ®R,3 -> Ext^N, R) ®RR -^ Ext^N, R) ̂ A -> o,

qui prouve bien que Tor^Ext^N, R), A) ==o.

Pour construire un contre-exemple au relèvement, il suffira donc de construire
un A-module r-sphérique Q^tel que Ext^(Q,, A) ne soit pas de dimension projective finie.
Pour cela nous utiliserons une technique de M. Ausiander sur laquelle on trouvera plus
de détails dans [22], chapitre II, § 3.

Proposition (2.4). — Soit A un anneau locale et soit s un entier inférieur ou égal à prof A.
Soit M un A-module de type fini tel que grade M^J. Alors, il existe un A-module N de type fini et
s-sphérique (i.e. tel que dpN==^ et ExtJ[(N, A) ==o pour i^=o,s) tel que Extj[(N, A) ̂  M.
De plus, si N' est un A-module de type fini de dimension projective s, et si T] est un homomorphisme de
Ext^(N'.A) dans Extj[(N,A), il existe un homomorphisme 9 : N->N' tel que 7î==Extj[((p, A).

En effet, considérons une résolution projective de longueur s de M :

(*) Lg->Lg_i->... ->Li->Lo->M->o.

Dire que grade M^, c'est dire que Ext^(M, A) ==o pour i<s, donc c'est dire que la
suite o-^L^-^L^->. . . -^L^L^-^-L^ est exacte (où -^ dénote le foncteur Hom^(-, A)).
Soit N==coker(L7-i->L^). On a évidemment dpN^^. En appliquant le foncteur
Hom^( •, A) à la résolution projective de N :

o->L^-^L^->... ->L^_i-^L^-->N->o,

on obtient (*), et on voit que ExtJ[(N, A) ==o pour i+o, s et que Ext^(N, A) =M. La
première partie de la proposition est donc démontrée.
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Considérons maintenant une résolution projective de N' :

o->P^P,_,->... -^p^p^N'-^o.

Appliquons au complexe P. le fbncteur Hom^-, A). On obtient un complexe P." tel que
coker(P;L^P;)=Extl(N',A). Le morphisme Extl(N', A)->Extl(N, A) induit natu-
rellement un morphisme du complexe de modules projectifs P." dans toute résolution pro-
jective de Extj[(N, A), en particulier dans L., envoyant P^ dans L^_,. En appliquant de
nouveau le fbncteur Hom^(-,A), on trouve un morphisme de complexes LT'-»P.
(envoyant L^ dans Pg_J, donc en passant à l'homologie, un morphisme 9 : N->N' qui
par construction a la propriété voulue.

Corollaire (2.5). — Soit A un anneau local de profondeur ^2 quotient d'un anneau local
régulier^ Si tout A-module de type fini de dimension projective finie se relève à R, alors A est régulier.

En effet, on considère le corps résiduel k de A qui est évidemment de grade ^2.
D'après la proposition précédente, il existe un A-module M, 2-sphérique, tel que
Ext^(M, A) ==k. Mais alors d'après (2.3), comme M se relève et est 2-sphérique, k est
de dimension projective finie sur A, donc A est régulier.

3. Structure des idéaux de dimension projective un (1)

Notre intention est de montrer que sur un anneau local, tout idéal de dimension
projective un est, à une multiplication par un élément régulier près, un idéal détermi-
nantiel. En corollaire, on verra que si l'anneau local est quotient d'un anneau régulier,
un idéal de dimension projective un se relève en un idéal de l'anneau régulier.

On utilisera un lemme technique préliminaire.
Considérons un anneau nœthérien A. Gomme précédemment, nous noterons • " le

fbncteur Hom^( •, A).

Lemme (3.1). — Soit ^ : An-^An+l un homomorphisme de A-modules libres de type fini.
Soit ^: (A^^r-^A^ son dual. Soit A^ : A^A^^A^W la puissance extérieure
n-ième de 9^. Un choix de bases pour An+l et A71 donne un isomorphisme A^A^^" ̂  An+l. On
en déduit un complexe :

o^A^A^^A,

qui est exact si et seulement si l'image de A^" dans A définit un fermé, de spec A, de grade ^2
(i.e. ne contenant aucun idéal premier p de A tel que profAp^ i).

Montrons d'abord l'existence du complexe. Pour ceci, considérons ç comme

(1) Le théorème (3.3) de ce paragraphe nous a été communiqué dans le cas d'un anneau factoriel par
D. A. Buschbaum (cf. [24]).
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une matrice ç^ à (72+1) lignes et n colonnes. Alors A^^ est une matrice à i ligne et
(?î+i) colonnes dont les coefficients o^ sont les déterminants des matrices carrées
(?ij)»+s affectés du signe (— i)8 . Considérons alors le produit de matrices A^^ocp.
Multiplier une colonne de 9 par la ligne A^^, c'est développer un déterminant
d'ordre {n + i) ayant deux colonnes égales, ce qui prouve bien que A^^ o<p == o. Pour
démontrer l'équivalence annoncée, nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant :

Proposition (3.2). — Les conoyaux de <p^ et de A"^ ont même support,

En effet, dire qu'un idéal premier n'est pas dans le support du conoyau de 9^,
c'est dire que <p"®Ap : (A^T-^AT est surjectif. C'est donc dire qu'il existe un
mineur d'ordre n de la matrice <p^ qui n'est pas contenu dans p. Mais comme l'image
de A"^ dans A est l'idéal engendré par les mineurs d'ordre n de <p^, c'est bien dire
que A^^Ap est surjectif, donc que p n'est pas dans le support du conoyau de A"9^'.

Revenons au lemme, et supposons que le complexe o->An-^•An+l —^ A soit
exact. Soit A/ÎÏ le conoyau de A"^. Alors le conoyau de <p^ est Extj[(A/9I, A).
Gomme A/SÏ est par hypothèse de dimension projective finie, pour tout idéal premier
p de A tel que profAp^i, Ay/ÎIAp est, soit nul, soit de dimension projective ^i.
Donc Extj[ (Ap/StAy, Ay) ==o. Autrement dit Ext^(A/?I, A) est de grade ̂ 2, et
d'après la proposition (3.2) A/îl aussi.

Réciproquement, soit toujours A/ÎI le conoyau de A^^. Supposons grade A/ÎI>2.
Alors, les groupes de cohomologie locale H^(A) et H|((A) sont nuls. Posons X==Spec A
et U==X—V(ÎI). D'après la proposition (3.2)5 <p^|U est surjective. Soit oSf son noyau.
On a donc une suite exacte de faisceaux sur U :

(*) o^^^W^^W 0.

Cette suite exacte montre que oS? est un faisceau inversible sur U, et qu'on a

S^ (A^^ÇA^^n,

donc oSf^^y. Le foncteur F(U, •) appliqué à (*) donne une suite exacte :

(**) o -> A -> (A^)" ̂  (AT-

Revenons maintenant au complexe :

A^A^^A,

qui donne, en dualisant, un complexe :

A-^ï (A714-1)' -^ (AT.
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En comparant ce dernier complexe à la suite exacte (**), on obtient un diagramme
commutatif :

A ̂  (A^F -^ (AT

o —> A —> (A^)" -^-> (AT

dans lequel la deuxième ligne est exacte.
En dualisant à nouveau, on trouve un diagramme commutatif :

A" -̂ > A^1 ^X A

o —> A" -"-> A^ —> A

Comme le conoyau Ext^A/ît, A) de <p^ est de grade ^ 2, la deuxième ligne de
ce dernier diagramme est exacte, ce qui prouve déjà que <p est injective. Tout A-homo-
morphisme de A étant une multiplication, soit/T élément de A correspondant à la dernière
flèche verticale du diagramme. Le diagramme montre qu'on a SI cfA. Si f n'est pas
inversible, y est contenu dans un idéal premier de hauteur i, ce qui est contraire à l'hypo-
thèse grade A/SI ̂ 2. Donc/ est inversible, et l'exactitude de la deuxième ligne du
diagramme implique l'exactitude de la première, ce que nous voulions montrer.

Théorème (3.3). — Soit A un anneau local noethérien. Une condition nécessaire et suffisante
pour qu'un idéal 3 de A soit de dimension projective i, est qu'il existe un entier n, une matrice
correspondant à un homomorphisme 9 : A^-^A"1'^1 et un élément/de A non diviseur de o dans A,
tels que^ si 3' est V idéal de A engendré par les mineurs f ordre n de la matrice^ on ait grade A/3'^ 2,

et 3=/3'.
Ce théorème est une conséquence directe du lemme (3.1). Remarquons d'abord

que si à un homomorphisme <p : A^^A1'1"1 correspond une matrice dont les mineurs
d'ordre n engendrent un idéal 3' ^1 q116 grade A/3'^2, alors d'après le lemme (3.1),
il y a une suite exacte :

o -̂  An -^ A^1 ̂  A -> A/g' -> o.

Donc 3' est un idéal de dimension projective i et bien entendu/3' aussi, pour tout
élément / de A, non diviseur de o.

Réciproquement, soit :

(*) o -> A1 -^ A^1 -^ A -> A/3 ~> o,

une résolution projective de A/3. On peut voir comme dans la démonstration du
lemme (3.1) que grade(Ext^(A/3,A))^2. On en déduit que <p^ a un conoyau
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de gradées, et par la proposition (3.2) que A^^ a un conoyau de gradées. Le
lemme (3.1) dit alors qu'on a une suite exacte :

A"<p'(**) o -> An -^ A^ -^ A -> A/3' -> o,

en posant A/3' == coker A"^.
En dualisant (*) et (**), on peut construire un diagramme commutatif :

J^> An+l -^A A" Extl(A/3, A)

A»<p ^nA A"4-1 Exti(A/3', A)

où la deuxième ligne est exacte, car grade A/3'^2. Tout A-homomorphisme de A étant
une multiplication par un élément, ce diagramme montre que l'isomorphisme entre
3' et 3 qu'on obtient en comparant (*) et (**), provient d'une multiplication dans A,
autrement dit qu'on a 3 ==/3' ? pour un élément f de A. Il reste à démontrer que /
n'est pas diviseur de o dans A. Mais puisque la multiplication par f définit un isomor-
phisme entre 3' et 3? la restriction de la multiplication par/à 3' est injective. Comme
grade A/3'^2, 3' contient au moins un élément régulier dans A, donc 3' contient un
sous-module isomorphe à A, sur lequel la multiplication par f sera a fortiori injective.
Finalement, f est bien régulier dans A et le théorème est démontré.

Remarque. — Le fait que A est local n'a été utilisé dans cette démonstration que
pour dire qu'un idéal de dimension projective i admet une résolution libre de longueur i,
ce qui, bien sûr, peut être vrai dans des cas plus généraux.

Corollaire (3.4). — Soit A un anneau local noethérien quotient fun anneau local régulier R.
Soit^ un idéal de dimension projective i de A. Alors il existe un idéal 3 de R de dimension projective i
relevant 3 (i.e. tel que 3®^A==y et Tor^S, A)=o).

En effet, d'après le théorème (3.2), il suffit de démontrer le cas où A/3 admet une
résolution libre sur A, de la forme :

(*) A"^o -> A" -> A^1 —> A -> A/3 -> o.

Soit 0 une matrice à coefficients dans R, relevant la matrice 9.
D'après le lemme (3.1)5 on a un complexe de R-modules :

(**) o -> K1 ̂  R^1 ̂  R -> R/3 -> o,

où R/3 est le conoyau de A^". Toujours d'après (3.1), pour prouver que (**) est
exact, il suffit de prouver que R/3 est de grade ̂ 2 dans R. Dans un anneau régulier,
le grade est égal à la codimension. On sait [23] qu'on a :

codiniR(R/3) + codim^A) ̂  codmiR(A/3).
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Mais, grade^(A/3) ̂  2 implique :

codiniR(A/3) ̂  codim^(A) + 2.

Donc, on a codim^R/S)^ 2, ce que nous voulions montrer. Finalement, (**) est bien
exact, et dire qu'il reste exact après tensorisation par A, c'est dire que R/3 relève A/3,
donc que l'idéal 3 relève 3.

4. Modules de type fini et de dimension injective finie

Dans cette section, nous nous proposons de mettre en évidence trois propriétés
importantes des modules de type fini de dimension injective finie sur un anneau local
nœthérien.

Pour ceci, nous rappellerons d'abord les résultats démontrés par H. Bass dans [6].
Nous donnerons ensuite quelques exemples pour éclairer le problème. Enfin, si T est
un module non nul de type fini et de dimension injective finie sur un anneau local
nœthérien A, nous montrerons que T possède les trois propriétés suivantes, dont les deux
premières apparaîtront de façon primordiale dans le chapitre II, pour démontrer une
conjecture de H. Bass.

a) grade T+dimT== prof A. Cette situation est minimale, car pour tout A-module
de type fini M, on a prof A ̂  grade T +dim T< dim A.

b) Si À est le complété de A, il existe un À-module de type fini et de dimension
projective finie ayant même support que T.

c ) On a le théorème suivant, du type Hilbert-Serre : pour tout A-module de
type fini M, on a la relation :

profM+sup{î, tel que Exti(M, T) 4=0}= prof A.

Rappelons la conjecture centrale de H. Bass, que nous démontrerons dans le chapitre II,
pour les anneaux locaux de la géométrie algébrique :

S9 il existe un A-module non nul de type fini et de dimension injective finie', alors A est un anneau
de Cohen-Macaulay.

a) et b) montrent que la conjecture suivante de M. Ausiander implique la conjec-
ture de Bass :

Pour tout A-module M de type fini et de dimension projective finie, on a

grade M + dim M == dim A.

Remarquons, enfin, à propos du résultat c ) , qu'il conduit naturellement à chercher un
A-module de profondeur aussi grande que possible, et en particulier que si on peut
trouver un A-module de type fini de profondeur égale à la dimension de l'anneau (ce
qu'on peut faire pour les anneaux de dimension ^2), alors l'existence de T entraîne
que A est de Gohen-Macaulay.
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Proposition (Bass) (4.1). — Soit A un anneau noethérien local. Pour tout A-module T non
nul de type fini et de dimension injective finie, on a dim.inj T=profA.

Ce résultat se déduit directement des deux lemmes suivants que nous ne prouverons
pas.

Lemme (4.2 ). — Si i== dim. inj T, on a Ext[{k, T) =(= o, où k est le corps résiduel de A.

Lemme (4.3). — Si r==profA, et si M est un A-module de type fini et de dimension projec-
tive r, on a Ext^(M, N) + o pour tout A-module de type fini N.

Proposition (Bass) (4.4). — Soit T un module de type fini sur un anneau local noethérien A.
Soit (E") une résolution injective minimale de T. Alors, pour tout i, on a

^eiL^^^/P)-

où E(A/p) est une enveloppe injective de A/p, et où ^(p, T)=dim^ExtJ[ (A;(p), Tp).

Proposition (Bass) (4.5). — Soit M un module de type fini sur un anneau local noethérien A,
et soient p et q deux idéaux premiers successifs de A (i.e. tels que pcq et dim A /pA =i).
Alors, si ^(p,M)+o, on a ^+l(q,M)4 :o.

Exemples de modules de type fini de dimension injective finie (4.6).
A) Pour qu'un anneau local R soit régulier, il faut et il suffit que tout R-module

de type fini soit de dimension injective finie. En fait, il suffit que son corps résiduel soit
de dimension injective finie.

B) Soit A un anneau local de Gorenstein {i.e., tel que si m est l'idéal maximal de A,
on ait H^(A)=o pour i^n==dimA et que H^(A) soit injectif). Alors tout A-module
de dimension projective finie est de dimension injective finie et réciproquement.

G) Soit A un anneau local de Cohen-Macaulay, quotient d'un anneau local
régulier R. Alors, si s est la codimension de A dans R, le A-module Ext^A, R) est de
type fini et de dimension injective finie. Soit E un module dualisant pour A (i.e. une
enveloppe injective du corps résiduel À; de A), et soient n la dimension de A et m l'idéal
maximal de A; alors on sait que Hom^(H^(A), E) est isomorphe au complété de
Ext^A, R), et que ce A-module que nous noterons OPÇA) est indépendant du plongement
régulier.

Proposition (4.7). — Soit A un anneau local noethérien, et soit T un A-module de type fini
et de dimension injective finie. Alors, pour tout idéal premier p du support de T, on a :

dim A/p + prof Ay = prof A.

Soit p un idéal premier de A tel que Tp=t=o. D'après (4.1), on a

dim. inj^Tp== prof Ap.
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Soit ^==profAp. On a alors Extj[ (A(p), Tp)=)=o, autrement dit (Ji,(p, T)4=o. Soit m
l'idéal maximal de A, et soit û?==dimA/p. Par (4.5), on a (Ji^(m, T) =(=o. On en déduit
évidemment dim A/p-|-prof Ap^: prof A. Mais compte tenu du fait que

profAp^grade^A/p,

la proposition sera une conséquence immédiate du lemme général suivant.

Lemme (4.8). — Pour tout module de type fini M sur un anneau local noethérien A, on a
la double inégalité :

prof A ̂  grade M+dim M^ dim A.

Soit p un idéal premier du support de M tel que dim A/p = dim M. On a évidem-
ment dim Ay + dim A/p ̂  dim A. Mais comme grade M ̂  prof \ ̂  dim Ap, on en
déduit immédiatement l'inégalité de droite.

Prouvons l'inégalité de gauche par récurrence sur grade M.
Dire que grade M =o, c'est dire que inf (profA)==o, donc c'est dire qu'ilp e Supp M •

existe un idéal p dans le support de M, associé à o dans A. On a alors

dim M^dim A/p,

et comme pour tout idéal premier q associé à o dans A, on a dim A/q^ prof A, on peut
conclure.

Supposons maintenant que l'inégalité de gauche soit prouvée pour grade M<^,
avec n>o. Soit N un A-module de grade n. Il existe un élément A-régulier a dans
l'annulateur de N. Donc N est un A/ocA-module de grade n—i. On en déduit

grade^/aN+dim N> profA/ocA,

et évidemment grade^N+dimN^profA.

Corollaire (4.9). — Si T est un module de type fini non nul et de dimension injective finie
sur un anneau local noethérien A, on a :

grade T + dim T == prof A.

Soit p un idéal premier du support de T tel que dim A/p ==dimT. D'après (4.7),
on a dim T + prof Ap == prof A. Mais comme grade T^ prof Ap, d'après (4.8), on a
prof Ap== grade T et dim T+grade T== prof A.

Théorème (4.10). — Soit T un module non nul de type fini et de dimension injective finie sur
un anneau local noethérien A. Soit E une enveloppe injective du corps résiduel k de A. Soit A le complété
de A, et soit r=profA==profÂ. Alors M==Ext^(E, T) est un A-module ayant les propriétés
suivantes :

(i) M est de type fini et de dimension projective finie sur A et sa dimension projective est
r—prof T.
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(ii) M a même support que le complété T de T.
(iii) Soit m Uidéal maximal de A, et soit R un anneau local de Gorenstein de dimension n

dont À est quotient; alors5 pour tout z, on a des isomorphismes

Exti(M, À) ̂  Hon^(ïC\T), E) ̂  ExtF^^t, R).

Prouvons d'abord (i). Pour ceci, considérons une résolution injective minimale de T :

(*) o-^T-^I0-^!1-^ .. ->F-^o.

Nous voulons appliquer le foncteur Hom^(E, • ) à cette suite exacte. On sait que pour
tout i^o, le module P peut s'écrire comme un produit direct II njp, T)E(A/p),

•r r peSpecA"" ' v "/

où E(A/p) est une enveloppe injective de A/p. Prouvons que pour p+Tn? on a

Hom^(E,E(A/p))=o.

Soit y:E->E(A/p). Si xeE, le module Ax est de longueur finie, donc Af(x) est un
sous-module de longueur finie de E(A/p), donc fÇx)=o, car E(A/p), étant une
extension essentielle de A/p, ne contient pas de sous-module de longueur finie non trivial.
Autrement dit, pour tout i :

Hom^E, r)=Hom^E, E^'T)) = Hom^E, H^I1)).

Donc, comme Hom^(E,E)=A, en appliquant Hom^(E, •) à (*), on obtient
un complexe :
(**) o -> Â^ T) -> A^ T) ->...-> Â^ T) -> o,

dont la cohomologie H^Â^) est Ext^(E, T). Finalement, il nous suffira de prouver
Ext^(E, T)=o pour i<r, pour prouver que Ext^(E, T) est un A-module de type fini
et de dimension projective finie.

Remarquons que comme E est aussi une enveloppe injective du corps résiduel k de A,
on aurait aussi obtenu le complexe (*•) en remplaçant T par T et (*) par une résolution
injective finie minimale du À-module de type fini et de dimension injective finie T.
Il suffira donc de démontrer que Ext^(E,T)==o pour i<r. Mais alors, par la dualité
classique [9], on sait que Hom^(Hom^(T, E), E)==T. Considérons T'==Hom^(T, E).
Alors, par un isomorphisme de dualité [8] :

Ex4(E, t) ̂  Ex4(E, Hom(T, E)) ^ Hom(Torf(E, T'), E).

Par construction, on sait que T' est limite inductive des A-modules de longueur
finie Ty^Hom^T/rr^T, E). En utilisant l'exactitude du foncteur limite inductive et
les propriétés du foncteur dualisant Hom^(-, E), on en déduit des isomorphismes :

Homî(Torf(E, limT,), E) ̂  Homî(limTorf(E, T^), E)
n n

^ lim Hom^Tor^E, T^), E) ^l^m Ext^(T^, Hom(E, E)) :ïUm Extî(T;, À).
n n n
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Mais comme profA==r, et comme pour tout riy T^ est un A-module de longueur finie,
Ext^(T^, A)==o pour î<r, donc Ext^(E,T)=o pour z<r.

Remarquons maintenant que pour finir de prouver (i) et pour prouver (ii), il
suffira de prouver (iii), car d'après (iii) :

Ext^(M,Â)==o pour z>r—profT et Ext^(M, À) =f= o pour i===r—profT,

donc dp^ M = r — prof T.
D'autre part, toujours par (iii) :

SuppM==.U Supp(Exti(M,Â))==.U Supp(Ext^(r-^)(t,R))=SuppT.

Pour démontrer (iii), considérons le foncteur Hom^(Hom(-, E), A).

Lemme (4.11). — II existe un morphisme canonique de fondeurs

Hom^E, •) -^Hom^Hom^-, E), À)

qui induit un isomorphisme sur ces fondeurs restreints à la catégorie des ^.-modules artiniens (i.e. tel
que pour tout module artinien G, rhomomorphisme : Hom (̂E, G) -> Hom^(Hom^(C, E), A)
soit un isomorphisme).

En effet, rappelons qu'on a Â^ Hom^(E, E). D'après un isomorphisme classique
de dualité, on en déduit :

Hom^(Hom(., E), À) ̂  Hom^Hom^., E), Hom^E, E))
^Hom^Hom^(.,E)®^E,E)
^ Hom^(E®AHom(-, E), E)
^ Hom^(E, Hom^Hom^., E), E)).

Le morphisme canonique de foncteurs id-^Hom^(Hom^(-, E), E) induit donc bien
un morphisme Hom^(E, • ) -> Hom^(Hom(-, E), À). Mais ces deux foncteurs sont
covariants, exacts à gauche, et prennent la même valeur sur E. Les modules artiniens
étant les modules qui admettent une résolution injective du type E^, où les ^ sont des
entiers, on en déduit bien l'isomorphisme annoncé.

Revenons à la démonstration du théorème, et rappelons que c'est en appliquant
le foncteur Hom^(E, H^(-)) à une résolution injective F de T, qu'on a obtenu la
résolution projective :
(**) o-^o—... -^Â^-» . . . ->Â^

du À-module M==Ext^(E, T). D'après le lemme, cette résolution s'obtient aussi en
appliquant le foncteur Hom^(Hom^(H^(-), E), A) à la résolution injective F de T.
En appliquant le foncteur Hom^(-, A) à (**), on obtient le complexe de A-modules
libres :

(***) Â^->Â^-i->... ->Â^->A^.
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Ce dernier complexe peut donc aussi s'obtenir en appliquant le foncteur

Hom^Hom^Hom^H°J.), E), À), À)

à la résolution injective Y de T. Mais comme Hom^(H^(r), E), est un complexe de
À-modules libres de type fini, et comme Hom^(Â, Â)=Hom^(Â, À), le morphisme
de complexes de A-modules libres de type fini :

Hom^H^I-), E) ->Hom^Hom^Hom^H°,(r), E), À), À)

est un isomorphisme, c'est-à-dire que le complexe Hom^(H^(r), E) est isomorphe au
complexe (***). On sait que la cohomologie du complexe H^(r) est H^H^(F)) ==H^(T).
Le foncteur Hom^( • 3 E) étant bien sûr exact, on en déduit que l'homologie du
complexe (***) est :

Extr\M, Â)=H,(Â11-) ^ Hom^(ï4(T), E)

et le premier isomorphisme annoncé est démontré.
Le deuxième, l'isomorphisme Hom^(H^(T), E) ^Ext^~\T, R) n'est rien d'autre

que le théorème de dualité locale [10].

Remarque (4.12). — L'isomorphisme de complexes de A-modules libres de type fini :

îîom^E, W)) -> îiom^îiom^mr), E), À)

donne un isomorphisme de complexes :

Hom^Hom^E, H^(r)), À) -^ Hom^H^r), E).

Au cours de la démonstration du théorème, nous avons donc vu qu'en appliquant
le foncteur Hom^(Hom^(E, H^(-)), À) à une résolution injective de T, on obtenait un
complexe de À-modules libres de type fini, ayant pour homologie les À-modules
Extr^t, R).

On sait que si l'anneau local A admet un complexe dualisant G* (en particulier,
si A est quotient d'un anneau régulier), l'homologie Q* du complexe Hom^(T, G') est
telle que O.9 ̂  Ext^(T, R). C'est ce fait que nous utiliserons dans le paragraphe suivant
pour démontrer que dans le cas où A admet un complexe dualisant, on peut descendre
le À-module M==Ext^(E, T) en un A-module (§ 5, th. (5.7)).

Donnons enfin le corollaire suivant, qui démontre dans un cas particulier la
conjecture de Bass dont nous avons parlé plus haut.

Corollaire (4.13). — Soit A un anneau noethérien local. Soit T un ^.-module non nul,
de type fini, de dimension injective finie et de grade o (i.e. tel que AssAnSuppT+0). Alors,
Vannulateur de T est (o), et A est un anneau de Cohen-Macaulay.

En effet, soit aeA tel que aT==o. Alors, si r==profA, a Ext^(E, T)=o. Mais
d'après le théorème, M == Ext^(E, T) est un A-module de type fini et de dimension
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projective finie. La première partie du corollaire sera alors une conséquence de la
proposition (4.14) ci-dessous. La deuxième partie est une conséquence de (4.7);
en effet, ann(T)==(o) implique SuppT=SpecA. Mais alors soit peSpecA tel que
dim A/p = dim A. D'après (4.7)5 comme peSupp T, on a prof A? + dim A/p == prof A.
Ceci implique évidemment dim A == dim A/p = prof A, donc A est de Gohen-Macaulay.

Proposition (Ausiander) (4.14). — Soit M un module de type fini et de dimension projective
finie sur un anneau local noethérien A. Alors si M est de grade o, V annulateur de M est (o).

Rappelons que pour démontrer ce résultat, on prend une résolution projective de M.
Par un raisonnement sur les rangs, on prouve que Supp M == Spec A. Si SI est l'annula-
teur de M, on en déduit que pour tout idéal premier peAss A, on a 2tAp==o, donc îl=o.

Nous terminerons ce paragraphe avec un théorème donnant des conditions d'annu-
lation de cohomologie. Nous donnerons ce théorème sous la forme la plus générale
possible, car il montre que si l'on a un anneau local A, il est non seulement intéressant
de trouver un A-module de type fini et de profondeur la plus grande possible, mais qu'on
peut, en fait, se permettre de le prendre à une certaine « distance » de A.

Théorème (4.15). — Soit T un module non nul de type fini et de dimension injective finie
sur un anneau local noethérien A. Soit B une A-algèbre noethérienne locale telle que Vhomomorphisme
de structure f : A-^B soit local, et telle que si m est Vidéal maximal de A, Vanneau B/mB soit
artinien. Alors pour tout K-module de type fini M, on a :

profg M+sup{î'eZ tel que Ext^(M, T) 4=0}== prof A.

Remarquons d'abord que dans les hypothèses du théorème, la profondeur de M
en tant que B-module est la même que sa profondeur en tant que A-module. En effet,
la seule difficulté est de montrer que si profgM>o, il existe un élément M-régulier
dans m. Sinon, m est contenu dans la réunion des idéaux premiers de B associés à M.
D'après le lemme d'évitement, mB est contenu dans un idéal premier associé à M.
Gomme mB est un idéal de définition de B, ceci est contraire à l'hypothèse profg M>o.

Raisonnons maintenant par récurrence sur prof M. Si profM==o, il existe une
suite exacte de A-modules o->k—>ÎA, où k est le corps résiduel de A. Si r==profA, on
en déduit une suite exacte Ext^(M, T) ->Ext^(Â;, T) ->o. D'après (4.2), Ext^(Â:, T) =(= o,
donc Ext^(M, T) =4=o. Supposons maintenant profM>o, c'est-à-dire qu'il existe un
élément aem qui est M-régulier. Considérons la suite exacte :

(*) o -> M -^ M -> M/aM -> o.

Remarquons qu'on peut supposer A complet, car on ne changera ni les données ni
la conclusion du théorème en remplaçant A et B par leurs complétés.

Soit alors E une enveloppe injective du corps résiduel k de A. On sait que le foncteur
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Hom^(Hom^(-, E), E) se réduit, à isomorphisme près, à l'identité sur la catégorie des
A-modules de type fini. En posant T' ==Hom(T, E), on a alors par dualité :

(**) Exti(M, T) ̂  Extl(M, Hom^T', E)) ̂  Hom^Tor^M, T), E).

Supposons profM. == s. On a donc profM/aM=.y—i, et d'après l'hypothèse de
récurrence Ext^(M/aM, T) ==o pour i>r—(j—i). D'après (**), on en déduit :

Toif(M/aM, T) == o pour i>r- {s-1).

La suite exacte des Tors associés à (*) dit alors qu'on a des suites exactes :

o -> Toif(M, T') 4. Tor^M, T') pour i^r-{s-î).

Mais comme T' est limite inductive dénombrable de modules de longueurs finies, il
en est de même de Tor^(M, T) pour tout i, donc si Tor^M, T) 4=0, il n'y a pas d'élé-
ment régulier pour Tor^(M, T').

On en déduit bien :

Tor^(M, T') == o pour i^r— (s— i)

c'est-à-dire d'après (**)

Exti(M, T) == o pour i ̂  r— {s— i ).

D'un autre côté, toujours d'après l'hypothèse de récurrence,

ExtI-^-^M/aM.T^o.

Mais alors la suite exacte :

Ext^-^M, T) 4. Ext^-^M, T) -> ExtI-^-^M/aM, T) -> o

montre que Ex^^M, T)4=o, et le théorème est démontré.

5. Théorèmes de descente pour les modules de dimension projective finie

Nous avons dit au paragraphe précédent que, partant d'un module de dimension
inj écrive finie T, de type fini sur un anneau local noethérien A, de profondeur r, le
À-module de type fini Ext^(E, T) était de dimension projective finie. Nous nous propo-
sons ici de montrer que, pour de « bons » anneaux, c'est le complété d'un A-module de
type fini de dimension projective finie. Pour ceci nous avons besoin du théorème de
dualité locale énoncé dans le cadre des catégories dérivées, qu'on trouve dans
R. Hartshorne [13]. La lecture de ce paragraphe n'est pas essentielle pour la suite.
Cependant, il permet de montrer que pour de « bons anneaux » l'étude des modules
de dimension injective finie se ramène à celle des modules de dimension projective finie.
La technique employée permet aussi de retrouver de façon naturelle un théorème de
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G. Horrocks [16]. Pour la raison précédemment citée nous utiliserons sans rappel la
terminologie des catégories dérivées pour laquelle on peut se reporter à [13].

Proposition (5.1) .— Soient A un anneau local noethérien, À le complété de A, M un A-module
de type fini et de dimension projective finie. Soit L. une résolution projective finie de M. Les propositions
suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un A-module N tel que N®^Â = M;
(ii) il existe un complexe P. dans D,-(A) tel que P.^Â^Hom^L., À) dans D^(Â).
Il est visible que (i) implique (ii) car un tel N sera de type fini et de dimension

projective finie sur A. On prendra alors pour P. le complexe Hom^(Q^, A) où Q est
une résolution projective finie de N sur A. Il y a une équivalence d'homotopie ÇL®AÂ^L.
qui donne le résultat cherché en vertu de [13].

Réciproquement, on peut toujours supposer que P. est un complexe de modules
projectifs. Posant Q, = Hom^P., A) on a Q.^^Â^L. toujours en vertu de [13].
Comme la tensorisation par À commute à l'homologie, il n'y a qu'un seul module
d'homologie non nul dans Q^ : c'est le module N cherché.

Remarque (5.3). — Soit A un anneau local noethérien de profondeur r et d'idéal
maximal m. Nous avons construit au paragraphe précédent, partant d'un module de
dimension injective finie T, de type fini sur A, un À-module M de type fini et de dimension
projective finie de même support que t. On a même vu que Extl(M, À) est isomorphe
à Hom^H^T), E), où E est l'enveloppe injective du corps résiduel de A. En fait
si r est une résolution injective de T, on obtient une résolution projective de M en
appliquant à I- le foncteur Hom^Hom^H^(-), E), À). C'est-à-dire que si L. est
une résolution projective finie de M sur A, on a :

Hom^(L., À) ^Hom^(H^(r), E) dans D,-(Â).

Or, le théorème de dualité locale sous sa forme catégorie dérivée est justement fait
pour calculer les complexes H^(I'). Plus précisément (cf. [13]) :

Définition (5.3). — Soit A un anneau local. Un complexe dualisant pour A est un élément
R-eD7(A) tel que :

(i) R* a une résolution injective finie ;
{ii) pour tout F.eD,+(A) Uhomomorphisme naturel F.->R Hom.(R Hom.(F., R"), R')

est un isomorphîsme.

Exemple (5.4). — Tout quotient A d'un anneau local de Gorenstein R possède
un complexe dualisant à savoir : si F est une résolution injective (finie) de R en tant
que R-module, Hom^A, I") est un complexe dualisant sur A.

Proposition (5.5). — Soit A un anneau local noethérien. Si A possède un complexe dualisant R',
alors R'®^Â est un complexe dualisant sur À.
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Théorème (dualité locale) (5.6). — Soit A un anneau local possédant un complexe duali-
sant R', soient m son idéal maximal et E une enveloppe injective du corps résiduel A/m de A; alors
il existe un isomorphisme de fondeurs de D^"(A) dans D^"(A) :

H°J-)^Hom^R Hom(-, R-), E)

([13], chap. V, th. (6.2)).
Nous avons maintenant tout le matériel nécessaire pour prouver le théorème

suivant :

Théorème (5.7). — Soit A un anneau local possédant un complexe dualisant. Soit T un
A-module de type fini et de dimension injective finie ; alors il existe un A-module de type fini M, de
dimension projective finie et tel que Supp (M) =Supp (T).

En vertu de la proposition (5.1) et de la remarque (5.2) il suffit de trouver F^
dans D,~(A) tel que Hom^(H^(r), E) soit isomorphe à F.^Â dans ^(Â)? où r est

une résolution injective finie de T.
Prenons F.==Hom^(r, R'). En vertu du théorème de dualité locale :

Hom^TOl-), E) ̂  Hom^(H°,(r®^Â), E) ̂  Hom^I-^Â, R-®^Â)

dans D^"(A), où R* est un complexe dualisant sur A. Or :
Homs(r®AÂ, R'®AÂ)^Hom^(r, R')®^Â

en vertu de [13], et le théorème est donc démontré.

La proposition (5.1) permet dans certains cas de « descendre » un module de
dimension projective finie M sachant que ses Ext^(M, A) se descendent pour i>o. En
voici quelques exemples.

Rappelons qu'un A-module M est dit r-sphérique, si :
a) dp(M)=r;
b) ExtJ^(M,A)==o pour i+o et i+r.

Proposition (5.8). — Soient A un anneau local noethérien^ M un A-module r-sphérique de

type fini ; alors, si Ext^(M, A) est le complété fun A-module de type fini, il existe un A-module N,
r-sphérique, tel que N®AÂ=M.

On peut remarquer que rien n'est supposé sur Hom^(M, A). Soit :
o->L^-^L^_i-^... —^Li->Lo->M->o

une résolution libre de M, alors notant
•" ==Hom^(-, À)

L"-^—... ->L^i-^L,r->Extï(M, Â)->o

est une résolution libre de Ext^(M, A). Choisissons :
FO^F^ ... -^_^F,->K->o
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une résolution projective du A-module K, tel que K®^Â^ Ext^(M, À). On obtient
un morphisme de complexes L^ -> F^ tel que H^(/) ===9.

Gomme grade Ext^(M, A)^r on a une suite exacte :

o-^F;^... ̂ F^->Fo^N-^o,

où N=Goker(F^—-F^). On obtient ainsi un homomorphisme g : N->M tel que
Ext^Q^ À) == 9. Quitte à rajouter à N un module libre sur A on peut supposer que g est
surjectif. On a donc une suite exacte

o->C->N->M->o

d'où l'on déduit que :
a) dp^C<oo;
b) Extî(G,Â)=o Vi>o;

donc, G est un A-module libre d'après (4.3).
Mais, comme P application Ext^(M, À) ->-Ext^(N, À) est un isomorphisme, la

suite o->M"->]NT->G"->o est exacte et scindée. Donc G^G"^ est un facteur direct
de N"^, donc de N. Donc M<9G^N. Comme on peut supposer que M n'a pas de facteur
direct libre, le théorème de Krull-Schmidt-Azumaya implique que M est isomorphe
au complété du facteur de N qui n'a pas de facteur direct libre, c.q.f.d. [9].

La proposition qui suit a été démontrée d'une autre façon par Horrocks [16].

Proposition (Horrocks) (5.9). — Soient A un anneau local noethérien, X = Spec A— {m}
où m est r idéal maximal de A. Posons Y = Spec À—{m}. Soit M un A-module de dimension
projective finie et de type fini qui soit localement libre sur Y. Alors, il existe un ^.-module N de type
fini et de dimension projective finie tel que N = M.

On peut bien sûr supposer que M n'a pas de facteur direct non trivial. Soit r la
dimension projective de M. Posons ^==inf{î>o, tels que Ext^(M, A) 4=0}. Raisonnons
par récurrence sur r—t. Si r—t=o, alors M est r-sphérique, et la proposition précédente
nous permet de conclure.

Supposons donc r>t. Considérons une résolution projective de M :

o—Ly->... ->L()->M->O.

En notant comme précédemment -^lefoncteur Hom^(-,A), posons T=Goker(L^->L^).
Alors, on a une injection naturelle :

(*) Exti(M,Â)c->T.

Considérons une résolution projective de Ext^(M, A) en tant que A-module
de longueur finie :

îo-'1!-^ • • • ->F<-^Extî(M, À) -^o.
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L'injection (*) se prolonge en un morphisme de complexes :

{^i^o^^i )o^i«-
En appliquant le foncteur -^ à ce morphisme de complexes, on trouve un morphisme

de complexes :
(Li)o^^^<-^(F» )i^0

qui induit un homomorphisme M -> N, où N=Coker(F^ -> F^). Remarquons que N
est un A-module ^-sphérique tel que Ext^(N, À) ==Ext^(M, À). L'application :

Exti(^,Â) : Exti(N,Â)^Exti(M,Â)

factorise l'injection Ext^(Nf, Â)0-^, donc c'est une injection, et comme il s'agit de
À-modules de longueurs finies, c'est un isomorphisme. En ajoutant, au besoin, un
À-module libre P de rang fini à M, on peut supposer que g est surjectif. Soit K le noyau
de g. On voit facilement que K est localement libre sur Y, que K est de dimension
projective r, et que Ext^(K,Â)==o pour ï^i^t. D'après l'hypothèse de récurrence,
K se descend, c'est-à-dire qu'il existe un A-module G tel que K==C. Comme N est loca-
lement libre sur X, le A-module Ext^(N, G) est de longueur finie, donc

Extl(N,G)-Extî(N,Ô),

c'est-à-dire que toute extension de N par K provient d'une extension de N par G. Donc
M®P se descend, i.e. il existe un A-module D tel que M<9P=D, et on en déduit, au
moyen du théorème de Krull-Schmidt-Azumaya, que M se descend, c.q.f.d.

Remarque (5.10). — Si A est régulier de dimension ^ 2, cette proposition permet à
Horrocks de montrer que tout fibre vectoriel (S sur Y est l'image réciproque /"(Sr) d'un
fibre vectoriel ^ sur X, où f : Y->X est le morphisme de schémas déduit de l'homo-
morphisme canonique A^-Â. En effet, sous ces hypothèses, le foncteur sections globales
donne une équivalence de catégories entre les fibres vectoriels sur X (resp. Y) et les
A-modules (resp. À-modules) de type fini, réflexifs, localement libres sur X (resp. Y).

6. Théorème d'approximation pour les modules de type fini et de dimension
projective finie

Introduction (6.0). — Soit A un anneau local noethérien. La donnée d'un
A-module M de type fini et de dimension projective finie est la donnée d'un complexe

Vr ÇPl
fini de A-modules libres de type fini, soit : o -> Ly -> Ly_^ -^ . . . -> L^ -> Lo, tel que :

(i) Goker9i=M;
(ii) les modules d'homologie H^LJ sont nuls pour î>o.
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Nous avons donné en (1.8)3 un lemme (dit d'acyclicité) qui donne une méthode
pour vérifier qu'un complexe fini de modules libres de type fini a son homologie nulle
en degré >o. Nous avons utilisé ce lemme en (1.7)5 pour vérifier l'exactitude d'un
complexe obtenu à partir de considérations géométriques (morphisme de Frobenius).
Dans ce paragraphe, nous allons répéter l'opération pour montrer l'exactitude d'un
complexe obtenu au moyen du théorème d'approximation de M. Artin, que nous
rappellerons ici.

Théorème (M. Artin [i], th. (i. 10), p. 26). (6. i). — Soit R un corps ou un anneau de
valuation discrète excellent. Soit A un anneau local essentiellement de type fini sur R, et soit A11 son
hensélisé. Soit (f^) un système fini adéquations polynomiales à coefficients dans A11. Soit m un
idéal de A11, et soit À la complétion m-adique de A11. Alors si y == (j^, . . . ,ĵ ) est une solution des
équations {/^formée d'éléments de À, pour tout entier c, il existe une solution j/=(ji, . . .,j^)3
formée d'éléments de A11, telle que y^Vj (m0) pour î==i, . . ., N.

On se place dans la situation du théorème d'Artin. C'est-à-dire qu'on considère
le complété À d'un anneau local A essentiellement de type fini sur R, où R est soit un
corps, soit un anneau de valuation discrète excellent. Soit alors (L.) un complexe fini
de modules libres de type fini sur À. En fixant une base pour chaque L^, et en posant
^ == rang L^, on peut écrire ce complexe sous la forme suivante :

(*) Â^-S-Â^-1-^.. .-^Â ( AO

où aux applications cp^ correspondent des matrices ((ç^3)^). Pour tout i=i, . . . 3 ^ ,
considérons 0, la matrice à ̂  colonnes et à ^._.i lignes, et à coefficients indéterminés Xf13.
Dire que (*) est un complexe, c'est dire que les matrices ((9^)^)1 sont solutions des
équations ^_^o^=o, pour i== i, . . ., r. Soit m l'idéal maximal de A, et soit c un
entier. D'après le théorème d'Artin, il existe des matrices (CT^)^^ à coefficients dans
le hensélisé A11 de A, telles que r^oY^o, et que Tf^^çf'^m6).

Théorème (6.2). — Soit R un corps ou un anneau de valuation discrète excellent. Soit A un
anneau local essentiellement de type fini sur R. Soit A le complété de A pour la topologie définie par
P idéal maximal m de A. Soit M un ^.-module de type fini et de dimension projective finie. Considérons
une résolution libre minimale de M sur A :

o -> Ly -^ L^_i -> ... ->• LI -^ LQ —^ M -> o.

Alors, pour tout entier c, il existe un complexe exact :

o^P^P,_,->...->P^Po,

de modules libres de type fini sur le hensélisé A11 de A, tel que P.®^h (A11/m'A11) == L.®^ (Â/nfÂ).

Corollaire (6.3). — Soit A un anneau local essentiellement de type fini sur un corps ou sur
un anneau de valuation discrète excellent. Soit m son idéal maximal. Soit M un module de type fini
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de dimension projective finie sur le complété À de A. Alors pour tout entier c, il existe un anneau
local A', localisé en un point fermé d'un revêtement étale de A, et un A.'-module M! de type fini et de
dimension projective finie, tels que

(i) M'/O^M'^M/^M);
(il) dp^M'==dpAM [donc prof^M^prof^M).
Remarquons tout de suite que le corollaire est une conséquence immédiate du

théorème. En effet, on prend une résolution minimale (L., 9.) de M par des À-modules
libres. On construit le complexe exact (P., YJ de modules libres de type fini sur le
hensélisé A11 de A. On fixe des bases pour les P,, et on représente les homomorphismes Y,
par des matrices. Comme A11 est limite inductive de revêtements étales pointés de A,
on peut trouver un revêtement étale pointé A' qui contient tous les coefficients des
matrices Y^. Comme A11 est fidèlement plat sur A', le complexe (P., Y.) se descend
alors naturellement en un complexe exact (P^, TQ de A'-modules libres. On prend

<PÎ

M'=Goker(P^ -> Pc), et, compte tenu du théorème, on vérifie facilement que M' possède
les propriétés demandées.

Démontrons maintenant le théorème. On a vu qu'on a construit un complexe (P., 9 )
de A^modules libres de type fini tel que (P./m'P., Y./m'YJ^ÇL./m^., ç./m^j.
Montrons que si c est assez grand, le complexe construit est exact. Pour cela nous utili-
serons le lemme d'acyclicité. Comme la longueur r du complexe (P.) est égale à dp M,
on a r ̂  prof A = prof A11. Donc, d'après le lemme d'acyclicité, pour montrer que (PJ
est exact en degré >o, il suffit de montrer que son homologie est de longueur finie en
degré >o. C'est une conséquence du lemme suivant :

Lemme (6.4). — Soit A un anneau local noethérien d'idéal maximal m. Considérons une
suite exacte à trois termes de A-modules libres de type fini L' X L 4. L". Il existe un entier Cç, tel

\yi \p v

que si I/ -> L -> L" est un complexe tel que

Y' ES 9' mod m'0 et Y == 9 mod m60,

alors Ker Y/Im Y' est un A-module de longueur finie.
Considérons Im 9 (resp. Im 9'), sous-module de L" (resp. L). Le lemme d'Artin-

Rees dit qu'il existe (JL (resp. v) tel que

îîW n Im 9 ̂  m^ ̂ (Im 9)

(resp. mUnIm 9' <-> m^^Im 9')).
Prenons Co>sup([jL, v), et montrons que si ^'=9'mod m'0 et ^==9 mod m'0,

alors on a :

(*) m'LnKer^c^lm^'+^^LnKer^) pour S>CQ,

ce qui démontrera bien le lemme. En effet, on en déduit que pour tout entier î>o,

m^LnKer ^ ̂  Im y +(m8+iLnKer ^).
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Donc m^er (pcim (J/. Soit xem'LnKer ^. Alors ^)=o, et :

A:=Sm,^ où A^eL et m^ern8.
On a donc :

9W==9W-^W=S^(9-^)(^)em s+COL"nIm9.

On sait qu'on a m8+COL"nIm 9 <-» m84"'0""11^ 9).
Donc, il existe des éléments ^em54'60"^ et des éléments j^eL tels que :

<PW=9(S7^).
t

Autrement dit, 9(^—2^) =o, donc d'après l'exactitude de la suite L' X L -̂  L",
il existe un élément y de L'tel que 9' (y) =x—^n,y,. Gomme xem'L par hypothèse,
et comme ^em^'-'^cm8, on en déduit : '

^—S^j^er^LnIm 9'.

Mais comme ^>^>v, on a ç^^—S^em'-^Im 9'). Donc, il existe
y'em8"^!/ tel que A:—S^=(p'(y'). D'où '

i

^-<F'(y')=2:^+(9'~+/)(y'),
ce qui implique x— ^'(y^e^^^-^L+m84-00-^) nKer ^.

On en déduit bien A:elm ^'+(m8+lLnKer ^), c'est-à-dire (*), que nous voulions
démontrer.

Remarque. — Le lemme (6.4) permet d'approcher M plus précisément si l'on
veut. Par exemple, si M'est un module de type fini et de dimension projective finie sur A11,
on peut demander grade^(M') ̂ grade^M. En effet, dire que grade M ̂ g, c'est dire
que le complexe suivant est exact :

o -^ Lo' -ï- L^ ->.. . 4 n,
où ." dénote le fbncteur Hom^-, A). Mais alors, d'après le lemme, il existe CQ tel que

(p.^ ̂ ) = (L^ (pD modulo m'0 implique o -> f^ -^ P^-> .. . 4 P^ exact (." dénote
bien sûr ici Hom^h(., A11)).
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CHAPITRE II

THÉORÈME D'INTERSECTION
APPLICATION A LA DÉMONSTRATION DE CONJECTURES

DE M. AUSLANDER ET H. BASS

o. Questions fondamentales sur les modules de type fini et de dimension pro-
jective finie, sur un anneau local noethérien

Rappelons le théorème suivant prouvé par Serre dans [23].

Théorème (0.1). — Soit R un anneau local régulier. Si M et N sont deux R-modûtes de
type fini tels que M®^N soit de longueur finie, alors dim M+dim N^ dim R.

Ce théorème contient bien sûr la formule des codimensions d'intersection en
géométrie algébrique : La codimension de l'intersection de deux sous-variétés d'une
variété algébrique non singulière est inférieure ou égale à la somme des codimensions
de ces deux sous-variétés.

Pour démontrer ce théorème, Serre généralise la méthode de la diagonale au
moyen des Tor complétés et il en déduit le cas où R est équicaractéristique. Pour prouver
le cas où R est non ramifié, puis le cas général, il utilise les caractéristiques d'Euler-
Poincaré associées aux foncteurs Tor.

(0.2) On voit facilement que ce résultat ne peut pas s'étendre en oubliant complè-
tement l'hypothèse de régularité. Les méthodes homologiques étant ici déterminantes,
on est naturellement amené à conjecturer que tout module M+o, de type fini et de
dimension projective finie sur un anneau local noethérien A, possède la propriété
suivante :

(a) Pour tout A-module de type fini N, et pour tout idéal premier p minimal dans

Supp M n Supp N,
on a dim Np ̂  dim Ap — dim Mp.

Remarquons que le théorème de Serre est équivalent au théorème suivant :

Théorème (0.3). — Soit M un module de type fini sur un anneau local régulier R, alors
tout système de paramètres de M peut se prolonger en un système de paramètres de R.
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Démontrons (o. i) => (0.3). Soit a==(oci, . . .3 ocj un système de paramètres de M.
Comme M/ocM est de longueur finie, dimR/oc^dimR—dim M. Posons ûf==dimR.
Gomme dim M=^, on peut trouver des éléments a^^ ..., a^ de R engendrant un idéal
de définition dans R/oc. Autrement dit R/(a^,..., oc^) est de longueur finie, ce qui implique
évidemment que (ai, . . . , o^) est un système de paramètres de R. Réciproquement,
soient M et N deux R-modules de type fini ayant leur produit tensoriel de longueur
finie. Soit ÎI l'annulateur de N. Le module M^^R/St) est aussi de longueur finie.
On en déduit que % contient un système de paramètres (oc^ , . . . , ag) de M. D'après (0.3),
si û?==dimR, on a dimR/(ai, . . ., oCg)=ûf—^. On en déduit dim N==dim R/ÎI^—J-,
et l'équivalence est démontrée.

Sous cette dernière forme, le théorème de Serre contient bien sûr le résultat suivant :

Théorème (0.4). — Soit M un module de type fini sur un anneau local régulier R. Alors
toute suite M.-régulière est R-régulière,

II est clair qu'ici aussi l'hypothèse de régularité ne peut être oubliée. Néanmoins,
en restreignant cette hypothèse, il est naturel de conjecturer (Ausiander) que tout
module M de type fini de dimension proj écrive finie sur un anneau local noethérien A
possède la propriété :

(b) Toute suite M-rêgulière est ^.-régulière.

(0.5) Dans [3], M. Ausiander a prouvé que c'était un corollaire de sa conjecture,
dite des Tor, de nature plus clairement homologique, qu'on formulera de la façon
suivante :

Soit M un module de type fini et de dimension projective finie sur un anneau local
noethérien A, alors :

(c) Pour tout A-module de type fini N, et tout entier s, si Tor^(M, N) = o, alors

Torf(M, N) == o pour j ^ s

(autrement dit, M est rigide).

(0.6) C'est pour résoudre la conjecture relative à (b) et la conjecture de H. Bass
citée plus haut (chap. I, § 4), que nous montrerons « presque généralement » que tout
module M de type fini de dimension projective finie sur un anneau local noethérien
possède la propriété :

(d) Pour tout A-module de type fini N, et pour tout idéal premier p de A tel que Mp®^ Np
soit un Ay-module 4= o de longueur finie, on a dim Np< dp^ Mp.

Nous verrons, dans le § 3, que les modules de type fini et de dimension projective
finie sur un anneau local noethérien qui est soit de caractéristique j&>o, soit essentiel-
lement de type fini sur un corps de caractéristique o, soit le hensélisé d'un anneau de
ce type, possèdent la propriété (d).
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(0.7) On a évidemment (d) => (a) lorsque M est de Gohen-Macaulay, ou plus
généralement lorsque dp^M=grade^M (un tel module est appelé parfait, car c'est
la généralisation la plus naturelle d'un quotient de l'anneau A par une suite A-régulière,
dont nous connaissons bien les propriétés topologiques du support grâce au complexe
de Koszul). C'est pour cette raison que nous conjecturons qu'un module M=f=o de
type fini et de dimension projective finie sur un anneau local noethérien possède la
propriété suivante :

(e) Pour tout A-module de type fini N et pour tout idéal premier p de A tel que Mp®^ Np
est de longueur finie; non nulle, on a dim Np ̂  grade^ M?.

(0.8) On constate que (e) entraîne non seulement (a), mais aussi le fait suivant
conjecturé par M. Ausiander : Tout module M de type fini et de dimension projective
finie sur un anneau local noethérien A possède la propriété :

(f) Pour tout idéal premier p du support de M, on a

dim M? + grade^ M? == dim Ap.

(0.9) Avant de montrer précisément quelles sont les relations entre ces six
propriétés, soulignons qu'à notre sens, les questions les concernant recouvrent les
problèmes essentiels quant à la topologie des sous-schémas fermés définis comme supports
de faisceaux cohérents de dimension projective finie, dans un schéma ambiant admettant
éventuellement des singularités.

Théorème (o. 10). — Soit M un module non nul de type fini et de dimension projective finie
sur un anneau local noethérien A. On a les relations suivantes entre les propriétés définies plus haut :

(e)<=>(a)+(f)

1 ̂
(d)<=>(b)

Déplus, si pour tout idéal premier p du support de M, le complété M? de Mp possède la propriété (c)
en tant que Âp-module, alors M possède la propriété (d).

Prouvons d'abord (e) o (a) + (0-
On sait (chap. I, § 4, n° 8), qu'on a toujours grade^ M? + dim M? ̂  dim A?.
Donc, dim Np ̂  grade^ M? implique dim Np + dim Mp ̂  dim A?, soit (e) •=> (a).

Soit a==(ai, . . ., oCg), où .y==dimMp, un système de paramètres de Mp. Gomme
Mp/aMp est de longueur finie, (e) implique dim Ap/aA?^ grade^ Mp. Mais,
d'après (a), a peut se prolonger en un système de paramètres de Ap, donc

dim Ap/aAp == dim A? — dim Mp.

Il reste grade^ Mp+dim Mp^ dim Ap, donc (e)=>(f).
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Réciproquement, supposons (a)+(f). Soit N un A-module de type fini, et soit p
un idéal premier minimal dans Supp M n Supp N. Alors (a) implique

dim N?< dim A?— dim Mp,

mais d'après (f), dim A?—dimMp=grade^ Mp. Il reste dimNp^grade^ Mp, donc
(a)+(f) =>(e).

(c) => (b) est prouvé par M. Ausiander dans [3].
(e) => (d) est évident compte tenu de grade^ Mp^dp^ Mp.
(d) => (b) Remarquons que si a est un élément non inversible de A, régulier dans A

et dans M, le A/aA-module de type fini et de dimension projective finie M/aM possède la
propriété (d). En effet, si N est un A/aA-module de type fini, et p/aA un idéal premier
de A/aA, minimal dans Supp NnSupp(M/ocM), alors N a une structure naturelle de
A-module de type fini, et p est un idéal premier de A minimal dans Supp N n Supp M.
D'après (d), on en déduit dimNp^dp^ Mp. Mais comme dp^ Mp=dpA/oA (Mp/^^p)?
on a bien montré que M/ocM possédait la propriété (d).

En procédant par récurrence, il nous reste donc à montrer que tout élément
M-régulier est A-régulier. Mais ceci est équivalent à l'assertion suivante, que nous prou-
verons par récurrence sur dim M :

Tout idéal premier associé à A est contenu dans un idéal premier associé à M. Si dim M=o,
comme Ass M est réduit à l'idéal maximal m de A, c'est évident.

Si dimM>o, soit q un idéal premier associé à A. S'il existe un idéal premier
non maximal p de Supp M, contenant q, comme dim Mp < dim M, et comme M?
possède la propriété (d) en tant que Ap-module, il existe un idéal premier q'Ap, associé
à Mp, contenant qA?. Mais alors q' est associé à M, et contient q.

Si le seul idéal premier de Supp M contenant q est m, alors A/q®^M est de lon-
gueur finie, donc dimA/q^dp M. Mais q étant associé à A, on sait que dimA/q^profA.
Il reste prof A ̂  dp M, ce qui implique profM=o, donc me Ass M, d'après la
formule dp M + prof M == prof A.

Pour terminer la démonstration du théorème, il suffit de montrer que si le complété
M de M est un A-module rigide {z.e. possède la propriété (c) en tant que A-module),
alors, si N est un A-module de type fini tel que M®^N est de longueur finie, on a
dimN^dp^M.

Considérons une résolution injective minimale (E') de N. D'après le cha-
pitre I, (4.4), pour tout i, on a :

E^ H EÇA/p)^'^,pesuppN v "7 '
où, pour tout idéal premier p, le module E(A/p) est une enveloppe injective de A/p.
Comme E(A/p) est une extension essentielle de A/p, on a Ass(E(A/p))=={p}. Gomme
Supp M n Supp N est réduit à l'idéal maximal m de A, pour tout idéal premier non
maximal p de Supp N on a Hom^(M, E(A/p))=(o), car :

Ass(HoniA(M, E (A/p) ))= (Supp M) n{p}=0.
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On en déduit que pour tout i, on a :

Hom^M, E^Hom^M, (Ji,(m, N)E(A/în))=HoniA(M, H^(E')).

C'est-à-dire que le complexe Hom^M, H^(E')) admet pour cohomologie les A-modules
H^Hom^M.H^E'^ExtJ^M.N). Considérons le complexe H^(E'), dont on sait
qu'il admet les modules H*,n(N) pour cohomologie. En chaque degré, on peut le décom-
poser en suites exactes de la façon suivante :

(1) o^K-^H^E1-1)^*-^

(2) o^Kl-^HO„(E•)^H^(Et+l)

(3) o-^C^K^H^N^o

Posons r=dpM. Pour i>r, comme Ext^(M,N)=o, on a une suite exacte :

(*) Hom^ÇM, H°n(E-1)) -̂ - Hom^M, H^E*)) -^ HomA(M, H^E^)).

En appliquant le foncteur Hom^M, •) aux suites exactes (i), (2), (3), on obtient
des suites exactes :

(i ') o -> Hom^M, K1-1) -> Hom^M, ^(E1-1)) -> Hom^M, G1) -> Extl(M, K*-1) -> o

(2') o -> HomA(M, K*) ̂  HomA(M, ^(E1)) ̂  Hom^(M, H^(E*+1))

(3') o ̂  Hom^ÇM, G*) -> HomA(M, K1) ̂  Hom^ÇM, H;«(N)) ̂  Extl(M, G')

et des isomorphismes :

(i") Ext{(M, G') ̂  Exti+^M, K-1) pour j> i.

Compte tenu de (*) et de (2'), on a :

M^-^Hom^M,:^).

Mais, d'après (i'), on a Im(/,_i) c .̂ Hom^ÇM, G*), et d'après (3') :

Hom^M, G*) c-̂  Hom^M, K1).

Il reste Im(/,_i)=HomA(M, C^Hom^M, K').
On en déduit Exti(M, K-l)=o par (i'), et Hom^M, H^(N)) ^Exti(M, K'-1)

par ,(3') et (i").
Montrons que Extj[(M, K1-1) est nul. Comme K*-1 <-^ H°(E-1), le A-module K1-1

est artinien. Posons E=E(A/m). Rappelons que le foncteur contravariant Hom^-, E)
établit une anti-équivalence entre la catégorie des A-modules artiniens et la catégorie
des A-modules de type fini. Pour tout j^o, on a donc un isomorphisme :

Homî(Torf(M, Horn^K*-1, E)), E) ï Exti(M, K-1) ̂  Exti(M, K'-1).
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Alors, on a la suite d'implications :

Exti(M, K^^^o => Tor^(M, Hom^'-1, E))=o

=> Torf(M, Hom(K1-1, E))=o

^ExtKM.K1-1)^.

On en déduit Hom^M,H^(N))=o, ce qui implique H^(N)=o, car H^(N)+o
entraîne Ass(Hom^(M, H^(N)))={m}. On a donc prouvé H^(N)=o pour z>dp M.
Mais d'après le théorème de dualité locale, dimN=sup{^ tel que H^(N)=(=o}. Il
reste dimN<dp M, ce que nous voulions démontrer.

i. La propriété d'intersection

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de revenir sur la propriété (d) définie
en (0.6), et d'examiner quelques cas élémentaires.

Définition (1.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dit qu'un A-module non nul M
de type fini et de dimension projective finie, possède la propriété d'intersection si, pour tout A-module de
type fini N, on a dim N^dp^M pour tout idéal premier p minimal dans Supp MnSupp N.

Exemples (1.2).
a) Quotient de A par une suite A-régulière. Il est facile de voir qu'un tel module possède

la propriété (e), et a fortiori la propriété d'intersection. De plus, le complexe de Koszul
montre qu'un tel module possède aussi la propriété (c), et donc toutes les propriétés
définies dans le § i.

b) Module de dimension projective finie, de grade o. On sait (I, (4.14)) qu'un
tel module admet pour support le spectre de l'anneau. On en déduit qu'il possède la
propriété (e), et a fortiori la propriété d'intersection.

c) Module de dimension projective i. Si grade M >o, alors M admet une résolution
projective de la forme o—A^A^M-.o, qui montre que si a est le déterminant de/,
on a Supp M = Supp A/a, donc, d'après a), le module M possède toutes les propriétés
définies dans le § i.

Si grade M =o, d'après b), M possède la propriété (e); comme M possède
évidemment la propriété (c), dans ce cas-là aussi, il possède les propriétés (a), (b), (c),
(d), (e) et (f).

Théorème (1.3). — Tout module non nul, de type fini et de dimension projective inférieure
ou égale à 2, sur un anneau local noethérien A, possède la propriété d'intersection.

D'après l'exemple b), il suffit de prouver le cas grade M >o. Pour tout idéal
premier p de Supp M, le complété Mp de Mp est un Â^-module de dimension pro-
jective <2. Donc, d'après (0.10), il suffira de démontrer la proposition suivante.
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Proposition (1.4). — Soit A un anneau local noethérien. Alors y tout A-module non nul M,
de type fini, de dimension projective finie ^2, et de gradée o, est rigide (i.e. tel que si N est
un A-module de type fini et s un entier tel que Tor̂ M, N) ==o, on a Tor^(M, N) ==o pour j^s).

Soient donc N un A-module de type fini et s un entier tels que Tbr^(M, N)==o.
L'unique incertitude est dans le cas s=i et dp^M==2. Par récurrence sur dim M,
on peut supposer que Tor^(M, N) est de longueur finie. La proposition sera alors une
conséquence des deux lemmes suivants :

Lemme (1.5). — Si Q^ est un A-module de profondeur >o, et si Tor^(M, QJ est de
longueur finiey alors Tor^(M, QJ=o.

En effet, considérons une résolution projective o—^Lg-^Li-^Lo-^M—^o de M.
Alors Tor^Q^ M) est le noyau de Q^Eg-^O®!^, mais comme Q, est de profon-
deur >o, il en est de même de Q^A^ qui ne contient donc pas de sous-module non
trivial de longueur finie.

Lemme (1.6). — Si Q^est un A-module de longueur finie, notons /(QJ sa longueur. Alors
2

pour tout A-module E, de longueur finie, on a S (—i)Y(Tor^(M, E))=o.

En effet, comme M est de dimension projective 2, la fonction caractéristique
2

d'Euler-Poincaré S (—^/YTor-^M, •)) , définie sur la catégorie des A-modules de
»==o

longueur finie, est additive. Il suffira donc de montrer qu'elle s'annule sur le corps
résiduel k de A. Mais, comme /'(Tor^(M, A)) est le rang du î-ème module libre d'une

2
résolution libre minimale de M, la somme alternée S (—i)Y(Tor^(M, A:)) est égale
au rang de M, donc à o puisque M est de grade >o.

Démontrons maintenant la proposition. D'après le lemme (i .5)5 il suffit de prouver que
Tor^(M, N) == o implique prof N > o.

Supposons N=t=o et profN==o. Alors, il existe une suite exacte
o^H^(N)->N->N'->o,

où H^(N) est le plus grand sous-module de longueur finie de N, et N' est soit nul soit
de profondeur >o. On en déduit une suite exacte :
(*) o -> Tor^M, H°JN)) -> Tor^M, N) ̂  Tor^M, N') -> Tor^M, H°,(N)) -> o.

Gomme Tor^(M, N) et Tor^(M, H^(N)) sont tous deux de longueur finie,
(*) implique que Tor^M, N') est de longueur finie, donc nul d'après (1.5). Mais
ceci implique Tor^(M, H^(N))==o, par (*). Or, cette dernière égalité n'est pas
possible, puisque d'après le lemme (1.6), on a /(Tor^M, H^(N)))-^(M®H^(N))^o.

Corollaire (1.7). — Si M est un module de type fini et de dimension projective finie ^2, sur
un anneau local noethérien A, toute suite M-régulière est A-régulière.

C'est l'implication (d) => (b) dans le théorème (o. 10).
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2. Le théorème d'intersection

Ce paragraphe est entièrement consacré à la démonstration du théorème essentiel
de ce chapitre.

Théorème (2.1). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée une des conditions
suivantes :

(i) A est de caractéristique p>o (i.e. il existe un homomorphisme injectif d'anneaux
Z/j&Z^A).

(ii) A est essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o.
(iii) A est ind-étale sur un anneau essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o

(i.e. il existe un anneau local B essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o, tel que A
soit limite inductive filtrante de 'K-algèbres locales-étales, les morphismes de transition étant locaux).

Alors, tout A-module non nul de type fini et de dimension projective finie possède la propriété
d'intersection.

On procédera de la façon suivante : on démontrera d'abord le cas où A vérifie la
condition (i) ; on en déduira par réduction successive le cas où A vérifie la condition (ii) ;
enfin, le cas (iii) se déduira simplement de (ii).

Remarquons d'abord que les propriétés (i), (ii) et (iii) se conservent par localisation,
c'est-à-dire que dans les trois cas il suffira de montrer que si M est un A-module non nul
de type fini et de dimension projective finie, et si N est un A-module non nul de type fini
tel que M®^N est de longueur finie, on a dimN^dp^M.

Considérons d'abord le cas où A est de caractéristique p>o. Pour commencer,
on procédera comme dans la démonstration de (c) => (d) dans le théorème (0.10).
C'est-à-dire qu'on considère une résolution injective minimale (E*) de N. On sait que
pour tout î, on a E'= II E(A/p)^'(p'N), où E(A/p) est une enveloppe injective
de A/p. Gomme Supp Mn Supp N est réduit à l'idéal maximal m de A, on montre que
pour tout idéal premier p non maximal de Supp N, on a Hom^(M, E(A/p))==o. On
en déduit que pour tout î, on a :

Hom^M, E^Hom^M, E(A/m)^m•N))=HomA(M, H^(E1)).

Autrement dit, le complexe Hom^(M, H^(E')) admet pour cohomologie les A-modules
H^Hom^M, H^(E*)))==Ext^(M, N). Ceci implique que pour ?>dp^M, on a des suites
exactes :
(*) Hom^M, H^E-1)) -> Hom^M, H°,(E1)) -> Hom^M, H^E14-1)).

Considérons maintenant le complexe H^(E"), dont la cohomologie est
HTOE-^H^N).

Près du degré î, on peut décomposer ce complexe en suites exactes :
(1) o^K^^H^E1-1)-^-^,
(2) o^K^H^E^H^E^),
(3) o^C^K^H^N)-^.
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L'exactitude de (*) montre alors que :

Goker(HomA(M, K1-1) -> Hom^M, H^-^Hom^M, KQ,

et, a fortiori, que :

(**) Hom^(M, G1) == Hom^M, K1).

C'est ce dernier fait que nous allons utiliser pour démontrer le théorème. Considérons
une suite exacte o->ti->L->M-^o, où L est un A-module libre de type fini et ti<-^mL.
Gomme A est de caractéristique p>o, nous avons vu au chapitre 1 ( i . 11), qu'on pouvait
construire une suite de sous-modules il. de L tels que :

1) 4,=iî;
2) pour tout j, le A-module L/^. a même support et même dimension projective

que L/t2==M;
3) ^.cm^L pour tout j.
D'après la propriété 2) des modules ûp on voit, comme pour M, que pour toutj,

on a :

(**;•) Hom^(L/^., CQ^Hon^L/a,, KQ pour î>dp^M=dpJL/^..

D'après la propriété 3) des modules Q,, on en déduit, pour tout j, des égalités :

(***) Hom^L/m^'L, G1) == Hom^L/m^L, K1).

Mais les modules G' et K1 étant à support dans V(m), tout élément de G' ou
de K1 est annulé par une puissance de m. Autrement dit,

Hom^L, G^limHom^^/m^L, G1) et Hom^L, K^limHom^L/m^L, K1).
3 "7̂

D'après (***), ceci implique Hom^L, C^Hom^ÇL, K1), donc G^K1, et d'après la
suite exacte (3), H^(N)==o. On a donc montré que H^(N)=o pour i>dp^M. Comme
d'après le théorème de dualité locale dimN=sup{.y tels que H^(N)=)=o}, il reste
dimN^dp^M, ce que nous voulions démontrer.

Considérons maintenant le cas où A est essentiellement de type fini sur un corps de caracté-
ristique o. Soit donc M un A-module non nul de type fini et de dimension projective
finie, et soit N un A-module non nul de type fini tel que M®^N soit de longueur finie.
On va construire un anneau local noethérien A de caractéristique p>o, un À-module
non nul M de type fini et de dimension projective finie égale à dp^M, et un À-module
de type fini N tels que dim^N^dim^N et que M®^N soit de longueur finie. On pourra
alors conclure en utilisant le résultat déjà prouvé en caractéristique p>o.

Lemme (2.2). — Soit M un module non nul de type fini et de dimension projective finie r,
sur un anneau local noethérien A essentiellement de type fini sur un corps k de caractéristique o. Soit N
un K-module de type fini tel que Supp M n Supp N soit réduit à V idéal maximal de A. Alors,
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il existe une k-algèbre de type fini A', un idéal premier p de A', et des K'-modules de type fini M'
et N' ayant les propriétés suivantes :

(i) A,=A, M,==M, N;=N.
(ii) M' est un A.'-module de dimension projective r, admettant une résolution de longueur r

par des A'-modules libres de type fini.
(iii) V idéal premier p appartient à toutes les composantes irréductibles de Supp N'3 et c'est

V unique idéal premier minimal de Supp N' n Supp M'.
Il existe une A-algèbre de type fini B, et un idéal premier m de B tel que A == B^.

Soient X et Y, deux B-modules de type fini tels que X^ == M et Y^ == N. Considérons
une résolution, par des B-modules libres de type fini, du B-module X. Soit t2 le r-ième
module de syzygie de X fourni par cette résolution. Gomme X^ est de dimension
projective r sur B^, le B^-module Q.^ est libre, donc il existe un élément seJï—m tel
que tig soit libre sur Bg. D'un autre côté, considérons les idéaux premiers mini-
maux q^ (î=i, ..., n) du support du B-module Y. En les rangeant convenablement, on
peut supposer qu'on a q^cm pour i^£, et q^4:m pour i>t. D'après le lemme d5 évite-
menton peut trouver un élément ^n q^, tel que f^m. Soient enfin p, (î==i, ..., TZ')
les idéaux premiers minimaux de Supp X n Supp Y, avec m = p^. Toujours d'après le
lemme d'évitement, il existe uef\ p^, avec ufm. On vérifie facilement que

A'=B^, p =mA', M'=X^ et N'=Y^

ont les propriétés réclamées, la première par construction, la deuxième par le choix
de j, et la troisième par le choix de t et u.

Lemme (2.3). — Soit A' une algèbre de type fini sur un corps k, et soient p un idéal premier
de A' et M' et N' des A.'-modules de type fini ayant les propriétés suivantes :

M' est un K'-module de dimension projective r, admettant une résolution de longueur r par
des A''-modules libres de type fini.

U idéal premier p appartient à toutes les composantes irréductibles de Supp N', et c'est
V unique idéal premier minimal de Supp N' n Supp M'.

Alors, il existe un sous-corps ~k de A, qui est une extension de type fini de son corps premier^
une tc-algèbre de type fini A' et des A!-modules de type fini M' et N' ayant les propriétés suivantes :

(i) A'=y^Â7, M'^M^A' et N^N^A'.
(ii) M' est un A!-module de dimension projective r, admettant une résolution de longueur r

par des A!-modules libres de type fini.
(iii) Si p == p n A', alors p est t'unique idéal premier minimal de Supp M'n Supp N',

le A—module M^ est de dimension projective r, enfin dim N^ ̂  dim Np.
Considérons une résolution libre de longueur r du A'-module M', par des modules

libres de type fini, et une présentation finie du A'-module N', soient :

o -> L^ L^i -> . . . -^ Lo -> M' -> o et Fi 4. Fo -> N' -> o.
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Choisissons une base pour chaque L^ et chaque F^, et représentons les homomor-
phismes cp^ (z=i, .. ., r) et ^ par des matrices (cp^3) et (^piq)- On sait que A' est de la
forme k[X^ .. .,XJ/SI. Prenons dans k[X^ . . .,XJ des polynômes oc^X) et ^(X)
tels que leurs images dans A' soient ^ ' q et ^pfq. Prenons des polynômes ^(X), dans
Â:[X^, ...,XJ, formant un système fini de générateurs de îl. Choisissons enfin une
famille finie de polynômes ̂ (X) tels que leurs images dans A' engendrent l'idéal premier p.

Il est possible de trouver un corps A contenu dans k, qui soit une extension de
type fini du corps premier de k, et qui contienne les coefficients des polynômes a^X),
MX), û,(X) et ^(X). Considérons alors Panneau A^pC^, ...,XJ/SÏ, où % est
Fidéal engendré par les polynômes ûg(X) dans A[X^, ...,XJ. On a évidemment
A'==A;®fcA', donc A' est une A'-algèbre fidèlement plate. Pour tous i, p, q, soit çf'9

l'image de ocf'^X) dans A'. Les coefficients cpf'^ forment des matrices cj^ telles que
A'®^7^==(p,. Gomme A' est fidèlement plat sur A', le complexe exact (L., 9.) se
descend en un complexe exact de A'-modules libres :

— Vr -- l̂ ,-o-^L, ->L,_ i -> . . . -^LO.

Soit M" le conoyau de cp^. On a M'^A^M', et M' admet une résolution
libre de longueur r par des A'-modules de type fini. On construit de la même façon
un A'-module de type fini N' tel que N'O^A'^N'. On a donc prouvé (i) et (ii).

Montrons que (iii) est vérifiée. Soit q un idéal premier de A' tel que

q eSupp M7 n Supp N'.

Gomme A' est fidèlement plat sur A', il existe un idéal premier q de A' au-dessus de q.
Mais alors, A^ est fidèlement plat sur A^ donc qeSupp M'n Supp N', et d'après l'hypo-
thèse (2), qDp, ce qui implique qDp.

Gomme Ap est fidèlement plat sur A^, on a dp^M^==dp^ Mp ==r.
Enfin, nous devons prouver dimN^dimNp. Soit alors d la dimension de N^,

et soit x=={x^, . .., ^) une suite d'éléments de pA^ tels que N^N^ est de longueur finie.
Pour montrer que dimNp^û?, il nous suffit de montrer que Np/;vNp est de longueur
finie. Mais, comme Np^Np=A'®^(N^/A;N^), on sait ([7], chap. IV, § 2, th. 2) que :

Supp N;/^ == U_ _Supp A;/qA^ = Supp A^/pA^.
GSuppNp/a;N|p

Mais, on a construit A' et p de façon à avoir pA'=p. A fortiori, on aura
dim Ap/pAp==o, donc le lemme est démontré.

Lemme (2.4). — Soit R un anneau de Dedekind ayant une infinité d'idéaux maximaux.
Soit B une R'algèbre de type fini. Soit V un ^-module de type fini de dimension projective r. Soit T
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un ^-module de type fini. Supposons qu'il existe un idéal premier p de B ayant les propriétés
suivantes :

(i) p n R = o.
(ii) p ̂  le seul idéal premier minimal de Supp V n Supp T, et p est contenu dans toutes

les composantes irréductibles de Supp T.
(iii) Vp est un ̂ -module de dimension projective r.
Alors, il existe un idéal maximal "m de R, et un élément a de m, qui est une uniformisante

de R^, ayant les propriétés suivantes :
1) a rHest pas inversible dans B/p.
2) a est régulier dans B, V et T.
3) Si q est un idéal premier de B minimal parmi ceux contenant p + aB, alors :

a) V^/aVq ^ ̂  Bq/aBq-module de dimension projective r;
b) dimT,/aT,=dimTp;
c) Supp(Vq/aV^)nSupp(Tq/aTJ est réduit à F idéal qBq/aB^.

Comme pnR==o, Panneau B/p est une R-algèbre de type fini, qui contient R.
Le lemme de normalisation dit qu'il existe un élément s de R, tel que (B/p)^ est entier sur
une algèbre de polynômes sur Rg. Gela prouve que tous les idéaux maximaux de R, sauf
au plus un nombre fini, se relèvent dans B/p. Autrement dit, pour tout idéal maximal 51
de R, sauf au plus un nombre fini, on a Sl(B/p) 4= B/p. Gomme les idéaux premiers de B,
associés à B, V ou T sont en nombre fini, on voit qu'on peut trouver un idéal maximal m
de R, tel que m (B/p) =t=B/p, et tel que m n'est pas contenu dans la réunion des idéaux
premiers appartenant à Ass B u Ass V u Ass T. Donc, si aeR est une uniformisante
de R^, on a choisi m de sorte que a soit régulier dans B, V et T et que oc ne soit pas
inversible dans B/p. Soit q un idéal premier de B, minimal parmi ceux contenant p+aB.
Gomme pcq, le A^-module Vq est de dimension projective r. Comme a est B^-régulier
et Vq-régulier, cela implique que V^/aVq est un B^/aB^-module de dimension projec-
tive r. Gomme tout idéal premier minimal de Supp T est contenu dans p, et comme
l'anneau B est caténaire, on a dim Tq == dim Tp + dim B^/pB^ = dim Tp +15 donc
dim Tq/aTq==dim Tp. Enfin, soit q'B^ un idéal premier de B^ appartenant à

Supp(V,/aV,)nSupp(T,/aT,).

Alors q'Bq e Supp V^n Supp Tq, donc q'B^DpB^. Mais q'B^aa, donc q'BqDpB^+aB^,
donc, comme q a été choisi minimal parmi les idéaux contenant p + aB, on ne peut
qu'avoir q'B^==qB^, ce qui prouve bien :

Supp(V,/aV,) n Supp(T,/aT,) ={qB,/aBj,

et le lemme est démontré.
En utilisant d'abord le lemme (2.2)3 puis le lemme (2.3), en localisant la situation

à l'idéal premier p, enfin en la délocalisant avec précision en appliquant à nouveau (2.2),
on se trouve ramené au problème suivant :
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Soit k un corps qui est une extension de type fini de Q. Soit B' une algèbre de type
fini sur k. Soient V et T' deux B'-modules de type fini, et p' un idéal premier de B',
tels que :

1) V est de dimension projective r sur B'.
2) Vp. est un B^-module de dimension projective r.
3) p' est le seul idéal premier minimal de Supp V n Supp T'.
4) {p'} est contenu dans toutes les composantes irréductibles de SuppT'.

^ Montrer qu'il existe un anneau noethérien local À, de caractéristique p>o, un
A-module M de type fini et de dimension projective r et un À-module de type fini N
tels que dim^N==dimB^T^, et que M®^N soit de longueur finie.

Soit n le degré de transcendance de k sur %. Il existe des éléments Xi, .. ., X^
de k formant une base de transcendance de k sur %, c'est-à-dire tels que k soit fini sur
<l(X,,... ,XJ.

Considérons la fermeture intégrale D dans k de :
a) Z si n==o;
b) Q/Xi, ...,X,_i)[XJ si TZ>O.
Alors D est un anneau de Dedekind ayant une infinité d'idéaux maximaux. En

procédant directement, comme dans la démonstration de (2.2), on voit qu'on peut
trouver un élément s de D, une D^algèbre de type fini B, et des B-modules de type fini V
et T tels que, si S==Dg—{o}, on ait :

1) S^B^B', S-^V^V et S-1T=T.
2) V est un B-module de dimension projective r.
3) Si p=p 'nB, alors p est le seul idéal premier minimal de Supp Vn SuppT,

et {p} est contenu dans toutes les composantes irréductibles de Supp T.
Posons R=D^. Alors, R est un anneau de Dedekind ayant une infinité d'idéaux

maximaux. Gomme pnR=o, toutes les conditions sont réunies pour appliquer le
lemme (2.4). Alors, B^/aB^ est une algèbre essentiellement de type fini sur le corps
R^/aR^. Deux cas se présentent alors :

a) Si n==o, alors R^/aR^ est un corps de caractéristique >o, et nous sommes
au bout de nos peines.

b) n >o, alors R^/aR^ est une extension de type fini de %, de degré de transcen-
dance n—i sur Q^. On délocalise alors avec précision grâce au lemme (2.2), et on répète
l'opération n— i fois, de façon à se ramener au cas précédent, qu'on a résolu.

Considérons maintenant le cas où A vérifie la condition (iii).
C'est-à-dire qu'il existe un système inductif filtrant d'anneaux locaux B^, tel que :
1) A==limB^.

a

2) Pour tout a, l'anneau local B^ est essentiellement de type fini sur un corps.
3) Tout morphisme de transition B^->B^ est local, et fait de B^ une B^-algèbre

locale-étale (z.<?., une B^-algèbre locale obtenue par localisation d'un revêtement étale
de BJ.
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Soit donc M un A-module de type fini et de dimension proj écrive finie, et soit N
un A-module de type fini, tel que M®^N soit de longueur finie. On veut montrer que
dim^N^dp^M. On ne change donc rien au problème en remplaçant N par A/3I, où
ÎI est l'annulateur de N. Considérons une résolution libre minimale de M, soit :

o -> A^ -^ A^-1 -^ ... -4» A^o -> M -> o.

Pour î==i , . . . , r , représentons les homomorphismes q^ par des matrices ((pf'3), et
choisissons un système de générateurs ûj de l'idéal 51.

On peut trouver a tel que l'image de B^ dans A contienne les coefficients des
matrices <p^ (i==i, . .., r), et les éléments a^. Comme les coefficients cpf'3 des matrices cp,

<p •
sont dans B^, les applications B '̂ -> B^'-i sont définies, et comme A est fidèlement plat
sur B^, l'existence et l'exactitude du complexe (A73-, 9.) impliquent que :

O-^B^B^-^...^BÎ>,

est un complexe exact de B^-modules libres.
Soit M^ == coker(B^ -S- B^0). Alors M^ est un B^-module de type fini de dimension

projective finie et égale à dp^M, tel que M^®^A==M. Soit SI^ l'idéal engendré par
les û, dans B^. Considérons M^®^(B^/5tJ. Alors, comme

(M,®Ba(Ba/5Ia))®BaA=M®^A/5I),

et comme A est fidèlement plat sur B^, on constate que Ma®Ba(^a/^a) est un B^-module
de longueur finie. Puisque B^ est essentiellement de type fini sur un corps, on en déduit
dim B^/St^dpg M.a==dp^M. Il reste que pour démontrer le théorème, il suffit de montrer
dimB^/5I^==dimA/2t. Mais, comme A/2t est fidèlement plat sur B^/ît^, on a évidemment
dim A/ît^dim B^/51^. D'un autre côté, comme A/SI est une localisation d'un anneau
entier sur B^/ÎI^? on a dim A/ÎI^dim B^/St^ d'après le théorème de Cohen-Seidenberg.
c.q.f.d.

Corollaire (2.5). — Soit X un schéma localement de type fini sur un corps. Soit y un
OyModule cohérente localement de dimension projective finie. Soit Y un sous-schéma irréductible
fermé de X. On suppose que Supp e^nY est non vide. Alors, si G est une composante irréductible
de Suppe^nY, on a dim Y—dim G^infdp^ ̂ .

Ce corollaire est la forme géométrique du théorème (2.1).

3. Démonstration d'une conjecture de M» Ausiander

Ce paragraphe se réduit pratiquement à l'énoncé suivant :

Théorème (3.1). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée l'une des conditions
suivantes :

(i) A est de caractéristique j^>o.
(ii) A est ind'étale sur un anneau essentiellement de type fini sur un corps.
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Alors, si M =|=o est un A-module de type fini de dimension projective finie3 toute suite M.-régulière
est une suite A-régulière,

Compte tenu du théorème d'intersection, c'est une conséquence de l'implication
(d)=>(b) du théorème (0.10).

Remarque. — Soit A un anneau qui est le complété d'un anneau local, essentielle-
ment de type fini sur un corps de caractéristique o. Alors A est aussi le complété d'un
anneau excellent hensélien B, pour lequel le théorème d'intersection est vrai. Le mor-
phisme canonique Spec A—^Spec B définit une bijection entre Ass A et Ass B. Soit alors p
un idéal premier associé à A, et soit M un A-module de type fini et de dimension pro-
jective finie tel que M/pM soit de longueur finie. Posons q==pnB. En utilisant le
théorème d'approximation pour les modules de dimension projective finie, on peut
construire un B-module de type fini N, de dimension projective finie égale à dp^M,
tel que N/qN est de longueur finie. Par le théorème d'intersection pour B, on en déduit
que N est de profondeur o, donc que M est de profondeur o.

En utilisant cette remarque et le lemme technique (5.2)3 ci-dessous, on démontre le
résultat suivant, par récurrence sur dim M :

Proposition (3.2). — Soit B un anneau local essentiellement de type fini sur un corps, et soit A
son complété. Alors, si M est un A-module de type fini et de dimension projective finie, tout élément
M.-régulier est A-régulier.

On constate que la difficulté pour généraliser aux suites régulières dans le cas un
peu plus général vient du fait que si x est un élément A-régulier, AfxA n'est plus le
complété d'un anneau essentiellement de type fini sur un corps. Néanmoins, (3.2) nous
suffit pour démontrer le résultat suivant dû à M. Ausiander.

Corollaire (3.3).— Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée Vune des conditions
suivantes :

(i) A est de caractéristique p'>Q.
(ii) Le complété de A est isomorphe au complété d^un anneau essentiellement de type fini sur

un corps.
Alors, pour que A soit intègre, il faut et il suffit qu'il existe un idéal premier p de A qui soit

de dimension projective finie sur A.
La condition est évidemment nécessaire, car si A est intègre (o) est un idéal premier.
Réciproquement, soit p un idéal premier tel que A/p soit de dimension projective

finie. Alors, par (3.1) ou (3.2), tout élément A/p-régulier est A-régulier. Gela implique
que la flèche canonique A->Ap est une injection. Mais, comme Ay/pAy est de dimension
projective finie, Ap est un anneau régulier, donc intègre. L'injection A<-^Ap entraîne
alors l'intégrité de A.

4. Modules parfaits

Rappelons la terminologie suivante qui généralise la notion d'idéaux parfaits due
à Macaulay [20].
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Définition (4.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dira qu'un A-module de type fini M
est parfait s'il est de dimension projective finie, et si sa dimension projective est égale à son grade
(Le. ExtJ[(M, A) == o pour î+dp^M).

Exemples :
1) Si a==(ai, .. .3 (x.g) est une suite A-régulière, A/a est un A-module parfait.
2) Si M est un A-module de longueur finie de dimension projective finie, c'est

un A-module parfait.
3) Si M est un A-module de Gohen-Macaulay de dimension projective finie,

c'est un A-module parfait, car si a est M-régulier et A-régulier, M est parfait si et seule-
ment si M/aM est parfait.

4) Si M est un module parfait et p un idéal premier du support de M, alors Mp
est un Ap-module parfait.

De la définition même des modules parfaits découle le théorème suivant qui montre
que sur un anneau local pour lequel le théorème d'intersection est vrai, un module parfait
vérifie les conjectures (a), (b), (d), (e) et (f) énoncées au § o.

Théorème (4.2). — Soit A un anneau local noethérien pour lequel le théorème d9 intersection
est vrai. Soit M un A-module parfait. Alors :

1) Tout système de paramètres pour M se prolonge en un système de paramètres pour A.
2) Toute suite 'M-régulière est une suite A-régulière.
3) grade M + dim M == dim A.
4) Si N est un A-module de type fini et si p est un idéal premier minimal de Supp M n Supp N,

alors dim Np + dim M? < dim A?.
Le théorème est une conséquence immédiate de (0.10)5 compte tenu du fait que

le théorème d'intersection est vrai pour A, et du fait que pour tout idéal premier p de
Supp M, on a grade Mp==dp^ Mp.

Remarquons, enfin, le fait suivant qui lie la régularité d'un module de dimension
projective finie à celle de l'anneau.

Proposition (4.3). — Soit A un anneau local noethérien pour lequel le théorème d''intersection
est vrai. Soit M un A-module de type fini de dimension projective finie. Pour tout idéal premier p
de Supp M, si M? est de Cohen-Macaulay, alors il en est de même de A?.

En effet, si a == (a^, ..., <Xg) est une suite Mp-régulière de longueur maximale,
Mp/aMp est un Ap-module de longueur finie de dimension projective finie. Le théorème
d'intersection dit alors que dimAp^dp^ Mp/aMp. Mais, comme tout module de dimension
projective finie a une dimension projective inférieure à la profondeur de l'anneau, on
a dim A?^ prof Ap, ce qui implique bien dim A? = prof A?.

Donnons enfin une caractérisation homologique des systèmes de paramètres, non
forcément maximaux, qui sont des suites régulières :
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Proposition (4.4). — Soient A un anneau local noethérien^ (A:i, ..., Xg) un système de para-
mètres de A, i.e. dim A/(^, ..., ̂ )=dim A—^; alors une condition nécessaire et suffisante
pour que ( î, . .., x^) soit une suite A-régulière est que dp^A/(^, .. ., Xg) <oo.

La nécessité est bien connue. Pour prouver la suffisance, nous allons montrer que
le complexe de Koszul K.(^5 . . ., ^g, A) est exact. Ce complexe est égal à

(*) o—ÂA'-^A A5-^... -^AA^A^A.

(i) Nous allons montrer que (*)? est exact si profAy<.y, où p est un idéal premier
de A.

En effet, si p^ (^i? • . .5 -^g) on sait que (*)p est scindé. D'autre part, nous allons
montrer que : dp^ (A/^, .. ., Xg)y^s pour tout p3 (A:i, .. ., Xg). Il suffira de le prouver
pour p minimal contenant (^, . . ., Xg). Or, en un tel p, (A/(^, . . ., Xg))y est un Ap-module
de longueur finie, donc, par (4.3), Ap est un anneau de Cohen-Macaulay, donc le système
de paramètres ^i, . . ., Xg de Ap est une Ap-suite, donc (*)p est exact et est une résolution
minimale, projective, de (A/(^i, . . . , A : g ) ) p .

(ii) Montrons maintenant que (*) est exact. Soit p un idéal premier minimal
s

dans U Supp(H^(A:i, . . . 3 ^ 3 A)). Alors pD(^i , . . . ,^), donc profAp^j, puisque

^(A/^i, . . . ,^)p^^.
Appliquant le lemme d'acyclicité (1.8) au complexe (*)p, dont l'homologie en

degré positif est de longueur finie, on trouve (H^(^, . .., x ^ y A))p==o quel que soit
s

i==ï, . .., s, ce qui est contradictoire. Donc U Supp(H^(A:i, . . ., Xg, A))=0, c.q.f.d.

5. Démonstration d'une conjecture de H» Bass

Le théorème qui suit démontre dans un cadre « presque » général un résultat
conjecturé par H. Bass dans [6].

Théorème (5.1). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose vérifiée l'une des conditions
suivantes :

(i) A est de caractéristique p^>o.
(ii) A est essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o.
(iii) A est ind-étale sur un anneau essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o.
(iv) Le complété A de A est isomorphe au complété d^un anneau local essentiellement de type

fini sur un corps de caractéristique o.
Alors; s9 il existe un A-module non nul T, de type fini et de dimension injective finie, A est un

anneau de Cohen-Macaulay.
Remarque. — II est évident que pour tout anneau noethérien local de Gohen-

Macaulay A, il existe un A-module non nul de type fini de dimension injective finie.
En effet, soit oc==(ai, ..., a^) un système de paramètres de A. C'est une suite A-régulière,
donc A/a est un A-module de longueur finie de dimension projective finie. Alors, si E
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est une enveloppe injective du corps résiduel de A (z.e. un module dualisant pour A),
Hom^(A/a, E) est un A-module de longueur finie (donc de type fini) et de dimension
injective finie.

Rappelons d'abord quelques faits très simples que nous utiliserons au cours de la
démonstration.

(*) Pour qu'un anneau local soit de Cohen-Macaulay, il faut et il suffit que son
complété soit de Gohen-Macaulay.

(**) Pour qu'un module T (resp. M) de type fini soit de dimension injective
finie (resp. de dimension projective finie) sur un anneau local noethérien A, il faut et il
suffit que son complété T (resp. M) soit de dimension injective finie (resp. de dimension
projective finie) sur le complété A de A.

Compte tenu de (*) et (**), on constate qu'il suffit de démontrer le théorème
lorsque A vérifie l'une des conditions (i) ou (iv), et même plus généralement lorsque le
complété de A vérifie une des conditions (i) ou (iv).

Notre intention est de prouver le théorème par récurrence sur dim T. Pour ceci,
nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (5.2). — Soit A un anneau local noethérien. On suppose que le complété A de A
vérifie Vune des conditions (i) ou (iv) de (5. i). Alors pour tout idéal premier p de A, le complété (Ap)"
de Ap vérifie Vune des conditions (i) ou (iv).

La propriété d'être de caractéristique p>o se conserve évidemment par localisation
et complétion, donc la condition (i) ne pose pas de problème.

Supposons donc que A est essentiellement de type fini sur A, un corps de carac-
téristique o. Soit p un idéal premier du complété A de A, et soit p sa trace sur A. Gomme A
est un anneau excellent, ses fibres formelles sont régulières. C'est-à-dire que Âp/pÂp
est un anneau local régulier. Si G est le complété de l'anneau local Âp, alors G/pG est
le complété de Âp/pÂp, et comme G/pC est équicaractéristique, G/pC est isomorphe
à un anneau de séries formelles K[[X^, ..., XJ], où K est le corps résiduel de G.
Gomme Âp est plat sur Ap, alors G est plat sur Ap et le critère local de lissité formelle
implique que G est formellement lisse sur Ap ([12], chap. o^y). Mais alors, G est
aussi formellement lisse sur le complété (Ap)^ de Ap. Soit k' le corps résiduel de Ap. Alors
k' est une extension de type fini de k. Donc k' est une extension algébrique monogène
(séparable, bien entendu) d'une extension transcendante pure de k. Cela implique
que k' est contenu dans le hensélisé de Ap, et plus précisément qu'il existe un anneau
local A', localisé d'un recouvrement étale de Ap, tel que A' soit essentiellement de type
fini sur son corps résiduel K'. Gomme l'homomorphisme Ap->G se factorise à tra-
vers (Ap)", il se factorise à travers A'. Considérons le diagramme commutatif :

Spec G —^—i-Spec A?

(̂ K X2)
Spec A'
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Comme (i) est formellement lisse, et (2) formellement non ramifié, on sait
([12], chap. IV, (17.1.4)) que (3) est formellement lisse. Soit p' l'idéal maximal de A'.
Alors C/p'G est isomorphe à un anneau de séries formelles K[[Xi, .... XJ]. On sait
qu'il existe un anneau B de type fini sur A:', et un idéal maximal m de B tels que A'==B^
et tel que B/m=Â;'. Considérons l'anneau B'=B®^K[Xi, ..., XJ. Soit m'l'idéal
maximal (m, Xi, ..., Xg) de B'. Gomme K[X^, . . .,XJ est formellement lisse sur A',
alors B' est formellement lisse sur B, et B^. est formellement lisse sur B^=A'. Mais
alors, l'isomorphisme (B^)/p'(B^) ^G/p'C se remonte ([12], chap. o^y? (19.7.1.5))
en un isomorphisme B^ ̂  G, ce qui montre bien que G est isomorphe au complété d'une
algèbre locale essentiellement de type fini sur un corps de caractéristique o.

Démontrons maintenant le théorème par récurrence sur dim T. On a vu (chap. I,
(4.10)) qu'on peut construire un A-module M, de type fini et de dimension projective
finie, ayant même support que T.

Si dim T==o, alors dim M==o. Par hypothèse, A est le complété d'un anneau local
noethérien B pour lequel le théorème d'intersection est vrai. Mais alors, M est aussi
un B-module de longueur finie de dimension projective finie. Comme B®gM est de lon-
gueur finie, le théorème d'intersection dit que dimB^dpgM. Mais comme dpgM^profB,
il reste dim B^profB, ce qui exprime bien que B est de Cohen-Macaulay, donc que le
complété A de B est de Cohen-Macaulay.

Supposons que dimT>o. Par l'hypothèse de récurrence, compte tenu du
lemme (5.2), on peut supposer que pour tout idéal premier? non maximal du support
du À-module T, l'anneau Âp est de Gohen-Macaulay. Soit donc M un À-module de type
fini et de dimension projective finie, ayant même support que T. Soit q un idéal premier
minimal de A tel que dim A/q==dim A. Deux situations sont possibles :

1) M/qM n'est pas de longueur finie. Dans ce cas, il existe un idéal premier p
du support de T, contenant q. On peut prendre p maximal parmi les idéaux premiers
différents de l'idéal maximal m de A. Gomme A est un anneau caténaire,

dim Â/p + dim Âp/qÂy = dim Â/q.

Donc d imÂp=dimÂ—i. Gomme peSuppT, on sait (I, § 4, n° i) qu'on a
prof Ap+dim Â/p = prof A, donc profA=profAp+i. Mais d'après l'hypothèse de
récurrence, Âp est de Cohen-Macaulay, donc profÂp==dim À— i. Il reste profÂ==dim À,
ce qui exprime bien que À est de Gohen-Macaulay.

2) M/qM est de longueur finie. D'après l'hypothèse, il existe un anneau B essen-
tiellement de type fini sur un corps tel que A soit le complété de B. Soit B11 le hensélisé de B.
Alors A est aussi le complété de B11. Considérons l'idéal premier de B11, q^qnB11.
Comme B11 est un anneau hensélien excellent, ses fibres formelles sont régulières. Compte
tenu de dim A/q==dim A, cela implique évidemment qA==q. Donc M/(qÂ)M est un
module de longueur finie. Autrement dit, il existe un entier c, tel que si m est l'idéal
maximal de A, l'homomorphisme canonique :

(Â/mc+l)®A(M/(qÂ)M) -> (Â/mc)®î(M/(qÂ)M)
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est un isomorphisme. On utilise alors le théorème d'approximation pour les modules
de dimension projective finie (chap. I, § 6). On sait qu'il existe un B^module M' de
type fini et de dimension projective finie, égale à dp^M, tel que :

M'^Â/m^^M/m^M.

On en déduit que l'homomorphisme canonique :

M'®ph (Â/m^1) ®î (Â/qÂ) -> M'®Bh (À/m6) ®î (Â/qÂ)

est un isomorphisme. Il en résulte que l'homomorphisme :

(M'/qM'^B^Â/m64-1) -> (M'MM^e^Â/m6)

est un isomorphisme, donc que M'/qM' est de longueur finie. Mais comme le théorème
d'intersection est vrai pour B\ on en déduit dim B^q^dpghM'. Mais comme

dim B^q = dim B11, et dpgh M' ̂  prof B11,

cela implique que B11 est de Cohen-Macaulay et donc que le complété À de B11 est de
Cohen-Macaulay, ce que nous voulions démontrer.

Corollaire (5.3). — Si dans les hypothèses du théorème, on suppose de plus que T est mono gène
(i.e. un quotient de A par un idéal), alors A est un anneau de Gorenstein.

D'après le théorème, on sait déjà que A est de Gohen-Macaulay. Soit n la dimen-
sion de A, et soit k son corps résiduel. D'après Bass [6], il suffira de montrer que
Extj^Â;, A) ̂  k. C'est une conséquence du lemme suivant :

Lemme (5.4). — Soit T un module de type fini et de dimension injective finie sur un anneau
local noethérien A. Soit r la profondeur de A, et soit x== (x-^, ..., x^) une suite A-régulière de longueur
maximale. Alors, il y a un isomorphisme de foncteurs définis dans la catégorie des A-modules de
type fini :

Extl(Hom(., A/^), T) ̂  . O^(T^T).

On peut supposer T=t=o. Comme la dimension injective de T est r, le foncteur
Ext^(-, T) est contravariant exact à droite, donc Ext^(Hom^(-, A/A:), T) est covariant
exact à droite. Il est bien connu ([22], § 2.3, lemme 3), que la restriction à la catégorie
des modules de type fini, d'un tel foncteur, est isomorphe au produit tensoriel par sa
valeur sur l'anneau de base. Gomme Ext^(A/A:, T)==T/A:T, le lemme est démontré.

(5 • 3) se déduit alors simplement du lemme, car comme A est de Gohen-Macaulay,
r = prof A = dim A == n. Donc, Ext^A;, A) = Hom^(A;, A/^), où x = (^, ..., x^) est une
suite régulière de longueur maximale. Mais dire que T est monogène, c'est dire que
k^^Tc^k, cela implique donc Hom^A:, A/A:) ̂  k, et le corollaire (5.3) est démontré.

Pour terminer ce paragraphe, nous allons voir que dans le cas particulier où le
module de dimension injective finie est monogène (corollaire (5.3)), on peut donner

374



DIMENSION PROJECTIVE FINIE ET COHOMOLOGIE LOCALE 99

une démonstration générale, sans restriction sur l'anneau, de la conjecture de Bass.
Encore une fois, l'outil essentiel sera la cohomologie locale.

Théorème (5.5). — Soit A un anneau local noethérien, Pour que A soit un anneau de Gorenstein,
il faut et il suffit qu'il existe un idéal 31 de A tel que A/5I soit de dimension injective finie.

La condition est évidemment nécessaire puisqu'un anneau de Gorenstein est de
dimension injective finie sur lui-même. Pour démontrer la réciproque, supposons que A
est complet, ce qui ne pose aucun problème puisque di^A/St<oo => di^Â/5IÂ<oo, et

À de Gorenstein => A de Gorenstein.

Soit r la profondeur de A, donc aussi la dimension injective de A/SI. Nous allons montrer
que si k est le corps résiduel de A, on a ExtJ[(Â;, A)==o pour i>r, ce qui en vertu
de (1.4.4) et (1.4.5) montrera que A est de dimension injective finie sur lui-même,
donc qu'il est de Gorenstein.

Pour toute A-suite régulière de longueur r, a ==(03, . . ., a,.), le lemme (5.4) donne
un isomorphisme de foncteurs définis dans la catégorie des A-modules de type fini :

ExtKHom^., A/a), A/ÎÏ) ̂  .0^(A/(a+9I)).

On en déduit évidemment :

Exti(Â;, A) == Hom^, A/a) ̂  k et Ext^Â;, A/5Ï) ̂  k.

Gomme le foncteur Ext^(-,A) (resp. Ext^(-, A/3I)) est exact à gauche (resp. à
droite) dans la catégorie des A-modules de longueur finie, on démontre par récurrence
sur ^(N)= longueur de N que pour tout A-module N de longueur finie, on a :

^(ExtKN, A)) ̂ (N) (resp. ̂ (Extl(N, A/SI)) ̂ (N)).

Si N est un A/51-module de longueur finie, soit a= (a^, ..., a,.) une suite A-régulière
telle que aN==o. Alors, on a :

Ext^(N, A) ̂  Hom^N, A/a),

et Exti(Hom(N,A/a),A/ÎI)^N®A(A/(a+5I))==N implique alors :

^(Ext^N, A)) ==^(N) et ^(Ext^N, A/ÎI)) =^(N).

En particulier, ceci implique que le foncteur Ext^(-, A) est exact dans la catégorie
des A/St-modules de longueur finie. La suite exacte associée au foncteur Ext^(-,A)
montre alors que le foncteur Ext^'^-.A) est exact à gauche dans la catégorie des
A/51-modules de longueur finie. On utilisera alors le résultat suivant :

Lemme (5.6). — Soit E une enveloppe injective du corps résiduel de A; alors Ext^(E, A/3I)
est un A-module monogène de dimension projective finie.

Le fait que Ext^(E, A/5I) est un A-module de dimension projective finie n'est
rien d'autre que (1.4.10). Considérons une résolution injective minimale Y de A/SI.

375



100 C . P E S K I N E E T L . S Z P I R O

Alors 1* est bien sûr de longueur r, et on sait ((1.4.4) et (1.4.5)) qu'on a un
isomorphisme F^E^ où (Ji^dim^Ext^, A/5I)). Donc F^E, et Ext^(E, A/ÎI) est
un quotient de Hom^(E, E) ̂  A, ce qui prouve bien qu'il est monogène.

Remarque. — En fait Ext^(E, A/3I) ^A/5I. C'est une conséquence du théorème
que nous démontrons et de ((1.4.10) (iii)).

Posons donc A/b =Ext^(E, A/ÎI). Gomme c'est évidemment un quotient de A/5I,
on sait que Ext^ •, A) est exact à gauche dans la catégorie des A/b-modules de longueur
finie. Pour démontrer le théorème, nous allons montrer que si i>r, et si ExtJ^(-, A) est
exact à gauche dans la catégorie des A/b-modules de longueur finie, alors ExtJ[(-, A)
est nul dans la catégorie des A/b-modules de longueur finie. Gela démontrera bien le
théorème, car si ExtJ^-, A) est nul dans la catégorie des A/b-modules de longueur finie,
alors Ext^"^-, A) est exact à gauche et donc nul dans cette catégorie, ce qui montrera
bien que Ex4(Â;,A)==o pour i>r.

Rappelons ([io], chap. IV, prop. 2) que si un foncteur contravariant F défini
dans la catégorie des modules de longueur finie sur un anneau local noethérien R d'idéal
maximal n, est exact à gauche, il y a un isomorphisme canonique de foncteurs

F^^Hom^-.limFÇR/n8)).
s

Dans le cas qui nous intéresse, on aura donc un isomorphisme de foncteurs définis
dans la catégorie des A/b-modules de longueur finie :

ExtK., A) ̂  Hom^( •, Im Extl(A/(b + m8), A)).
s

Pour démontrer le théorème, il nous suffit donc de montrer que

1m Exti(A/(b + m8). A) == o pour i>r.
s

Pour cela, nous utiliserons la suite spectrale associée à un foncteur composé. On considère
le foncteur Hom^A/b, • ) défini dans la catégorie des A-modules, et le foncteur

H^limHom^(A/(b+m8), • )
8

défini dans la catégorie des A/b-modules. On a bien sûr un isomorphisme de foncteurs :

H^oHom^A/b, •)=limHomA(A/(b+m8), •).
s

Gomme Hom^A/b, • ) transforme un A-module injectif en un A/b-module
acyclique pour le foncteur H^(-), la suite spectrale associée au foncteur composé
converge. On vérifie facilement que les dérivés à droite du foncteur exact à gauche
lin^HomA(A/(b+m8), • ) sont les foncteurs limExti(A/(b+m8), •) . On a donc une suite

8 s^
spectrale convergente H^(Exti(A/b,A)) ^IP^lii^Ext^A^b+m^A). Pour démontrer

s

que IP==o pour n>r, il suffira donc de démontrer H^(Extj[(A/b,A))==o pour p+q>r.
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Rappelons que comme A/SI est de dimension injective finie, alors (1.4.7)3 pour
tout idéal premier p eSupp A/SI on a dim A/p + profA^ == prof A == r.

Soit alors M un A-module de type fini tel que Supp M<-^V(3I).
Soit p e Supp M tel que dim M = dim A /p. Comme grade M ̂  prof A^, on

en déduit dim M + grade M ̂ r (il y a donc égalité en vertu de (1.4.8)). Prenons
M=A/b. Gomme A/b est de dimension projective finie, pour tout entier q, on a

grade(Exti(A/b,A))^

puisque si profAp<y on a dp^A/b<y, donc (Extj[(A/b, A))p=o. On en déduit donc
dim Extj[(A/b, A)^r—q. Et, la dimension cohomologique étant inférieure à la dimension
de Krull, H^Ext^A/b, A))=o, pour p>r—q^ ce que nous voulions démontrer.

Corollaire (5.7). — Soit A un anneau local noethérien. Une condition nécessaire et suffisante
pour que A soit de Gorenstein^ est qu^il existe un idéal de définition q, irréductible et de dimension
projective finie. Si de plus A est de dimension ^2, alors q est nécessairement engendré par une suite
régulière.

Soit E une enveloppe injective du corps résiduel de A. Gomme A/q est un anneau
de Gorenstein de dimension o, on a Hom^(A/q, E) 2^ A/q. Donc A/q est aussi de dimension
injective finie, et A est un anneau de Gorenstein d'après (5.5). Si de plus A est de
dimension 2, considérons une résolution projective minimale de A/q, soit :

o-^A^-^A^-^A-^A/q-.o.

Gomme A/q est de Gorenstein de codimension 2 dans A, on a :
Exti(A/q, A) ̂  Hom(A/q, E) ̂  A/q.

Ceci implique (12=1 car :

o^V-^r-^A^r^ExtKA/q, A)->o,

(où •" est le foncteur Hom^(-, A)) est une résolution libre minimale de Ext^(A/q, A).
Gomme [L^—^—i==rang(A/q)==o, on en déduit bien ^1=2, ce que nous voulions
démontrer.
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CHAPITRE III

THÉORÈMES DE FINITUDE ET D'ANNULATION
POUR LA GOHOMOLOGIE DES SCHÉMAS

o. Introduction

Dans [10], A. Grothendieck pose la question suivante (XIII, (1.3)) :
Soit k un corps algébriquement clos, et soit X un sous-schéma fermé de l'espace projectif

P = Pn(k) sur k. On suppose que X est équidimensionnel de dimension d et que X est localement
intersection complète dans P. Montrer que pour tout faisceau cohérent y sur P—X, les groupes
de cohomologie H^P—X, ̂ ) sont finis sur k pour i^n—d.

Dans [14], R. Hartshorne prouve cette conjecture lorsque k est de caractéristique o
et lorsque le faisceau normal à X dans P est ample (en particulier, lorsque X est non
singulier en caractéristique o). De plus, Hartshorne prouve le résultat suivant :

Théorème. — Soit X un sous-schéma fermé connexe de dimension ^ i de P=Pn(Â:). Alors
pour tout faisceau quasi-cohérent y sur P—X, on a :

Hn-l(p_X,^)=0.

A ces énoncés globaux correspondent des énoncés locaux, plus généraux, concernant
la finitude des groupes de cohomologie locale définis par un idéal d'un anneau régulier
local. Notre intention est de démontrer ici deux théorèmes locaux qui auront pour corol-
laires la conjecture de Grothendieck et le théorème de Hartshorne en caractéris-
tique p>o et qui, plus généralement, montreront que l'annulation de l'avant-dernier
groupe de cohomologie est équivalente, dans le cas connexe, à sa finitude. Nous utili-
serons, comme au chapitre II, l'itération du morphisme de Frobenius pour calculer
certains groupes de cohomologie locale, ici pour des schémas formels.

i. Relations entre cohomologie locale et cohomologie des variétés projectives

Le but de ce paragraphe est de montrer que les théorèmes locaux sont plus généraux
que les théorèmes projectifs. Pour ceci on montre d'abord (prop. ( i . i) à corollaire (1.5))
que des hypothèses sur la profondeur, ou la régularité, ou la dimension, des anneaux
locaux d'une variété projective X plongée dans un espace projectif P, se transmettent
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aux anneaux locaux du complémentaire du sommet du cône, au-dessus de cette variété
projective. Ensuite, on montre (prop. (1.6) à (1.8)) que les conclusions sur la finitude
ou la nullité de certains groupes de cohomologie locale, dans l'anneau local du sommet
de ce cône, donnent des conditions de finitude et d'annulation pour la cohomologie des
faisceaux cohérents sur le complémentaire de X dans P.

Nous fixons une fois pour toutes les notations pour ce paragraphe :
Soit X une variété projective plongée dans un espace projectif P=Pn(A:) sur

un corps k.
Soient A==À[To, .. .,TJ l'anneau du cône au-dessus de P, et 3 un idéal gradué

de A définissant X. On a, posant B==A/3, X==Proj(B) et P==Proj(A). On notera t,
l'image de T, dans B, i.e. B==Â;[^, . .., ^J- soit ^=(TO, ..., TJ l'idéal de A définissant
le sommet du cône au-dessus de P. On pose R=A^; c'est un anneau local régulier.
On pose a==3R et C==R/û; on voit que G est l'anneau local du sommet du cône
au-dessus de X.

On pose U == Spec R — {mR}.
Soit 3^ un faisceau cohérent sur P, et soit M un A-module gradué de type fini

qui permet de définir SF.
Pour comparer Spec B— {îît}? et donc U n Spec B, avec X, on utilisera le lemme

fondamental suivant. Les trois propositions qui le suivent en sont des corollaires
immédiats.

Lemme préliminaire ( 1 . 1 ) ([12], chap. II, (8.3.6)). — Pour j==o, i, . . . ,%, on a
Spec B(.^X^.[T, T~1], où T est une variable.

Proposition (1.2). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Les composantes irréductibles de X sont de dimension supérieure ou égale à d.
b) Les composantes irréductibles de G sont de dimension supérieure ou égale à d-^-i.

Proposition (1.3). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) X est non singulier (resp. localement intersection complète).
b) Pour tout idéal premier p de A, différent de m, Vanneau Bp est régulier (resp. intersection

complète dans Ay).

Proposition (1.4). — Soit i un entier. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Les anneaux locaux de X vérifient la condition S^ de Serre.
b) Pour tout idéal premier p de A, différent de "m, l''anneau By vérifie la condition S^, et

de plus si p est maximal, profBp^ î+i.

Corollaire (1.5). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Les anneaux locaux de X sont de Cohen-Macaulay.
b) Les anneaux locaux de Spec B—{m} sont de Cohen-Macaulay.
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Pour comparer les groupes de cohomologie locale à support dans V(3) et les groupes
de cohomologie des faisceaux cohérents sur P—X, l'outil essentiel est le résultat suivant :

Lemme (i. 6) ([12], chap. III). — Aves les notations introduites au début de ce paragraphe,
on a une suite exacte :

o^H^(M)->M-> S H°(P-X, ^(y))->H^M)-^o,

et des isomorphismes :

^H^P-X, ^-(v)) ̂  H^M) pour z> i.

Corollaire (1.7). — Soit i un entier ^o. Supposons que H -̂̂ M) soit un A-module
artinien. Alors :

(i) Les espaces vectoriels H^P—X, ^(v)) sont de dimension finie sur k pour tout veL.
(ii) Pour v suffisamment grand, on a H^P—X, ^(v))=o si i^i.
Le corollaire se déduit facilement du lemme. En effet, H^M) a une structure

de A-module gradué. Une suite décroissante stricte de sous-A-modules de H^P—X, ^(v))
engendre une suite décroissante stricte de sous-A-modules de H^+^M). Il n'y en a donc
pas, et H'(P—X,^(y)) est un A-module artinien, c'est-à-dire de type fini. Si z>i,
le A-module S H^P—X, ^(v)) est artinien. La suite de sous-A-modules

v ç Z

K(/)=SH<(P-X,^(,))
V^ C

est donc stationnaire pour l assez grand, ce qui implique bien H^P—X, ^'(y))=o
pour v assez grand.

Gomme le calcul de la cohomologie locale commute à la localisation, on a
(H^(M))^==H^(MJ, donc si H^(M) est à support dans V (m), on a H3(M)=H^MJ.
C'est cette remarque que nous utiliserons pour voir que dans les « bons cas », la finitude
de groupes de cohomologie locale sur un anneau local régulier entraîne la finitude des
groupes de cohomologie de faisceaux cohérents sur une variété quasi-projective. Précisons
tout de suite quels sont les « bons cas » qui nous intéresseront plus loin.

Proposition (1.8). — Soit X un sous-schéma fermé de l'espace projectif P==P^==Proj A
où A=A:[To, . .., TJ, défini par un idéal gradué 3. Soient X^ Q'==i, . . ., t} les composantes
irréductibles de X, et soit û?=infdim X,.. Soit m=(To, . . ., TJ V idéal maximal de l'origine
dans A. Alors :

1) H^A) est à support dans V(m), et on a donc H^M^H^MJ pour tout
^.-module M.

2) Si X est localement une intersection complète, H^(A) est à support dans V(m) pour
s^n+î—d, et on a donc H^ (M) == H^ (MJ pour s ̂  n +1 — d, et pour tout A-module M.

3) Si k est de caractéristique p>o, et si X vérifie la condition S,, avec i^d, alors H^(A)
est à support dans V(m) pour s^n+i—i, et on a donc H^(M) = H^ (MJ pour s^n+ï—i,
et pour tout A-module M.
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Dans les trois cas, on montrera que pour les entiers s considérés, les modules H%(A)
sont limites inductives de modules à support dans V(m).

Remarquons tout de suite qu'une fois qu'on sait que H^(A) est à support dans V(m)
pour S^SQ, on en déduit facilement que H^(M) est à support dans V(în) pour S^SQ
et pour tout A-module M. Pour les modules de type fini, cela se voit par récurrence
descendante, en utilisant une présentation finie, compte tenu du fait que la cohomologie
s'annule en degrés >%+i« Gomme tout A-module est limite inductive de A-modules
de type fini, le cas général en découle immédiatement.

Il nous suffira donc de démontrer les résultats relatifs aux groupes de cohomologie
locale de A.

1^ cas : On a H^^limExt^^A^, A). Mais d'après (1.4), pour tout idéal

premier p de hauteur n-\-î (donc maximal), si p=t=m on a prof(A/3^)p^ i. Il reste
donc qu'en tout idéal premier p=)=m, on a dp^ (A/^)p<7z+i, et Ext^^A/^, A)
a son support réduit à {m} pour tout l.

2e cas : H^(A)==limExtj[(A/3^, A). Il nous suffit donc de montrer que pour
( >

s^n-\-\—d, le module Extj[(A/3^, A) est à support dans V(m). Pour cela, montrons
que pour p=t=m, on a dp^ (A/3^)p<7z+i—^. Mais d'après (i .3)3 (A/3)p est une inter-
section complète dans A?, donc (A/30p est de Gohen-Macaulay, et sa dimension projec-
tive sur A? est égale à sa codimension dans Ap. Mais l'entier d a été choisi de telle façon
que pour tout p, on a :

codimension^ (A/3)p^—d<n-{-i—d,

ce qui démontre le 2e cas.
3e cas : Pour tout entier /', notons ^ l'idéal de A engendré par les puissances

j&^-ièmes des éléments de l'idéal 3. On sait d'après (1 .1 .7)5 que comme le mor-
phisme de Frobenius est plat sur A, on a pour tout entier ^, et tout idéal premier p :

(*) dp^((A/3)p)=dp^((A,3/),).

On voit facilement que les systèmes d'idéaux (%) et (3^) définissent la même
topologie dans A, donc pour tout seZ, H^(A)==limExt^(A/3^ A). Finalement, pour

montrer que H^(A) est à support réduit à m pour s^n-{-i—i, il suffit de montrer que
pour p+m, on a dp^ ((A/3^)p)^—î pour tout f. D'après (*), il suffira de prouver :

dp^((A/3)p)^7z—î pour tout p+m.

Si p est maximal, on sait (1.4) que prof(A/3)p^'+i5 donc :

dpAp((A/3)p)^dimAp-(^+I)=^+I-(î+I)==^-^.

Si p n'est pas maximal, on sait que :

prof(A/3)^inf(z,dim(A/3)p),
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donc,
dpAp((A/3)p)^sup(dim A^-z, dim Ay~dim(A/3)^).

Mais comme dimAp^w, on a dim Ap—Î^TZ— i .
De même, dim Ap—dim(A/3)p=codim^(A/3)p; mais codim^(A/3)y est égal

à la codimension dans A d'une des composantes irréductibles de A/3, donc, d'après
le choix de d, est inférieure ou égale à n— d et a fortiori à n— i.

Remarquons que nous avons encore utilisé l'itération du morphisme de Frobenius
pour étudier certains groupes de cohomologie locale, et plus précisément pour calculer
leur support.

Nous verrons au § 4 de ce chapitre, qu'en l'utilisant avec plus de délicatesse on
peut démontrer la finitude des modules de cohomologie étudiés dans le 3e cas de cette
dernière proposition.

2. Relations entre cohomologie locale et cohomologie des schémas formels

Tout comme au paragraphe précédent, on peut interpréter les groupes de cohomo-
logie locale en des termes plus géométriques, ici grâce aux schémas formels. L'ingrédient
est le théorème de dualité locale. Pour pouvoir l'utiliser on se restreint à la considération
des anneaux de Gorenstein. En vérité, dans la pratique seuls les anneaux réguliers se
rencontrent, ce qui fait que la restriction n'est pas trop importante.

Soient R un anneau local de Gorenstein et 3 un idéal de R, posons :

proff^R) == profondeur formelle de Spec R le long de V(3) =inf(H^(X, ̂ x)+o).

où X est le complété formel de X=SpecR le long de V(3). La proposition (2.2)
ci-dessous implique alors :

proff^R) >j o H^R) ==o V i>dim R—J.

Dans la proposition (2.3), on met en évidence les conditions qui serviront aux
paragraphes 4 et 5.

Rappelons d'abord le résultat suivant qui est un corollaire de ([12], chap. Oju,
prop. (13.3.1)).

Proposition (2.1). — Soit X un schéma noethérien, et soit Y une partie fermée de X, définie
par un faisceau cohérent d'idéaux / de Q-y^. Soit y un faisceau cohérent sur X et soit ̂  ̂ ^/^ + ̂
Soit U un ouvert de X et soit Û son complété formel le long de YnU. Alors les homomorphismes
canoniques

h,: H^Û.Um^-^HmH^U,̂ )

sont surjectifs pour z>o.
De plus, si le système projectif (H1"1^,.^))^ vérifie la condition de Mittag-Leffler,

alors h^ est un isomorphisme.
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Proposition (2.2). — Soit R un anneau local complet de Gorenstein de dimension d. Soit
m l'idéal maximal de R et soit E une enveloppe injective du corps résiduel k de R (i.e. un module
dualisant de R). Soit 3 un idéal de R.

Posons U=SpecR—{nî} et Y==V(3)nU. Alors, si Û est le complété formel de U
le long de Y, il y a une suite exacte :

o^HomR(H^(R), E)^R^r(Û, ^-^Hom^H^R), E)-^o,

^ ûfey isomorphismes :
HW C^Hom^H^-^R), E).

En effet, considérons le système projectif de suites exactes :
(*) o^H^R/y^R/S^nU, R/y^H^R/y)-^.

Gomme le système projectif (R/V) vérifie (M.L), on obtient, en passant à la limite, une
suite exacte :
(i) o^mnH;,(R/y)-^R->r(Û, ^)^HmHi,(R/y)->o.

n n

De même, les isomorphismes :
(**) H^U, R/y^H^R/y), pour ^ i,

donnent, en passant à la limite, des isomorphismes :
(i') HmH^U, R/V) ̂ UmH^R/y) pour ^ i.> ^ J

'n "'n

Comme H^(R/5I) est artinien pour tout idéal 91 de R et pour tout entier s>,o, (*) et
(**) montrent que les systèmes projectifs (H^U, R/S"))^ vérifient tous (M.L).

Donc, par (2.1)3 on a :
(2) H^Û.^^HmH^U.R/y) pour z>o.

n

Le théorème de dualité locale donne des isomorphismes fonctoriels :
H'J.) ̂ Hom^Ext^., R), E).

Donc Hm H^(R/3») s: ̂ m Hom^Extâ- '(R/3», R), E)
n n

^HomR(limExt^-«(R/3», R), E)
n

(3) ^Hom^H^(R),E).

En combinant (i), (2), (3) on trouve la suite exacte, et en combinant (i'), (2), (3) on
trouve les isomorphismes.

Corollaire (2.3). — Soit R un anneau local complet de Gorenstein de dimension d. Soit U
l^ ouvert complémentaire du point fermé dans Spec R. Soit ̂  un idéal de R. Soit r un entier tel que
o^r^rf. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) H (̂M) est un V^-module artinien, pour tout R-module de type fini M, et tout entier
s^_d—r.
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2) H (̂R) est un TS^module artinien pour s^d—r.
3) Si Û est le complété formel de U le long de V(3) n U, alors IT(Û, ^ç) ^MW R'module

de type fini pour i<_r—i.
Nous avons déjà démontré 1)02) par récurrence descendante. L'équivalence

2)03) est une conséquence immédiate de la proposition.

3. Le théorème local de Lichtenbaum-Hartshome

II s'agit du théorème suivant sur la cohomologie d'un anneau local, démontré
par R. Hartshorne dans ([14] 5 (3.1)).

Théorème (3.1). — Soit A un anneau local noethérien de dimension n. Soit 3 un idéal de A
ayant la propriété suivante :

Pour tout idéal premier p du complété A de A, tel que dim A/p =dim A, on a :

dimÂ/(3Â+p)^i.

Alors le fondeur de cohomologie locale H^(-) est nul.
Nous donnerons une démonstration directe de ce théorème, inspirée de celle de

R. Hartshorne, mais plus courte.
On peut évidemment supposer que A est complet, donc quotient d'un anneau

local régulier complet R. On sait (1.4.8) que gradée A + dim A = dim R, c'est-à-dire
qu'il existe une suite R-régulière a de longueur dim R—n dans l'annulateur de A.
Autrement dit, A est quotient de l'intersection complète R=R/a, qui a même dimension
que A. Finalement, il existe un anneau local complet de Gorenstein R, et un idéal 51 de R,
tel que A=R/ÎI et dim R = dim A == 72.

Lemme (3.2). — Soient p^ {i== i, ..., s) les idéaux premiers minimaux de R. Soit U le
complémentaire du point fermé dans Spec R. Alors, il existe des idéaux premiers q^ (i== i, ..., s)
tels que :

1) Pour tout i, {qj est un point fermé de U.
2) Pour tout i, on a p,cq,, et V(q,A)<->-V(3).
En effet, comme dim R/3I == dim R, on peut supposer qu'il existe un entier t, avec

i^t^s, tel que ÎÏCp, pour i^t et que 514= P» pour i>t. Soit alors 3'l'idéal de R,
image réciproque de 3.

Si i^t, on considère le localement fermé UnV(p,+3') qui est non vide d'après
l'hypothèse, et on prend pour { qj un point fermé de ce localement fermé.

Si î>^, on prend pour {qj un point fermé de V(p^) nU qui n'est pas contenu
dans V(5I). Un tel point existe car V(p^) nU est un schéma de Jacobson.

On constate que pour i^t, on a 3'cq», donc V(q,A)<-^V(3'A) ==V(3A), et
pour i'>t, par construction V(q^A) est réduit au point fermé de Spec A.

384



DIMENSION PROJECTIVE FINIE ET COHOMOLOGIE LOCALE 109

s

Le lemme étant démontré, soit b= fi q^; notre intention est de montrer que le

foncteur H^(-), défini dans la catégorie des R-modules, est nul, et d'en déduire que le
foncteur H^(-), défini dans la catégorie des A-modules, est aussi nul.

5

Pour tout entier i, posons b^= fi q^, et montrons que le système d'idéaux (b^)
i==i

définit la même topologie que les puissances de b, dans R. On a évidemment b^D \f
pour tout t. D'un autre côté, une décomposition primaire de t/ permet de constater
qu'on a t/==Ï^ n m^ où m^ est, pour tout /', un idéal primaire pour l'idéal maximal de R.

Remarquons que si S = fi (R~qJ, d'après le choix des q,, on sait que Snp,==0 pour

i== i, ..., j, donc que S ne contient pas de diviseur de o. Autrement dit R est contenu
dans S^R. Gomme fi b^S^R:^^, on en déduit f1 b/==o. Gomme l'anneau R est

^0 f^Q €

complet, le théorème de Ghevalley dit que la topologie définie par l'idéal maximal de R est
minimale parmi les topologies séparées. Ceci implique que pour tout idéal m, primaire
pour l'idéal maximal de R, il existe un entier ^ tel que b^m pour t^t^. Donc, il
existe un entier t^f) tel que b^rr^ pour t^t^). On déduit b^ n b<<-^ n m^ == b^
pour t^toW, c'est-à-dire b^D b< pour ^sup(^, ^(0), ce qui montre bien que les
systèmes d'idéaux (b^ et (bQ^ définissent la même topologie dans R. Ceci implique que
pour tout entier^, on a :

Hi(R)=limExti,(R/b^,R).
"r

Rappelons le résultat suivant démontré dans [22] et qui est d'ailleurs un corollaire
de ( ï .4-15)-

Proposition (3.3). — Soit R un anneau local de Gorenstein. Pour tout ÎL-module de type fini M,
on a Inégalité

profM+sup{î'eZ, tel que Ext^M, R) 4=o}=dim R.

Dans le cas qui nous intéresse, remarquons que les idéaux b/ ont été choisis de telle
façon que prof(R/b/»)=i, pour tout t. D'après la proposition, ceci implique :

Ext^(R/b^, R) = o, pour tout i, donc Hg(R) = o,

et comme le foncteur Hg(-) est exact à droite, Hg(-)==o. On en déduit que le foncteur
H^(*)5 défini sur la catégorie des A-modules, est nul. Mais comme V(bA)<-^V(3), on
a une suite exacte de foncteurs :

H^(.) -> HS(.) -> H^^(Spec R-V(bA), ̂ ).

Gomme dim(Spec R-—V(bA))<^, le dernier foncteur de cohomologie de cette suite
exacte à trois termes est nul, donc H^(-)==o implique HS(-)=o.
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Corollaire (3.4). — Soit X un schéma quasi-projectif algébrique sur un corps k. Si dim X==TZ,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) H^X, y} = o pour tout faisceau quasi-cohérent y sur X.
(b) Aucune composante irréductible de dimension n de X n'est projective.
C'est une conséquence immédiate du théorème précédent, appliqué en tous les

points fermés de l'anneau gradué de la fermeture projective de X.
Remarque. — Ce corollaire, le théorème de Lichtenbaum, qui est moins fort que le

théorème local de Hartshorne, est vrai plus généralement. S. Kleiman a donné une
démonstration pour laquelle l'hypothèse X quasi-projectif est inutile [17].

4. Théorème de finitude en caractéristique p>o

Nous donnons dans ce paragraphe le théorème principal de ce chapitre, qui
résout la conjecture de A. Grothendieck citée dans l'introduction, pour les schémas
projectifs sur un corps de caractéristique non nulle. La méthode consiste à utiliser
l'itération du morphisme de Frobenius. Nous commencerons ce paragraphe par un
théorème d'annulation pour la cohomologie locale à support dans un fermé défini par
un anneau de Gohen-Macaulay. Il est à noter que ce théorème ne s'étend pas en
caractéristique o.

Proposition (4.1). — Soit R un anneau local régulier de caractéristique p>o. Soit 3 un
idéal de R tel que R/3 soit un anneau de Cohen-Macaulay ; alors :

H^(M) = o pour tout i>àim R— dim R/3
et tout R-module M.

On a déjà remarqué au chapitre 1 (1.1.7) que le morphisme de Frobenius est plat
sur R. Soit 3/ l'idéal de R engendré par les puissances ̂ -ièmes des éléments de 3. Alors
R/3^ est de Cohen-Macaulay pour tout entier i\ de plus la topologie sur R définie par
les 3^ est la même que la topologie 3-adique; donc pour tout entier i, on a :

H^(R) ^ImExt^R/S^, R).

Soient n=dimR et rf==dim R/3==dim R/3/. On sait que pour tout t
dp(R/3,)=7z-rf,

donc Ext^(R/3^, R)==o pour i>n—d, et pour tout t. Donc H^(R)==o pour i>n—d.
On montre alors, par récurrence descendante, et par passage à la limite inductive,

que ceci implique :
H^(M)==o pour i>n—d, et pour tout R-module M.

Remarque. — On démontre de la même façon que si R est un anneau local régulier
de caractéristique non nulle, et si 3 est idéal de R, alors profR/3^^ implique H^(- ) ==o
pour î>dim R— s , autrement dit profR/3^j implique proff^R^j".
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Corollaire (4.3). — Soit k un corps de caractéristique p>o. Soit X une variété projective
de dimension û?, plongée dans l'espace projectif P==P^. Supposons que l'anneau local du sommet
du cône de X soit un anneau de Cohen-Macaulay. Alors y posant U=P—X, on a :

H^U, ^)==o pour i^n—d

et pour tout faisceau quasi-cohérent S^ sur U.
En effet, en vertu de (1.5) si 3 est un idéal gradué de A:[Xo5 .. .5 XJ==A défi-

nissant X, l'anneau Â;[XQ, .. .5 XJ/3 est un anneau de Cohen-Macaulay. Donc, pour
tout idéal maximal m de A, on a dp(A^/3A^)==^—û?.

Par (4.1)5 on en déduit que pour tout idéal maximal m de A, on a HR^ ( - ) = = o
pour i>n—d. Donc, finalement H^^^o pour i>n—d, et on conclut grâce à (i .7).

(4.3) Contre-exemple à la proposition {4.2) en caractéristique 0 (Hartshorne).
On peur construire une variété projective X de dimension 3, plongée dans P^,

telle que l'anneau local du sommet du cône au-dessus de X soit de Cohen-Macaulay
(et même de Gorenstein), et telle qu'il existe un faisceau cohérent y sur P—X, pour
lequel H^P-X, ̂ ^o.

On considère pour ceci la variété projective X, obtenue en faisant éclater un point
dans P|. Soit E le diviseur exceptionnel sur X, et soit/le morphisme X->Pi. On pose

^=/-(^(2))®^(-E).
Alors :

a) JS? est très ample sur X, et dim H°(X, oS?)=9.
b) H^X.JS^^o pour î==i,2.
c ) cox^oSf0^, où c^x est le faisceau qui entre dans le théorème de dualité

projective.
d) H^X, C)^C2, car les classes de Ghern des faisceaux /'(^(i)) et ^(E) sont

linéairement indépendantes dans H^X, Z) -^H^X, G).
On voit donc que l'anneau du cône de X (plongé dans P8) est de Cohen-Macaulay.

On constate qu'on a ainsi un contre-exemple grâce au théorème suivant, dû à Barth,
et dont on trouve une démonstration dans Hartshorne [19].

Théorème (4.4) (Barth). — Soit X une variété projective (algébrique) de dimension s
contenue dans une variété non singulière Y, propre sur G, de dimension n. Supposons que

H^Y-X,^)^

pour tout faisceau cohérent y sur Y—X et tout entier i^q, q donné. Alors Uhomomorphisme
H^Y, G) —^H^X, G) est un isomorphisme pour i<n—q.

Ici Y^P^C) et H^P8, G) -> H^X, G) n'est pas un isomorphisme grâce à d ) .

Corollaire (4.5). — Soient A un anneau de polynômes sur G, et 3 un idéal de A. Alors,

il Sexiste pas en général de morphisme entier A->A tel que les idéaux ^(3) A définissent la
topologie ^-adique.
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En effet, un tel morphisme serait plat, d'après le lemme d'acyclicité. En posant
3„===/n(3)A3 on aurait pour tout n, dp A/3^=dp A/3. On en déduirait H^^^o
pour î>dpA/3, ce qui est faux en vertu du contre-exemple que nous venons de voir.

Nous avons besoin maintenant de quelques lemmes techniques supplémentaires
sur le foncteur de Frobenius.

Les anneaux considérés sont noethériens et de caractéristique p>o. On notera,
comme au chapitre I, f l'homomorphisme de Frobenius et F le foncteur de Frobenius.

Pour simplifier les notations nous posons la définition suivante :

Définition (4.6). — Soit A un anneau de caractéristique p>o. Alors pour tout A-module
M et pour tout homomorphisme y de A-modules, on posera :

M^F^M) et q^-F1^).

Proposition (4.7). — Soient A un anneau noethérien et M un A-module de type fini. Consi-
dérons une présentation finie de M :

(*) A^A^o-^M-^o.

Alors :

(*)n A^A^M^O,

est une présentation finie de M^). De plus, si A est locale de corps résiduel k et si ro^rang^A;®^^)
alors ro==rang^k®^M^).

Il suffit évidemment de prouver la proposition pour n == i. On applique le foncteur
F( • )==•® f A à (*) et on obtient la première partie de l'énoncé. Soient a^ les coefficients
de la matrice <p.. Alors 9^ est représenté par la matrice (a§). Si A est local, dire que
(*) est une présentation minimale de M, c'est dire que les oc .̂ sont dans l'idéal maximal m
de H. Alors, (*)i est une présentation minimale de M(I) et on obtient bien le résultat
cherché.

Proposition (4.8). — Soit A un anneau régulier. Pour tout A-module de type fini M, on
a des isomorphismes :

Exti(M(,), A) ̂  Extl(M, A^) pour tout i.

En effet, nous avons déjà vu au chapitre I, § i, que ÇA est plat sur A donc :

Extl(M(ip A) ̂  Ext4. (M®/A-, ^A-) ̂  Ex4(M, A)®/A\

Nous avons maintenant le matériel nécessaire pour prouver le théorème de finitude en
caractéristique j&>o.
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Théorème (4.9). — Soit R ̂  anneau local régulier de caractéristique p>o. Soit 3 un idéal
de R et soit i un entier tels que :

1) Pour toute composante irréductible Y de Spec R/3? (w û î<dim Y.
2) A* U est l'ouvert complémentaire du point fermé dans Spec R, alors R/3 restreint à U

vérifie S, (condition de Serre).
Alors, si n est la dimension de R, pour tout R-module de type fini M et pour tout entier s^n—i,

les groupes de cohomologie locale H (̂M) sont des R-modules artimons.

Lemme (4.10). — II suffit de prouver que H^(R) est artimon pour s^n—i.
Raisonnons par récurrence descendante, ce que l'on peut faire car H^(-)==o

pour s>n. Supposons que H^(R) est artinien pour s^n—i, et que pour tout R-module
de type fini M, H^(M) est artinien pour .y>r>7Z—i. Soit N un R-module de type fini.
Il existe une suite exacte :

o-^K^R^N-^o.
On en déduit une suite exacte :

H^R^H^N^H^K).

Les deux modules extérieurs de cette suite exacte à trois termes étant artiniens, il en
est de même du module central, et le lemme est démontré.

Gomme R est régulier, pour tout entier ^, 3(^) est un idéal de R. Le système
d'idéaux 3(^) définissant la topologie 3-adique dans R, on a pour tout entier j,

H3(R)=limExt^(R/^,R).

Lemme (4.11). — Pour s^n—î, les modules Ext^ÇR/^p R) sont de longueur finie
pour tout f>_o.

Gomme R est régulier, R/3(^==(R/3)(^- D'après (4.8)3 il y a un isomorphisme
Ext^((R/3)^ R) ̂  (Ext^R/3, R))^.

Comme (1.4.5), (Ext^(R/3, R))^) a même support que Exta(R/3, R), il suffit fina-
lement de montrer que Extj^R/^, R) est de longueur finie pour s^n—i.
Soit q un idéal premier non maximal de R. On veut prouver que

Ext^(R^/3R,, R,) == o pour s^n-i.

On peut évidemment supposer 3c q, sinon il n'y a pas de problème. On sait qu'on a
prof(R,/3RJ^inf(z, dim R,/3R,).

Soit c==inf(dimY^), pourY^ composante irréductible de R/3* Alors la codimension
de Rq/3Rq dans Rq est <_n—c, donc dim RJ3Rq^dim R^—{n—c). On en déduit :

prof(R^3R^inf(i, dim R^-{n-c)),
donc : dp^(Rq/3R^) <;sup(dim R^— i, n—c),

et comme n—i>dim'R.—i et n— i>n—c, Exta (R^/3Rq, Rq)=o pour s>_n—i.
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Lemme (4. iss). — Soit E ̂  module dualisant pour R (i.e. z^ enveloppe injective du corps
résiduel k de R) ; alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1) H (̂R) est artinien.
2) Hom^HK^R), E) est un module de type fini sur le complété R de R pourt'idéal maximal.
3) HmHomR(ExtR(R/3^, R), E) est un R-module de type fini.< t
i)<^2) est une dualité classique ([io], exposé IV). L'équivalence 2)^3) est une

conséquence immédiate de l'isomorphisme de foncteurs : HmHom( •, E) ̂  Hom(lim •, E).

Lemme (4.13). — Dans la catégorie des ^-modules de longueur finie, on a un isomorphisme
de foncteurs :

HomR(.,E)^Extï,(.,R).

En effet, ces deux foncteurs sont exacts et coïncident sur le corps résiduel k de R.
Cet isomorphisme est de plus canonique ([io], exposé III).

Combinant les deux lemmes précédents, on constate que pour prouver le théorème,
il suffit de prouver que pour s>_n—i :

UmExt^(ExtR(R/3^,R),R)
{

est un R-module de type fini.
C'est une conséquence immédiate du lemme et de la proposition qui suivent :

Lemme (4.14). — Soit k le corps résiduel de R; alors le rang résiduel

rang^®KExtï,(ExtR(R/3^, R), R))

est indépendant de t.
D'après (4.8), il y a un isomorphisme :

Extï,(Ext^(R/^, R), R) ̂  (Extâ(Ext^R/3, R), R))^).

Mais, d'après (4.7)5 pour tout R-module de type fini M, et pour tout entier /', on a
rang^^M) ==rnng^k^M^).

Proposition (4.15). — Soit A un anneau local de corps résiduel k. Soit (M )̂ un système
projectif de ^.-modules de longueur finie, à rangs résiduels bornés (i.e. tels que rang^^M) ̂ C).
Alors limM^ est un module de type fini sur le complété A de A pour r idéal maximal.

Pour tout ^, posons P^= H Im(M^-^M^). Gomme les modules M.( sont de

longueurs finies, le système projectif vérifie la condition de Mittag-Leffler, c'est-à-dire
qu'on a P^=Im(M^-^M^) pour t ' assez grand. On en déduit rang^(A;®^P^)^G pour
tout i. On sait que les modules P^ forment un système projectif surjectif tel que
limP^ ==limM^. On peut donc remplacer le système M^ par le système P^, autrement dit,
on peut supposer que le système projectif M/ est surjectif. Alors la suite (rang^(Â:®^M^))
est croissante et bornée. Donc en « oubliant » un nombre fini de M^, on peut supposer
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que rang^(Â;®M^ est constant égal à Y]. C'est-à-dire qu'on peut supposer que les homo-
morphismes surjectifs :

(*) M^->M^ (r^)
définissent des isomorphismes

k®^Mf,^k®^Mf.

Considérons une surjection
A^M^o.

On peut alors relever l'application (*) en un diagramme commutatif :

A7! ——^ M^ —>- o

En tensorisant par k, on obtient un diagramme commutatif :

^——i> k'^^Mf——> o

M'
k^^Mf,

qui montre que ^-^OO^M^ est un isomorphisme, donc que A^-^M^ est une surjection.
On a donc un diagramme commutatif :

oî
A^ —> Mf —> o

A7' —> Mf, —> o

II existe une suite croissante d'entiers c{l) tels que si m est l'idéal maximal de A,
on ait m^M^o. On peut donc factoriser le diagramme précédent en un diagramme
commutatif :

o o

î î
A71 —> A^/în^'A"" —> M.( —> o

î î
A71 —> A^/m^'A11 —> M{, —> o

Soit K/ = Ker^A'Vîn^) A") ->M{) .
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On obtient un système projectif de suites exactes :

o-^K^A^m^A^M^o.

Tous les modules décrits ici étant de longueurs finies, le système projectif (K^) vérifie
la condition de Mittag-Leffler.

On obtient donc une suite exacte :

o -> lim K^ ->• lim A71 /m0^ A71 -> lim M^ -> o.

On a donc une surjection de À-modules Â^-^limM^-^o et la proposition est démontrée.
En corollaire du théorème local de finitude en caractéristique p>o, on obtient

un théorème global de finitude en caractéristique p, plus fort que le résultat général
conjecturé par Grothendieck. Ce théorème, ou un résultat assez similaire, a sans doute
déjà été démontré par R. Hartshorne, par des méthodes géométriques.

Théorème (4.16). — Soit X un sous-schéma fermé de V espace projectif P=P^ sur un
corps k de caractéristique p. Soient Xj les composantes irréductibles de X, et soit d = inf dim Xj.

Supposons que X est S^ avec i<^d (i.e. pour tout xe'X, prof 0^^>. inf (î, dim ^x,®))-
Alors IP(P—X, ̂ ) est un k-espace vectoriel de type fini, pour tout faisceau cohérent y

sur P—X, et pour tout entier s^n—i.
De plus, pour les mêmes valeurs de s, H^P—X, ̂ M) ===0 pour r asse^ grand.
Ce théorème se déduit du théorème (4.9) grâce aux propositions (1 .7) et (1.8).

5. Sur Pavant-demier groupe de cohomologie locale

Théorème (5.1). — Soit R un anneau local régulier complet de dimension d, à corps résiduel
séparablement clos. Soit U l } ouvert complémentaire du point fermé dans Spec R, et soit 3 un idéal
de R, tel que V(3) nU soit connexe de dimension ̂  i.

Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) H (̂M) est un V^-module artinien pour s^_d—i et pour tout ^.-module de type fini M.
2) H^(R) est un R-module artinien pour s^_d—i.
3) IR(M)==o pour s>_d—i et pour tout 'R-module M.
4) H^(R)==o pour s>_d—î.
5) H°(Û, fflç) est fini sur R, où Û est le complété de U le long de V(3) n U.
6) U homomorphisme canonique R->H°(Û, 0ç) est un isomorphisme.

Les conditions i), 2) et 5) sont équivalentes par (2.3). L'équivalence des condi-
tions 3), 4) et 6) est une conséquence de la suite exacte de (2.2), compte tenu du théorème
local de Lichtenbaum qui entraîne ici H^(-)==o. Gomme on a évidemment 6)=>5),
il reste à démontrer 5)=>6).
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On sait qu'on a :

(*) H°(Û,^)= Km 0^.
aeunvo)

Rappelons que si ;veUnV(:3), et si q^ est l'idéal premier de R correspondant à x,
alors (Pc^ est un anneau local, dont le complété est R^, complété de l'anneau local R^
pour l'idéal q^R^. On en déduit que toutes les flèches apparaissant dans la limite pro-
jective (*) sont injectives.

Lemme (5.2). — Pour tout xeU n V(3), l'homomorphisme H°(Û, (Pc) ->(Pç ^ est injectif.
Il suffit évidemment de montrer que si a est un élément non nul de H°(Û, (Pc),

son image dans (Pç^ est non nulle pour tout ;veUnV(3).
Comme a+o, il existe A:eUnV(3) tel que l'image de a dans (Pç^ soit non nulle.

Soitj^eUnV(3), et soient q^ et q,, les idéaux premiers de R correspondant à ^ e t j / .
Gomme U n V(3) est connexe, il existe ^, .... ̂ eU n V(3) ayant pour idéaux premiers
correspondants q ^ , . . . , q ^ tels que si on considère la suite d'idéaux premiers
q^, q^, ..., q^, q^, il y ait toujours une relation d'inclusion entre deux idéaux successifs.
On en déduit que si l'image de a dans 6^ ^ est non nulle, alors l'image de a dans (Pc
est non nulle. Le lemme est démontré.

Lemme (5.3). — H°(Û, (Py) est un anneau intégralement clos fini sur R.
Gomme pour A-eUnVO), le complété de (PQ ^ est un anneau régulier, (Pc ^ est

intégralement clos. Soit a un élément du corps des fractions de H°(Û, (Pc) entier sur
H°(Û, (Pc). Par (4.2), c'est un élément du corps des fractions de (P^^, donc ae^ç ^ et
ceci pour tout A:eUnV(3). On en déduit que aeH°(Û, (Pc). Le fait que H°(Û, û?u)
est fini sur R n'est rien d'autre que l'hypothèse.

Lemme (5.4). — Spec H°(Û, (Py) est un revêtement étale de Spec R.
Comme R est un anneau régulier, d'après le théorème de pureté, il suffit de prouver

que tout idéal premier de hauteur i de l'anneau A==H°(Û, (Pc) est étale au-dessus de R.
Pour tout ;veUnV(3), soit q^ l'idéal premier de R correspondant. Posons

P^=Anq^^=Anq^.

Les injections R^ <-> A^ <-> (P^ ̂  <->. R^ montrent que p^ est étale au-dessus de R.
Comme A== lim (Pf?-, on a A== fl A, .

.e&) ' .ev(3)nu^
On en déduit que tout idéal premier de hauteur i de A est contenu dans un p^.

Gomme l'ensemble des points où le morphisme Spec A->Spec R est étale, est ouvert,
on en déduit que tout idéal premier de hauteur i de A est étale au-dessus de R, et le
lemme est démontré.

Mais, comme R est complet à corps résiduel séparablement clos, le seul revêtement
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étale connexe de R est R lui-même, donc Phomomorphisme R->H°(U, fflfj) est bien
un isomorphisme et le théorème est démontré.

Corollaire (5.5). — Soit R un anneau local complet régulier de caractéristique p^>o, de
dimension d, à corps résiduel séparablement clos. Soit U U ouvert complémentaire du point fermé
de Spec R, et soit 3 un idéal de R tel que V(3) nU soit connexe de dimension ̂ i. Alors :

1) Les fondeurs H^-1^) et H^(-) sont nuls.
2) Si Û est le complété formel de U le long de V(3) n U, Vhomomorphisme canonique

R->r(Û, 0^) est un isomorphisme.
Par le théorème local de Lichtenbaum Hl(-)==o.
Gomme pour toute composante irréductible Y de Spec R/3, on a i<dimY, en

remplaçant 3 par l'intersection des idéaux premiers le contenant, on peut appliquer
le théorème local de finitude en caractéristique^ (4.9)5 donc H^^R) est un R-module
artinien. Mais par le théorème (5.1), ceci implique H^-l(•)==o, ainsi que la propriété 2)
qui n'est autre que la propriété 6) de (5.1).

Donnons enfin le corollaire global de ce résultat local.

Corollaire (5.6). — Soit k un corps séparablement clos de caractéristique p. Soit X un sous-
schéma fermé connexe de dimension^! de V espace projectif P=P^. Alors pour tout faisceau quasi-
cohérent y sur P—X, on a :

H^^P—X.^^o.

On sait déjà par le théorème de Lichtenbaum que H^P'—X, e^) ==o. Tout faisceau
quasi-cohérent étant limite inductive de faisceaux cohérents il suffit de montrer que
H"-i(P—X, ̂ ")=o pour tout faisceau cohérent ^r sur P—X. Mais ce résultat se déduit
du résultat local précédent exactement comme le théorème global de finitude se déduit
du théorème local de finitude.
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