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INTRODUCTION

Le but de ce travail est de développer l'étude des groupes algébriques réductifs
sur un corps local dans la voie ouverte par N. Iwahori et H. Matsumoto. Les principaux
résultats obtenus ont été annoncés, parfois sous une forme légèrement différente, dans [10]
à [16] (voir aussi les conjectures de [9]).

De façon imagée, la théorie qui sera exposée ici, à partir du chapitre II, peut
être décrite comme l'étude d'un groupe semi-simple défini sur un corps local K — ou
plutôt du groupe G de ses points rationnels sur K — considéré comme « objet de
dimension infinie » défini sur le corps résiduel k. Ce point de vue est illustré par les
analogies qu'on peut établir entre nos résultats et la théorie ordinaire des groupes algé-
briques définis sur k. Comme pour celle-ci, il y a lieu de distinguer la théorie absolue
(k algébriquement clos) de la théorie relative {k quelconque). On sait le rôle joué en
théorie absolue des groupes semi-simples ([i], [18]) par les sous-groupes de Borel,
sous-groupes résolubles connexes maximaux, et plus généralement par les sous-groupes
paraboliques, c'est-à-dire les sous-groupes contenant un sous-groupe de Borel. Ce même
rôle sera tenu ici, pour k algébriquement clos, par les sous-groupes d'Iwahori et les sous-
groupes parahoriques. Dans un exposé basé sur une description a priori de la structure
algébro-géométrique de G sur k — exposé qui reste d'ailleurs à faire —, les sous-groupes
d'Iwahori pourraient sans doute être définis comme les sous-groupes prorésolubles
connexes maximaux de G. En tout cas, nous verrons au chapitre II qu'ils ont une
structure naturelle de groupe proalgébrique prorésoluble connexe et sont maximaux
pour cette propriété. Cependant, nous les introduisons ici d'une autre façon. Lorsque G
est déployé sur K, nous utilisons le procédé d'Iwahori-Matsumoto [28] consistant en
une description explicite, à partir de la théorie radicielle de G sur K. Dans le cas général
(^ étant toujours supposé algébriquement clos), on sait que G est toujours quasi-déployé,
en vertu d'un théorème de Steinberg, et nous avons à notre disposition deux procédés :
une extension au cas quasi-déployé de la méthode « constructive » d'Iwahori-Matsumoto
— procédé déjà utilisé dans certains cas (groupes quasi-déployés, groupes classiques)
par H. Hijikata ([26], [27]) — ou la réduction au cas déployé à l'aide d'un processus
de descente galoisienne.

On sait que plusieurs propriétés essentielles d'un sous-groupe de Borel (le fait
d'être son propre normal! sateur, la décomposition de Bruhat, la structure du treillis
des sous-groupes qui le contiennent, etc.) sont conséquences du fait que ce groupe
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constitue, avec le normalisateur d'un tore maximal, un système de Tits (1) dont le groupe
de Weyl est un groupe de Coxeter fini (groupe de Weyl du système de racines du groupe
semi-simple considéré). De même, lorsque G est simplement connexe, un sous-groupe
d'Iwahori B constitue avec le groupe des points rationnels du normalisateur d'un tore
maximal convenable, un système de Tits, dont le groupe de Weyl est cette fois infini.
Il en résulte à nouveau que B est son propre normalisateur, donne lieu à une décompo-
sition de Bruhat, etc. Les sous-groupes parahoriques sont les sous-groupes P qui
contiennent un sous-groupe d'Iwahori B et sont réunion d'un nombre fini de doubles
classes suivant B. Dans le cas non simplement connexe, on rencontre des phénomènes
tout à fait analogues à ceux du cas non connexe de la théorie classique. Dans cette
introduction, pour simplifier le langage, nous ne considérerons généralement que le cas
simplement connexe.

Comme dans le cas classique [3], le passage au cas relatif se fait par « descente ».
Nous utilisons à cette occasion les techniques de descente galoisienne, ce qui nous oblige
souvent à supposer le corps k parfait, bien que cette hypothèse soit probablement superflue
dans bien des cas. On se rappelle qu'un groupe algébrique semi-simple défini sur k ne
possède pas nécessairement de sous-groupe de Borel défini sur k, mais qu'il convient
de considérer ses A-sous-groupes paraboliques minimaux, qui sont tous conjugués et
donnent lieu à leur tour à des systèmes de Tits. De même, nous serons conduits à envisager
les « A-sous-groupes parahoriques » minimaux de G, qui sont les « groupes B » de
systèmes de Tits dont le groupe de Weyl est le groupe de Weyl affine d'un système de
racines (systèmes de Tits « de type affine »). Celui-ci n'est pas nécessairement homo-
thétique du système de racines relatives de G, mais a même groupe de Weyl (ordinaire)
que ce dernier.

L'intérêt des sous-groupes parahoriques réside notamment dans les faits suivants.
Les sous-groupes bornés maximaux de G — supposé simplement connexe — sont les sous-
groupes parahoriques maximaux. Nous déterminons d'ailleurs complètement les sous-
groupes bornés maximaux de n'importe quel groupe semi-simple sur K, généralisant ainsi
les résultats obtenus par H. Hijikata pour certains groupes classiques (PGL^, groupe d'une
forme sesquilinéaire non dégénérée). D'autre part, les sous-groupes parahoriques ont
des structures naturelles de groupes proalgébriques sur k; par leur truchement, diverses
questions concernant G (questions de cohomologie galoisienne notamment) peuvent être
ramenées par « réduction modulo p » à des problèmes concernant des groupes semi-
simples (de dimension finie) sur k. Ceci nous permet de généraliser des théorèmes obtenus
par M. Kneser lorsque K est localement compact de caractéristique zéro (détermination
des groupes anisotropes, nullité du H1, classification). Notons aussi que, si le groupe
considéré se déploie sur une extension non ramifiée de K, les sous-groupes parahoriques

(1) Dans tout ce mémoire, nous avons essayé d'adhérer le plus strictement possible à la terminologie de
N. Bourbaki, de manière à faciliter les références à [5]. C'est pourquoi l'un des auteurs a vivement insisté pour que
ce que d'aucuns appellent une (BN)-paire dans un groupe G soit appelé ici un « système de Tits ». L'autre auteur,
à son tour [3], s'y résigne.
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apparaissent comme groupe des « points entiers » (ou « groupe d'unités ») de certaines
« structures sur les entiers » sur le groupe envisagé, c'est-à-dire de schémas en groupes
sur l'anneau 0 des entiers de K qui deviennent le groupe semi-simple étudié par le
changement de base (P->fi.

D'autres ingrédients de la théorie classique sont les tores — notamment les tores
maximaux dans le cas absolu et les tores ^-déployés maximaux dans le cas relatif — le
système de racines — absolues ou relatives — et les sous-groupes radiciels, notés géné-
ralement U^, qui sont des groupes additifs dans le cas absolu et des groupes unipotents
de classe ^2 dans le cas relatif. Tous ces objets ont leurs répondants dans la « théorie
locale ». En particulier, nous associons au groupe G un « système de racines affines »
(absolues ou relatives), dont les éléments sont des demi-espaces affines du dual A de
l'espace vectoriel réel engendré par le système de racines relatives 0 de G, de la forme
(x'a,Jc=={xe^L\a{x)+k'^o}, où a parcourt 0 et k un sous-groupe discret 1̂  de R. A chaque
racine affine a est associé un sous-groupe U^ de G. Le système des U^ est d'ailleurs
étroitement lié au système des groupes radiciels usuels U^. Plus précisément, les U^
(pour Â;6rj sont les termes d'une filtration de U^$ ces filtrations proviennent d'une
« valuation » de la donnée radicielle constituée par les U^ (qu'on se souvienne qu'une
valuation d'un corps n'est guère plus qu'une filtration de son groupe additif). Dans le
cas absolu {k algébriquement clos), les quotients successifs de ces filtrations sont des
groupes additifs sur k', dans le cas relatif, ce sont des groupes unipotents connexes de
classe ^ 2.

***

Ce premier chapitre est consacré à la partie « abstraite » de la théorie, c'est-à-dire
celle qui relève de la théorie des groupes « abstraits » et est indépendante de toute
structure algébro-géométrique sur G ou sur les sous-groupes envisagés. De ce fait, elle
s'applique aussi à des groupes G sans relations avec les groupes algébriques.

Nous exposons cette théorie en nous plaçant successivement à deux points de vue :
celui des systèmes de Tits de type affine (§§ 2 à 5) et celui des données radicielles
valuées (§§ 6 à 8). Le premier est plus géométrique au départ, et donne un rôle primordial
aux sous-groupes parahoriques $ le second, plus analytique, est essentiellement fondé
sur la considération des sous-groupes radiciels U^ et de leur valuation. Il n'y a pas équi-
valence stricte entre les deux théories : d'une part, il existe des systèmes de Tits de type
affine ne provenant pas d'une donnée radicielle valuée (dans les groupes d'auto-
morphismes de certains arbres par exemple); en revanche, les valuations de données
radicielles que nous considérons ne sont généralement pas supposées discrètes, et seules
les valuations discrètes donnent lieu à de tels systèmes de Tits. Toutefois, les principales
applications que nous avons en vue relèvent aussi bien de l'une des théories que de
l'autre et le lecteur surtout intéressé à ces applications pourra souvent découvrir deux fois
l'énoncé qu'il cherche sous des formes un peu différentes. Ces redites, dues en partie à
la genèse du travail, auraient sans doute pu être évitées moyennant une refonte du
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mémoire que nous avons renoncé à entreprendre (nous reviendrons peut-être ailleurs
sur une notion abstraite d' « immeuble », permettant une généralisation commune des
deux théories) ; elles ont du moins l'avantage de mettre en évidence deux aspects des
objets étudiés et de faire appel à des modes de raisonnement parfois très différents.

* *

Le § i est essentiellement consacré à des rappels sur les systèmes de Tits et les
groupes de Weyl de type affine.

Au § 2, nous associons à tout système de Tits de type affine (B, N) un « immeuble » c ,̂
étroitement lié à l'ensemble combinatoire défini dans [39] ou [5] (exercices 10 à 17
du chap. IV, § 2), mais qui ne lui est cependant pas identique. Il s'agit ici d'un complexe
polysimplicial géométrique muni de diverses structures, notamment d'une distance qui
en fait un espace complet. Dans le cas de rang i (c'est-à-dire lorsque le groupe de Weyl
de (B, N) est le groupe diédral infini), ^ est un arbre. A certains égards, cet immeuble
remplace l'espace riemannien symétrique de la théorie des groupes de Lie semi-simples
réels. C'est notamment le cas au § 3, où son utilisation nous permet de déterminer les
sous-groupes bornés maximaux de G (pour une bornologie naturellement associée au
système (B, N) et qui est la bornologie définie par la valuation de K dans le cas des
groupes algébriques sur un corps local), grâce à un « lemme de point fixe » qui s'applique
aussi bien à nos immeubles qu'aux espaces riemanniens symétriques, et peut être
également utilisé pour la détermination des sous-groupes compacts maximaux des
groupes de Lie réels. De même, au § 4, nous établissons, toujours à l'aide de l'immeuble,
des « décompositions d'Iwasawa et de Gartan » analogues aux décompositions de même
nom des groupes de Lie semi-simples réels (1) (2), ainsi que certaines relations entre
doubles classes ayant des conséquences intéressantes pour la théorie des représentations des
groupes semi-simples sur les corps locaux localement compacts (voir à ce sujet le n° 4).

Revenons un instant à la « décomposition d'Iwasawa ». A partir du système (B, N),
nous construisons un sous-groupe SB de G qui, dans le cas des groupes algébriques sur
un corps local K, n'est autre qu'un K-sous-groupe parabolique minimal. La décompo-
sition d'Iwasawa est alors la relation G==25.P, où P est un sous-groupe borné maximal
de G (mais contrairement à ce qui se passe dans le cas réel, on ne peut pas en général
trouver de sous-groupe R de 25 tel que G == R. P avec R n P ={ i}). Elle n'est cependant
valable que pour certains P — les « bons » sous-groupes bornés maximaux — et
moyennant une hypothèse supplémentaire sur le système (B, N), toujours vérifiée par
exemple dès que l'on a G=3î.N.9î.

(1) Si G est un groupe de Lie semi-simple réel de centre fini et K un sous-groupe compact maximal de G,
ce qui est classiquement appelé la « décomposition de Cartan » de G est la relation G == K. P, où P est l'image par
l'application exponentielle de l'orthogonal de l'algèbre de Lie de K pour la forme de Killing. Mais on sait que P
est la réunion des conjugués kAk~1, où A est un sous-groupe commutatif maximal de P et où A; parcourt K.
De G == K. P on déduit donc G == K. A. K et c'est cette dernière relation dont nous démontrerons un analogue
sous le nom de « décomposition de Cartan ».

(2) Pour un autre exemple d'analogie entre immeuble et espace riemannien symétrique, voir [35].

10
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Le § 4 appelle encore un commentaire. Nous avons dit plus haut que, du point
de vue de la théorie locale, les groupes algébriques non simplement connexes se comportent
comme les groupes non connexes de la théorie usuelle. Pour que nos résultats soient
d'emblée applicables à ce cas, nous avons été amenés à considérer, outre le groupe G,
un groupe G muni d'un homomorphisme 9 : G->G satisfaisant à certaines conditions
(« homomorphisme B-N-adapté »); dans les applications, G et G seront respectivement
les groupes des points rationnels d'un groupe semi-simple quelconque et du « revêtement
universel » (simplement connexe) de la composante neutre de ce groupe. La nécessité
de considérer simultanément les groupes G et ô explique la lourdeur des notations.

Lorsque G==SBN®, ce qui est le cas dans toutes les applications, le couple (SB, N)
est un système de Tits de groupe de Weyl fini. Nous traduisons ce fait en parlant d'un
double système de Tits. Le § 5 est consacré à une analyse axiomatique de cette situation.
Elle ne présente que peu d'intérêt pour l'étude des groupes algébriques et les résultats
du § 5 ne sont pas utilisés par la suite. Le lecteur peut donc, sans grand dommage, sauter
ce paragraphe.

Le § 6 est consacré aux données radicielles valuées. Si 0 est un système de
racines, une donnée radicielle de type 0 dans un groupe G est une famille de sous-
groupes (T, (UJ^J soumise à certaines conditions ((6.1.1), (DRi) à (DR6)). Un
exemple typique — sur lequel sont modelés les axiomes — est celui où G est le groupe
des points rationnels d'un groupe semi-simple sur un corps K, T le centralisateur d'un
tore déployé maximal, 0 le système des racines relatives à ce tore, et où les U^ sont
les groupes radiciels unipotents associés à ces racines (groupes notés V^ dans [3]).
Une valuation de la donnée radicielle est un ensemble de fonctions 9^ : U^-^Ru{oo},
satisfaisant à des conditions ((6.2.1), (Vo) à (¥5)) naturellement suggérées par l'étude
des groupes déployés sur un corps value. Comme nous y avons fait allusion plus haut,
à une valuation discrète d'une donnée radicielle génératrice de G est associé un double
système de Tits dans un sous-groupe d'indice fini de G (6.5). Mais dans la suite du
chapitre, nous ne nous limitons pas au cas discret.

L'un des avantages de l'introduction de données radicielles valuées est qu'elles
permettent une étude plus poussée de la structure des sous-groupes parahoriques, qui
n'apparaissent plus d'ailleurs que comme des cas particuliers des sous-groupes U/ étudiés
en détail au n° 6.4, notamment du point de vue de leur proniipotence. Par exemple,
dans le cas des groupes semi-simples sur un corps local de corps résiduel k, tout groupe
parahorique est extension d'un groupe algébrique réductif sur k et d'un groupe
proniipotent.

Les §§ 7 et 8 transposent en quelque sorte aux données radicielles valuées les
résultats des §§ 2, 3 et 4 : construction d'un immeuble e ,̂ qui dans le cas discret est celui
du système de Tits associé et qui dans le cas général possède la plupart des structures et
propriétés de ce dernier, à l'exception de la structure de complexe polysimplicial (bien
que ^ possède des « chambres » et des « facettes ») et de la propriété d'être complet;

il
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étude de la bornologie de G et détermination des sous-groupes bornés maximaux. L'ordre
des démonstrations est grosso modo l'inverse de celui des §§ 2 à 4 : nous devons commencer
par étudier certains sous-groupes généralisant les sous-groupes parahoriques et par
établir les décompositions d'Iwasawa et de Bruhat avant de construire l'immeuble.

Le § 9, essentiellement technique, expose le théorème qui nous permettra de
« descendre » la valuation des données radicielles et le système de Tits de type affine
des groupes déployés d'abord aux groupes quasi-déployés puis aux groupes semi-simples
quelconques sur un corps local.

Tout ce qui est fait ici est évidemment orienté vers l'application subséquente aux
groupes algébriques; c'est donc dans le ou les chapitres suivants qu'on en trouvera l'illus-
tration principale. Cependant, pour tempérer la sécheresse de ce premier chapitre,
nous y avons inclus un § 10 où sont traités par des calculs naïfs — indépendamment de
toute descente — les groupes classiques. Nous y déterminons notamment toutes les
valuations des données radicielles naturelles de ces groupes. Notons que, comme nous
ne nous y bornons pas aux valuations discrètes et que les corps gauches de rang infini
sur leur centre y sont admis, les résultats de ce paragraphe ne seront pas entièrement
retrouvés dans les chapitres ultérieurs.

*%
L'origine de ce travail se trouve dans des discussions que nous avons eues au cours

de l'Institut d'été « Groupes algébriques et sous-groupes discrets » organisé à Boulder,
Colorado, en juillet-août 1965, sous l'égide de l'American Mathematical Society.
A l'époque, de nombreuses conversations avec M. Kneser, T. A. Springer et R. Steinberg
nous ont fort aidés à nous engager dans la bonne voie; nous leur en exprimons ici notre
amicale reconnaissance. Nous remercions aussi les diverses institutions, et principalement
l'Université de Yale, l'Institute for Advanced Study, l'Institut des Hautes Études Scien-
tifiques et le Sonderforschungsbereich Theoretische Mathematik de l'Université de Bonn
qui nous ont procuré l'occasion des fréquents contacts sans lesquels ce premier chapitre
n'aurait certes pas vu le jour en un temps aussi bref.
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i. RAPPELS ET NOTATIONS

1.1. Complexes polysimpliciaux.

(i. i. i ) Soit F un ensemble. Nous appellerons structure affine sur F une application
de [o, i ]xFxF dans F, notée {t, x,jy) \-> tx+{i —t)y, telle qu'il existe une bijectionj de F
sur une partie convexe ayant un point intérieur d'un espace affine réel E de dimension
finie, satisfaisant à la condition :

(i) ^+(i-^)==^)+(i-^(^)

quels que soient te[o, i] et x.yeî. Toute partie convexe d'un espace affine de dimension
finie est canoniquement munie d'une structure affine. Un ensemble muni d'une structure
affine sera appelé un ensemble affine.

Si F est un ensemble affine, il est clair que l'espace affine E et la bijection j satis-
faisant à (i) sont déterminés à un isomorphisme affine près. On peut donc transporter
à F la topologie de j(F) ainsi que les notions de dimension, de segment ouvert ou fermé,
de parallélisme de deux segments, de partie ou d'enveloppe convexe, de point interne,
de point extrémal, etc. Pour tout point x de F, soit F^ l'ensemble formé de x et des
points yeî distincts de x tels qu'il existe un segment ouvert de F contenant x etjy. On
vérifie aussitôt que F^ est une partie convexe de F et que l'ensemble des F^ pour xeF
est une partition de F. Une partie de F de la forme F^ est appelée une facette de F.

Soient F et F' deux ensembles affines. Un morphisme de F dans F' (encore appelé
application affine) est une application j de F dans F' satisfaisant à la condition (i).
Ceci définit la catégorie des ensembles affines» Tout morphisme bijectif est un isomor-
phisme. L'application {t, (x, x ' ) , {y, y)) [-> (tx + (i — t)y, tx' + (i — t)V) munit F x F'
d'une structure affine, dite produit de celles de F et de F'.

(1.1.2) Un simplexe fermé (resp. ouvert) de dimension r est un ensemble affine
isomorphe à un simplexe fermé (resp. ouvert) d'un espace vectoriel réel E de dimension r,
c'est-à-dire à l'enveloppe convexe (resp. l'intérieur de l'enveloppe convexe) de r+i points
affinement indépendants de E. Un simplexe fermé F de dimension r possède r+i points
extrémaux; une facette de F est un simplexe ouvert de dimension ^r et est l'ensemble
des points internes de l'enveloppe convexe d'une partie non vide de l'ensemble des points
extrémaux de F.

(1.1.3) Un polysimplexe fermé est un ensemble affine F isomorphe au produit
d'un nombre fini de simplexes fermés F^, . . ., F^ (A^o) de dimension >o. On vérifie

13
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aisément que les simplexes F̂  et les projections F-^F^. sont déterminés à isomorphisme
près. Les facettes de F sont (après identification de F avec F^x . . .xF^) les parties de
la forme G^ x . . . X G^, où G^ est une facette de F, $ ce sont donc des poly simplexes ouverts,
c'est-à-dire des ensembles affines isomorphes à des produits de simplexes ouverts.

(1.1.4) Soient A un ensemble et ^ une partie de l'ensemble des parties de A,
dont les éléments seront appelés les facettes de A. On suppose que

(1) Les éléments de y forment une partition de A.

On se donne de plus une relation d'ordre sur ^r, notée F<F', et pour Fe^, on
désigne par F la réunion des éléments de y majorés par F (éléments qui seront appelés
les facettes de F). Enfin, pour chaque Fe^, on se donne une structure affine sur F telle
que les deux conditions suivantes soient réalisées :

(2) F est un polysimplexe fermé',
(3) l'ensemble des F'e^ majorés par F est l'ensemble des facettes de F; l'adhérence d'un

tel F' dans F coïncide avec F' et la structure affine de F' est induite par celle de F.

Il en résulte aussitôt que chaque facette F de A est un polysimplexe ouvert, ensemble
des points internes de F.

(1.1.5) On suppose désormais que les dimensions des facettes de A sont majorées
et on note dimA leur borne supérieure. Pour Fe^, on pose codim F==dim A—dim F.
Les facettes de codimension o (resp. i) sont appelées les chambres (resp. cloisons) de A.
Deux chambres sont dites mitoyennes si elles sont distinctes et ont une cloison commune.
Une galerie de longueur n est une suite r=(Co, Ci, . . ., GJ de n+i chambres, telle
que C,_i et G^ soient mitoyennes ou confondues (i^i^n). On dit que CQ est l'origine
et G^ l'extrémité de F (ou encore que GQ et G^ sont les extrémités de F). On dit que F
est sans bégaiement si G^_i=t=C!^ pour i^i^n.

Soient F et F' deux facettes de A. On dit qu'une galerie r=(Co, . . ., CJ relie F
à F' si FcCo et F'cG^. On dit que F est tendue entre F et F' si elle les relie et s'il
n'existe pas de galerie reliant F à F' de longueur strictement inférieure à n. Si x, A-'eA,
on dit qu'une galerie est tendue entre x et x ' si elle est tendue entre les facettes F et F'
contenant respectivement x et x\ On dit qu'une galerie est minimale si elle est tendue
entre ses extrémités.

Définition (i. i. 6). — On dit que A (muni de l'ensemble ^, de la relation d'ordre F ̂  F'
et des structures affines sur chacun des ensembles F, satisfaisant aux conditions précédentes) est un
complexe polysimplicial si, quelles que soient les facettes F et F' de A, il existe une galerie
reliant F et F'.

Si A est un complexe polysimplicial, les chambres de A ne sont autres que les
facettes maximales. Si les chambres d'un complexe polysimplicial sont des simplexes, on
dit que c'est un complexe simplicial. Toutes les facettes sont alors des simplexes (ouverts).
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(i. i. 7) Soient A et A7 deux complexes polysimpliciaux. Un morphisme de A dans A'
est une application f : A-?-A' possédant les deux propriétés suivantes :

(i) l'image par f d'une facette de A est une facette de A' ;
(ii) si F est une facette de A, la restriction de y à F est une application affine

de F surJl[Fy.

On dit que le morphisme y est chambré si, pour toute chambre G de A, la restric-
tion dey à G est un isomorphisme de G sur une chambre de A'.

(1.1.8) Soient A^ et Ag deux complexes polysimpliciaux. Définissons les facettes
de A^xAg comme les produits F^xFg, où F^ est une facette de A^ Ci ==1,2) ; munissons
l'ensemble des facettes de A^ x Ag de la relation d'ordre « F[ X Fg << F^ X Fg si et seulement
si Fi -< Fi et Fa << Fg ». On a alors F^ x Fg == î^ x Fg et on peut munir F^ x Fg de la
structure affine produit. On vérifie aisément que ces données munissent A^xAg d'une
structure de complexe polysimplicial, dite produit de celles de A^ et de A^. Les projections
canoniques sont des morphismes. Geci s'étend évidemment au produit d'un nombre fini
quelconque de complexes polysimpliciaux.

i . 2. Systèmes de Coxeter et systèmes de Tits.

Dans ce numéro, nous rappelons quelques définitions et résultats relatifs aux
systèmes de Goxeter et aux systèmes de Tits. Pour les démonstrations, nous renverrons
à ([5], chap. IV), que nous désignerons par Ix. dans tout 1.2.

(1.2.1) Rappelons qu'un système de Coxeter est un couple (W, S), où W est un
groupe et S une partie de W, satisfaisant aux axiomes suivants (/.^., § i, n° 3) :

(i) S engendre W et les éléments de S sont d'ordre 2;
(ii) soit m{s, j') l'ordre de l'élément ss' de W (pour s, s ' e S ) et soit I l'ensemble

des couples (^, j') d'éléments de S tels que m{s, j') soit fini; l'ensemble générateur S
et les relations (ss')^8181^ ==i pour (j,j')el forment une présentation de W.

Lorsque Gard S=i, on a W==Z/2Z. Lorsque Gard S ==2, le groupe W est un
groupe diédral d'ordre 2m{s, ^'), avec S=={^, J'} (l.c., § i, n° 2).

(i. 2. a) Soit (W, S) un système de Goxeter. On appelle longueur d'un élément weVf
et on note f{w), le plus petit entier q^o tel que w soit produit d'une suite de q éléments
de S. On appelle décomposition réduite de w toute suite {s^y .. ., s^) d'éléments de S telle
que w==s^.. .s et que f{w)==q {l.c., § i, n° i). L'ensemble [s^y ..., Sq} ne dépend que
de w et non de la décomposition réduite choisie (/.c., § i, n° 8, prop. 7); on le note S^
et on l'appelle support de w. Les éléments

^(^•••^-i^A-'^-i)"1

pour i^j^q, sont deux à deux distincts et leur ensemble ne dépend que de w (/.<:., § i,
n° 4, lemme 2).

15
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(1.2.3) Soit (^, . . . ,^) une décomposition réduite d'un élément weW et soit
•yeS. Si f(sw)^f(w), il existe un entier j avec ï^j^q, tel que ^.. ,^_i==^. . .^. et
(^i, ..., ^_i5 ^+15 . . ., ^) est une décomposition réduite de sw, qui est donc de
longueur q—i {l.c., § i, n° 4, lemme 3). Soient s^, . . ., Sq des éléments de S et posons
w=^. . . jç ; il existe une suite i^ji<;2<. . -<À^? ïelle que (^, ...,^) soit une
décomposition réduite de w et on a /:=$' module 2.

(1.2.4) Pour toute partie X de S, on note Wx le sous-groupe de W engendré
par X. C'est aussi l'ensemble des éléments weW dont le support est contenu dans X
{l.c., § i, n° 8, cor. i de la prop. 7). On a en particulier Wxn S =X et WxOWy^Wxny
pour X,YcS. Le couple (Wx,X) est un système de Coxeter {Le., § i, n° 8, th. 2).

(1.2.5) Le graphe de Coxeter Gox(W, S) (ou Gox W) du système de Coxeter (W, S)
est le couple (G,/) obtenu comme suit : G est le graphe dont les sommets sont les
éléments de S, deux sommets distincts s et s ' étant liés par une arête si et seulement si
l'ordre m(s, s ' ) de s s ' est ^ 3 (ce qui signifie que s et s ' ne commutent pas) ; / est
l'application {s, s^\->m(s, j') de l'ensemble des arêtes dans l'ensemble formé de oo et
des entiers ^3 {l.c., § i, n° 9).

(i. 2.6) On appelle système de Tits un quadruplet (G, B, N, S), où G est un groupe,
B et N deux sous-groupes de G et S une partie de N/(BnN), vérifiant les axiomes
suivants (l.c.y § 2, n° i) :

(T i) L'ensemble BuN engendre G et BnN est un sous-groupe distingué de N.
(T 2) L'ensemble S engendre le groupe W=N/(BnN) et se compose d'éléments

d'ordre 2 (1).
(T 3) Pour tout seS et tout weW, on a

stàw c BwB u BjwB.
(T 4) Pour tout jeS, on a jBj+B.

Notons que les éléments de W sont des classes module B n N, ce qui donne un
sens aux produits Bw, BwB, etc.

L'ensemble S est l'ensemble des éléments weW tels que BuBwB soit un sous-
groupe de G {Le., § 2, n° 5, cor. du th. 3). Il en résulte que, si G, B et N sont donnés,
il existe au plus une partie S de N/(BnN) telle que (G, B, N, S) soit un système de
Tits. Ceci nous permettra de dire, par abus de langage, que le triplet (G, B, N) est un
système de Tits, ou encore que le couple (B, N) est un système de Tits dans G.

Le groupe W est appelé le groupe de Weyl du système de Tits. Le couple (W, S)
est un système de Coxeter (/.c., § 2, n° 4, th. 2).

Dans la suite de ce numéro, on désigne par (G, B, N, S) un système de Tits, par W
son groupe de Weyl et par v : N->W l'homomorphisme canonique.

(1) Cette seconde hypothèse faite sur S est en fait conséquence du restant des axiomes ([37]).
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(1.2.7) L'application w[->BwTî est une bijection de W sur l'ensemble B\G/B
des doubles classes de G suivant B (^., § 2, n° 3, th. i).

(1.2.8) Soient seS et weW; les trois relations « B^BwB contient une seule
double classe module B », B.5wB=B.yB^B et l[sw)==l{w)-\-i sont équivalentes (/.^., § 2,
n° 4, th. 2). Par conséquent, si (^3 . . ., Sq) est une décomposition réduite d'un élément
weW, on a B^B==B^B^B.. .B^B.

(1.2.9) Pour toute partie X de S, posons Bx==BW^B (réunion des doubles
classes BwB pour w décrivant le sous-groupe Wx de W engendré par X; cet ensemble
est noté G^ dans (/.c., § 2)). L'application Xl-^B^ est une bijection de l'ensemble des
parties de S sur l'ensemble des sous-groupes de G contenant B et on a BxnBY=BxnY
pour X,YcS (^., § 2, no 5, th. 3).

(1.2.10) On dit qu'un sous-groupe P de G est un sous-groupe parabolique s'il
contient un conjugué de B. Il existe alors une partie X de S et une seule telle que P soit
conjugué de B^ (^., § 2, n° 6, prop. 4). On dit que X est le type de P. Pour toute partie Y
de S contenant X, il existe un sous-groupe parabolique de type Y et un seul contenant P
et l'on obtient ainsi tous les sous-groupes contenant P.

Tout sous-groupe parabolique est son propre normalisateur ; deux sous-groupes
paraboliques distincts dont l'intersection est encore un sous-groupe parabolique ne sont
pas conjugués; deux sous-groupes paraboliques contenus dans un même sous-groupe P
et conjugués par un élément de G sont conjugués par un élément de P (l.c., § 2, n° 6, th. 4).

(1.2.11) Soit (G', B', N', S') un autre système de Tits, avec G'=G. On dit
que les systèmes de Tits (G, B, N, S) et (G, B', N', S') sont équivalents si les sous-groupes B
et B' sont conjugués, ou ce qui revient au même, s'ils possèdent les mêmes sous-groupes
paraboliques. Les groupes de Weyl W et W, ou plus précisément les systèmes de Coxeter
(W, S) et (W, S') sont alors canoniquement isomorphes. En effet, soit geG tel que
^îf=gBg~l', puisque B est son propre normalisateur, un tel élément est déterminé à
multiplication à droite près par un élément de B. L'application x^->gxg~1 définit une
bijection, indépendante du choix de g, de l'ensemble B\G/B sur B^G/B', donc une bijec-
tion y de W sur W (cf. (1.2.7)) . Comme les éléments s de S (resp. S') sont caractérisés
par le fait que BuBj-B (resp. B'uB'jB') est un sous-groupe (i .2.6), on a y(S)=S'.
D'autre part, soit (.$1, . . . , j ç ) une décomposition réduite d'un élément weW. On
déduit immédiatement de (1.2.8) que (y(^i), . . . ,Y( Jç ) ) est une décomposition réduite
de Y(^)* II en résulte aussitôt que, pour j, teS, l'ordre de yMïW dans W est égal à
celui de st dans W et que, par suite, il existe un homomorphisme y' et un seul de W
dans W tel que Y(s)=^{s) pour tout jeS. Gomme on a

ï^-ï^i). • .Ï^)=Y(^). . .Ï^-Ï^

on voit que y est bien un isomorphisme de (W, S) sur (W, S').
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(1.2.12) Posons H=^nr&n~1. C'est un sous-groupe de G, normalisé par N.
Posons N=NH. Alors H est un sous-groupe distingué de M, on a H=BnlÏ et
l'injection de N dans JN" définit un isomorphisme de W sur ^/(BnN), isomorphisme
au moyen duquel nous identifierons ces deux groupes. On dit que le système de
Tits (G, B, N, S) est saturé si f^==N. Dans tous les cas, le quadruplet (G, B, :N, S) est
un système de Tits saturé, équivalent à (G, B, N, S), et appelé système de Tits saturé
associé à (G, B, N, S) (^., § 2, exerc. 5).

Deux systèmes de Tits seront dits fortement équivalents si les systèmes de Tits saturés
associés sont les mêmes, à automorphisme intérieur près. On notera que deux systèmes
de Tits, même saturés, peuvent être équivalents sans être fortement équivalents (sauf
cependant si leur groupe de Weyl est fini (cf. Le., § 2, exerc. 15)); en particulier les
groupes N et N' peuvent ne pas être conjugués (cf. (2.8.13)).

(1.2.13) Un homomorphisme 9 du groupe G dans un groupe ô est dit B-adapté
(resp. B-N-adapté) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) le noyau de <p est contenu dans B;
(ii) pour tout geG, il existe un élément heG tel que ^{hBh-^^g^Ç^g-1 (resp.

(p^BA-1)^^)^-1 et ç^NA-^^N)^-1).

Dans la suite de ce numéro, on désigne par 9 : G->G un homomorphisme B-adapté.

(1.2.14) Gomme G est engendré par la réunion des conjugués de B {l.c., § 2,
n° 4, cor. 2 du th. 2), l'image <p(G) est un sous-groupe distingué de ô. D'autre part,
(i) entraîne que le noyau de 9 est contenu dans tout sous-groupe parabolique de G, donc
dans H.

(1.2.15) Pour tout sous-groupe parabolique P de G et pour tout geG, l'image
réciproque ^'"^^(F)^"1) est un sous-groupe parabolique de G, que nous noterons gP.
On définit ainsi une loi d'opération de ô dans l'ensemble des sous-groupes paraboliques
de G. Pour tout sous-groupe parabolique P de G, nous noterons StabgP ou simplement
Stab P l'ensemble des geG tels que ^P==P. On a (p-^Stab P)=P.

(i. 2.16) Pour geG, la classe à droite modulo B de l'élément heG satisfaisant
à la condition (ii) de (i .2.13) est bien déterminée puisque B est son propre normalisa-
teur et que le noyau de 9 est contenu dans B. On en déduit qu'il existe une permutation Ug)
et une seule de W telle que

y(B.Ç(^)(^).B)=9(A)-1.^.9(B^B).^- l.y(A)

pour tout weW et tout heG satisfaisant à (1.2.13) (ii). Un raisonnement analogue
à celui de (1.2.11) montre que Ç(^) est un automorphisme du système de Coxeter (W, S)
et Ç est un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de (W, S), ou encore dans
le groupe des automorphismes du graphe de Coxeter de (W, S). On pose 3==Ç(ô).

18
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(1.2.17) Le noyau GQ de Ç contient 9 (G). Il en résulte que la restriction de Ç
à Stab B est une application surjective de Stab B sur E. On pose B=GonStabB. Le
couple (B, (p(N)) est un système de Tits dans GQ, de groupe de Weyl canoniquement
isomorphe à W (/.<:., § 2, exerc. 8).

Plus généralement, si P est un sous-groupe parabolique de G, on pose
P ==GQH Stab P. Si PDB, on a P=<p(P) .Ê . L'application Ph->P est une bijection de
l'ensemble des sous-groupes paraboliques de G sur celui de Gç.

(1.2.18) Si P est un sous-groupe parabolique de type XcS, le sous-groupe
parabolique ô? est de type Ç(^)(X) (pour geG).

Pour toute partie X de S, nous noterons Sx l'ensemble des Ce S tels que Ç(X)===X.
Si ^eStab Bx, les sous-groupes paraboliques minimaux B et ^B sont contenus dans Bx,
donc sont conjugués par un élément de Bx (1.2.10). Par suite, on a

Stab Bx= ?(Bx). (Stab BxH Stab B) = y(Bx). (Stab B n Ç'^Sx))

puisque ^BX==B^X) pour ^eStab B.

(1.2.19) Soit XcS et soit H un sous-groupe de Ex. Posons
Q/X.H^^BxMStabBnr^H)).

L'application (X, H) h>Q^(X, H) est une bijection de l'ensemble des couples
(X, H)e( 'P(S)x ^P(S) tels que H soit un sous-groupe de Sx, sur l'ensemble des sous-
groupes de ô contenant Ê. On a Q,(X, Sx) == Stab Bx; de plus Q/X, H) cQ^X', H')
si et seulement si XcX' et HchT (l.c^ § 2, exerc. 8). Les sous-groupes Q,(X, H)
et Q,(X', H') sont conjugués dans G si et seulement si il existe ^eS tel que X'==f.X
et H'=^.H.r1.

Soit P (resp. P') un sous-groupe parabolique de G, de type X (resp. X'). Pour que
Stab PD Stab P', il faut et il suffit que PDP' (d'où XDX') et que 3x3 Sx' : cela
résulte de ce qui précède, en se ramenant par conjugaison au cas où P'==Bx'.

(1.2.20) Supposons que 9 soit B-N-adapté et soit E l'intersection des normalisa-
teurs de <p(B) et de <p(N) dans ô. On a ô=E.<p(G), d'où ô==E.ôo. Soient eeE
et TZGN, et soit ^eN tel que e^n^e^^^n). On a e(7^B7^~ l)=e7^.B. (^)~1 et
<;z)=Ç(<0(^)).

1.3. Groupes de Weyl affines.

Dans ce numéro, nous rappelons quelques définitions et résultats relatifs aux
« groupes de Weyl de type affine ». Pour plus de détails et pour les démonstrations,
nous renvoyons à [5], désigné par l.c. dans tout i .3.

(1.3.1) Soit A un espace affine réel de dimension finie. On suppose que l'espace
des translations "A. de A est muni d'un produit scalaire (non dégénéré), donc d'une

19



20 F . B R U H A T E T J . T I T S

norme, et on munit A de la distance (euclidienne) correspondante : on dit alors que A
est un espace affine euclidien.

Deux parties de A se déduisant l'une de l'autre par une translation sont dites
équipollentes.

On désigne de plus par W un sous-groupe du groupe des déplacements de A,
engendré par des réflexions orthogonales par rapport à des hyperplans (affines) de A
et opérant proprement dans A lorsqu'on le munit de la topologie discrète ; cette dernière
condition revient à dire que W est un sous-groupe discret du groupe des déplacements
de A (l.c., chap. V, § 4, n° 9). Pour wéW, on note "w l'automorphisme correspondant
de ^A.

(1.3.2) On sait (l.c., chap. V, § 3, n° 8) que A se décompose canoniquement en
produit d'espaces affines euclidiens A()X . . . xA^, chacun d'eux étant un quotient de A,
de telle sorte que les conditions suivantes soient réalisées : l'action de W passe au quotient
et définit un groupe discret W, de déplacements de A,, engendré par des réflexions ortho-
gonales par rapport à des hyperplans de A,; le groupe W s'identifie au produit direct
des W^, on a Wo=={i} et chaque W, pour i^i^m est irréductible en ce sens que
W^{î} et que la représentation linéaire canonique de W^ dans l'espace "A, des
translations de A, est irréductible.

Dans tout ce qui suit, nous supposerons que AQ est réduit à un point, ce qui permet
de ne pas le considérer, et que chaque W, pour i^i^m est infini, ou, ce qui revient au
même {l.c., chap. V, § 3, n° 9), n'a pas de point fixe dans A,. Nous dirons dans ces conditions
que W est un groupe de Weyl affine', lorsque de plus m=i, nous dirons que W est
irréductible.

(1.3.3) Si L est un hyperplan affine de A, nous noterons s^ la réflexion orthogonale
admettant L comme ensemble de points fixes. Réciproquement, si s est une réflexion
orthogonale par rapport à un hyperplan, nous noterons Lg cet hyperplan, ensemble des
points fixes de s.

On appelle mur de A (relativement à W) tout hyperplan L de A tel que la
réflexion s^ appartienne à W. On sait que l'ensemble ^ des murs de A est localement
fini {l.c., chap. V, § 3, no i).

On appelle racine affine de A tout demi-espace fermé de A limité par un mur, lequel
est appelé mur de la racine. L'ensemble des racines affines de A sera noté 2. Si ae2,
on pose r^==s^ où ^a est le mur de a; on pose a*==A—a et on désigne par oc+ l'inter-
section des racines affines contenant un voisinage de a : c'est une racine affine
équipollente à a.

Il est clair que la donnée de S détermine W. Un ensemble de demi-espaces fermés
d'un espace affine euclidien A qui est l'ensemble des racines affines de A pour un groupe
de Weyl affine opérant dans A, sera appelé un système de racines affines.

On appelle facette de A (relativement à W ou à S) une classe d'équivalence dans A
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pour la relation d'équivalence « x et y sont contenus dans les mêmes racines affines ».
Une facette F est un ensemble convexe ouvert dans le sous-espace affine (appelé

support de F) qu'elle engendre. Munissons l'ensemble y des facettes de la relation d'ordre
« F' est contenue dans l'adhérence de F »; l'ensemble noté F au n° i. i coïncide avec
l'adhérence de F, et A, muni de 3^, de cette relation d'ordre et des structures affines
canoniques sur chacun des ensembles F, est un complexe polysimplicial, dont la structure
est produit des structures de complexe polysimplicial sur chacun des A^ (Z.c., chap. V,
§ 3, n° 8, prop. 6 et n° 9, prop. 8), qui sont d'ailleurs des complexes simpliciaux.

Les chambres de A (relativement à W) sont les composantes connexes du complé-
mentaire dans A de la réunion des murs et les cloisons de A sont les facettes dont le support
est un hyperplan (qui est alors un mur). On sait que W est simplement transitif sur
l'ensemble des chambres (/.<:., chap. V, § 3, n° 2, th. i).

(1.3.4) On désigne par C une chambre de A fixée une fois pour toutes. On sait
(/.c., chap. V, § 3, n° 3, th. 2) que l'adhérence C de C est un domaine fondamental pour W
opérant dans A. De plus, W est engendré par l'ensemble S des réflexions par rapport aux
murs supports des cloisons de G (qu'on appelle murs de la chambre C) et le couple (W, S)
est un système de Coxeter (/.c., chap. V, § 3, n° 2, th. i).

Plus précisément, pour î^i^m, la projection C, de C dans A, est une chambre
de A^ (relativement à W^). Si S^ est l'ensemble des réflexions par rapport aux murs
de C,, le système de Goxeter (W^, S,) est irréductible et (W, S) s'identifie au produit
des (W,, S,) ; autrement dit, après identification des W, à des sous-groupes de W, on a
s- U s,.

l^if^rn '

Le rang de (W, S), c'est-à-dire le cardinal de S, est égal à S (dim A,+i).
Par contre, on appelle rang de W (ou de 2) la dimension de A. ^ ^

Le système de Goxeter (W, S) (et aussi son graphe de Goxeter) détermine essen-
tiellement le groupe de Weyl affine W. Plus précisément, soit A' un espace affine euclidien,
W un groupe de Weyl affine dans A', S' l'ensemble des réflexions par rapport aux murs
d'une chambre de A' relativement à W; alors, tout isomorphisme du système de
Coxeter (W, S) sur (W, S') est induit par un unique isomorphisme a : A->A' d'espaces
affines; si de plus W est irréductible, a est une similitude, i.e. transforme la distance
de A en un multiple de celle de A'.

(1.3.5) Pour toute facette F, il existe une facette et une seule de C transformée
de F par un élément de W. D'autre part, pour toute partie X de S telle que XnS^+S.
pour î^i^m, l'ensemble C^ des points aeC tels que X soit exactement l'ensemble
des seS avec ûeLg, est une facette de C. De plus, l'application Xh>Cx est une
bijection de l'ensemble T=={XcS [ Xn S,=t=S, pour i<î^m}=={XcS[Wx est fini} sur
l'ensemble des facettes de C. On a C=C0. Nous dirons que T est l'ensemble des types
de facettes et qu'une facette F est de type XeT si F est transformée de C^ par un
élément de W.
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Le stabilisateur de C^, qui est aussi le stabilisateur d'un point quelconque de C^,
est le sous-groupe Wx de W engendré par X (^., chap. V, § 3, n° 3, prop. i).

(1.3.6) Pour qu'une facette F soit une cloison, il faut et il suffit que son type
soit réduit à un seul élément s; on dit encore que F est de type J. Si deux chambres G
et G' sont mitoyennes ( i . i .5)3 elles ont en commun une cloison et une seule. Récipro-
quement, toute cloison de A est facette d'exactement deux chambres.

Si r=(Co, . . . ,CJ est une galerie sans bégaiement, on appelle type de F la
suite s(F)==(^, . . ., j-J d'éléments de S telle que la cloison commune à C^_i et à G,
soit de type ^ (pour i^i^n). Deux galeries de A de même origine et de même type
sont identiques.

(1.3.7) On dit qu'un point x de A est un point spécial si, pour tout mur L de A,
il existe un mur équipollent à L contenant x. On sait que tout point spécial est point
extrémal de l'adhérence d'une chambre et que pour toute chambre G, il existe au moins
un point spécial adhérent à G (/.<:., chap. V, § 3, n° 10, cor. de la prop. n). Si x est
un point spécial, le groupe W est produit semi-direct du stabilisateur W^ de x par le
sous-groupe distingué V des translations de A appartenant à W et l'application canonique
de Wa; dans le groupe des automorphismes de l'espace vectoriel VA est un isomorphisme
de Wç sur l'image ^W de W tout entier dans Aut ^A (/.c., chap. V, § 3, n° 10, prop. 9).
De plus, le groupe V est un réseau dans VA, c'est-à-dire un sous-groupe discret de rang
maximal de VA {l.c.y chap. VI, § 2, n° 5, remarque). Pour que xeA soit un point spécial,
il faut et il suffit que la projection de x dans A^ soit, pour tout ie[ i, . . ., w}, un point
spécial de A^ pour W,.

Supposons W irréductible. Un sommet s du graphe de Coxeter de (W, S) est dit
spécial si le point extrémal correspondant de C (c'est-à-dire le point d'intersection des
hyperplans L^ pour teS, t=^s) est un point spécial.

(1.3.8) II existe dans le dual ("A)* de VA un système de racines réduit ^S et un
seul possédant la propriété suivante : faisons de A un espace vectoriel et identifions-le
à ^A en choisissant pour origine un point spécial de A; pour ûe^S, et ÀeZ, désignons
par L^ l'hyperplan affine ensemble des points xeA tels que a(x)==—k\ alors
l'ensemble J^ des murs de A n'est autre que l'ensemble des hyperplans L^, ^ pour ae^
et keZ. (/.^., chap. VI, § 2, n° 5, prop. 8). Les racines affines de A sont donc les demi-
espaces fermés QL^jç==[xeA\ a{x)-}-k^o} pour ÛG^S et ^eZ. Si ae2 est de la forme a^,
on pose VOL = a et r^ jç == r^.

Autrement dit, une fois un point spécial choisi comme origine, le groupe W
s'identifie au groupe de Weyl affine du système de racines ^2 au sens de (Z.c., chap. VI,
§ 2). En particulier, pour ae^S, notons a^ l'unique élément de VA tel que la réflexion r^
associée à a soit donnée par r^(v)-==v—a(v)a^ (ye^A). L'ensemble des cT pour ûe^S
forme le système de racines inverse de "S (/.c., chap. VI, § 2, n° i, prop. i). Les points spéciaux
sont les poids du système de racines (^S)^ (l.c.y chap. VI, § 2, n° 2, prop. 3), le groupe V
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des translations de W est le groupe des poids radiciels de (^S)s" et est engendré par (^2) ̂
(l.c^ chap. VI, § 2, n° I, prop. i) et les chambres de A sont les alcôves de "S au sens de
(l.c.y chap. VI, § 2, n° i). Le groupe "W (opérant dans VA et dans son dual) s'identifie
au groupe de Weyl (ordinaire) de ^S. Il est engendré par les réflexions r^ pour ae^S.

Les éléments de ^2 seront appelés les racines vectorielles de A (relativement à W).

(1.3.9) A la décomposition A=A^ x . . . X A^ de ( i. 3.2) correspond une décompo-
sition du dual de ^A en somme directe des CA^)* et les intersections ^Sn^A^)* ne sont
autres que les composantes irréductibles de "2 (/.c., chap. VI, § i, n° 2).

(1.3.10) On appelle chambre vectorielle une composante connexe du complémen-
taire dans VA. de la réunion des hyperplans (vectoriels) noyaux des racines vectorielles,
c'est-à-dire une chambre du système de racines inverse (^S)^ au sens de (/.^., chap. VI,
§ i, n° 5). Plus généralement, on appelle facette vectorielle une classe d'équivalence pour
la relation d'équivalence suivante dans VA : « pour toute racine vectorielle a, a[x) et a{y)
sont simultanément soit nuls, soit strictement positifs, soit strictement négatifs ». Une
facette vectorielle est un cône simplicia1, une chambre vectorielle est un cône simplicial
ouvert. Le groupe ^W est simplement transitif sur l'ensemble des chambres vectorielles
et l'adhérence d'une chambre vectorielle est un domaine fondamental pour "W opérant
sur VA (/.c., chap. VI, § i, n° 5). L'opposée d'une chambre vectorielle est une chambre
vectorielle Çl.c.y chap. VI, § i, cor. 3 de la prop. 17).

(1.3.11) On appelle quartier de A l'ensemble x-\-T) des transformés d'un point
donné xeA (appelé sommet du quartier) par les translations appartenant à une chambre
vectorielle D donnée (appelée direction du quartier). Deux quartiers de direction opposée
sont dits opposés. Soit x un point spécial de A; tout quartier de sommet x contient une
chambre G et une seule à laquelle x soit adhérent; le quartier Q^est alors réunion des
transformés de G par les homothéties de centre x et de rapport >o et on obtient ainsi
une bijection de l'ensemble des quartiers de sommet x (ou encore l'ensemble des
chambres vectorielles) sur l'ensemble des chambres de A dont l'adhérence contient x.

(1.3.12) A toute chambre vectorielle D est associée une base B(D) de ^S (ou
système de racines simples), c'est-à-dire une partie linéairement indépendante de "2
telle que tout élément de "S soit combinaison linéaire à coefficients entiers tous de même
signe d'éléments de B(D) : la chambre vectorielle D est l'ensemble des x^A tels que
a{x)^>o pour tout aeB(D). L'application Dl-^B(D) est une bijection de l'ensemble
des chambres vectorielles sur l'ensemble des bases de ^2 {l.c., chap. VI, § i, n08 5 et 7).
Pour tout ûeB(D), l'hyperplan Ker a contient une face du cône simplicial D et on obtient
ainsi une bijection de B(D) sur l'ensemble des faces de D.

(1.3.13) Les racines vectorielles qui sont combinaisons linéaires à coefficients
positifs d'éléments de B(D) sont dites positives pour la chambre vectorielle D; ce sont
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d'ailleurs les racines positives pour la relation d'ordre sur le dual de "A définie par le
cône convexe D. Leur ensemble est noté "2$ ou ^(D). On a ^=^0 ^—^r)) •
Si W est irréductible, ou, ce qui revient au même, si le système de racines ^S est irré-
ductible, il existe une plus grande racine Tî pour cette relation d'ordre; si l'on identifie
comme plus haut A et ^A en prenant pour origine un point spécial, la chambre de A
contenue dans le quartier D et contenant l'origine dans son adhérence est l'ensemble
des points xeA tels que a{x)>o pour tout aeB(D) et Tî(x)<i (l.c., chap. VI, § 2,
n° 2, prop. 5).

(1.3.14). Soit D une chambre vectorielle. On sait que l'ensemble R==R(D) des
réflexions ^ pour ûeB(D) engendre "W et que (^W, R) est un système de Coxeter
(Le., chap. VI, § i, n° 5, th. 2); on a

VS+(r,('D))={bevZ+{D)\b^a}u{-a} et -û(=B(r,(D)) (ibid.).

(1.3.15) Soit M une partie de ^S. Nous dirons qu'un élément m G M est extrémal
dans M si la demi-droite R_^w est une génératrice extrémale du cône convexe d'origine o
engendré par M. Un ordre sur M sera dit grignotant s'il est total et si tout élément meM
est extrémal dans l'ensemble des éléments de M plus grands que m. Pour qu'il existe
un ordre grignotant sur une partie M de "S, il faut et il suffit que le cône convexe
d'origine o engendré par M soit strictement convexe, ou encore que son polaire soit
d'intérieur non vide, ou encore rencontre une chambre vectorielle D, ce qui signifie
que M c^S^D). Dans ce cas, il existe un ordre grignotant sur M pour lequel le premier
élément est un élément extrémal dans M donné à l'avance. En particulier, il existe un
ordre grignotant sur "S^D) pour lequel le premier élément est une racine simple aeB(D)
arbitraire.

Si M' c M, la restriction à M' d'un ordre grignotant sur M est un ordre grignotant
sur M'.

(1.3.16) Pour toute chambre vectorielle D, on définit une relation d'ordre dite
associée à D et notée ̂  sur A (resp. "A) de la manière suivante. Soit D* la chambre du
système de racines "S associée à la base B(D) (/.6\, chap. VI, § i, n° 5) : c'est l'ensemble
des te^A)* dont le produit scalaire avec tout élément de B(D) est strictement positif.
Par définition, la relation x^ x ' , pour x, x ' e A (resp. "A) équivaut à t^x'—x^o pour
tout teV (ou ce qui revient au même, pour tout poids dominant t de "S relativement
à B(D)). Ces relations d'ordre sont compatibles avec la structure d'espace vectoriel
de VA et avec l'action de ^A sur A. Pour j^eD et w^W, on a w(jy)^jy (/.c., chap. VI,
§ i, n° 6, prop. 18).

(1.3.17) Le tableau p. 29-30 permet de retrouver la liste des graphes de Goxeter
des groupes de Weyl affines irréductibles : ce sont les graphes de Coxeter sous-jacents
aux graphes de Dynkin des échelonnages irréductibles (1.4). Dans ce tableau, on a
signalé par un s les sommets spéciaux (1.3.7). On remarquera que le groupe des auto-
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morphismes d'un tel graphe de Coxeter opère transitivement sur l'ensemble des sommets
spéciaux.

(i .3.18) Soit W le normalisateur de W dans le groupe des automorphismes de A$
c'est aussi le groupe des automorphismes du complexe polysimplicial A. Soient V le
sous-groupe des translations appartenant à W, x un point spécial de A adhérent à C
et D la chambre vectorielle satisfaisant à C c x + D. Pour toute partie 0, de A, on pose

W^={weW|w(û)==Q}.

Alors {l.c., chap. VI, § 2) :

(1) W est produit semi-direct de W^ par le sous-groupe distingué W.
(2) W est produit semi-direct de W| par V et l'application w^w est un

isomorphisme de Wj sur ^W.
(3) V est le groupe des poids du système de racines inverse de ^S et opère de façon

simplement transitive sur l'ensemble des points spéciaux de A.
(4) Wj est produit semi-direct de W^R) par W^; si l'on fait opérer W^D) sur

le dual de VA par la contragrédiente de l'opération naturelle dans VA, alors W^Q) laisse
fixes ^S et B(D), d'où un homomorphisme de WÎ_^ dans le groupe des automorphismes
du graphe de Dynkin de "S, homomorphisme qui est bijectif.

(5) Les éléments de W^ permutent les murs de C; on en déduit un homomorphisme
de W^ dans le groupe des automorphismes de (W, S), ou du graphe de Coxeter de W,
homomorphisme qui est bijectif. Si W est irréductible, l'image de W^D) par cet isomor-
phisme est le sous-groupe fixateur du sommet spécial de Gox W associé à x.

(6) Posons W^=Wa;.V. C'est un sous-groupe distingué de W et W est produit
semi-direct de W^D) par W^.

1.4. Echelonnages (1).

On conserve les notations du n° i. 3.

(i. 4. i ) Soit 0 un système de racines non nécessairement réduit dans le dual
de VA. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) 0 et le système de racines réduit ^S ont même groupe de Weyl ^W;
(ii) pour tout ûeO, il existe un nombre réel \Ça)>o tel que ^(û^ûe^S et l'application

a\->'h[a)a de 0 dans ^S est surjective.

(1) (Note ajoutée sur épreuves.) Il y a équivalence entre notre notion d'échelonnage et ce que I. G. Mac-
donald appelle « système de racines affines ».
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Dans ce qui suit, nous supposerons que <I> satisfait à ces conditions. On voit facile-
ment que si "S est irréductible et n'est pas de type B^, G^, Gg ou F^, il existe ÀeR^
tel que 0=rS. Par contre, si "S est de type B^, G^ F^ (resp. Gg), O peut être de
type C^, B^, F^ (resp. Ga) et on peut avoir À(a)==2À(è) (resp. X(û)=3À(é)) pour a
décrivant l'ensemble des racines courtes et b celui des racines longues de 0; de plus,
si "2 est de type B^ ou G^, O peut être de type BG^.

On appelle échelonnage de 0 par 2 une partie <?c0x2 possédant les propriétés
suivantes :

( E l ) si (a,a)e^, alors aeR^a;
(E2) si (û,a)e^ et si weVf, alors (^(a), ̂  (a) )(=<??;
(E 3) les restrictions à ê des deux projections pr^ : (I>x2->$ et prg : $x2-^2 sont

surjectives.

Deux racines ae0 et ae2 telles que (a,a)e^ sont dites associées par l'échelon-
nage <?.

(1.4.2) Si xeA et si F est la facette de A contenant x, l'ensemble $^==0p des
racines ûeO associées aux racines affines dont le mur contient x, est un système de
racines dont le groupe de Weyl est l'image canonique dans "W du stabilisateur de x;
on l'appelle le système de racines attaché à x (ou à F) par ê.

(1.4.3) Soit O'c^A)* un autre système de racines. Deux échelonnages ^c0x2
et € ' c 0' X 2 sont dits homothétiques s'il existe une transformation linéaire À : (^A)* -> (^A)*
telle que (û, a) ec? si et seulement si (X(fl), a) e<r. Dans ce cas, X induit sur chaque ("A,)"
une homothétie de rapport positif. Un échelonnage est dit semblable à ê s'il est isomorphe
(dans un sens évident) à un échelonnage homothétique à ê.

(1.4.4) Dans la suite de ce numéro, nous aurons à considérer des quadru-
plets (G,/, M, F) formés d'un graphe G, d'une fonction/de l'ensemble des arêtes, de G
dans l'ensemble {3, 4, 6, oo}, d'un ensemble M de sommets de G et d'un ensemble F
de couples (r, s} de sommets tels que {r, s} soit une arête. Les sommets appartenant
à M sont dits multipliables. Le couple (G,/) est le graphe de Coxeter sous-jacent à (G,/, M, F).
Un tel quadruple! (G,/, M, F) sera représenté par un dessin dans lequel ,une arête {r, s}
est figurée par un trait simple, double, triple ou épais selon que /({r, s}) = 3, 4, 6 ou oo,
et affecté d'un signe d'inégalité > allant de r vers s si (r, s) eF, les sommets multipliables
étant marqués d'une croix.

Soit n une partie finie de (^'•—{o} telle que, pour tout couple (a, b) d'éléments
de n, on ait

-2{a\b) , _
— — e N , ou a=2b, ou encore 6=2û,
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où ( [ ) désigne un produit scalaire dans (^A)* invariant par ^W. On appelle graphe de
Dynkin de II, le quadruplet (G, y, M, F) défini comme suit : les sommets de G sont les
éléments a de n tels que û/s^II ; une paire {û, &} de sommets est une arête si
(a | b) 4= o ; la fonction f est définie par

ep,2 - ^ W .
/({^è}) (^)(é|é)5

un sommet û appartient à M si 2ûeII; enfin, un couple (a, é) de sommets appartient
à F si (û | û)>(è|è).

Soit 0 un système de racines dans un sous-espace de (^A)*, dont le groupe de Weyl
laisse invariante la restriction du produit scalaire ( | ) à ce sous-espace. Le graphe de Dynkin
de <t>, noté Dyn $, est par définition le graphe de Dynkin de l'ensemble des éléments
de 0 qui sont multiples positifs des éléments d'une base. Ce graphe ne dépend pas, à
isomorphisme canonique près, de la base choisie.

(1.4.5) On appelle graphe de Dynkin d^un échelonnage ^c0x2, et on note Dyn <?,
le graphe de Dynkin de l'ensemble des éléments de $ associés aux racines affines conte-
nant C et dont le mur contient une cloison de C. A isomorphisme canonique près, ce
graphe dépend seulement de ê et non du choix de la chambre fondamentale C;
l'ensemble de ses sommets est en correspondance bijective canonique avec l'ensemble
des cloisons de C, donc aussi avec l'ensemble S. Connaissant le graphe de Dynkin d'un
échelonnage <?, on en déduit le graphe de Goxeter de W, et les graphes Dyn $ et Dyn 0^
pour tout xeA (donc aussi les systèmes 0, S et 0^ à isomorphisme près) par les règles
suivantes, dont les démonstrations sont immédiates :

(i) Le graphe de Coxeter de W est le graphe de Coxeter sous-jacent à Dyn ë.

Supposons Dyn ê connexe. Si son rang (c'est-à-dire le nombre de ses sommets
moins un) est égal à i, alors Dyn 0 a un seul sommet, toujours multipliable sauf si Dyn ê
est le graphe o o. Si Dyn ê est de rang ^ 2 et n'est pas l'un des graphes suivants :

/ x
l 0==>===0—————0 . . . • 0—————0===>===0

(2) . o=<==o__o . . . . o__o==>==ï > {n+I sommets)

0===>===0—————0 • • • • 0—————0==>==0

alors, Dyn O se déduit de Dyn ê en lui retirant un sommet spécial (et le résultat ne
dépend pas du sommet spécial choisi). Enfin, si Dyn ê est l'un des graphes (2), Dyn 0
est le graphe

o——o——o • • . • o——o===>==o (n sommets).

Lorsque Dyn ë n'est pas connexe, Dyn $ s'obtient en appliquant les règles précé-
dentes aux composantes connexes de Dyn ë.
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(3) Si xeA est contenu dans une facette de type XcS, le graphe Dyn $^ est
le sous-graphe de Dyn ë dont les sommets correspondent aux éléments de X.

(1.4.6) Un échelonnage est déterminé à une similitude près par son graphe de
Dynkin. Le tableau de la p. 29-30 est la liste complète des graphes de Dynkin des
échelonnages irréductibles.

Pour démontrer ces assertions, on classifie pour chaque groupe de Weyl affine
irréductible les échelonnages correspondants. Supposons par exemple que W soit de
type G^. En examinant la classification des systèmes de racines, on voit que, à une
homothétie près, ou bien 0 est le système ^0==^ de type C^, ou bien 0 est le système <Di
de type B^ obtenu en conservant les racines longues de "S et en remplaçant les racines
courtes par leur double, ou bien 0 est le système Og == OQ u ̂  de type BC^ : ces systèmes
sont en effet les seuls qui admettent ^W comme groupe de Weyl. Si 0 == 0^ (resp. 0 = O.),
il existe un et un seul échelonnage de 0 par S, puisque, pour tout ae2, il existe une et
une seule racine aeO avec "oceR^.a. Le graphe de Dynkin correspondant est

(resp. o==<==o——o • • • • o——o==>==o).

Si 0==<I>25 il y a quatre échelonnages non semblables de 0 par S. On les obtient
de la manière suivante : soit a une racine affine contenant C et dont le mur êa contient
une cloison de C; si la réflexion par rapport à ^oc est l'une des extrémités de Gox W,
on associe à a soit l'un, soit les deux éléments de 0 appartenant à R+.^a; sinon, on lui
associe l'unique élément de OnR+^a. Soit ë l'ensemble des transformés par W des
couples ainsi définis. Il est immédiat que € possède les propriétés ( E l ) et (E 2); pour
que ê soit un échelonnage, il faut et il suffit que l'ensemble des racines de O associées
au départ aux réflexions correspondant à l'une ou l'autre des extrémités de Gox W,
contienne au moins une racine de plus grande longueur possible et au moins une racine
de plus petite longueur possible. Enfin, comme les deux réflexions correspondant aux deux
extrémités de Gox W ne sont pas conjuguées dans W ([5], chap. IV, § i, n° 3, prop. 3),
on voit que les éléments de 0 associés par l'échelonnage ê à une racine affine contenant C
et dont le mur contient une cloison de C, sont exactement ceux que l'on avait choisis au
départ. D'où les quatre échelonnages de Og par 2 :

x
0==<^=0—————0 • • • • 0—————Q——>——Q

X

X X
0====<===0—————0 .... o—————0===>==0

La détermination des échelonnages pour lesquels Gox W est d'un autre type se
fait de manière analogue, mais est encore plus facile.

28



GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 29

Tableau des échelonnages irréductibles

Type Type
Nom Rang de "S de 0 Graphe de Dynkin et sommets spéciaux

Ai i Ai Ai

C-BGî i Ai BCi

G-BG" i Ai BCi

C-BC"1 i Ai BGi

C-BC" i Ai BGi

A» ">2 A,. A,,

B» »>3 B,, B.,

B-C,, n>3 B,. G.,

B-BG» n>3 B^ BC,,

C, n^2 G, G»

C-B^ ^2 C^ B^

C-BG^ n>2 G^ BC«

G-BG" »^2 G,. BG,,

0——>——0
^ ^

0—————0 .... 0—————0.
y ^ s s s s ^\

°\ /°
^\. >^s

"o————o . • . • o———o
.? s s s

^0—————0 • • • • 0—————0==>==0

^o———o • • • • o———o===<===o

0^
s ^^ x

s s

0==<==0—————0 • • • • 0—————0==>==0
s s

x
0===<==0—————0 • • • • 0—————o==>==0
s s

x x
0==<==0—————0 • • • • 0—————0==>==0
s s
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Nom

Tableau des échelonnages irréductibles (suite)

Type Type
Rang de "2 de 0 Graphe de Dynkin et sommets spéciaux

G-BC^

C-BC^

Dn

0 S

0

ES
0

E,

Es

F4

Fî

G2

G1

72^2

n^2

72^4

6

7

8

4

4

2

0

c«

Gn

D,,

Ee

E,

ES

F4

F4

G,

0-

BQ, o—>—o o . . . .n J

BŒ 0——>——0 0 . . . .
" s

°\

D,, ' ^ o — — o . . . .
0^
s

ES*' J

8 s

F ^

-F
'4 ?
G,

n,

x

s

s

s

0—————<

0
s

s

^0
>^ s

-0^

^0
s

0

i . 5. Conventions et notations.

(1.5.1) On dit qu'un système de Tits (G, B, N, S), de groupe de Weyl W, est
de type affine s'il existe un groupe de Weyl affine W, opérant dans un espace euclidien
affine A, une chambre C de A et un isomorphisme du système de Goxeter (W, S) sur
le système de Coxeter (W, S), où S est l'ensemble des réflexions par rapport aux murs
de C (1.3.4). On appelle rang de ce système de Tits le rang de W, c'est-à-dire la
dimension de A (1.3.4).
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Nous appellerons alors sous-groupe parahorique de G un sous-groupe parabolique
de G dont le type X est, après identification de W avec W, un élément de l'ensemble T
de (1.3.5)5 c'est-à-dire est tel que Wx soit fini. Un sous-groupe P contenant B est donc
un sous-groupe parahorique si et seulement si l'ensemble des doubles classes B\P/B est
fini. Lorsque W est irréductible, les sous-groupes parahoriques ne sont autres que les
sous-groupes paraboliques propres, i.e. différents de G. Tout sous-groupe parabolique
contenu dans un sous-groupe parahorique est un sous-groupe parahorique; les sous-
groupes paraboliques minimaux, i.e. les conjugués de B, sont des sous-groupes
parahoriques.

(1.5.2) Dans toute la suite du chapitre, nous conserverons les hypothèses et notations de 1.3.
En particulier, la lettre W désigne un groupe de Weyl affine opérant dans un espace
affine euclidien A et les symboles "A, C, S, etc. ont la même signification qu'en i . 3.

Dans les §§ 2 à 4, on désigne par (G, B, N, S) un système de Tits saturé de type affine.
On identifie le groupe de Weyl W de G avec W comme en (1.5.1) et les symboles Bx,
H, etc. auront la même signification qu'en 1.2.
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2. L'IMMEUBLE D'UN SYSTÈME DE TITS DE TYPE AFFINE

Nous allons associer au système de Tits (G, B, N, S) (1.5.2) un ensemble ^, qui
sera muni d'une structure de complexe polysimplicial (2.1), d'un ensemble de
morphismes chambrés de complexes polysimpliciaux de A dans ,̂ appelés applications
structurales de ^ (2 .2)5 d'une distance en faisant un espace métrique complet et pour
laquelle les applications structurales sont des isométries (2.5) et d'une loi d'opération
de G respectant ces diverses structures (2.1.4). L'objet ^ ainsi défini sera appelé
V immeuble du système de Tits (G, B, N, S), ou, par abus de langage, de G. Nous verrons
qu'il ne dépend que de la classe de conjugaison du couple (B, N) (2.7).

2.1. Le complexe polysimplicial ^.

(2.1.1) Soit ëft l'ensemble des sous-groupes parahoriques de G. Pour Pe^, on
désigne par r(P)eT le type de P (1.2.10). Soit ^ l'ensemble des couples (P, x\ avec
Pe^ et A:eC,(p)(i.3.5).Pour Pe^, l'ensemble F=F(P)={(P, x) \xeC^} est appelé
\me facette de J^, de type T(F)==T(P) et de codimension Cardï(P). Si P'e^ et PcP',
on dit que F(P') est une facette de F(P)$ on a alors T(P')DT(P). Réciproquement la
facette F(P) possède, pour tout type YD r(P), une facette et une seule de type Y ( i . 2.10).
On notera F la réunion des facettes d'une facette F donnée.

(2.1.2) L'application (P, x)\->x appelée l'application canonique de ^ dans C. Si F
est une facette de J^, de type X, la restriction de cette application à F (resp. F) est une
bijection de F (resp. F) sur C^ (resp. C^), dont l'inverse est appelée Inapplication canonique
de Cx (resp. C^) sur F (resp. F). On munit F (resp. F) de la structure de polysimplexe affine
ouvert (resp. fermé) obtenue par transport de structure à partir de celle de C^ (resp. C^) grâce
à cette application canonique. Il est immédiat que si l'on désigne par y l'ensemble des
facettes de ^ et par F' •< F la « relation d'incidence » F' c F, les conditions de (1.1.4)
sont satisfaites. Les chambres de ^ sont les facettes de type 0, associées aux sous-groupes
parahoriques minimaux. Au contraire, si P est un sous-groupe parahorique maximal,
la facette F(P) contient un seul point, noté ûp et appelé le sommet de ^ associé à P.

(2.1.3) Si deux chambres de ^ sont mitoyennes, c'est-à-dire si elles sont distinctes
et ont en commun une cloison (1.1.5)3 cette cloison est bien déterminée. En effet,
si F(PJ et F(Pg) sont deux cloisons distinctes d'une même chambre F(P), on a P=P^n Pa.
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Ceci permet de poser la définition suivante : si r==(Co, . .., CJ est une galerie sans
bégaiement de ^ (1.1.5), on appelle type de F la suite s(r)=(J^ . . ., jj d'éléments
de S telle que la cloison commune aux chambres mitoyennes C^_i et G, soit de type ^
pour i^i^n.

(2.1.4) On fait opérer le groupe G sur ^ en posant

(i) g. (P, x) ==ÇgPg-\ x) (pour Pe^ et xeC^).

Ceci définit bien une loi d'opération de G dans ^ puisque gPg~1 est un sous-groupe
parahorique de même type que P.

Proposition. — (i) Pour tout type XeT, le groupe G permute transitivement les facettes
de type X.

(ii) Pour tout sous-groupe parahorique P, la restriction de Inaction de geG à F(P) (resp. F(P))

est une bijection affine de F(P) (resp. F(P)) sur î{gïg~1) (resp. FQ^P^"1)), dont la composée
avec Inapplication canonique de C^p) sur F(P) est l'application canonique de CS^p) sur V(gPg~1).

L'assertion (i) résulte de la conjugaison des sons-groupes parahoriques de type
donné (1.2.10) et (ii) est évidente.

Proposition (2.1.5). — Soit Q^un sous-groupe parahorique de G.
(i) Q, est le stabilisateur dans G de la facette F(QJ et de chacun de ses points;

(ii) F(QJ est l'ensemble des points de ^ stables par Q.
Les deux assertions résultent aussitôt de ce qu'un sous-groupe parahorique est

son propre normalisateur.

Corollaire (2.1.6). — Soit G une chambre de ^. Alors G est un domaine fondamental
pour G dans ^'.

En effet, toute facette de ^ est transformée d'une facette F de G et d'une seule
et (2.1.5) montre que si geG est tel que ^ .FnF=t=0, ce qui entraîne ^.F==F, alors
g.x=x pour tout ^eF. Il en résulte que toute orbite de G dans ^ rencontre G en un
point et un seul.

Proposition (2.1.7). — Soient G et G' deux chambres de .̂ // existe un élément
^==^(C,G')eW et un seul tel que g~lg/e'KwB quels que soient gyg'^G avec G==^.F(B)
et G'=^'.F(B). Ona wÇh.G, h.C^^wÇC, G') quelquesoit heG et w(C', C)==w{C, C')-1.
Posons w(C)==w(F(B), G) : pour tout /ze^^G)), il existe éeB tel que G==6^.F(B).

Soient g, g\ ̂ , g[eG avec C=^.F(B)=^.F(B) et G'=^'.F(B)=^.F(B). Vu
(2.1.5) (i), on a g^egî et ^e^'B, d'où gî~lg[^g~lgr^, ce qui démontre la première
assertion. Soit de nouveau G=^.F(B) et soit 7^ev-l(C)). Par définition de ^(C), il
existe b, è'eB avec g==bnb\ d'où G=&7z.F(B). Les autres assertions sont évidentes.

Lemme (2.1.8). — Pour qu'une chambre G=^.F(B) soit mitoyenne de F(B), il faut
et il suffit que ^(n) eS. La cloison commune à G et F(B) est alors de type v(^).

0 0
00
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Les cloisons de F(B) sont les facettes F(B^) pour seS et F(B^) est une facette
de G=^.F(B) si et seulement si ^.F(B^)=F(B^), c'est-à-dire é^eB^ (2.1.5)
ou encore ^(n)e{e,s}. Mais sous cette condition, on a G=F(B) si et seulement si
v(7z)=é?, d'où le lemme.

Proposition (2.1.9). — 6^ F==(Go, . . ., CJ une suite de chambres, avec Go=F(B).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est une galerie sans bégaiement,
(ii) il existe é,eB, s^eS et ^ev-1^) {pour j=i, . . . , m ) tels que :

G,=^7i...^.F(B) pour j= i , ...,w.

&w ^j conditions, F ̂  A %?é? (^, . . ., jj.

Sous les hypothèses de (ii), les chambres C^ et C^ sont les images par b^. . . é.7.
des chambres F(B) et ^+i7^.F(B), lesquelles sont mitoyennes d'après le lemme (2.1.8),
d'où (i). Réciproquement, admettons (i) et démontrons (ii) par récurrence sur j\ En
vertu de l'hypothèse de récurrence, on a C^=^...^._^.^.F(B) avec ^eB et
j^ev-^S). Gomme les chambres C^._i et G, sont mitoyennes, il en est de même de F(B)
et de la chambre G;=(^.. . b^^^)-1.^, de sorte que l'on a G;=^..F(B) avec
^.eB et ^.ev-^S) (lemme (2.1.8)), d'où (ii).

La dernière assertion résulte de (2.1.8).

Corollaire (2.1.10). — Soit G une chambre de e .̂ Posons ^=w(F(B), G). Pour toute
décomposition réduite s==(^, ...,jj de w, il existe une galerie minimale d'origine F(B),
d'extrémité G et de type s.

Soit s==(^, ...,.?J une décomposition réduite de w, soient nG^Çw) et éeB
tels que G==^.F(B) (2. i .7) et soient ^e^1^.) tels que ^==^ . . . ^ ; les chambres
éj-i...^..F(B) forment d'après (2.1.9) une galerie F, d'origine F(B), d'extrémité G,
de type s et de longueur f{w). D'autre part, soit (GQ=F(B), G^, . . . ,G^=C) une
galerie sans bégaiement. D'après (2.1.9), il existe ïjev-^s) et ^.eB (pour i^j^q)
tels que C=^7;^ . . . ̂ .F(B), d'où TzeBJ^B . .. BÏ;B. Il en résulte que ^(w)
([5], chap. IV, § 2, n° i), ce qui montre que F est minimale.

Ge résultat sera précisé plus loin (2.3.9).

Corollaire (2.1.11). — Une galerie sans bégaiement est minimale si et seulement si son
type s = (.$1, . . ., jj est une décomposition réduite de s^. . . s^.

Proposition (2.1.12). — L'ensemble J^, muni de la famille des facettes, de la relation
d'incidence entre facettes et des structures affines sur chacun des ensembles F(P) pour Pe^, est
un complexe polysimplicial et G opère sur ^ par automorphismes de complexe polysimplicial.

En effet, pour toute facette F de ^, il existe par définition même une chambre G
avec FcG. La proposition (2 .1 .7) et le corollaire (2.1.10) montrent que pour toute
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chambre G, il existe une galerie tendue entre F(B) et G. La transit! vite de G sur les
chambres entraîne alors l'existence d'une galerie reliant deux facettes quelconques.

Exemple (2.1.13). — Supposons A de dimension i. On a alors Gard S =2 et
le groupe W est un groupe diédral infini. Toute suite finie (^.) d'éléments de S avec
^=f=^4-i pour tout j est une décomposition réduite, et toute galerie (G(), . . ., C^) sans
bégaiement et où les cloisons C^__inG^ et G^-nC^ sont distinctes pour i^j^m—i
est une galerie minimale. L'immeuble ^ est un complexe simplicial de dimension i,
c'est-à-dire un graphe connexe, et ce qui précède montre que ce graphe ne contient
pas de circuit (qui fournirait une galerie minimale de longueur >o, d'origine et
d'extrémité confondues), donc ^ est un arbre.

2.2. Les applications structurales et les appartements de ^.

Proposition (2.2.1). — II existe une application j : A->^ et une seule possédant les deux
propriétés suivantes :

(i) la restriction de j à C est la bijection canonique ( 2 . 1 . 2 ) de C sur F(B);
(ii) on a j(y(n) .x)==n.j(x) quels que soient yzeN et xeA,
Inapplication j est injective. Si F est une facette de A, alors j'(F) est une facette de ^ de

même type, on a j(F)==^(F) et la restriction de j à F est une bijection affine de F surj(î).
L'unicité dej est évidente, puisque C est un domaine fondamental pour W. Soitj'o

la bijection canonique de C sur F(B). Pour démontrer l'existence et l'injectivité de j,
il suffit de prouver que, pour X, X'eT, xeC^y x'eC^. et n, Tî'eN, les deux conditions
suivantes sont équivalentes :

(1) ^JoW^'Jo^')

(2) V(7Z).A;==V«).A:'.

Or (2) est équivalente à x==x' et v(^~V)eWx ([5], chap. V, § 3, n° 3), ( i) est
équivalente d'après (2.1.5) à x==x' et n~ln/e'K^, et on a v'^W^^BxnN.

Enfin, la dernière assertion est évidente si FcC et le cas général en résulte,
vu (ii).

Définition (2.2.2). — L'application j de A dans ^ déterminée en ( 2 . 2 . 1 ) est appelée
/'application canonique de A dans ^. Une application 9 de A dans ^ est appelée une application
structurale de ^ s'il existe un élément geG tel que ^{x)==g.j(x) pour tout xeA. On appelle
appartement (resp. demi-appartement, quartier, mur) de ^ un sous-ensemble de ^ qui est
l'image de A (resp. d'une racine affine, d'un quartier, d'un mur de A) par une application structurale.

(2.2.3) II résulte immédiatement de (2 .2 .1) qu'une application structurale 9
est un morphisme chambré (1.1.7) de complexes polysimpliciaux de A dans ^, et est
même un isomorphisme de complexes polysimpliciaux de A sur l'appartement ç(A),
qui est un « sous-complexe polysimplicial » de ^ en ce sens que si un appartement contient
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une facette F, il contient F et que tout appartement est réunion des facettes des chambres
qu'il contient.

(2.2.4) Soit M un demi-appartement image d'une racine affine a de A par une
application structurale <p. Il est immédiat que le mur <p(ftx) est la réunion des ensembles F
pour F décrivant l'ensemble des cloisons de ^ appartenant à une seule chambre contenue
dans M. Ce mur ne dépend donc que de M et non du choix de y : on l'appelle le mur
de M et on le note ^M.

Proposition (2.2.5). — Conservons les notations précédentes. On a :
(i) H= fi nBn~l={geG\g.J\x)==j(x) pour tout xeA};

(ii) N={^G|^j(A)=;(A)}.
La première égalité de (i) n'est que le rappel de la définition de H (1.2.12).

Vu (2.1.5), l'intersection des stabilisateurs des points de j(A) est égale à

fi TîBxTz-1^ fi dS/r-^H,
n G N , X £ T A n E N '

d'où (i).
D'autre part, les images parj des chambres de A sont les chambres F{nBn~1) pour

TzeN. Si g.j(A)==j{A) (avec ^eG), alors g permute ces chambres, donc aussi leurs
stabilisateurs, c'est-à-dire les sous-groupes nBn~~1 pour TzeN. Pour tout TzeN, il existe
donc un élément %'eN tel que gnBn~lg~l==nf'Knf~l, ou encore gnen'B. En particulier,
il existe 7î"eN et beB tels que g=-n"b, d'où bnenff~ln'K et Tze^'-YH (1.2.7).
Par suite, on a benBn~1 pour tout TîeN, c'est-à-dire èeH, d'où finalement ^==%"éeN,
puisque le système de Tits (G, B, N) est saturé. Inversement, on a bien n.j{A)=j(^A)
pour tout %eN d'après la définition même de j ( (2 .2 .1) (ii)). Ceci achève la
démonstration de (ii).

Corollaire (2.2.6). — Le groupe G permute transitivement les couples (F, A) formés d^une
facette F de type X donné et d^un appartement A contenant F.

En effet, G permute transitivement les appartements par définition même et le
stabilisateur d'un appartement A permute transitivement les facettes FcA de type X
donné ((2.2.5) (ii) et (1.3.5)).

Corollaire (2.2.7). — Soit (p une application structurale et soit ^ une application de A
dans I9 appartement 9 (A). Pour que ^ soit une application structurale, il faut et il suffit qu'il existe
un élément wéW tel que ^==^ow.

On se ramène aussitôt au cas 9 ==j et le corollaire résulte alors de la proposi-
tion (2.2.5) et de la définition de j ( (2 .2 .1) (ii)).

(2.2.8) En vertu de (2.2.7), il existe sur tout appartement A une structure d'espace
affine euclidien et une seule telle que toute application structurale d'image A soit un
isomorphisme d'espaces affines euclidiens de A. Nous considérons désormais A comme muni
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de cette structure d9 espace euclidien, et en particulier de la distance correspondante, que nous noterons d^.
Il est clair que, pour tout geG, l'application x\->g.x est alors un isomorphisme de A
sur l'appartement g . A.

2.3. Les rétractions de ^ sur un appartement.

Proposition (2.3.1). — Deux facettes de ^ sont contenues dans un même appartement.
D'après (2.2.3), il suffit de montrer que deux chambres sont contenues dans un

même appartement. Pour cela, il suffit d'utiliser la transitivité de G sur les chambres,
le fait que toute chambre est de la forme ^.F(B) avec &eB et %eN (2 .1 .7 ) et de
remarquer que F(B) et ^z.F(B) sont contenues dans l'appartement b.j\A).

Proposition (2.3.2). — Soient A et A' deux appartements contenant une même chambre G.
// existe une application P=PA',A;C et une seu^e ae ^ sur ^ ̂  soît ^a restriction à A' d'une
opération de G et telle que p(G) ==C. La restriction de p à A n A' est l'identité et p est une isométrie
de A' sur A.

On peut supposer que A==j(A) et C==F(B). L'existence de p résulte de (2.2.6).
D'autre part, (2.2.5) montre que le stabilisateur du couple (A, G) est B n N == H et
laisse invariant chaque point de A. L'unicité de p en résulte.

Enfin, soit aeAnA. On a ae¥{nS^n~1) (avec ne~N et XeT). Soit éeB tel
que ç)(x)=b.x pour tout xeA, On a b~l.aeA, ce qui entraîne l'existence de 7^'eN
tel que

b-ln^n-lb=nf^nf•~l.

Compte tenu de ce que B^ est son propre normalisateur, on en déduit b^nen'B^clïn'Vf^K
([5], chap. IV, § 2, n° 5, prop. 2). On a donc v(%)£v(^')Wx et nîï^n~l=nfB^nf~l. On
en déduit

b-l.F(nB^n-l)=¥{nfî^-l)=F(n^à^n-l)

d'où b.a=a d'après (2.1.5) (i). Que p soit une isométrie résulte de la définition de d^.

Corollaire (2.3.3). — Soient F^ et Fg deux facettes, A^ et Ag deux appartements contenant
tous deux Fi et Fg. Il existe un élément g e G tel que g.A^==A^ et g.'F^=='F^ pour î==i, 2.

Pour î== i , 2, soit C^ une chambre contenue dans A^ et admettant F^ comme
facette. Soit A un appartement contenant G^ et Cg et soit g^eG tel que g^.A^==A et
^.C^=G^ ( î==i , 2); alors, g=g^lgï, possède les propriétés requises.

Théorème (2.3.4). — Soient A un appartement et G une chambre contenue dans A.
Il existe une application p et une seule de ^ dans A possédant les propriétés suivantes :

(i) p(G)=G;
(ii) pourtant appartement A' contenant G, il existe geG tel que çî{x)=g.xpourtout xeA\
La restriction de p à A est l'identité. Si xeC, on a ç)~l{x)={x}. Si F est une facette de

type X, il en est de même de p(F), on a p(F) == p(F) et la restriction de p à F est une bijection affine
de F sur p(F).
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Si p existe, sa restriction à un appartement A' contenant G coïncide nécessairement
avec PA/ A - C Î d'où l'unicité de p (vu (2.3.1)).

Soit xe^ et soit A' un appartement contenant Gu{^}. Montrons que pA'.AîcW
ne dépend que de x. En effet, si A" est un autre appartement contenant Cu^}, on a,
vu l'assertion d'unicité de (2.3.2),

PA", A; C = PA', A; C° PA", A'; C

et PA",A'•,c(•y)::=A: puisque .veA'nA".
Posons alors p(^)==pA' A-cW : ^ est G^i1' q1^ l'application p ainsi définie possède

les propriétés (i) et (ii).
On a p |A==p^ ^.ç==Id^. Si x^C, on a p(A*)^C puisque p | A ' = = p A ^ A ; c est

injective et est l'identité sur G. Si F est une facette de ^ contenant x, on a F c A' et la
restriction de p à F coïncide avec celle d'une opération de G, d'où les dernières assertions
du théorème.

Définition (2.3.5). — L'application p définie en (2.3.4) s''appelle la rétraction de ^
sur A de centre G et se note PA;C-

Proposition (2.3.6). — Soient G une chambre^ F une facette et F une galerie tendue entre G
et F. Tout appartement contenant G et F contient chaque terme de F.

Posons r==(Co=G,C^3 ..., GJ et soit A un appartement contenant G et F.
Supposons C^_iCA et Ç,4:A, avec î^j^m. Soit G'la chambre de A distincte de C^._i
et telle que C^_i, G^ et G' aient une cloison commune F'. Posons p = = p A ; ( y - Alors p(Cj)
est une chambre de A, distincte de G' et ayant F' comme cloison. On a donc p(Cj) =Gj_r
Comme p(CjDp(F)=F, la suite (G, .... C,_i, p(C,+J, . .., p(CJ) est une galerie
possédant les propriétés requises de F et de longueur moindre, ce qui est impossible.
On a donc Gj c A pour tout j.

Corollaire (2.3.7). — (i) Soient F et F' deux galeries minimales de même type. Il existe
geG tel que F==^.F'.

(ii) Soient G, G' et G" trois chambres deux à deux distinctes^ possédant une même cloison.
Il existe geG tel que g.C==C et g.C'^C".

Il est clair que (i) entraîne (ii), en considérant les galeries (G, G') et (G, C").
Démontrons (i). Posons F=(Co, . . ., CJ et F'=(Go, . . ., C'J et soit A (resp. A')
un appartement contenant Cç et G^ (resp. Go et C^). Il existe g^G tel que G==^.G'
et A==^.A' (2.2.6) et on a r==g.r' vu (2.3.6) et la deuxième partie du lemme
suivant :

Lemme (2.3.8). — Soient A un appartement et G une chambre de A.
(i) Pour tout wéW, il existe une chambre G' et une seule contenue dans A et telle que

w(G, C')==w {où wÇC, G') est défini comme en (2 .1 .7) ) .
(ii) Deux galeries sans bégaiement, de même type et de même origine contenues dans A

coïncident.
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L'assertion (ii) est immédiate, car pour toute chambre de A et tout jeS, il existe
une chambre et une seule de A qui lui soit mitoyenne, de cloison commune de type s.
Pour démontrer (i), on peut supposer A=j(A) et C=j(C) et (i) résulte aussitôt de la
simple transitivité de W sur les chambres de A.

Corollaire (2.3.9). — Soient G et G' deux chambres de ^ et posons w==w{C\ G) (2 .1 .7 ) .
Soit E l'ensemble des galeries minimales d'origine G' et d'extrémité G. L'application s qui, à FeE,
fait correspondre son type s (F) ( 2 .1 .3 ) , est une bijection de E sur U ensemble des décompositions
réduites de w.

On peut supposer que G'=F(B) et G=TX.F(B) avec ne~N ( (2.2.6) et (2.3. i)).
On a alors w=v(n). Soit s==(^, ...,^J une décomposition réduite de w et soit
ï^ev"1^) (pour î^k^m). La suite des chambres C^=7i. . .T^.F(B) est une galerie
appartenant à E, de type s ((2.1.9) et (2.1.11)). Réciproquement, soit FeE. On
sait (2.1.11) que le type de F est une décomposition réduite de w. Supposons-le égal
à s. Vu (2.3.6), on a Fcj(A) et les deux galeries F et (Go, .. ., GJ sont deux galeries
minimales de même type, de même origine et contenues dans un même appartement,
donc elles coïncident ((2.3.8) (ii)).

(2.3.10) Soit weW. En appliquant (2.3.9) à j{C) et^(^.C), on voit (ce qui
pourrait d'ailleurs s'établir directement en démontrant l'analogue de (2.1.9) dans A)
que l'ensemble des galeries minimales d'origine C et d'extrémité w{C) est en corres-
pondance bijective avec les décompositions réduites de w. Si r=(Co==C, . . ., G^==w(C))
est une telle galerie, de type s=(^, .. ., jj, la réflexion par rapport au mur L, support
de la cloison commune à G,_i et C^ est

^==^1 • - • ̂ -ih î ...^-i)~1

et on a w-==s^... s^=t^.. . ̂ . On a rappelé eh (1 .2 .2) que les ^ sont deux à deux
distincts et que leur ensemble, qui sera noté T^ par la suite, est indépendant de la
décomposition réduite considérée de w. Les t^ sont appelés les réflexions associées à w.
Pour que la reflexion r par rapport au mur L de A appartienne à T^,, il faut et il suffit que C
et w{C) soient de part et d'autre de L. En effet, si L sépare C et ^(C), il doit séparer C,_i
et G, pour un i au moins et L doit coïncider avec l'un des L^. Inversement, G._i et C.
sont du même côté de L, pour tout i 4=j (puisque L^ + L,), ce qui entraîne que C et w(C)
sont de part et d'autre de L^ pour i == i, . . ., m. En particulier, on voit que la longueur f{w}
de w est égale au nombre de murs de A séparant C et w. C. De plus, une galerie minimale de A
est toute entière contenue dans toute racine affine qui contient ses extrémités. Plus généralement :

Proposition (2 .3 .11) . — Toute galerie minimale de ^ est contenue dans tout demi-appartement
de ^ qui contient ses extrémités.

Proposition (2.3.12). — Soient A un appartement de e ,̂ G une chambre de A et p == p^. ç.
Soit F une cloison de ^\ soit C^ la chambre de A admettant p(F) comme cloison et située du même
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côté que G du mur de A contenant p(F), et soit Cg F autre chambre de A admettant p(F) comme
cloison. Alors, il existe une chambre G' ^ MTZ^ seule de ^ admettant F comme cloison et telle que
p(G')=C^ et pour toute chambre G" de o ,̂ admettant F comme cloison et distincte de G', o% û
p(C")=G,.

Soit r=(G, . .., G') une galerie tendue entre G et F. Alors, p(F) est une galerie
tendue entre G et p(F) et on a p(C /)=Gl. Si G" est une chambre de ,̂ admettant F
comme cloison et distincte de G', alors la galerie (G, . . ., G', G") est minimale; en effet,
elle est sans bégaiement et de même type que la galerie (p(F), Gg), qui est mini-
male (2.3.10). Par suite, on a bien p(C")==G2.

2,. 4. Parties closes de ^ et de A.

Définition (2.4.1) . — Soit M une partie de ^ (resp. A), rencontrant au moins une chambre.
On dit que M est close si, quelle que soit la galerie (CQ, . . ., C^) tendue entre une chambre Go
rencontrant M et un point de M, on a C^cM pour o^k^m.

Il est clair que toute partie close rencontrant une chambre est la réunion des
ensembles G pour les chambres G rencontrant M. Un appartement, un demi-appartement,
une racine affine sont clos ((2.3.6) et (2.3.11)). L'intersection d'une famille de parties
closes contenant une même chambre est encore close. D'où :

(2.4.2) Si M est une partie de ^ (resp. A) rencontrant au moins une chambre^ il existe
une plus petite partie close de ^ (resp. A) contenant M. On rappelle l'enclos de M et on la
note cl (M).

(2.4.3) II est clair que la notion de partie close et d'enclos ne dépend que de la
structure polysimpliciale de ^ (resp. A). Si M rencontre au moins une chambre, on a

7(cl(M))==clO'(M)) pour McA

^.cl(M) =cl(^.M) pour MCJ^ et geG.

Lemme (2.4.4). — Soient G et G' deux chambres de A. U enclos de GuG' coïncide avec
l'intersection des racines affines de A contenant GuC' et avec la réunion des adhérences des
chambres qui font partie d'au moins une galerie minimale d'extrémités G et G'.

Soit E l'intersection des racines affines contenant CuC'. On a cl(CuC')cE
d'après (2.3.10). Réciproquement, soit G" une chambre contenue dans E et soient
w,w\w"eW tels que w.G^C', w'.G=G' et ^".G"==G'. On a w=w"w', d'où
^(w)^(w')+^(^"). D'autre part, désignons par ^(X, Y) l'ensemble des murs de A
qui séparent deux chambres X et Y. D'après (2.3.10), on a

t[w) ==Gard e^(G, G'), t(w'} ==Gard ^(C, G"), /(^") =Card ^(G", G').

Soit Le^G.C'^u^C'.C"). On a Le^(C, G') : sinon, G et G' seraient
contenues dans une même racine affine a de mur L, on aurait G" Ça (puisque
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Cr'cE) et L ne séparerait G" ni de G ni de G'. Le même raisonnement montre que
y (G, G") n y {G', G") =0. Par suite, on a

^)=Card y (G, G) ̂  Gard e^(C, G")+Card e^(G', G")^(0+^/')

d'où finalement ^)=^«)+^(w") (et ^(C, G')==^(G, G") u ^(G', G")). Il s'ensuit
qu'en mettant bout à bout une galerie minimale joignant G à G" et une galerie minimale
joignant G" à G', on obtient une galerie minimale joignant G à G' et G"ccl(GuC').
Le lemme en résulte, puisque E comme cl(GuG') sont des réunions d'adhérences de
chambres.

Proposition (2.4.5). — Soit M une partie de A rencontrant au moins une chambre. L'enclos
de M coïncide avec V intersection des racines affines contenant M, et est F enveloppe convexe de la
réunion d'un nombre fini de points et de demi-droites.

Soit E l'intersection des racines affines contenant M. Comme une racine affine
est close (2.3.10)3 on a cl(M)cE. D'autre part, cl,(M) est convexe : en effet, (2.4.4)
montre que l'enclos de deux chambres est convexe, et tout point de cl(M) est adhérent
à une chambre contenue dans cl (M). De plus, cl (M) est un polyèdre dont les faces sont
contenues dans des murs de A. Par suite, cl (M) est une intersection de racines affines
contenant M, d'où cl(M)DE et finalement cl(M)=E. De plus, comme les directions
des murs de A sont en nombre fini, le polyèdre convexe cl(M) est intersection d'un
nombre fini de racines affines et possède un nombre fini de sommets et d'arêtes, d'où
la dernière assertion de la proposition.

(a. 4.6) La proposition (2.4.5) permet de généraliser à des parties quelconques
de A les définitions (2.4.1) et (2.4.2) :

Définition. — Pour toute partie M de A, on appelle enclos de M et on note cl (M) l'inter-
section des racines affines de A contenant M. On dit que M est close si cl(M)==M, ou encore
si M est intersection de racines affines.

Une partie M de A est close si et seulement si elle est convexe et réunion d'adhérences
de facettes.

Proposition (2.4.7). — Soit M une partie de < ,̂ contenue dans la réunion d'un nombre
fini de facettes. Pour que M soit contenue dans un appartement^ il faut et il suffit qu'il existe deux
chambres G et G telles que M soit contenue dans l'enclos de G u G'.

La condition est évidemment suffisante, puisque cl(CuC') est contenu dans tout
appartement contenant G et G' (2.3.6). Qu'elle soit nécessaire résulte de la proposition
suivante :

Proposition (2.4.8). — Soit D une chambre vectorielle.
(i) Pour toute partie bornée M de A, il existe x, x'eA. tels que Mc^+I^n^'—D).
(ii) Quels que soient x, x\y,yeA tels que yex—D et j/'e^'+D, on a

^+D)n(^-D)ccl({^,y}).
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Soit S un quartier de direction D. Le transformé de C par une homothétie de
centre un point de l'ouvert (î et de rapport assez grand est un quartier 07 de direction D
contenant M. Si x est le sommet de £', on a bien Mc^+D, d'où (i).

Démontrons (ii). Il suffit de montrer que toute racine affine a contenant y et y9

contient (.y-f-D) n (x'—D). Quitte à remplacer D par —D et à échanger Çx,jy) et (^'5 Y),
on peut supposer que "oce^S^ (1.3.13). On a alors a==oc+D et

^ + D c r + D + D = = j / + D c a + D = a
d'où (ii).

Corollaire (2.4.9). — Soient D une chambre vectorielle et x un point de A. Quels que soient
les points _yex-{-'D et y'ex—D, l'enclos de {j, y'} est un voisinage de x.

En effet, cl({j^,y}) contient [y—D)n(y+D), qui est un voisinage de x.

Proposition (2.4.10). — Soient F une facette de A, L le sous-espace affine engendré par F
et A une composante connexe du complémentaire dans A de la réunion des murs contenant F. Pour
toute partie bornée M de A, il existe un point j/eL et un quartier Ce A tels que Mccl({j/, ̂ })
pour tout point -seCL

Soient xeF et M une partie bornée non vide de A. Il existe une chambre vecto-
rielle D telle que x 4- D c A et que l'intérieur relativement à L de Çx 4- D) n L ne soit
pas vide. Faisons de A un espace vectoriel en prenant comme origine o un point de
(;c+D)nL. Comme x-[-D est un voisinage de o dans A, il existe reR^ tel que
Mcr{x+D)==rx+D. Posons y==rx et soit yeA tel que Mcy—D ((2.4.8) (i)).
Onay+DcA et Mc(jy+D) n(y—D)ccl({^, ^}) pour tout point ̂  du quartier y ' +D.

Proposition (2 .4 .11) . — Conservons les notations de (2.4.10). Pour toute partie bornée M
de A et toute chambre G de ^ admettant j(F) comme facette., il existe un appartement de ^
contenant G ^j(M).

Soient F' une facette ouverte dans L et C'cA une chambre telles que
FuMccl(F'uG') (2.4.10). Soit G+ (resp. G^) la chambre de A admettant F (resp. F')
comme facette. Nous supposerons, ce qui est loisible, que C_^=C; il existe alors XeT
tel que F==C^. Soit F une galerie tendue entre C et G^.. Comme C est la seule chambre
de A admettant F comme facette et contenue dans la partie close A, cette galerie est
tendue entre F et G^. Soit A un appartement contenant G et j(C+) ; il contient j{C)
etil existe èeB tel que èj(A)==A et èj(C^) ==;(C'+) (2.3.3). Posons w==w{j(C), G)
et soit nev'1^). On a C==bn.j(C) et weWx, de sorte que n est l'identité sur j (F').
La galerie bn.j{T) est donc tendue entre jÇF) et une chambre G'^bn.jÇC^) admettant
j(F') comme facette, et son origine est la chambre G. Par suite, on a G uj(F') c cl(j'(F) uG").
L'enclos de j'(C')uG" contient l'enclos de j'ÇG'uF'), donc contient ^'(FuM), et
contient aussi l'enclos de C"uj(F), donc contient G, ce qui démontre la proposition.

Corollaire (2.4.12). — Soient a un demi-appartement, M une partie bornée de a et G une
chambre de ^ possédant une cloison contenue dans le mur 3a de a. Alors, il existe un appartement
contenant G et M.
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Proposition (2.4.13). — Soit M une partie de ,̂ rencontrant au moins une chambre, et
soit geG tel que g.x==x pour tout xeM.. On a alors g.x=x pour tout ^ecl(M). Autrement
dit, les fixateurs de M et de cl (M) sont égaux.

Il suffit de montrer que l'ensemble ^K=={xe^\g.x==x} est clos. Soient .yeX,
G une chambre rencontrant X, donc contenue dans X (2.1 .5)3 A un appartement
contenant x et G et F une galerie tendue entre x et G. D'après (2.3.6), les deux galeries F
et g.T sont contenues dans A, donc coïncident puisque ce sont deux galeries de même
type et de même extrémité. On a donc bien FcX et X est close.

2.5. La métrique de l'immeuble ^.

Nous avons vu (2.2.8) que chaque appartement A de ^ est muni d'une structure
d*espace affine euclidien et en particulier d'une distance d^. Nous allons montrer qu'il
existe sur ^ une distance et une seule dont la restriction à chaque appartement A est
la distance d^. Cette distance est invariante par G et fait de ^ un espace métrique
complet, contractile et où deux points quelconques sont joints par une géodésique unique.

Lemme (2.5.1). — II existe une fonction d : ̂ X^^-R^. et une seule telle que, pour tout
appartement A de ̂ , la restriction de d à AxA soit la fonction d^.

L'unicité de d est claire, puisque deux points quelconques de ^ appartiennent à
un même appartement (2.3.1). Considérons deux appartements A et A' et soient
^,j?eAnA'. Vu (2.3.3), il existe geG tel que g.x==x, g.y=y et ^.A=A' et on sait
que l'application ^\->g.^ de A sur A' est une isométrie (2.2.8), d'où d^,(x,y)==d^{x,y}.
L'existence de la fonction d en résulte.

(2.5.2) II est clair que la fonction d est invariante par G.

Proposition (2.5.3). — Soient G une chambre de ^ et A un appartement contenant G.
Soit p=p^.ç la rétraction sur A de centre G (2.3.5). Soient x,ye^. Alors :

(i) on a ^(pW,p(7))^(^);
(ii) si A:eG, on a d^[x), ç[y))=d{x,y) ;
(iii) s^il existe une facette F de ^ telle que x.yeT, on a d{^)(x), ç{y})=d{x,y).
S'il existe un appartement A' contenant à la fois G, x etj/, alors ^(p(^), p(^)) '==^d{x,y)

car p|A'=p^ ^.ç est une isométrie de A' sur A (2.3.2). Ceci démontre (ii) et (iii).
Soit A" un appartement contenant x et y et soit (^=^, ̂ , . .., x^=y) une suite

monotone de points du segment [xy\ de l'espace affine A", telle que, pour i^j<m,
il existe une facette Fj telle que x^_^ et Xj appartiennent à F .̂. On a alors, d'après (iii)

dW. P^))^^^(p(^-i), p(^)^2^_,, x,)=d(x,y)

d'où (i).
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Proposition (2.5.4). — (i) La fonction d est une distance sur ^.
(ii) Soient x^ye^ et soit D=={^e^\d(x,y)==d(x, ^)-{-d(^y)}. Alors D est contenu

dans tout appartement A contenant x et y, et coïncide avec le segment [xy] de F espace affine A.
(iii) Si une isométrie de e ,̂ en particulier une opération de G, laisse fixes les deux points x

et y, elle laisse fixe tout point de D.
Soient x,jy,^e^. Il est clair que d{x,y)==d(y, x) et que d(x,y)==o si et seulement

si x ==y. Soit A un appartement contenant x et y et soit G une chambre de A. Posons
P = = P A ; C - on a '-
(i) ^)=^(pW, p(jO)^(pW, p(^))+rf(p(^ pOQX^ ̂ +d^y)
d'où (i).

Supposons de plus que -^eD et soit t le point du segment [xy] de A tel que
d(x, ^)==d{x, t). Choisissons la chambre G de telle sorte que teC. Gomme ^:eD, les
inégalités (i) sont des égalités, ce qui implique d(x, p(^))==û?(.y, ^)==d{x, t) et de même
^(^5 PC^))^^^ t) d'où p(^)=^ et ^==t d'après (2.3.4). Ceci démontre (ii) et (iii).

Définition (2.5.5). — On appelle immeuble du système de Tits (G, B, N, S) l'ensemble ^
muni de sa structure de complexe polysimplicial définie en 2 . 1 , de la famille des applications structurales
définie en 2.2 et de la distance d.

Définition (2.5.6). — Avec les notations de (2.5.4), on dit que D est le segment fermé
d'extrémités x et y et on le note [xy]. Une partie M de ^ est dite convexe si XyjyeM. entraîne
[xy] c M.

Il est clair que l'intersection d'une famille de parties convexes de ^ est convexe;
on peut donc parler de V'enveloppe convexe d'une partie de .̂

(2.5.7) Pour qu'une partie de ^ contenue dans un appartement A soit convexe
dans ^ au sens de la définition (2.5.6), il faut et il suffit qu'elle le soit au sens de la
structure affine de A. En particulier, tout appartement est convexe dans e .̂ L'inter-
section de deux appartements A n A' est convexe dans chacun d'eux et les structures
affines induites sur A n A' par celle de A ou celle de A' sont identiques. Gomme A n A'
est réunion d'adhérences de facettes, on voit que An A' est close dans A au sens
de (2.4.6).

Si M est une partie de ^ rencontrant au moins une chambre, alors M est close si
et seulement si elle est convexe et réunion d9 adhérences de chambres. Cette condition est évidemment
nécessaire. Supposons-la satisfaite et soit G (resp. F) une chambre (resp. facette) ren-
contrant M, donc contenue dans M. Si A est un appartement contenant G u F, l'inter-
section A n M est convexe et réunion d'adhérences de facettes, donc est close (dans A,
donc dans J^) (2.4.6) et on a cl(CuF) cAn Me M. Donc M est close.

Plus généralement, nous dirons qu'une partie M de ^ est close si elle est convexe
et réunion d'adhérences de facettes (cf. (2.4.6)). Pour Mc^, nous appellerons enclos
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de M et noterons cl (M) l'intersection des parties closes de ^ contenant M; c'est la plus
petite partie close contenant M.

Proposition (2.5.8). — Soient A et A' deux appartements. Il existe geG tel que g.A=Af

et g.x==x pour tout xeAnA\
Soit F une facette ouverte dans An A' et soit geG tel que ^.A==A' et

^.F==F (2.2.6). Soit yeî et soit xeAnA'y soit D le segment [xy], qui est contenu
dans A n A'. L'image de D par g est un segment de A', d'extrémité^ et de longueur d{x,y).
Comme F est ouverte dans A n A', D n F est un sous-segment non réduit à [y} et laissé
fixe point par point par g. On en déduit que g . D = D et que g laisse fixes tous les points
de D, et en particulier x.

Corollaire (2.5.9).—Soit geG; posons A=j(A). Il existe ne'N tel que g.x=n.x
pour tout xeAng~l.A. Si de plus on a g.x=x pour x appartenant à un ouvert non vide de A,
on a g.x=x pour tout xeAng"1^,

En effet, il existe heG tel que hg.A==A et h.y==y pour j/eAn^.A. On a alors
hg==neî^ et g.x===n.x pour xeAng~~l.A. La deuxième assertion en résulte, puisque
un élément de N laissant fixes les points d'un ouvert non vide de A, appartient à H.

Proposition (2.5.10). — Si F est une facette de ̂  l'adhérence de F dans l'espace métrique ^
n'est autre que la réunion F des facettes de F.

Gela résulte aussitôt de la compacité de F dans tout appartement contenant F.

Lemme (2 .5 .11) . — Soient F une facette de ^ et xeF. Il existe une boule ouverte D de
centre x telle que, si F' est une facette de ^ rencontrant D, on ait F cF'. Si D est une telle boule
et si geG est tel que g.xeT), on a g.x=x.

Soient XQ et F() les images de x et F par l'application canonique de F dans C (2. i. 2).
Il existe s>o tel que tout mur de W rencontrant la boule ouverte D() de centre XQ et
de rayon s, contienne XQ. Soit F^ une facette de A rencontrant DQ et soit jeF^nDo.
Tout mur rencontrant le segment ouvert ]j^o[ contient XQ, donc aussi |jwj. Ceci entraîne
que J^ol^i et A^eF^. On a donc F^cF^.

Soit maintenant D la boule ouverte de ,̂ de centre x et de rayon s, et soit F' une
facette de J rencontrant D. Soit a une application structurale telle que a(C)3F et
a(A)3F'. Comme a est une isométrie, et que OC^IF est l'application canonique de F
dans C, on a oc-1^)—^, OC-^F^FQ et a-^D)^^. Posons F^a-^F'). Gomme
FonDo+0, on a F^cF^ d'après la première partie de la démonstration, d'où FcF'.

Enfin, soit geG tel que g.xeD et soit F' la facette contenant g . x . On a alors
x, g . x e F ' , d'où g.x==x d'après (2.1.6).

Théorème (2.5.12). — (i) L'espace métrique ^ est complet.
(ii) Soit 3^ un ensemble de facettes. Alors U F est fermé dans ^\

II suffit de montrer que, avec les notations de (ii), M== U F est complet, c'est-à-direFG^'
qu'une suite de Gauchy (j^) de M possède un point d'accumulation dans M. Soit G
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une chambre de ^ et soit gqeG tel que x^g^^.y^eG (pour yeN). Quitte à remplacer
la suite (j^) par une suite partielle, on peut supposer que la suite {x) converge vers xeC.
Soit D une boule de centre x possédant la propriété du lemme (2.5.11). Comme

^êp'^gq'^^d{gp.x,gp.Xp)+d(gp.x^g^x^+d{g^x^g^x)

^d{x,x^+d(^^)+d(x^x)

il existe un entier 772 tel que g q ' ^ ' g p . x e ' D pour p, q^-m et on a g p ' x = = g ^ . x pour p, q^m.
Pour p^ m, on a dÇ^p, g^.x)==d{Xp,x) etj/p tend vers y^g^.x. Déplus, le lemme (2.5. n)
montre que y est adhérent à la facette contenant jp pour p assez grand, donc
appartient à M.

(2.5.13) Quels que soient les points x,ye^, le segment [xy] est l'unique géodésique
joignant x à y.

Cela résulte aussitôt de (2.5.4) (ii).
Pour tout nombre réel t de l'intervalle [o, i], nous désignerons par tx-{-{i—t}y

l'unique point ^e[^] satisfaisant à d(x^)=(î—t)d(x,y).

Lemme (2.5.14). — Soient x, y, ^, ^ quatre points de ^ tels que ^e\xy\, et soit
£(=R+ tel que d{x, ̂ ) ̂  d{x, ^) + s d{x,y) et d{y, ^) ̂  d[y, ^) + s d{x,y). On a alors
d(^ ̂ 4^(x, ̂ , ̂ )+êd^y)\

Soient A un appartement contenant [xy\ et G une chambre de A telle que ^:eC.
Posons -^^pAicC^)* ^n a ^te ^/)== ̂ te ^") et ^es quatre points x, y, ^, ^" satisfont
aux mêmes hypothèses que x,y, ^, ^'. On voit qu'il suffit de démontrer le lemme lorsque
les quatre points considérés appartiennent à un même appartement, et il résulte alors
d'un calcul élémentaire de géométrie euclidienne plane.

Lemme (2.5.15). — L'application (t, x,y)\->tx-\-{ï—t)y de [o, ijx^x^ dans ^
est continue.

Cela résulte aisément du lemme (2.5.14).

Proposition (2.5.16). — L'espace métrique ^ est contractile.
Cela résulte du lemme (2.5.15).

(2.5.17) Soient x,ye^ et soit ^{x^y) l'ensemble des suites finies S=={XQ, . .., x^)
de points de ^ telles que XQ==X, x^==y et que x^_^ et x^ appartiennent à l'adhérence
d'une même chambre pour i^j^m. On a

m

d ( x , y) == inf S d ( x , ., x-).v 5- / / se^ { x , y ) j - ^ - i v ^ - 1 5 ^

II en résulte aussitôt que la métrique de ^ est complètement déterminée par la donnée
de la structure de complexe polysimplicial de ^ et des structures d'espace métrique
sur les parties de ^ de la forme C, où G est une chambre de .̂
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a.6. Décomposition de l'immeuble en composantes irréductibles.

Lemme (a. 6.1). — Soit (S', S") une partition de S telle que tout élément de S' commute
avec tout élément de S". Alors Wg, est un sous-groupe distingué de W et (G, Bg,, N) é?^ ̂  système
de Tits dont le groupe de Weyl est canoniquement isomorphe à W/Wg, et à Wg,,.

Gomme Wg. n Wg, =Wg,, g. ={<?}, le groupe W est produit direct de Wg, et Wg..
Posons H'^B^nN : l'image de H' dans W est Wg, et N/H' s'identifie à W/Wg ou
encore à Wg,/. Soit jeS" et weWg,.. On a :

jBg, ̂  == jBWg, Kw c jBWg, wB == ̂ B^Wg. B c (BjwWg, B) u (B^Wg, B)
c(Bg,^Bg,)u(Bg^Bg,).

Enfin, ^Bg.j=t=Bg. puisque Bg. est son propre normalisateur. Nous avons bien
vérifié les axiomes d'un système de Tits.

Remarquons que ce lemme est valable pour un système de Tits quelconque, non
nécessairement de type affine.

(2.6.2) Soit A = = A ^ x . . .xA^ la décomposition canonique de A en produit de
ses composantes irréductibles sous W et soient W==WiX . .. xW^, C^C^x . . . xC^ et
S = Si u . . . u S^ les décompositions correspondantes de W, C et S ((1.3.2) et (1.3.4)).

Pour toute partie J de { i , . . . ,w}, soit pj la projection canonique de A sur
^^n^ soit Cj=^n^C, et soit Wj=^n^W,, considéré comme groupe de trans-
formations affines de A j. Posons Sj==.US,, Bj==Bgj=BWjB et B^B^ ,...^)_j. Il
résulte du lemme (2.6.1) que (G, B^ N) est un système de Tits de groupe de Weyl Wj,
donc de type affine. Soient J^j l'immeuble de (G, B^ N) (construit à partir de Aj et Cj),
dj sa distance, j^ j l'application canonique de Cj sur FÇB^, etc. La classe de conju-
gaison de (B'1, N), donc aussi l'immeuble ^j, ne dépend que de la classe de conjugaison
de (B, N).

Proposition (2.6.3). — (i) Soit ^ (resp. ^j) l'ensemble des sous-groupes parahoriques
de (G, B, N) (resp. (G, B3, N)). Pour tout Pe^, il existe un plus petit élément noté 7çj(P)
dans l'ensemble des éléments de ^j qui contiennent P.

(ii) II existe une application ^j et une seule de ^ dans ^j telle que Von ait
^(F(P))=F(7Tj(P)) pour tout Pe^;

^joX==Xjo^j

où À (resp. Xj) désigne l'application canonique de ^ (resp. ^j) dans C (resp. Cj).
(iii) Pour tout geG et ae^, on a g^j(a)==T3j{g^a) et rsj est surjective.
(iv) Pour toute application structurale <p : A—^, il existe une application structurale

9j : Aj-^^j et une seule telle que ^j^^'pjû^j.
Pour démontrer (i), on peut supposer P=Bx avec XeT. Les sous-groupes de G

contenant P sont alors les By avec XcYcS, et si un tel sous-groupe appartient à ^j,
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il doit contenir un conjugué de B3 et Y doit contenir S—Sj. On voit donc que
^j(P)==Bxu(s-sj) possède la propriété voulue.

Démontrons (ii). Si ^j existe, elle envoie le point (P,a)eJ^ (avec ûeX(F(P)))
sur le point (TCj(P), pj{a)) GJ^j. Il suffit donc de montrer que

( T ) jWF(P)))cXj(F(7rj(P))).

Par une opération de G, on se ramène au cas P=Bx. On a alors X(F(P))==Cx et
^(F^jWîî-^ÇÇB^xnJ-C^xns. (facette de type XnSj de Cj), d'où (i) .

La première assertion de (iii) résulte de l'unicité de rnj. Elle entraîne
^(^)=G.^(F(B)y-G.F^=^.

Démontrons (iv). Compte tenu de (iii), (iv) résultera de la relation
(2) ^jUW^APjW) pour xeA

(où j : A—^ et jj : Aj-^j sont définis comme en (2 .2 .1) ) . Il suffit, toujours en
vertu de (iii) et de (2 .2 .1 ) d'établir (2) pour xeC^. Or on a dans ce cas :

-J(JW)==-J(Bx^)=((BJ)xns.^JW)=^(^W).

Proposition (2.6.4). — Soit {J|Je^} une partition de F ensemble {i, . . . , 772} .
Soient ^' le produit des immeubles e^j pour ]e/, muni de la structure de complexe polysimplicial
produit et de la distance (Sûf^2, Sft1 le produit des ensembles ̂ j muni de la structure d'ordre produite

^==(^j) : ^->^1 l'application produit des rsj et 7c=(7Tj) : 8fi->y l'application produit
des r c j .

(i) CT est une isométrie et un isomorphisme de complexes polysimpliciaux de ^ sur J'.
(ii) Pour tout appartement A de e ,̂ la restriction de ^ à A est un isomorphisme d'espaces

affines euclidiens et de complexes polysimpliciaux de A sur le produit des appartements ^j(A).
(iii) TT est un isomorphisme d'ensembles ordonnés de Sft sur 8^'. Pour tout Pe^, on ap= n TCJ(P).JG^ Jv /

L'assertion (ii) résulte de (2.6.2) et de (2.6.3) (iii). Elle entraîne que nr est
isométrique et est un morphisme de complexes polysimpliciaux. Pour établir (i), il ne
reste donc qu'à montrer que ^ est surjective. Par induction sur Gard /\ on se ramène au
casoù ^^(JiîJa). Soitalors x^e^ et j^eJ^ d'image ̂  (pour k=i, 2) ((2.6.3) (iii)).
Soit A un appartement de ^ contenante et j^. On a alors Xj^evsj (A) pour k==ï, 2,
d'où (^,A:2)e^(A) d'après (ii).

Enfin, si Pe^, on a nT(F(P))==IÏF(TCj(P)). Gomme m commute avec l'actionJ

de G, on en déduit que P= I I TCj(P) (2.1.5). Il en résulte que n est injective. Montrons
que TC est surjective : en effet, si PjG^j pour ] ç / , alors IÏF(Pj) est une facette F'j
de J^'et il existe un Pe^ tel que F'==m(F(P)), ou encore Pj==?T:j(P) pour tout J.
Enfin, il est clair que PcQ est équivalent à 7Cj(P) CTCj(QJ pour tout ] e / (P, Qe^).

(2.6.5) Lorsque J est une partie à un seul élément z, on convient d'écrire i au
lieu de {i} dans les notations précédentes. Les systèmes de Tits (G, B', N) sont irréduc-

48



GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 49

tibles : on les appelle les composants irréductibles de (G, B, N). La proposition (2.6.4)
fournit donc une décomposition canonique de l'immeuble ^ en produit de complexes simpliciaux.

(2.6.6) Soit Jc{ i , . . ., m}. Il est clair que (Bj, B, NnBj) est aussi un système
de Tits de groupe de Weyl Wj. Son immeuble est canoniquement isomorphe à ^j,
la correspondance Ph>P' entre sous-groupes parahoriques de (G, B'7, N) et de
(Bj,B,NnBj) pouvant être décrite comme suit : P '=PnBj et P est Punique sous-
groupe parahorique de (G, B, N) de type r(P)u(S—Sj) contenant P'.

2.7. Homomorphismes B-adaptés»

Soit <p : G->G un homomorphisme B-adapté ((i .2.13) sqq., dont nous reprenons
les notations). Nous avons vu en 1.2 que G opère sur l'ensemble S^ des sous-groupes
parahoriques de G et nous avons défini un homomorphisme Ç de G dans le groupe des
automorphismes du système de Goxeter (W, S), groupe qui s'identifie à W^, avec les
notations de (1.3.18), c'est-à-dire au groupe des automorphismes de l'espace euclidien A
qui conservent la chambre C.

(2.7.1) Soit alors y=^,x)e^ (avec Pe^ et xeC^). Comme T est un
sous-groupe parahorique de G de type ÇC?)(ï(P)) (1.2.18)3 le couple ^.j/=(^P, ^{g).x)
est encore un point de ^ et on définit ainsi une loi d'opération de G dans l'ensemble ^.
Pour cette loi, le stabilisateur d'une facette F(P) n'est autre que le sous-groupe Stab P
(1.2.15) et Ê=Stab BnÇ'^i) est le fixateur de la chambre F(B).

Proposition (2.7.2). — (i) Si geG et ye^, on a cp(^) .y=g.y. Autrement dit, les
lois d'opération de G et de G sur ^ sont compatibles avec Vhomomorphisme cp. On a

Kervcn^H^-n^-1.
gGGr gç^

(ii) Pour tout geG, l'application y\-^g.y est un automorphisme isométrique de complexe
polysimplicial de ^.

(iii) Si, de plus, l'homomorphisme y est Tï-N-adapté ( 1 . 2 . 1 3 ) , cette application permute
entre eux les appartements (resp. les demi-appartements, les quartiers, les murs) de ^\

La première assertion de (i) est immédiate, compte tenu de ce que, pour g e G
et Pe^ on a ^P^gPg"1 et Ç(y(^))==i. La deuxième en résulte, puisque si ^eKercp,
<p(^), donc aussi g, opère trivialement sur ^\

Démontrons (ii). Soit geG et soit y l'application y^g.y de ^ dans lui-même.
Gomme l'action de G sur 8ft respecte les relations d'inclusion dans ̂ , on voit que, pour
Pe^, l'image par y de la facette F(P) est la facette F^P) et que y(F(P))=F(^P). Par
ailleurs, la restriction de y à F(P) s'obtient par composition de l'application canonique
de F(P) sur C^pp de ï,{g) et de l'application canonique de Cç^^p^ sur F(^P). Gomme ?,{g)
est un automorphisme de l'espace euclidien A, on en déduit que y est un automorphisme

49
7



50 F . B R U H A T E T J . T I T S

de complexe polysimplicial et que la restriction de y à F(P) est isométrique. Par suite,
Y elle-même est isométrique d'après (2.5.17).

Démontrons (iii). Quitte à multiplier g à gauche par un élément de <p(G), on peut
supposer que g normalise <p(B) et (p(N). On a alors, pour tout weW (i .2.20)

^w^w-^^w'Bw'-1 avec w''==^g)(w)==^g)w^g)~1

et plus généralement
^w^w-1) == ic/B^x^'-1 pour XeT.

Soit alors aeA et soient XeT et weW tels que aew.C^. On a j(û)==(wBx^~1, w~l{a))
et gJW^(wf'B^^w'-\^g).w-l.a), d'où

^J^^^'B^^'-^'"1.^^)^)^^)^).

Par suite, y conserve l'appartement j (A) et se réduit sur j (A) à l'application j°^{g)°j~1^
donc permute entre eux les murs (resp. les quartiers, les demi-appartements) de j'(A).
On en déduit (iii) en utilisant (i) et la transitivité de G sur les appartements.

(2.7.3) Par contre, G ne permute pas entre elles les applications structurales, sauf si
Ç(Ô)={i}.

(2.7.4) Ce qui précède s'applique en particulier si l'on prend pour G le groupe
AutgG (resp. Aut^ ,N)G) des automorphismes de G qui conservent la classe de conjugaison
de B (resp. du couple (B, N)) et pour (p l'homomorphisme qui à geG associe l'auto"
morphisme intérieur défini par g. On a alors Y-<?"y==ï(5) •ï '^ P0111* Y^G, geG et xe^.
La proposition (2 .7 .2) montre alors que l'immeuble ^ avec toutes ses structures ne dépend
(à un automorphisme près de A conservant C pour ce qui est des applications structurales)
que de la classe de conjugaison du couple (B, N). Si l'on considère ^ comme muni seulement
de sa métrique et de sa structure polysimpliciale, il ne dépend que de la classe de
conjugaison de B.

2.8. Caractérisations des appartements.

Nous avons vu (2.4.7) que, pour qu'une partie M de ^ soit contenue dans un
appartement et y soit bornée, il faut et il suffit qu'il existe deux chambres G et G' telles
que M soit contenue dans l'enclos de G u G'. En particulier, la famille des parties de ^
qui sont des parties bornées d'appartement est complètement déterminée par la donnée de la
structure de complexe polysimplicial de J^.

Il n'en est pas de même en général de la famille des appartements : il existe des
systèmes de Tits de type affine (G, B, N, S) et (G, B, N', S') saturés équivalents pour
lesquels N et N' ne sont pas conjugués. Le complexe polysimplicial ^ associé est le même
pour les deux systèmes, mais les familles d'appartements sont distinctes : sinon, il
existerait un élément geG tel que j/{A)=g.J\A) en désignant parj etj' les applications
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canoniques de A dans ^ correspondant à ces deux systèmes de Tits de groupe de Weyl W,
et on aurait 'N/=gNg~l d'après (2.2.5).

Dans ce numéro, nous allons tout d'abord donner une autre caractérisation des
parties bornées d'appartements, puis, dans le cas où le groupe G est complet pour une
topologie convenable, des appartements eux-mêmes. Enfin, nous montrerons que l'appar-
tement j(A) est entièrement déterminé par la structure polysimpliciale de ^ et par le
groupe N considéré comme groupe de permutations de J^.

Désormais, nous identifierons A et jÇA) au moyen de j et considérerons donc A comme un
appartement de ^'.

Proposition (2.8.1). — Soit M une partie bornée de J ,̂ possédant l'une des deux propriétés
suivantes :

a) l'intérieur de M n'est pas vide;
b) M est convexe.
Pour qu'il existe un appartement contenant M, il faut et il suffit qu'il existe une isométrie

de M sur une partie de A.
Que la condition soit nécessaire est évident. Supposons-la satisfaite et supposons

tout d'abord que l'intérieur de M n'est pas vide. Il existe alors une chambre CQ telle
que GoïïM soit d'intérieur non vide. Par ailleurs, toute isométrie <p : X-^X' d'une
partie de A sur une autre se prolonge en un automorphisme de A, qui est unique dès
que X contient un ouvert non vide de A. On en déduit aisément que, si A est un appar-
tement contenant G(), il existe une isométrie T et une seule de M sur une partie de A,
dont la restriction à CoïïM est l'identité. De plus, T est la restriction à M de la
rétraction p de centre Go de ^ sur A, puisque l'on a d^[x),y)=d[x,y)==d(^{x),y) pour
tout xeM et pour tout y appartenant à G^nM, qui est d'intérieur non vide.

Soit E l'enclos de p(M), et soit ^ l'ensemble des chambres CcE telles que la
restriction de p à M u G soit encore isométrique. La restriction de p à l'ensemble M'
réunion de M et des adhérences G des chambres appartenant à V est elle aussi isométrique.
Nous allons alors raisonner par récurrence sur le nombre k de chambres contenues
dans E et n'appartenant pas à ^$ ce qui précède montre que si A:==o, la restriction
de p à M u E est isométrique, ce qui entraîne M c A.

Supposons donc A:>o. En considérant une galerie minimale tendue entre CQ
(qui appartient évidemment à V) et une chambre contenue dans E et n'appartenant
pas à ,̂ on voit qu'il existe deux chambres mitoyennes G et G' contenues dans E, telles
que Ge^7 et C'<^. La première partie de la démonstration montre que l'on peut
supposer G=C().

Soit alors F la cloison commune à G et G' et soit ûeF. Distinguons deux cas :
i) Pour tout xeM.', x 4= a, l'intersection [ax]r\(CuCf) est un sous-segment de \ax\ non

réduit à {a}. Soient alors xeM.', x^a, ^eC' et soit A' un appartement contenant G' et x.
Le triangle T réunion des segments [û^], \^x\ et [ax] est contenu dans A', donc est
« euclidien ». Le triangle T'==p(T) lui est alors isométrique, puisque d'une part p est
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isométrique sur [ax] et que d'autre part les angles au sommet a de T et T' sont égaux
puisque p est l'identité sur du G'. On a donc d{^ x)==d{^ p(^)) et la restriction de p
à Mu G' est isométrique, contrairement à l'hypothèse selon laquelle G'<^.

2) II existe xeM.', x^a tel que \ax\n (CuC')^^}. Il existe alors une chambre G"
admettant F comme cloison, distincte de G et de G', telle que [ax] nG"+0. Soit alors A'
un appartement contenant G et x, donc G", et soit p' (resp. p") la rétraction de ^sur A',
de centre G (resp. G"). Soit j^eM'; comme p=pop ' , on a

^)=rf(pM, pOO)=rf(p(p'W), p(p'OO))
^(P^P'OO)^^).

Gomme A:=p'(^)==p"(A:), on en déduit d{x, ^{y))==d(x^)^d(x, p"^)). Soit R'
(resp. R") le demi-appartement de A' dont le mur contient F et contenant G (resp. G") ;
on a ,yeR". Montrons que [ay] n (GuC")=t={û} dès que y^a, Sinon, il existerait une
chambre G'" admettant F comme cloison, distincte de G et de G", avec \ay\ nC'"=+=0.
Gomme p^G'^^C" (resp. p'^C'^^G) et que p' (resp. p") restreinte à [ay] est une
isométrie, on aurait p'(^)eR" et p"(^)eR', avec de plus ^ " [ y ) = r ' ç { y ) ^ où r est la
réflexion dans A' par rapport à l'hyperplan mur commun de R' et R". Mais ceci
entraînerait d{x, p"^))^^-^ P'^))? contrairement à ce que nous avons vu plus haut.

En particulier, si ye M! n A, avec y^a, on a [<y/]nC=h{û} puisque C"nA=0
et y appartient au demi-appartement R de A contenant G et de mur contenant F.
D'après (2.4.12), il existe donc un élément geG tel que g'y==y pour tout j^eM'nA
et ^.G"=G'. On a alors ^.C=G et ceci entraîne que p(<?.-s)=p(^) pour tout ^e^.
La restriction de p à M'^^.M' est donc encore une isométrie et l'enclos de
p(M / /)=p(M /) est toujours égal à E. De plus, pour tout yeW avec y^a, on a
\ay\ n (CuG') 4={û} et l'étude faite plus haut en i) montre que la restriction de p à
M^uC' est isométrique. Nous nous retrouvons donc dans la même situation, avec M"
au lieu de M, mais la famille %7 se trouve augmentée d'au moins une chambre, à savoir G",
et le nombre k diminué d'au moins une unité.

L'hypothèse de récurrence entraîne donc qu'il existe un appartement A" conte-
nant M" et l'appartement ^"^.A" contient M, ce qui achève la démonstration dans
le cas a).

Supposons maintenant que M est convexe. Soit F une facette de ̂ , rencontrant M,
de plus grande dimension possible, et soit xeFn M. Pour tout j/eM, y ^ p X y l'intersection
Fn[rî/] n'est pas réduite à {^}. Soit A un appartement contenant F et soit G une
chambre de A dont l'adhérence contient F. Il nous suffit, pour nous ramener au cas
précédemment étudié, de montrer que la restriction à G u M de la rétraction p==p^ç
est isométrique, ou encore que û?(p(j), p(^))==û?C^ ^) pour j/, ^;eM. Or, les deux
triangles enveloppes convexes de {x,y, ̂  et de {x, p(^), p(-s)} sont tous deux isomé-
triques à des triangles euclidiens; leurs angles au sommet x sont égaux puisque
[^]n[A'p(j)]+{^}=t=[^]n[^p(^)] et les côtés [xy] et [>p(j0] (resp. [x^] et [^p(^)]) sont
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de longueurs égales. Par suite, on a d(y, ^)==d{ç{y)^ p(^)) ([22], livre I, prop. IV),
ce qui termine la démonstration.

(2.8.2) Supposons que G soit muni d'une structure de groupe topologique
complet, pour laquelle B est un sous-groupe fermé. Supposons de plus qu'il existe une
suite décroissante de sous-groupes (VJ^^^ formant un système fondamental de voisinages
de l'élément neutre, et une suite croissante de parties bornées 0,^ de A telles que, en
notant P^ le fixateur de j(f2J dans G, l'on ait
(i) P^==(P^nVJ.H pour tout n^i.

Il est immédiat que (i) reste valable si l'on remplace Q^ par une partie plus grande
de A. On peut donc supposer de plus que Cct^i, que les 0,^ sont de la forme
cl(G^uG^), où G^ et C^ sont des chambres de A (2.4.8), et ont pour réunion A tout
entier. Remarquons que P^, étant alors une intersection de conjugués de B, est un sous-
groupe fermé de G, donc P^nV^ est aussi fermé.

Proposition (2.8.3). — Sous les hypothèses de (2.8.2), toute partie M de ^ qui est réunion
d'une suite croissante de parties M^ (n^o) contenues chacune dans un appartement A^, est elle-
même contenue dans un appartement.

On peut évidemment supposer que les M^ sont bornées et réunions convexes
d'adhérences de facettes, et que Mo est ouvert dans M^. Choisissons u^eG tel que
A^,==^.A^ et que u^x==x pour tout xeM^cA^nA^ (2.5.8). Posons &=^_i...^o
et M^^^.M^cAo. On obtient ainsi une suite croissante de parties bornées de A=AQ,
dont la réunion M' est une réunion convexe d'adhérences de facettes.

Montrons qu'on peut se ramener au cas où M'==A. Supposons que M'4= A et soit
F==(CO, . . . ) une « galerie infinie » ayant pour termes toutes les chambres de A
(chacune d'elles pouvant y figurer plusieurs fois) et telle que Go contienne une facette
de dimension maximale de Mo. Posons D_^=0 et définissons D^ et la chambre G[ par
récurrence sur i ̂  o de la façon suivante : G[ est le premier terme de F non contenu dans
cl(M'uD^_^) et D^=D^_iU G[. Quitte à remplacer la suite (MJ par une suite extraite,
on peut supposer que G[ est aussi le premier terme de F non contenu dans cl(M^ uD^_^) .
D'autre part, notons C[' le terme précédant G[ dans F ; lorsque Co== Go, la chambre CQ
n'a pas de prédécesseur dans F et on désigne alors par G^ une chambre mitoyenne de CQ
telle que la cloison commune à Co et Co' contienne une facette de dimension maximale
de M'. Nous allons montrer par récurrence sur l'entier n qu'il existe, pour A ^ n ^ — i ,
des éléments A ^ ^ e G tels que, en posant h^==h^^ :

( i ) h^ ^ coïncide avec g^ sur M^ ;
(2) h^ ^ coïncide avec h^ sur cl(M^uDJ pour n^-o\
(3) h^ coïncide avec h^_^ sur cl(M^_iUD^_i) pour n^i.

On prend A_i=id et h_^ ^=^ pour k^o. Soit n^-o et supposons les h^^
construits pour i<n. Soit k^n. Par définition de G^ et G^, l'enclos de M^uD^_i est
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contenu dans le demi-appartement de Aç contenant C^ et dont le mur contient la
cloison F commune à G^ et G^'. Vu l'hypothèse de récurrence, la facette F'=A^_^ ^.F
ne dépend pas de A: et on a An_i^« (MfcUD^_. i )==M^uA^_i .D^_i. D'après (2.4.12), il
existe un appartement A^ contenant Z^_i ^ .cl(M^uD^_i) et ^_^.C^. D'après (2.5.8),
il existe h^^eG tel que A^.AQ=A^ et que h^ ^.x==h^_^ ^.x pour tout A:ecl(M^uD^_^).
Il est alors immédiat que ( i ) et (3) sont satisfaites. La condition (2) l'est aussi, car les
restrictions de h^ et de h^ à cl(M^uDJ ont la même image cl(M^u/^_i .DJ et coïn-
cident sur la chambre C^.

En remplaçant M^ par cl(M^uA^.C^) et ^ par h^, on est bien ramené au cas
où M'==A.

Supposons donc désormais que M'==A. Comme chaque M^ est une réunion
convexe d'adhérences de facettes, on voit que A est aussi la réunion des intérieurs des M^
et, quitte à extraire une suite partielle, on peut supposer que Q^cM^. Comme
ên+i^^gn^ P0111' xeMf^ on a &^l<?n+l6pn et quitte à remplacer ^+1 par un élément
de la forme g^^g^^^^ avec A^eH (ou encore ^ par <==&A+i.?n^ on peut
supposer que &^^l<?n+leI>nnvn•

La suite g^ converge alors vers un élément geG et on a g.x==g^.x pour tout
xeM.^, d'où M^C^.A, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (2.8.4). — Supposons les hypothèses de (2.8.2) satisfaites et soit M une partie
de ^ d) intérieur non vide.

(i) Pour que M soit contenue dans un appartement, il faut et il suffit quelle soit isométrique
à une partie de A.

(ii) Pour que M soit un appartement^ il faut et il suffit quelle soit isométrique à A.
Gela résulte de (2.8.1) et (2.8.3).

Proposition (2.8.5). — Sous les hypothèses de (2.8.2), pour qu'aune partie M de ^ soit
un appartement, il faut et il suffit que M soit une partie close contenant au moins une chambre de ^
et que, pour toute cloison F de ^ contenue dans M, il existe exactement deux chambres de ^ contenues
dans M et admettant F comme cloison.

Que la condition soit nécessaire est bien clair (et indépendant de (2.8.2)!) .
Supposons-la réalisée. Pour toute chambre Ce M et tout je S, il existe alors une
chambre G'cM et une seule, mitoyenne de G et telle que la cloison commune soit de
type s. On en conclut immédiatement, en utilisant (2.3.9) et le fait que M est close,
que, pour tout weVf et toute chambre Ce M, il existe une chambre C'cM et une
seule telle que w[C, G')=w (2.1.7).

Soient C^ et G^ comme en (2.8.2). Choisissons une chambre C'cM, posons
^=w(C,GJ et w^==w{C,C^ et soit C^ (resp. G^*) la chambre de M telle que
w{C\ C^) == w^ (resp. w(C\ C^)==z<). Gomme Cccl(G^uC^), on a

^<-l)=^)+^) et w{C^ CJ=^-1.
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On en déduit aussitôt que C'cM^cl^u C;,*), que w(C^\ C;)==^^-1, donc qu'il
existe &eG tel que &.G,=G;, &.C,=G,\ Pour tout k<n, on a &.G,ccl(G;uG^)
et w(C*,^.C^)=^, d'où C^=^.C^. De même, C^==^.C^ ce qui entraîne
M^cM^. Vu (2.8.3), il existe donc geG tel que ^.C^G* et que M^c^.A pour
tout n, d'où g.C^C^ et ^. C^ = G^ et par suite g. A == U M^ c M. Si de plus, on avait
M 4= A, il y aurait au moins une cloison de M appartenant à trois chambres distinctes
contenues dans M, contrairement à l'hypothèse. Par suite, M==^.A est bien un appar-
tement de ^'.

Corollaire (2.8.6). — Soit <p une injection de A dans ^'. On suppose que 9 est un morphisme
chambré ( 1 . 1 . 7 ) de complexes polysimpliciaux et envoie chaque cloison de C sur une cloison de
même type. Alors <p(A) est un appartement et 9 est une application structurale.

On montre immédiatement par récurrence sur/'(w(C, G)) que y envoie une cloison
d'une chambre quelconque G de A sur une cloison de même type. On en déduit que
l'image d'une galerie minimale est une galerie minimale de même type, ce qui entraîne
que <p(A) est close, donc est un appartement d'après (2.8.5). Il existe donc une appli-
cation structurale ^ telle que ^(A)==ç(A) et ^(C)=(p(C). Mais ^~lo^ est alors un
automorphisme de complexe polysimplicial de A, dont la restriction à C est un
automorphisme affine de C conservant chaque cloison de C, ce qui entraîne que ^"^oçp
est l'identité, d'où le corollaire.

(2.8.7) On voit donc que, sous les hypothèses de (2.8.2), la famille des
appartements de ^ ne dépend que de la structure polysimpliciale de ^'. On en déduit
en particulier que tout homomorphisme ^-adapté <p : G->G est automatiquement B-N-adapté.

Par ailleurs, on montre facilement que la métrique de ^ détermine sa structure poly-
simpliciale : les points de ^ intérieurs à une chambre sont ceux qui possèdent un
voisinage isométrique à un ouvert de A. Il résulte alors de (2.8.4) que, sous les
hypothèses de (2.8.2), toute isométrie de ^ sur lui-même est un automorphisme de
l'immeuble ^, à un automorphisme de (A, W) près.

Lemme (2.8.8). — Soient A un appartement^ G une chambre de A,j/, y' deux points de ̂ .
Si Cccl({p^e(^),p^(y)}), alors Gccl({^,y}).

Posons p = = p A ; c 5 ^=ç{y) et ^^PC/)- Soient (F, G) (resp. F') une galerie tendue
entrer et G (resp. entre G et,/), G' l'origine de F et G" l'extrémité de F'. Vu (2.4.4),
la galerie (p(F), p(r')) est minimale. La galerie (F, F'), qui est de même type, l'est
donc aussi (2 .1 .11) et G est contenue dans clÇG'uG"), Par suite, il existe geG tel
que g.C=C, ^.G'=p(G') et ^.G"=p(C"). On a alors

^y})=ê~l^\({g^g.y})==g-l.cl{{^^})^g-l.c=G.
Proposition (2.8.9). — Soient D une chambre vectorielle^ x, x'eA et j/,y'e^. Supposons

qu'il existe j^e^+D et y^ex'—'D tels que d{y,y^) (resp. d^y'.y^) soit inférieur à la distance
de y^ (resp. y) au complémentaire de x+D (resp. x'—D) dans A. Alors

cl({j,y})D(^+D)n(^-D).
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Soit G une chambre rencontrant {x—D)n(^'+D) et soit p la rétraction de ^
sur A de centre G. On a ^y)ex+D et p(y)(=A:'—D. Vu (2.4.8) et (2.8.8), on a donc
Cccl({j/,y}), d'où notre assertion.

Corollaire (2.8.10). — Soient D une chambre vectorielle, v un élément de D et \ un nombre
réel tel que o^À<i. Il existe un nombre réel s>o tel que, pour x, x'eA et j^Ve^, les
relations x'—xeRu, d{x,y)<z,d{x, x') et d{xf,y)<^.d{x, x') entraînent l'existence de
^'e[j/]nA avec d(^ ^') ̂ \.d(x, x').

Soient ^ ( î = i , . . . , 6 ) six points distincts d'une droite L de A, tels que
•^[^-i^+i] P0111' ^ = ^ • • • 5 5 ? q^ XQ—X^R^U et que d{x^ x^)>\.d(x^ Xç). Soit
reR^ et soit X^ la boule de A de centre ^ et de rayon r ( i^î^6). Supposons r assez
petit pour que X^c^—D, X^X^c{x^+'D)n{x^—D) et XgC^+D et posons
s==r.rf(^,^)-1.

Soient x, x ' e A et y . y ' e ^ satisfaisant aux conditions de l'énoncé. Quitte à trans-
former le système des ^ par une homothétie ou une translation et à multiplier r, y et D
par le rapport d'homothétie, ce qui ne change pas s, on peut supposer que x = x^ et
X'=XQ. Soit A un appartement contenant {y,Y}. On a d{x,y)<z.d[x, x')==r et, de
même, d{x\y)<r. De (2.8.9) on déduit alors que AD (x^+D) n (^—D). Soient G
une chambre de A rencontrant cette intersection et p la restriction à A de la rétrac-
tion P A ; C - O11 a Ce An A et p est une isométrie de A sur A laissant fixes tous les points
de A n A (2.3.4). Gomme p^.ç diminue les distances (2.5.3), on a aussi p(j^)eXi
et p(y)eXe. On en déduit aussitôt qu'il existe ^[pC^pÇy^nXg et ^;'e[p(^)p(y)]nX4
tels que d{^, ^') ^X.û?(^, A:'). Comme X-^uX^cÇx^+D) n (^—D) cAnA, on a ^^p^'1^)
et ^=p-1^), d'où ^,^e[^y]nA.

Proposition (2.8.11). — L9 appartement A ̂  /^ plus petite partie convexe non vide de ^
invariante par v^V). Il est aussi la plus petite partie close non vide de ^ invariante par v^V).

La seconde assertion est une conséquence immédiate de la première.
Soient M une partie convexe non vide de ^ invariante par v^V), j^eM, xeA

et ^^^(V) tel que v(^) n'appartienne au noyau d'aucune racine vectorielle. Posons
y=v(^) et soient À, s des nombres réels possédant les propriétés du corollaire (2.8.10).
Pour TzeN suffisamment grand, on a d{x, y)=d{gn.x, gn.Jy)<^.d{x, gn.x), donc il existe
^[jQ^.yjnA^MnA. Comme l'enveloppe convexe de ^(V)^) est manifestement A,
on a AcM.

(2.8.12) Nous allons montrer par un exemple que les assertions (2.8.3) à (2.8.7)
ne demeurent pas valables si on supprime les hypothèses de (2 •8.2).

Supposons cardS==2, posons S={.$i,j2} et soient X un sous-groupe de B,
T^eB^B (î=i, 2) tels que n^eX et n^X^^X, et N' le groupe engendré par n[, n^
et X. Il est clair que X est distingué dans N' et qu'il existe un homomorphisme surjectif
T] :W->N'/X et un seul tel que T](^)=^X. De (1.2.8), il résulte que si z^eW, on a
7](^)cB^B. Par conséquent, T] est bijectif. On en déduit aussitôt que (G, B, N') est un
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système de Tits de groupe de Weyl W, équivalent à (G, B, N) (1.2.11). Par suite,
l'immeuble ^f de (G, B, N') s'identifie en tant qu'espace métrique et que complexe
polysimplicial à l'immeuble ^ de (G, B, N) (2.7.4), et les appartements de J ' sont
ceux de ^ si et seulement s'il existe éeB avec N'cèNè"1 (2.2.6) , c'est-à-dire
r^{w)cb.wîi.b~1 pour tout wéW.

Exemple (a.8.r3). — Soit p un nombre premier, et soit (Op la valuation ^-adique
de Q. Prenons G=S4(Q),

B-((J ^eG|œ^)=^(rf)=o, œ,(^o, o),(.)>oj,

N^ °)eG)u((° ^G).\\o d ) } \\c o) |

D'après [28], (G, B, N) est un système de Tits de type affine de rang i (voir aussi
(6.2.3), a)). On a

H= ( °i\o a 1 ae%, cùp{a)=o ,

0 ^ H ç -^ ° ^11 • 1-L ^9 —— 1 1
- I O/ 2 \-J&-1 Oj

( u i v , , . / u A ' Ï T T^ = .H ^ ==[ i ' . H.1 __ T r\ 1 " \ /\~1- r\ 1

Posons n\ =| - i oj

, / — i 2p\
^[-P-1 i)5

xM(1 0)).
l \o i / j

On vérifie aisément que les hypothèses de (2.8.12) sont satisfaites et que les valeurs
propres de n[n^ ne sont pas rationnelles. Il en résulte que n[n^ n'est pas conjugué d'un
élément de ^H, donc que ^ et ^ ' n'ont pas les mêmes appartements.

2.9. Quartiers.

Proposition (2.9.1). — Soient A un appartement de ^ et (S un quartier de A. Il existe
une application p .̂̂  et une seule de ^ dans A possédant la propriété suivante : pour toute partie
bornée M de J ,̂ il existe un quartier (£' c (£ tel que, pour toute chambre G rencontrant (£', /'OTZ

ait PA ; £ (^)=== PA ; c (;v) J^^ ^^ A; e M.
Nous devons montrer qu'étant donnée une partie bornée M de e^, il existe un

quartier (Tc£ tel que, si G désigne une chambre rencontrant (£', la restriction de p^.ç
à M ne dépend pas du choix de G. On peut évidemment supposer que M est réunion
d'adhérences de chambres. Prenons un point a de A et posons â?=sup{â?(a, A:)|A:eM}.
Soit M' la boule de centre a et de rayon d dans A et soit (S^ un quartier opposé à £ et
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contenant M' ((2.4.8) (i)). Soit b le sommet de (£1 et soit (£" le quartier de A opposé
à Ci (donc équipollent à (£) de sommet b. Nous allons montrer que le quartier (£'== C n (£"
répond à la question.

Soit Go une chambre de A à laquelle b soit adhérent; posons p = PA; Co • Comme une
rétraction diminue les distances, on a pÇC^cM'cŒi pour toute chambre G' contenue
dans M.

Soit G une chambre rencontrant (£". D'après (2.4.9)3 l'enclos de Cup(G')
contient Go. Il existe donc une galerie minimale F de la forme

(G, Ci, . . . , C^, Go, C^+i, ..., G^, p(C'))

et il existe une galerie minimale de la forme (Go, C^i, . . ., G^, G') avec p(CJ)==C^
pour m+i^j^n. La galerie (G, G^, . . ., C^, Co, C^i,. . ., C^, G') est sans bégaiement
et a même type que F. Elle est donc minimale, et son image par la rétraction p^.ç est F,
unique galerie minimale de type s(F) et d'origine G. Par suite, on a

PA;c(C')=pA;Co(G')

pour toute chambre G' contenue dans M et toute chambre G rencontrant (£", d'où la
proposition.

Définition (2.9.2). — L'application p^^ définie par (2.9.1) s'appelle la rétraction de ^
sur l'appartement A relativement au quartier (£.

Il est clair que P==PA.(£ î1^ change pas si l'on remplace (£ par un quartier de A
équipollent à Œ, et ne dépend donc que du « germe de quartier » de A défini par C
(cf. (7.2.3), (7.4.12)). Il est aussi clair que p diminue les distances et que sa restriction
à l'adhérence d'une chambre est isométrique (2.5.3).

Corollaire (2.9.3). — Soient A un appartement de c ,̂ (£ un quartier de A et G une chambre
de ^. II existe un quartier (£'c(î tel que la restriction de p^ç à S'uC soit isométrique.

Vu (2.5.3), (ii), il suffit de prendre un quartier C'c(£ tel que PA;(£(G)=PA;C'(^)
pour toute chambre G' rencontrant £'.

Corollaire (2.9.4). — Supposons G muni d'une structure de groupe topologique complet
satisfaisant aux hypothèses de (2.8.2). Soient C un quartier et G une chambre de ̂ . II existe un
quartier 67 c(£ et un appartement contenant G et (S7.

Cela résulte de (2.9.3) et (2.8.4).

Proposition (2.9.5). — Soient A et A' deux appartements, (£ (resp. (£') un quartier de A
(resp. A'). Il existe des quartiers C^ c (î et Ci C (T tels que la restriction à (S^ u d[ de la rétrac-
tion de ^ sur A relativement à (£ soit isométrique.

On peut supposer que A==A (identifié ày(A)). Notons p la rétraction de ^ sur A
relativement au quartier (£. Pour toute chambre G de A', soit m(C) le centre de gravité
de G et soit Q/C) l'intersection de G avec le quartier de A' de sommet m(G) équipollent
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à (£'. On vérifie aisément qu'il existe un élément w{C) et un seul du groupe de Weyl ^W
du système de racines ^S tel que p(Q^(G)) Cp(m(G))+w.D, où D est la chambre vecto-
rielle direction de (£. Choisissons alors une chambre CQ de A' de telle sorte que la longueur
de w^Co) dans ^W (relativement à la base B(D) de "S associée à D) soit la plus grande
possible. On peut supposer que £' a pour sommet w(Go), que S est contenu dans
p(m(Go))+D et que l'on a p(Co)==pA;c(Go) pour toute chambre G rencontrant C.

Faisons de A et de A' des espaces vectoriels en choisissant comme origine les
points m{Go) et p(w(Co)) respectivement. On a alors (£'=R^.Q(Co).

Nous allons montrer que, pour tout yeQ^(Go), tout tëR^. et toute chambre G
de A rencontrant S, l'on a

(l) PAîcW^PW^PW-

Par continuité, il suffit de démontrer (i) lorsque la droite Ry ne rencontre aucune facette
de codimension 2, ce que nous supposons désormais. Il existe alors une suite strictement
croissante (^o, . . ., ^+1) de points de l'intervalle [o, t], avec ^=o et ^+i=--^, et une
galerie minimale (G(), . . ., GJ contenue dans A' telles que G,n [o, tv]^]^, t^^v{ pour
o^i^n. Raisonnons par récurrence sur l'entier^, la relation (i) étant vraie lorsque TZ==O.
Supposons n>o'y vu l'hypothèse de récurrence, la relation (i) , après substitution de s à t,
est vraie pour o^s^t^. On en déduit que p(C^_i)= pA;c(^n-i)-

II suffit de montrer que p^. c(^n) est ^a chambre C^ mitoyenne de C^_i=pA. c(^n-i)
le long de la cloison F image par p de la cloison commune à C^_^ et G^. En effet, ceci
implique que la restriction de p^.c à C^_^uG^ est isométrique, donc que l'application
^PA-c(^) ^ [Ai-i3 ^n+J dans A est affine. La première égalité (i) en résulte. La seconde
se ramène à la première en choisissant la chambre G « suffisamment éloignée » dans (£"
pour que p et p^; c coïncident sur G()U . . . uC^.

Soit alors L le mur de A contenant F et soit a la racine affine de mur L conte-
nant C^_i. On a alors p( [^_iy, t^v~\) c a, d'où, vu l'hypothèse de récurrence, p( [o, t^v]) c a
et Go=p(Go)ca. Déplus, (^+w{Go) .'D=OL\ Si aDG, la relation cherchée PA^CU^C^
résulte immédiatement de (2.3.12). Si a contient un quartier équipollent à (£, on a
a3p(Co)4-D? et a contient Œ, donc C. Reste enfin à examiner le cas où a* contient C
et un quartier de direction D. Si p(CJ=|=C^, on a p(CJ==C^_i et le segment
[p(^y), p^+i^)] est contenu dans le symétrique par rapport à L de la demi-droite
[Aï ûo[.y. On en déduit que w{C^=s.w{Co), où s est l'image dans ^W de la réflexion
par rapport à L. Mais D et w{Co) .D sont du même côté de l'hyperplan des points fixes
de s, ce qui entraîne que la longueur de sw{Co) est strictement plus grande que celle
de w(Go), d'où une contradiction vu le choix de Gg. Par suite, on a p(CJ =C^. Montrons
maintenant que pA•c(^n)=Gn. Supposons au contraire que pA^^n^^n-i? u existe
alors une chambre G" mitoyenne de C^ et C^_^ telle que p^.ç(C")==C^ (2.3.12).
La longueur h d'une galerie tendue entre G et G" est alors égale à celle d'une galerie
tendue entre G et G^ et, puisque G et G^_i sont de part et d'autre de L, la longueur d'une
galerie tendue entre G et C^_i est égale à A+i . On en déduit que p(C")=C^; en
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effet, p(C") admet F comme cloison, donc est égale à C^ ou à C^_^ et ne peut pas être
égale à C^_i puisque l'image par p d'une galerie tendue entre G et G" est une galerie
de longueur h joignant G à pÇC"). Mais ceci contredit (2.3.12) : en prenant une
chambre G'" contenue dans un quartier suffisamment petit contenu dans C, on en déduit
en effet que les deux chambres mitoyennes C^ et G" sont envoyées par la rétraction PA. c'"
sur la même chambre Cy^, qui est située du même côté de L que G'". Par suite, nous avons
bien montré que pA;c(^n)=^n? ce ^^ achève la démonstration de (i).

Montrons alors que la restriction de p à (£u(£' est isométrique. La relation (i)
entraîne que, pour xe^t et j^e(£', on a

^PW,P(J/))=^PA;C(J;))=^J;)

en prenant pour G une chambre contenant x dans son adhérence et en appliquant
(2.5.3) (ii). Si A:,j/eŒ', il existe teK\. tel que tx et ty appartiennent à Q^(Go) et on a
alors, vu (i) et le fait que la restriction de p à Q,(Co) est isométrique,

dW, ̂ ))=d(r^{tx), ̂ l^))=^ld^{tx), p(^))
=^ld[tx,ty)=d{x,y).

Gomme p est l'identité sur (£, ceci achève la démonstration.

Corollaire (2.9.6). — Reprenons les hypothèses de (2.8.2), et soient S et (£' deux quartiers
de ^'. // existe des quartiers (£^ c (£ et d[c (£' contenus dans un même appartement.

Gela résulte de (2.9.5) et (2.8.4).
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3. SOUS-GROUPES BORNÉS

On conserve les notations des paragraphes précédents.

3.1. Bomologie définie par un système de Tits.

Définition (3.1.1). — Une bornologie sur un ensemble X est un ensemble 38 de parties
ûfeX, dites parties bornées, stable par réunion finie, contenant les parties finies deT^et telle que M.eâS
et M'cM entraîne M'e^?. Si X est un groupe, on dit que SS est compatible avec la loi de groupe
de X, ou fait de X un groupe bornologique, si M, M'e^ entraîne M.~lM.rçâS.

Exemple (3.1.2). — a) L'ensemble des parties relativement compactes d'un groupe
topologique séparé X fait de X un groupe bornologique.

b) Soit E un espace métrique. Le groupe Isom E des isométries de E possède une
bornologie naturelle formée des ensembles M possédant les propriétés équivalentes
suivantes :

(i) il existe un point A:eE tel que l'ensemble des g{x) pour geM. est borné
dans E;

(ii) pour toute partie bornée F de E, l'ensemble des g{x) pour geM. et xeî est
borné.

c ) Soient X' un groupe bornologique et 9 : X—-X' un homomorphisme de groupes.
L'ensemble des parties de X dont l'image est une partie bornée de X' forme une bornologie
sur X, compatible avec la loi de groupe de X, et appelée image réciproque de la bornologie
de X' par 9.

Proposition (3.1.3). — Soit SS l'ensemble des parties de G dont V image canonique dans
B\G/B est finie. Alors SS est une bornologie sur G compatible avec la loi de groupe de G.

Que SS soit une bornologie est évident. D'autre part, il est clair que Meâ? entraîne
Mr^eSS et il suffit de montrer que M, M!eââ entraîne MM!eSâ, ce qui est immédiat
puisque le produit de deux doubles classes module B appartient à SS ([5], chap. IV,
§ 2, n° i, lemme i).

Définition (3.1.4). — La bornologie SS introduite en (3 .1 .3) est dite définie par le système
de Tits (G, B, N).

Gomme Me^? équivaut à gM^g'^eâS (quel que soit g^G), il est clair que SS
ne dépend que de la classe de conjugaison de B. Deux systèmes de Tits équivalents définissent
la même bornologie : nous verrons plus loin la réciproque (3.5.1).
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Proposition (3.1.5). — Soit SS une bornologie sur G, compatible avec la loi de groupe et
telle que Be^. Soit SS^ l'ensemble des parties M de W telles que BMBe .̂ Alors â§^ fait
de W un groupe bornologique. Si X est une partie de W telle que la réunion des B^B^B, pour xeX,
soit bornée pour SS, l'ensemble des réflexions associées aux divers éléments de X est borné dans W.

La première assertion est évidente. La deuxième résulte de ce que, si t appartient
à l'ensemble T ,̂ des réflexions associées à weVï (2.3.10), on a BriBcB^Bw^B ([5],
chap. IV, § 2, n° 4, cor. 2 du th. 2).

Corollaire (3.1.6).— Munissons G de la bornologie SS définie par le système de Tits (G, B, N)
et soit M une partie de G. Pour que M soit borné, il faut et il suffit que la réunion des g&g~1 pour
geM, le soit.

Posons M' ==^gBg-1. Si M est borné, on a M'cMBM-1^. Réciproquement,
supposons M' borné et soit XcW tel que BXB=BMB. Vu (3.1.5), l'ensemble des
réflexions associées aux divers éléments de X est borné dans W, c'est-à-dire fini. Comme
tout weW est produit des réflexions qui lui sont associées, prises une fois et une seule
dans un ordre convenable, X lui-même est fini et M est borné.

Remarque (3.1.7). — Les résultats qui précèdent sont valables pour un système de
Tits quelconque, non nécessairement de type affine.

Proposition (3.1.8).— Soit Isom ̂  le groupe des isométries de l'immeuble ^ de (G, B, N).
La bornologie de G définie par le système de Tits (G, B, N) est l'image réciproque de la bornologie
naturelle de Isom ^ par Vhomomorphisme canonique de G dans Isom ^.

Soit M C G et soit X l'image canonique de M dans B\G/B. Dire que l'image de M
dans Isom ^ est bornée revient à dire que

sup^B^FC^-^+oo.
â r £ M

Or, si ge^xB avec xeW, on a rf(F(B), F^B^-1))^^, x{C)). Gomme W opère
proprement sur A, on a supû?(C, x{C))<+ao si et seulement si X est fini, d'où la

xexproposition.

(3.1.9) Soit <p : G-^ô un homomorphisme B-adapté et soit Bi==StabB lenorma-
lisateur de <p(B) dans ô. Nous avons défini en 2.7 un homomorphisme de ô dans Isom J
« prolongeant » l'homomorphisme canonique de G dans Isom J^. Nous appellerons
encore bornologie définie par le système de Tits (G, B, N) dans G l'image réciproque par
cet homomorphisme de la bornologie naturelle de Isom ^'.

Proposition. — Munissons G et G des bornologies définies par le système de Tits (G, B, N).
Soit Me G; les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) M est borné dans G;
(ii) ç'̂ MB^) est borné dans G;
(iii) V image de M dans B \̂G/B^ est finie.
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Montrons que (i) entraîne {ii). Gomme B^ est borné dans ô, comme stabilisateur
de la chambre F(B), MB^ est borné dès que M l'est et l'image de MB^ est bornée dans
Isom e ,̂ d'où (ii).

Si (p-^MB^cBXB avec XcW, on a McB^XBi; on en déduit que (ii)
entraîne (iii).

Enfin, (iii) entraîne (i) puisque B^ est borné.

3.2, Un lemme de point fixe.

(3.2.1) Soient x,yç^. D'après (2.5.4), il existe un unique point me^ tel que
d(x, m)==d{y, m)={il2)d(x,y) : on l'appelle le milieu de {x,y}.

Lemme. — Soient x,y, ̂ e^ et soit m le milieu de {x,y}. On a

(i) d{x, ̂ +d{y, ̂  2d{m, ̂ (i/s)^,^)2.

Soit A un appartement de ^ contenant x et y, soit G une chambre de A dont
l'adhérence contienne m et posons ^=p^^) (2.3.5). Vu (2.5.3), on a d{x^)^d(x,^),
d{y^)^d{y,^) et d{m, ^)==d{m, ̂ ). La relation (i) résulte alors de l'égalité

d{x, ̂ r+d^ ̂ -^{m, ̂ ')2+(i/2)^^)2

valable pour tout point ^ de l'espace euclidien A ([31], livre VII, prop. 122).

Remarque (3.2.2). — Soit E un espace métrique et soient x,y et m trois points de E
tels que la relation (i) soit satisfaite pour tout point ^eE. Faisant successivement ^==x
et ^==y, on voit que â?(m, x)==d{m,y) =(1/2)^,^). De plus, si w'eE est tel que
d(m\x)=d{mf,y)=[î|2)d{x,y), on a m==m' comme on le voit en faisant ^==w'
dans (i). En particulier, pour x,ye^, le milieu m de {x,y} est l'unique point de ^
satisfaisant à (i) pour tout ^e^".

Lemme (3.2.3). — Soit E un espace métrique complet et E' une partie de E possédant la
propriété suivante :

(GN) Quels que soient les points x et y de E', il existe un point meE' tel que la relation (i)
de (3.2.1) soit satisfaite, pour tout point ^ de E'.

Si M est une partie bornée non vide de E', le stabilisateur de M dans Isom E possède un
point fixe dans l'adhérence de E' dans E.

Si X et Y sont deux parties de E, nous poserons

diam (X, Y) == sup d{x,y)
xex,yev

diamX==diam(X,X).

Soit k un nombre réel tel que o<k<i. Pour toute partie X de E', notons/(X)
l'ensemble des points meE' pour lesquels il existe x,yeX tels que la relation (i) soit
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satisfaite pour tout ^eE' et que d{x,jy)^k.à.iam X; vu (CN), on a /(X)=f=0 si X+0.
Pour des points x , y , m satisfaisant à ces conditions, et pour ^eE', on a :

(2) d(m, ̂ (i/2)(^, ̂ ^^ ̂ -(i/^O^)2

<diam(X, {^-(^(diam X)2.

Pour ^eX, on en tire :

(3) diam(/(X), X)^.diamX avec Àl=(I-(^/4) l /2)<I.

De plus, en prenant ^e/(X) dans (2)3 on tire de (2) et (3) :

(4) diam/(X) ̂  ̂ . diam X avec ^ = ( i - (A;2^)^2) < i.

Soit M une partie bornée non vide de E'; d'après (4), on a

(5) diam/^M^Aj.diam M pour tout entier q^i.

Choisissons alors un point ^q/^M) pour ^eN", ce qui est loisible puisque/^ M)
n'est pas vide. Il résulte de (3) et (5) que d(x^ x^^^k^.diam M et la suite de
Gauchy (^) converge vers un point ^eE', indépendant du choix des x d'après (5).
Enfin, il est clair que le stabilisateur de M dans Isom E laisse invariant chacun des/^M),
donc aussi x. Ceci achève la démonstration.

On remarquera qu'û priori le point x ainsi construit dépend du choix de la
constante k.

Proposition (3.2.4). — Soit M une partie bornée non vide de l'immeuble \f de G. Le
stabilisateur de M dans Isom ^ possède un point fixe appartenant à l'adhérence de l'enveloppe
convexe de M.

Cela résulte des lemmes (3.2.1) et (3.2.3), en prenant dans ce dernier pour E
l'immeuble ^ et pour E' l'enveloppe convexe de M.

Remarque (3.2.5). — Soient E un espace métrique et x, y, m trois points de E.
La démonstration du lemme (3.2.1) montre que s'il existe une application p de E dans
un espace euclidien, diminuant les distances, telle que û?(p(m), p(^))=ûf(m, -s) pour
tout zeE et que p(m) soit le milieu du segment [p(A:)p(j/)], alors la relation (i) est satis-
faite pour tout ^:eE. Ceci s'applique en particulier au cas où E est un espace riemannien
simplement connexe à courbure négative et où m est le milieu du segment géodésique [xy\ :
il suffit de prendre pour p l'application de E sur son espace tangent en m, inverse de
l'application exponentielle ([24], chap. I, § 13). Le lemme (3.2.3) fournit alors dans
ce cas une démonstration simple du résultat classique sur l'existence d'un point fixe
pour un groupe compact d'isométries d'une telle variété riemannienne. Il est assez
curieux que ce même lemme, qui va nous servir pour déterminer les classes de conjugaisons
de sous-groupes bornés maximaux des groupes algébriques semi-simples sur un corps
local, puisse ainsi être utilisé pour démontrer la conjugaison des sous-groupes compacts
maximaux des groupes de Lie réels.
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D'ailleurs, l'immeuble ^ joue en quelque sorte pour G un rôle analogue à celui
que joue pour un groupe de Lie semi-simple réel l'espace riemannien symétrique quotient
par un sous-groupe compact maximal : c'est un espace métrique complet contractile,
sur lequel opère le groupe, les stabilisateurs de chaque point étant bornés, et le
lemme (3.2.1) exprime une sorte de propriété de « courbure négative ». Pour d'autres
exemples de cette analogie, voir [35].

3.3. Sous-groupes bornés maximaux.

Soit <p : G->G un homomorphisme B-adapté; munissons G de la bornologie
définie par le système de Tits (G, B, N, S) comme en (3.1.9).

Théorème (3.3.1). — Pour qu'un sous-groupe de G soit borné, il faut et il suffit qu'il
stabilise un sous-groupe parahorique de G.

Si un sous-groupe F de ô stabilise un sous-groupe parahorique P de G, il laisse
fixe la facette F(P) de ^ et est par suite borné, par définition même de la bornologie de ô.

Réciproquement, si F est borné, toute orbite de F dans ^ est bornée et (3.2.4)
implique que F possède un point fixe x dans ^. Soit P le sous-groupe parahorique de G
tel que A:eF(P). Alors F conserve F (P) et on a g^)=P pour tout geF (2.7. i), ce qui
achève la démonstration.

Corollaire (3.3.2). — Tout sous-groupe borné de G est contenu dans un sous-groupe borné
maximal. Les sous-groupes bornés maximaux sont les éléments maximaux de l'ensemble des stabi-
lisateurs de sous-groupes parahoriques de G.

Cela résulte immédiatement du théorème et de (i .2.19), qui montre que le stabi-
lisateur d'un sous-groupe parahorique n'est contenu que dans un nombre fini de
stabilisateurs de sous-groupes parahoriques.

Corollaire (3.3.3). — Les sous-groupes bornés maximaux de G sont les sous-groupes

parahoriques maximaux. En particulier, ils forment II (^+i) classes de conjugaison {où les
1 ̂  t ̂  W/

entiers ^ pour ï^i^m sont les dimensions des composants irréductibles de A).
Il suffit d'appliquer (3.3.2) au cas <p==IdQ.

(3 •3-4) Rappelons qu'on a défini en (1.2.16) un homomorphisme Ç de ô dans
le groupe des automorphismes du graphe de Coxeter de W, tel que, si P est un sous-
groupe parahorique de type X de G, alors ^P est de type Ç(^)(X) pour tout geG.
Posons S=Ç(G). La proposition suivante est une version « abstraite » d'un résultat
d'Iwahori-Matsumoto :

Proposition. — Soient P et P' deux sous-groupes parahoriques de G, X et X' leurs types
et Ex le stabilisateur de X dans S. Pour que Stab P soit un sous-groupe borné maximal de ô, il
faut et il suffit que X soit maximal parmi les types de sous-groupes parahoriques invariants par S^.
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Pour que Stab P et Stab P' soient conjugués dans G, il faut et il suffit qu'il existe te'E tel que
X'=^(X).

On peut supposer P==B^. On a rappelé (1.2.19) que Stab Pc Stab P' équivaut
à P'==BX' avec XcX' et S^CS^. Cette dernière condition signifie que X' est
invariant par E^, d'où la première assertion.

S'il existe geG tel que Stab P'=^ (Stab P)g~\ on a P'=^P, d'où X'==Ç(.?)(X).
Réciproquement, s'il existe teS tel que X'^^X), et si ^eÇ"'1^), les sous-groupes ^P
et P' sont de même type, donc conjugués, et il en est de même de Stab P' et de
StabP^-^StabT)^.

(3.3.5) Supposons le système de Tits (G, B, N) irréductible. Alors, Stab P est
maximal si et seulement si le type X de P est le complémentaire d'une orbite d'un sous-groupe de 3
dans S.

Si de plus 3 est cyclique d'ordre q (ce qui est fréquemment le cas dans les applications
aux groupes algébriques simples), le nombre c des classes de conjugaison de sous-groupes
bornés maximaux de G satisfait à l'inégalité c<l-\-ï (où l est la dimension de A),
sauf lorsque q=î ou 2, auquel cas on a (;==/'4-1. On voit en effet aisément que, si 3
permute cycliquement une partie Y de S, le nombre de classes de conjugaison de sous-
groupes bornés maximaux de ô de la forme Stab Bx avec XDS—Y, est égal au nombre
de diviseurs de Gard Y.

(3.3.6) Pour des exemples de détermination explicite des classes de conjugaison
de sous-groupes Stab P maximaux, voir [28].

3.4. Caractérisation de la bornologie définie par un système de Tits de type
affine.

On reprend les notations de 2.6.

Théorème (3.4.1). — Soit 3S une bornologie sur G, compatible avec la loi de groupe de G
et telle que B soit borné. Il existe une partie Jc{i, . . ., m} et une seule telle que 38 soit la bornologie
définie par le système de Tits (G, B\ N).

Nous allons tout d'abord établir deux lemmes.

Lemme (3.4.2). — Supposons W irréductible et soit W° le stabilisateur dans W d'un point
spécial aeC. Si X est une partie infinie de W, toute réflexion de W est associée à au moins un
élément de W°.X.

Faisons de A un espace vectoriel en prenant a comme origine. Soit r une réflexion
de W et soient cp une forme linéaire sur A et ke~R tels que Inéquation <p(A:)= k définisse
le mur L de A, ensemble des points fixes de r, et que C soit contenue dans {xeA \ y (A:) <k}.
Vu l'irréductibilité de W, l'ensemble 0 des transformés de 9 par "W engendre le dual
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de A et 0=—<D puisque la réflexion de mur Ker <p transforme 9 en —(p. Il en résulte
que l'ensemble -

E== f1 w.{xeA\^(x)<k}w e "w l ' T v / J

est borné et il existe xeVL tel que ^(0)4: E. Il existe alors z^eW0 tel que
?m:(C) c{xeA\^{x)>k} et la réflexion r est associée à wx d'après (2.3. lo).

Lemme (3.4.3). — II existe un entier N tel que tout élément de W soit le produit d'au plus
N réflexions de W.

Faisons de A un espace vectoriel en prenant comme origine un point spécial et
reprenons les notations de (1.3.8). Soit {a^, . . . , a ^ } une base du système de racines
associé à W. Pour toute racine ae^S et tout entier yzeZ, le composé ^ n07^ o es^ ^
translation de vecteur —n .cT ; comme les translations de vecteur a^ pour i^i^t forment
une base du groupe V des translations de W et que W est produit semi-direct du stabili-
sateur W° de l'origine par V (i .3 .7)3 on en déduit que l'on peut prendre N=N'+2/>^
où N' est le plus petit entier tel quç tout élément de W° (qui est fini et isomorphe à VW)
puisse s'écrire comme produit d'au plus N' réflexions.

Remarque (3.4.4). — Posons M== U g^g~~1 et soit N un entier satisfaisant aux
gGG

conditions de (3.4.3). On a alors G=M2N. En effet, pour toute réflexion reW il existe
^eW tel que reTg (par exemple r lui-même). On a alors BrBcBxB^^BcB.McM2.
Si weW est le produit de Â:^N réflexions r-, on a donc B^BcIlBrBcM^.j j j

(3.4.5) Démontrons maintenant le théorème (3.4.1). Soit 8S une bornologie
sur G, compatible avec la loi de groupe et telle que B soit borné. Pour tout j=î, . . ., m,
considérons la bornologie ̂  induite par SS sur B ==BWB et soit SS^ (resp. Sê^.) la
bornologie sur W (resp. Wj) déduite de SS (resp. SS-) comme en (3.1.5). S'il existe une
partie X de Wj infinie et bornée pour St^j.^ le lemme (3.4.2) joint à (3.1.5) montre
que l'ensemble des réflexions de Wj est borné, donc, d'après (3.4.3)5 que W, lui-même
est borné pour <^.. Autrement dit, ou bien B^e^, ou bien S8^ est la bornologie définie
par le système de Tits (B^., B, B^.nN).

Soit alors J={j^{ i, . . ., m} \ Bje^}. Nous allons montrer que Se est la bornologie
définie par (G, B3, N). Quitte à remplacer B par B^ on peut supposer que J==0. Soit
alors Xe^v et soit Y l'ensemble des réflexions associées aux divers points de X. Nous
avons vu (3.1.5) que Y est borné pour SS^\ par suite, d'après la première partie de la
démonstration, YnW^ est fini pour tout i. Gomme toute réflexion de W est contenue
dans l'un des W^, il en résulte que Y lui-même est fini. Donc X est fini, d'où notre
assertion.

Enfin, l'unicité de J est évidente : c'est la plus grande partie de { i , . . ., m} telle
que B'1 soit borné.

Corollaire (3.4.6). — La bornologie définie par (G, B, N) est contenue dans toute borno-
logie compatible avec la loi de groupe de G et pour laquelle B est borné. Les bornologies définies par les
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composants irréductibles de (G, B, N) sont les bornologies maximales parmi les bornologies compatibles
avec la loi de groupe de G et pour lesquelles B est borné et G ne l'est pas. Si le système (G, B, N)
est irréductible, la bornologie qu'il définit est l'unique bornologie compatible avec la loi de groupe
de G pour laquelle B est borné et G ne l'est pas.

^ Corollaire (3.4.7). — Soit 9 : G->ô un homomorphisme ^-adapté. La bornologie définie
sur G par le système de Tits (G, B, N) est l'unique bornologie sur G qui est compatible avec la
structure de groupe de G et pour laquelle Ê est borné et (fÇÈ3) est non borné pour toute partie non
vide J de { i , . . ., m}.

Si en particulier le système de Tits (G, B, N) est irréductible, la bornologie qu'il définit
dans G est l'unique bornologie compatible avec la structure de groupe de ô, pour laquelle Ê est borné
et G ne l'est pas.

Si une bornologie sur ô satisfait aux conditions de la première partie de l'énoncé,
elle induit sur le sous-groupe ôo=Ker Ç (avec les notations de (i .2.17)) la bornologie
définie par le système de Tits (Ê, <p(N)), qui est évidemment la même que la bornologie
définie dans GQ par (G, B, N) et Phomomorphisme 9 : G->ôo. Or ôo est d'indice fini
dans G, d'où la première assertion du corollaire. La deuxième en résulte.

3.5. Caractérisation cPun système de Tits de type affine par sa bornologie.

Le théorème (3.3.1) montre que les sous-groupes parahoriques maximaux du
système de Tits (G, B, N) sont bien déterminés par la donnée de la bornologie définie
par ce système de Tits. Plus précisément :

Théorème (3.5.1). — Deux systèmes de Tits de type affine dans un même groupe sont
équivalents si et seulement si ils définissent la même bornologie.

Commençons par établir deux lemmes.

Lemme (3.5.2). — Supposons W irréductible et soient P, P' deux sous-groupes parahoriques
maximaux distincts. Pour que Pn P' soit un sous-groupe parahorique, il faut et il suffit que ce soit
un sous-groupe maximal de P.

Si PnP' est un sous-groupe parahorique, on peut supposer que BcPnP'.
Comme W est irréductible, il existe deux éléments distincts s, s ' e S tels que P = = B g . .
et P'=BS_^^ et PnP'=Bs_^^ est maximal dans P.

Réciproquement, supposons P n P' maximal dans P. Soit D une boule de centre
x==a^ (2.1.2) possédant les propriétés du lemme (2.5.11) et soit ûeDn^pûp] avec
a+ûp. Soit Q, le sous-groupe parahorique tel que aeF(QJ. On a P n P'c Q d'après
(2.5.4) (iii) et ûpeF(QJ d'après (2.5. i l) , d'où QcP. On en tire PnP'=Q.

Lemme (3.5.3). — Soient P ^ , . . . , ? ^ des sous-groupes parahoriques. L'intersection
PI n . . . n P^ est un sous-groupe parahorique si et seulement si Pj, n P^ est un sous-groupe parahorique
pour ï ^ h y k ^ q .
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Que la condition soit nécessaire est évident. Montrons qu'elle est suffisante par
récurrence sur q. Supposons que Q=Pin . . . nPç_i soit un sous-groupe parahorique
et soit A un appartement contenant F(QJ et F(P^). Soit F l'enveloppe convexe de la
réunion des F(P^) pour ï-^h^q et soit L un mur de A. Comme F(Pj et F(P^) sont deux
facettes de A situées du même côté de L (pour i^A, k^:q), l'ensemble F est tout entier
du même côté de L. Ceci étant vrai pour tout mur, F est donc contenu dans l'adhérence
d'une facette F(Q') et on a P^DQ' pour tout A, ce qui entraîne que l'intersection des P^
est bien un sous-groupe parahorique.

(3.5.4) Passons maintenant à la démonstration du théorème (3.5.1). Nous avons déjà
vu que la condition est nécessaire (3.1.4). Montrons qu'elle est suffisante. Soient (B, N)
et (B', N') deux systèmes de Tits de type affine dans le même groupe G, définissant la
même bornologie. Vu (3.4.6)3 il existe une bijection de l'ensemble des composants irré-
ductibles de (G, B, N) sur celui des composants irréductibles de (G, B', N') telle que les
bornologies définies par deux composants irréductibles se correspondant par cette bijec-
tion soient les mêmes. Compte tenu de (2.6.4), on voit donc qu'il suffit de démontrer
notre assertion dans le cas où (B, N) et (B', N') sont irréductibles, c'est-à-dire, vu (3.4.6),
lorsque la bornologie qu'ils définissent est maximale parmi les bornologies compatibles
avec la loi de groupe de G pour lesquelles G n'est pas borné. Comme (B, N) et (B', N')
ont les mêmes sous-groupes parahoriques maximaux, les lemmes (3.5.2) et (3.5.3)
montrent qu'ils ont les mêmes sous-groupes parahoriques, c'est-à-dire sont équivalents.

Remarque (3.5.5). — La- bornologie définie par un système de Tits de type affine
est complètement déterminée par la donnée des sous-groupes parahoriques maximaux,
et même par la donnée d'un seul sous-groupe parahorique puisque les parties bornées
sont celles qui sont contenues dans la réunion d'un nombre fini de doubles classes modulo
un sous-groupe parahorique donné. On voit donc que deux systèmes de Tits de type
affine dans un même groupe ayant mêmes sous-groupes parahoriques maximaux, ou
ayant un sous-groupe parahorique commun, sont équivalents.

Signalons que l'on peut démontrer que deux systèmes de Tits (quelconques) dans
un même groupe ayant les mêmes sous-groupes paraboliques maximaux sont équivalents.

Proposition (3.5.6). — Soit 9 : G->G un homomorphisme B-adapté. Soit GQ le noyau
de F homomorphisme Ç : G->Aut Cox(W, S) correspondant (i .2.16). Le groupe GQ est l'inter-
section des sous-groupes d9 indice fini de G qui contiennent un sous-groupe borné maximal de G {pour
la bornologie définie par 9).

On peut supposer G==GQ et <p==id (i .2.17). Si L est un sous-groupe d'indice
fini de G, contenant un sous-groupe borné maximal, alors L n G contient un sous-groupe
parahorique de G (3.3.4) et par suite, on a L n G = = G puisqu'un sous-groupe para-
bolique du système de Tits (G, B, N) n'est pas d'indice fini dans G, sauf s'il est égal à G.

Soit maintenant geG—G et soit X une orbite de Ç(^) dans Cox(W, S) non réduite
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à un point. Il existe une partie Yc S qui est un type de sous-groupe parahorique maximal
de G et qui est telle que X^Y et X4:S—Y: si Gard(XnS^i pour toute composante
irréductible S^ de Cox(W, S), ce qui implique que (W, S) n'est pas irréductible, il suffit
de choisir un point ^ dans chaque S^ de telle sorte que pour un indice ^ on ait ^ eX
et pour un indice z'g on ait x^VL (rappelons que Gard S^2 pour tout ï) et de prendre
pour Y le complémentaire dans S de l'ensemble des x^'y s'il existe un indice ^ tel que
Gard(Xn S^ )^2, il suffit de prendre Y tel que S^ —(S^ nY) soit réduit à un point
de X. Soit alors Ey le stabilisaœur de Y dans S=Ç(G) et soit L^Ç'^Sy). Alors,
L contient le sous-groupe borné maximal Stab By, ne contient pas g et est d'indice fini
dans G.

(3.5.7) La proposition (3.5.6) montre que la donnée de la bornologie de G
détermine GQ et aussi, d'après (3.5. ï), le système de Tits de Gç à équivalence près, donc
l'immeuble de G, etc., c'est-à-dire tout ce qu'apporte en substance l'homomorphisme
B-adapté y pour l'étude de G.
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4. DÉCOMPOSITIONS D'IWASAWA ET DE GARTAN

On conserve les notations des paragraphes précédents.
On désigne par 9 : G-^-G un homomorphisme B-N-adapté. Rappelons qu'on a

défini en 2 .7 une loi d'opération de G sur l'immeuble ^, pour laquelle les opérations
de G sont des automorphismes isométriques de complexe polysimplicial et permutent
entre eux les appartements (resp. demi-appartements, murs, quartiers) de .̂

4.1. Fixateurs et stabilisateurs.

(4.1.1) Soit Q. une partie de J^\ nous poserons

'P^==^geG\g.x=x pour tout xeû}

P£=Q?6Ô^.Q=Q}
'P^=y-l(P^)=^geG\g.x=x pour tout xeQ,}

P^y-^^eG^.û^n}.
Lorsque 0. se réduit à un point x, nous écrirons P^;, etc. au lieu de P{a;}, etc. Lorsque

Q==C (identifiée àj(C)), on a Pç==P^=B, le sous-groupe Pc n'est autre que le sous-
groupe Ê introduit en (2 .7 .1) et P^=StabB.

Les sous-groupes P^ et PQ ne changent pas si l'on remplace Q, par son enveloppe
convexe fermée ((2.5.4) (iii)).

Il est clair que gî)^g~l=:Pg^, etc. pour ÛCJ^ et geG.
Gomme l'ensemble des points fixes d'un élément geG dans A est une réunion

convexe d'adhérences de facettes, on a toujours

( I ) ÎQ == -^(o) •

Si Î2 contient une chambre G, on a aussi

(2) PQ^^cnQ)-

En effet, on peut supposer G == C. On a alors

P^CÊcôo=KerÇ

et (2) résulte de (i) appliqué au système de Tits (ôo, Ê, <p(N)) (1.2.17).

(4.1.2) On désigne par N le stabilisateur P^ de l'appartement A (identifié à j(A))
dans ô. On a, d'après (2.2.5), N= P^ ̂ "^(N) et ô==N.<p(G) (2 .7 .2) . On désigne
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par î l'homomorphisme évident de N dans le groupe des automorphismes de l'espace
affine euclidien A et on pose W=î(N). On note V le sous-groupe des translations
de W. Le groupe W est contenu dans le normalisateur W de W dans le groupe des auto-
morphismes de A. Par suite, les sous-groupes W, V et V sont distingués dans W.

On pose H=Kerî ; il est clair que H==P^ et que ïî=^~l(ïî). Pour toute
chambre G contenue dans A, on a N n Pc = H.

Définition (4.1.3). — Nous dirons que rhomomorphisme B-N'adapté y est de type connexe
si les images ^W et "W de W et W dans le groupe des automorphismes de VA coïncident, autrement
dit, si l'on a WcW,, ( ( 1 . 3 . 1 8 ) (6)).

Si 9 est de type connexe et si x est un point spécial de A, on a W^==W^ et W==W^.V.

Proposition (4.1.4). — Pour toute partie Q. contenue dans A, posons N^==P^nN et
N^==P^nN. On a

PÎ-N^.^PJ et P^N^.cp(P^.

Si Q. contient un ouvert non vide, on a PQ==H.(P(PQ).
Soit geP^', d'après (2.5.8), il existe g'eî^ tel que ^'.A=^.A. On a alors

PC^"1)^61^ et même y^^^^eN^ si geP^', d'où la première assertion. Si 0. contient
un ouvert non vide, on a ^Çn)==i pour tout nefï^, ce qui achève la démonstration
de la proposition.

(4.1.5) Si D est une chambre vectorielle (1.3.10), nous noterons V^ l'ensemble
des éléments de V appartenant à D et E^ l'ensemble des quartiers de A de direction D
(1.3. n). Si Ci, £3 CED, on a aussi C^nQ^eEj) : cela résulte immédiatement de ce
que D est un cône simplicial, ensemble des points à coordonnées strictement positives
pour une base convenable de "A. Gomme P^uP^cP^n^, les sous-groupes P(^ pour
(£eEj) forment une famille filtrante croissante et leur réunion est un sous-groupe de G
que nous noterons ®^.

Pour ^eî'^V) et GeE^, on a î(^).£eEi) et gP^g"1^^^. Par suite, le sous-
groupe ^~1{'V) normalise 9?^ et î'^V).®^ est un sous-groupe de ô, que nous note-
rons S^ • Oi1 pose SB^ç-^a^) et SD-y"1^)- II est immédiat que SD-V'^V) .93^
que ^-^(V).^) et que »S=H.cp(2îS).

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous donnons une chambre vectorielle D et nous omettons
en général P indice D dans les notations 33o, Sî^, S?^ ̂  SD-

4.2. Doubles classes»

Soient Q^ et QJ deux sous-groupes de G contenant H. Posons

WQ=î(NnQJ, W^=î(NnQ').
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Puisque H==Ker î cQnQ'nN, l'image réciproque par î d'une double classe WQ^WQ,
dans W est une double classe (NnQJ%(NnQ') dans N (où n est un élément quelconque
de î""1^)) et est donc contenue dans une seule double classe Q^ÇY de G, contenue
dans QNQ'. On obtient ainsi une application, dite canonique et notée ÂQ Q,, deWQ\W/W(v
dans Q\QNQ'/Ç)', application qui est évidemment surjective.

Proposition (4.2.1). — Soient 0. et Q' deux parties de A et soient Q^et Q' deux sous-groupes
de G tels que

H.<p(Po)cQcP^ et H.(p(P^)cÇ^cP^.

L'application \^, de WQ\W/WQ, dans Q\QNQ'/Q' est bijective.
Il suffit de montrer que si l'on a qn=n'q\ avec n, %'eN, qeQ^ et ^eÇy, alors

^e(NnQ>(NnQ'). Or, on a t icAn^(A) et ^(Q')=^(t2') cAn?(A). Par ailleurs,
il existe un élément gQ^G tel que ^(A)==^(A) et que go.x=x pour tout xeAnq^A)
(2.5.8). On a g^nP^ et ^=9teo)^Q.n^Q^'~1, d'où

m==g~lqn==g~lnrqfçÇ>nnnrÇ^nN.

Par suite, 7ze(NnQJm et ^'em(NnQ'), c.q.f.d.

(4.2.2) Prenons maintenant pour sous-groupe ÇV l'un des sous-groupes 35° ou S.
On vérifie aussitôt que Wgo=={^} et que W^ ==V.

Corollaire. — Soient 0, une partie de A et Q^un sous-groupe de G tel que H. <p(Po) cQ^cP^.
Z^ applications canoniques suivantes sont bijectives :

(i) WQ\W -^ ÇÏ\QN»°/»° ;

(ii) WQ\W/V^Q\QN^/®;

(iii) W-^a^N»0/»0;

(iv) W/V -> ®\^N»/».

Ici encore, seule l'injectivité de ces applications est à démontrer. Démontrons celle
de (i); si q^b^= q^b^ (avec ^eQ, ^eN et ^e®°), il existe un quartier CeE^
tel que ^eP^. On a alors Q^iPe^Q^gP^. Comme Wp^=={^}, on déduit de la propo-
sition (4 .2 .1) que WQ^TZ^^WQÎ^), d'où l'injectivité de l'application (i).

Comme S^î-^V) .8°, l'injectivité de (ii) résulte de celle de (i). On démontre
de la même manière l'injectivité de (iii) et (iv) (compte tenu pour la définition de l'appli-
cation (iv) de ce que V est distingué dans W, d'où V\W/V==W/V).

Corollaire (4.2.3). —Gardons les hypothèses du corollaire (4.2.2) et supposons de plus

que (^contienne le sous-groupe B. Alors les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) ÊNScQS;
(ii) W=WQ.V.
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En effet, la condition (i) équivaut à QN2î=Q2î et est donc équivalente à (ii)
d'après le corollaire (4.2.2) (ii).

(4.2.4) La proposition (4.2.1) nous intéressera surtout lorsque G=QNQ\
Remarquons d'ailleurs que l'on a

(i) Q,NQ,'=y(Po)N<p(P^)=PoNP^,=P^NP^,

En effet, soit (?eQ; on a ûcAny(A) et il existe un élément g^P^î lelque <p(^)ç. A=A
(2.5.8), d'où îpC^yeNnQ; Par suite, on a Q^q^PoKNnQ), d'où la première des
égalités (i). Les deux autres s'en déduisent, en faisant par exemple Q=PQ ou Q=P^.

La relation G=QNQ' s'interprète géométriquement de façon simple : elle
signifie que quels que soient g^g^G, il existe un appartement contenant g(Q-) et ^'(f2'). En
effet, supposons G==QNQ' et posons g~lgf=qnqf (avec g y g ' e G , <7eQ, Î'^Q' et
TîeN). On a alors g ' ( £ ! ' ) == gqn^') cgq(A) et g{Q.)==gq{0.) cgq{A). Réciproquement,
si ^(Q) ut2'cA(A) (avec g, AeG), il existe, d'après (2.5.8), un élément <7'eQ' tel que
y'A(A)=A, d'où q'g{Sî)cA et DcAn^ - ly'~ l(A). Toujours d'après (2.5.8), il existe
un élément q^Q^ tel que qg~~lqf~l{A)==A, c'est-à-dire tel que qg~lqf~leN, d'où
finalement ^"^QNQ'.

(4.2.5) De manière analogue, la relation G^SîNSî (qui est équivalente à
ô==93°NS°) signifie que quels que soient les quartiers (£ et 67 de F immeuble ^, il existe des
quartiers £^c£ et Œ^CÊ' contenus dans un même appartement. En effet, supposons tout
d'abord que ô == 3î°N330 et soient £ et £' deux quartiers de J^. Vu la transitivité de "W
sur les chambres vectorielles et vu la définition même des quartiers de ^ (2 .2 .2 ) , il
existe des éléments g,g^G tels que (£==^.Œ() et ^'==g'.^^ où Co, (£o sont des
quartiers de A, de direction D. Posons alors g~lgt==-bnbf avec ^eN, b, è'eS°. Quitte
à remplacer (£ et (£' par des quartiers plus petits, on peut supposer (£^=(£0 et è, è'eP^.
On a alors ÇJ-==gbnV. ̂ Cgb(A) et G;==^. (£oC^(A).

Réciproquement, soit ^eG; soit CeEp et supposons qu'il existe des quartiers C^ctS
et (£iC^(C) contenus dans un même appartement. Quitte à remplacer £ par un quartier
plus petit, on peut supposer C^==(£ et CE^==^((£). Soit alors heG tel que Œu^(Œ) cA(A).
D'après (2.5.8), il existe éeP^c®0 tel que bh{A)==A et on a alors CcAn^'^'^A),
d'où l'existence de é'e®° tel que bfg~lb~l(A)==A, ce qui entraîne ^e2^N23°.

Des raisonnements tout à fait analogues montrent que la relation G==QN® (ou
ô==QN®°) signifie que quel que soit le quartier £ de ^^ il existe un quartier S/cC et un
appartement contenant 0. et (£'. En particulier, la relation G==BN2î signifie que pour toute
chambre G et tout quartier (£ de ^, il existe un quartier Ê'cG et un appartement contenant G
et £'.
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4.3. Relations entre doubles classes.

Proposition (4.3.1). — Soient û, Q' et û" trois parties de A. Supposons que l'une d'elles
soit d'intérieur non vide et que l'une des deux conditions suivantes soit satisfaite :

a) tî, Q' ^ 0" .5̂  éo™? ;̂
b) G est complet pour une topologie satisfaisant aux conditions de (2.8.2).
Alors, on

PQ-PQnPQ".PQ=(PQ'nPQ-).PQ•

Soit g ^ p ' p ^ ' q avec j&'eP^, j&"eP^,, ^ yeP^. Posons M=û'uû"u^.O et
soit y l'application de û' u û" u û sur M qui est l'identité sur Q! u Cl" et coïncide avec
l'action de g sur ti (remarquons que ^.A:==A: pour xe0.n (Q'uQ")). Alors y est une
isométrie : si ^et2 et j/eû' par exemple, on a d[g.x^y)-==d{p\x, p'.y)==d(x^y). Puisque M
est d'intérieur non vide, il existe un appartement A contenant M ((2.8.1) et (2.8.4))
et il existe AeP^nP^ avec A.A==A (2.5.8), d'où A^.ûcA, et, vu (2.5.9) combiné
avec la relation G==<p(G).N, il existe neN tel que hg.x=n.x pour tout xeO.. Pour
xe^î et j^eQ'uQ", on a alors

d(n~1^, A:) == d{y, n. ̂ ) == û?(̂ , Â^. A:) = û?(j/, ̂ . x) == d{y, x).

Si Û (resp. Q'uû") contient une chambre, on en déduit n~^.y=y et TzeP^nP^
(resp. T2.A:=A: et TzePo). Dans les deux cas, on a ^eA^TzP^cÇPQ/ nPo") .PQ.

Corollaire (4.3.2). — 5'o^ les hypothèses de (4.3. i), on a

PO n (Pô.. P .̂) = (PO ̂  PO') . (PO ̂  PO-) .

En effet, si g ^ p ' p " ^ ^ avec j^'ePo' et ^"ePo,,, la proposition (4.3.1) montre
que ptf==p/~lg^{PQ' ^^PO") • (Pô0 PO")- O11 P6111 donc supposer j^'eP^ et on a alors
P'^a-

(4.3.3) On sait que la proposition (4.3. i) et le corollaire (4.3.2) sont également
vrais lorsque D, Q' et D" sont trois facettes d'une même chambre ([5], chap. IV, § 2,
exercice 9).

Corollaire (4.3.4). — Soient ge G et xeA. On suppose que l'ensemble Y des points y
de A tels que gePyP^ contient une chambre. Alors Y est clos.

Il suffit de montrer que, si G est une chambre contenue dans Y et j/eY, on a
cl(Cu{j^})cY. Or, on a alors

^ePcP,nP^=(P,nP,).P^P^^^.P,.

Corollaire (4.3.5). — Soient £î, ^ et SÏ' trois parties non vides de A. On suppose que
0. u Q' u Q" (resp. fi' u t2") contient une chambre et que 0. est contenu dans l'enclos de 0.' u Q".
Alors, on a

PO' PO ̂  PO" PO - PO (resp. P^ P^ n P^ P^ = P^).
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On peut en effet écrire û, iQ' et û" comme réunions de parties bornées ti^, Dy,
et û^ de telle sorte que Q^uî^uû^' (resp. îi^uQ^) contienne une chambre et que
û^ccl(û^uû^). On a alors, vu (4.1.1) ( i )

p p (^P p <-p p ^p p _p p _p
r^' ï-^ n r^r r^ c ̂ -Q^ûn n ̂ On ^Qn — ^cl^un;,') ̂ Qn — ^Qn

pour tout yî, d'où la première égalité. La deuxième se démontre de la même manière, en
utilisant (4.1.1) (2) au lieu de (4.1.1) ( i) .

Corollaire (4.3.6). — Soient 0 et 0.' deux parties convexes non vides de A et soit ^eN.
On a alors

P^n»°^=^

toutes les fois que n. Q C cl {Q! + D), et en particulier lorsque t2' = 0. et que î (n) eVp.
Quitte à remplacer Q par n.£î, donc PQ par nP^n~1, on peut supposer que n==i.

On a alors
PAn^=,U^(P^nPA).

Mais, pour tout quartier ŒeEp, l'enveloppe convexe de (£uQ' contient Û'+D
et la relation ûccl(t2'+D) entraîne ûccl(ti'u £).

Corollaire (4.3.7). — Supposons G complet pour une topologie satisfaisant aux conditions
de (2.8.2). Soient tic A et TzeN^. Alors, on a

SWnP^P^^P^.

Il suffit de montrer que, pour (SeEp, on a

P(£ ̂ P(£ n PO C P^ + D ̂ ^ + D

ou encore que
(PC • PU.(S;) n PO c PO + D • PO + nD

ce qui résulte de (4.3.2).

Proposition (4.3.8). — Soient x, y^ ^, u quatre points de A tels que y et ^ appartiennent
au segment \xu\ et que d{x,jy)-^d(x, ^). On a

PA-P^=(P^P.).(P^PJ.
Plus précisément, si peP^ et p'eP^ sont tels que pp'ePyP^, alors pe'Py et p'eP^.

Posons g =pp' = qq' avec qePy et /eP^. On a z'=g.z=<{-Z et u'=g.u=p.u,
d'où d{y, z ' ) = d{y, z) et d{x, u')=d(x, u). On en déduit :
( i ) à{y, u') ̂  d[y, g. z) + d(g. z, g.u)= d[y, z) + d^, u)= d{y, u)

(2) d{x, u'}^d[x,y}^d(y, u'}^d[x,y)+d{y, u)=d(x, u)=d{x, u')
(3) d{x, ̂  < d(x,j) + d{y, z') = d(x,y) +d{y, z) = d(x, z) = d{x, p. -s)

(4) d(x, u') < d(x, z') + d^', u') a d{x, z) +d{z, u) = d{x, u) =d(x, u')
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et on voit que toutes les inégalités figurant dans ( i ) à (4) sont en réalité des égalités.
De (2) on déduit alors que yE\xu'^\=[x[p,u)^\ donc, vu (i), que y = p ' y ^ c'est-à-dire
p^Py. De même, (4) montre que ^e[xuf]=[x(p.u)] et, vu (3), on a ^=p^, d'où
P^P-'g^

Corollaire (4.3.9). — Soient jy , ^eA et ^eî'^CV) tels que t.^ejy-{-D. On a

23° ^B0 n P /P — P /P-0- D^D n ^ - y ^ z — r!/- D^z + D •

En multipliant à droite par r~1, on se ramène au cas t==i. Si jfi^'eP Pg, avec
peS0,^ et j^'e®^, il existe un quartier 67 (resp. (£) de direction D (resp. —D) tel que
p ' e P ^ , (resp. j&ePg) et il existe ^e(£ et MeC' tels que les hypothèses de (4.3.8) soient
satisfaites. On a alors j&eP^nP^==Py__p et j&'eP^nPç, =P^p.

Remarque (4.3.10). — On peut montrer que le corollaire précédent reste exact
si l'on suppose seulement que t.^ejy-{-î).

Lemme (4.3.11). — Supposons cp : G—^G de type connexe. Soient x^jyeA tels que
yex-}-T). Soit p la rétraction de ^ sur A, ayant pour centre une chambre de A. Pour tout ge G,
ona p^.^-pte.^D^-^ (cf. ( i .3.16)).

Soit [XQ==X, ...,Xj^==y) une suite monotone de points du segment [xy], telle
que [^^4-1] soit contenu dans l'adhérence d'une chambre C^ (o^î<A:). Il existe h^eG
tel que la restriction de p à g.C^ coïncide avec l'action de h^ et par suite, il existe n^eN
tel que la restriction à C^ de l'application ^l-^p(^.^) coïncide avec l'action de T^. Posons
^.r^v^). D'après (1.3.16)3 on a

P(<^+l)—PC?-^)=^(^+l—^)^D ^+1—^

puisque x^^—^eD et que w^W. Additionnant ces inégalités, on obtient le lemme.

Proposition (4.3.12).—Soient x,jy,^,ueA tels que y—x, ^—y et u—^ appartiennent
à D. Si'. ^ est de type connexe^ on a

PJ^PÂ=P^.
Soit g^p^y^q^z^ avec p^Ï^ et ^eP^. D'après (4.3.11), on a, pour toute rétrac-

tion p de ^ sur A de centre une chambre G quelconque de A :

(i) 9{g'^-x==9{P^-9{P'x)^-D^-x

(2) p(^)--p(^)^D ^-y
(3) u-^g.^=^q.u)-^q.^^ u-z.

En additionnant, on voit que ces inégalités sont en réalité des égalités. On a donc
^[g.y)=y et p(^.^)=^. Choisissant G de telle sorte que jye G (resp. ^:eC), on en tire
g.y^y (resp. g.^==^).
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Corollaire (4.3.13). — Soient Q, Î2' et ^î" trois parties convexes non vides de A, telles
que 0, soit contenue dans la réunion des intersections (f2'+D) ̂ (û"—D), pour D parcourant
l^ensemble des chambres vectorielles de "A. On a

(i) PO'PO ̂  PO''PO-PO

(ii) PO ̂  PO'PO--(PO ̂  PO'). (Pô0 PO").

Soit ^ PQ'Pô*"1 PQ" PQ et soit aeQ,; il existe une chambre vectorielle D et des
éléments beO.' et ceQ" tels que a—b et c—û appartiennent à D. Appliquant alors
(4.3.12) en remplaçant D par D, x par é, y et ^ par û et M par c, on obtient ^ePa?
d'où (i). La relation (ii) s'en déduit comme en (4.3.2).

Remarque (4.3.14). — L'hypothèse de (4.3.13) est satisfaite lorsque û est contenue
dans V enveloppe convexe de ti'uti".

Proposition (4.3.15).—Soient x,y, ^, ueA, neN et w==^(n). Si P^nP^Py+0,
il existe w'eW^ tel que d(x, w'w.^^dÇx, u)-{-d(u,y). Si de plus 9 est de type connexe et si
jyeu-}-'Dcx-{-'D, on peut choisir w' tel que w'w .y ̂  pj/. Si en outre xe^ + D, alors w .y ̂  ̂ y.

Soit g ^ g ' g ' ^ h n P y , avec g ' e P ^ , g^^u et heP^. Soit G une chambre de A telle
que ^eC et soit p la rétraction de ^ sur A de centre G. Il existe A'ePç tel que
ç){g.jy)===h'f g.y=^h'hn.y. D'autre part, comme ^ et n.y appartiennent à An^Tt)""1^,
il existe A"eô avec A==A' /(A'A)-1.A, h" .^^ et H ' n ^ ^ y (2.5.8). Posons n'^h'hh"-1 :
on a n' eN et w'==^(n!)EW^ Déplus, çî{g.Jy)==hfhn.Jy=hfhhff~~ln.Jy==nfn.Jy==wfw.^. Par
suite,

d[w'w.y, x)==d{ç>{g.jy), x) ̂  d{x, g .y) = d(x, g" .y)

^ d{x, u) +d(u, g" .y) ==d(x, u)+d(u,y).

Suposons maintenant ^W^W et j^e^+Dc^+D. Vu (4.3.11), on a
^^.^-^=p(^^)--p(^.M)+p(^.^)-p(^)==p(^.^)-p(^.^4-p(^.^)-p(^.^)

^ D y ~~u + u ~x ̂ y ~x '
Enfin, si ^e^+D, on a, toujours d'après (4.3.11),

^-^=p(^-^.^-p(^-^.^+p(^-Y.^-p(^-y.^+p(^-i.^-p(^-i.^
^DJ— u+u-- x+x— ^==y— ̂

Corollaire (4.3.16).—Soient x,jyeA, C une chambre de A et %eN. Si P^P^n?ç^Py4=0,
alors d{x^ n.y)^d{x^y). Si de plus 9 est de type connexe et si yex-{-'D^ on a n.y^^y.

Il suffit d'appliquer le résultat précédent, en prenant un point ^;eC tel que Pç==P^
et en remarquant que W^ est alors réduit à {i}.

Corollaire (4.3.17). — Supposons 9 de type connexe. Soient xeA et n, yz'eN tels que
n.xEx-{-D. Soit D une chambre vectorielle. Si P^P^n2î^'P^4=0, alors on a nfn~l.x^:Q x.
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En effet, il existe alors une chambre C telle que

^nP^n-lr^P^n-l.nP^n-1^0

et il suffit d'appliquer (4.3.16) en prenant jy==n.x.

4.4. Les bons sous-groupes bornés maximaux.

Dans ce paragraphe, nous allons expliciter quelques cas particuliers de (4.2.3),
(4.3.6) et (4.3.17). Nous conservons les hypothèses et notations des numéros précédents
et nous supposons de plus que

(i) G=93.N.B.

Nous verrons aux §§ 5 et 7 des conditions suffisantes pour que cette relation soit
vraie. Rappelons (2.9.4) qu'elle l'est dès que G est muni d'une topologie satisfai-
sant aux conditions de (2 .8 .2) ; elle le sera également dans toutes les applications au
cas des groupes algébriques. Enfin, notons que la relation ( i ) est équivalente à

(i bis) Ô=».N.Ê

ainsi qu'il résulte de la traduction géométrique de ( i ) ou de (i bis) donnée en (4.2.5).

(4.4.1) Nous avons vu (3.3.2) que tout sous-groupe borné maximal K de G
est le stabilisateur d'une facette F bien déterminée de l'immeuble J^. Nous dirons que K
est un sous-groupe borné maximal spécial si cette facette F se réduit à un sommet spécial
de J^.

Définition. — On dit qu'un sous-groupe borné maximal K de G est bon si l'on a G == S. K.

Soit K un bon sous-groupe borné maximal et soit geG. Posons g~1 ==bk avec
be^Q et AeK. On a alors

gSg-lK==gSbkK==gSK=G.

On voit donc que la notion de bon sous-groupe borné maximal est indépendante
du choix de 23 dans sa classe de conjugaison (i.e. du choix de l'appartement A et de la
chambre vectorielle D) et que tout conjugué d'un bon sous-groupe borné maximal est un bon
sous-groupe borné maximal.

Proposition (4.4.2). — Soit K un sous-groupe borné de G contenant B. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) K est un bon sous-groupe borné maximal',
(ii) on a W^W^.V;
(iii) l'application canonique de W^ dans "W est surjective,
(iv) Gard W^ Gard "W.
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II est immédiat que (ii), (iii) et (iv) sont équivalentes. L'équivalence de (i) et (ii)
résulte de (4.2.3) et du fait que, si (ii) est satisfaite, alors K est un sous-groupe borné
maximal de G. Pour établir cette assertion, considérons un sous-groupe borné K' conte-
nant K. On a W^,DW^; comme la restriction de l'application w^w à W^ est
injective, on déduit de (iii) (équivalente à (ii)) que W^=WK, d'où K'==B.W^.B=K.

Proposition (4.4.3). — Soit K un bon sons-groupe borné maximal de G, contenant B.
On a

(1) G=2?°.V.K (« décomposition d'Iwasawa de G »)

et Inapplication canonique de V dans B°\G/K est bijective.
De plus, on a

(2) G==K.Vp.K (« décomposition de Cartan de G »)

et Inapplication canonique de Vp dans K\G/K est bijective lorsque P homomorphisme ^ '. G—>G
est de type connexe.

La première assertion n'est qu'un cas particulier de (4 .2 .2) (i). La relation (2)
résulte de (4.2.1), compte tenu de ce que Vp est un domaine fondamental pour "W
opérant sur V : ceci entraîne en effet que l'application canonique de Vp dans W^\W/WK
est surjective et est bijective lorsque VW==VW, c'est-à-dire lorsque 9 est de type connexe.

(4.4.4) Explicitons maintenant certaines des relations de 4.3 dans le cas qui
nous intéresse, ce qui va nous donner des relations entre les décompositions d'Iwasawa
et de Cartan de G :

Proposition. — Supposons y de type connexe. Soit K un bon sous-groupe borné maximal de G
contenant B et soient ^eVp, ^'eV, ^"eVp.

(i) Si K.^.Kn®°.^.K=t=0, on a t'^^t {autrement dit p{t—t')'^o pour tout poids
dominant p (relativement à D) de VS).

(ii) On a K.t.K^S°.t.K==t.K.
(iii) Si ^£VD et si KjK^KnKr'K+0, alors on a F^n t+tl {en notant ici additive-

ment la loi de composition de V identifié à un sous-groupe de VA).
(iv) Si ^'^VD, on a

^ltrf-l'K.tffKtntfKtf-lK^^lKtnK.

En particulier, on a
r^'^KrKjnK^r^nK.

L'assertion (i) résulte de (4.3.17) et (ii) de (4.3.7). L'hypothèse de (iii) entraîne
K^^^lKt.^ltf/tf~l.t'Ktf~1^0; en posant K==P^, y==u==t.x et ^=r1.^ et en appli-
quant (4.3.15)5 on en déduit (iii). Enfin, (iv) résulte de (4.3.12), en prenant K==P^,
x={t'/t)~l.^ y=r1.^ et u==t\^

80



GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 81

Remarque (4.4.5). — Supposons 9 de type connexe et soit G^ un sous-groupe
distingué de ô contenant (p(G). Alors <p : G->Gi est B-N-adapté de type connexe.
Soit F une facette de C dont le stabilisateur K^ dans G^ soit un bon sous-groupe borné
maximal de G^. Il est alors immédiat que le stabilisateur K de F dans ô est un bon
sous-groupe borné maximal de ô. Si geK, il existe ÂeKi tel que g.A==h.A et, comme
^(KinN^W^W, on voit que

K=K^^-l{'V)nK).

On déduit alors de (4.4.3) que

( 1 ) Ô^^.î-^V).^

(2) Ô=K,.Î-1(V).K,.

Mettons maintenant sur ô la bornologie SS pour laquelle les ensembles bornés sont
les réunions finies de translatés de parties bornées de G^. Gomme la bornologie de G^
est invariante par G opérant sur G^ par automorphismes intérieurs, cette bornologie est
compatible avec la loi de groupe de G. Si l'on suppose de plus que G/G^ n'a pas d'éléments
d'ordre fini, un sous-groupe de G est borné pour SS si et seulement s'il est contenu et
borné dans G^. Par suite, K^ est un sous-groupe borné maximal de G (pour Sê\ donnant
lieu à une « décomposition d'Iwasawa » (i) et à une « décomposition de Gartan » (2).
Nous verrons plus tard un exemple de cette situation : G sera le groupe des points
rationnels d'un groupe algébrique réductif connexe ^ défini sur un corps local k (pour
une valuation œ), G le groupe des points rationnels sur k du groupe dérivé de ^, <p l'homo-
morphisme naturel et GI l'ensemble des geG tels que œ(/(^))=o pour tout caractère ^
de ^ rationnel sur k, la bornologie âS de G n'étant autre que la bornologie naturelle de G.

(4.4.6) Étudions maintenant l'existence de bons sous-groupes bornés maximaux :
Proposition. — (i) Si 9 est de type connexe^ tout sous-groupe borné maximal spécial est un

bon sous-groupe borné maximal.
(ii) Si 9 est l'identité^ les seuls bons sous-groupes bornés maximaux sont les sous-groupes

bornés maximaux spéciaux.
Compte tenu de (4.4.2), la première assertion est évidente, puisque, si x est un

point spécial de A, on a ^W^W^^W^W; la deuxième l'est aussi, vu la définition
même des points spéciaux.

Rappelons que les points spéciaux sont donnés par le tableau du n° (1.3.12).

(4.4.7) Supposons toujours 9 de type connexe. Si l'homomorphisme Ç de G dans
Aut Cox W n'est pas trivial, il peut y avoir de bons sous-groupes bornés maximaux qui
ne soient pas spéciaux. Pour les déterminer, on se ramène aussitôt au cas irréductible,
car, 9 étant de type connexe, Ç(G) laisse fixe chaque composante connexe de Gox W.
Dans le cas irréductible, on montre facilement en comptant les ordres des deux groupes W^
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et "W et en utilisant (4.4.2) (iv), que les seuls cas de bons sous-groupes bornés maximaux
non spéciaux sont les trois suivants :

G de type A^, Ç(Ô)=Z/2Z, K=StabB;

G de type Cg, Ç(ô)==Z/2Z, K==StabBx,

où X est l'ensemble des deux points spéciaux de Cox W ( qui est o——o——o j ;
\ s s /

G est de type \ (^3), Ç(Ô)=Z/2Z, K==StabBx,

où X est l'ensemble des points de S distincts du sommet extrémal non spécial
°\

/ ^ ^ \ 4 \de Cox W | qui est .:o——o . . . . o——o——o (.
0^
s

(4.4.8) Par contre, lorsque 9 n'est pas de type connexe, il peut ne pas y avoir
de bons sous-groupes bornés maximaux. C'est le cas par exemple lorsque W est de
type Ag^i, avec Ç(G)==Z/2Z opérant par symétrie sans points fixes sur Cox W, ou
lorsque W est de type D^^i, avec Ç(G)==Z/2Z opérant sans points fixes sur Cox W.

D'autre part, on montre aisément que, si cp n'est pas de type connexe, et si W est
irréductible, un bon sous-groupe borné maximal est toujours spécial.

(4.4.9) Les relations précédentes ont des conséquences intéressantes lorsque G
est un groupe topologique localement compact, le sous-groupe B étant un sous-groupe
ouvert et fermé de G, ce qui se passe par exemple lorsque G est un groupe algébrique
semi-simple sur un corps local localement compact. Les parties bornées de G sont alors
les parties relativement compactes et les sous-groupes bornés maximaux sont les sous-
groupes compacts maximaux. Les propositions (4.4.3) et (4.4.4) entraînent alors par
exemple que, si K est un bon sous-groupe compact maximal de G, l'algèbre de
convolution des fonctions complexes continues à support compact sur G, invariantes
à gauche et à droite par K, est commutative : la démonstration donnée dans [7] s'adapte
immédiatement; on pourra aussi consulter [29], [30] et [32].
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5. DOUBLES SYSTÈMES DE TITS

Dans ce paragraphe, nous commençons par donner des conditions nécessaires et
suffisantes pour que, avec les notations du § 4, on ait G==33N33. Nous verrons que cette
relation équivaut à dire que (G, S, N) est un système de Tits de groupe de Weyl fini
isomorphe à ^W. Nous dirons alors que (G, B, N, S) est un double système de Tits. Ce sont
des systèmes de ce type que nous construirons plus tard dans le groupe des points
rationnels d'un groupe algébrique semi-simple simplement connexe sur un corps local.

Dans 5.2, nous donnerons des conditions nécessaires et suffisantes pour qu'une
famille de sous-groupes P^ (pour aeS) soit la famille des sous-groupes P^ associés à
un double système de Tits de groupe de Weyl W. Chemin faisant, nous établirons des
résultats sur la structure des sous-groupes P^ d'un double système de Tits.

Rappelons que les résultats de ce paragraphe ne sont pas utilisés dans la suite du
chapitre.

5.1. Doubles systèmes de Tits.

Dans tout 5.1, nous conservons les notations du § 4. En particulier, nous supposons
choisie une chambre vectorielle D et les lettres S et 33° désignent les sons-groupes
introduits en (4.1.5).

(5.1.1) Comme 33=33°.v-^V) et que ^nN^Hc^-^V), on a ^3nN=v- l(V).
Par suite, S n N est un sous-groupe distingué de N et le groupe quotient N/33 n N
s'identifie canoniquement à W/V, ou encore à ^W. Ce dernier groupe est engendré par
l'ensemble R des réflexions par rapport aux murs de la chambre vectorielle D (c'est-à-dire
aux hyperplans Ker a pour a décrivant la base de ^2 associée à D). Par suite, le quadru-
plet (G, 33, N, R) satisfait à l^ axiome (T 2) des systèmes de Tits (1.2.6) .

Définition. — On dit que le système de Tits de type affine (G, B, N, S) est un double système
de Tits si le quadmplet (G, 33, N, R) est un système de Tits.

Définition (5.1.2). — On dit que deux parties closes Q! et £2" de A sont transverses si,
pour toute racine affine a de A contenant l'intersection û'n ti", on <2, ou bien a D Î2', ou bien a D Q".

Théorème (5.1.3). — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) (G, B, N, S) est un double système de Tits;
(ii) on a G=33.N.33;
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(ii bis) quels que soient les quartiers £ et G7 de ̂ , il existe des quartiers CE^ c C ^ (£1 C (£'
contenus dans un même appartement'^

(iii) quelles que soient les parties closes transverses û' et û" de A, ^//^ ̂  l'intersection
û==£2'nfi" contienne une chambre., on a

p _ p p
^Q — ^-Q' • ̂ Q" 3

(iv) quelles que soient la chambre G de A. et la chambre vectorielle D, on a

PC^PC+D'PC-D 5

(v) il existe une chambre C de A et une chambre vectorielle D telles que Pc==Pç_^.Pc_D.
De plus, ces conditions entraînent :

(vi) G=BN93;
(vi bis) quels que soient la chambre G et le quartier (£ de ,̂ il existe un quartier (£' c £

et un appartement A contenant G et (£' ;
(vii) quelles que soient les racines affines a et p de A ^/fcj ^^ p*Ca, 0/2 a

p _ p p .
^ a n p — -•-a- -^3 ?

(viii) ĵ r toute racine affine a âfe A, on a

P.a-(Pa^Pa)u(P,P(^).

(5.1.4) La démonstration du théorème (5.1.3) va occuper les numéros suivants
jusqu'à (5.1.21). Nous savons déjà que (i) implique (ii) (1 .2 .7) et que (ii) est équivalent
à (iibis) (4.2.5).

(5.1.5) Démonstration de l'implication (ii bis) =>(iii).
Supposons la condition (ii bis) réalisée. Soient Î2' et i2" deux parties closes transverses

de A, telles que Q==iî'nt2" contienne une chambre. Nous voulons démontrer que

(i) PO-PO-PO-
II est clair que nous pouvons supposer que 0. contient la chambre C. Démontrons tout
d'abord le lemme suivant :

Lemme (5.1.6). — Soit M une partie de £î\ Alors :
a) Q' et cl(Q"uM) sont transverses et cl(i2u M)=û'ncl(Q"u M);
b) û" et cl(Q u M) sont transverses et 0. = Î2" n cl(Q, u M).
Gomme l'intersection de deux parties closes est close, on a cHMut^ctî'ncHMuQ").

D'autre part, si une racine affine a contient Du M, alors, puisque û' et O." sont transverses,
ou bien aDQ', ou bien aDf2" et a3cl(Muû"). Gomme cl(Muti) est l'intersection
des racines affines contenant Mufi (2.4.5), on a cl(Mu t2)DÎi 'ncl(Mu Q"), d'où a).
De même, on a t2ct2 / /ncl(Muû) et si une racine affine a contient i2, ou bien aD^i",
ou bien aDÎi 'DM et aDcl(Muiî). On en déduit aussitôt b).

Lemme (5.1.7). — Supposons de plus que 0.' contienne un quartier de direction D'. On a
alors PoCPei(o+D').Po".
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Soit ^PQ. Soient (£' un quartier de direction D' contenu dans t2' et G/' un
quartier de A opposé à (£'. D'après (ii bis), on peut supposer, quitte à diminuer £' et (£",
que les deux quartiers (£' et g . Œ" sont contenus dans un même appartement A. Montrons
que QcA. II suffit de faire voir que toute chambre C^c^ est contenue dans A.
Soient xç=^ et ^eS" tels que CoCcl({^^}) (2.4.9). Il résulte de (2.8.8) que
GQ c cl ({^, g-y}) cA, d'où notre assertion.

Soit de plus heG tel que A==A.A et que A.^==^ pour tout ^eAnA. Les restric-
tions de h et de p^.^c (resp. de g~~1 et de pA;c) à A (resp. ^.A) coïncident puisque ce sont
des isométries et qu'elles coïncident sur C. Par conséquent, les restrictions de h et de g~1

à ^.C" sont égales et on a hgeP^,,.
D'autre part, on a Q," cci^u^'). En effet, si une racine affine a contient Q,

et (S", elle ne peut pas contenir (£', donc a fortiori elle ne contient pas Q'; puisque f2'
et f2" sont transverses, elle contient tî", d'où notre assertion (2.4.5). Comme h et g
appartiennent à PQ, on en conclut que A^eP^y^cP^/.

Nous avons donc montré que g==h~lhg appartient à PC^QU^'PQ"- Pour achever
la démonstration, il suffit de remarquer que Q+D'cclÇQuC').

Lemme (5.1.8). — Soient D^, . . ., D^ des chambres vectorielles telles que û'+D^cQ'
pour ï^i^k. On a alors

PO c PCKQ + Di +... + DA) • PQ" -

Le lemme (5. i .6) (appliqué à M=iî+Di+ ... +D^) montre que, pour o^i<k,
les ensembles clos îî' et i^ /==cl(tî / /+Dl + • • • +D^) sont transverses et que leur
intersection est cl(fi+Di + • • •+D^). Le lemme (5.1.7) montre alors, puisque îi'
contient un quartier de direction D^i, que

P r-P P-"cKQ + Di + . . . + D;) v- r cl(Q + Di... + Dî +1) • -•-61(0" + Di + ... + Di)

c PCI(Q + Di +... + Di+i) • PO"

d'où le lemme.

Proposition (5.1.9). — Supposons toujours la condition (ii bis) réalisée. Soient a un demi-
appartement et G une chambre possédant une cloison F contenue dans le mur ^a de a. Alors, il existe
un appartement contenant a et G.

On peut supposer acA et Gc(:A. Soit G' (resp. G") la chambre de A admettant F
comme cloison et contenue dans a (resp. non contenue dans a). Prenons i2'=a,
Q'^G'uC", d'où f2=G'. On voit aussitôt que îî' et Q" sont closes et transverses,
car a est l'unique racine affine contenant G' et non G". Soient D^, ..., D ;̂ les chambres
vectorielles sur lesquelles la racine ^a (1.3.8) prend des valeurs négatives. On vérifie
aisément que a==G'+Di+• • •+D^ et le lemme (5.1.8) montre que

(i) Po,=P,.Pc/uc".

Or, la proposition n'est autre que la traduction géométrique de (i). En effet, il
existe un élément g e ' P ^ , tel que G==^.C" (2.3.7). Écrivons g==h^, avec Â^eP^
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et A^eP^yç, , . On a C==^.C"=Ai.C" et G, comme a, est contenue dans l'apparte-
ment Ai. A. Nous laissons au lecteur le soin de déduire ( i ) de (5.1.9).

(5. i. lo) On peut encore formuler (5.1.9) comme suit : soit a un demi-appartement
et soit F une cloison contenue dans le mur de a; alors le groupe P^ est transitif sur F ensemble
des chambres non contenues dans a et admettant F comme cloison,

Si, avec les notations de (5.1.9), on suppose de plus que C'==C, ( i ) s'écrit
B==P^(Bn^BrJ, d'où l'on tire B^BcP^Br^B et finalement
{ibis) Br,B=P,r,B.

Réciproquement, ( i bis) entraîne Br^ c P^ ̂  B? dîoù B c ̂  ̂  B^a et B = ̂  • (B ̂  â t^a) ?
c'est-à-dire (5.1.9) ( i ).

Corollaire (5 .1 .11) . — Supposons (ii é^) réalisée. Pour toute partie close Q.^ de A, /'} ensemble
des points de A laissés fixes par tous les éléments de P^ est réduit à D^. Si 0,^ et 0.[ sont deux
parties closes de A, on a PQ C P^y si et seulement si 0,[ c ̂ .

Soit oce2 et A:eA—a. Soit F une cloison contenue dans êa et soit F==(C, . . . ,G ' )
une galerie tendue entre F et x. On a G c a*. Si A; était laissé fixe par tous les éléments
de P^, il en serait de même de G (2.4.13), ce qui contredirait (5. i . 10).

Soit alors 0.^ une partie close de A et soit xeA—ti^. Par définition (2.4.6), il
existe aeS avec a 3 û^ et .^a. Alors, x n'est pas laissé fixe par tous les éléments de P^,
donc a fortiori par tous ceux de P^ , ce qui établit la première assertion du corollaire.
La deuxième en résulte aussitôt.

Il ne faudrait pas croire qu'en général £2 soit l'ensemble des points de l'immeuble ^
laissés fixes par tous les éléments de PQ : ceci peut déjà être inexact lorsque 0, est une
racine affine aeS, ou lorsque f2 est égal à A tout entier. Nous en verrons un exemple
plus tard (cas de SL^Q^)).

Lemme (5.1.12). — Soit G une chambre de f2'. On a

-LQC- ^cl(OUC)•-LO"•

Nous allons raisonner par récurrence sur la longueur m d'une galerie minimale
F = (Go, Ci, . . ., C^ =G) de plus petite longueur possible parmi les galeries d'extrémité G
et d'origine contenue dans Î2. Le lemme est évident si m == o. Comme C^ c û' pour
o^î^m, puisque t2' est close, l'hypothèse de récurrence entraîne que P^CP^Q^^.P^,
et le lemme (5.1.6) montre qu'on peut supposer m == i. Soit alors a la racine affine
contenant CQ et ne contenant pas G^. On a û"Coc, sinon û" contiendrait une
chambre G'cA—a et on aurait GiCcl(CoU G') CÛ", d'où C^cO. et m==o. Soit
alors ^£P^; la chambre ^"^.Ci admet comme cloison la cloison commune à GQ et C^
et nous pouvons appliquer la proposition (5.1.9). Il existe donc un appartement A'
contenant a et ^'^.Cli et il existe un élément AeP^cP^ tel que Â.A'==A. On a alors
^"^P^PC, et ^^"^^(QUCJ-I^ c.q.f.d.
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(5.1.13) Démontrons maintenant (5.1.5) ( i ) dans le cas où t2' contient un quartier.
On sait (2.4.5) que Q! est l'enveloppe convexe d'un nombre fini de points ^

et de demi-droites X-. Or, on voit facilement que, si X est une demi-droite et D' une
chambre vectorielle, l'enclos de X -)- D' est l'adhérence d'une réunion finie de quartiers.
On en déduit qu'il existe des chambres C^, . .., Gj^ et des chambres vectorielles D^, . . ., D^
telles que

"-^AU^+w
Nous savons déjà que PQ C P^Q 4. ̂  4. _ + ^A) • PO" (lemme (5.1.8)). Il suffit alors

d'appliquer un certain nombre de fois le lemme (5.1 .12) pour obtenir la relation
cherchée :

PQ c P<3l((Q + Di + ... 4- W U Ci U ... U Ck) ' ^^î' ' c ̂ 0' • ̂ 0 ' •

(5.1.14) Achevons maintenant la démonstration de (5.1.5) ( i ) dans le cas
général. Soit M un segment ou une demi-droite fermée d'origine xeO,, contenue
dans û'. Soit X l'ensemble des racines affines contenant Q et ne contenant pas M,
et posons û"'== f i a . Toute racine affine aeX contient en son intérieur la demi-droite

a(=X

ouverte d'origine x opposée à M. On en déduit aussitôt que f2'" contient un quartier. De
plus, une racine affine aeX contient Q et ne contient pas û', donc contient f2". Par
suite, on a ti'"DQ".

Montrons que û==û /"ncl(Qu M) et que Q!" et cl(ûuM) sont transverses.
En effet, si une racine affine contient 0., ou bien elle contient M et par suite cl(î2u M),
ou bien elle appartient à X et contient Q'". Comme tT" contient un quartier, on déduit
de (5.1.13) que

PO ̂  PCI(Q U M) • PQ' ' ' c PCI(Q U M) • PO" •

Compte tenu du lemme (5.1.6) nous sommes ramenés à démontrer (5.1.5) ( i )
en remplaçant îi" par cl(Q"uM). Or, Q' est l'enveloppe convexe d'un nombre fini
de points ^ (pour i^i^a) et de demi-droites fermées Xj d'origine^ (pour i^j'^è).
Soit x un point de ti; posons M»=[^] pour i^i^a, Mi==[r^_J pour a<i^a-{-b,
et Mt=X,_^4.^ pour a-{-b<i^a-\-2b. En appliquant successivement le raisonnement
précédent aux couples Î2', û^'= cl(tî u Mi u. . . u M^) (pour i ̂  i^ a + 2&), tout revient
finalement à démontrer (5.1.5) ( i) dans le cas où tî'ctî", ce qui est trivial.

La démonstration de l'implication (ii bis) => (iii) est achevée.

(5.1.15) Démonstration des implications (iii)=>(iv) et (iv)=>(v).
Il suffit de remarquer que, pour toute chambre G de A, on a C=cl(G+D)ncl(G—D)

et que toute racine affine contenant G contient soit C+D? soit C—D, c'est-à-dire que
cl(G+D) et cl(G—D) sont transverses.

(5.1.16) Dans toute la suite de 5.1, sauf en (5.1.18), nous supposons que la condition (v)
est satisfaite et nous désignons par G (resp. D) une chambre (resp. une chambre vectorielle) telle
que PC=PC+D.PÇ_D.
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Lemme. — Pour tout quartier (£ de A, de direction D', il existe une chambre G' c £ telle
que Pc,=Pc^D,.Pc,_^.

En effet, il existe weW tel que D'==^(D). D'autre part, comme V est un réseau
dans ^A et que (£ est un cône ouvert de A, il existe une translation teV telle que
tw{C)e^ Prenons alors G'==^(G) : on a bien PC'—P^c+D^MC-Dî^cy+D-^-D-

(5 .1 .17 ) Démonstration de (vi) et (vi bis).
Nous avons déjà vu (4.2.5) que (vi) et (vi bis) sont équivalentes. Soient (£ un

quartier de A, de direction D', et C^ une chambre de J^. Soit a un point de A, posons
d=supd(a, x) et soit S la boule de rayon d et de centre a dans A. Soit h un point de A

•TÊCi

tel que S ce—D' et soit G' une chambre contenue dans le quartier (é+D') n £ telle
que P(y==P(y_^iy.P(y_o' . Soit p la rétraction de ^ sur A de centre G' (2.3.5). Gomme p
est l'identité sur A et diminue les distances (2.5.3), on a p(Ci)cScé—D'cC'—D' .
D'autre part, il existe un élément ^ePç' tel que p(G^)==^(G^). Écrivons alors g==xy,
avec x e ' P ^ _ y et ^eP(y+D'- on a A;-l^(c!l)=^(Gl) puisque gÇG^cC'—D' et par
suite GlC.§^-l(A)==_/-l(A). Comme j^ePç^jy, ceci entraîne que la chambre G^ et le
quartier <;+D'c£ (où c est un point quelconque de G') sont tous deux contenus dans
l'appartement jy~1 (A). On passe de là au cas général de (vi bis) en transformant (£ par
un élément de G.

Remarque (5. i. 18). — En examinant la démonstration précédente, on voit aisément
que la condition (vi) G==BN2î est entraînée par la condition suivante, plus faible
que (v) :

(v bis) il existe une chambre G et une chambre vectorielle D telles que PÇ==PÇ^_Q.PQ
pour toute partie bornée 0. de G—D.

Par ailleurs, on peut démontrer qu'inversement (vi) entraîne (v bis) et même
entraîne

(iii bis) Soient iî' et Q" deux parties closes transverses telles que Q==t2'nti" contienne
une chambre. Si Q' est bornée et si îi" est contenue dans un quartier, on a P^ == PQ. . P^..

Enfin, on peut démontrer que, sans faire aucune hypothèse supplémentaire sur le
système de Tits (G, B, N, S), la condition (iii ter), obtenue en ajoutant à (iii) ou à (iii bis)
l'hypothèse que i2' et O," sont tous deux bornés, est toujours satisfaite. Pour cela, il suffit
de démontrer l'analogue de (5.1.12) lorsque îi' et îî" sont bornés. Geci se fait comme
en (5.1.12)5 mais en remplaçant l'usage de la proposition (5.1.9) par celui du
corollaire (2.4.12).

(5.1.19) Démonstration de (vii).
Soient a et P deux racines affines de A telles que p*Ca. Il existe weW tel que

w{C) c a n p. Soit a un point spécial de w{C). Il existe un élément w' du stabilisateur W^
de a dans W tel que Pune des faces de la chambre vectorielle D^^w'w^D) soit
parallèle à ^a et à ^(3 et on peut supposer que G'==w'^(C) est contenue dans an p :
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en effet, si w ' w ( C ) ^ y . par exemple, on a nécessairement ae^oc, w'w(G)C(^ d'où
r^uû' w{C) c a. De plus, on a Pc, == PC' +D' • PC' -D' • D'autre part, ou bien la racine affine a
contient G'+D' et PDG'—D' ou bien aDC'—D' et (3DC'+D'. Quitte éventuellement
à échanger a et (î, on peut supposer que a contient G'+D' et que P contient G'—D'.

Soit ^eP^pCPç/ et écrivons g==hk, avec AePç,.^' et Â;eP(y__o,. On a
A^^A^eP^^c'-D')- O1' l'adhérence de l'enveloppe convexe de ^an(C'-D') et de
C'+D' est la racine affine a tout entière. Par suite, on a ÂeP^ et de même keP
ce qui démontre (vii).

PÎ

(5.1.20) Démonstration de (viii).
Reprenons les notations de (5.1.19), avec ^(a*)^. Soit x un point de G' et

soit §o une demi-droite d'origine x, contenue dans le cône ouvert x — D ' . Gomme ^a
est parallèle à une face de D' et que aD;v+D', donc a^—D', cette demi-droite
coupe ^a en un point y, qu'on peut supposer intérieur à une cloison F c ̂ a. Soit S la
demi-droite portée par 8g d'origine y et soit G^ (resp. Gg) la chambre contenue dans a
(resp. a*) admettant F comme cloison. Pour ^e8, soit (Xo, ....X^Gg) une galerie
tendue entre ^ et Cg. Gomme G^ rencontre [jw], on a GiCcUCguC') et il existe une
galerie minimale (X^Gg, X^=Ci, . . ., X^=G') (2.4.4). Comme G^Ccl^uG'),
la galerie F=(XQ, . . ., XJ est minimale, toujours en vertu de (2.4.4).

Soit ^eP^. Supposons tout d'abord que ^(Gi)=Ci. Comme l'enclos de G] u âoc
est la bande an(a*)+, il résulte de (vii) que ^eP^P/^ .

Supposons maintenant que C^==g{C^ =(=Ci. Posons S'=^(S) et £==^rJ^—D').
D'après (vi), il existe un quartier (£'c(£ et un appartement A contenant (£' et G'.
Gomme S' est contenue dans £, on a S'n£'4=0. Prenons alors un point ^eS contenu
dans une chambre et tel que gr^)e^ et reprenons la galerie minimale F considérée
plus haut. La suite

F'=(^(Xo), .. .,^(X,)=^(G,), X,^=Ci, . . . , X,=C')

est une galerie sans bégaiement, car gr^C^=C^C^, et est de même type que F.
C'est donc aussi une galerie minimale. Gomme ̂ (Xo) contient gr^), donc est contenue
dans A ainsi que G', on en déduit que F' tout entière est contenue dans A et en parti-
culier G^uGgCA. Par suite, A contient l'enveloppe convexe de {j^}u(£', enveloppe
convexe qui n'est autre que £. En particulier, A contient le cône Y==(j/—D)n^oc.

Soit alors h un élément de G tel que A(A) =A et que h laisse fixes tous les points
de An A. On a ÂeP^nPynP^ et h{G^)=C^ Écrivons h=pq, avec j&ePç^^ et
^ePç/_D,. Comme C'—D' rencontre Ci et Gg et contient Y, on a C^==p{C^ et
peV^,^, n Py. Mais l'adhérence de l'enveloppe convexe de Yu (G'+D') est égale à a,
donc j&ePa. Enfin, on a r^p~lg{C^)==C^ et r^p~lge'P^. D'après ce que l'on a vu
plus haut, ceci entraîne ^"^^(a'^.'Pa- On en déduit

^aP(a^Pa C P^aWa^Pa = PO^PO

(car ^P^r^cPJ.
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Nous avons bien montré que P^cP^a^^Po^aPaî d'où (vin), l'inclusion opposée
étant évidente.

(5.1.21) Démonstration de (i).
Vu (5.1.16), on peut supposer D == D. D'autre part, nous avons déjà vu (5.1.1)

que l'axiome (T 2) des systèmes de Tits était satisfait.
Démontrons (T i). On sait qu'il existe un élément yzeN tel que ^/(%)(D)=—D.

On a alors Pç^c® et Pc-nC^S^"1. Ceci, joint à (v), montre que le groupe engendré
par 33 et N contient Pc, donc contient B, ce qui démontre (T i).

Démontrons (T 3). Faisons de A un espace vectoriel en choisissant comme origine
un point spécial o et soit (£ le quartier o + D. C'est un cône simplicial dans A. Soit JSf
l'ensemble des hyperplans de A qui contiennent une face de (£; les images des réflexions s^
pour L6oS^ forment exactement le sous-ensemble R de VW. Soit LeJ? et soit reN
tel que ^{r)==s^. Nous avons à montrer que
( i ) 33r33^33 c (93rwa3) u (33^33)
pour tout weN. Nous allons tout d'abord montrer que
(2) 93 u 93r93 est un groupe.

Soit &e33°. Gomme b laisse fixes tous les points d'un quartier contenu dans C
suffisamment petit, il existe un point xer. C tel que r&r^eP^,.^. Quitte à remplacer A:
par un point de x+r. (£, on peut supposer que x est transformé d'un point de G par un
élément t de v^V). On a alors

P -r-p — fp f~1 — fp - f~1 fp - f~1 — p - p -
x+r.^^^t.C—"-G1' —t ' - t -c+G^ •^C-C? 1 ' —^-a; + (£ • •'•a; - G •

Il existe donc ^eP^^C®0 et ce^)^_^ tels que
(3) rbr-^b^

Gomme rbr~1 et b^ appartiennent à Pa;4-(enr.&)? on a SLUSS1

(4) ^^^-e '^^+^nr.G)-
Or, Œ n r . £ est un cône d'intérieur non vide dans l'hyperplan L et L est par suite
enveloppe convexe de la réunion de £nr . (£ et de — ( £ n y . (£)==(—(£)nL. On tire
donc de (4) que ceP^^ nP^_^. Mais, le demi-espace fermé E de A de mur A:4-L et
ne contenant pas x-{-^ est enveloppe convexe de la réunion de A:+L et de x—(£
et on a ceP^. Soit a la racine affine de bord L contenant G. Ce qui précède montre
qu'il existe des racines affines y équipollentes à a telles que
(5) rbr^eS0^.

Il suffit en effet de choisir y telle que E D y*.
Nous distinguerons à présent deux cas :
1er cas : (5) est satisfait pour toute racine affine y équipollente à a.
Posons alors, pour toute racine affine y contenue dans a,

rbr~l=b^ avec ^e93° et ^eP^.
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On a ^c^eP^nSB0. Mais l'enveloppe convexe d'un quartier de direction D et de a*
est A tout entier; par suite, on a P^nSB^H et ^eHP^=P^*. Gomme l'intersection
des sous-groupes P^ pour y C a se réduit à H, on en tire c^eïî et finalement rbr~leçBO.

2e cas : il existe une plus petite racine affine y équipollente à a telle que (5) soit satisfaite.
Utilisons alors (viii). On a

(6) P^=^P^c(P,r^)u(P,P^).

Puisque P^c93° et que rér-1^0?^, on voit que ^eP^P^ d'où
(7) rér-^^P^^P^c®0^®0^®0^-1^»^»^®

puisque r-lr.yev-l(V) c23.
Dans les deux cas, nous avons donc montré que rèr^eS^uSB0^. On a donc

rSB^c 93^93^93 et
rSBr=rS80v-l(V)r-:r930r-lrv-l(V)rc(930u930r93)^-l(V)=»u93r»

ce qui entraîne aussitôt que 33u93r23 est un groupe.
Soit maintenant weN et supposons tout d'abord que la longueur de \(rw) {par

rapport au système générateur R de ^W) est plus grande que celle de \(w). D'après ([5],
chap. V, § 3, n° 2, th. i), ceci signifie que les chambres vectorielles D et \(rw) .D sont
de part et d'autre de l'hyperplan de VA parallèle à L; par suite, pour toute racine affine y
équipollente à a, il existe un quartier (£'c(£ tel que rw.C'Cy*, d'où P^*cP^, ^ et

(m^P^cP^cSB0.

Soit alors ée23°. D'après (5), il existe une racine affine y équipollente à a, un
élément é^e® et un élément ceP^ tels que rbw^rbr^^rw^b^crw. On en déduit

rbw==b-^rw{rw)~lcrweySrw. {rw)~l'P^rwc^8rw3}.

Comme ^^(V) est distingué dans N, il en résulte que
(8) 93r93w93 cSrw® lorsque /'(%(rw))>^).

Supposons maintenant que la longueur de \(rw) est plus petite que celle de \(w.)
Substituant rw à w dans (8), on en tire 2îr25m;2îc3îw3î, d'où en utilisant (2)
(9) SBrSB^SB cSrSBr-^r^S c (® u 93r93)a3r^93 =®TO% u 9^93^33 cSw® u 93^93.

Nous avons donc bien démontré (i), c'est-à-dire (T 3).

Le quadruplet (G, SB, N, R) satisfaisant aux axiomes (T i), (T 2) et (T 3) des
systèmes de Tits, on sait ([5], chap. IV, § 2, n° 3, remarque) que G=93N93, c'est-à-dire
que (ii) est satisfaite. Il en résulte que la condition (iv) est satisfaite.

Démontrons enfin l'axiome (T 4) :
r93r-14=93 (pour r==s^ avec LeJSf).

Supposons qu'il existe un hyperplan LeJS? tel que ^^'^S? (avec r==s^). Si (S==A:+D
est un quartier de direction D, on a ,

PeC930cr»r-l==v-l(V)rSBOr-l.
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Pour tout élément ^£P(£, il existe donc un quartier £' de direction D'=%(r).D, un
élément AePç/ et un élément ^v'^V) tels que g==th. Soit E (resp. E') l'enclos de (Sue'
(resp. (£ u t. (£') ; c'est une partie convexe de A et on a g . E == E'. De plus, l'application
y\->g.y de E sur E' est affine, se réduit à l'identité sur (î et à la translation y^t.y sur S'.
On en conclut que ^{t)==i et que ^ePç:'. Autrement dit, ^?^ élément qui laisse fixes les
points d'un quartier de direction D laisse aussi fixes les points d'un quartier de direction D'.

Soit alors G' la chambre contenue dans Œ à laquelle o est adhérent. Ce qui précède
entraîne que Pc'+DCI>c'+D'• En utilisant (iv), on en tire

( ï °) ^C' = -PC' + D • ÎG' - D ̂  -PC' + D' • -PC' - D c- -?(€' + D') n (C' - D) •

Or, la seule racine affine qui contient G' et ne contient pas r(C') est la racine affine a
de bord L contenant G'. Il en résulte que la chambre r(G') est contenue dans l'inter-
section (C'+D^nÇC'—D) et on déduit de (10) que P^cP^, ce qui est impossible
puisque les stabilisateurs de deux chambres distinctes sont deux sous-groupes parahoriques
distincts. Nous avons donc abouti à une contradiction et l'axiome (T 4) est satisfait.

Ceci achève la démonstration de (i) et par suite du théorème (5.1.3).

Remarque (5.1.22). — La condition (viii) entraîne la condition suivante :
(viii bis) La réunion de deux demi-appartements de même mur n'ayant aucune chambre en

commun est un appartement.
En effet, supposons (viii) satisfaite et soient M et M' deux demi-appartements de

même mur, n'ayant aucune chambre en commun. On peut évidemment se restreindre
au cas où M' est une racine affine a de A. Il existe alors un élément g^F^y. ^ ci116 S{^)
soit un appartement contenant M (2.5.8). Quitte à remplacer g par gr^^ on peut supposer
que ^(a)==M. Gomme Mnoc ne contient pas de chambre, on a g^P^.P^ d'où,
d'après (viii), g==hr^h\ avec A.A'eP^. Alors M=A^(a)=A(a*) et Muoc==A(A), ce
qui démontre (viii bis).

Inversement, on peut montrer que la condition (viii bis) entraîne (viii).

(5.1.23) Jusqu'à la fin de 5.1, nous supposons que (G, B, N, S) est un double système
de Tits. Pour toute racine affine a, le sous-groupe P^ est alors engendré par P^ et îy^. En effet,
il existe d'après (5.1.10) un élément ue'P^ qui ne laisse pas fixe une chambre G contenue
dans a et bordée par ^a. On a alors ^P^.P^, d'où P^P^P^P^ d'après (viii).

D'autre part, l'ensemble des points de ^ laissés fixes par tout élément de P^ est réduit
à BOL. En effet, soit xe^ n'appartenant pas à ^a et soitj/ un point d'une cloison F contenue
dans ^a. Si x est invariant par P^, le segment [xy\ est lui aussi laissé fixe point par point
par Pg^. Or il y a une chambre G admettant F comme cloison et contenant un point
de \xy\. Cette chambre serait alors invariante par P^, ce qui contredit (5. i. 10).

Lemme (5.1.24). — Soient a et (B deux racines affines de A. Pour que a* ==(3, il faut
et il suffit que le groupe engendré par P^ et Pp ne laisse fixe aucune chambre., mais laisse fixe une
cloison de ^'.
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Que la condition soit nécessaire résulte de (5.1.23). Réciproquement, si la racine
affine ? n'est pas équipollente à a*, le groupe engendré par P^ et Pp laisse fixe une chambre,
car a n p est d'intérieur non vide. Il en est de même lorsque ? 3 a*. Si P C a*, les points
fixes du groupe engendré par P^ et Pp sont contenus dans l'ensemble des points fixes
du groupe engendré par P^ et P^ (resp. Pp et Pp*), c'est-à-dire d'après (5. i .23) dans OOL
(resp. ^p). Si de plus P+oc*, on a ^an^p==0, ce qui démontre que la condition
est suffisante.

(5.1.25) II résulte de (5.1.24) que la donnée de l'ensemble des sous-groupes P^,
pour ae2, permet de déterminer les couples (P^, P^), donc aussi les murs 8<x (5. i .23)3
et par suite l'appartement A qui est l'enveloppe convexe de la réunion des ^a. Par suite :

Proposition. — (i) Pour qu'un élément g de G appartienne à N, il faut et il suffit que
Vautomorphisme intérieur défini par g permute entre eux les sous-groupes Pgç pour aeS.

(ii) On a H= fl P^= f1 NormP.,.v / aes a aes

(5.1.26) Pour toute racine affine a de A, donnons-nous un sous-ensemble U^
de PQÇ tel que P^==H.U^. On voit alors aisément, en utilisant (5. i . 10), que pour toute
chambre G bordée par ^a et non contenue dans a, il existe un élément ueV^ tel que
u{C) 4= G. On en déduit comme en (5.1.23) et (5.1.24) que l'ensemble des points de ^
laissés fixes par U^uU^ se réduit à ^a, et que, si a et (3 sont deux racines affines, on a
(B = a* si et seulement si U^ u Up laisse fixe une cloison et ne laisse fixe aucune chambre
de ̂ . On peut alors généraliser comme suit la proposition (5.1.25) : pour qu'un élément geG
appartienne au stabilisateur N de l'appartement A, il faut et il suffit que pour toute racine affine a
de A il existe une racine affine (B de A telle que Pp = ïîgU^g~1.

(5.1.27) Soit 0. une partie close non vide de A et soit L le sous-espace affine
de A engendré par û. Comme 0. est une réunion convexe de facettes, on peut choisir
une facette F c 0. qui soit ouverte dans L. Soit A une composante connexe du complé-
mentaire X dans A de la réunion des murs de A contenant L. La symétrie orthogonale
par rapport à L transforme A en une autre composante connexe de X, notée A'. On
désigne par Cg (resp. Cç) l'unique chambre contenue dans A (resp. A') et contenant F
dans son adhérence.

Lemme. — Soit G une chambre de ^ contenant F dans son adhérence. Il existe un appartement
contenant G et A.

Soit r==(Co, C^, . .., G^==G) une galerie tendue entre Go et G. Montrons tout
d'abord par récurrence sur î, que FcC^ pour o^i^m. C'est vrai par hypothèse
pour i == o. Soit A un appartement contenant CQ et G, donc F. Supposons î>o et soit M
le mur de A séparant C^_i et G^. Comme M sépare GQ et C (2.3.10) et que F c CQ n C,
on a FcM. Par l'hypothèse de récurrence, FcC^_^ donc F c M n C ^ _ i = = C ^ _ i n C ^
et FcC,.

Démontrons maintenant le lemme par récurrence sur m. Si m==o, il n'y a rien
à démontrer. Si m^-1, il existe par l'hypothèse de récurrence un appartement A conte-
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nant A et C^_i. D'après (2.5.8)3 il existe ^eP^ avec ^.A=A. Quitte à remplacer G
par g. G, on voit qu'on peut supposer C^_i cA. Soit alors a la racine affine contenant C^_i
et dont le bord ^a contient C^_^nC. Alors ^a sépare Co et G (2.3.10) et on a Go Ça.
Comme ^aDF, on a Acoc. Mais (5.1.10) entraîne qu'il existe un appartement
contenant G et a, d'où le lemme.

Proposition (5.1.28). — Gardons les notations de ( 5 .1 .27 ) . Posons N^^P^nN et
f>^ /^

soit ^1 F intersection des racines affines y. telles que a DÛ et îi<4:a*. Alors û est une partie close
d ) intérieur non vide et on a

Pn=PANAPo=PL.Pa.

Les racines affines a satisfaisant à Q c a et 0.4: a* sont celles qui satisfont à û c a
et 0. cj: ^a, ou encore à û c a et F 4: ^a. Montrons que

(i) Q=cl(ûuGouGo).

En effet, si a D Û et ^a^F, la facette F est intérieure à a; comme FcConCo, on en
conclut que CouGoCa. Réciproquement, si aD^uC^uCo, alors ^a^F car tout mur
contenant F sépare Co et CQ. D'où (i). Il est alors clair que 0. est une partie close d'intérieur
non vide.

Soit maintenant ^ePo. Posons C==^.Co. D'après le lemme (5.1.27), il existe
un appartement A contenant G et A, et par suite un élément uel?^ tel que v.A==A
(2.5.8), d'où ug.CQcA. Il existe alors %eN avec ^.Go==Co et n est l'identité sur
Con^.CoDF. Donc, n est l'identité sur L et TzeN^.

Posons G'==%^.CO. Toujours d'après le lemme (5.1.27), il existe un apparte-
ment A' contenant A et G', d'où un élément u'eP^ tel que ^'.GgCA, en posant
g'^u'nug. Comme <?'.Co==Co, on a w(Co, Co)=^(Co, ^'.Go) (avec les notations
de (2.1.7)), d'où ^.Go==Co d'après (2.3.8). Donc ^eP^^ et g'ef^ d'après (i).
Finalement, on a bien g==u~ln~l^t/~lgre'P^Î^^'P^^)^, d'où la proposition.

Corollaire (5.1.39). — Soit <p : G-^G un homomorphisme 'B-'N-adapté. Reprenons les

notations de ( 4 . 1 . 1 ) et posons N^=Nn?^ et N^==NnP^. On a .

a) P^ == (Ni nN^(P^) = 9(PA<p(P^) = P^N^P^Pa;

b) P^ =(NÎ n%)9(PJ = 9(PA)%ç(PAPo) -PA%P^P,Î .

Soit ^eP^. D'après (2.5.8), il existe A£PQ avec Â.^--1.A=A, d'où
^(A^^eNnP^^N^. Donc P^=N^(p(P^). Mais, si 72eN^,?z.A est une composante
connexe de X et il existe n'eVS^ tel que % ' .%.A=A, d'où N^=(NJ^nN^)(p(N^). Ceci
démontre la première des égalités b). D'autre part, si ^eN^, on a n^?^n~l=P^, d'où
7^y(P^)7^-l=9(P^) puisque ^(G) est distingué dans G et que <p(PA):==9(G•) nP^. On
en déduit les autres égalités b ) , et a) résulte aussitôt de b ) ,
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Remarque (5.1.30). — II est clair que NQ==NL. Par contre, on peut avoir N^=|=N^.
D'autre part, on a
(i) NlnN^v-i(Wct,nWF)

car Go est la seule chambre contenue dans A et admettant F comme facette. On en conclut
que Hçp(Po) est m sous-groupe distingué d'indice fini de PQ, le quotient P^/HyÇP^) étant
isomorphe à W^ nWp.

Proposition (5.1.31). — Tout homomorphisme B-N-adapté est aussi Sî-N-adapté.
Soit 9 : G-^-G un homomorphisme B-N-adapté. On sait que G=<p(G).N.

Comme N normalise <p(N) et ^(^"^(V)), il suffit de montrer que, pour tout yxeN, il
existe n'eN tel que ^{n')n normalise 9(93°). On peut écrire w==^{n)=wfw'rt, avec
w'eVf^, zf/'GWj^D et te^ (où x est un point spécial de A). Soit Tx'e^"1^'). Pour
tout quartier (£ de direction D de A, on a alors

7Z9(P^-1 = 9(P^w) == 9(^' P^ n-1)

où ^'=w"t[S) est un quartier de A, de direction D. On a donc n^{ÇBQ)n~l==^{nf3îonf~l),
d'où la proposition.

Soit de plus ^œ l'homomorphisme de G dans Au^'W, R) associé à 9 (considéré
comme homomorphisme 25-N-adapté). On sait que "o est trivial sur 9 (G) et nous venons
de montrer que ô==9(G).E, avec E={^eN|S(^) .D==D}. Si geE et TzeN, on
a (1.2.20)

w^w^^wg-^^^g^wng)-1

ce qui montre que v(ù restreint à E s'identifie au composé de v^ et de l'isomorphisme
canonique de ^W^ sur Au^W, R) ((1.3.18) (4)). Il en résulte que le noyau ^o de v^
est égal à 9(G)î-l(V). De plus, comme v'^V) normalise 9(33) et que 9(8) est son propre
normalisateur dans 9(G), on en déduit que StabSB n ̂ 0=9(2?). î~'l(V)=93, ce qui
montre que la notation 33 est cohérente avec (1.2.17).

Corollaire (5.1.32). — Si 9 : G->-G est un homomorphisme B-N-adapté de type connexe
(4.1.3), alors ô^ôo, on a N0^== î-^V), le groupe quotient N/ÊnN s'identifie à ^W
et le quadruplet (ô, S, N, R) est un système de Tits de groupe de Weyl "W.

Puisque "W^'W, on a E^-^V), d'où ô^ôo et le corollaire résulte
de (i .2.17).

(5.1.33) On sait ([5], [39]) qu'on peut associer à tout système de Tits un
complexe simplicial abstrait que nous appellerons ici Y immeuble comminatoire du système,
dont les simplexes représentent les sous-groupes paraboliques, la relation de face corres-
pondant à l'inverse de la relation d'inclusion. Nous allons dans ce qui suit indiquer
brièvement les rapports entre l'immeuble ^ et l'immeuble combinatoire du système
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de Tits (G, S, N, R) de groupe de Weyl ^W, que nous noterons V. Par définition,
les chambres de v^ sont en correspondance bijective avec les sous-groupes paraboliques
minimaux, c'est-à-dire avec les conjugués de S, cette correspondance étant compatible
avec l'action de G sur v^ d'une part et sur l'ensemble des conjugués de S (par auto-
morphismes intérieurs) de l'autre.

r^i

Par ailleurs, le groupe 23 est le stabilisateur du germe de quartier (£<g (2 .9 .2)
contenant les quartiers x + D pour xeA et il est facile de voir que G opère transitivement
sur l'ensemble des germes de quartier de ̂ , le stabilisateur de g . (Ssg étant g^g^. Gomme 93
est son propre normalisateur, on en déduit une bijection compatible avec l'action de G
entre l'ensemble des germes de quartier de ^ et l'ensemble des sous-groupes paraboliques
minimaux, ou encore l'ensemble des chambres de v^ : la chambre f(d) associée au
germe de quartier C est celle dont le stabilisateur coïncide avec celui de (£.

De plus, des germes de quartier C^ (ï^i^m) sont contenus dans un même appartement
de ^ si et seulement si les chambres f(^L^) sont contenues dans un même appartement de v^ (rappelons
qu'un appartement de le^ est le transformé par un élément de G du sous-complexe VA
de v^ dont les simplexes sont ceux associés aux sous-groupes paraboliques n^n~1 pour
^}D23 et TzeN). Pour le montrer, il suffit de faire voir que (£cA équivaut à /(£) C^A,
ce qui est évident, car £cA équivaut à l'existence d'an yzeN avec (£==7z.(£çg. On en
déduit aussitôt qu'il existe une bijection et une seule, notée encore y, de ^ensemble des
appartements de ^ sur Vensemble des appartements de v^, telle qu'un germe de quartier £
est contenu dans un appartement A si et seulement si la chambre ^(Œ) est contenue
dans l'appartement/(A). Il est clair que cette bijection est compatible avec l'action
de G sur ^ et sur V.

Il résulte en particulier de ce qui précède qu'à tout automorphisme 6 de
l'immeuble ^ correspond un automorphisme v (6) et un seul de v^ tel que
v(Q) .y(Œ) ==/(6. (£) pour tout germe de quartier £ de ^r. On obtient ainsi un homo-
morphisme v de Aut ^ dans Aut^, homomorphisme qui est injectif. En effet, si u(Q) =i,
alors 6 conserve tous les appartements de ^'. Or, on voit aisément que chaque facette F
de ^ a pour adhérence l'intersection des appartements de ^ qui la contiennent; on en
déduit que 6.F=F pour toute facette F de ^, d'où 6==i . Ceci permet d'utiliser pour
l'étude de Aut ^ les résultats établis dans [39] sur le groupe des automorphismes d'un
immeuble combinatoire associé à un système de Tits de groupe de Weyl fini.

5.2. Caractérisation axiomatique de la famille des P^.

Dans les n08 (5.2.1) à (5.2.27), nous abandonnons les hypothèses et notations
adoptées dans les §§ 2 à 4, ne conservant que celles de (1.5.2). On désigne par G un
groupe, par N un sous-groupe de G, par v un homomorphisme surjectif de N sur W
et par H le noyau de v. On pose W=N/H et on désigne par S l'image réciproque de S
dans W par l'isomorphisme de W sur W déduit de v (isomorphisme par lequel on iden-
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tifiera parfois W et W). On donne, pour toute racine affine aeS, un sous-groupe P
de G. Pour toute partie û de A, on désigne par P^ le sous-groupe de G engendré par H
et les P^ pour aeS et aDÎÎ. Il est clair que

p _p
^Q — ^cKQ) •

Nous allons imposer à ces données des conditions ((5.2. i) (i) à (6)) qui entraîneront
que (G, Pc, N, S) est un double système de Tits. Plus tard (5.2.27), nous montrerons
que réciproquement, les sous-groupes P^ associés comme au § 4 à un double système
de Tits satisfont à ces conditions, les notations P^ étant concordantes. Ceci permettra
d'appliquer au cas des doubles systèmes de Tits les résultats sur la structure des groupes P^
que nous allons démontrer en (5.2.6) sqq.

(5 .2 .1) On suppose jusqu'en (5.2.27) que les données précédentes satisfont aux
six conditions suivantes :

( A i ) Pour tout ne'N et tout aeS, on a nP^rr1^^^^
(A 2) Soit aeS. Pour tout peS avec (3 3 a, on a PpCP^ et P intersection des Pp

pour p D a est égale à H.
(A 3) Soient a, (3<=2, telles que an p soit d'intérieur non vide et soit 0. l'intersection des

racines affines contenant a n ? et ne contenant pas a. Alors P^PQ est un groupe.
(A4) Pour tout aeS, le sous-ensemble P^P^uP^v-^rJP^ est un sous-groupe de G.
(A 5) Pour tout xeA et toute chambre vectorielle D, on a P^i)nP^_^=H.
(A 6) Le groupe G est engendré par la réunion des P^ pour aeS.

(5.2.2) II est clair que ( A i ) entraîne

(A i bis) 7^PQ7^~l=pv(n).Q P0111' ^N et iîcA.

En utilisant alors la transi tivité de "W sur les chambres vectorielles, on voit aussitôt
que, moyennant (Ai ) , il suffit de supposer (A 5) pour une chambre vectorielle D. Par
ailleurs, (A 2) montre que pour 0. == a, la notation P^ est sans ambiguïté.

D'autre part, plaçons-nous dans les hypothèses de (A3). Comme toute racine
affine contenant a n (B contient soit a soit Q, on déduit aussitôt de (A 2) et (A 3) que
l'on a

(1) Panp-PA.

Supposons de plus que (3 3 a*. Alors, on a 0. == [3 et

(2) Pocr^-PaPp.

En particulier, on a

^3) Fa n (a*)+ == FaP(a*)+ •

(5.2.3) D'après (A 2), on a HcP^ pour tout aeS. Dans ce qui suit, on désigne
par U^ un système de représentants de P^ modulo H, i.e. une partie de P^ telle que
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l'application (u,h)}->uh de U^xH dans P^ soit bijective. On suppose les U^ choisis
de telle sorte que U^DUp pour a, (3eS avec acp. Dans les applications que nous
avons en vue, les U^ seront des sous-groupes de P^. On pose aussi UA=={I} et
H,=%U v^ P0^ aevz'

(5.2.4) Soit Q utie partie non vide de A. On désigne par 2(0) l'ensemble des
racines affines contenant û et par S(Q) l'ensemble des éléments minimaux de S(t2),
ordonné par inclusion. Gomme Q.+0, tout élément de S(û) contient un élément et
un seul de S(û). L'application ah^a restreinte à S(Î2) est évidemment injective.
Soit ^(tî) son image; pour ^2(0), on notera û(Q) l'unique élément de S(û) satis-
faisant à va{Q.)=a. Si ae'S—^Q), on pose û(^)=A. On a

cl(Q)= f] a= fi oc= fi û(Q)= n û(Q).
a£S(Q) aeS(Q) aç^O) ae^S

(5-2.5) Soit Q une partie de A, contenant un quartier de direction D. On a alors
"S^c'S+ÇD). En effet, pour toute aeS, il existe xe A tel que a={A:+^| ̂ A.'a^^o}
(1.3.8). Si ^^-(D) et ^eD, on a va(^)<o. Soient alors yeQ. et (JieR+ tels que
^ua(^)<va(A;--J/). On a j+^eû+D Ccl(Q) et va(^+^-^)<o, d'où j^+^^a et
a^S(t2).

Il en résulte (i .3.15) qu'o/z ̂ ^ ordonner "2(0) suivant un ordre grignotant.

Proposition (5.2.6). — Soit Q, une partie de A contenant un quartier et soient
(ûi, . . . ,^) /^ éléments de "2(0) rû^^ ^ya^ un ordre grignotant. L'application produit
TT : (^i, . . ., u^ h)\->u^.. .ujz est une bijection de ^Jï^ U^.(^XH sur P^.

Nous allons démontrer cette proposition par récurrence sur n, l'assertion étant
évidente pour n=o et n==î. Supposons n>i et posons t2'= fi a.(Q), d'où

2 ̂ J ̂  Yl

cl(û)=ûi(û)nt2'. Comme a^ est extrémale dans { û i , . . . , û j , le demi-espace
{tevA\a^t)<o} ne contient pas l'intersection des demi-espaces {tevA\a•{t)<o} pour
2^j^n et on en conclut immédiatement qu'aucune racine affine équipollente à a^Q.)
ne contient D', ce qui entraîne que ^(û')^^, . . ., ûj. Comme (ûg, . . ., ûj est un
ordre grignotant, on a par l'hypothèse de récurrence

î^' == U^O) • • • ̂ (Q)H-

Montrons maintenant que Q^= U^P^, est égal à P^. Pour cela, il suffit de montrer
que Q est stable par multiplication à gauche par un système générateur de P^. Or, il est
évident que HQcQ et que U^QcQ, puisque HU^uU^cP^=U^H
et que HcP^. Si j>2, on a d'après (5.2.2) (i)

^(Q) 0 ay(0) = ̂ (Q) PQy = ̂ (O) PQy

où t^ désigne l'intersection des racines affines contenant ^(0)0^(0) et ne contenant
pas ûi(Q). Mais, ces racines affines contiennent Q. et ne contiennent pas fli(t2), donc elles
contiennent Q.\ On a donc ûpfi' et P^-cP^. D'où
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UaytQîQ^ LJay(Q)uai(fî) PO' c ̂ ai(O) nay(Q)Po' == Hii(Q)PoyPo'

cU^P^==Q.
Nous avons donc montré que n est surjective.

Montrons maintenant que TT est injective. Soient h, A'eH et ^., ^.GU^/Q) tels
que ^i. . .u^h==u[. . .^A'. Gomme ûi est extrémale dans {a^, . . . ,ûy j , il existe une
chambre vectorielle D telle que a^e^ÇD) et ^e-^S^D) pour 2</<7Z. Si A: est
un point de Q, on a alors ^(0)3^—D et Q'3^+D, d'où

^r^i^Pai^^^Po'cP^DnP^o-H

et ^1=^1. L'hypothèse de récurrence entraîne alors Uj=u^ pour tout j, d'où l'injec-
tivité de TT.

(5.2.7) On peut exprimer la proposition (5.2.6) sous une forme légèrement
différente. Soit iî une partie de A contenant un quartier de direction D. Rangeons les
éléments de ^S^D) en un ordre grignotant (ûi, ...,û,J. Alors, l'application produit
(z/i, . . ., u^, h) l-> MI. . .ujz est une bijection de II U^/^xH sur Pr. : cela résulte immé-

1 ̂  j ̂  m J - '
diatement de ce que l'ordre induit sur ^2(0) est grignotant (1.3.15) et des définitions
de û,(û) (5.2.4) et de U^ (5.2.3).

(5.2.8) Pour tout aeS, l'application produit (À, u)\->hu est une bijection
de HxU^1 sur P^. Par conséquent, on déduit de (5.2.6) l'assertion suivante,
qui généralise (5.2.6) : avec les notations de (5.2.6) (ou de (5.2.7)), l'appli-
cation produit (^i, . . ., ^, A, ^4.3,5 . . ., u^ [-> u^.. .^A^^i. . .u^ est une bijection de

lJ[l^JuaJWXHXk+lnj^nuaJ^ sur PQ5 quel que soit k avec o^k^n'

Proposition (5.2.9). — Soit û une partie non vide de A et soit D une chambre vectorielle. Ran-
geons les éléments de ^(û) n'Î D) (resp. ̂ (ti) nvS+(—D)) en un ordre grignotant (ûi, ..., ûj
(resp. (&i, . .., éj). L'application produit (^, ..., ̂ , A, z/i, .. ., vj [-> u^.. .u^.. .v^ de
^n^^U .̂̂ xHx^n^^U^ dans P^ est injective.

On a cl^+D)- ïï a,(û) et cl(Q-D)= fi &,(Q), d'oùv / l^j^n J v / v / l^k^m A v / 3

Uai(Q) • . • ̂ anWH c PQ + D et ^hW • • • ̂ W^) c p" - D •

Si, avec des notations évidentes,
u^ . .u^.. .v^=u[. . .u^v^.. .^,

alors g={u[. . .<)-1^. . .u^h=h'v[. . .^(^. . .yJ-leP^+DnPQ-D•

Mais, si A:et2, on a Po+DnPQ-DCPa;+DnPa;-D=::H3 d'où geïî. Il suffit alors d'appliquer
(5.2.6) et (5.2.8) à cl(Q+D) et à cl(Q-D) pour en tirer u^=u^ et v^=v'^ pour
i^j^n et I^A^TTZ.

Lemme (5.2.10). — Soit û une partie de A d'intérieur non vide. Pour toute chambre
vectorielle D, posons QJ)==PQ+D-PQ-D- -^ sous-ensemble QJ) ̂  indépendant du choix de D.
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II suffit de démontrer que si r est la réflexion par rapport à un mur d'une chambre
vectorielle D, on a QJ^Q^D)- 01'? on Pevit ranger les éléments de "S^D) en un ordre
grignotant (û^, . . ., a^) de telle sorte que r soit la réflexion par rapport à l'hyperplan
^1=0 (1.3.15). Alors, ( — a ^ y . . . , —a^) est un ordre grignotant sur "S"^—D), et
on a (5.2.8)

PO +D == HU^(O) . . . U^Q) == U^o)... U^(Q)H
d'où
( J ) Q.D = u^(^) • . . HH(Q)HU::^ . . . ui^o).
Comme ^(ti) n (—â^(t2)) contient l'intérieur non vide de û, on a ( (5 .2 .2) (2))

(2) ^aitQ)11^-^^) ̂  POI(Q) n -ai(îî) === P-oi(Q) Pai(Q) == '-'-aitQ)-"-1-1»^) •

Mais cl(Q-r(D))=(-ûi(Q))n 0 û,(Q) et cl(îi+^D))efli(t2)n 0 (-^.(Q)).
2 ̂  j ̂  w " 2 ̂  j ̂  w "

Donc (i) et (2) entraînent
Qj) C ÎQ + r(D) -^Q - r(D) === Q-r(D) •

Proposition (5 .2 .11) . — Soit i2 ^^ partie de A ^intérieur non vide, et soit D w^ chambre
vectorielle. On a PQ^P^+D^-D- tsï ron ^g6 les éléments de ^(û) n^?S+(D) (resp.
^(tî) nvS+(D)) en un ordre grignotant (û^, . . ., a^) (resp. {b^y . . ., é^)), l'application produit

(u^ ...,^,A,yi, ..., yj h^^...^i...^

est une bijection de ^^a^^^^j^^w surp^
Pour toute racine ae^n), il existe une chambre vectorielle D' contenue dans

le demi-espace a>o. On a alors U^'P^^C'P^^y. Comme PQ+DPQ-D=PQ+D /PQ-D'
(lemme (5.2.10)), on en déduit que PQ+DP^-D est stable par multiplication à gauche
parH et par lesLL^pour â^ev2(Q), donc par PQ , d'où la première assertion. La deuxième
résulte alors de (5.2.6) et (5.2.9).

Remarque (5.2.12). — Gomme en (5.2.8)3 on peut déplacer le facteur H du
produit considéré, à condition de multiplier par — i l'exposant des Uoç que l'on fait
passer d'un côté à l'autre de H.

Remarque (5.2.13). — Soit ae^S. On peut ranger les éléments de ^S en un ordre
(ûi, ...,^) tel que a=a-^ et que, avec les notations de (5.2.4), l'application produit de

II IL /^ x H X II U~/k, dans Pô soit injective (resp. bijective) pour toute partie D de A
l^J^ T^ k<j^m aj[u' " J • ~
(resp. pour tout partie Q. d'intérieur non vide de A), et tout k avec o^k^m. Il suffit en effet
de choisir la chambre vectorielle D et l'ordre grignotant sur "S^D) de telle sorte que a
en soit le premier élément, puis de choisir un ordre grignotant sur ^S^—D) et d'appli-
quer (5.2.9) (resp. (5.2.11)).

Un tel ordre sur "S sera dit admissible.

Corollaire (5.2.14). — Soit aeS et soit ̂  une partie close de A telles que Q==ant2'
soit d'intérieur non vide et que a et Q' soient transverses (5. i. 2). On a PQ == P^. PQ' .
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Rangeons les éléments de "2 en un ordre admissible (ûi, ...,aJ de telle sorte
que ^1=^00. On a alors d'après (5.2.13) :

( J) PQ=U^U^...U^H.
Mais les racines affines ^.(û) pour a^ZÇO.) et j>2 ne contiennent pas ûi(tî), donc
contiennent Q'. D'autre part, ou bien ûi(û):)û', ou bien ûi(t2)Da, d'où ûi(t2)=a.
Dans les deux cas, ( i) entraîne bien Po==Pa.Prr.

Corollaire (5.2.15). — Soient aeS et C une chambre contenue dans a et ayant une cloison
contenue dans c?a. On a Pc = P^. Pc ^ ^ /^.

Il suffit d'appliquer (5.2.14) à îl' == G u ^(C).

Proposition (5.2.16). — 6W^ Q. et D' ûf̂  j&ûr^ closes de A, d'intérieur non vide et
telles que Î2ntî'4=0. On a alors

PO n PO' == PCI(Q u Q') •
Si de plus PoCPo., ( m a QDÛ'.

Il est clair que P^QUQ^CPQ^PQ'. D'autre part, soit ^eîinti' et soit
^eP^nP^cP^. Rangeons les éléments de "S en un ordre admissible (ûi, . . . ,ûJ.
D'après (5.2.13), on a

^==^...^A=z;i...yj;

avec A,A;eH, u^U^ et ^eU^.(^) pour i^w, d'où u^v^U^^. En appli-
quant (5.2.9) à P^^, on en conclut que Uj==Vy pour toutj, d'où

^ == ̂ .eU ,̂̂  n U .̂(̂ ) == U .̂(Q) u ̂ ,) c U^ u Q,)

et finalement ^eP^uo', ce qui démontre la première assertion de la proposition.
Si de plus P^cP^, ce qui précède montre que U^.^cU^.^, d'où (d'après (A 2))

û,(t2)D^(Q') pour ï^j^m, et QDQ'.

Corollaire (5.2.17). — ^o^ ûeS ^ jo^ G ^^ chambre contenue dans a ̂  ayant une
cloison contenue dans ^a. On a P^nPç==P,^ .

Il suffit d'appliquer (5.2.16) avec Q=a1' et Q'==G.

Z^TTzm^ (5.2.18). — 6'o^^ G et G' Û^A: chambres. Si P(?P^, OTZ ^ G=G'.
Supposons PcDPc' avec C+C'. On peut trouver xeG et j/eC' tels que y— x

appartienne à une chambre vectorielle D et que le segment [xy\ ne rencontre aucune
facette de codimension ^2. Soit G^ la chambre mitoyenne de G rencontrant \xy\. On a

PCI == PCI + D • PCI - D C Pa; + D • Py- D C PC • PC' == PC •

Comme GinG=)=0, la proposition (5.2.16) entraîne alors GcC^, ce qui est absurde.
On a donc bien C=G'.

Théorème (5.2.19). — Posons B == Pc. On a B n N = H et le quadmplet (G, B, N, S)
est un système de Tits saturé de type affine^ Uhomomorphisme v définissant par passage au quotient
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un isomorphisme du système de Coxeter (W, S) sur (W, S). De plus, (G, B, N, S) ^ un double
système de Tits (5.1.1) et les notations P^ sont cohérentes avec celles du § 4 : ̂  ̂  identifie A
ûzw JOTZ zmû^ canonique dans l'immeuble ^ de (G, B, N, S), fe sous-groupe P^ < ,̂ j^r ^<?
partie 0. de A, fc fixateur de 0, dans G.

La démonstration de ce théorème va occuper les n08 (5.2.20) à (5.2.26).

(5.2.20) Pour toute racine affine aeS, il existe weW tel que w.Cca, d'où
paCP„.c=^B7^-l pour Tîev-^). La condition (A 6) entraîne donc que G est engendré
par BuN.

D'autre part, soit TzeBnN. On a alors nKn-1^ d'où P^ç=Pç et v(7z).C=C
d'après le lemme (5.2.18). On a donc v(^)=i et nefl. Ceci montre que B n N = H
et que BnN est distingué dans N, le groupe quotient étant W. Par suite, les
axiomes (T i) et (T 2) des systèmes de Tits sont satisfaits.

(5.2.21) Montrons que îî==^nKn~1 (ce qui entraînera que le système de Tits
est saturé (1.2.12)) . En effet, soit ge^nBn-1. Pour toute partie close bornée Q. de A,
contenant C, on peut trouver une suite_de chambres (C,)o^^ avec GQ=C, telle que,
si l'on pose ^=^U^C,, on ait ^nC^+0 pour tout j et ^=0 Comme gePç
pour toute chambre C, on voit par récurrence surj que geP^. pour tout j : il suffit
d'utiliser (5.2.16). Donc gel?^. Rangeons alors les éléments de "2 en un ordre
admissible (a^ . .., ûj et écrivons g=u^ . .u^h, avec ÀeH et ^eU^. Puisque ,?eP^,
on a u,eU^ pour toute partie close bornée Q de A contenant C, d'où u.eîi
d'après (A 2) et finalement geïî, ce qu'il fallait démontrer.

(5.2.22) Démontrons maintenant l'axiome (T3). Soit reS et soit a la racine
affine contenant C telle que r==r^ D'après (5.2.15), on a B==P^P^(C). Soit weN;
on a donc

rB/zB == rPcu.(c)Pa^B = P^^r^nB.

Si V^-^^DC, on a ^P^cB, d'où

( I) rBTzBcPcu^o^^'^a^BcBmB.

Si v^-^a^C, on a v^-^^DC et (r^-^mcB. D'autre part, on a, d'après (A 4)
rP.r c {P^ P, u P.rPJ c (B u BrPJ

d'où

(2) rB/îB = Pcurîo^a^B c (BTTZB u BrP^mB) = BmB u B^m)-1?^ = Br^B u B/zB

et les formules (i) et (2) démontrent (TS).

(5-2.23) Enfin, le lemme (5.2.18) entraîne rBr-^B pour tout reS, c'est-à-dire
l'axiome (T4). Nous avons donc bien démontré que (G, B, N, S) est un système de Tits
de type affine et saturé d'après (5.2.21).
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Nous pouvons donc construire l'immeuble ^ associé, l'application canonique
j : A-^ et considérer le fixateur dans G de l'image j{Q.) d'une partie t2 de A, fixateur
que nous allons désigner provisoirement par P^. On sait que Pç=Pç pour toute
chambre G (2.1.5). Si aeS et ^ePa, on a gePç pour toute chambre G Ça, d'où
^ePa. Gomme P^ est par définition engendré par H et les P^ pour aD û, cela entraîne
PQCÎQ pour tout tic A.

(5.2.24) Par suite, d'après (5.2.11), on a

PC^PC^PC+D-PC-D^C+D-PC-D^C

pour toute chambre C et toute chambre vectorielle D, ce qui montre que la condition (iv)
du théorème (5.1.3) est satisfaite. Autrement dit, (G, B, N, S) est bien un double système
de Tus,

(5.2.25) Pour achever la démonstration du théorème (5.2.19)3 il ne nous reste
plus qu'à démontrer que PQ == PQ pour toute partie Q de A.

Supposons tout d'abord t2 close et d'intérieur non vide. On peut supposer de plus
que QDC. Rangeons les éléments de ^2 en un ordre admissible (â^, . . . ,â^). Si
^ePoCPc==Pc, on peut écrire g=u^...u^h, avec u^eU^.^ et AeH. Soit je{i , . . . , m}.
Il existe une chambre Gcti avec ^(C)=^(Q). Soit r=(C,Gi, . . . ,G^==G) une
galerie tendue entre C et G. On a Fctî et ^eP^=P^. pour tout î=i , ..., q. On
peut donc écrire g==u[...u^h1' avec u^e\J^ (G.) pour ï^k^m et h^eîï. Mais C^nC^_^4=0
et on voit en se plaçant dans P .̂ ̂  c^i et en utilisant (5.2.13) que u]^1 = u\ pour i^k^m
et o^î<<7. Il en résalte que u]ç est indépendant de i et que ^eU^, (^ pour i^k^m.
En particulier, on a ^£U^.((;)=U^.(Q). Appliquant ceci pour j== i , . . . ,w, on en
conclut ,?eP^, d'où PQ=PQ.

Soit maintenant Q une partie close non vide quelconque de A (on a Pg = G == PJ
et reprenons les notations L, F et A de (5.1.27) et (5.1.28); d'après (5.1.28), on a
Pî^PANoPAPo avec NQ==PQUN. Comme A et 0. ont un intérieur non vide, on a
PA^PA^FO et Po=PoCPo et il suffit de démontrer que N^cP^. Or N^/H^Wp
est engendré par les réflexions r^ associées aux racines affines a telles que Fc^a, ou
encore Q c a n a*. Notre assertion résulte donc du lemme suivant :

Lemme (5.2.26). — Soit oce2. Le sous-ensemble ^~l{r^) de N est contenu dans le sous-
groupe engendré par P^ u P^*.

Si cette assertion était inexacte, on aurait P^n P^P^=0 et par suite P^ C P^. P(^
d'après (A4) (ou d'après la condition (viii) du théorème (5.1.3)). Utilisant (5.2.2) (3),
ceci impliquerait que P^ laisse fixe toute chambre contenue dans a 0(0*)^., ce qui
contredit (5.1.11).

La démonstration du théorème (5.2.19) est achevée.
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(5.3.27) Nous allons maintenant démontrer une « réciproque » du théo-
rème (5.2.19). Pour cela, reprenons les hypothèses et notations de 5.1, à ceci près
que nous désignons provisoirement par PQ le fixateur de Q dans G et que nous réservons
la notation P^ au sous-groupe engendré par les P^==P^ pour oceS et a DÛ.

Proposition. — Avec les hypothèses et notations précisées ci-dessus^ les conditions (A i ) à (A 6)
de (5 .2 .1 ) sont satisfaites dès que (G, B, N, S) est un double système de Tits saturé.

La vérification de (Ai ) est immédiate, (A 2) résulte de (5. i. 10) et de (2.2.5) (i),
(A 4) résulte de la condition (viii) de (5.1.3) et (A 5) se vérifie immédiatement : si
^eP^^nP^p, alors g laisse fixes tous les points du quartier x-\-T) et du quartier
opposé x—D, donc de leur enveloppe convexe, qui n'est autre que A, et ^eP^==H.

Pour établir (A 3) et (A 6), nous allons tout d'abord démontrer que si 0, est une
partie close de A contenant un quartier, on a PQ = PQ . Pour cela, nous allons raisonner
comme en (5.2.6). Soient (û^, ...,^) les éléments de ^2(^2) rangés en un ordre
grignotant. Raisonnons par récurrence sur m, les cas m == o et m == i étant triviaux.
Posons t2'== H ^(ti); on a vu en (5.2.6) que VZ{0.f)={a^, . . ., û^}. Par l'hypothèse

2 ̂  j ̂  m

de récurrence, on a donc PQ'=PQ'. De plus, û^(t2) et t2' sont transverses et
d'après (5.1.3) (iii), on a

PQ === PO^O) • PO' === Pai(O) • PÎT c PO

d'où P^=Po.
Plaçons-nous alors dans les hypothèses de (A3). Les parties closes a et 0, sont

alors transverses et on a, d'après (5.1.3) (iii), PanpCPan& : ==PanQ= p a•PQ= p a• î > Q•
Mais Î2 contient un quartier, donc PQ==PQ, d'où Pan^Pa-P^Paf^? ce q111

démontre (A 3).
Enfin, (5.1.3) (iv) montre que

^ = = P C+D• P C-D = = P C+D• P C-D C P C

pour toute chambre vectorielle D. Par suite le sous-groupe engendré par les P^ contient B.
On démontre exactement comme en (5.2.26) qu'il contient les sous-ensembles ^"^(r)
pour reS, donc N. Geci établit (A 6) et achève la démonstration de la proposition.

(5.2.28) II résulte alors du théorème (5.2.19) que PQ==PQ pour toute partie 0,
de A. Autrement dit, en revenant complètement aux notations de 5.1, le fixateur PQ
d^une partie quelconque 0, de A est, lorsque (G, B, N, S) est un double système de Tifs, engendré
par les sous-groupes P^ pour aeS et a DÛ et les résultats que nous avons établis plus haut sur
la structure des sous-groupes PQ , et en particulier ceux de (5.2.6), (5.2.9), (5.2.11), (5.2.13)
et (5.2.16), sont valables (U^ étant une partie de P^ satisfaisant aux conditions de (5.2.3)).

(5.2.29) Geci entraîne que le sous-groupe 33̂  (réunion des sous-groupes P^ pour (î
décrivant F'ensemble des quartiers de direction D (4.1.5)) est engendré par la réunion des sous-
groupes î^pour ''aG^S'^D). Plus précisément, si l'on range les éléments de "S^D) en
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un ordre grignotant {a^ .. ., ûj, l'application produit (^, . .., u^ A)h>^. . .u^h est une
bijection de n Ua.xH .̂ r S% (rappelons que l'on a désigné par Ua la réunion des LL

1 ̂  j ̂  m J

pour v(x.==a). On voit de même que Vapplication (u-^y .. ., u^y t)\->u^.. .u^t est une bijection

de ^«A^"^ JMr<BD-l^J^w J

(5 •2.30) Nous allons maintenant étudier le cas où chaque P^ se décompose en
produit semi-direct de H par un sous-groupe distingué U^, ces décompositions étant
convenablement cohérentes. De manière plus précise, jusqu'à la fin de 5.2, on suppose
donnés un groupe G, un sous-groupe N de G, un homomorphisme surjectif v de N sur W
de noyau noté H, et pour chaque oceS, un sous-groupe U^ de G, ces données satisfaisant
aux conditions (B i) à (B 6) ci-dessous, où, pour toute partie tic A, on désigne par UQ
le sous-groupe de G engendré par les U^ pour aeS et a D Û (la condition (B 2) montrant
que cette notation n'est pas ambiguë pour Q=aeS).

(B i) Pour tout oceS et tout yzeN, on a nU^n~l=V^^ ^.
(B 2) Soit aeS. Pour tout (îeS avec P^a, on a UpCU^ et l'intersection des Up

pour (3e S et pDa est réduite à l'élément neutre.
(B'3) Soient a, (BeS, de bords non parallèles, et soit Q, l'intersection des yeS, avec

y3 a n (î et y ̂  a- Alors U^ normalise UQ .
(B"3) Soient a, peS telles que (3 3 a*. Le sous-ensemble U^HUp est un sous-groupe

de G.
(B 4) Soit aeS; le sous-ensemble UaHU(a*^uUaV~l(rJUa est un sous-groupe de G.
(B 5) Pour tout xeA et toute chambre vectorielle D, on a (H.U^+I)) n'U^_^=={î).
(B 6) Le groupe G est engendré par la réunion de H et des U^ pour aeS.

Remarquons que, compte tenu de (B i), on peut se contenter de vérifier (B 5)
pour une chambre vectorielle donnée à l'avance. D'autre part, (B i) entraîne que H
normalise chaque U^, donc chaque sous-groupe U^. On pose PQ==H.UQ : c'est le
sous-groupe de G engendré par H et les P^ pour aeS et aD£2. D'après (B 5), PQ est
produit semi-direct de H par U^ dès que î2 contient un quartier.

Proposition (5.2.31). — N, v et la famille des P^pour aeS satisfont aux conditions (Ai)
à (A 6) ^ (5 .2 .1) .

C'est immédiat. Notons de plus que les sous-groupes U^ pour aeS satisfont aux
conditions de (5.2.3) et que ÎI^ est alors un sous-groupe pour tout ûe^S.

(5.2.32) On peut donc appliquer les résultats précédents. En particulier, le
quadruplet (G, B, N, S) (avec B=Pç et S == image réciproque de S dans N/H) est un
double système de Tits saturé. Par ailleurs, on peut préciser (5.2.6) et (5.2.11) :

Proposition. — Soit 0, une partie non vide de A.
(i) Supposons que Q. contienne un quartier et rangeons les éléments de ^2(0) en un ordre

grignotant (ûi, ..., a^). L'application (^, ..., ̂ Jl->^.. .u^ est une bijection de II U^/Q)
l^j^w J'

sur le sous-groupe UQ.
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(ii) Supposons que û soit d'intérieur non vide et soit D une chambre vectorielle. L'application
(u, h,v)\->uhv est une bijection de UQ^ .DXHXUQ_D sur P^.

La démonstration de (i) se fait exactement comme celle de (5.2.6), en utilisant (B'3)
au lieu de (A 3) $ (ii) résulte de (i) et (5.2.11).

(5.2.33) On peut de même préciser la proposition (5.1.28) : en reprenant les
notations de (5.1.28)3 on a PQ=U^NQU^U^.

(5.2.34) Soit D une chambre vectorielle. Si Ci et Cg sont deux quartiers de A
de direction D, on a Ue^uU^cU^^ et la réunion des sous-groupes U^ pour (£
décrivant l'ensemble des quartiers de direction D est un sous-groupe que nous noterons Uj).
Si l'on range les éléments de ^S^D) en un ordre grignotant (ûi, . . . ,û^) , il résulte
de (5.2.32) que l'application (u-^y . . ., u^)\->u^.. .u^ est une bijection de II Ua. sur U^.

l^j^w J

D'autre part, on voit (cf. (5.2.29)) que le groupe 93^ est produit semi-direct de H par le sous-
groupe distingué UD et que le groupe SBp est produit semi-direct de v'^V) par le sous-groupe
distingué Uj). Enfin, on a G=®j).N.93j)==Uj).N.ÎIj) et on peut même montrer que
l'application évidente est une bijection de N sur U^\G/UJ).

(5.2.35) Soient aeS et Q, une partie close de A. On suppose que a et £î sont
transverses et que Î2'==ocni2 contient une chambre de A. Alors U^ normalise UQ et on a
UQ.==U^.UQ. En effet, soit (3eS avec (3Dt2. Pour y6^ y30^!^ ï^a? on a
yDan t î et y^a, donc yDÛ. Si ueV^y la condition (B'3) entraîne donc ^U^^eUo,
d'où notre assertion.

Remarque (5.2.36). — La condition (B'3) est équivalente à
(B'3 bis) Pour a, (3e S, de bords non parallèles; le groupe des commutateurs (U^, Up)

est contenu dans le sous-groupe engendré par les U^, pour ye2, y30^?? ï^oc et y ^ P *
En effet, il est immédiat que (B'3 bis) entraîne (B'3) et la réciproque résulte

de (5.2.6) 0.

(1) Dans [12] et [i6], nous avons appelé « donnée radicielle affine de type Z » un triplet (N, v, (Ua)açs)
satisfaisant à (B i), (B 2), (B' 3 bis), (B" 3), (B 4), (B 6) et une condition notée (DR 6) analogue à (B 5) mais
distincte. En fait, cette condition (DR 6), bien qu'en général réalisée dans les applications que nous avons en vue,
ne semble pas être conséquence des conditions de (5.2.30) et d'autre part, est peut-être insuffisante pour établir
l'axiome (T 4) des systèmes de Tits, contrairement à ce que nous avions affirmé dans [12] et [16].
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6. DONNÉES RADICIELLES VALUÉES

Dans ce paragraphe, la lettre V désigne un espace vectoriel réel, V* son dual,
0 un système de racines dans V*, de groupe de Weyl ^W (opérant dans V et dans V*).
On suppose donné dans V, donc dans V*, un produit scalaire invariant par "W.
Pour aeO, on désigne par r^ la réflexion associée à la racine a et on note a^ la
« coracine » associée à a, c'est-à-dire l'élément de V tel que r^{v)==v—a{v)(T pour
tout yeV. Rappelons que les cT pour ûe0 forment le système de racines dual de O.
On donne une chambre Do de 0 dans V et on désigne par II la base correspondante
de 0 (« système de racines simples »), par O"1' (resp. <I>~) l'ensemble des racines positives
(resp. négatives) pour D() (cf. (i .3.10) et (1.3.12)). On note O^ (resp. O1"11) l'ensemble
des racines non-divisibles (resp. non-multipliables), c'est-à-dire l'ensemble des ûe0 tels
que a/2^0 (resp. 2^0) et on pose O^^^O^nO4' et O'^^O^nO".

Dans un groupe X, le normalisateur d'une partie YcX est noté *^x(Y) ou sim-
plement ̂ (Y) s'il n'y a pas de confusion possible.

6.1. Données radicielles.

(6.1 .1) On appelle donnée radicielle de type 0 dans un groupe G un système
(T, (U^, MJ^eo) possédant les propriétés suivantes :

(DR i) T est un sous-groupe de G et, pour tout aeO, U^ est un sous-groupe de G non réduit
à Vêlement neutre.

(DR 2) Pour a, éeO, le groupe des commutateurs (U^, U )̂ est contenu dans le groupe
engendré par les TJpa+qb P0^ P) 9 entiers strictement positifs et pa-{-qbe^>.

(DR 3) Si a et w appartiennent à O, on a U^CTJ^.
(DR 4) Pour ae<S), M ,̂ est une classe à droite suivant T et on a U_^—{i}cU^M^Ua.
(DR 5) Pour a, èeO et neM.^, on a

nU.n-^U^

(DR 6) Si U^ (resp. U") désigne le groupe engendré par les U^ pour ae^ (resp. 0~),
on a TU-^nU-^i}.

Cette donnée radicielle est dite génératrice si T et les Va engendrent G.

(6.1.2) Notons quelques conséquences immédiates de ces axiomes. Pour û6<I>,
nous posons U^==U^—{i}.
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(1) Pour ae<D, on a U,=t=U^ ^ U,M^U^n^r(UJ==0. En particulier,
U^n^(UJ=={i}.

La première relation découle des axiomes (DR i) et (DR 6). La seconde s'ensuit
aussitôt, car s'il existait ^eU^TîU^n^UJ avec weM^ on aurait ^U^-^U^ d'où,
compte tenu de (DR 5), Va==mVa^~l=V_^.

(2) .FW ûe0 ^ ^Ul,,, î7 m^ un élément de M^ TZO^ m{u), et un seul tel que
ueU^.m{u) .U^. Plus précisément, il existe un et un seul triplet {u\ m, ^")eU^xGxU^ tel que
u^u'mu", mVam~l==U_^ et mV_^m~l==U^, et on a meM^ et ^'=f=i.

Vu (DR 4) et (DR 5), il suffit de montrer que si deux triplets (^', m, u") et
(u[,m^u^) possèdent les propriétés énoncées, ils sont égaux et on a M ' = ) = I . Posons
^-V=^eU^ et mu^ulf-lm•~l=.u^eV_^ On a u^f-l=m^m~lç=^(U^n^(U_^,
d'où u^e^(U_^ et ^e^UJ. Vu (i), ceci implique que ^==^=i, d'où la première
assertion. La seconde résulte de ce que si u' était égal à i, on aurait m=mu'/~lm~l.ueU_^,
d'où U^mUL^'^'LL^, en contradiction avec (i).

Pour aeO, nous poserons 'M^=m('U^=={m{u) \ueV^}.

(3) Pour ûeO, T normalise U^ ^ M ,̂.
En effet, soit teT et soient u, u ' , m, u" comme dans (2). On a weM^, donc aussi

tmeM^ (vu (DR 4)), et il résulte alors de (DR 5) que t={tm)m~1 normalise U^. Pour
une raison analogue, t normalise U_^. Appliquant (2) à la relation ^^'.^w.V,
on voit que ^eM^. Puisque M^ est une classe à droite de T, ceci signifie que t
normalise M.^.

(4) On a M^M^^M.^ et, si û/2e0, M^=M^.
En effet, soient u, u\ m, u" comme dans (2). Si û/2e<I>, il résulte de (2) et (DR 5)

que weM^ ; par conséquent, M^ == T. m = M^g. Dans tous les cas, on a
z/-1:^"-1^-1^-1 et u'-^Çmu^m-^.m.u-1.

En vertu de (2), ces relations impliquent que m~leMa et meM._^ et, compte tenu
de (3) et (DR4), on a M^ l=m- lTcM^T=M^ et M_^==T.m==M^.

De (3) et (4), il résulte aussitôt que
(5) TuM^ est un sous-groupe de G admettant T comme sous-groupe distingué d'indice 2.

(6) Pour ûeO, on a U:.M,.U,=U*_,.T.U,.
En effet, il résulte de (DR4), (2) et (5) que

U:M,U,cU!.,M,U_,M,U,cU!_,TU,cU:M,U,TU,=U:M,U,.
(7) Si L^ désigne le groupe engendré par U^, U__^ et T, on a

L,=TU,uU,M,U,=M,U,uU_,TU,+U_,TU,.
La deuxième égalité résulte de (6). La première est une conséquence du fait que

les deuxième et troisième membres sont manifestement contenus dans L^ et invariants
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par multiplication à droite par T (vu (3)), que le deuxième est invariant par multi-
plication à droite par U^ et que le troisième est invariant par multiplication à droite
par U_^. Enfin, on ne peut avoir L^=U_^TU^, sinon il existerait ue\J^ u'e\S_^
et tëT tels que m^u'tueM.^ d'où on déduirait que U_^=m^,m~ l==M'U^'~ l et
U_ a == H,, en contradiction avec ( i ).

(8) On a ^(UJnL,=TU, et ^(UJn^(U_J nL,=T.
La première de ces relations résulte de (7) et (i). La seconde s'ensuit, vu (DR 6).
De (8), (DR 4) et (DR 5), il résulte aussitôt que

(9) M.^eLJ^U^-^U,, et ^U_^-1=UJ.

En particulier, on voit que M^ est entièrement déterminé par la donnée de T, U^ et U_^,
ce qui nous permettra de parler, par abus de langage, de la donnée radicielle (T, (UJ^ç^).

(10) Soit N le groupe engendré par T et la réunion des M^ pour aeO. Si 0+0,
c'est aussi le groupe engendré par les M^. Il résulte de (DR 5) qu'î7 existe un épimorphisme
% : N—^W et un seul tel que, pour tout aeO et tout yzeN, l'on ait TîU^"1^^, avec
b=\(n){a). Déplus, ^(MJ^rJ pour tout aç<S>.

(11) Comme N normalise T d'après (8), on déduit de la transitivité de ^W sur
l'ensemble des chambres de 0 que la condition (DR 6) reste satisfaite si l'on remplace la chambre
de 0 utilisée pour définir O4' et Q>~ par une autre chambre.

(12) Soit T° l'intersection de T et du groupe engendré par la réunion des M^
pour ae<S> (cf. (2)). C'est évidemment un sous-groupe distingué de T et même de N.
Alors, (T°, (U^, T°M^ç^) est une donnée radicielle génératrice du groupe G' engendré par la
réunion des U^pour aeO. Plus généralement, si X désigne un sous-groupe de T normalisé
par M^, le couple (XT°, (U^, XT°M^çJ est une donnée radicielle génératrice du
groupe engendré par X et G'. Ces assertions sont évidentes.

Exemples (6.1.3). — Soit K un corps.
a) Soit 0={û, —a} et soit G=SL2(K). Soient T le sous-groupe des matrices

diagonales, U^ (resp. U_J le sous-groupe des matrices triangulaires supérieures (resp.

inférieures) « unipotentes », m = = ( j et M^=M_^==Tm. On obtient ainsi une

donnée radicielle génératrice dans G. La vérification des axiomes est immédiate;
pour (DR 4) on utilise la relation

/ \ i 1 A l ï °\ ( ° A ( T °\ , -r^x
(I) (o J^-^ i)(-.- o)(-.- i) (MeK)}

d'où il résulte aussi qu'on a, avec les notations de (6.1.2) (s),

m\ F " == ° M
L i [-u-1 o
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b) Supposons désormais K commutatif, soit ^ un groupe algébrique simple
connexe, défini et déployé sur K, et soit ê' un tore maximal de ^, défini et déployé
sur K. Soit 0 le système des racines de ^ par rapport à ̂ . On sait que, pour tout ûeO,
il existe un sous-groupe algébrique ̂  de ^ et un seul tel qu'il existe un isomorphisme ̂
du groupe additif s/dd sur ^ satisfaisant à la relation t.x^(u) .t~l===Xa{aÇt) .u) pour
ue^/dd et te^. Choisir un tel isomorphisme revient à choisir un élément X^ engendrant
l'algèbre de Lie de ̂ . On sait ([17], [19]) que l'on peut choisir les x^ (ou les XJ pour
aeO de telle sorte que

(2) pour tout ûeO, il existe un épimorphisme î^ défini sur K de SLg sur le

sous-groupe algébrique engendré par ̂  et ôh_^ et un seul tel que x^(u) == ̂  | ( | | et
/ / i o\\ \\° I^

x_^u) == ̂  pour tout ue^/dd;

(3) pour a, ée<t>, avec é4=—û, on a, pour u.ve^dd,

^ ̂ -^A^A^00.^.^
où les coefficients C^^g sont des entiers (les racines pa-\-qb étant rangées dans un ordre
donné).

Ce choix, que nous supposons fait, correspond au choix d'une « base de Chevalley »
dans l'algèbre de Lie de ^ au sens de [8], ou encore à celui d'un « épinglage » de ^
au sens de [19].

Soit alors G == ^(K)= ensemble des points de ^ rationnels sur K, et soient de

même T==r(K), U,=^(K) et M,==T.çj^ ~î\\ (^O). Alors, (T, (U,, MJ)

est une donnée radicielle génératrice de type 0 dans G. Les conditions (DR i) et (DR 3) sont
évidemment satisfaites, (DR 2) résulte de (3) et (DR 4) résulte de l'exemple a). Enfin,
(DR 5) et (DR 6) sont bien connues (loc. cit.). Notons que le groupe N est alors égal
à.yr(r)(K), où^r(^") désigne le normalisateur de r dans ^.

c ) Plus généralement, soient ^S un groupe algébrique semi-simple connexe défini
sur K, y un tore de ^, défini et déployé sur K maximal, V un tore maximal défini
sur K de ^, contenant <S ,̂ 0 (resp. O') le système des racines de ^ par rapport à y
(resp. Y ' ) . Pour ae0, on désigne par ^ le sous-groupe algébrique de ^ engendré
par les sous-groupes ̂  pour a'eO' telle que la restriction de a! à V soit égale à a ou
à 2fl (où ̂  désigne le sous-groupe défini comme en h) ci-dessus en y remplaçant K
par une clôture algébrique de K, ou par une extension de K qui déploie V). Soit S^V)
(resp. ̂ (e^)) le centralisateur (resp. normalisateur) de Y dans ^. Posons G==^(K),
T===^(<^)(K) et H,==^(K) (pour ae0). Les résultats de [3] montrent alors que
(T, (UJ) est une donnée radicielle génératrice de type 0 dans G, pour laquelle le
groupe N est égal à^T(^)(K).

(6.1.4) Dans toute la suite du § 6, on désigne par (T, (U^, M,,)) une donnée radicielle
génératrice de type 0 dans un groupe G et les symboles L^, U4', U~, N, % ont la signification
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définie en (6.1.1) ou (6.1.2). Pour simplifier les écritures, on pose U^=={i} lorsque
ûeO et 2û^<I>.

(6.1.5) Soit O^UO^ la décomposition de 0 en composantes irréductibles.
Pour î'el, soit G^ le sous-groupe de G engendré par les V^ pour ae0^. Il est immédiat
que (T n G °̂, (U^, M^n G^ç^.) est une donnée radicielle génératrice de type O, dans G^.
Le sous-groupe T normalise chaque G^ et, vu (DR 2), tout élément de G^ pour j^=i
centralise G^. Gomme (T, (UJ) est génératrice, on voit que chaque G^ est un sous-
groupe distingué de G et que G^nG^0 est, pour i^j, contenu dans le centre du sous-
groupe distingué G° de G engendré par les U^ (ou par les G^), centre qui est d'ailleurs
contenu dans T comme nous le verrons plus loin. Remarquons que G==T.G°.

Proposition (6.1.6). — Le groupe U4' est niipotent. De plus, soient Y une partie de ^Jr

et ^¥Téà=={aexF\a|<2(f:^}. Pour tout ûeY, soit Y^ un sous-groupe de U^ et soit X^=Y^ ou
Y^.Y^ selon que 2af Y ou eY. Soit X le groupe engendré par les Y^. Supposons que ceux-ci
possèdent la propriété suivante :

(i) pour a, èeY, (Y^, Y^) est contenu dans le groupe engendré par les Y^a+nb P0^
m, yzeN* et ma-i-nbe^.

Alors Inapplication produit
n x,->x

ae^ a

est bijective quel que soit Perdre dans lequel sont rangés les facteurs du produit.
C'est une conséquence immédiate de (6.1.2) (n) et du lemme suivant.

Lemme (6.1.7). — Soit X un groupe. Soient Y, Y^ définis comme en (6.1.6). Pour
tout ûeY, soit Y^ un sous-groupe de X et soit X^==Y^ ou Y^.Y^ selon que 2a^^¥ ou eY.
Supposons que les Y^ engendrent X et possèdent la propriété (i) de (6.1.6) ainsi que la suivante :

(ii) si yeV, l9 intersection du groupe engendré par les Y^ (aeY, a{v)^o) et du groupe
engendré par les Y^ (ûeY, a{v)'>6) est réduite à Vêlement neutre.

Alors, le groupe X est niipotent et Inapplication produit

(i) "^o^a e T^"

est bijective quel que soit Perdre dans lequel sont rangés les facteurs du produit.
La démonstration se fera par récurrence sur le nombre d'éléments de Y. Soit OQ

un élément maximal de Y pour la relation d'ordre total associée à D() (1.3.16).
Alors, si éeY et m, neN*, on a w^o+^é^Y, de sorte que Y^ est central dans X,
en vertu de (i). Posons X'=X/Y^, et notons Y^ (û(=Y'=Y—{ûo}) l'image canonique
de Y^ dans X'. Il est clair que les hypothèses de l'énoncé sont satisfaites si on remplace X,
Y, (YJ par X', Y', (Y^), ce qui nous permet d'appliquer à ceux-ci l'hypothèse de récur-
rence. Puisque X' est niipotent, X l'est aussi. Puisque l'application produit
(i') n x,->x'

a e y"^
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est surjective, il en est de même de

Y^x n x,-^x,
"0 açyréd

donc aussi de l'application (i), en vertu du fait que Y^ est central dans X. Reste à
prouver Pinjectivité de (i). Soient ^,j^(=X^ (aeY^) tels que
(2) n .== n ^

Q ç yred g ç yred

les facteurs des deux membres étant rangés dans « le même ordre ». Appliquant l'hypo-
thèse de récurrence à l'image canonique de la relation (2) dans X', on voit que

^A^j^Xao

pour tout û. Lorsque a et a^ ne sont pas proportionnelles, ceci implique que

(3) ^==J^

ainsi qu'il résulte de (ii) appliqué à un point veV tel que û(y)^o<â ro(y). Puisque la
relation (3) est satisfaite pour tous les éléments de Y^ sauf peut-être l'un d'entre eux,
elle l'est aussi pour ce dernier, vu (2), et la démonstration est achevée.

Proposition (6.1.8). — Supposons 0 de rang 2. Soient a^y . . ., a^ les éléments de O^
rangés dans un « ordre circulaire », c^ est-à-dire de telle façon que l^on ait

$^édn(^^_,+Q.+^4-l)=={ûi-l.û^^i+l}

pour ï<i<2k. Les racines û=ûi et b==ajç forment alors une base de 0 et les éléments positifs
correspondants de O^ sont les a^pour ï^i^k. Définissons alors a^ pour tout iei par la condition
^_^==^ pour tout ieZ.. Soient de plus ueV^ et M'eU^, avec u, ^'4= i ; posons m=m{u),
m'^m^u')"1 et n=mm'. Il existe une suite {u^ç^ et une seule telle que ^eU^, que u^==u~1

et u^ == u' et que les deux conditions suivantes soient réalisées :

(1) (^^-^•••^-i

(2) U^e\J_a•''^•a•'u^i P0^ tout le^

Posons w,==w(^)~1, de sorte que m^==m et m^m'.
Alors les relations suivantes sont satisfaites pour tout ici :

(3) ^+1=^^

(4) (^ ^4-z-i) =^+r • -^+1-2;

(5) ^i^^^i-i7^
(6) u^=mutm~~l;

(7) m,^m^n\

(8) m^^n^'n"1 et m^^^rî'mn"^^
(9) mm'mm',.. ̂ m'mm'm...,

chacun des deux membres comportant k facteurs.
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La première assertion est immédiate. Remarquons d'emblée que la relation (2)
et la définition de m^ se résument par la relation :

(2 bis) ^U^m^u^

Celle-ci équivaut à :

(2 ter) ^^V^m^^u^m^^

Par suite, (2) implique (3).
Nous allons maintenant démontrer par récurrence sur l'entier j^o l'assertion

suivante :
(P^.) // existe une suite (^)i^^fc+j et une seule possédant les propriétés suivantes :

(i) u^eV^pour i^i^k+j\ u^==u~1 et u^-==u'\
(ii) ^4=1 pour i^î^j+i et pour k^i^k+j;
(iii) la relation (4) est vraie pour i^i^j+i (et (i) est vraie);
(iv) les relations (2) et (5) sont vraies pour ï^i^j.

L'assertion (Pô) résulte de (DR 2) et (6.1.6). Soit j> i et supposons (P-_i)
démontrée. Puisque ^-=t=i , il existe ^_^., z^.eU;- . tels que :

(Io) ^•=^+J^~l^+lj avec ^.=m(^.)~leM^.

Posons :
(n) ^+i=^+,-iWj-1.

On a ^+i£U:^ et :

(^-1, ^+J•-l)=^+J•mJ•^+lj^+J-l^4-Jm^l^+^•^^^

puisque U . et U ._ commutent. On en déduit :

(I2) (^-1. ̂ +i-l)=^+l•(^ïi. ̂ +;).^-r

Par l'hypothèse de récurrence, la relation (4) est vraie pour i=j. De (12), on
déduit donc :

^S) (^ïL^+j)=(^ïî^+l)^•4-2•••^+i-2^+j-l-

Vu (DR 2) et (6.1.6), ceci entraîne u^^==u^^ i, d'où la condition (ii) de (P,),
et, vu (n), que la relation (5) est vraie pour i=j\ De plus, (13) se réduit alors à la
relation (4) pour î==j'+i. Enfin, la relation (2) pour i==j résulte de (10). La suite
(^)i^i0+j vérifie donc les conditions (i) à (iv) de (P,). Son unicité résulte de l'hypothèse
de récurrence et du fait que ̂ j est l'unique élément de U^ . satisfaisant à (2) pour i==j.

Finalement, nous avons montré qu'il existe une suite (^)^i et une seule telle
que u^eU^ et que les relations (i), (2), (4) et (5) soient satisfaites pour z>i.

De manière analogue, ou en appliquant le résultat précédent après avoir remplacé
a, è, u, u\ a^ u^ par b, a, u'~~1, u~1, ̂ i-iî ^^i-t respectivement, on montre qu'il existe
une suite (^^ et une seule telle que u^eV^. et que les relations (i), (2), (4) et (5)
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soient satisfaites pour z^o. Vu (i), (DR 2) et (6. i .6), ces deux suites se raccordent en
une suite (^),çz satisfaisant à (4) et (5) pour tout i (donc en particulier à (6)) et carac-
térisée par les propriétés (i) et (2). Nous avons déjà vu que (3) est alors satisfaite pour
tout i.

De (5)3 on déduit que
^leU.^.^m^.im^.U.^.

Comme w,M^ ^w^cM^, on voit, compte tenu de (3), que

m^^m,m^,_^^m,m^m^

d'où m^iW,==m^__i. Comme m^==m et mQ=m^=m', on en tire (7).
De plus, on a m^^m^_^m^=nm^_^n~1, d'où (8). Enfin, (9) résulte de (8)

appliquée à l'entier i tel que 2i==k ou que 2z+ i ==À.

Remarques (6.1.9). — a) II est facile de voir que la démonstration de (6.1.8)
reste valable si l'on prend une définition plus faible des données radicielles, par exemple
celle de [36], qui inclut le cas des groupes de Ree de type ̂ ^

b) Soit aeO; pour xeU^—{i}, notons f{x) l'unique élément de U^, tel que
A:M^/(A:)nU_^4=0. Dans de nombreux cas, l'application/ est l'identité, par exemple
pour la donnée radicielle canonique de SLg(K) ((6.1.3) ( i )) , et plus généralement
pour la donnée radicielle du groupe des points rationnels d'un groupe algébrique semi-
simple connexe décrite en (6.1.3) c ) , lorsque a est une racine non multipliable ([3], § 7).

Dans tous les cas, de la relation ^^/^fc+i)"1^"1^»? on tlre

/(^+^)-l==^/^•mi•w^-l^+im^ d50ù tW =:=w^~l^+^m^•

De (5) et (7), on déduit alors

^+2==^•(^^~ l^+^77^^)•%~ l==7^•/(^)•7^-" l

d'où
u^rû-^mf-^u^m-^n1-1 et ^i^^/V"1)7^-

Si en particulier y est l'identité pour chacune des a^ on a

^^^^M''"1^'"1 et u^==nl~lmu/m~lnl~\

c ) La relation (9) n'est pas la seule identité entre m et m' dont l'image dans "W
donne la relation bien connue (^(wm'))^!. Par exemple, si 0 est de type €2 et si a^
est une racine longue, alors a^ et ^3 sont fortement orthogonales et m^ et m^ commutent.
On en déduit que

mm'mm^^^m'mm'^m.

De même, si 0 est de type G^ et si a^ est longue, alors a^ et a^ sont fortement orthogo-
nales et on en déduit que

mmfmm'm~lmf~~l==m/mm/m~lmf~lm.
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Corollaire (6 .1 .10) . — Soit Y un sous-système de racines de O et soit A une base de Y.
Pour aeA, soit N^ z/^ partie non vide de M^ et soit N^ /^ groupe engendré par les N^ j&o^r aeA.
Soit X ^TZ sous-groupe de T normalisé par N^ ̂  contenant les îî^pour aeA. ^4/or.y, Inapplication X
<7 ,̂ û T^eN^X, yiz^ correspondre la restriction de \{n) au sous-espace engendré par Y, ̂  un épimor-
phisme de N^X sur le groupe de Weyl ^W^ de Y, <fe TÎO^ÛM X.

Il est immédiat que ^(^DX et que ^(NiX)^^ (puisque %(NJ=={rJ pour
^eA). Pour tout ûeA, l'image de N^ dans le groupe quotient N^X/X est réduite à un
élément m^ d'ordre 2 et les m^ engendrent N^X/X. Soient û, éeA, avec û+é; en
appliquant (6.1.8) (9) à la donnée radicielle (T, (UJ), où c décrit le système de racines
formé des pa-\-qb, avec p, qeZ et pa-\-qbe<S>y on voit que, compte tenu des relations
m^=w^==i , l'on a (mjn^==î, avec Â;==ordre de r^. Par suite, les m^ pour aeA,
satisfont aux relations de définition du groupe de Weyl "W^ et l'application canonique
de N^X/X sur ^W^ est un isomorphisme.

Corollaire (6. i. n ). — (i) Si 0=f=0, alors N est engendré par la réunion des M,^pour aell.
(ii) On a ^-l(I)==T=NnTU+.
Soit N' le groupe engendré par les M^ pour aeîl. On a ^(N^^W. Pour toute

racine èeO, il existe ^e^W tel que w(6) soit proportionnelle à une racine simple aell
([5], chap. VI, § i, prop. 15); si ne^^Çw) nN', on a alors d'après (6.1.2) (9) et (10)

M^^M^cN'
d'où (i).

La relation ^(i)^ résulte de (6. i . 10). Enfin, si TzeNnTU4', alors w=%(%)
conserve O4' (d'après (DR i), (DR 6) et (6.1.2) (10)), donc est l'élément neutre et on
a neT.

Proposition (6 .1 .12) . — Posons R={MJ ûeII}cN/T. Alors (G, TU4", N, R) ̂ ^
système de Tits saturé de groupe de Weyl N/T isomorphe à "W.

Vu (6.1.11), il suffit de prouver les relations suivantes, pour ^eN, aeTÏ. et meM^ :
(1) mTU+m- Î̂

(2) TU^^i, m}.TU+77^==TU+7^.{I, m}^^

et
(3) ^^TU^-^T.

La première résulte immédiatement de (DR i), (DR 6) et du fait que V_^cm^\J+m~l.
La seconde étant invariante lorsqu'on remplace n par nm, nous devons seulement l'établir
dans le cas où ^'^^(^(â^eO4'. Soit alors U' le groupe engendré par les U^ pour 6e3)4'
et é^Ra. Vu (6.1.6), on a V^U^U' et, avec les notations de (6.1.2) (y)

TU+7^.{I,m}.TU+=TU+7^.{I,m}.U<.TU'cTU+^TU'.

Or, d'après (6.1.2) (7),
nL^ c wT^ u nV^mV^ = 7^TU+ u U^ wwU^T c TU4-. {72, Tzw}. TU4-

d'où (2). Enfin, (3) est conséquence de (DR 6).
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Corollaire (6.1.13). — Conservons les notations de (6. i .12). On a
(1) ^(U^TU-^,

et

(2) T=^n^(UJ=^(U+)n^(U-).

Le normalisateur de U4' contenant TU4', il est de la forme TU^N'TU4' avec
N' cN (1.2.9); mais si un élément n de N normalise U4", son image par % conserve O4',
en vertu de (DR i) et (DR 6), et est donc l'élément neutre, de sorte que ne^-^i)^.
Ainsi, N'cT, et ^(U4-) ==TU4-. La relation (2) résulte à présent des inclusions suivantes
(pour la première, cf. (6.1.2) (3)) :

T cJ^r(UJ CJ^U-^) n ̂ r(U-) = T^ n TU- == T.

Remarque (6.1.14). — Le corollaire précédent montre qu'une donnée radicielle
génératrice est entièrement déterminée par le système des U^,.

(6.1.15) Notons encore quelques conséquences de (6.1.12) :
a) L'injection de N dans G définit une bijection de N (resp. "W) sur r ensemble des doubles

classes U^O/U^- (resp. TU^G/TU4-).
Vu (1.2.7) , il suffit de prouver que, si yzeN et teT sont tels que ^eU^U4-,

alors ^==1. Or, on a d'après (6.1.6), nU+n•~lcU+ .U- et notre assertion résulte
de (DR 6).

b) Soit we'W; le sous-groupe nV^n-^U- est indépendant de ne^-^w) : il
résulte de (6.1.6) et (DR 6) que c'est le sous-groupe engendré par les U^ pour
ûeO-nz^d)4-). Notons-le UJ". On vérifie alors aisément que, pour tout ne^Çw},
l'application Çu, t, u'^utnu' (resp. {u, u'^unu'} est une bijection de U^TxU^ (resp.
U+xU^) surU+TnU+ (resp. U+TzU^.

c ) II existe neN tel que nU+n~~l==U~ et nU~•n~l==U+ : il suffit de choisir n
tel que \{n) soit l'élément de "W transformant la chambre D en —D. Par suite, l'injection
de N dans G définit aussi une bijection de N (resp. ^W) sur UAG/U" (resp. TU^G/TU-).

d ) Soient X une partie de n, ^Wx le sous-groupe de ^W engendré par les ^ pour
aeX, et Gx^^'^WxU4'. Alors, Gx est un sous-groupe parabolique de G et l'appli-
cation Xh>Gx est une bijection de (̂11) sur l'ensemble des sous-groupes de G conte-
nant TU+ : ce n'est qu'une reformulation de (1.2.9).

6.2. Valuations d'une donnée radicielle.

On conserve les notations de (6.1.4).

Définition (6.2.1). — On appelle valuation de la donnée radicielle (T, (U^, MJ^J
une famille 9==(çJoeo^ où ̂  est une application de \! ̂  dans Ru{oo}, possédant les propriétés
suivantes :
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(V o) pour tout ûeO, Fimage de y^ contient au moins trois éléments^
(V i) pour ûe0 et Â:eRu{oo}, P ensemble ^^(^([Â:, oo]) ^ un sous-groupe

de H, ^ on a U^=={i};
(V 2) jîw^r tout aef> et tout meM^, la fonction

u^(f>^^u)—^{mum~1)

est constante sur U*.^===U_^—{i};
(V 3) soient a, be^S> et Â;,^eR; si b^—R+û, le groupe des commutateurs (U\ ̂  U )̂

est contenu dans le groupe engendré par les Upa^q^pjc+qf pour p, qeN* et pa-{-qbe<S>;
(V 4) si a et 2a appartiennent à 0, alors ̂  est la restriction de 29^ à U ,̂;
(V5) soient ûeO, ueU^ et zz', ^"(=U_^ si z/WeM^, on a y-a(^')==—9a(^)-

(6.2.2) Soit 9=(9j une valuation de (T, (UJ). Par convention, nous poserons
U^^={i} lorsque ae<D et 2û^0 (Â:eRu{oo}). Pour aeO et ueUa, on a
(1) 9,(^==sup{Â;eRu{oo}|^£U^^}.

Vu (V i), on a
(2) ^"^PaM-

II en résulte que, lorsque (V i) est satisfaite, l'axiome (V 5) est équivalent à
(V 5 bis) Soient aeO, ueU^ et u\uffeU_^ si u'uu^eM.^, on a q)__^")==—<pa(^)«

Pour aeO et Â;eR, on pose
M.^=M.^V^\k)U^

Vu (6.1.2) (2), M^ est non vide si et seulement si keçp^U^) et on a
(3) ' y^WcU.^M^U^.., (^(D,Â;ER).

Lorsque 2^6$, on a Mg^g^cM^ ^.
II résulte de (V i) et (V 3) que les U^ forment une base du filtre des voisinages de

l'élément neutre pour une structure de groupe topologique dans U^.
Pour fleO, on pose

ro=9a(u:),
r;={cp^) |^eU:, q^-sup <pa(^UJ}.

Vu (V5) et (6.1.2) (2), on a r_^=-I\. Si 2fl^0, on a 1^=1^. Vu (V i)
et (V4), r^=r^u (i/2)r2^. Notons que 1̂  peut être vide : pour qu'il en soit ainsi, il
suffit que U^ soit dense dans U^ (pour un exemple de cette situation, cf. (6.2.3) d } ) ;
cette condition est aussi nécessaire lorsque F^ est discret dans R.

Exemples (6.2.3). — Soit K un corps muni d'une valuation réelle non impropre o.

a) Soit G=SLg(K) et reprenons la donnée radicielle dans G définie en (6.1.3) a),
Pour uefi. posons ii' '\\ s i ' °̂  ^4(o .jj^-U" •J)'"""-
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On vérifie immédiatement que les conditions (V o), (V i), (V 3) et (V 4) sont satisfaites.
o- /° x} A T ( l °\ 1 ( I x u y 1 }

\ o! aî on a \ } \ d'où (V 2). Enfin, (V 5) résulte
aussitôt de la formule (i) de (6.1.3) a ) . Par suite, nous avons bien défini une valua-
tion de la donnée radicielle (T, (UJ). Remarquons que

") ^-((-^ )̂ a{•)=t\•
b) Reprenons les notations de (6.1.3) b ) . Pour aeO et u==x^t)eU^ (^eK), posons

y^(^)=(o(^. La famille <p==((pJ est une valuation de la donnée radicielle (T, (UJ).
Ici encore, les conditions (V o), (V i) et (V 4) sont évidentes. La condition (V 3) résulte
de l'assertion (3) de (6.1.3) b). De plus, la famille (<^c<, <p_,oÇ_J n'est autre que la
valuation de la donnée radicielle de SL2(K) décrite à l'exemple a ) . On en déduit

aussitôt (V 5) et aussi (V 2) lorsque m=^=U (° | ). Comme M^==T^, il suffit,

pour achever la démonstration, de montrer que la fonction u^^Çtur1)--^^)) est
constante sur V^ pour tout teT, ce qui est évident puisque tx^s)^l==x^a{t)s) pour
tout seK et teT.

c ) L'un des buts de ce travail est de montrer que si K est un corps local et ^ un
groupe algébrique semi-simple connexe défini sur K, la donnée radicielle (T, (UJ)
décrite en (6.1.3) c ) peut être valuée : c'est ce que nous verrons dans un chapitre
ultérieur (voir aussi le § 10).

d ) Supposons le corps value K commutatif, non parfait de caractéristique 2, et
soit L^K un sous-espace vectoriel de K sur K2. Posons G=SL2(K), (S>=={±a, ±20},
soient U^ et <p^ définis comme en (6.1.3) a) et (6.2.3) a ) , posons

"-IC :)B6L]. "-K: :) "^]
et ?±2a==2<p^^|U^2a- Alors (T, (U^çJ est une donnée radicielle de type O (donc
de type BCy dans G et 9=(çJ en est une valuation. De plus, V^ est dense dans U^
(et fa^^) d^ q^ L GSt dense dans K. Il en est ainsi, par exemple, lorsque K==k{{t))
est un corps de séries formelles sur un corps k de degré infini sur A:2, si l'on choisit pour L
le groupe des séries Sa^ telles que le sous-espace vectoriel de k sur A:2 engendré par les a,
soit de dimension finie.

e ) Reprenons les notations de (5.2.30) et supposons que la donnée radicielle
(T, (UJaee») ^ 1^ système (N, v, (UJ^çs) sont compatibles en ce sens que les conditions
suivantes sont réalisées :

(i) on a V^A, V*==W et "W^W, ce qui équivaut à dire qu'il existe une
application surjective a\-^d de 0 sur "S telle que aeR^.a pour tout ûe0;

(ii) le sous-groupe N coïncide avec celui noté également N en (6.1.2);
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(iii) pour tout aeO, le sous-groupe U^ est la réunion des U^ pour aeS et t?a=fl,
c'est-à-dire est le sous-groupe noté Via en 5.2.

En comparant (6.1.2) (10) et la condition (B i) de (5.2.30), on voit aussitôt
que Phomomorphisme \ îN-^W^W défini en (6.1.2) coïncide avec celui noté
également % dans 5.2.

Identifions maintenant A et V en choisissant une origine o dans A; pour ûeV*
et Â;eR, désignons par a^ j, le demi-espace fermé {xeA\a{x)-\-k^o}. Pour ûeO^ et
ueU^y posons

9aM = sup{Â:£R [ z/eU^J.

Pour ûeO—O^, et ueU^y on pose ^a(u)=(2•^aW9

Nous allons montrer que la famille y ==(<pa)aeo amsl définie est une « quasi-valuation »
de la donnée radicielle (T, (UJ) en ce sens qu'elle satisfait aux conditions (Vo), (V i),
(V 2)3 (V 4), (V 5) et à la condition (V 3 bis), plus faible que (V 3)3 obtenue en rem-
plaçant dans (V 3) l'hypothèse «bff—R_^.û» par l'hypothèse «è^Ra». On remarquera
d'ailleurs qu'une partie des résultats que nous établirons sur les valuations d'une donnée
radicielle restent valables pour les « quasi-valuations ».

La vérification de (V o), (V i) et (V 4) est immédiate. Pour démontrer (V 2),
il suffit, vu (V 4) et (6.1.2) (4) de considérer le cas où aeO1^. Soit alors meM.^; puisque
\(m) == r^ ^(m) est la réflexion orthogonale par rapport à un hyperplan a{x} +^==o et on
a, vu (B i), mV^J,m~~l==U_^J,_^ pour tout Â:eR, d'où ^_^u)=^(mum~l)—2f pour
tout ueU_^.

Démontrons (V 3 bis). Soient a, èeO, non proportionnelles, et k, ^eTL. Les racines
affines yeS qui contiennent le dièdre a^noc^ sont les racines affines de la forme
^a+gfr.fc avec pa-{-qbe<S>, p, ?eQ,4. et h^pk-{-qL Si de plus y n^ contient ni a^ ^ ni a^, { ,
on a p, q>o. Ordonnons alors l'ensemble S des racines jeO^ qui sont combinaisons
linéaires à coefficients rationnels strictement positifs de a et b de telle sorte que leurs images
dans ^2 soient rangées en un ordre grignotant. Pour s=pa-{-qbeS, posons h{s) == pk + qi'.
D'après (5.2.32), l'application produit est une bijection de II Ug ̂  sur le sous-
groupe UQ, avec û== f l ois,h(s}' D'autre part, la proposition (6.1.6) entraîne que
l'application produit n est aussi une bijection de II Ug sur le groupe engendré par les Ug.
Posons alors Xg=Ug si s=pa-\-qb avec ^, yeN*, Xg=U2g si s-=pa+qb avec
2p, 2?eNilt mais p ou q n'appartenant pas à N*, et enfin Xg=={i} dans tous les autres
cas (J£S). La restriction de n à II X, est, toujours d'après (6. i .6), une bijection sur
le sous-groupe X engendré par les Xg. Il en résulte que

xnu"=^+„e^^îeN-u^+^^+^•

Or, si xeU^j^ et j/eU^, le commutateur (x,y) appartient à UQ d'après (B'3 bis) et à X
d'après (DR 2). Ceci démontre (V 3 bis).

Démontrons enfin (V 5). Ici encore, il suffit de considérer le cas ae^6^. Soient
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ueU^, î / ' ,M"eU_^ tels que ufuuf'eM.^. Soit k==^(u) et a==a^ (on a ^=(=1 et A+oo).
On a alors ^eU^ et ^U^na.,- Il résulte alors de (5.2.30) (84) que u==u[ru^
avec rev'^rJcM^ et ^, ^ 'eU^==U_^_^. Vu (6.1.2) (2), on a u'=^u[, d'où
<p-a(^')^—^* Si l'on avait y_^')>—A:, on aurait ^'eU^ et

a_^ na<t==^/~Yr(a^ na*)=M~Y((a't)+na)^^)^ na

ce qui est absurde. On a donc bien <p_^(M')==—9^)5 ce Q111 achève la démonstration.
Nous verrons plus loin une réciproque partielle (6.5).

(6.2.4) Dans toute la suite du § 6, on désigne par <p==(cpJ une valuation de la donnée
radicielle (T, (UJ). Lorsqu'une ambiguïté sera à craindre sur 9, on notera ̂ U^, ̂ M^, etc.
les ensembles notés simplement U^, M^, etc. ci-dessus. On utilisera sans autre avertis-
sement une notation analogue pour les autres symboles liés à <p qui seront définis ci-dessous.

(6.2.5) Soit X : O—^R*^ une fonction constante sur les composantes irréduc-
tibles de 0 et soit véV. Il est facile de voir que la famille ^==(^a) définie par
^(^^^(^PaM+û^) pour UEO et ueV^, est une valuation de (T, (U^)), que nous
noterons Àcp + v. Les valuations <p et ^ == Âç + v seront dites équivalentes^ et équipollentes
si X==i . Inapplication (9, y)l->(p4~^/ ^ ̂ ^ ^î d^ opération du groupe additif de V ûta^ l^ ensemble
des valuations et une classe d'équipollence de valuations est une orbite de V pour cette
opération.

D'autre part, soit %eN et w==\{n). Pour ae<S> et «eU^ on a d'après (6. i .2) (io),
n~luneV^-^^, Posons cette fois

^aM=9w-(a)(^~1^)-

Ici encore, il est immédiat, puisque Fautomorphisme intérieur défini par n est un auto-
morphisme de la donnée radicielle (T, (UJ), que la famille ^==(4a) ainsi définie est
une valuation de (T, (UJ), que nous noterons ^.<p. On obtient ainsi une loi d''opération
du groupe N dans l'ensemble des valuations de (T, (UJ) et on vérifie aussitôt que l'on a,
pour %eN, yeV et X : O-^R^ comme ci-dessus
(i) 7z.(Àcp+y}=X(7z.9)+^)(y).

(6.2.6) Soit A l'ensemble des valuations équipollentes à (p : c'est un espace affine
sous V, que nous munirons de la distance euclidienne correspondant au produit scalaire
donné sur V. Pour ûeV* et AeR, on note comme plus haut a^ ^ (ou ^a^ ^ si une
confusion est à craindre) le demi-espace fermé de A formé des xeA tels que û(^—cp) +A^ o.
Le bord d'un demi-espace fermé a est noté ^a. Pour a=a^, avec aeO^, on pose
V^V^ et U,.,=^UU,,.

On appelle racines affines de A les demi-espaces o^ ^ pour ae^S> et Ael^, et murs
de A, les bords des racines affines. L'ensemble des racines affines est noté S. Enfin, on
désigne par ë l'ensemble des couples (a^eSxO tels que a==a^ avec keT^. Il
est clair que S, ê et l'application ah->Ua restent inchangés si l'on remplace 9 par une
valuation équipollente.
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Proposition (6.2.7). — Pour z=i , ...,^, ^^ ^eO, ^el^. ^ m,6=M^.. POJ^J
n==m^...mp et ^=^.. On a alors

7Z.Ç == (p—y

^ y = = s ^r-^-iKO^v.i^t^p
En raisonnant par récurrence sur p, on se ramène aussitôt, vu (6.2.5) (i), au cas

p==ï, et on peut supposer a == â^eO^. Écrivons alors m^m^u'uu", avec ue\J ,
z/', ^"eU_,. On a

9aM = - 9-aM - - ?-a(^") = h = ̂

Posons r==ri==^ et soit tout d'abord èeO, 6 non proportionnelle à a. Soit /'eR et
soit Y l'ensemble des éléments de 0 de la forme pa+qb, avec peZ et yeN'*'. Pour
c==pa+qb posons h{c)==pk+q^ D'après (V 3) et (6. i .6), le produit II , IT,̂ ,) est
un groupe U' indépendant de l'ordre choisi sur Y^, et on a ce^

U,nU'=U^, U^nU'=U^^=U^,_^.

D'autre part, il résulte de (V 3) que U' est normalisé par u, v! et u", donc par m. Par suite
m-^ ,m = (m-^m) n U' = U^ n U' = U^, ,_^

d'où

(1) (^- 9)ôW - ̂ rw^xm) == 9,M - ̂ (û-) {xeU,).

Prenons maintenant b==—a. Comme u" ==u~lm(m~lu/~lm), on a
y^m-^'m) == ̂ {m-^u'-^m) == - 9_^(z/") = A = 9-. '̂) + 2Â;.

Vu (V 2) et la relation â r(ûv)=2, on en conclut que

(2) (^.?)-aW==ya(^~l^)=9-aW-^(-û)(^) (^U_J.

Utilisant de manière analogue la relation ur=(mu"~lm~l)mu~l^ on voit que

(3) (^aW-PaW-^') (^UJ.

Compte tenu de (V4), les relations (i), (2) et (3) montrent que ^.9=9—^",
ce qu'il fallait démontrer.

Corollaire (6.2.8). — Soient 9 et ^ deux valuations de la donnée radicielle (T, (UJ).
Si 9o==^a pour tout aeîl, alors (p=^.

On a < PM^fc= t pM^fc pour tout aeîl et tout A;eR. Soit éeO^. Il existe we^W
tel que ^^w'^^ell. D'autre part, il existe une suite û^, . . ., Op d'éléments de II telle
que w=r^. . .r^. Choisissons, pour z = = i , . . . , j & , un élément ^eF^. et un élément
m^M^^^M^^. et posons m=^i. . .^p. La proposition précédente montre alors
que

?6^) — ?c(^^~1) = +&(^) —^(^^-1) (^^U^),

ce qui prouve notre assertion.
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Corollaire (6.2.9). — Soient a, éeO telles que b^Jia et b—û^O, et soient
Y^Q n (Zû+Zè) fo sons-système de racines qu'ils engendrent^ a==a-^,a^y . . ., â^==é, ^s+i? • • • ? ̂ s
fej éléments de T^ rangés en «ordre circulaire» {cf. (6.1.8)), ueU^, u'eV^ et
(u^ u')=u^. .. i/s-i avec u^eV^. Alors, si i,p,qe'N sont tels que 2^i^s—i et a^=pa-{-qb^
on a

^(^^J^aM+^M.

Nous pouvons évidemment supposer que ^=(=1=)=^' . En vertu de (6.1.8)3 on a
alors u^==în(u) .u'.m(u)~1 et, appliquant la proposition (6.2.7) pour n=m(u)y on
trouve que

(1) 9a^2)=y6(<)-^)-9a(^-

Gomme a^==r^{b)===b—b(a^).a, ceci établit notre assertion pour i==2.
Supposons à présent que z>2 et raisonnons par récurrence sur i. Soit ^'eU*^

défini par ueV^M^u". Vu F axiome (V 5 bis) des valuations (6.2.2) , on a

(2) P-^")--^).

D'autre part, il résulte de (6. i .8) que (u^~1, u") =2/3 . . . Ug_^u'. Mais

ai==pa+qb==qa^—(p+q.b{a^)).(—a).

On a donc, vu l'hypothèse de récurrence et compte tenu des relations ( i ) et (2),

9a,(^=^•9a2(^2)-(^+?^(^))•9-a(^/'/):=^a(^/)+?96M,

c.q.f.d.

Proposition (6.2.10). — Soit A l'espace affine des valuations équipollentes à <p.

(i) A est stable sous Inaction de N. Pour ^zeN, l'application v(n) : ^—^n.^ de A dans
lui-même est un automorphisme de l'espace euclidien A, dont l'image canonique dans Aut V est
égale à \{n).

(ii) Pour tout ae<S> et tout AeF^, l'image par v d'un élément de M^ est la réflexion
orthogonale r^^ par rapport à l'hyperplan 8^^==[xeA\a{x—9)4-^=0}.

(m) Pour tout neN et tout aeS, on a v(%)(a)eS et nUa^^U^^.
Vu (6.2.5) (i), la proposition (6.2.7) montre que n.A==A pour tout n appar-

tenant au sous-groupe N' de N engendré par les M^ ^ pour ûe0 et Â:eR. Comme
N==N'T, il suffit donc pour établir (i) de montrer que t.A=A pour tout teT. Soient
alors 4'eA, ûeO et choisissons keT^ et neM.^jç. Gomme n et tn appartiennent à M^,
on déduit aussitôt de (V 2) qu'il existe une constante cÇt, a) telle que

(t^)^u)==^{u)+c(t, a) pour ueV^.

Mais il existe un élément yeV et un seul tel que a(v)==c(t^ a) pour tout aell et on a
(^.^=(^+y)^ pour tout aell, d'où t.^eA et ^.A=A d'après (6.2.8). Compte tenu
encore une fois de (6.2.5) (i), ceci démontre (i).
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Si meM^k, alors vv(m)=^ et la proposition (6.2.7) montre que

w. J9—-Â:a^ ( = 9 — - k a ^ y
d'où (ii). V 2 / 2

Enfin, soit a==oc^eS (aeO, AeFJ, et soient yzeN, w==\{n). La relation ^eyzU^"1

équivaut à ueU^ et (%.(p)^(^)^—Â;, ou encore à ueU^ et

?w(a)(^) ̂  — k + w{a) {n. 9 — 9)
c'est-à-dire à ^eUp avec

P == { ̂ eA [ w(û) (^ — 9) + A; — w{a) (n. 9 — <p) ̂  0}
={^eA[^(fl)(^—7?.9)+A;^o}
== {(peA | û(%-1. ̂  — 9) + k^ 0} == ̂ ) (a)

ce qui achève la démonstration.

(6.2.11) On pose H^v'^i) et W=v(N) et on désigne par W le sous-groupe
de W engendré par les réflexions r^ pour aeO et Ael^. Gomme N permute les M^ ^,
c'est un sous-groupe distingué de W.

Posons N'^v-^W), T'==TnN' et soit G' le sous-groupe de G engendré par N'
et les U^ pour ûeO. Comme M^nN'=f=0 pour aeO, on voit aisément que (T', (UJ)
est une donnée radicielle génératrice de type O dans G', pour laquelle le groupe N
de (6.1.2) (10) n'est autre que N'.

Remarques (6.2.12). — a) Soit $=LJO, la décomposition de $ en composantes
irréductibles. Il est clair que 9^==(9a)ae0i est une valuation de la donnée radicielle
(TnG,°, (UJ^ç^.) du groupe G^ défini en (6.1.5). D'autre part, à la décomposition
de 0 correspond une décomposition canonique de A en produit d'espaces affines Ab-
sous l'espace vectoriel dual du sous-espace engendré par $^ (cf. (1.3.9)). Il est clair
que l'action de N est compatible avec cette décomposition en produit de A et que W se
décompose en produit direct des groupes W, définis à partir de G^ et 9^ comme W l'a
été à partir de G et 9. Ceci permet souvent de se ramener au cas où 0 est irréductible.

b ) Soient ae<S> et ueV^ u+i. Il résulte de (V 5) et de (6.2.10) (ii) que la
valuation 9a(^) est U unique nombre réel k tel que ^(m{u)) soit la réflexion orthogonale par rapport
à Vhyperplan ë(x.a,k' O11 volt donc que 9 est complètement déterminée par la donnée de
l'homomorphisme v : N->AutA. Plus précisément, soient AQ un espace affine sous V,
YO un homomorphisme de N dans Aut Ao dont le composé avec l'homomorphisme
canonique de Aut Ao dans Aut V est égal à %, et 9^ un point de Ao. Pour a et u comme
ci-dessus, VQ^mÇu)) est une réflexion orthogonale par rapport à un hyperplan de Ao,
de la forme {^eAo| a(x — ^o) + k == o] (avec AeR), puisque \Q{m(u))==r^.

Posons alors ^^(u)=k et ^^{i)==co. Il est clair que, s'il existe une valuation 9
de (T, (UJ) et un isomorphisme j de ^A sur Ao tel que ^'(9) =90 et ^oW^J^Wj'1

pour tout TzeN, alors on a 9o==4a P0111' tout û^^.
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II est d'ailleurs immédiat que la famille ^==(^J satisfait toujours aux condi-
tions (Vs), (V4) et (V5); la condition (V o) est satisfaite dès que V()(T) engendre V.
Pour s'assurer que ^ est bien une valuation, il ne reste plus qu'à vérifier les conditions (V i)
et (V 3). Il est possible que (V i) suffise à entraîner que ^ est une « quasi-valuation »
de (T, (UJ), c'est-à-dire que, pour une famille ^ du type considéré ici, (V i) entraîne
la condition (V 3 bis) de (6.2.3) e).

Application. — Soit K un corps et soit G=SLg(K); reprenons les notations
de (6.1.3) a) et supposons que la donnée radicielle (T, (U^, U_J) soit munie d'une
valuation <p. Quitte à remplacer <p par une valuation équipollente, on peut supposer que

<p^( ( ( 1 =o. Pour xeK*, soit co(^)eR tel que v ( ( _J j =cù{x)a^. On définit
\\o \] ] \\o x j j

ainsi un homomorphisme œ : K*->R. Prolongeons œ à K tout entier en posant œ(o) =00.
Alors, œ est une valuation non impropre de K. En effet, vu (6.1.3) (i) et (6.2.10) (ii),

v | ) ) est la réflexion par rapport à 9; par suite, pour ^eK*,

/ / 0 «\\ I I , 0 \ \ / / 0 1\\

'((-.- ojj-Uo .-))"((-, oj)

est la réflexion par rapport à (p+^/^œ^)^. Utilisant une nouvelle fois (6. i .3) (i) et

(6.2.10) (ii), on voit que <p^( ( ) )=œ(M) pour tout %eK. La condition (V i)

montre alors que œ^+^^i111^^)? ^(v)) pour ^, yeK, donc que û> est une valuation
de K, et (V o) montre que (o n'est pas impropre.

Compte tenu de (6.2.3) a), on voit donc que les classes d ' ' équipollence de validations
de la donnée radicielle « canonique » de SLg(K) correspondent bijectivement aux valuations non
impropres de K. Ce résultat sera généralisé en 10.2.

c ) Supposons 0 irréductible et soit ^ une autre valuation de la donnée radi-
cielle (T, (UJ). S'il existe ae0> tel que (pa^^a? a^ors ^es valuations y et ^ sont équipollentes.
En effet, on se ramène aussitôt au cas où aeîl u 2 II et où, pour tout beîl, il existe un
élément u^eU^ tel que (p^(^)==^(^)==o. D'après b), il suffit de montrer que, dans
ces conditions et après identification de 9 +V et de ^ +V avec V de telle sorte que y
et ^ s'identifient à o, on a <ï^/== tpv. Soit Ng le groupe engendré par les m(u^). On a
N==No.T et il est clair que ^[N0=^1^ puisque ^(m(u^)) comme \{m(u^)) est la
réflexion r^ o. Il suffit donc de montrer que <pv(^)='pv(^) pour tout teT. Or, on a
a{^(t))==a{\(t)) puisque <po==^- si ^NQ et ^^(w)-1^), on a

c^{t))=a{\{m){^(t)))==a^{mtm--1))

et une formule semblable pour c(\(t)), d'où c^{t))==c{^(t)) pour tout teT et tout
^^(No)^). Mais, puisque $ est irréductible, les transformés de a par ^(N0)=^
engendrent l'espace vectoriel V*, ce qui achève de démontrer notre assertion.
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d ) Si a, ée0, il existe une application g : V^->U^ telle qu'on ait, pour toute valuation y
de la donnée radicielle (T, (UJ^ç^),

^{gW)==-b(a-).^{u)+ct6 (^eUJ

(la constante dépendant évidemment de 9).
Il suffit en effet de choisir arbitrairement un élément UQ eU^ et de poser

i si u==î
P(U) ==

m(u) .UQ.m(u)~1 si u^=i.

(6.2.13) Nous allons maintenant étudier les ensembles F^ et 1̂  définis en (6.2.2).
Si oeF^, on note 1̂  le sous-groupe de R engendré par F^.

Définition. — On dit que la valuation 9 est spéciale si, pour toute racine ae^^, on a oel^.

Proposition (6.2.14). — Pour que 9 soit spéciale, il faut et il suffit que o appartienne à F^
pour tout aeîl. On a alors 1^=1^ pour tout w^W et tout èeO.

En effet, (6.2.7) entraîne que, pour a, éeO, on a

( z ) r;^DF^(a-)r,.
En particulier, F^)D F^ dès que oel\. Gomme les ^ pour aell engendrent "W

et que toute racine est transformée d'une racine appartenant à II u 2 II par un élément
de ^W, ceci entraîne la proposition.

Corollaire (6.2.15). — II existe une valuation spéciale équipollente à 9, et même une valua-
tion ^ équipollente à 9 telle que oeF^==F^ pour toute racine a appartenant à l'ensemble ^nm des
racines non multipliables.

Il suffit de prendre ^=9 + v, avec —a(v)eT^ pour tout ûe(IIu 2 II) nO11"1.

Corollaire (6.2.16).— Soit èeO. Ona r_^=—T[. Si 0(=I\, ona 1^=1^=1^ 4-2l\.
Si de plus T[ est un sous-ensemble discret de R et si oeF^ alors 1̂  est un sous-groupe de R
isomorphe à Z.

Les deux premières assertions résultent de (6.2.14) et de (6.2.14) (i) où l'on
remplace a par b. Si de plus T[ est discret et contient o, alors 2^ est contenu dans Y[,
donc est un groupe discret, isomorphe à Z vu (V o). Les relations 2Î\ c T[ === 1̂  + 2^ cî\
entraînent alors r^=I\ ou 1^=2!^.

Exemple (6.2.17). — Soit F un sous-groupe de R tel que X==r/2F soit un espace
vectoriel de dimension >i sur le corps Z/2Z. Soit X un système générateur de X,
contenant o et différent de X tout entier et soit F l'image réciproque de X dans P.
Alors F n'est pas un groupe, mais contient o et est stable par addition d'un élément
de 2F, et F est le groupe engendré par F : il est d'ailleurs facile de voir que nous venons
de décrire tous les sous-ensembles de R possédant ces propriétés.
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D'autre part, soit k un corps de caractéristique 2 et soit Ko l'algèbre du groupe F
à coefficients dans k. Notons (X^çr la base canonique de Ko. On obtient une valuation o>
de Ko à valeurs dans F en posant

(i) ^(S^X^inf^Yl^+o}.

Le complété K de Ko pour cette valuation est un corps, parfois appelé « corps des séries
formelles sur k à exposants dans F ». Les éléments de K sont les séries Su XY telles que,
pour tout XeR, l'ensemble des y<^ tels que a^o est fini; la valuation œ se prolonge
à K et (i) reste valable.

Soit alors L le sous-ensemble de K formé des séries Sa XY telles que a =o pour Y<^ F.
On voit aussitôt que L est unsous-K^espace vectoriel de K, contenant K2, mais n'est
pas un sous-corps de K, bien que xeL, ^4=0, entraîne x~l=(x~2)xeL.

Soit enfin G le sous-ensemble de SL^(K) formé des matrices | } telles que les
\c d ]

produits ab, ac, bd et cd appartiennent à L. On vérifie aisément que G est un sous-groupe
de SLg(K). Reprenons alors les notations de (6.2.3) a) : il est immédiat que
(TnG, (U^nG)) est une donnée radicielle dans G et que +=(<pJU,nG) en est une
valuation pour laquelle on a F^ = F^ == F.

On voit donc que (6.2.16) est « le meilleur résultat possible » dans le cas général.

Proposition (6.2.18). — On suppose <p spéciale. Soient a et h deux racines non orthogonales.

(i) Si a et h sont de même longueur et a 4= ± b, on a F^ == F^ == F^ et F^ est un groupe.
(ii) Si [b\b)^2{a\a) et si oeF,, on a r,+2F,cr,=r, et F,+î\cF,.
(iii) Si {b\b)=^{a\a), on a F^S^cF^ Y[c F^== F, et F^ et T^ sont des groupes.

Sous l'hypothèse de (i), on a 2â^0, donc r^=F^ et a{b")=b{a")=±i. Quitte
à remplacer b par —b, on peut supposer que a{b")==—î. Alors, a+b est une racine
de même longueur que a et b et on a r^^==F^==r^ (6.2.14). D'autre part, (6.2.14) ( i )
entraîne que F^^F.+F^, d'où (i).

Sous l'hypothèse de (ii), on a 2^$, donc F^F^; de plus, quitte à remplacer b
par —b, on peut supposer que b(a")==2a{b")==—2 et (ii) résulte alors de (6.2.14) (i)
appliqué aux couples (û, b) et (é, a).

Sous l'hypothèse de (iii), le système de racines engendré par a et b est de type Gg
et il existe une racine c de même longueur que a (resp. b) et non orthogonale à a (resp. b).
Donc F^ == F^ et F^ = F^ sont des groupes d'après (i) et le reste de (iii) se démontre
comme (ii).

Proposition (6.2.19). — Si 9 est spéciale, le groupe W (resp. W) est produit semi-direct

du stabilisateur de <p par le sous-groupe WnV (resp. WnV) des translations de W (resp. W).

Déplus, WnV est le groupe engendré par les translations ka"\ avec aed)^ et AeF^.
Si 9 est spéciale, on a M^o+0 pour toute ûeO^, d'où ^ o^W. L'image dans "W
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du stabilisateur de 9 est donc "W tout entier, d'où la première assertion. La deuxième
résulte de (6.2.14) et de ce que ^W permute les coracines cT.

Proposition (6.2.20). — Supposons 9 spéciale. On a

WnV={SY^|^n,Y,ErJ

WnVc{2;Y^JaEn,Ya^rJ

où (wj désigne la base de V duale de la base II de V* [poids fondamentaux de (O^)^).

Pour toute racine éeO1'6^ on a b^ == S n^^ avec yz^eZ. De plus, il est biena e n '
connu que n^ ^ est pair (resp. multiple de 3) dès que [a \ a) == 2 {b \ b) (resp. {a \ a) = 3 (b \ b) ).
La première assertion résulte alors de (6.2.14), (6.2.18) et (6.2.19).

Soit maintenant yeWnV. Comme W est distingué dans W, on a ^o^^a.o6^0^
pour tout aell, d'où v—r^Çv)==a{v)a^ eV nW, ce qui démontre la deuxième relation.

Définition (6.2.21). — On dit que 9 est discrète si I\ est un sous-ensemble discret de R
pour tout ûeO.

Nous avons déjà vu (6.2.16) que si 9 est discrète et si oeF^, alors 1̂  est un groupe
isomorphe à Z.

Proposition (6.2.22). — L'ensemble 0'={ûeî> ] F^+0} est un système de racines
contenant O11"1. Supposons 9 discrète. Alors W est un groupe de Weyl affine^ S est le système de
racines affines correspondant et ê est un échelonnage de <!>' par S.

La première assertion est immédiate. Supposons 9 discrète. Quitte à la remplacer
par une valuation équipollente, on peut la supposer spéciale. Chaque 1̂  (pour aeO') est
alors un groupe de la forme e^L avec e^>o (6.2.16) et VnW est d'après (6.2.20) un
réseau dans V. Gomme W est engendré par des réflexions orthogonales, il en résulte
que W est un groupe de Weyl affine ([5], chap. VI, § 2, n° 5, prop. 8). De plus, les
réflexions r^ ^ pour aeO' et keF^ forment un système générateur de W, invariant par
automorphismes intérieurs. Par suite, ce sont toutes les réflexions de W ([5], chap. V,
§ 3, n° 2, cor. au th. i) et 2 est exactement le système de racines affines associé à W.
Que S soit un échelonnage de 0' par 2 au sens de (1.4.1) est alors évident.

(6.2.23) Supposons 0 irréductible et 9 discrète, telle que oel^ pour tout
^(^nm (5^. 15). On voit alors facilement qu'il existe un nombre réel e>Q et un seul
tel que l'une et une seulement des conditions suivantes soit réalisée (les notations sont
celles de i. 4) :

1) L'échelonnage <T est de type A^ (^>i), B^ (%>3), G^ (^2), D^ (^4), Eç,
Ë7, Eg, F^ ou Gg, on a (D'^.'S et I\=r^==Z<? pour tout aeO'.

2) ê est de type B-G^ (^^3), C-B^ (n'^2) ou î\ (resp. Gj), 0' est le système
de racines obtenu en multipliant les racines courtes de ^S par e^/2 (resp. e-\/^) et les
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racines longues de ^ par e; on a r^==r^==Ze si a est une racine courte de 0' et
r^==r^=2Z^ (resp. ^Le) si a est une racine longue de 0'.

3) ë est de type B-BG^ (^3), O'=0 est de type BC^ on a 0^=^.^, r^==Z^
pour ûeO^ et I\ == F;; == 2Z<? pour ûeO—O^.

4) <s? est de type G-BG^(^i) avec X==I, II, III ou IV, 0'==$ est de type BC^

d)1"11 .̂̂ , on a r^r^Ze pour aeO^nO11111; pour aeO^n^d), on a
2

si x=i r,=(i/2)z, r^=2Z,
si x=n r,=(i/2)z, r^=z^

si x==m r,=z,+^ r^=2Z,

si X=IV r^=Z^ ou Ze+^e r^==Ze.
2

Remarques (6.2.24). — i) Si ^ est de type C-BC^, on peut, en remplaçant 9

par une valuation équipollente, se ramener au cas où T'^=Ze pour ûe^^n-O.
2

2) On voit que la donnée de S détermine 0' et le système des 1̂  à une constante
multiplicative près (et à une « translation » près sur les 1̂ ) ; de même, la donnée de 0'
et des r^ détermine ê.

6.3. Lemines relatifs au rang un.

On conserve les hypothèses et notations de 6.2 (voir (6.2.4)). Nous allons démontrer
des résultats qui ne font intervenir qu'une racine ae<S> et ses multiples entiers (positifs
ou négatifs) et qui expriment donc en fait des propriétés des données radicielles valuées
de rang un. Ces résultats seront généralisés en 6.4 : les lemmes (6.3.2), (6.3.3), (6.3.6),
(6.3.9) et (6.3.11 ) sont des cas particuliers de la proposition (6.4.9) et le lemme (6.3.7)
est un cas particulier de la proposition (6.4.28), compte tenu de (6.4.25).

Lemme (6.3.1). — Soient ûe0, ueV^ et u'eU_^ tels que ?a(^)+9-aM>o- II
existe un triplet (^, t, u[)eU^xTxU_a et un seul tel que u'u==u^tu[. Déplus, on a teïî,
9a(^l)=ya(^) ^ 9-a(^)==9-a(^)-

On ne peut avoir u'ueMJJ^ car on aurait alors ueu'^MJJ^ et <pa(^)+?-aM=:=o
d'après (V 5). L'existence de (^i, t, u[) résulte alors de (6. i. 2) (7) et son unicité de (DR 6).
Pour démontrer le reste du lemme, il suffit de traiter le cas ^4=1, ^'+i, ce que nous
supposons désormais. On a alors ^4=1 et il existe u^ u^eU_^ et meM.^ tels que
u^u^mu^ avec 9-0(^2)=—Pa^i)- on a alors

u={u/-lu^.mt.(t-lUstu[)eU_^mtU_^
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d'où cp^(î/)===—(p.^z/'"1^) puisque mte^A^ II s'ensuit que

?-a(^-l^)<?-aM=9-a(^-l).

Par conséquent 9_a(^'"-1^2)== 9-0(^2) et

^a(u)=— ̂ -0^2)== P l̂) -

En remplaçant ^ par —a, u par z/'~1 et ^' par u~1, on obtient l'égalité <p_o(^i) ==y-a(^')-
Enfin, TTZ et m^ appartiennent tous deux à M^ ^ avec /; == <pa(^)== 9a(^i) 5 on a donc

^(t)==^{m~lmt)==r2,^=I et ^eH.

Lemme (6.3.2). — 5W^ ûeO, k^eR. avec k+^>o. Le produit U^HLL^ est
un groupe.

Cela résulte de (6.3.1) puisque H normalise tous les U^.

Lemme (6.3.3).—Soient ûe0, ker^ et meM^. Soit U_^_^ le sous-groupe réunion
des U_^ { pour f>—k. Alors

L^-(U^.H.U_,,_^)u(U^.^H.U^)

est le groupe engendré par H u U^ ^ u U_ a -k-
Comme M^cU^U_^ __^U^, il est clair que L^ ^ est contenu dans le groupe

engendré par H, U^ ^ et U_^ _^, groupe qui est aussi engendré par H, U^ ^ et m puisque
mV^^m"1 ==U_^_^ d'après (6.2.10). Compte tenu de (6.3.1)3 on a

^ fcK = î^a, /.U^ ̂  = L^ ^

et il suffit de démontrer que L^ ^wcL^^;. Comme
U^ÏÎV_^,m==U^mîîV^

il suffit de montrer que U^wHU^77z=U^HLL^ _^ est contenu dans L^ ^. Mais,
vu (6.2.2) (3), on a

U^_,cU_,,_^uU^HU^
d'où le lemme.

Remarque (6.3.4). — Soit ûeO et soit T^ l'image réciproque par v du groupe
des translations de vecteur proportionnel à a^\ Soit L^ le groupe engendré par U^ et U_^
et soit L^ le groupe engendré par L^ et T^. Posons T^==L^nT^. Soit keF^ et soit
meM^^. On a :
(1) L;=U,T,uU^T,U,
(2) L:=U,T,uU^T,U,.

En effet, on a wT^=T^m==T^m~1, puisque v(77î) est la réflexion ^ ̂ . Par suite
U^T,U,m = U,T,U_, c U,T, u (^ U^U,T,M,, ,UJ.

Mais T^M^r==mT^ et ceci montre que le second membre de (2) est stable par multi-
plication à droite par U^, T^ et m, d'où l'on déduit aussitôt qu'il est égal à L^. Enfin,
(i) résulte immédiatement de (2).
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(C-S-S) Soient r, j-eR, avec r+j>o, et soient ^eç^r) et z/'eyi^j). Posons
u==u[mu^ et u'^u^m'u^ avec weM^,, m'eM_^,, <6U_^_, et ^eU^_,. Nous
allons évaluer le commutateur {u\ u)==ufuuf~lu~l. On a
(1 ) (^', u}^u^m\u^ ^m'^.wW"1."^
(2) (^ ̂ eU^.m^-1^-1.^', ̂ )m-1.^-1.

Vu (6.2.io), on a
mW-^U^,^ et Tm/'-^-^U^^,.

Supposons maintenant que u appartienne à U^. On a alors (^, u) == i et on
déduit de ( i) que

(^)eU,,_,.U_^^.U,
d'où vu (6.3.2), la relation

(3) (^)eU_^^.H.H,

D'autre part, on a également u^e\J_^, d'où (z/', ^a)^^ et on déduit de même de (2)
la relation

(4) (^)eU_,.H.U^^.

Vu (DR 6), les deux relations (3) et (4) entraînent « par intersection » la relation
(5) (^)eU_^^.H.U^,

et il est immédiat que (5) reste valable pour ueV^ ^ et u'eU_^ ^

Lemme (6.3.6).—Soient k,feR tels que k+f>o. Le produit
U_,,.H.U^.U^_,

est un groupe.
Il est clair que ce produit est stable par multiplication à gauche par U_^ ^, H et U^ ^

(vu (6.3.2)). Il l'est aussi par multiplication à gauche par un élément u de U^ ^_( :
en effet, pour u/eU_^f, on a, vu (6.3.5) (5)

uut=u\ut~\u)uEut\]_^^^^_^WJ^u
et 2^+(l/2)(Â:—/')>^.

Lemme (6.3.7).—Soient k.leîL avec k+f>o.
(i) Si ueU^j^ et uteV_^ ^ on a

(^,z/)eU_2^^3^.U_^^2^H.U^2^^.U2^3^^

(ii) Si ueU^^ et z/'eU_^, on a
(u\ ̂ )eU_2^^.U^2^3^.H.U^.^.

Démontrons (i). On peut supposer u+1 +u\ Posons r==cp^(î/) et .y==<p_^') et
reprenons les notations de (6.3.5). On a (2/3, ^)eU^,_, et m\u^ u)mf~leV_^^_^^
et la relation (6.3.5) (i) entraîne

(^,z/)eU^_,.U_2^.3,.U_^^.U,
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d'où, compte tenu du lemme (6.3.6),

(^', ^)eU_2^^.U_^,^.H.U^

On démontre de même en utilisant (6.3.5) (2) que

(^)eU_,.H.U^,.U^^
d'où (i) (vu (DR 6)).

Si de plus ueV^, on déduit de (6.3.5) (i) , compte tenu des relations (z/g, u)==ï
et m'um'-1^^^^^, que {u\ u)eU^ -,U_^2,.^U^ d'où vu (6.3.6),

(^, ^)eU_2a,2fe+4^U_^+3^H.U^.

D'autre part, (6.3.5) (5) entraîne
(^)eU_^^.H.U^^

d'où (ii).

(6.3.8) Soient ûeO, ^eU^, yeU_^. Par abus de langage, on dit que le commu-
tateur [y, u} admet une ïî-composante s'il existe AeH tel que Çu, u)eV_^hV^ et cet élément
AeH (qui est alors unique d'après (DR 6)) est appelé la ïî-composante du commutateur [y, u}.

Lemme (6.3.9). — Soient k,k\^fç'R tels que k'^2k, £'^2f, k^k'+f, f^f+k,
Â;'+^>O. Pour ueV^^uU^j,, et î/'eU_^u LL ,̂, le commutateur {u\ u) admet une
îî-composante. Si X désigne le groupe engendré par les ïï-composantes de ces commutateurs, alors
le groupe engendré par U_ ̂  ̂  u U_ ̂  ^ u U^ ^ u V^ ̂  est le produit

u_^.u_^.x.u^.u^.
La première assertion résulte immédiatement des hypothèses faites sur k, k\ i et i '

et du lemme (6.3.2). Pour démontrer la seconde, il suffit de montrer que le produit
considéré est stable par multiplication à gauche par chacun de ses facteurs, ce qui résulte
aisément de (6.3.7) et de la relation uu=v(v~1, u)u.

Remarque (6.3.10). — Le lemme (6.3.9) entraîne en particulier que les produits
envisagés en (6.3.7) (i) et (ii) sont des groupes et contiennent donc respectivement les
groupes des commutateurs (U,^, U_^) et (U^/c? u-a^)•

Lemme (6 .3 .11) .—So i t ûeO tel que 2ûe<D et soient k, Â/eR avec k'eF^ et k'<2k.
Soit m eMg^^ et posons

La.^'-(U^^U^HU_^_,,U_^_^)u(U^^U^mHU,,^^^

Alors L^ ̂  ̂  est le sous-groupe engendré par U^ y u U^ ^ u H u U_ ̂  _^.
On peut supposer A:'==o. Compte tenu de la relation mV^^m~l=V_^^ et

de (6.3.9), on voit, en raisonnant comme en (6.3.3), qu'il suffit de montrer que
La,k,om^La,k,o et ^ème que wHU^U^om=HU_^U_2^o est contenu dans L^ ̂ .
Gomme on a évidemment HU_^U_^o^cL^o, il suffit de montrer que HLL^z/cL^ç
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pour ue^^Ço). On a alors ueV^ oHwU^o. D'après (6.3.9) (où l'on prend /;'==o,
^ et r=2k), on a HU_^U^oCU^,U^HU_^, d'où

HU_ ̂ uc U^ o U,, ,HU_ ,, ,mU^ , = U^ o Ua. ̂ U^ ,U^ o c L,,, o

ce qui achève la démonstration.

6.4. Les groupes U;. Valuations prolongées»

On conserve les notations de 6.2 et 6.3.

(6.4.1) Soit R la réunion de Rx{o, 1} et d'un élément noté oo n'appartenant
pas à Rx{o, i}. Munissons R de la loi d'opération suivante : pour r, ^eR, on pose

(r,o)+(.y,o)=(r+^o)

(r, o)+(^ i)==(^ i)+(r, o)=(r+^, i)

(r, i)+(^ i )=(r+^ i)
(r, o)+co ==(r, i )+oo==oo+(r , o)==oo+(r, i)=oo.

Munissons également R de la relation d'ordre suivante : pour r, jeR, les relations
(r, o)^ (J, o), (r, o)< Çs, i) et (r, i)^ {s, i) sont équivalentes à r^s, la relation (r, i)^ {s, o)
est équivalente à r<s et on a u^co quel que soit z/eR. On vérifie immédiatement que
ceci fait de R un monoîde commutatif totalement ordonné et que l'application r\-^(r, o) est
un isomorphisme de monoïdes ordonnés de R sur un sous-monoïde de R. Nous identi-
fierons désormais un élément reR et son image (r, o) et nous noterons r+ l'élément (r, i)
deR. Notons que l'on a r+=Inf{^eR|^>r}. Pour fç=R\ et reR, on pose ^(r+)==(^)+.
Pour reR, on pose or===o.

D'autre part, on voit aisément que toute partie minorée de R admet une borne
inférieure et que toute partie non vide de R admet une borne supérieure.

Nous étendrons alors la définition de U^ ^ pour ÀeR (et ûeO) en posant comme
en (6.3.3)

^^eU^-
pour reR.

(6.4.2) Ce paragraphe est consacré à l'étude de certains sous-groupes de G
généralisant les sous-groupes notés P^ et U^ au § 5.2 : en (5.2.30), UQ a été défini,
pour jQcA, comme le groupe engendré par les U^ pour aDQ. Autrement dit, dans
le cas de l'exemple (6.2.3) e ) , U^ est engendré par les Uaj^, où la fonction f^ : $->R
est définie par
(i) Ma)^mf{keR t)ca^} (^e(D).

Quant à PQ, il est égal à H.UQ.
La généralisation est alors immédiate : soit^une application de 0 dans le monoîde R.
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Dans toute la suite de ce travail, nous noterons U^ le sous-groupe de G engendré par la réunion des
sous-groupes U^^ pour aeO. De plus, nous poserons :

U^-^U^nUp U^-=U-nUp H^=HnUp N^=NnUp
uf,a=uanVf (pour ûeO).

Lorsque ûe0 et 2a^<S>, il sera parfois commode d'attribuer une valeur èif(2a) :
sauf mention expresse du contraire, nous prendrons f(2a)=2f[a). Rappelons que nous
avons déjà fait la convention ^^^=={1} dans ce cas pour A;eR; nous Retendons
évidemment à ÀeR.

Nous désignons par U^ le sous-groupe engendré par la réunion des V^^
pour î e { ± i , ±2} et nous posons, pour ûe0 :

N^= N n U^ et H^= H n U^.

Il est clair que les sous-groupes Up H^ et Ny sont normalisés par H. Par suite,
pour tout sous-groupe X de H, le produit X. Ur ̂  ̂  groupe ; en particulier, les sous-groupes
Py=H.U^ sont la généralisation naturelle des sous-groupes PQ du § 5.

(6.4.3) Si 0 est une partie non vide de A, la fonction f^ définie par (6.4.2) ( i )
est « concave » au sens suivant :

Définition. — Une fonction f : 0->R (resp. f: Ou{o}-^R) est dite concave si, quelle
que soit la famille finie {a^) d'éléments de 0 (r-esp. Ou{o}) telle que Sû^eO (resp. S^e0u{o}),
on a

(G) /(Sa.)<S/(a.).
l 1

(6.4.4) Notons que toute fonction linéaire, c'est-à-dire de la forme a\->\[d)
avec XeV, est évidemment concave : elle coïncide d'ailleurs avec la fonction^ où iicA
est la partie réduite au point de A correspondant à À dans l'identification de V avec A
obtenue par le choix de l'origine <p dans A. Cependant, toute fonction concave, même à
valeurs dans R, n'est pas nécessairement de la formel pour une partie tl cA. D'ailleurs,
les résultats que nous allons établir au sujet des groupes U^. s'appliqueront à des fonctions
plus générales que les fonctions concaves (cf. (6.4.8)).

Proposition (6.4.5). — Pour qu^ une fonction y:$->R soit concave, il faut et il suffit
que les deux conditions suivantes soient réalisées :

(Ci) fW+fW^Aa+b) pour a, b, û+6e<D;

(C 2) fW+A—^^o pour aeO.

Que ( C i ) et (C 2) soient nécessaires est évident. Supposons-les réalisées et soient
a^ . . ., a^e<S> telles que a==ïia^e<S>. Montrons par récurrence sur n que y(û)<2/(^) :

i i

cela résulte de (C i) pour 72^2. Si 7Z>2, il existe un indice je[i, n\ tel que le produit
scalaire {a\a^) soit positif, de sorte que a—a^ ou bien est nul, ou bien est une racine a ' .
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Dans le premier cas, choisissons un indice Â;e[i, n] avec k^=j; on a alors, vu l'hypothèse
de récurrence et (G 2),

S/^) = ( ^ f{a,) ) +f{a,) +/(^) ̂ /(- a,) +/(%) +/(^) ̂ ,) =f(a).
'1' l ̂  J, /C

Dans le second cas, en appliquant l'hypothèse de récurrence à la famille (û^± -, on
obtient :

^A^fW+f^fW
ce qui achève la démonstration.

Proposition (6.4.6). — Soit f: 0->R une fonction concave et soit ^:<I)—^Ru{+oo}
une fonction majorant f. Posons

f,==mf^tj{a,))
ï

où la borne inférieure est étendue à F ensemble des couples formés d'une famille finie (^) d'éléments
de 0 et d'une famille finie (^) de nombres réels positifs telles que S^==o et que S^==i. Alors,

i i

on a fo^-o et pour tout nombre réel c^f^^ il existe une forme linéaire \ sur V* telle que la restriction
de \-\-c à 0 soit majorée par f. De plus, si f{à)-\-f{—a)>o pour tout ûe0, on a fo^o et
il existe p-eV et ^eR, k.>o, tels que la restriction de [L-{-k à 0 soit majorée par g.

Soit (<2^) une famille finie non vide d'éléments de 0. Comme 0 engendre un sous-
espace vectoriel sur le corps des rationnels de dimension égale à la dimension de V*,
les familles (^) de nombres rationnels telles que S^ = o sont denses dans l'ensemble

i
des familles (^) de nombres réels telles que S^=o. Pour montrer que fo^Oy il suffiti
donc de montrer qu'une relation S^ = o entraîne S^/(^) ̂  o dès que les ^ sont des

i i

nombres rationnels positifs, ou même seulement des entiers positifs. Autrement dit, on
est ramené à montrer que, si (â^) est une famille finie non vide d'éléments de 0 telle
que 2<^==o, alors on a S/(^)^o. Choisissons un indice ^; on a alors

i i

(i) S/(a.)=( S/(^))+/(^)^/(-aJ+/(<zj^o
i i^io

d'après (G) et (G 2).
Pour démontrer l'existence de À, il suffit de montrer que l'intersection des demi-

espaces L^=={^eV| a(x)-}-c^:f{a)} pour ûeO et f(a)<^co n'est pas vide. Or on sait ([4],
chap. II, § 2, exerc. 21) que, pour que l'intersection d'une famille finie y de parties
convexes d'un espace vectoriel réel de dimension n soit non vide, il suffit que l'intersection
de toute sous-famille de n -(-1 éléments de y soit non vide. De plus, si les éléments de ^
sont des demi-espaces, l'application répétée de ce résultat montre qu'il suffit que l'inter-
section de toute sous-famille finie composée de r+i demi-espaces telle que les formes
linéaires correspondantes forment un système de rang r (avec i^r^n) , soit non vide.
Autrement dit, il nous suffit de vérifier que, si a-^y . . ., ây sont des racines linéairement
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indépendantes et si ^ , i = = S ^eO (avec ^<=R), alors fi L - e s t non vide. Or,
l^t^r l ^ t ^ r + l 1

si cette intersection était vide, cela signifierait que les relations ^{x)^f{a,)—c pour
i^i^r entraînent S t^{x}>f{a^^)—c. Ceci n'est possible que si t^o pour i^i^r.

l^i^r

Pour aeO avec/(fl)<oo, soit/~(a)eR tel que f(a)=f~{a) ou/'~(û)+. Choisissons
^eA tel que û^^-^^/^^) pour i^z^r , ce qui est loisible puisque les û, sont indé-
pendantes. Par définition de^o, on a :

/-(^+l)-SV-?(I-S^
t i

d'où ^^^(^^-^^^^/"(^^-(i—S^c^/"^^!)^^^^!), ce qui achève la démonstra-
i i

tion de l'existence de X.
Supposons maintenant f(a)+f{—a)>o pour tout ae<3>. Vu ( i ) , on a /o^°+ et il

existe XeV tel que /^X. Comme y est concave, l'ensemble T des ûeO telles que
f(a)=\(a) est une partie close de O telle que Yn(—Y)=0. Il existe donc veV telle que
\/(û)>o pour aeY ([5], chap. VI, § i, n° 7, prop. 22). Posons A==inf{^(û)—À(û) | f l^ lF'},
â^sup^â^IfleO} et 8==inf{v(a)|ûeY}>o. Alors ̂  majore la restriction à 0 de la fonction
aA+^—P^ dès que les nombres réels a, (B>o satisfont aux inégalités aA/8^ P^ ( i — a)/ûf.

Proposition (6.4.7). — 6'rô y:0->R une fonction concave. Alors, f possède les deux
propriétés suivantes :

(QC i) Pour toute racine ûeO, OTZ a

TT(a )_TT T T TT T T M^)u/' — u-2a,f(-2a)• ^-^^-a)-^^/•(a)-u2a,/•(2a)• iN i/• •

(QG 2) Si a, éeO ne sont pas proportionnelles^ le groupe des commutateurs (U^ ̂ ^, U^ ̂ )
^ contenu dans le groupe engendré par les Vpa+q^f^pa+qb) P0^ A ^^N* ^ pa-\-qbe^S>.

(QC 2) résulte de l'axiome (V 3) des valuations (6.2.1) , compte tenu de la
condition (C) qui entraîne f{pa-\-qb)^pf{a)-{-qf(b) pour a, b^pa-\-qbe<S> avec p, yeN*.

Démontrons (QC i). Puisque f est concave, on a, vu ( C i ) , les relations
/(-2^2/(-a), /(2^2/(û), /(^/(2^)4-/(-^) et /(-^/(-2^+/(^); décès
relations et de (C 2), on tire

0^/(2^+/(-2^2(/(^)+/(-^)).

Si y(2û)4-./(—2û)>o, la propriété (QC i) résulte immédiatement de (6.3.9) (qui
montre de plus que N^^H^). Si /(û)+/(—fl)=o, il résulte des relations précédentes
que/(2fl)=2/(a) et/(-2û)=2/(-û) et U^ est engendré par U^)UU_^_^; la
propriété (QC i) résulte alors aussitôt de (6 .3 .3 ) si f{a)eY^ et de (6.3.2) dans le cas
contraire.

Supposons enfin que f[a) -\-f{—a)'>o et que f[2a) +./(— 2û) ==o. Pour simplifier
les notations, nous supposerons que f(M)===f{—2fl)=o, ce qui est loisible, quitte à
remplacer 9 par une valuation équipollente. On a alors k==f(a)==f{—o^o. Si oeF^,
(QG i) résulte de (6.3.11); sinon, le groupe U^ est réunion des groupes engendrés
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par les réunions U_^ r^^^-a k^^^a k{J'^2a o P0111* o<2r^À et il suffit encore une fois
d'appliquer (6.3.9).

Définition (6.4.8). — Une fonction f : 0->R est dite quasi-concave si elle satisfait
aux conditions (QG i) et (QC 2) de (6.4.7).

Nous venons de voir que toute fonction concave est quasi-concave. Dans certains
cas, la réciproque est vraie. Reprenons par exemple les notations de l'exemple (6.2.3) b ) :
G est donc le groupe des points rationnels d'un groupe algébrique semi-simple connexe ^S
défini et déployé sur un corps value K. Supposons de plus que ^ est simple. Les relations
de commutation de Chevalley entraînent alors que toute fonction quasi-concave est
concave, sauf lorsque ^ est de type B^, C^ ou F^ et que la caractéristique du corps résiduel
de K est égale à 2, ou lorsque ^ est de type Gg et que la caractéristique du corps résiduel
de K est égale à 2 ou à 3. Dans ces cas d'exceptions, il est facile de construire des fonctions
quasi-concaves qui ne sont pas concaves.

Proposition (6.4.9). — Soit f:<S)—^'R une fonction quasi-concave.

(i) U^^U^.Ug,^) pour toute ae<S>.
(ii) Inapplication produit II IL a—^U^ est bijective quel que soit l'ordre dans lequel

aç<S)±réd "

sont rangés les facteurs du produit.
(iii) On a U^=U^-.U^.N^.
(iv) Ny est le groupe engendré par les N^ pour ae0.

Pour ae0, posons X^U^^.Ug^^. Vu (QC 2) et (6. i .6), le produit des X,,
pour ûeO^^ rangés dans un ordre arbitraire est un groupe, que nous noterons X^.
Soit d'autre part Y le groupe engendré par les N^ pour ae0.

Nous allons tout d'abord montrer que le produit X^X"^ est indépendant du choix
de la chambre de Weyl D utilisée pour définir 04" et 0~. Pour cela, il suffit de faire voir
que ce produit ne change pas si l'on remplace D par la chambre r^(D), où r^ est la réflexion
associée à une racine a simple pour D. Désignons alors par X^ (resp. X'_J le produit
des X, pour éeO^, b+a (resp. éeO-^, b+-a). Vu (QG 2) et (6. i .6), X^ est
un groupe et est normalisé par X^ et X_^, donc par le groupe qu'ils engendrent, c'est-à-dire
par U^=X_AN^ ((QG i)). Par suite, on a

X-X+Y=X^,X_AX;Y=X^,X;X„AY=X'_,X;X,X_,N^Y
=XLAX;X_,Y

ce qui démontre notre assertion.
Il en résulte aussitôt que X'X'^Y est stable par multiplication à gauche par tous

les X^ pour ûeO1'^, et par suite que
U^X-X+Y.

Soient maintenant ^eX"^, x~e'K~ et j^eY. Si x'x^jyeU^y on a A^eU".
Comme YcN, on en déduit y == i ((6. i . 15) c } ) , d'où ^eU-^-nU-={1} (DR6). On
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en conclut que U^=X~ et on montre de même que U^=X+ : ceci démontre (ii),
et (i) en résulte par intersection avec U^. Enfin, si ^"^eN, on a, toujours
d'après (6.1.15) c ) , y^x-x-^y, ce qui démontre (iv), et (iii) résulte alors de la
relation U^=X-X+Y.

Proposition (6.4.10). — Soit /:0->R une fonction quasi-concave. Pour aeO, posons

ff(a)=mf{ke^^k^f{a) ou û/seO et ^2/(û/2)}.

Soit <D^ l'ensemble des ae<S> telles que /'(a)+/'(—a)==o. Alors ̂  est un système de racines
dans l'espace VjÏ qu'il engendre et l'application qui à ne'N^ fait correspondre la restriction de \(n)
à VjÏ est un homomorphisme surjectif de N .̂ sur le groupe de Weyl de Op de noyau H/.

Vu (6.4.9) (i), on a, pour aE<S>

f\a)==mf{ker,\V^cU^

Par suite, la fonction/" est en quelque sorte « covariante » par N.. Plus précisément,
soient TzeNp ae<S> et b ==\{n)(a). Alors

(i) /'W=/^)+^)-l(9)--y).

Ceci montre en particulier que 0^ est stable par ^(N^.). Il nous suffit donc de démontrer
que ^(N^) est engendré par les réflexions ^ pour ae^. Vu (6.4.9) (iv), cela résulte
du lemme suivant :

Lemme ( 6 .4 .11 ) . — Soient f et f comme en (6.4.10) et soit aeO.

(i) On a f\d)+f\-a)^o et 2/'(û)+/'(- 20)^0.
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) N^+H;
b) il existe keR tel que v(N^)={i, r^}={i, ̂ ,J;
c) ^(N^)={i,rJ={i,^};
d) a ou 2a appartient à O .̂.

Démontrons tout d'abord l'équivalence de a ) , b) et c ) . Il est clair que b) ou c )
entraîne a ) . D'autre part, on sait (6.3.4) que v(N^) se compose de réflexions r^ et
de translations ka^ avec keR. S'il existait k>o et yzeN^ tels que v{n)==ka^, on aurait,
pour tout entier j&>o :

^wn^=U^^_^cU

ce qui n'est possible que si f{a) =00 et on voit de même que l'on aurait f(2a) =00. Mais
ceci est absurde, car cela entraîne U^^cU_^ et N^={1}. Par suite, v(N^) ne contient
que des réflexions (en plus de i), et ne peut contenir deux réflexions distinctes dont le
produit serait une translation non nulle. D'où l'équivalence de a), b) et c ) .

Supposons maintenant/'(û)+/'(—û)<o. Il existe alors kç=T^ et heF^^ tels que

f\a)^k, f\—a)^h et k+h<o.
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Le groupe ^contient alors U^uU_,_^ et U^_^uU_^, donc M^ et M^_^,
et v(N^) contient les deux réflexions distinctes r^ et r^ _^ . Or, nous venons de voir que
ceci est impossible, d'où la première assertion de (i). De même, si 2/'(a)+/'(—2û)<o,
il existe keY^ et AeF.^ tels que f\a)^k, ff{—2a)^h et 2k+h<o et on voit
comme ci-dessus que v(N^) contient les deux réflexions distinctes r^ ^ et r^ _ ^ , ce qui
achève la démonstration de (i). Remarquons d'ailleurs qu'un raisonnement analogue
montre que, si 2/'(a)+/'(—2û)==o, alors a et 2fle<D..

Si ûeOp on a k=f\a)=—f\—a)(=V. d'après les formules définissant l'addition
dans R (6.4.1). Par suite, keF^ et M^cN^. On voit de même que si saeOp il
existe keF^ tel que Mg^cN^. Ceci montre que d ) entraîne a ) .

Enfin, supposons a ) , b) et c ) satisfaites. Quitte à remplacer 9 par une valuation
équipollente, on peut supposer que ^^(N^). D'après (6.4.10) ( i ) , on a alors

f'W -/'(- a} et f\2a) =/'(- 20).

Vu (i), il en résulte que /'(a)^o et que f\2a)^o. Enfin, si f\a) et/'(2û) étaient tous
deux strictement positifs, U^ ^ serait contenu dans la réunion des groupes engendrés
par U^ ,uU_^_ , pour reR, r>o et on aurait N^cH d'après (6.3.2), ce qui
contredit c ) . Par suite, d ) est bien satisfaite.

La démonstration du lemme et celle de la proposition (6.4.10) sont achevées.

Remarques (6.4.12). — a) Conservons les notations de (6.4.10). Pour ûeO,
posons

/"(û)==inf{Aerj/;^/(^) ou û/2e<& et ^2/(û/2)}.

On a ft\a)^ft{a) et /"(û)=/'(û;) si I^=I\, par exemple si 2â^0. On montre
exactement comme ci-dessus que (6.4.11) (i) est aussi valable pour/", autrement dit que
l'on a, pour ae0 :

(1) /"(^/'(-^O et 2/"(û)+//'(-2^0.

D'autre part, il est clair que U^.=U^. Par contre, on n'a pas toujours U^==IL,.
Plus précisément, pour aeO, on a

(2) ^ f'W • Usa, ̂ (2a) C U^ ^ C U^ inf(/-'(a), ̂ ^a)}
&

la première inclusion étant une égalité dès que 1^+0.
b) Supposons 9 discrète et reprenons les notations de (6.2.22) sqq. Soit îi une

partie de l'espace affine A et considérons la fonction concave f^ et le groupe U^ = LL
correspondants (6.4.2). Il est immédiat que, pour tout ûe0, f^{a) est le plus petit nombre
réel k tel que le demi-espace ^^==[xeA\ a{x—(p)+k^o} soit une racine affine du
système 2 associée à a par l'échelonnage € et contenant û. Par suite, le système de
racines <1)^==$^ se compose des racines ûeO pour lesquelles il existe kelL tel que (a^,û)(=<^
^ y^ ^C^oc^.

Supposons en particulier que û soit une facette F de A. Alors, Op est exactement
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le système de racines attaché à F par S au sens de (1.4.2) et, d'après (1.4.5) c ) , le
graphe de Dynkm de <I>p s'obtient en supprimant du graphe de Dynkin de Uéchelonnage S les sommets
n'appartenant pas au type X de F.

(6.4.13) Dans ce qui suit, nous allons définir certains sous-groupes distingués
de H et étudier l'intersection H .̂ de H avec un sous-groupe U^. Soit AeR; nous dési-
gnerons par H^) l'ensemble des AeH tels que

(Â,U^)={(A^)|^U^}cU^^.U^,^,

pour tout aeO et tout reR (ou reR). On vérifie immédiatement que les H(^ forment
une famille décroissante de sous-groupes distingués de H, et même de N. On a HL) == H
pour k^o et H(^) est, compte tenu de (6.1.13), le centralisateur du sous-groupe de G
engendré par les U^ pour aeO.

(6.4.14) Soit toujours ÀeR. Nous allons définir un autre sous-groupe, noté Hr^,
de H. Pour k^o, H^ est le sous-groupe engendré par la réunion des intersections avec H
des sous-groupes engendrés par U^ ̂ u U _ ^ _ ^ pour aeO et reR. Pour o<A:<oo,
H^ est le sous-groupe engendré par les H-composantes (6.3.8) des commutateurs (u, u ' )
et (î/, u) avec ueU^, et z/eLL^, r+s=k, ou bien ueU^, et u'eV_^^ ^r+s==k
(pour a décrivant 0). Ici encore, les H^j forment une famille décroissante de sous-groupes
distingués de H, et même de N. Enfin, on pose H^j== riHr^.

(6.4.15) II n'est pas impossible que la condition
(Pr) Hj^cH^ pour tout AeR

soit toujours satisfaite. Nous verrons plus loin qu'elle l'est dans des cas très généraux,
par exemple dès que toutes les composantes irréductibles de 3> sont de rang >i, et aussi
dans le cas des groupes algébriques semi-simples sur un corps local.

Remarquons que les H^ sont contenus dans le groupe G' engendré par les H,
pour ûeO. Par suite, si H^CH(^, alors H^j est contenu dans le centre de G'.

Exemples (6.4.16). — a) Reprenons les notations de (6.2.3) a) (G==SL2(K)),

et soit k>o. On voit aisément que H/^ se compose des matrices ( ) eSL^K) avec
\o y ]

^{xuy ^—^^uÇ^+k pour tout ueK, et que H^j est engendré par les matrices de la

forme avec x, ueK* et u{x—i)^k. On en déduit aussitôt que la\p ux u j '
condition (Pr) est satisfaite. Si K est commutatif, on a

H(,)= ^ ^ •xeK- et o)(^-i)^

^ it °-^ xeK' et ^-I)^i-[V0 x 1 )
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b) Reprenons maintenant les notations de (6.2.3) b) (G est donc le groupe des
points rationnels d'un groupe algébrique semi-simple connexe ^ défini et déployé sur
le corps value commutatif K). Soit k>o. On vérifie immédiatement que

îï^={teT\^(a{t)—i)^k pour tout ûeO}.

D'autre part, H^j est engendré par les images par les différents homomorphismes ̂
(pour ûed>4') des sous-groupes analogues de SLg(K). Or, si a, éeO et xeK\ on a

b (^ L xo-l)}}=xnasbî avec na-b=27~\^) œ qui montre que H^CH(,).
\ \ v vv 1 1 1 \a\a)

Supposons de plus ^ simplement connexe et soit P le groupe des poids de ^. On
sait que l'application qui à teT fait correspondre l'application p\->p(t) de P dans K*
est un isomorphisme de T sur Hom(P, K*). Pour aeO, peP et xeK* on a

/ l ( x o\\\
^ t ^ l l -i "^ avec nez^ d'où l'on tire que (ù(p(t)—ï)^k pour tout teïî^.

Inversement, soit (pa)aeîï ^a fa-111!̂  des poids fondamentaux associés à la base IT de 0.
On a

, TT . ((PaW 0 \ \"•"•Ml» f.w-1)) (t6T)
d'où l'on déduit que

ïi^={teT\^(p{t)—i)^k pour tout poids j^eP}.

Si ^ n'est pas simplement connexe, H^j est l'image canonique du sous-groupe
correspondant du revêtement simplement connexe de ^.

Proposition (6.4.17). — Soit f : 0->R une fonction quasi-concave. Posons

rf(/)==am£(inf(/^+^--û)5^-2û)+2^)))•

Le groupe H^=HnU^ est contenu dans H^(^. De plus, H^ est engendré par les
H^HnN^HnU^ pour ûe0.

Démontrons la dernière assertion. Soit H' le sous-groupe engendré par les H^
C'est évidemment un sous-groupe distingué de N^.. Soit A une base de <S>., et soit Ni
le sous-groupe de N^ engendré parles N^nM^ pour aeA. Vu (6.4.10) et (6.4.9) (iv)
on a N^=NiH' et (6.1.10) entraîne H'=Hp

Pour achever la démonstration de la proposition, il nous suffit donc de montrer
que H^cH^^ pour tout ûe0. Soit aç<5); posons, avec les notations de (6.4.12) a),

r=mf(fff{a),^^{2a)) et s=m{{fff{-a),I-r{-2a)).

Vu (6.4.12) ( i) , on a r+s^o et U^ est contenu dans le groupe engendré par U^,.
et U_^. On en déduit que H^cH^, d'où le résultat cherché lorsque d==d{f)^o.
Supposons maintenant d>o; pour se{±i ,±2}, posons

^=mf{2:/(£^)|£,e{±I,±2},S^=£}.
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II est facile de voir que

r_^2r_i, r^2r^ ^2+^-1, r_^r_^+r^ et r^+r_^d>o.

On peut donc appliquer (6.3.9), qui montre que, si X désigne le groupe engendré par les
H-composantes des commutateurs (u, u'} pour ueV^^uU^^ et ufeV_^ ^_ uU_^ ^ le
produit

Y=U_^.U_^.X.U^.U^

est un groupe qui contient U^, puisque r^fÇea). Or, on voit aisément que ^+r_^rf,
r^+r_^d, 27 i+r_2^rf et sr.i+rg^â?. Par conséquent H^cXcH^.

(6.4.18) Nous allons maintenant étudier les conditions sous lesquelles un groupe
de la forme U^ (ou plus généralement X.U^. avec XcH) normalise un autre groupe
de la même forme. Nous aurons besoin de la notation suivante : si f et g sont deux
fonctions sur 0 à valeurs dans R, on notej(/, g) l'ensemble des triplets (û, s, T]) avec <ze0,
s, 7]e{i, 2} et zg(r^a) + ̂ f(—za)>o et on désigne par H^ le sous-groupe de H engendré
par les H-composantes des commutateurs (u\u), avec ^ 'eU_^^_^, ^eU ^ et
(a, s, 7])eJ(/, ^). Il est immédiat que ce groupe est contenu dans H^ avec

k=d{f,g)=mf{eg^a)+^f{-ea)\{a^^)ej(f,g)}.

Proposition (6.4.19). — Soient f, g : <S>—'R deux fonctions quasi-concaves telles que

(J) AP^+^)^pf(a)+qg{b) pour p, qe^ et a, b,pa+qbe(S>.

Soit X un sous-groupe de H. Pour que Ug normalise le groupe X. U .̂ il faut et il suffit que les deux
conditions suivantes soient remplies :

(2) (X, U^ J c U^, pour tout ae<S> ;
(3) H^cX.U^.

Il est clair que ces conditions sont nécessaires. Supposons-les satisfaites. Il suffit
de montrer que le commutateur d'un élément d'un système générateur de U avec un
élément d'un système générateur de XU^. est contenu dans XU^. Compte tenu de (2),
il suffit donc de montrer que (U^^,U^^)cXU^ pour a, éeO. Si é^—R+û, cela
résulte de l'axiome (V 3) des valuations (6 .2 .1) et de la condition (i). Sinon, il existe
ce<S> telle que a=—zc et b==r^c, avec s, 7]e{i, 2}; si (c, s, 'y])ej(/, g), l'inclusion à
établir résulte de (i) et (3); si (c, s, vî)^J(/, g), autrement dit si ^f{—zc)+zg^c)^o,
on a, vu la condition (i),

/W==/(YÎ(-^)+(S+I)(^))^V(-^)+(S+I)^(^)^(^)=^)

d'où U^^cU^^^, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (6.4.20). — Soient f, g : 0—R comme en (6.4.19). Supposons de plus que
pour tout couple (a, b) de racines telles que ae—R+é, Von ait gÇa)=oo ou f(b)==oo. Alors,
Vg normalise Uy.

En effet, on a alors H^={i}.
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Corollaire (6.4.21 ). — Soient fet g comme en (6.4.19). Supposons de plus que f et g soient
infinies sur <I>~. Alors, \Jg normalise U .̂

Gela résulte de (6.4.20).

Corollaire (6.4.22). — Soient f, g : O—^R comme en (6.4.19). Posons

r=sup({f{a)-g{a)\ae^}u{f{2a)-2g(a)\a,2ae<S)})

s=='mf{{f{a)+g(—a)\ae^}u{f{2a)+2g{—a), 2f(a)+g(—2a) | a, 2ûe<D}).

Si X est un sous-groupe de H tel que HiyiCXcH/^, alors IL normalise X.Uy.
On a en effet H^cH^ et

(H^, U^ g^) c U^ ̂  ̂  ^ . U^ 2^) + y c U^ y^). U^ ̂ ).

Proposition (6.4.23). — Soit y:O^R une fonction concave. Pour ûeO, posons

FW-fW si fÇa)+fÇ-a)>o

rW=fW+ si f(a)+f(-a)=o.

Alors la fonction f* : O-^-R est concave. Soient de plus X un sous-groupe de H et X* un sous-groupe
distingué de X, satisfaisant aux deux conditions :

(1) H^cX*;

(2) (X*, U^JcU^ ĵ r ̂  ûeO.

^forj, X*.U^ ̂  î/^ sous-groupe distingué de X.U^.
JÎ^TZ, jo^ G fe groupe quotient XU^/X!ltU^ ^^ JO^TZ^ U^ .(̂ o r̂ aeO u 20) l'image canonique

de U^^^) dans G et T celle de X.Hy. Le groupe U^ n'est pas contenu dans U ,̂ si et seulement
si ae<S>. et {T, (UJ^ç^/.) est une donnée radicielle génératrice de type O^ dans G.

Montrons tout d'abord que, pour p, ^eN*, a, b, pa-^-qbe<S>, on a

(3) r^+qb^pM+qFW.

En effet, si (3) n'est pas satisfaite, on a nécessairement les relations suivantes, puisque
f{pa+qb)^pf{a)+qf(b) :

f\pa + qb) +f{pa + qb) donc f(pa + qb) == -f{-pa - qb) eR;

rW=f(b) donc fÇb)+f{-b)>o;

Apa+qb)==pf{a)+qf{b) donc /(^eR.

On en déduit que

W) +(?-i)jW +f{-pa-qb) =-fW <f(- b)

ce qui contredit la concavité de y (condition (G) de (6.4.3)). D'où (3).
Gomme f*{a)+f\—a)^f{a)-}-f{—a)^o, on déduit aussitôt de (3) et de (6.4.5)

quey*est concave, et les conditions (i), (2) et (3) entraînent, vu (6.4.19), que U .̂ nor-
malise X*.U^3 d'où la seconde assertion puisque X normalise V^ et X*.
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Supposons que U^cj:U^, autrement dit que

(4) u^ ̂ ) ̂  u^ ̂ ^). v^ ̂ .
Ceci implique /(^/'(a), donc f{a)+fÇ-a)==o, d'où f{2a)=2f(a) et

^(a^U^^+'Uaa-

Par suite, on a /(^-/'(^eF, et /(-^)=:-/^)er_, (6.2.16), d'où f{-a)^f\-d)
et ûeO^.

Réciproquement, si ae<S>^, on a /'(a)+/r(—fl)=:o; comme f'Ça)^f(a) et
/(^)+/(-^o, on^ay^)--/(-û)=/'(û)eR, d'où f\d)>j\a) et /'(fl)er,. On en
déduit (4), d'où Û,cj:U^.

Enfin, la vérification de la dernière assertion est immédiate.

(6.4.24) II est clair que H^cH^ et on a (H^, U^JcUp^ pourtout aeO.
Par suite, les conditions ( i ) et (2) de (6.4.23) sont satisfaites si l'on a

^[o+]c'^•*c^(o+)•

Bien entendu, ceci n'est possible que si H^jCH^p par exemple si 9 satisfait à la
condition (Pr) de (6.4.15). Mais, dans tous les cas, il existe des sous-groupes X* satis-
faisant aux conditions imposées en (6.4.22)3 par exemple H../* lui-même. Pour le
montrer, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme (6.4.25). — Soient ûeO, rel^ et keVL, avec k>o. Soient ue\J_^__^
veV^y^^u U^^_^^ et soit h la ̂ {.-composante du commutateur (v, u).

(i) Si ée$, é^Rû, on a

(A. ̂  s) C U^, + fc. U^ g, + ̂  pour tout jeR.

(n) (^^,r)cU^,.U^^.

(iii) (A, U_,,_,)cU_,,_^,.U_^_^^.

Quitte à remplacer 9 par une valuation équipollente, on peut supposer, pour
simplifier les notations, que r==o.

Soient ée$, b^Ra, et jeR; soient X le groupe engendré par UL^uU^uUg^
et Y le groupe engendré par les U^+^^ ̂  avec peZ, yeN*, pa+qbe^) et t{p, q)=qs
si p<o et ^(^, y)==Â:+?^ si j^o. L'axiome (V7 3) des valuations montre que X norma-
lise Y et que le commutateur d'un élément de U_^u U^u U^,k et d'un élément de U^ g
appartient à Y. On a donc (X, U^, g)cY, de sorte que, compte tenu de (6.1.6),

(HnX,U,JcYnU,=U^^.U^^

ce qui démontre (i).
Démontrons (iii). Soit xeV_^Q et soit Z le groupe U_^ ̂ .U.^.H.U^.LL^

(6.3.9). Vu (6.3.7), il existe J^U.a^, J^U.^, ^eU^ et ^Uga^ ïels que
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(v, u) =jyi Â^. D'autre part, y et les commutateurs (v~\ x), (v~\ xu), {x,^) et (x, ^)
appartiennent tous à Z. Par suite, on a

.m/ == v(v~~1, ̂ )^ G Z^ et xuv = y^" \ ̂ )^ e Z^

d'où ^(y.^-^eZ. Mais xy,x~1 ==(x,jy^ et x^-1 = (;c, ̂  appartiennent aussi à Z.
Par suite, on a xhx-^Z et (A, x)eZ nU_^:=U_^.U_^, d'où (iii).

Enfin, (ii) résulte de (iii) et du lemme suivant :

Lemme (6.4.26).-— Soient ûeO, AeH, rel\ ^ ke'R avec k>o. Si l'on a
( A , U _ ^ _ , ) c U _ _ ^ _ , _ ^ . U _ ^ _ 2 r + ^ ^ors on a aussi (A, U^)cU^,^.U^,.^.

On peut supposer r==o. Comme oeF^, le groupe U^ o est engendré par ^\o)
et, comme A normalise U^.U^, il suffit de montrer que (A, ^eU^.Ug^ pour
•^yo'^0)- Posons x=xfmxff avec ^',A:"eU_^o et meM^o. Alors
(A, ^) = h. ̂ / . mh~^m~1. m(Â, ^")77^-1. x ' ~ 1

eH.U_^.H.U^.U^,.U_^cU_^.H.U^.U^,
d'où le lemme.

Proposition (6.4.27). — Soient f,^ comme en (6.4.23). Le sous-groupe H^* est distingué
dans H et on a (H^p., U^)cUp^ pour tout ée0.

La première assertion est évidente, puisque H normalise tous les U^ ^. Comme H. ̂
et U .̂̂  normalisent U^* ^ il suffit de démontrer que, si h est la H-composante du
commutateur d'un élément ueV_^^_^ et d'un élément yeU^p^ avec aeO^,
c ,7 ]e{ i ,2} et £/*(^)+V(-£û)>o, et si ^eU^^ avec éeO, alors (A, ^)eU^^.
C'est évident si f\b)=f(b} ou si /(é)^r^. Si é^Ra, cela résulte de (6.4.25)' (i).
Supposons que f{a)eF^ /(a)+/(—û)=o et be{±a,±2a}; alors î<eU_^^_^ et
y e ua,f(a)+u u2a,2f(a)+ (notons que, si 2ûe0, on a alors/(2û)=2/(a)=—/(—2û)), et
notre assertion résulte de (6.4.25) (ii) et (iii) (en prenant r=f[a) et k=o+).

Il ne nous reste à examiner que le cas où /(âO^-yÇ—û^o, /(2a)+/(—2û)=o,
y^ûOer^ et è=±2a. Posons/(2û)=2r. On a f{a)>r, sinon la concavité de / entraî-

nerait f{-a) </(- 20) +/(â^)^^/(-2û)^-/(û). Demême,/(-û)>-r etona ueU_^_,

et yeU^^uUg^g^. D'après (6.4.25) (ii) et (iii), on a donc
(^U^^^^)c(A,U^,^,)nU^2,cU^,^^nU^^=U^^^2^

ce qui achève la démonstration.

Proposition (6.4.28). — Soient /, ̂ , A : O—fi. trois fonctions quasi-concaves. Posons
f^==mf(f,h) et ^==inf(^,A) et supposons que, pour p, qeN* et a, b,pa+qbe<S>, l'on ait

(1) h{pa+qb)<^pf,{a)+qg,(b).

Soient de plus X et Y deux sous-groupes de H tels que
(2) (x- ̂ aMY, U,Ju(H,,^, U,,uU^)cU^

j&OMr ^M^ aeO.
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Alors, le produit (X,Y).H^ ^.U^ est un groupe contenant le groupe des commutateurs
(X.UpY.U,).

Montrons tout d'abord que si ûe0, et s, -/^{i, 2} sont tels que —^T^eO et
7î/l(—£a)+ ̂ 1(^)^0, alors on a A(— sa) ==/i(— ça) et h{^a)==g^a). En effet

A(^)=A(7î(-^) +(£+'i) (^))^Vi(- ça) +(£+iki(^)^(^)

A(-£û)-A((7]+l)(-£a)+£(7îû))^(7î+l)/i(-£û)+^(73û)^/i(-£û).

Ceci étant, montrons que U,. normalise H^ ^.U^. D'après (6.4.19), et compte tenu
des conditions ( i ) et (2), il suffit de montrer que H^cH^ ^.U^. Soient donc aeO et
^'^{ï^} tels que —s^^eO et que V(—£û)+£Â(7^)>o, et soient ^ e U _ _ ^ _ ^ ,
^^a,^) et x la H-composante du commutateur (u, v). Si Vi(—£û)+c^(^)>o, on a
•yeHA,^• si ^(--^X/^-^ on a h(-ea)<f(-ea) et (^, y)eU^ donc ^eU^.
Enfin, si f^—ea) =f(—ea) et vî/iÇ—s^+s^^^^o, on a d'une part h{^a)=g^a)
d'après ce qui a été vu ci-dessus, d'autre part

£Â(7]û)> — TÎ/(— su) = — Vi(— ea) ̂  £^(73^)

d'où une contradiction. On montre de même que U normalise H/ .IL.
Montrons maintenant que (Up Ug) c H^ ^. U^. D'après ce qui'précède, il suffit

de montrer que (U^, U^^)cH^^^.U^ pour a, èeO. C'est évident d'après (V 3)
et ( i ) si b^-R^a. Il nous reste à montrer que (U_^_^, U^^)cH^.U, pour
£ , 7 î e { i , 2 } ei —sa, 7]ae0. Si ^g^a)+^(—za)^o, cela résulte des inégalités
h{—za)^f{—za) et h(^a)^g^a) établies plus haut. Si ^gi^a)+^f^—ea)>o, cela
résulte de (6.3.9) et de la définition même de H^ ^.

Par ailleurs, H, donc tout sous-groupe de H et en particulier X, Y et (X, Y),
normalisent H^ et U^. Par suite, (X, Y).H^ ^.U^ est bien un groupe. D'autre part,
(2) entraîne que (X, U^)u(Y, U^cH^.U/, puisque U^ et Vg normalisent H^.U,,.
Enfin, soient xeX, yeY, ueV^ et ueVg. On a
(xu,yv)==xy.{jy~\ u)\u, u).{v, x~~1). x~1^-1

e^.^-^-^^H^^^.U^-^-^CX, Y).H^.U,
ce qui achève la démonstration.

Corollaire (6.4.29). — Soient A une partie de la base II de 0 ̂  T l'ensemble des racines
positives qui ne sont pas combinaisons linéaires d'éléments de A. Soient f, g : 0—^R deux fonctions
quasi-concaves. Supposons que f (resp. g) soit infinie sur ÇT (resp. sur —Y). Pour aeO, j&ojmy

Â(a)=inf{ S /^)+ S^)}
l^i^m l^j^n

/a éor^ inférieure étant prise sur l'ensemble des couples de suites finies non vides {a,) et (b-) d'éléments
de 0, tels que Sâ;,+S^=û. Alors, la fonction h : 0-^R est concave et ("IL, U )cU^.

Il est immédiat que h est concave et satisfait à (6.4.28) ( i ) (avec /i==inf(/, h)
et ^i=inf(^,A)). D'autre part, si ^=2;^+Sé.e—Y, alors l'un au moins des a. ou

z j J t

l'un au moins des .̂ appartient à —Y; on a donc A(a)==oo, d'où /i(û)==^(û)==oo;

24J
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si û^S^+^j^^^4 ' ^^C^*)? et sl tous ^es ^ appartiennent à Y, alors l'un au moins
des bj appartient à —T et on a h(a)==oo, d'où f^Ça)=co. On en conclut aisément
que H^ ^ == { i } et le corollaire résulte de (6.4.28).

Corollaire (6.4.30). — Soient f^,g^ : <I>u{o}->R deux fonctions dont les restrictions
à 0 sont quasi-concaves. Soit h ̂ Inapplication de <Ï>u{o} dans Ru{—00} définie par

^^)==inf{S/,(^+S^^.)}

la borne inférieure étant prise sur l'ensemble des couples de suites finies non vides (a^) et (éj) d'éléments
de Ou-fo} tels que ^^S^+^^i (tordre sur Ru-f—00} étant défini de manière évidente

i 3

par —OO<Â: pour tout Â:eR).
Si A^(o) 4= — û0? on a h^Ça)^= — °o pour tout aeO et la restriction h de h^ à 0 est concave.

Supposons en outre que H^^j c H(^(O)) [P^ exemple que 9 satisfait à la condition (Pr)) et soit X
(resp. Y) un sous-groupe de H (̂))) (resp. H )̂)) . Alors on a

(X.U,,Y.U,)c(X,Y).H^.U,.

On vérifie en effet aisément que, avec les notations de (6.4.28), on a H^ ^CH^^)
et que les conditions (i) et (2) de (6.4.28) sont satisfaites.

Corollaire (6.4.31). — Soient f et g deux fonctions linéaires sur 0. Posons

k^mf{g(a)-f{a)\ae^}.

ona (U^U^CU^.

Appliquons (6.4.29)3 avec A==0 (d'où T^O4^ et ÇT^—T^O"), aux deux
fonctions/4' et g^ égales à oo sur O" et égales à/et g respectivement sur O"1". Ce sont bien
des fonctions concaves et on a U^==U^+, U^==U^-. Soit h la fonction associée à/^"
et g+ comme en (6.4.29). On a h(a)==oo pour aç<S>~, si ûeO4', on a

A(û)=inf{S/^)+^(é,)}

la borne inférieure étant étendue aux couples de suites finies non vides (<^) et (éj)
d'éléments de 0^ telles que a=S^+Sé . Par suite

^ J
h{a) == inf{f{a) + S (̂ .) -/(é,))>/(^) + ̂

On remarquera qu'il n'est pas nécessaire de supposer g linéaire : g quasi-concave
suffit.

Corollaire (6.4.32). — Soit L une demi-droite d'origine o de V*, contenue dans D^. Pour
xeA, désignons par U^ le sous-groupe engendré par les Va,-a{x-v} P0^ ^e^)+• 11 existe une
constante k avec o</:< i telle que Von ait

(U^U^cU^.,,
quels que soient les points x et y de A tels que x—jyeL.
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Soit v un élément de L; posons k= m aw les bornes inférieures et supérieures
sup a(v) ^

étant étendues aux ûe$+. On a O<Â:<I . Soit tëR^. tel que x==y+tu Çx^eA).
D'après (6.4.31), on a

(U^U;)cU,-
avec Â(é) ==- b{x) + ̂ m^ û(z;) ̂  - b{x) + b{ktv) ==- b{x +k{jy- x)).

Notons que si 0 est de rang un et de type BC^, on a k =1/2. Si <& est de type Ai,
on a (U^, U^)={i} quels que soient x^eA.

(^•SS) Nous allons maintenant étudier plus en détail les sous-groupes Hr^
et H(^ et la condition (Pr) de (6.4.15).

Proposition. — Quels que soient A,^eR, le groupe des commutateurs (H^), H^) <^
^^^H(^. ^'H^cH^, alors, pour ûe0 ^ ^eM^, O T Z Û (m,H^)cH^.

Pour démontrer la première assertion, on peut supposer A^^o. Soient AeH/^
et A'eH^ et soient aeO et A;eR. Pour ^eR+, posons

•^y'=[Ja,x+y'{J2a,2x+yc'^a,x'

D'après (V 3), le groupe des commutateurs (X^ XJ est contenu dans X^, pour y, ̂ eR_^
et Xy est un sous-groupe distingué de U^=XQ. Soit alors ^eU^; posons z/==(^-1, A-1)
et y'^^-1,^-1). Par définition (6.4.13), on a yeX,, y'eX^ (À-1, y')eX^^ et
{h'~1, y)eX^+^. Par suite, on a dans U^ ̂  les congruences suivantes module X ^ , ^ :

A-VÀEEZ;'

h~•lhf~luhfh=h~luvfh=h~luhv/==uvvr

et de même Z./-IL-I L L /
A 'A ^uhh ==uvv.

Comme (v, y')e(X^, X^)cX^+^, on en déduit
h-^h'-^uh'h^h'-^h-^uhh'

et ((A, A'), u)e^_^f, d'où la première assertion.
Supposons maintenant que H^CH^) et posons m==u'uu", avec ueU^, et

^"eU_^. Soit Y le groupe U_^ -^^.U_,, -^.H^.U^,.U^^ (6'.3.9)
si À: > o et le groupe engendré par U^, et U^ _, si k ̂  o. On déduit aussitôt de (6.4.19)
que Y est normalisé par U^, et par U_^_, . Soit alors AeH^. Comme le commutateur
de h avec ?/, u' ou ^" appartient à Y, on a

(m,h)==ufuu'fhuff-lu-luf-lh-lçufuYhu-lu'-lh-l==ufYuhu-luf-lh-l==ufyhuf-lh-l=y

d'où (m,A)eYnH=H^.

Proposition (6.4.34). — Soit keR, avec k>o\ pour qu'un élément h de H appartienne
à H^), il faut et il suffit que l'on ait
( I ) (Â? Hz, r) C U^,+ ̂ . Ug^ g, _,. ^ ^oz/r ^z/^ re R,
quelle que soit ûelï.
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Notons tout d'abord que si ( i ) est vraie pour une racine aeO, alors elle est satis-
faite si on remplace a par 2û. Ceci étant, il suffit, pour démontrer la proposition, de faire
voir que la condition « ( i ) est satisfaite pour les éléments a de la base II » est indépendante
du choix de IL Pour cela, il suffit de démontrer les deux assertions suivantes :

(2) Si ( i) est satisfaite pour <26<t>, elle l'est aussi pour —a.
(3) Si ( i ) est satisfaite pour deux éléments distincts a et b de II, alors elle l'est

aussi pour c==r^{b).

Or, (2) n'est autre que le lemme (6.4.26). Démontrons (3); soit ueVç, avec u^ i.
Puisque a et c sont linéairement indépendantes, on peut supposer, quitte à remplacer 9
par une valuation équipollente, que <p^)==o et que oel\. Soit alors yey^^o); posons
m==m(v) et v/=m~lum, Pour tout /'eR, notons X^ (resp. Y^) le groupe engendré par
les Vpa+qb,{ po111* A ^N*, pa-{-qbe^> (resp. et pa-^-qb^^c, 2^}). D'après (6.1.8)3 u est
l'unique élément de Uç tel que (u, z/)e^Yo. D'autre part, on vérifie aussitôt,
d'après (6.4.21)5 que X^. est distingué dans X-o. Comme hvh~l=u et hvfh~l=v'
modulo Xfc, on a aussi h(v, v')h~1 =.{v, v ' ) modulo X^, et huh~l=.u modulo
X^YonU,=:U^.U^ (6.4.9), ce qui démontre (3).

Proposition (6.4.35). — Si 0 na pas de composante irréductible de rang un, alors la
condition (Pr) est satisfaite.

Soit AeR avec À>o, et soit éeO. Il nous suffit de montrer que, si AeH est la
H-composante d'un commutateur [v, u), avec z/eU_^ et veV^ y^u U^ 3^^ (avec
rer^), alors AcH^. Or, le lemme (6.4.25) montre que la condition (6.4.34) ( i )
est satisfaite pour toute racine a^VLb et l'hypothèse faite sur 0 entraîne que l'on peut
choisir la base n de 0 de telle sorte que é^RII. Notre assertion est alors conséquence
de (6.4.34).

Remarque (6.4.36). — Un raisonnement plus compliqué permet de montrer que
la condition (Pr) est satisfaite dès que 0 ne contient pas de composante irréductible
de type BGi. Nous ne connaissons d'ailleurs pas d'exemple où elle ne l'est pas.

Proposition (6.4.37). — Supposons satisfaite la condition (Pr) et soient Â:,^eR^.. On a

(J) (KW? ̂ j^1"1^^]

(2) (l^p H[^)CH[A;4-^•

II suffit de démontrer (i). On peut supposer A:>o, et comme H^^j est distingué
dans H, il suffit de prouver que le commutateur d'un élément de H(^ et d'un élément
d'un système générateur de H^j appartient à H^.^j. Soit alors ae^> et reR; le groupe
engendré par U_^ _^u U^ ̂ + ^ u U^a,2r+f est alors 1e groupe Up où/est la restriction
à 0 de la fonction / : d)u{o}->R définie par/(é) =00 pour ée<Du{o}, b =t= ± a, ± 20,
/(—^û)^—^, f^—a)=—r, j\[a)=r-^f et /(2âr)=2r+/'. II suffit de montrer que

(^fe)? Vf^îî)cîî[k+(\'
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Posons g^b)==co pour éeO et g^{o)==k et appliquons (6.4.30), avec X = { i } et
Y==H^. On en déduit

(l"^ ^îcH^^.U^

où h est la restriction à 0 de la fonction h^ : Ou{o}-^R définie par ^(é)==oo pour
éeO, b^±a,±2a, h^o)=k+/, h,(-20) = k - 2r, h^-a)=k-r, h,{a)=k+f+r et
h^2a)=k+l+2r. Mais (6.3.9) entraîne que U^nHcH^^cH^^, ce qui achève
la démonstration.

Définition (6.4.38). — On appelle prolongement de la valuation 9 une application
9o : H —> R^u^oo} satisfaisant aux deux conditions :

( P i ) Pour tout A:eR, l'image réciproque U^ = 9^1 ( [k, oo]) ^ ̂  sous-groupe de H
^ ^ û H^cU^cH^.

(P2) Pour /;,^R, on a (U^,, Uo^)cUo^,.

OTZ û?^ ^^ cp ^j^ prolongeable ^ ^/fc possède un prolongement. On appelle valuation
prolongée de la donnée radicielle (T, (UJ) un couple (^, ^o) formé d'une valuation ^ de (T, (UJ)
^^ âf'^TZ prolongement ^ ûfe ^.

Remarquons que la condition (P 2) entraîne que chacun des UQ ^ est un sous-
groupe distingué de Uoo=H. La condition ( P i ) jointe à (6.4.33) montre même
que UQ ^ est un sous-groupe distingué de N. D'autre part, ( P i ) et (P 2) restent valables
si l'on admet la valeur oo pour k ou^. Notons encore que la condition (P i) peut s'expliciter
ainsi : quels que soient ûe<D, A, ÀeR, UQ ^ est un groupe et l'on a

(P^) (U^UoJcU^,.U^^.
(Pi") Les H-composantes des commutateurs {u, u ' } et {u', u) avec u e U ^ ^ ,

^'eLL^g (resp. u r e U _ ^ ^ g ) avec r-^s-=k (resp. 2r-{-s==k) appartiennent à Uo ^.

Proposition (6.4.39). — Pour que la valuation 9 soit prolongeable, il faut et il suffit que
la condition (Pr) de (6.4.15) soit satisfaite.

Il est clair que (Pr) est nécessaire. Réciproquement, si (Pr) est satisfaite, les deux
fonctions 9^ et 9^ définies par

9^(A)=sup({Â;eR|AeH^}u{o})
9(0 (À) =sup{A:eR | AeH^}

(pour AeH) sont, d'après (6.4.37)3 des prolongements de 9.

(6.4.40) Dans la suite de ce travail, nous poserons U()==H. Cela rend plus cohé-
rentes les notations U^j, pour ae<S)u[o} et AeR et se justifie par le fait que H joue à
certains égards, relativement à l'élément o de V, le même rôle que les groupes U^ relati-
vement aux racines ae0. C'est par exemple ce que montre la proposition suivante,
qui fait apparaître le parallélisme entre o et les racines vis-à-vis d'une valuation
prolongée.

149



i50 F. B R U H A T ET J. T I T S

Proposition (6.4.41). — Pour ae<î>u{o}, soit ̂  une application de U^ dans Ru{oo},
avec ^o{u)^o pour tout ueUo. Pour que le couple ((^Jaeo? ^o) solt une valuation prolongée
de la donnée radicielle (T, (UJ), il faut et il suffit que les applications ^ satisfassent aux condi-
tions (V o), (V i), (V 2), (V 4) et (V 5) de (6 .2 .1 ) {où l'on remplace la lettre 9 par ^) et aux
deux conditions suivantes :

(V i bis) Pour tout A;eR, l'ensemble UQ jc^^o'1^, °°]) est un groupe'
(VP) Soient û,ée<I>u{o} et k.leTH. Soit T l'ensemble des éléments de S>u{o} delà

forme pa-\-qb avec j&, yeN*; pour ce^V, posons k{c)==mf[pk-{-qf\p,qeN*,pa-}-qb==c}.
Alors, le groupe des commutateurs (U ,̂ U )̂ est contenu dans le produit des groupes U^^
pour ce^F et cf2e^¥, pris dans un ordre convenable.

On vérifie aisément que ces conditions sont nécessaires. Supposons-les satisfaites.
Alors, ^==(4a)ae<i> est une ^l^tion, car (VP) pour é ^ — R ^ a n'est autre que (V3).
Déplus, (VP) entraîne (P 2) (prendre a=b==o) et implique que UQ^CH^) (prendre
a==o et éeO) et que H^cU^ (prendre ûeO et b ==—a, k-\-f==r., ou b==—2a,
^k-{-f=r et utiliser (6.3.9)).

Définition (6.4.42). — Soit cp^ un prolongement de 9. Pour toute fonction f : <I>u{o}—^R,
notons encore IL le sous-groupe de G engendré par les U^ ̂  pour aeOu^o} (j&oî/r A:===r+,
avec reR, OTZ désigne par UQ ^ la réunion des UQ gpour seHu {oo}, j>r). OTZ dit que fest quasi-
concave (relativement à (9, 9^)) si la restriction de f à 0 ̂  quasi-concave et si îîf\^ est contenu

dans UO^(Q)-

Si y:Ou{o}-^R est concave (6.4.4), alors y est quasi-concave : cela résulte
de (6.4.17), puisque f{o)^d(f\ 0). D'autre part, si f est quasi-concave, on a
U^nUo=Uo^(o).

Proposition (6.4.43). — Soit 9^ ^ prolongement de 9 ^ jw^ y, g :Ou{o}->R
deux fonctions quasi-concaves telles que f(paJ^qb)^pf(a)-s^qg{b) pour p, qeN*, a, b et
pa-{-qbe^>u[o}. Alors, Uy est normalisé par Ug.

En effet, on a H^^^^cUo ̂  et

(^0. f(0) 5 ^a, ^(o)) c (^(/•(())) 5 U^ ^^)) C U^ ^^) + ̂ o). U^ 2^^ + ̂ o) C U^ ^(^ . Ug^ ^2^)

et il suffit d'appliquer (6.4.19) (avec X==Uo ,^o))-

Proposition (6.4.44). — Soit 9^ Î/TZ prolongement de 9. Soient f, g : <I>u{o}-^R ûfe^v
fonctions quasi-concaves et soit h :Ou{o}-^Ru{—oo} û?^^ j^ar

A(a)=inf{2/^)+S^,)}
î J

/a éorn^ inférieure étant prise sur l'ensemble des couples de suites finies non vides (û^) et (b-)
d'éléments de Ou{o} tels que û:=S^+Sé-. Si h (0)4=—oo, alors h est concave et on a
(U^,U,)cU,.

C'est un cas particulier de (6.4.30) (en prenant X==Uo^o) et Y==UO^(O)).
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Proposition (6.4.45). — Supposons la valuation y prolongeable (c'est-à-dire que la condi-
tion (Pr) est satisfaite). Soit f : 0-^R une fonction quasi-concave. On suppose qu'il existe une
fonction linéaire XeV et un keîi avec k>o+ et f^\+k (cf. (6.4.6)). Soit H' un sous-
groupe de H^). Posons Z==H'.U/. et, pour n e N*

Z^Zn(^(H').H^.U^J (i).
Alors, on a :

(1) (Z^, Z^)cZ^_^, çWj ̂  j-oz^ 72, Tz'eN*;
(2) y{Z)c^ ^ ̂  ̂  TzeN';
(3) ^(Z^H^) ( '̂ est, rappelons-le, le centralisateur du groupe engendré par les U"

pour aeO (6.4.13));
(4) si H'cH^, alors ^(Z) ^ ^^zz ûfâwj H^ ^ ̂  co^^ Az^ le centre de Z.

A' de plus H^j =={ i}, alors Z é?^ proniipotent.

Appliquons (6.4.30), en prenant pour f^ (resp. g^) la restriction à <I)u{o} de
la fonction \+nk (resp. À+TZ'/;) et pour X (resp. Y) le sous-groupe ^(H^.H^
(resp. ^'(H').^). Vu (6.4.33), on a bien XcH^=H^ et YcH^cH^.
Avec les notations de (6.4.30), on a h^\+{n-{-n')k et ( i ) en résulte, compte tenu
des relations (^(H'), ̂ '(ïî^c^'W et (H(^, H^)cH^^ (6.4.37). On
en déduit (2) et (3), en utilisant (6.4.33), (6.4.9) et (DR 6). Enfin, si H'cH^, on a
^(H') cH^, d'où ^(Z) CH^. D'autre part, Z est contenu dans le groupe engendré
par les U^ pour ûe0 et (4) résulte de (6.4.15).

Corollaire (6.4.46). — Supposons 9 prolongeable et discrète et soit eeIL\ tel que I\cZ^
pour tout ae<S>. Supposons de plus H^=={i}. Reprenons les hypothèses et notations de (6.4.23).
Alors, H^^cH^. Si X^cH^, aforj X*.U^ est un sous-groupe distingué proniipotent
de X.U^.'

Nous avons vu (6.4.24) que H^cH^j et il est clair que H^^j==H^. Pour ûeO,
posons ^(a)=inf{^eZ^|^/*(<2)}. Il est clair que Ug==U^ et que ^ est quasi-concave.
De plus, vu (6.4.6), il existe une fonction linéaire À et keIL\ tels que g>\+k. On
peut supposer k^e. Nos assertions résultent alors de (6.4.45), vu (6.4.23).

Remarques (6.4.47).—(i) l'hypothèse faite en (6.4.46) que I\cZ<? pour tout aeO
n'est pas bien restrictive. En effet, les résultats de (6.2.23) montrent que toute valuation
discrète est équivalente (6.2.5) à une valuation jouissant de cette propriété.

2) Reprenons les hypothèses et notations de (6.4.23) et (6.4.46). On peut
prendre X==H et X*=H^. Le groupe H. U^ est alors extension de G=HU^/Hr,jU^,
qui possède une donnée radicielle génératrice (H/H^j, (UJ) de type Op ce qui l'appa-
rente à un groupe algébrique réductif, par le groupe proniipotent Hrgi.LL. Nous
retrouverons cette situation plus tard, dans le cas des groupes algébriques semi-

(1) Pour tout groupe X, on note ^(X) le n-ième terme de la série centrale descendante de X, de sorte
^ l ^Y^—Y pt </?n+ l(<Y^—/<ynYY^ Y\ ^ / î ^c^ <yoofV\— H (^nfV\que ^1(X)=X et ^n+ ̂ -(^(X), X), et on pose ^°°(X)= H ^"(X).

n^ l
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simples sur un corps local : G sera alors le groupe des points rationnels d'un groupe
algébrique réductif sur le corps résiduel k et Ker(H.U^->G) le groupe des points
rationnels d'un groupe proalgébrique prounipotent sur k, le « radical prounipotent »
de H.U^.

Proposition (6.4.48). — Soit g :Ou{o}->R une fonction concave telle que g{o)>o.
Soit f : $->R une fonction quasi-concave majorant la restriction de g à 0 et soit X un sous-groupe
de H contenant Hg. Soient (^, . . ., a^) les éléments de O^ rangés dans un ordre quelconque et
soit jeN, avec o^j^m. Soit

T, : Xx n LL,.-.X.IL
J l^^m "^ /

l'application {x, u^, . . ., uj H- u^. . . u^ ̂  . . . ̂ .
(i) Inapplication T̂ . est injective.
(ii) Si, pour tout ûeO, le groupe U^, muni de la structure de groupe topologique admettant

la famille des U^ {pour keK) comme système fondamental de voisinages de i, est complet,
alors T^ est bijective.

On se ramène aisément au cas où j==m et où 0 est irréductible, ce que nous
supposons désormais. Si 0 est de rang un, la proposition résulte de (DR 6), (6.4.9) et
(6.4.10) (notons d'ailleurs que l'hypothèse faite en (ii) est inutile dans ce cas). Supposons
désormais 0 irréductible de rang ^ 2; la valuation y est alors prolongeable (6.4.35), ce
qui nous permettra d'utiliser (6.4.45).

Soit z/eX.Up on sait ((6.4.9), (6.4.10) et (6.1.6)) qu'il existe une suite «)i^^
et une seule telle que u^eV^^. pour tout i, et que

(i) ^( n o.( n ^).x
'l^i^m^iç^ ^ ' 'l^^m^eO-

(ce qui entraîne d'ailleurs que Tj est toujours bijective dès que ^eO"^ pour i^z^m/s ) .
Soient de plus u^ u^eV^^. ( i ^ z ^ m ) . Il existe alors une fonction h sur 0, à valeurs dans
Ru{oo} (et non dans R), supérieure à/" (avec les notations de (6.4.12) a}) et telle
que l'on ait

^,z/;,^'eU^^.).U^^^ pour i^m.

Pour aeO^, on a A(a)^/"(a)^/(a)^^(û) et, lorsque SûeO, on a
h{2a)^rÇ2a)^m{{f{2a), 2/(û)> inf{^), 2g{a)}^ g(2a).

Soient alors ÀeV et Â;eR, A:>o, tels que A ^ À + Â ; (6.4.6).
Posons Z=H^.U^, Z^=H^.U^^ (pour TzeN*) et Z^=H^p Supposons

qu'il existe x, x ' e ' K et ^eN*u{oo^ tels que
(2) ^. . . u^x = u[... u'^x' modulo Z^

(notons que Zç est un sous-groupe distingué de H. Z et que les ^ et les u\ appartiennent
à Z). Nous allons alors montrer, par récurrence sur 72, que, pour tout i et tout entier
n ̂  y, l'on a

(3) ^-\'-y,eZ^nU^.=U^^.

.7^
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C'est évident si 72=1. Si (3) est satisfaite, pour une valeur n<q, la relation (Z,ZJcZ^.i
((6.4.45) ( i ) ) entraîne

^'1^...^ mod.Z^,.

Comme Z^/Z^_^ est commutatif, ceci implique

(4) ( n u,).( n v^xx'-1^,..v l / ' l^î^m^eO4- %} 'l^t^w^eO- î/ n+l

En appliquant (6.4.9) au groupe HZ^^==HU^^, et compte tenu de (DR 6) et (6. i .6)5
on voit que (4) entraîne ^eZy^^ pour tout 2.

Par suite, (3) est vraie pour tout n^q. En prenant q=co, ceci démontre (i).
Démontrons maintenant que, pour tout 72 eN*, il existe ^eXHr^, et une

suite (^n)) tels que u^eV^^,^^. pour tout i avec 1^2^772, et que

(5) u==u^...u^x^ mod.Z^,.

Remarquons que, si les relations (5) sont vraies pour tout n, alors, vu ce qui précède,
on a, pour tout n et tout i
(6) u^^u^ mod.U,^..

Pour % ==13 la relation (5) est satisfaite en posant u^ =^u'^ puisque (Z, Z)cZ2.
Supposons (5) réalisée pour une valeur de 72^1. Posons u^u^^^u^.. .u^x^. En
appliquant (6.4.9) à Z^_^, compte tenu de la commutativité de Zy^i/Z^g, on voit qu'il
existe yeît^^ et ^eZ^nU^ (pour î^i^m) tels que ^ ( n + l )^^. . . ̂ j;modZ^.
On a alors

^ =.,... ̂ n).. . u^x^ = (^nj^))).^1) mod Z^,

avec ^^eH^^.X.
Nous avons bien démontré (5)3 donc (6), pour tout 72 eN".
Enfin, supposons l'hypothèse de (ii) satisfaite. Alors, (6) montre que, pour tout i

avec 1^2^772, la suite (z^neN* converge vers un élément z^eU^.. Posons
j/=(^. . . u^)~lue'X.V^ On a alors y=^^h, avec ^eU^, ^Vf~ et AeX. D'autre
part, y^x^mod. ï^^r Appliquant encore une fois (6.4.9) et (DR 6), on en conclut
que ^eU^'nZ^^i et ^eU~'nZ^_^ pour tout entier 72, d'où ^=^==1 et j/==AeX.
Par suite, u == y^. . . y^j/ appartient bien à l'image de T^, ce qui achève la démonstration
de (ii) et de la proposition.

6.5. Valuations discrètes et doubles systèmes de Tits.

Dans ce numéro, nous conservons les notations de 6.2, notamment celles introduites
en (6.2.4)5 et celles de 6.4 (cf. en particulier (6.4.2) et (6.4.3) pour la signification
des symboles P .̂ et^o), et nous supposons en outre que la valuation 9 est discrète. Vu
(6.2.22), ceci nous permet de reprendre aussi les notations de 1.3 et de supposer que
A==A, W=W, S=S.

lô2
20
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Théorème. — Soit G' le sous-groupe de G engendré par N^v'^W) et les U^ (ûeO).
Posons T'=TnN' et B==P^.

(i) On a BnN '==H ^N'/H=W. Le quadruplet (G', B, N', S) est un double système
de Tits. Si on substitue ce système à celui noté (G, B, N, S) au § 4, les groupes notés 23^ et ®D
^4.1 .$•0̂  respectivement les groupes HU"1' ^ TU4" (j^r D=Do).

(ii) U injection de G' <sfa^ G ̂  un homomorphisme (B, N') -adapté de type connexe, pour
lequel les objets notés N, î et W ̂  4. i JOT^ respectivement égaux à N, v ^ W.

Ce théorème est une conséquence presque immédiate de (5.2.19) et (5.2.31).
Cependant, à l'intention du lecteur qui n'aurait pas lu le § 5 (à l'exception de (5.1.1)),
nous en donnerons une autre démonstration, essentiellement basée sur (6.4.9).

Montrons tout d'abord que (i) entraîne (ii). En effet, G est engendré par G' et T
et G'est normalisé par T, d'où G==T.G'=N.G'. Or, si %eN, on a TîN^-^N' et
(6.2.10) (iii) montre que n1àn~1 est le stabilisateur dans G' de la chambre v(7z) .C, donc
est de la forme n"Kn'~1 avec n'eW. Ceci montre que l'injection de G' dans G est bien
B-N'-adaptée. De plus, on a NcN, d'où N=N. (NnG')=N.N'=N et il est immédiat
que î=v, ce qui achève la démonstration de (ii).

Démontrons maintenant (i). Les deux premières relations de (i) résultent respec-
tivement de (6.4.10) et de la définition de N'.

Pour tout ÛGO, il existe keT^ tel que Cca^ et on a U^== U ̂ U^f^cT'BT.
Par conséquent, (G', B, N', S) satisfait à l'axiome (T i) de (1.2.6). L'axiome (T 2)
résulte du fait que (W, S) est un système de Goxeter (1.3.4).

Soient seS et weW, et soit a==a^eS défini par les conditions Ce a et
«^^a ( i . 3 - 3 ) - V u (6.4.9), on a U^njB.y-^U^ ( i . 3.3) et U^nB=U^. Par consé-
quent, ^BJ-'^B, ce qui établit (T4). Soit Y l'ensemble des racines affines minimales
parmi celles contenant C. Posons Y^Y—^a}. Vu (6.4.9), on a

( I) B=( nup).H.u,'pey

à condition de ranger les facteurs du produit entre parenthèses dans un ordre convenable.
Gomme a est la seule racine affine contenant C et non ^(C), on a j'Uo.T^cB pour
tout peV, donc, en vertu de (i),

(2) ^BcB^U,.

D'autre part, on a aussi

(3) (U^HU^ u U^ HUJ . wB c B^B o B^B.

En effet, vu (6.3.3), la parenthèse du premier membre est un groupe, qui contient
manifestement v"^), de sorte que le premier membre de l'inclusion (3) ne change pas
si on remplace w par sw. Quitte à effectuer cette substitution au besoin, on peut donc
supposer que ^(o^DC, auquel cas (3) est évident puisqu'on a alors HU^C^B.
De (2) et (3), il résulte que
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ce qui est l'axiome (T 3) de (1.2.6).
Il est ainsi établi que (G', B, N', S) est un système de Tits.
D'après (4.1.5), ge^ si et seulement s'il existe veV tel que ^lgteî pour

tout teT tel que v(^)ey+D. Gomme BcU'.H.U4 ' (6.4.9), et que U-, H et U+

sont normalisés par T, on en déduit successivement S^cU-HU4^ puis S^HU4'
car {ueU~\tu^lee pour v(^)ey+D}={i}. Enfin, on a ^=TV+ d'après (4. i .5).

Enfin, il résulte de (6.1.12), appliqué à la donnée radicielle (T', (UJ) dans le
groupe G', que (G', T'U4-) est un système de Tits, donc que (G', B, N', S) est un double
système de Tits. Le théorème est ainsi démontré.

Remarque 1. — Soit QcA, £2=1=0. Le sous-groupe noté P^ en 4. i n'est autre que
le sous-groupe P^ : cela résulte de (5.2.19), mais est aussi conséquence d'un résultat
plus général que nous démontrerons en (7.1.11).

Remarque 2. — Soit (VJ une suite décroissante de sous-groupes de G, formant un
système fondamental de voisinages de i pour une structure de groupe topologique
complet sur G. Supposons de plus que B et les U^ soient des sous-groupes fermés et que
la topologie induite sur chaque U^ soit celle définie par les U^ ̂ . On voit alors que la
condition de (6.4.48) (ii) est satisfaite. De plus, les hypothèses de (2.8.2) le sont aussi :
il suffit de considérer une suite croissante de parties bornées convexes (Î2J de A, d'inté-
rieur non vide, et telles que f^{a)^mf{kçR\ U^cVj pour tout ûe0. On vérifie
en effet aussitôt que PQ cH.V^.

lôô



7. IMMEUBLE D'UNE DONNÉE RADICIELLE VALUÉE

On conserve les notations des numéros 6.2 à 6.4. Nous avons vu (6.5) que, lorsque
la valuation <p est discrète, elle définit un système de Tits de type affine et par suite un
immeuble sur lequel opère G. Dans ce paragraphe, nous allons construire, sans supposer 9
discrète, un espace métrique ^ sur lequel opère G, qui s'identifie à l'immeuble de G
lorsque 9 est discrète et qui, dans le cas général, en conserve certaines structures et
propriétés. Bien que ^ ne soit plus, dans le cas non discret, un complexe polysimplicial,
nous définirons encore ses chambres et ses facettes.

Avant de définir ^ au n° 7.3, nous étudierons certains sous-groupes de G,
étroitement liés à des cas particuliers des groupes Uy du n° 6.4, et qui sont les géné-
ralisations des fixateurs et stabilisateurs étudiés au § 4 dans le cas de l'immeuble d'un
système de Tits de type affine. Nous introduirons en particulier des sous-groupes associés
aux chambres de A, notés Rp D, qui joueront le rôle du groupe B d'un tel système.

Lorsque y est discrète, les résultats des §§ 7 et 8 se ramènent pour la plupart à des
cas particuliers de résultats déjà établis aux §§ 3, 4 et 5, mais que nous retrouvons par
une méthode différente. La principale nouveauté de cette approche est évidemment
qu'elle s'applique aussi au cas des valuations non discrètes, en particulier au cas des
valuations denses, i.e. telles que, pour toute racine aeO, l'image r\==ç^(U^) est dense
dans R (remarquons que, lorsque 0 est irréductible, ceci équivaut à la densité de I\
dans R pour une racine ûeO).

Si D est une chambre vectorielle de <I>, nous notons 0$ (resp. 0^) l'ensemble des
racines aeQ) positives (resp. négatives) sur D, IIp la base de 0 correspondante et U^
(resp. U^) le sous-groupe de G engendré par les U^ pour ûeO^ (^sp. aeOp).

7.1. Les sous-groupes PQ et PQ.

(7.1.1) Soit 0, une partie non vide de l'espace affine A (6.2.6). En (6.4.3),
nous lui avons fait correspondre une fonction concave f^ : <!>->R en posant, pour ûeO :

y^(a)==inf{Â:eR| a{x)-\-k^o pour tout xeO.^

(désormais, nous identifions A à l'espace vectoriel V par le choix de l'origine 9, ce qui
nous permet aussi de considérer les éléments de V*, et en particulier les racines aeO,
comme des fonctions sur A; de même, un élément xeA définit une fonction linéaire
a\->—a(x) sur 0, que nous noterons encore parfois x). A cette fonction concave^, on
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associe comme en (6.4.2) le sous-groupe IL engendré par la réunion des U^ f (^ pour
ûeO et le sous-groupe P^ = = H . U , , que nous noterons plus simplement U^ et P^.
Comme U^ ^\ est la réunion des U^ ^ pour Ael^ et k^f^Ça), on voit que UQ ^
engendré par la réunion des sous-groupes U^, oà a â^n^ V ensemble des racines affines (6.2.6)
contenant £î (cf. (5.2.30)).

(7.1.2) II est clair que U^ et PQ ne dépendent que de l'intersection des racines
affines contenant û, c'est-à-dire de l'ensemble

cl(Q)= fi {xeA\a{x)+k^o}.K / ae$,fcera,&^fQ(a)1 i ^ ' J

L'ensemble 01(0)3 que nous appellerons encore enclos de Q,, est une partie convexe
fermée de A; nous dirons encore que t2 est close si t2==cl(ti) (cf. (2.4.4)).

(7.1.3) Nous avons vu (6.4.10) que le sous-groupe N .==NnUo possède la
propriété suivante : son image v ( N / ) dans W==v(N)==N/H est le sous-groupe engendré
par les réflexions ^ ^ pour ae<S> et keF^ tels que 0,c{xeA\a(x) -}-k==o}, donc s'iden-
tifie au groupe de Weyl du système de racines ^Q^^^ formé des racines ûeO pour
lesquelles il existe keT^ avec a(ft)={—k}. Nous poserons

N^H.N^H.(NnU^)=NnP^

Loisque Q. est réduit à un point x, nous écrirons U^, P^, etc. au lieu de U^, P^} , etc.
Notons enfin que l'application qui à iîcA, ti2^^, fait correspondre U^

(resp. P^, N^, Oo) est décroissante pour l'inclusion.

(7.1.4) Gomme en (i .3. n), nous appellerons quartier de A l'ensemble x-\-D des
transformés d'un point xeA (appelé sommet du quartier) par les éléments d'une chambre
vectorielle D (appelée direction du quartier). On a U^^^cV^ et N^D==H. Si ûcA
contient un quartier de direction D, on a donc aussi U^cUS et NQ==H. Plus
généralement, pour toute partie non vide û de A, on a

(1) PQnU^U^, PonU^U^

d'où, d'après (6.4.9),

(2) PQ-N^.U^.UO-D

pour toute chambre vectorielle D.

Proposition (7.1.5). — Soient 0. et Q! deux parties non vides de A et soit D une chambre
vectorielle.

(i) Si Q'cti+D, on a

PQ.PO-CN^.UD.U^-NO/.

(ii) Si Q'cii+D et ticti'—D, on a

PQ • PQ^ == ̂ Q • UQ _ D • ̂ îr + D • NQ' .
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Vu (7. i .4) (2) on a
PQPQ'=NQUQ_DUQ+J)UQ^DUQ.._DNQ. .

Si Q'cti+D, on a aussi û '+DcQ+D et U^^DU^D. Par suite

PA'-N^U^P^-N^U^U^^U^+DN^
d'où (i), puisque UQ._DUQ._DCUD. Si de plus ûctî'—D, on a V^_^cU^_^,
d'où (ii).

Corollaire (7.1.6). — Soient x un point de A et 0. une partie non vide de A. Il existe une
chambre vectorielle D telle que

P^.P,CN^.UÏ.U,^.N,.
Il suffit de choisir un point jyeO., de choisir D de telle sorte que x—j/eD et

d'appliquer (7.1.5) (i).

Corollaire (7.1.7). — Soient x et y deux points de A. Il existe une chambre vectorielle D
telle que

P,.P,=N,.U^.U^N,.
Il suffit de choisir D de telle sorte que x—j/eD et d'appliquer (7.1.5) (ii).

(7.1.8) Soit toujours QcA, û+0. Il est clair que ^(n)(x)==x pour tout xeiî
et tout TzeNo. Nous désignerons par N^ le fixateur de Q, dans N :

]^=={neN|v(7z)(A:)==.y pour tout xeQ}.

On a NjQcN^ et il est immédiat que N^ normalise P^, puisque N permute les racines
affines (6.2.10). Par suite,

PQ=NO.PO-N^.IV

est un groupe, ayant PQ et UQ comme sous-groupes distingués. Pour toute chambre
vectorielle D, on a

Pn-N^.U^.Uo.D
et on déduit immédiatement de (6.1.15) que

(i) PQnU$==U^, PonU^-U^ et P^nN=N^.

L'application ûl->P^ est décroissante pour l'inclusion. D'autre part, pour tout yzeN
et tout QcA, Û4=0î on a

nP^n-^P^^ et ^PQ^-l==P^n)(o).

On vérifie aussitôt que les notations NQ et PQ sont cohérentes, dans le cas d'une
valuation discrète, avec celles du § 4.

Proposition (7.1.9). — Soit û une partie non vide de A. Si la valuation <p est dense, on a

NCI(Q) = NQ et PCI(O) == PO •
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Puisque UOI(Q)==U^ (7.1.2), la première égalité entraîne la seconde.
Comme û=t=0, l'ensemble L des points fixes de N^ dans A est un sous-espace affine

de A, dont la direction L° est le sous-espace vectoriel de V lieu des points fixes du sous-
groupe %(N^) du groupe de Weyl "W de 0. Or, on sait que L° est alors l'intersection
des noyaux des racines de <t> qui le contiennent. Par suite, L est l'intersection des hyper-
plans de A parallèles à un mur de A et contenant 0., ou encore l'intersection des demi-
espaces fermés M de A, équipollents à une racine affine et contenant û. Mais, un tel
demi-espace, sans être nécessairement lui-même une racine affine, est intersection de
racines affines puisque 9 est dense. Par suite, L est clos et cl(û) cL, d'où la proposition.

Remarquons que lorsque <p est discrète, les égalités de la proposition (7.1.9) sont
encore vraies lorsque û contient un ouvert non vide, mais ne le sont pas nécessairement
dans le cas général.

Remarque (7.1.10). — Soit xeA; on a N^v-^WJ, où W, est le stabilisateur
de x dans W=v(N). Lorsque G est engendré par H et les U^ (cas « simplement
connexe ») et que 9 est discrète, W=W est le groupe de Weyl affine du système de
racines ̂  ( i . 3.8) et est engendré par les réflexions par rapport aux murs de A. On
sait que W^ est alors engendré par les réflexions par rapport aux murs de A passant
par x (1.3.5). Par suite, on a N^=N^ et P^=P^.

Ceci n'est plus nécessairement exact lorsque <p n'est pas discrète, même si l'on
suppose que G est engendré par les U^ et que les 1̂  sont des groupes pour tout ae<S>.

Exemples. — i) Supposons ^=={0, —a} de type A^ et 9 spéciale. Le groupe W
est alors le groupe des transformations de la forme x\-^s.x+^a" avec s=±i et y6^
(où I\ est le groupe engendré par FJ (6.2.20). Les points xeA appartenant à un mur
de A sont les points de la forme (i l2)^a" avec yel^, tandis que les points x pour lesquels
il existe un élément non trivial de W les stabilisantsont les points (i^ya" pour yeF .
On voit donc que, si I\ n'est pas un groupe, il y a des points xeA tels que N^+N^,
même si l'on suppose que W=W.

2) Soit K un corps value pour une valuation ù); soit r^^K") et supposons
que r/2F soit un espace vectoriel de dimension >i sur le corps Fg. Prenons pour G le
groupe des points rationnels sur K d'un groupe algébrique simple déployé sur K de
type G2 (nécessairement simplement connexe), muni de la donnée radicielle valuée définie
en (6.2.3) b). Soient À et pi deux éléments de F dont les images dans F/2r sont linéaire-
ment indépendantes sur F^; posons x== (i/2)(Xâ^+(Ji^), où a, b sont les deux racines
d'une base du système de racines de G. On vérifie alors aisément que la symétrie par
rapport à x appartient au stabilisateur de x dans \V= W et que cependant aucun mur
de A ne passe par x. On a donc N3; =4= N^.

Proposition (7.1.11). — Soit û c A, 0,4= 0. On a

P^= n p,.
" a;6îî
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Montrons tout d'abord que, pour tic A, û=h0, et xeA, on a

(I) PO^-POU^}.

Soit en effet yeO. et soit D une chambre vectorielle telle que x—ye~D. On a
alors U^oCU^DCU^D- soit ^PQ^P^ Posons g==nvu, avec %eN^, yeU^^ et
^UO+D (P- 1 - ^ ) -Gomme uçU^^cP^ on a ^"^eP^, d'où nv=n'u'v\ avec %'eN,,
^H^D et y'eU^D- Par suite ^-^^'(y'y-^eUD.UD, d'où, d'après (6. i . 15),
72'=% et d'après (DR 6), u'=v. On en déduit que ^eN^nN^=N^^, yeU^i^U^D
et ^eU^D01^- or? n résulte immédiatement de (7.1.8) (i) et (6.4.9) que

1^a-DnJ)x==v^[){x})-•D Gt UQ+j)nP^=U(Qu{.r})+D5

d'où (i).

De (i), on déduit aussitôt par récurrence sur k que, pour ^, . . . ,^ dans Q,
on a

P^i,...,^}^?^0 • • • ^P^-

II nous suffit maintenant de montrer que, si (ti,),çi est une famille filtrante
croissante (pour l'inclusion) de parties non vides de A, de réunion i2, on a

Pô- n p^.
" ici "i

On peut évidemment supposer que les 0., contiennent tous un même point x. On a alors
HcN^.cN^ pour tout i, et N^/H est fini. Soit ge^P^; choisissons une chambre
vectorielle D et écrivons, pour chaque ici,

g==n,u^ avec ^eN^, u,e\J^^ et ^eU^._D.

Quitte à extraire une sous-famille cofinale, on peut supposer qu'il existe ne'N^ tel que
n,=nh^ avec h,eïî pour tout ieL Vu (DR 6), les relations h,u,v,=h^ pour i,jeï
entraînent que ^, u, et v, sont indépendants de z, et appartiennent respectivement à H,
à ^uo,+D==UQ+D et nU^._D=U^_D. Comme neHN^=='N^, on en déduit geP^,
ce qui achève la démonstration.

Corollaire (7. i. 12). — Soient 0. et i2' deux parties non vides de A. On a

P^P^^POUQ"

Remarque (7.1.13). — Si 0. et 0' sont deux parties non vides de A, on a
/cKousî^^^PÇ/Qî/oO- O11 pourrait chercher à généraliser (7 .1 .12) en montrant que
ufnu^cHusup(^) dès que/et g sont des fonctions concaves sur 0, ce qui entraîne
que sup(/,^) est aussi concave. Mais cette assertion est en général inexacte. Prenons
par exemple pour G le groupe des points rationnels sur K d'un groupe algébrique simple
déployé de type Gg sur un corps K value pour une valuation non impropre, muni de la
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donnée radicielle définie en (6.2.3) b). Soit (a, b) une base de $, b étant la racine longue.
Posons, pour ^G$ :

fÇc)==o si c=^_a, ±(26+3^) y(^)=o+ sinon
^)==o si ^^(è+û), ±(é+3û) ^)==o+ sinon.

On vérifie aisément que y et g sont concaves et que Vf n Vg <^ HUgup^^ : en effet,
N /. ̂  c H alors que Ny n N^ contient un élément dont l'image dans ^W est égale à — i.

7.2. Chambres et facettes de A.

(7.2.1) Soit X un ensemble et soit y une base de filtre sur X; nous appellerons
germe de S^ le filtre engendré par y ' . Si Y est une partie de X, nous dirons que le germe y
de y est contenu dans Y s'il existe un élément de y (ou de e^) qui est contenu dans Y.
Plus généralement, s'il existe Zey tel que YnZ=0, nous poserons ynY==0; sinon,
les intersections Z nY pour Zey forment une base de filtre sur X, dont nous désigne-
rons le germe par y n Y : il est contenu dans Y.

Si X est un espace topologique, on appellera adhérence de y et on notera y le germe
associé à la base de filtre formée des adhérences des éléments de y (ou de ^). On dira
que y est ^intérieur non vide si les intérieurs des éléments de y sont non vides; ceux-ci
forment alors une base de filtre dont le germe sera appelé V intérieur de y. On dira que y
est ouvert s'il est égal à son intérieur.

(7.2.2) Soit y une base de filtre sur l'espace affine A. La famille des U^ pour ûe^
est filtrante croissante pour l'inclusion; sa réunion est donc un sous-groupe de G, qui
ne dépend que du germe y de ^; on le notera U . On définit de manière analogue les
sous-groupes N^, P^, N.y, P^ et le système de racines 0^.

(7.2.3) Soit D une chambre vectorielle. Les quartiers de A de direction D forment
une base de filtre. Le germe associé sera noté y(D) et appelé le germe de quartier de direc-
tion D de A. Il est immédiat que

U^= U^ et P^= P^= H. VS .

(7.2.4) Soient x un point de A et E un cône convexe non vide de sommet o de V,
qui soit ouvert dans le sous-espace vectoriel qu'il engendre. Nous noterons y(^, E) le
germe de la base de filtre formée des parties X de A possédant les deux propriétés suivantes :
X est intersection de racines affines et de complémentaires de racines affines et il existe
un voisinage Y de x dans A tel que X n {x+E) D Y n (^+E). On pose

H^E^U.^^î Î^E^'^^E)? etc-

On appelle facette de A un germe de la forme y {x, E), où E est soit réduit à {o},
soit une demi-droite ouverte d'origine o dans V. Pour qu'un germe y(^, E) soit une
facette, il faut et il suffit que pour toute racine ^eO^, le cône convexe E ou bien soit
contenu dans l'hyperplan [ve'V\a{u)==o}y ou bien ne rencontre pas cet hyperplan.
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C'est en particulier le cas si E est une facette vectorielle de 0. On posera alors
I^E^ïC^ E). Si E est une chambre vectorielle, la facette F^ sera appelée une chambre
de A et sera notée aussi C^'

Deux facettes F^ et F^ ̂  sont égales si et seulement si elles sont contenues dans
les mêmes racines affines, ou encore, ce qui revient au même, si l'on a P^E^^ E"
Lorsque 9 est dense, ceci entraîne x=x\ Dans tous les cas, on a F^E==F^ si et
seulement si les projections canoniques de E et E' dans le dual du sous-espace vectoriel
de V engendré par O^ sont contenues dans une même facette vectorielle de O^;. L'image
réciproque E" de cette facette vectorielle dans V, que nous appellerons aussi, par abus
de langage, une facette vectorielle de 0^ dans V, est donc le plus grand cône convexe
de V tel que F^E==F^- et l'application E"h>F^, est une bijection de l'ensemble
des facettes vectorielles de 0^ dans V sur l'ensemble des facettes de la forme F^- La
facette vectorielle E" est appelée la direction de F^" en x et on appelle dimension
de F^E" ^a dimension du sous-espace vectoriel engendré par E". On vérifie aisément
que cette dimension ne dépend pas du choix de x et que l'ensemble des XeF^ g- qui sont
des parties convexes de A:+E" dont tous les points sont internes, est une base du filtre F^ E"-
Pour qu'une facette F soit une chambre, il faut et il suffit que dim F=dim V.

Toute facette F est contenue dans l'adhérence d'au moins une chambre G; on a
alors PçCPp. Plus généralement, pour qu'une facette F soit contenue dans l'adhérence
d'une facette F', il faut et il suffit que l'on ait PpDPp^.

(7.2.5) Lorsque 9 est discrète, on retrouve ainsi, à une identification canonique
près, les notions de chambres et facettes déjà vues : on vérifie en effet qu'une facette
(resp. chambre) au sens de (7.2.4) n'est autre que le filtre formé de toutes les parties
de A contenant une facette (resp. chambre) au sens du § 2.

Lorsque 9 est dense, on voit immédiatement que y (^5 E) est le filtre formé de toutes
les parties X de A pour lesquelles il existe un voisinage Y de x dans A tel que
Xn^+E^DYn^+E') , où E' est la direction de y(^ E) en x.

Dans tous les cas, on appellera centre d'une facette F^g la limite suivant le
filtre y(^ E) des centres de gravité des parties compactes appartenant à y(^ E). Lorsque 9
est discrète, on retrouve ainsi le centre de gravité de la facette F^; lorsque 9 est dense,
le centre de F^g est x.

(7.2.6) Soit xeA et soit D une chambre vectorielle. Gomme la chambre G^J)
est ouverte dans A (au sens de (7.2. i)), tout élément de N^J) laisse fixes tous les points
d'un ouvert non vide de A et par suite appartient à H. On a donc P^D^P^D- Nous
poserons „ _p _p

-Da;,D—-ra;,D—•ra;,D•

On vérifie immédiatement que l'on a U^j)==U^ , où la fonction /^ : 0->BL
est définie par

[fx,î>{a)=—a{x) si a6<D$

Ux,sW=={—a{x))+ si aeOn-(i)
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on a ^.D^0? ^^H et? en tenant compte de ce que f^{2a)==2f^{a) lors-
que a, 2â!e0, on tire de (6.4.9) que

(.) B,,= H. ̂ =^U^, H. ̂ U,_^.

Plus généralement, si A est une autre chambre vectorielle, on a

(3) ^-«e?-170-^^-11-^?-^^'»'-

Rappelons (6.4.9) que (2) et (3) représentent en réalité des décompositions de B^
en produit direct (ensembliste) et que la place du facteur H, que nous avons mis « au
milieu », est sans importance.

Plus généralement, soit F==^{x, E) une facette. On a Up=U^ où la fonction
/F : 0->R est définie par

fy(a)=—a{x) si la racine a est positive ou nulle sur E
fy(a)==—a{x)-{- si la racine a est strictement négative sur E.

(7.2.7) Soit xeA. Considérons la fonction f^ : 0->fi associée comme en (6.4.23)
à la fonction linéaire f^ : a\->—a[x). On a f^(a)==—a{x)+ pour tout ae0^. Repre-
nons les notations de (6.4.18) et posons H^==H^. ^ : c'est un sous-groupe distingué de
H et nous avons vu ((6.4.23) et (6.4.27)) que

P:=H;.U^

est un sous-groupe distingué de P^=H.U^; de plus, le groupe quotient G^==P^/P^
est muni d'une donnée radicielle (T, (UJ^^) de type <D^, où T (resp. UJ est l'image
canonique de H (resp. U^_^) dans G^. On voit alors aisément que, si D est une chambre
vectorielle, le sous-groupe B^ est l'image réciproque dans P^ du sous-groupe parabolique minimal
TU$ de G^ (6.1.12) engendré par T et les U^ pour ae^nO^. Plus généralement,
les P^ E sont les images réciproques des sous-groupes paraboliques de G^ associées aux
différentes facettes vectorielles de O^.

Remarquons par ailleurs que P^ est un sous-groupe distingué de P^ et que l'injec-
tion canonique de PJP^ dans P^/P^ est adaptée au système de Tits de G^ ((1.2.13)
et (6.1.12)).

7.3. Décomposition cTIwasawa et décomposition de Bruhat.

Dans ce numéro, nous allons démontrer que les sous-groupes B^p associés aux
chambres de A donnent lieu à des « décompositions d'Iwasawa » G=U$.N.B^J) et
à des « décompositions de Bruhat » G=B^J).N.B^J). Dans le cas où <p est discrète,
nous retrouvons donc simplement par une autre méthode des résultats antérieurs ((1.2.7)
et (5- I -3))- Notons cependant que la « formule de Schiffmann » (7.3.3) n'a pas encore
été démontrée dans le cas discret.
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Proposition (7.3.1). — Soient D et D' (fe^y chambres vectorielles et soit x un point de A.
(i) On a G=UD.N.B^.
(ii) Plus précisément, l'application naturelle de W=N/H dans l'ensemble des doubles

classes U^\G/B^ ̂ jy est bijective.
Posons U=UD, B=B^, Z=U.N.B et, pour ae<D, f{a)==f^{a) : il existe

/;eR tel que, ou bien f{a)=k et f{—a)=—k+, ou bien /(a) = k + 'et f{—a)==—k.
On note B^ le sous-groupe de G engendré par U^, U_^_^ et H. Rappelons que
l'on a, d'après (6.3.2)3

^== ̂ a, fia) U_^ ̂ ) = HU_^_^ U^ ̂  .

(1) Soit ûeO. Nous allons montrer que le groupe L^ engendré par U^, U_^ et T
est contenu dans Z^=U^.T.{i, mJ.B^ où ^ est un élément quelconque de M^cN
(cf. (6.1.2) (2)). Vu (6.1.2) (7), il suffit de montrer que U^Tw^cZ^ ou encore
que m^ueZ^ pour tout ueU^. Si ^(u)^f[a), c'est évident puisque ue\. Si ^(u)<f{d),
on peut écrire u^v'mv", avec meM0^ et y', y"eU_^; déplus ((6 .2 .2) (V 5 bis)), on a
P-^")^—?^) et on vérifie immédiatement que, dans les deux cas possibles
(i.e. f{a)eR ou /(a)eR+), ceci entraîne que v" appartient à B^. On a alors

m^=m^'m^m^.y''eLr,.T.B^cZ^

puisque mJJ.^-U, et que M^cT ((6.1.2) (5)).
(2) Soit maintenant a une racine simple pour la chambre vectorielle D. Nous

allons montrer que
U_,.ZcZ.

D'après (DR 2), le sous-groupe U^ de U4' engendré par les U^, pour èeO^ et é=f=a,
est normalisé par U^ et U_^ et on a (6. i .6) U^U^U^. Par suite,

U-o.Z=U_,U,U,NB=U,U_,U,NBcU;.L,.N.B.

D'après (i), on a donc

U_,Z cUT{i, mjB.NB c (UTU,U_,NB) u (UTm,U_,U,NB).

Comme UTU^==UT et que m^U^U^^U^J^, on voit qu'il suffit de démontrer
que

uneZ pour tout %eN et tout ue\J_^.

Posons alors v^n-^un, on a yeU^,, avec b=—\{n~l){a). En appliquant (i) à la
racine —6, on en tire, puisque veL_^ :

^=^e7îU_^NB=7îU_^rtNB=U^NBcZ.

(3) Par suite, Z est stable par multiplication à gauche par les U_^ pour ûell^;
mais il est évident qu'il est aussi stable par multiplication à gauche par les LT, pour
aeO^- et par T, donc par G tout entier (6.1.4); ceci achève la démonstration de (i).
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(4) Soient n, %'eN tels que n'eU^nË. Posons A^v^-'^D). Vu (7.2.6) (3),
on a

Tz'-^eB.U^^H.ÇU^nB).^

d'où n'^neît d'après (6.1.15). Ceci démontre (ii).

Corollaire (7.3.2). — (i) L'application naturelle de N/N^ (resp. N/NJ dans UD\G/P^
(resp. UQ'\G/PJ est bijective.

(ii) A' ^ est un point spécial de A (6.2.13), l'application naturelle de T/H dans UD'\G/P^
est bijective.

Démontrons (i). Compte tenu de (7.3.1) (i), il suffit de montrer que, si n, yz'eN
satisfont à n'eV^nP^ (resp. Tî'eUp'^PJ, on a /ze^'N^ (resp. yye^'NJ. Or, on a alors,
en posant comme plus haut A=^\/(%-1)(D) :

^-^eP,.U^=N,. (U^ nPJ .U^ (resp. TZ'-^eN,. (U^ nPJ .U^)

((7.1.4) et (7.1.8)) et notre assertion résulte de (6.1.15).
Si x est un point spécial, N est produit semi-direct de N3; par T et (ii) résulte de (i).

Notons qu'on a alors P^=P^.

Proposition (7.3.3). — Soient x un point de A, D une chambre vectorielle^ a un élément
de 0^, v un élément de U^ et n un élément de N. Si veV^nP^y ou bien ^aW^-—a{x), veP^
et ne'N^y ou bien a(y{n)Çx)—x)>o et <pa (y )=—a{x )—{ ïJ2}a(y (n ) {x )—x) (« formule de
Schiffmann »).

Supposons k==^v)<—a{x). On a alors •o=u'mu'\ avec u\ ^"eU_^_^ et meM.^
( (6 .2 .2) (3)). Comme U_^ _^ c Pa; n U^", on a, d'après (7.3.2), me^N^, d'où

v(^) Çx) == v(m) {x) ==x—ka^ —a{x)a^
a(y{n){x)—x)=—2k—2a(x)

d'où la proposition.
On remarquera que (7.3.3) est l'analogue d'une formule donnée par G. Schiffmann

dans le cas des groupes de Lie semi-simples réels de rang réel un ([33]).

Théorème (7.3.4). — Soient x, x ' deux points de A et soient D, D' deux chambres
vectorielles.

(i) On a G=B^.N.B^.
(ii) Plus précisément^ l'application canonique de N dans l'ensemble des doubles classes

modulo B^ D et B^ ̂ , fournit par passage au quotient une bijection de W==N/H sur B^\G/B^iy.

(7.3.5) Avant de démontrer ce théorème, introduisons quelques notations. Soient x
et x ' deux points de A, et soient D et D' deux chambres vectorielles. Un hyperplan de A
contenant x et x ' et parallèle à un mur du système de racines 0 ne peut rencontrer le
quartier A;'-(-D'$ il en résulte aussitôt qu'il existe une chambre vectorielle et une seule,
notée D(x; x ' y D'), telle que le quartier x-[-D{x; x\ D') contienne l'intersection d'un
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voisinage de x1 avec le quartier ^'+D'. Nous noterons alors w(x, D; ^', D') Punique
élément du groupe de Weyl ^W tel que

(i) D{x; x\ D')==w{x, D; x\ D') .D

et nous noterons X(,y, D; A;', D') la longueur de w(x, D; ^', D') dans ^W relativement au
système générateur de ^W formé des réflexions par rapport aux murs de la chambre
vectorielle D.

(7.3.6) Nous allons maintenant énoncer un lemme et montrer comment il
entraîne le théorème. La démonstration du lemme sera donnée ensuite (7.3.8).

Lemme. — Soient x, ^'eA, soient D et D' deux chambres vectorielles et soit L une demi'
droite ouverte d9 origine o de V, contenue dans D. Soient geG et ne~N tels que ^eB^^B^iy.

(i) Dune des deux conditions suivantes est réalisée :

( i l ) ^B^j^B^iy pour tout j^ex+L;
(i 2) il existe un point yex-}-^L et un élément n'eîi tels que

ge'K.^nB^^. pour tout ^e}x,y[

geBy^n'B^^

X(j, D; n\x\ ̂ 'KD'))^, D; n.x\ %W(D')).

(ii) On a g^g j^.N.B^ y pour tout ^e-y+L.

(7.3.7) Montrons comment (7.3.6) entraîne (7.3.4), dont nous reprenons les
notations. Soit g^G; d'après (7.3. i), il existe %eN et ueVj^ tels que geunî^^,.
Posons

u== II ^ avec ^eU_^.
ae^

Soit L une demi-droite ouverte d'origine o dans V, contenue dans D; comme a{v)'>o
pour ae^^ et yeL, il existe un point j y ç x — ' L tel que —û 00+9-0(^0)^° pour
tout ae^^; on a alors u^eU_^a{y}+ pour tout a, et u e ' K y ^ . Par suite, on a
^eB^D^B^iy d'où ^eB^ p.N.B^^j). d'après (7.3.6) (ii) (où l'on remplace x parj^ et
où l'on prend ^==x) ce qui démontre (i).

Démontrons maintenant (ii), autrement dit démontrons l'injectivité de l'appli-
cation canonique de N/H dans l'ensemble des doubles classes B\G/B', en posant B==B^ p
et B'^B^iy. Soient %,?z 'eN tels que yz'eB^B'. On a alors i eB7^BY-l=B7^"B", en
posant n"^nn'~1 et B"=^BY-1, ou encore 7z"eBB". Posons x'^n' . x ' , D'^'v^D')
(d'où B"==B^D.), A^D^î^'.D") et Y== (^+A) nC^^,. On a alors B"=P^.
Faisant usage de (7. i .5), on en déduit que BB"cU^.H.U^; comme NnU^HU^==H
(6.1.15 (à;)), on a %"eH et n'enîi, c.q.f.d.

(7.3.8) Passons maintenant à la démonstration du lemme (7.3.6). Montrons tout
d'abord (ii), en supposant (i) démontré. Si l'on est dans le cas (i i), il n'y a rien de plus
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à prouver; si l'on est dans le cas (i 2), on peut appliquer une nouvelle fois (i), en
remplaçant x parj^, et n par n\ Raisonnant ainsi par application répétée de (i), on finira
forcément au bout d'un nombre fini d'opérations par se trouver dans le cas (i 2), puisque
les longueurs des éléments de ^W sont bornées. On obtiendra donc ainsi une suite finie
y^y^y^ • • - ^ A de points de A, avec j^ej^+L, et des éléments n^==n\ n^ ..., n^^
de N tels que geB^nB^^ pour ^e[x,^[, que ^eB^^B^ pour ^e[^_i,^[ et
que ^eB^D^/c+iB^D' pour ^==j^ ou ^ej^+L, d'où (ii).

Reste à démontrer (i). Tout d'abord, on voit aisément qu'on peut se ramener au
cas où n = i, en remplaçant g par gn~1, x ' par n. x ' et D' par \{n). D'. Nous supposerons
donc désormais que

^S^D-E^D'-

Posons A==D(A?;A:', D') et
Y==(D^<i^^ Y'^Oo^0^.

D'après (6.4.9), tout élément be\ ̂  peut s'écrire d'une manière et d'une seule sous la
forme

b== n ^. n ^. n u.h
aç^réd a ae^ a a G ̂  a

avec ^eU^^ et AeH.
Pour ae^ et j^ex+L, on a fl(^)>û(^) et par suite U^^o)CB^. D'autre

part, par définition de A, on a A:'eA:+A et il existe yeD' tel que A:'+yeA:+A. Si ae<S>^,
on a donc a{x')^a[x) et û^') +a{v)>a(x), d'où a(A:')>a(A;) lorsque ûeO^nO^. On
en déduit aussitôt que U^^^cB^^ pour tout ûeO^, et en particulier pour aeV.

On voit donc que, quitte à multiplier g par un élément qui appartient à tous les B^ ^
pour ^e^+L, on peut se ramener au cas où ^ez/B^^, avec u== II ^, ^eU^, _o(a;)+.

Si ^==1, la condition (i i) est évidemment satisfaite. Notons que c'est le cas
lorsque A=—D, c'est-à-dire lorsque À(A:, D; x\ D') a la plus grande valeur possible,
puisqu'alors T=0.

Si 2 / = f = i , il existe un point jye^+L et un seul tel que û(j/)^—cp^(^) pour tout
û e T c ̂ D et que a{y) ==—9a(^o) pour une racine ae^¥ au moins. On a alors

(1) ^ z e Uy_A n Uy_DCU^ z/^Uy*

(où y désigne la fonction concave associée à la fonction linéaire y comme en (6.4.23)).
Or, nous avons vu ((6.4.23) et (6.4.27)) qu'il existe un sous-groupe H* de H tel que
le sous-groupe H^Uy* soit distingué dans HUy et que le groupe quotient G=HLUH*U *
soit muni d'une donnée radicielle génératrice (T, (UJ^ç^ ) de type 0 , où T est l'image
canonique de H, U^ l'image canonique de U<, y^, et où Oy est le système de racines formé
des éléments ûeO tels que a[y)eT^ Posons alors A'=D(j/; x\ D') ; on tire de (6. i. 15)
qu'il existe u ' e V y ^ ^ y u" E\]y^^, et ^'eN tels que

(2) ueV^u'n'u".
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Mais Uy^^uU^cïy^ et Uy+^cB^^ puisque C^iy n Q^+A') 4=0. Par suite,
on a z/eBy^'B^jy et ^eB^p^'B^^, d'où la deuxième relation de (i 2).

D'autre part, pour tout ^e]^,^[, on a a^^—9a(^a) P0111* tout ûeY, ce qui
entraîne que ^eB^ p et ^eB^ D.B^ jy : c'est la première relation de (i 2).

Il ne nous reste donc plus qu'à montrer que

(3) Uy, D; ri'.x^ Y7z')(D'))>À(^, D; x\ D')

pour achever la démonstration de (i 2) dans le cas u^r i, ce qui terminera la démons-
tration du lemme.

Pour cela, nous allons tout d'abord montrer que
(4) À^D^'.D^À^D^'.D').

En effet, soit e^ l'ensemble des hyperplans de V noyaux d'éléments de 0. On sait
que la longueur d'un élément w de ^W est égale au nombre d'éléments de ̂  séparant D
et wÇD) ([5], chap. VI, § i, n° 6). Par suite, X(^, D; x\ D') est, pour ^:eA, le cardinal
de l'ensemble e^ des éléments Mee^ tels que -s+M sépare -^+D et un voisinage
de x dans A^+D'. Or, pour Me^, l'ensemble des ^eA tels que Me^g est, soit le
demi-espace ouvert x ' -\- M -)- D, soit le demi-espace fermé ^' + M + D? ^t son inter-
section avec A:+L est une demi-droite (ouverte ou fermée). Par suite, ̂  De^p, d'où (4).
En réalité, ce qui précède montre même que w'=w{y^ D; x\ D') majore w=w{x, D; x\ D')
en ce sens qu'il existe ^"e^W tel que w'=ww" avec t{w'} ==£{w) -\-{(w").

De plus, on a
(5) \{y, D; ^/, D')>X(^, D; x\ D') ĵ ̂  %'eH.

En effet, ce qui précède montre que l'on ne peut avoir égalité dans (4) que lorsque w'==w,
ou encore A' == A. Or l'image ~u de u dans G est contenue dans le groupe Up' n U^
engendré par les U^ pour les racines ûeOy qui sont négatives sur D et sur A, tandis
que l'image ïï' (resp. ~u1') de u' (resp. u") est contenue dans le groupe V^ (resp. U^/)
engendré par les U^ pour ae^y positive sur D (resp. A'). Si n' 6 H et A==A', on a donc

ueV^nU^^USTU^

d'où ï ï==i d'après (DR 6) et (6.1.6). On en déduit que ueUy^, ce qui contredit ( i) .
D'où (5).

Utilisant (4) et (5), on voit que (3) sera conséquence de
(6) X(j^, D; n\x'}, ̂ (n') (D')) ^À(^, D; x 1 ' , D ' ) et l'égalité ne peut avoir lieu que si n' eH.

Mais, puisque yz'eNy, on voit aisément que
w{y, D; n'.x^ %M(D')) =.\{n'}w^ D; x\ D').

En posant ^==^(77') et w' =w{y^ D; x\ D'), on voit que (6) est équivalent à
(7) {{tw^^fÇw') et F égalité ne peut avoir lieu que si t=ï.

Identifions le groupe de Weyl ^W de Oy à un sous-groupe de ^W et identifions
une chambre vectorielle de Oy, qui est un cône simplicial dans un quotient de V, avec
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son image réciproque dans V. Soit alors E la chambre vectorielle de Oy qui contient D.
Soit R (resp. R') le système générateur de "W (resp. ^W) formé des réflexions par rapport
aux murs de D (resp. E) et soit WQ (resp. Wo) l'élément de plus grande longueur par rapport
à R (resp. R') de ^W (resp. ̂ W). On a ^o(D)=-D et w^E) == -E, d'où W^DW^D).

Considérons dans G le sous-groupe parabolique minimal B associé à la chambre
vectorielle E : on a B=T. îl U^.

oe^no;
Gomme z^'(D)==A', on a Uy+^ cw'Bz</~1 (avec les conventions de notations

habituelles permettant de faire le produit d'un élément de ^W et d'une classe suivant B).
Les relations (i) et (2) entraînent alors
(8) ueWo'Bwo-1

(9) ÏÏelWIW-1.

Considérons alors une décomposition réduite (r^, . . .5 r^) de W'~^WQ (dans "W, par
rapport à R) : on a donc WQ-= w ' r ^ . . . ̂  et on sait que f{w') ==l(wo)—k ([5], chap. VI,
§ i, n° 6, cor. 3 de la prop. 17). Pour i^i^k, posons

^ = w ' ^ . • • 7 < + l

d'où en particulier Wjç==w\ On a ^==^+1^5 ce qui entraîne que les chambres vecto-
rielles z^(D) et w^i(D) sont mitoyennes et la réflexion ^ par rapport à leur mur commun
est égale à w^w^^w^^w^^w^w^.

Soit d'autre part w[ l'unique élément de "W tel que la chambre ^(E) de Oy
contienne la chambre ^(D) de 0. Remarquons que cette notation est bien cohérente
avec la notation WQ; d'autre part, on a w^=w^-=-w1 puisque îx/e^W. Enfin, notons
que les deux chambres z^(E) et ^^.^(E) sont mitoyennes ou confondues suivant que ^
appartient ou non à ^W. Dans le premier cas, on a aussi s^=w\^^w\~1.

D'après (6. i. 15 (a)), il existe, pour tout î=o, .. ., k, un élément w^e^W et un
seul tel que

Bï^B=B^B

et on a WQ==WQ d'après (8) et w^==tw' d'après (9), puisque w^==w'.
Soit I={o, . . ., Â;—i} et soit I^ l'ensemble des iel tels que w^^==w[. Il est

clair que
(10) si î'eli, on a ^+1=^ et w[^.^=w[.

De plus, nous avons vu plus haut que
(n) si ^Ii, on a ^+lW^l==w^+l^<;^:~l=•$^•

Si î^Ii, on voit que w^\w\=w[~^s,w[ est une réflexion par rapport à un mur
de E, c'est-à-dire un élément r[ de R'. De (6.1.15) et de Paxiome (T3) des systèmes
de Tits, on déduit donc que, pour i^I^, on a

Bw^iB=Bïï^iB==Bï^^BcB^Br;BcB^BuB^r;B
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d'où l'on déduit une partition de I—Ii en deux ensembles (éventuellement vides) :
Pensemble la des i^I—I^ tels que w'^^=w[ et l'ensemble 13 des iel-ï^ tels que
^+1="^.

Posons enfin w,=.w',w'^w, (pour t==o, . .., k). On a »o=Wo et

w^= tw ' . w'~-. w' = tw'.
Pour î'el, posons

di = W^W, == W<+1! "'.'+ 1^; \W', Wi-1 W,.

Si iel^, on a (^w.+^a'^r, d'après (10).

Si î'eLi, on a (en utilisant (n)), ^=^»<-+ll^+l"'.'-lWt=w^+ll^w.= i.
Si iels, on a ^wr+^+ir^-^^w.-^w^r,.

Par suite, on a

Wo=Wo==^(^- l^_l)...(^- lW(,)=fw'.. II r,
^ £ Ii U Ig

d'où^^^^^^-Card^uI^^^^-Â:^^^) et on ne peut avoir ^0 ==^(0
que si la^O, ce qui entraîne Wo==tWo et ^= i . Nous avons donc bien démontré (7),
ce qui achève la démonstration du lemme (7.3.6) et par suite du théorème (7.3.4).

Proposition (7.3.9). — Soit F une facette de A et soit L un sous-groupe de G contenant H
et tel que LnU^PpnL^ pour tout aeO. Soit NJ: le stabilisateur de F dans N ^ posons
PÎ=N^.Pp. ^4forj PJ; ̂  un sous-groupe de G et on a

PpCLcP^.

La première assertion résulte immédiatement de ce que N^ normalise Pp. D'autre
part, on a bien PpCL puisque Pp est engendré par H et les U.nPp. Gomme Pp contient
un groupe de la forme B^ pour une chambre C^ on déduit de (7.3.4) que si L^
il existe neNnL tel que TZ.F+F. Il existe alors une racine affine a qui contient l'une
et l'une seulement des deux facettes F et v(%).F; quitte à remplacer éventuellement n
par n~ \ et a par v (n~1) . a, on peut supposer que aDF et a^^.F. On a alors U CL
et U^n-^.o^^-Hx^cL. Vu (7.2.6) et (6.4.9), ceci entraîne v^-^.aDF, ce qui
est absurde.

7.4» L'immeuble de G.

(7.4.1) Considérons la relation suivante entre deux éléments Çg, x) et {h, y ) du
produit GxA :

(R) il existe neN tel que y=^{n){x) et g~lhne'P^.

Comme P^P^ et que N^ est le stabilisateur de x dans N, cette relation (R) est
équivalente à la relation obtenue en y remplaçant P, par P^. Montrons que (R) est une
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relation d'équivalence. Soient ^ ,A ,AeG, x , y , ^ e A et w .yzeN tels que jy==v[m)(x),
^==v(%)(jQ, g~'lhmeP^ et h~lknePy. D'après (7.1.8), on a Py==mP^m~19, on en
déduit :

h~lgm~l == m(m~lh~lg)m~lE Py et x === v(w~1) (jy)

g~~lknm == g~~^hm. m'~ïh~lknm e P^. nr^îym ==P^ et ^ = ̂ (nm) (x).

La première de ces relations montre la symétrie de (R), et la seconde la transitivité;
enfin la réflexivité est évidente.

Définition (7.4.2). — On appelle immeuble de G (muni de la donnée radicielle (T, (UJ)
et de la valuation 9 de celle-ci) P ensemble cp^ == ̂  quotient du produit G x A par la relation
d'équivalence (R).

L'immeuble ̂  ne dépend manifestement que de la classe d'équipollence de y.
L'application j qui, à xeA, fait correspondre l'image canonique du couple (i, x)

dans ^ est injective. En effet, si j\x) ==j\jy) {x.yeA}, il existe TzeN tel que y=^(n){x)
et neP^ comme NnP^^Np (7. i .8), on a y=x. Nous identifierons désormais A et son
image dans ^ grâce àj.

D'autre part, l'opération de G sur GxA obtenue en faisant agir G sur lui-même
par les translations à gauche est compatible avec (R) et définit par passage au quotient
une opération (^, x) h^g.x de G sur <X, telle que l'image de {g, x) dans ^ soit égale à g . x
pour tout geG et tout xeA. Pour yzeN, l'action de n sur ^ ainsi obtenue prolonge
son action sur A donnée par v : on a n.x==v{n){x) pour tout yzeN et tout xeA, II est
clair que ^==G.A.

Enfin, on vérifie aisément qu'en appliquant la construction précédente dans le
cas où 9 est discrète, on retrouve bien à isomorphisme près l'immeuble de G associé au
système de Tits de G (6.5).

Proposition (7.4.3). — Soit ^ une valuation équivalente à <p (6.2.5). Il existe une appli-
cation i : ̂ ^—>^^ et une seule possédant les propriétés suivantes :

a) i{g.x) ==g.i(x) pour xe9^ et g^G;

b) la restriction de i à A est une affinité de A == y + V sur ^ + V.

Si À :<I)->R^ est la fonction définie par ^eXçp+V, on a î((p)=À(p.
On a X(<p+V)=^+V. Soit ^ : A - > ^ + V l'affinité x}->\x. Il est clair que

(1) 'P^P^) (^A)

et, vu (6.2.5) (i), que
(2) i^{n.x) ==n.i^{x) ( ,yeA,^eN).

Par conséquent
(3) 'N;=^ et ^=^ (xeA).
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On en déduit aussitôt que z\ s'étend de façon unique en une application i : ̂ ^ -^^
possédant les propriétés {a) et (é). Réciproquement, soit i : (9^->^^' possédant la
propriété (a). En vertu de la définition de l'immeuble, on a
(4) ^^P^ pour tout xeA.

Soit x un point spécial de A et y un point de A distinct de x. Il existe une racine
affine a contenant x mais non y. Vu (7.1.8) (i) et (6.4.9), on a U^C^ et
Ua^Py^Pxy. Vu (4), il en résulte que i[x)^\y. Autrement dit, on a i{x)==\x pour
tout point spécial x de A. Si i possède la propriété (é), ceci implique que i|A=î'i, d'où
l'unicité de i et la dernière assertion de l'énoncé.

Proposition (7.4.4). — Soit QL une partie non vide ou une facette de A. Le fixateur de t2
dans G {pour V action de G sur ^) est égal à PQ.

(Le fixateur d'un germe est par définition la réunion des fixateurs de ses éléments.)
Gela résulte de la définition de ^ lorsque 0, est réduit à un point, et le cas général s'ensuit,
vu (7. i . n).

Proposition (7.4.5). — Soit ae<S> et soit ueU^. Posons k=^^(u). U ensemble des
points de A laissés fixes par u est la racine affine

^^=={xeA\a{x) +k^o}.

Pour tout point xeA, on a en effet Pa;nU^==U^_^ et ueP^ équivaut à
k^—a{x).

On remarquera qu'il existe des points de ^ fixes par u en dehors de A (cf. (7.4.33) ).

Corollaire (7.4.6). — Pour toute partie close non vide 0, de A, l^ ensemble des points de A
laissés fixes par tous les éléments de P^ est égal à 0..

Cela résulte de (7.4.5) lorsque 0. est une racine affine. Le cas général s'en déduit,
puisque cl(^2) est l'intersection des racines affines contenant û.

Définition (7.4.7). — On appelle appartement de ^ un transformé de A par un élément
de G.

Proposition (7.4.8). — Soit geG. L'intersection Ang~l.A est une partie close de A
et il existe ne'N tel que g.x==n.x pour tout xeAng"1^.

On peut supposer 0.==Ang~l.A^0. Soit X l'ensemble des parties X de 0. telles
que ^"^N n Px=t= 0. La définition même de ^ entraîne que SK contient toutes les parties
de Q. réduites à un point. Soient Xe^, jyeQ. et n^? ^y6^ te^ çi^ ^"^x^x et

^""^ePy. Vu (7.1.6), il existe une chambre vectorielle D telle que
^'^Px.^cNx.U^U^.N,

(on a tenu compte des relations PX^N^PX et Py==PyNy). Il existe donc des éléments
TZ^^NX et T^e-Ny tels que n'^'^'n^nyUye'N nV^V^ =={i}. Posons ^=^x7^x=:7^y7^y5 on a
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alors g~l^^Pxn^y==^x[){y}' O11 en déduit, par récurrence sur A, que toute partie de Î2
composée d'un nombre fini de points x^ . . . , Xj, de t2, appartient à X.

Soit alors A^eti et écrivons û comme réunion d'une famille filtrante croissante
de parties finies X^, chacune d'elles contenant XQ. Il existe HQ et ^eN tels que ^"^o^a;
et ^"^eP^cP^. On a alors ^"^eN^ et, comme N^/H est fini, on peut supposer,
quitte à extraire une sous-famille cofinale et à multiplier à droite les n^ par des éléments
de H, que ^ est indépendant de i. On a alors ^"'^•G^PX-^PQ ( 7 - 1 - 1 1 ) ? d'où la
dernière assertion. De plus, il existe Tz'eNo tel que g'^^^ eï^==î^ (7 • 1 - 2 ) , d'où
g . x e A pour tout A:ecl(û), ce qui entraîne que Q est close.

Corollaire (7.4.9). — Soit Q. une partie ou une facette de A.
(i) Le fixateur PQ de Q. est transitif sur l'ensemble des appartements contenant t2.
(ii) Supposons que 0. soit une chambre, et soit éePo. On a b.x==x pour tout xeAnb.A.
Soit A'==^.A un appartement contenant t2 et soit ne~N tel que g'~l.x==n.x pour

tout xeAng.A. On a alors gnef^ et A'==^.A, d'où (i). Si 0, est une chambre
et si ^ePo, on a, vu (7.2.6)3 7zeNnPç=H, d'où (ii).

On comparera (7.4.9) avec (2.5.8) et (2.5.9).

Corollaire (7.4.10). — Le sous-groupe N (resp. H) est le stabilisateur (resp. fixateur)
de A dans G.

Soit geG tel que g,A==A. D'après (7.4.8), il existe TzeN tel que g~lneP^.
Mais on a U^=={i} puisque A n'est contenu dans aucune racine affine, et P^=N^==H.
D'où le corollaire, compte tenu de ce que H est par définition le noyau de v.

On comparera (7.4.10) avec (2.2.5).

(7.4. n) Gomme en (2.2.8), il résulte de (7.4.10) que sur tout appartement A de ̂ ,
il existe une structure d) espace affine euclidien et une seule telle que, pour tout geG avec
A==g.A, l'application x\->g.x soit un isomorphisme d'espaces affines euclidiens de A
sur A'. En particulier, chaque appartement A' de ^ est ainsi muni d'une distance rf^,.

D'autre part, (7.4.8) montre aussitôt que, si M est une partie d'un appartement,
l'ensemble ^.cl^'^.M) est indépendant du choix de geG tel que Mc^.A. Cet
ensemble est appelé l'endos de M et est noté cl (M) $ il est contenu dans tout appartement
contenant M. On dit que M est close si cl(M) =M.

Définition (7.4.12). — On appelle quartier (resp. germe de quartier, chambre,
facette) de ^ un transformé d^un quartier (resp. germe de quartier^ chambre, facette) de A par
un élément de G.

Bien entendu, on identifie un germe de A, défini par une base de filtre y sur A,
avec le germe défini par y dans e^.

La définition (7.4.12) est justifiée par la proposition suivante :

Proposition (7.4.13). — (i) Si une facette X de ^ rencontre un appartement A ==g.A
de < ,̂ il existe une facette Y de A telle que X==,?.Y et X est contenue dans A'.
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(ii) Si un quartier (resp. germe de quartier} X de ^ est contenu dans un appartement
A/ ==g-^, il existe un quartier (resp. germe de quartier) Y de A tel que X==^.Y.

Démontrons (i). Soient x un point de A, E une facette vectorielle de 0^ et h un
élément de G tels que X==A.F^ ̂ . Supposons que X rencontre g . A. Pour tout voisi-
nage convexe Q de x dans A, on a A. (On (x+E)) n^.A+0. Si Q est suffisamment
petit, il existe une demi-droite ouverte d'origine o dans V, soit E', telle que E'cE
et A.(ûn(^+E' ) )c^ .A. On a F^=F^ et d'après (7.4.8), il existe neN tel
que g-^h.y^n.y pour tout yeAng-^.A. On a alors n-^g^heV^^V^ g et
X^-F^E^-F^E- avec A:"==TÎ.^ et E'^^^E).

La démonstration de (ii) est analogue, en plus simple.
On voit en particulier que les facettes (resp. chambres) de ^ qui rencontrent A ne sont

autres que les facettes (resp. chambres) de A.

Corollaire (7.4.14). — Soient F et F' deux facettes de A telles que F' soit contenue dans
l'adhérence de F dans A (7.2.1) . Soit ge G. To^ appartement de ^ contenant g. F contient
aussi g . F ' f ,

Cela résulte de (7.4.13), compte tenu de ce que An A. A est une partie fermée
de A pour tout heG (7.4.8).

Proposition (7.4.15). — Soient Q. et t2' deux parties ou facettes de A et soit W^ (resp. W^,)
l'image de N^ (resp. N^,) dans W. L'application naturelle de W^\W/W^, Az^ PQ\G/P^
^ bijective.

La démonstration est identique à celle de (4.2.1), en remplaçant la référence
(2.5.8) par (7.4.9).

Proposition (7.4.16). — Supposons que la valuation y soit dense. Soient x un point de A
et E une facette vectorielle.

(i) Le seul point de A laissé fixe par P^ g est x.
(ii) Soit geG tel que gP^g^cP^ alors geP^.

Soit jyeA, y ^ x . Puisque 9 est dense, il existe une racine affine contenant x
et ne contenant pas y\ vu (7.4.5), ceci démontre (i). Démontrons (ii). Vu (7.3.4),
on peut supposer ^eN. Or, pour yzeN, on a riP^n-1^^^, avec E'=%(7z)(E),
et (ii) résulte de (i).

Corollaire (7.4.17). — Si la valuation 9 est dense, le normalisateur de P^ (resp. PJ est
égal à Pa; quel que soit xeA.

Théorème (7.4.18). — (i) Deux chambres (resp. facettes, points) de ^ sont contenues
dans un même appartement.

(ii) Une chambre (resp. facette, point) de ^ et un germe de quartier sont contenus dans un
même appartement.

(iii) Deux germes de quartier de ^ sont contenus dans un même appartement.
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Ces assertions ne sont en fait que des traductions géométriques de (7.3.4)3 (7.3. i)
et (6. i. 15) a) respectivement. Compte tenu de (7.4.14), il suffit de les démontrer dans
le cas des chambres et des germes de quartier.

Soient G et G' deux chambres de J^. Quitte à les transformer par un même élément
de G, on peut supposer que G est de la forme G^ et que C'=^.C^, où x et x ' sont
deux points de A, D et D' deux chambres vectorielles et où geG. Vu (7.3.4), on a
g-^bnV, avec éeB^, ^eN et é'eB^'. Cela étant, G=é .G et G==bn.G^^, sont
contenues dans le même appartement b.A.

On démontre de même (ii) à partir de (7.3.1) et (iii) à partir de (6. i . 15); voir
aussi (4.2.5).

Théorème (7.4.19). — Soient G une chambre de J et A' un appartement contenant G.
77 existe une application p et une seule de ^ dans A' telle que, pour tout éeBç, la restriction de p
à l'appartement b.A! coïncide avec la restriction de l'application x^b'^.x. La restriction de p à A
est l'identité et, si x est un point de A adhérent à G, on a ^~l{x)=={x}.

Pour la démonstration, voir (2.3.2) et (2.3.4). Gomme en (2.3.5), cette appli-
cation p est notée p^ ç et est appelée la rétraction de ^ sur A de centre G.

Proposition (7.4.20). — (i) 77 existe une distance d sur ^ et une seule dont la restriction
à tout appartement A' de ^ est la distance euclidienne de A (7.4. n). Elle est invariante par G.

(ii) Soient G une chambre de J, x un point adhérent à G et A un appartement contenant G.
Soit p la rétraction de ^ sur A de centre G. Pour tous y, ̂ eJ^, on a

^(pC^p^))^^).
Si de plus G, y et ^ sont contenus dans un même appartement, on a û?(p(jQ, ç{^))=d(y, ̂ ). En
particulier, d(x^(y))==d{x,jy) pour tout y e J ^ .

(iii) Soient x.yeJ^ et soit S=={^e^\d{x,y)==dÇx^)+d^,y)}. Alors, S est contenu
dans fout appartement A contenant x et y, et coïncide avec le segment [xy] de l'espace affine A'.
On pose S == [xy]. Toute isométrie de J^, et en particulier tout élément de G, qui laisse fixes x et y,
laisse fixe tout point de [xy].

(iv) Soient x, y, ^ ^ quatre points de ^ tels que ^e[xy], et soit seR^ tel que
d{x,^)^d{x,^+zd{x,y) et d{y, ^ ' ) ^ d { y , ^)+ed(x,y). On a alors

d^ ^4d{x, ̂ )d{y, ̂  + d{x,yYê.

(v) Soient x.yeJ^ et te[o, i]. Notons tx+{i-t)y l'unique point ^ de [xy] tel que
^y.^^td^y). L'application (t, x,y) H- tx-\-{i—t)y de [o, i]xJ^X^ dans ^ est continue.
U espace métrique ^ est contractile.

Pour la démonstration, voir les n^ (2.5.1) à (2.5.4) et (2.5.14) à (2.5.16).
Dans la démonstration de (2.5.3) (i) on remplacera l'utilisation des facettes par celle
du lemme suivant :

Lemme (7.4.21). — Soient G une chambre, A' un appartement et x , y deux points de A'.
// existe une suite monotone {XQ==X, x^ . . ., x^=jy) de points du segment [xy] de A' telle que,
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pour tout i==o, . . ., m—i, le segment [^^^J de A' et la chambre G soient contenus dans un
même appartement.

On peut supposer x-^y. Pour tout point ^e]^[, il existe des chambres Gf et G^
contenues dans A', telles que ]x^[nC^~+0 et ]^[nC^=(=0. Soit A^ (resp. A^) un
appartement contenant G et G^ (resp. G^). Il existe alors ^e]^ et ^~e]xs[ tels que
[^+] cA^" et [^~^] cAg". On définit de manière analogue x^ et A^~ d'une part, y et Ay~
d'autre part. Il existe alors un nombre fini de points -^, .. ., ̂  de [xy\ tels que les ̂ "^t
forment avec [xx+^ et ]yy] un recouvrement ouvert de [xy\. Il suffit alors d'ordonner
en une suite monotone les points x, x^y ç, ̂ , ^\y~ et y pour obtenir la suite cherchée.

Remarque (7.4.22). — Soient G et G' deux chambres de A et soit g^bnb'eG,
avec éeBç, %eN et éeBç». Gomme la restriction de p^ç à l'appartement é.AD^.G'
coïncide avec l'action de é~1, on a ^cÇg-C^^n.C'.

De même, on a ^.ç,{g.x)==n.x dès que geTï^nP^ {xeA, %eN).

(7.4.23) Soient v un élément de longueur i de V, E=E(z/) la facette vectorielle
qui le contient et E=E[y) le sous-espace vectoriel engendré par E. On pose

^(y)=sin(a/2)

où a est le plus petit des angles que fait v avec ses transformés distincts de lui-même par
les divers éléments de ^W.

Si E==V, on pose k(v)==-\-oo; si E=)=V, on pose
k{v)==sm ?

où (3 est le plus petit des angles que fait v avec les sous-espaces vectoriels engendrés par
les facettes vectorielles non contenues dans E et de dimension ^dim E. Enfin, on note S{v)
la distance de v au complémentaire de E dans E, et on pose

h{v)=mf{c{v),k{v)^(v)}.

Notons que h{v)>o.

Proposition (7.4.24). — On garde les notations de (7.4.23). Soient x,y^ ^eA tels que
XE[^yi\ et J^i—^eR^y. Soient geP^ et ye^ tels que g~l.yeA et que

d{y.yi) + d{g~1 .y,y^ ̂  2c(v)d{x,y^.
Alors, gef^.

L'ensemble des te[^x] tels que geRf est un segment [^w]. Supposons m^x. On
note D une chambre vectorielle telle que v e D et p la rétraction sur A ayant pour centre
la chambre C^ o. Soit ne'N tel que geli^^nB^ ̂ . Gomme g.m==m, on a n.m===m;
d'autre part, il existe d'après (7.4.22) un point m'ç\my^ tel que p(^.^)==^-^ pour
pE\mm'^. Gomme pQ^. \my^\) est le segment [mç){g.y^)], on voit que [mçî{g.jy^)]==n. \my^
et que

^g'yi)-yi^d(m,y^{\{n)(v)-v).
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Or, on a \(n){v)^v : sinon, compte tenu de ce qu'un élément de B^ laisse fixes
les points d'un voisinage de m dans m + D, on aurait g . (m + tu) = m + tv pour tout t^ o
assez petit, ce qui contredit la définition de m. Par suite, la longueur de \{n){v)—u
est au moins égale à 2c(v) et on a

d^'yl}.y^^{v)d(m,y^>2c(v)d{x,y^d{y,y^+d{g-\y,y^

^Pte•J;l),J;l)>^A)+^^.A)^^p(^),A)+^p(^),pte^l))^rf(A

d'où une contradiction. Donc m==x et geP^.

Proposition (7.4.25). — Soient A' un appartement de ^ et y un germe de quartier contenu
dans A'. 77 existe une application notée ^,.^ de ^ dans A' et une seule possédant la propriété
suivante : pour toute partie bornée M de J ,̂ il existe un quartier (£ de A' appartenant à y tel que,
pour toute chambre G contenue dans £, l'on ait PA^Y^^PA'-C^) P0^ tout J^M.

On peut supposer A'==A et Y=y(D), où D est une chambre vectorielle. L'unicité
de p^^ est claire. Soit M une partie bornée de J^; soient j^eA et ye—D. Posons
r=^\iç[d{y^y)\yeM.} et soit xe^—R\v tel que la boule de centrer et de rayon r
de A soit contenue dans le quartier x—D. Soient yeM. et geG tel que y=g.yeA,
Écrivons g=hnu, avec hePy,, neN et ueU^ (7.3. i). Alors u.jyeA. D'autre part,
il existe ^ex—R^v tel que ueV,^.^ et, vu (7.4.19), on a u.y= PA;^) pour toute
chambre G c ̂  + D, d'où

^0^ ̂ •^^^(^^^^^^(^^i, ̂ ).
Appliquant (7.4.24), on voit qae ueP^ donc z/eU^+o et on a

(T ) ^^^PAîC^)

pour toute chambre Ccx+D et tout j^eM. La proposition en résulte.

Gomme en 2.9, l'application p^/^ s'appelle la rétraction de J sur A' relativement
au germe de quartier y. Il est clair qu'elle est l'identité sur A' et diminue les distances.

Proposition (7.4.26). — On reprend les notations de (7.4.23). Soient ^eA et geP^,
posons T==sup{^eR[^.(^+^)==^+^}. Pour tout tç=R tel que ^T, on a

2c{v)(t-^^d^+tV,g.^+tv))^2{t-^.

Soit te R, ^T. Posons

y=y^=^-\-tv, d==d{y,g.y) et x=y—((î|2)c{v)~ld)u.

De (7.4.24) on déduit que ^^P^, d'où

^-(1/2)^)-^

ce qui est la première des inégalités annoncées.
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D'autre part, posons u==^-}-^v; on a
d^+tv,g.^+tv))^d{u^+tu)+d(u,g.^+tv))==2(t-r)

pour tout ^T, d'où la deuxième inégalité.
Remarquons que lorsque 0 ̂  de rang un, on a c(v)=ï.

Corollaire (7.4.27). — Soit D une chambre vectorielle telle que ueD. Soient j/eA, ueV^
et XeR^..

(i) Si d{y,u.y)<^\ on a ue\]^^^^^
(ii) Si ueVy^.^^, on a d{y, z/.^)^sup(o, 2X).

Soit j=inf{^=R|^eU^^i)}- Comme ueU^ , on a j<oo. Si j-^o, on a ^.j^==^
et il n'y a rien à démontrer. Supposons s>o et appliquons (7.4.26) en y remplaçant v
par — y et en prenant g --== u, ^ ==y + sv, t== s. On a alors T == o, d'où

26-(y)J^â?(7, ̂ .J^2J

ce qui démontre (i) et (ii).

Remarque (7.4.28).—Soient xeA, ueVj^ et T?(=N tels que ueP^nP^. On a alors
d{x, u. x) == d{x, n.x) et (7.4.27) établit une double inégalité entre la « grandeur » de n
mesurée par d(x, n.x) et celle de u, mesurée par le plus petit ÀeR^. tel que u appartienne
au sous-groupe U^+^^p. Remarquons que, lorsque yeD, les sous-groupes U^^D
pour XeR forment une filtration décroissante de U^" et permettent de définir une
« valuation » cpy de U^.

Proposition (7.4.29). — Reprenons les notations de (7.4.23). Soient x, A:',j^,j^eA tels
que ji—A;, x—x' et x'—y[ appartiennent à R* .̂ Posons L==A;+E==^'+E et soient jyeP^.L
et j'eP^.L tels que

d{^^)<h{v)d(x^,) et d^\y[}<h{v)d[x\y[Y

Alors, (^-E)n(^+E)ccl({^,y}).
Soit G une chambre de A à laquelle y[ est adhérent; posons P = P A ; C et solt S^^c

tel que ç { y ) = g ' y ' On a
â?C^i) + d{g.y,y^) ̂  2d[y,y^<2c(v)d{x,y^

et geP^ d'après (7.4.24). Comme d{{x}uC)D(y[+E) n{x—E)^{xf+E) n{x—E) on a

g e Pc n P(^ 4-E) n (a;-E) •
Montrons que ç>(y)ex+E. Il existe ^eL et heP^ tels que p(jO==^A.^; vu (7.4.8),

il existe n^îi^ tel que p(j^)=7z.^, d'où
^y)^-x==\(n)^-x).

Gomme ^—^eE, on voit que p(j^)—x appartient à une facette vectorielle de dimension
^dimÊ. Si p(^)—^E, alors

d{yi,y^d{y^ ^y))^k(v)d{y^ x)^h{v)d{^ x)
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ce qui est contraire aux hypothèses. De plus, on a

d{y^ pOO)^(jw)<WCri^)
ce qui entraîne que ç[y)=.g.y appartient à A:+E.

Soit alors teH^ suffisamment grand pour que g.jyex+tu—E. Posons ^==x+tv
et y=g.y. Raisonnant alors comme on vient de le faire, mais en remplaçant x, y[,
y ^ y , v et E respectivement par x ' ' , ^ y ' ^ y " , —v et —E, on voit, compte tenu de ce que
^Ly')-^!^') etquey'eP^.ycP^.L, qu'il existe

Sfe^^^^{x'^^[z-^c^g.yri^{x'+'E}v\{x-^}

tel que g ' g ^ ^ g . y e x + E et ^.y^'.y'e^'—E. On a alors

cl({J;,y})=^-Y-l.cl({^.J;,^.y})D^-y-l.((^+E)n^-E))-(^+E)n^--E).

Corollaire (7.4.30). — Gardons les notations de (7.4.23) et soit \ un nombre réel tel
que o^À<i . Il existe un nombre réel s>o tel que, pour x, x ' e A et y . y ' e ^ , les relations
x'—xeR^v, d[x,y)<^x,x'), dÇx^y^edÇx, x ' ) , {^,y}cP^ {x+E) pour tout ue[xx'},
entraînent l'existence de ^, ̂ [jY] ̂ A avec d{^ ^')^\d{x, x ' ) .

La démonstration à partir de (7.4.29) est très analogue à celle de (2.8.10) à
partir de (2.8.9). Nous la laissons au lecteur.

Remarque (7.4.31). — Si E est une chambre vectorielle, on a L==A:+Ê=A et
les conditions j^Pa..L, VeP^.L ou ^,yeP^. (A?+Ê) de (7.4-29) et (7.4.30) sont
automatiquement satisfaites; on a en effet J^-=-Pa..A pour tout X^A d'après (7.4.9) (i)
et (7.4-18) (i).

Corollaire (7.4.32). — L'appartement A est la plus petite partie convexe de ^ stable par T.
On démontre (7.4.32) à partir de (7.4.30) exactement comme (2.8.11) à partir

de (2.8.10).

Proposition (7.4.33). — Soit v un élément de longueur i de V, contenu dans la chambre
vectorielle D. Il existe une constante Â>o possédant la propriété suivante : si xeA^ ueV^,^ et
XeR+, alors u laisse fixes tous les points de ^ situés dans la boule de centre x-\-\v et de rayon AX.
Si 0 est de rang un., on peut prendre h == i /2. Si $ est de type A^, on peut prendre h = i.

Soient x, u et À comme dans l'énoncé; posons y==x+\v et c=c(v)~~1. Soit ^e^',
posons S^X-1^,^;) et ^PA^D)^)- vu (7-4-25) ( i) il existe u'eV^ tel que ^=u' .t.
On a ûf(j, t)^d{y, ^), d'où d{y, u' .y)^d{y, ^)+d(u\t, u'.y)=.d{y, ̂ )+^J^2X8.
D'après (7.4.27) (i), on a donc u'eUy+^v+î)' Posons x'^+c^Sv. D'après (6.4.32),
il existe une constante k, ne dépendant que de y, avec o<k^ i, telle que

(Hc+Dî '^c'+D)C^B'+fe(:z;-a;')+D•

Posons r==S{v) (7.4.23) ; on voit aisément que tex'+k^x—x^+D dès que

rô—^'i+rô^—r-1^
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Gomme A:^i, il suffit pour cela que 8^Ar. Si cette condition est satisfaite, on a aussi
tex+D et

u. ̂  == ̂ /. t == ̂ ^~ 1 . ̂  === ̂ '(^~1^ u).t==u' .t==^

II suffit donc de prendre À === AT. Si 0 est de rang un, on a r === i et on peut prendre
Â;===i /2 (6.4.32); si 0 est de type A^, on peut prendre ^==1.

Corollaire (7.4.34). — Supposons <p dense. Il existe deux constantes <T, T>O telles que,
quels que soient les points x,jye^y il existe g^G satisfaisant aux deux conditions suivantes :

( i ) g laisse fixes tous les points de ^ appartenant à la boule de centre x et de rayon ad{x, y) ;

(2) d{y,g.y)^^d{x,y).

Pour teV, ^4=0, notons a(^) le plus petit des angles formés par t et les a" pour ae<S>
et posons oc== inf cos a(^) ; on a a>o. Soit v un élément de longueur i de V, contenu
dans une chambre vectorielle D et soit h la constante correspondante introduite en
(7.4.33). Nous allons montrer que les constantes o-==(i/3)Aa et T==(2/3)^(y)oc répon-
dent à la question.

Il suffit de le faire voir lorsque XyjyeA et x—jeD. Soit alors aeO telle que le
cosinus de l'angle de x—y avec a^ soit >oc; on a ^eOf^. Posons d==d(x^) et soit ^e[^]
tel que —a(^)eF^ et que d{x, ^)^ (1/3)^? d{y, ̂ )^ (i/3)û? .' un tel point existe puisque <p
est dense. Soit ueU^ tel que ^aW^—^(^)- On sait (7.4.5) que l'ensemble des points
fixes de u dans A est le demi-espace [teA\a(t)—a[^)^o}. En particulier, on a
ueU^__-^^-Q avec X==a(^—^(^"'^aâ^.y, ^)^ (a/3)</. De (7.4.33) on déduit alors que
u.t^t pour tout ^eJ^ tel que d(x, t)^:h(aLl^)d==ad(x,y) : c'est la condition (i).

D'autre part, on voit de même que u^Vy^^j^j) dès que [L<a{^—y)a(v)~1.
De (7.4.27) (i), on tire alors

d(jy, u^^^c{v}a^—y^a{yY^ïc{v)y.d{y, ̂ ^d{x,y)

ce qui démontre (2).

7.5. Le complété de l'immeuble.

(7.5.1) Lorsque <p est discrète, l'immeuble de G est un espace métrique complet
(2.5.12). Il n'en est pas de même en général. Notons alors ^ le complété de ^. Les
opérations de G ainsi que les rétractions sur un appartement se prolongent par continuité
à J^. D'autre part, on déduit aisément de (7.4.20) (iv) que, si des ^ (resp. y ^ ) de ^
tendent vers un point x (resp. y ) de J^, alors, pour tout te[o, i], les ^-+(i— t)y^
tendent vers un point ^;eJ^ et ^ ne dépend que de t, x etj^; on pose alors ^==tx-}-{ï—t)y
et [xy\={tx-\-{ï—^}y\tç[oï ï]}- O11 volt P3'1' continuité que les assertions (7.4.20) (iv)
et (v) sont encore valables si l'on y remplace ^ par e .̂ On en déduit aussitôt que [xy]
est l'unique géodésique de ^joignant x ?L y\ plus précisément, on a

[xy]={zef\d{x, z)+^)W(^)}.
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Proposition (7.5.2). — Soit v un élément de longueur i de V, contenu dans une chambre
vectorielle D. Pour tout point xe^, il existe un triplet (j, (X^,), Çup)) satisfaisant aux trois condi-
tions suivantes :

(1) j^eA, (\?)p>i est une suite décroissante de nombres réels tendant vers ^éro et (^p)p^i est une
suite d'éléments de U^;

(2) ^+I^U^^+D pour tout p^r,

(3) ^lLm^•

Réciproquement, pour tout triplet (ĵ , (Xy), [Up)) satisfaisant à (i) ^ (2), la suite des Up.y
converge vers un élément x de Ĵ . Pour que l'on ait xe^, il faut et il suffit qu'il existe un ueU^
tel que

(4) UpeuUy^^^ pour tout p^i.

On a alors x==u.y.

Soit xeJ et soit p la rétraction sur A relativement au germe de quartier y(D),
prolongée par continuité à J .̂ Soit (^,)p^i une suite de points de J telle que Zy==d{x, Xp)
décroisse et tende vers zéro quand p tend vers l'infini. Posons y=ç[x) et J^=p(^).
Pour tout j&^ i , il existe u^eU^ tel que Xp==Up.jyy (7.4.25) (i). Comme

d(Uy.y, Up^)==d{y,yp)^d{x, Xp),

on voit que, quitte à remplacer les Xp par les Uy.y et à en extraire une suite partielle, on
peut supposer que Xp==Up.jy pour tout p^-i.

Si q^p, on a d(u^ Uy.y, y } = d{u^y, u^y)^Zy. D'après (7.4-27) (i) on a

(2 bis) u^UpGUy^^^ pour q^p

en posant \=c{v)~l^p. II est clair que {y, (\), (Uy)) satisfait à (i), (2) et (3).
Réciproquement, soit {y, (X^), (^)) satisfaisant à (i) et (2). Vu la décroissance

de (Xy), la condition (2 bis) est satisfaite. On tire alors de (7.4.27) (ii) que
d(Up.y, u^y)=d^u^l.Up.y,y)^2\ pour q^p, d'où la convergence de la suite {Up.y) vers
un élément xe^.

Si xe^, il existe ueV^ tel que x=u.y. On a alors

d(u .y, Up .y) == lun d(u^ .y, Uy .y) ̂  2\.

D'après (7.4.27) (i), on a donc

^^H.+c^-^+D P0^ tout ^

Mais, pour q^p assez grand, on a Xy^^)"1?^ d'où

^^Hr+^+D

ce qui, vu (2 bis), entraîne (4). Inversement, si (4) est satisfaite, on déduit de (7.4.27) (ii)
que d(u .y, Uy .y) < 2\, d'où x == u .y e ̂ .
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(7-5-3) Pour ûeO, appelons boule de centre ueU^ et de rayon keK dans Ug
la classe à gauche uV^jç-

Proposition (7.5.4). — Pour que l'immeuble ^ soit complet, il faut et il suffit que la condition
suivante soit satisfaite pour tout aeO^ :

(MC) Toute suite décroissante pour ^inclusion de boules de rayon majoré de U^ a une
intersection non vide.

Montrons que la condition est nécessaire. Soit ûeO^, et, pour p entier ^ i, soient
UpCU^ et kpeR tels que k^ky et u^V^^CUpU^^ pour q^p, et que k==s\ip kp<co.

P
Soit D une chambre vectorielle telle que ae^ et soit v un élément de longueur i de D.
Soitj^eA tel que a{y)==-k; posons \=aW\k-kp), d'où U^=U^nU^^+D-
D'après (7 .5 .2)5 la suite (Up.y) converge vers un point xe^. Supposons ^ complet;
on a alors xe^ et, d'après (7.5.2), l'intersection des U p U y ^ . ^ ^ . ^ est non vide. Soit u un
élément de cette intersection. D'après (6.1.6), il existe u^eU^ et u^e II U^, tels

seo^^^+a
que u==u^. Comme u^u^eV^^^.^, on a u^u^eU^nV^^^^V^^ (6.4-9).
d'où rL,U^+0.

Réciproquement, supposons (MG) satisfaite pour tout ûeO^. Pour montrer que ^
est complet, il suffit, d'après (7.5.2), de montrer que, si j/eA, u eU^ , \,^R+ et yeD
sont tels que

^y+^+D^U^+x^+D pour q^p,

alors l'intersection 'K==î\UpUy^^pv+D n'est pas vide.
Rangeons les racines de ^^ en un ordre grignotant (û^, ...,aJ (1.3.15).

Pour î== i , . . . , T T Z , posons U^==U^ et soit U^ le groupe engendré par les U- pour
i<j^:m. On sait ((DR 2) et (6. i .6)) que U^ est normalisé par U, et que U,'_i est produit
semi-direct de U^ par U^. Posons de plus

U^=U^^, U?=U^nU, U^=lPnU,.

D'après (6.4.9), on a
U^ =Ur. U.̂  et U? =U,,, .^.^3 U,,, _^.

Nous allons montrer par récurrence sur î, qu'il existe t^eU^ et Up ^eU^ (pour
î = = o , . . .,m et j^i) tels que
(i ; î) ^^pU^ D^JJ^ pour toat .̂

(2;Q u^Cu^V^ pour q^ p.

C'est vrai pour i==o (en posant UO==UD' et U^ =11̂ ) : il suffit de prendre ^===I

et Up^==Up. Supposons i^i et supposons ^__i et les ^_i déjà construits, satisfaisant
à (i; î '—i) et (2; î — i ) . Soit / l'homomorphisme de U^_i sur U, défini par xef{x)U^
pour A:eU^_r On a /(^i-iU^^^^^^Uf et (2; i—i) joint à (MG) et à la relation
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UfDU^_^ entraîne qu'il existe se n/(^_^)Uf. Posons ^=j-1^. Gomme
U^U,' ==U,'Uf, il existe un élément Uy^ et un seul de U^ tel que s^u^^^eUp ̂ Uf. Pour
tout j&, on a alors

^U^.-^^^.U^^^^^D^.U^^nU—^.U^

et, pour q^p,

^^U^=(.-l^,_,U^l)nU;c(.-l^,_,U^_,)n^'=^,U^

d'où ( i $ i ) et (2 ; î ) .
Comme U^={i) , on a Uy^=i pour tout ^ et (i ; m) entraîne ^e^LP pour

toutj&, ce qui montre que X4=0 et achève la démonstration.

Exemple (7.5.5). — Reprenons les notations de (6.2.3) a) (donnée radicielle
valuée canonique de SLg(K), où K est un corps commutatif ou non, muni d'une
valuation œ non impropre) ou de (6.2.3) b) (donnée radicielle valuée du groupe des
points rationnels sur K d'un groupe algébrique semi-simple déployé sur K, où K est
un corps commutatif, muni d'une valuation œ non impropre). Chaque groupe U^ muni
de la valuation y^ est alors isomorphe au groupe additif de K, muni de œ. La
condition (MG) signifie donc que le complété de K pour œ est maximalement complet [34].
On remarquera que ceci est toujours vrai lorsque œ est discrète^ ce qui correspond bien
au fait que l'immeuble de G est toujours complet lorsque 9 est discrète.

Remarque (7.5.6). — La condition (MG) peut être satisfaite pour toute ûeO^
sans l'être pour toute ûeO. Reprenons par exemple les notations de V exemple (6.2.3) d ) ,
en prenant pour K le corps des séries formelles à exposants bien ordonnés dans un sous-
groupe F de R ([6], chap. VI, § 3, exerc. 2), dense dans R et tel que r/2F soit infini,
à coefficients dans un corps k de caractéristique 2, et en prenant pour L le sous-groupe
additif engendré par les éléments de la forme ^X^ avec ueK et y6!^. On voit alors
aisément que L est un sous-corps de K. D'autre part, il est bien connu que K est
maximalement complet {ibid., § 5, exerc. 5), ce qui montre que (MG) est satisfaite
lorsque a est une racine courte. Par contre, on voit aisément que le complété de L n'est
pas maximalement complet et que la condition (MG) n'est pas satisfaite lorsque a est
une racine longue.

(7 •5-7) Soient A un appartement de ^ et G une chambre de A. Il est évident
que la rétraction p^ç se prolonge par continuité en une application, notée encore p^.c?
de ^ sur A et que (7.4.20) (ii) est encore valable si l'on y remplace ^ par eÂ De même,
une rétraction par rapport à un germe de quartier se prolonge par continuité à Ĵ .

(7.5.8) Supposons la valuation <p dense, et soient a et T les constantes dont (7.4.34)
assure l'existence. Soit s>o assez petit pour que CT'==( i -—2s)G-—£ et T '=( i—2£)T—2s
soient strictement positifs. Soient x et y deux points distincts de ^ et choisissons deux
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points x ' et y de ^ tels que d{x, x ' ) et d { y , y ' ) soient inférieurs à ed(x,^), d'où
â?(^',y)>(i—2s)â?(^,^). D'après (7.4.34), il existe ^eG laissant fixes tous les points
de ^ appartenant à la boule de centre x ' et de rayon {i—2e)ad{x,y) et tel que
d{y, g - y ' ) ^ - (i—2£)Tâ?(^,j). Par continuité, on voit que g laisse fixes tous les points de ^
appartenant à la boule de centre x et de rayon a ' d ^ x ^ y ) et on voit également que
d{y, g.jy) ̂ T'û?(^,y. Autrement dit, on voit que, quitte à diminuer les constantes cr et T,
le corollaire (7.4.34) reste vrai si on y remplace ^ par ^'.

7.6. Restriction à un sous-groupe.

Définition (7.6.1). — On dit qu^une partie <I>i de 0 est quasi-close (cf. [3], 3.8) si,
quels que soient a, ée<I\, le groupe des commutateurs (U ,̂ U )̂ est contenu dans le groupe engendré
par les Up^^^pour p, q entiers strictement positifs et pa-{-qbe^>^.

Il est clair qu'une partie close est quasi-close.

(7.6.2) Dans toute la suite de 7.6, on désigne par <t>^ un sous-système de racines
quasi-clos. On note G^ le sous-groupe de G engendré par les U^ pour ûe<I>i, N^ le sous-
groupe engendré par les M^ pour aeOi ((6. i .2) (2)) et on pose T^=TnN^. De plus,
on donne un sous-groupe T\ de T, contenant T^; on désigne par G^ le sous-groupe engendré
par G? et Ti.

Proposition (7.6.3). — (T^, (U ,̂ M^.Ti)^ç^) est une donnée radicielle génératrice de
type 0^ dans Gi et 9i=(9a)ae0i en est une valuation.

La seule chose à vérifier qui ne soit pas absolument évidente est que <p^ satisfait
à (V 3). Mais, soient û, ée<I>i et A, A:eR, tels que bf—K\.a. Pour un ordre quelconque
sur l'ensemble E des éléments de 0 de la forme pa+qb, avec p, qeN*, p et q non tous
deux pairs, on a :

(u- ̂  c L,n^u,̂ ) n (̂ n^u,)
compte tenu de ce que, si 2paJ^2qbeQ>^ (p, qeN*), alors pa-{- qbe<S>^, comme le montre
un simple coup d'œil sur les systèmes de racines de rang 2. Comme l'application produit
de II Ug dans G est injective (6.1.6), on en déduit que (V 3) est satisfaite.

c ç E
Les objets que les §§ 6 et 7 permettent d'associer à la donnée radicielle valuée

de GI seront notés par la même lettre que pour G, mais affectée de l'indice ou de
l'exposant i. Par exemple, V^ est le sous-espace de V* engendré par Oi et V\ est le quotient
de V par l'intersection des noyaux des ûe<I\, intersection que nous noterons L^. Nous
noterons ^TC l'application canonique de V sur V^ et TT l'application affine de A sur A^
définie par ^((p+^^q^+^y) pour yeV. On identifie ^W^ avec le sous-groupe de ^W
engendré par les réflexions r^ pour û^Oi. Notons que "Wi opère trivialement sur L^.

Il est immédiat que Ni == N?. T\ C N.
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Siyest une fonction quasi-concave sur O^ on note U^ le sous-groupe correspondant
de GI (6.4.2); les notations UQ, PQ et PQ (pour OcA^) sont claires.

Proposition (7.6.4). — (i) II existe une application et une seule î? : Gi.A->^ de
l''} ensemble des transformés des points de A par les éléments de G^ sur V} immeuble de G^ y prolongeant
TT : A—>A^ et commutant avec les actions de G^ sur G^.A et sur ̂ .

(ii) On a î:~l(A-^)==•A et V image réciproque par î: de tout appartement (resp. demi-
appartement, mur} de ̂  est un appartement (resp. demi-appartement, mur) de ^'.

(ni) II existe une loi d^ opération Çx, v)\->x-{-v et une seule de L^ dans G^.A, prolongeant
Inaction de L^ sur A et telle que g.(x-\-v)==g.x-\-v pour g e Gi, x e G^ .A et yeL^. L'appli-
cation î? passe au quotient par L^ et définit une bijection de (Gi.A)/Li sur <^\.

Montrons tout d'abord que
(i) 7cov(7z)==vi(7z) OTC pour tout neN-^.

C'est immédiat s'il existe ^eOi et A;eR tels que neM^j, : en effet, v{n) (resp. ^i(^))
est alors la réflexion orthogonale par rapport à l'hyperplan d'équation a{x—9)4-^=0
(resp. a(A:—(pi)+/;==o). Si neT^, il existe yeV (resp. ^eVi) tel que n.jy==jy+v
(resp. ^.^1=^1+^1) pour tout j/eA (resp. ^eA^). On a, pour ae^>^ et k e ' R :

^ ̂ n~1 == U^ j, _ ̂ ,) == U^ „ _ ̂ ^)

d'où ^(^^^(yi) pour tout aeOi. Par suite, ^^^(y) et '^(n.y)==n.'n:[y) pour tout j/eA.
La formule ( i ) résulte alors de ce qui précède, puisque N^ est engendré par T\

et la réunion des M^.
Soit maintenant xeA. Il est immédiat que U^cU^. Comme GI^U^.N^.U^)

(7.3.4), on a, vu (i) :

(2) G,nP^U^.(N,nPJ.U^cP^.

Soit maintenant ^eG^ et posons Q=An^-l.A. Supposons £î non vide et soit xeO,.
Posons 0.'=0.n(x-\-ii^). Vu (7.4.8), il existe TzeN tel que g'y==n.y pour tout
j/eQ, d'où

^e^nGi=^nU^^-Ni.U^c^nU,^.Ni.P^

en désignant par D (resp. D^) une chambre vectorielle de 0 (resp. 0^) telles que
DCTT^D^). Vu (7.4.15), il existe donc ^eN^ tel que

ne (N n U,, ̂ (N n P^,) = H^N^, = ̂ N^, ,
d'où

(3) ^l(punGl)c%lP^) ^r ^^ MeAn^-^An^+Li).

Ceci étant, démontrons (i). L'unicité de ?c est claire. Pour montrer son existence,
il suffit de faire voir que si xeA et g^G^ sont tels que g.xeA, alors on a n(g.x)==g.n(x).
Soit alors ^i^Ni satisfaisant à (3); vu (i) et (2), on a

n{g.x)==7i:{n^.x)=n^.n(x)==g.'K(x).
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Démontrons (ii). Soient xeA et geG^ tels que n{g.x)eA^. Vu (7.4.8), il existe
neNi tel que genP^ Comme P^)=N^.U^cNi.P,, on a g.xeN,.xcA,
d'où (ii).

Démontrons (iii). L'unicité de la loi d'opération cherchée est claire. Pour montrer
son existence, il suffit de faire voir que si m=g.y, avec y, ̂ eA et si geG-^ et yeLi,
on a ^ . (^+y)==^+y. Or, on a alors

%^•(J?+^)=^.îï(^+^)=^.%(^)=%te.J/)=7^(^eA,
et g ' { y + v ) e A vu (ii). Soit alors ^eNi satisfaisant à (3), avec x=-y. On a

<? • ( V + ^) = ̂ i. (j^ + ̂  = ̂ i .ĵ  + 'v (^i). y == ̂  + v
car ^(^e^Wi est l'identité sur L^.

Corollaire (7.6.5). — Soit p la projection orthogonale de V sur L^ ^j-o^ Sj le sous-groupe
formé des teT tels que po^{f)==o. Soit 0. une partie non vide de A.

(i) On a T^TnGîcSi.
(ii) Si TI c S,, on a G^ n P^ = P^.
(iii) OTZ a GlnP^=GlnP^+^=(GlnGÎ.Sl)nP^cP^.

L'assertion (i) résulte aussitôt de (6.1.2) ( i2) , (6.1.13) et (6.2.10) (ii). Démon-
trons (ii). Vu (7.6.4) (i), il suffit de montrer que P^cP^ dès que T^cSi, ou encore,
vu (7.1.8), que N^cP^. Soit alors TzeN^cNi cN?.Si. Tout élément de N? ou
de Si laisse invariants les sous-espaces affines de la forme jy+Kerp pour j/eA; d'autre
part, \f{n) laisse invariants les sous-espaces affines de la forme x+L^ pour xeQ.
((7.6.4) (i)). Il en résulte que ne?^, d'où (ii).

Démontrons (iii). La première égalité résulte de (7.6.4) (iii) et la dernière inclusion
de (7.6.4) (i). Il reste à montrer que GinP^cGÎ.Si. Soit geG^nP^. Gomme les
immeubles de GI et de Gî sont les mêmes, il existe AeGînP^ tel que h-^A^^g.A^.
Vu (ii), on a AeP^ et n==hgeî>S^nP^. Ecrivons n=tn^ avec ^eN? et teT^ et soit xeQ..
On a d'une part

(1) ^n){x+Kerp)=^t){x+Kerp)

et d'autre part

(2) ^n){x+Kerp)==^n).x+\{n)(Kerp)==x+Kerp.

En comparant (i) et (2), on voit que teS^ et on a bien

^Â-^eGÎ.NÎ.S^GÎ.Si.
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8. BORNOLOGIE DÉFINIE PAR UNE DONNÉE RADICIELLE VALUÉE

On conserve les notations des §§ 6 et 7.

8.i. Bomologies compatibles avec une donnée radicielle valuée.

Définition (8.1.1). — Une bornologie S8 sur G est dite faiblement compatible avec la
donnée radicielle valuée de G [ou plus simplement avec la valuation cp) si elle est compatible avec
la loi de groupe de G, si les sous-groupes U^jç sont bornés et les sous-groupes U^ non bornés
pour S8^ quels que soient ûeO et ke'R.

On dit que S8 est compatible avec (p si de plus le sous-groupe H ĵ défini en (6.4.14),
est borné pour Se,

Proposition (8.1.2). — Soit S8 une bornologie faiblement compatible avec 9. Soient x un
point de A et D une chambre vectorielle.

(i) Pour qu'une partie X de G soit bornée pour S8^ il faut et il suffit que

(U^.U,_n.X.U^.U,^)nN
soit bornée pour S8.

(ii) L'ensemble ^n^(N) des parties bornées de N est une bornologie sur N, compatible
avec la loi de groupe de N, et satisfaisant aux deux conditions suivantes :

(BCN i) U image par v de tout borné de N est une partie bornée de Isom A (muni de sa
bornologie naturelle) ( (3 .1 .2 ) b) ).

(BGN 2) Quels que soient aeO et AeR, l'intersection

Tn(U^U_^U^U_^U^)
est bornée.

(iii) Toute partie bornée de U^ est contenue dans un U^ (ûe<t>, keK).

D'après (7.3.4) et (7.2.6) (2), on a G^^U^NU^U.-D, d'où
XcU^.U,^.((U,^U.-DXU^U^^)nN).U,^.U^.

D'autre part, U^^ et U^_j) sont bornés pour S8 puisque l'on a par exemple (6.4.9)

U,+D= n ux+J)~ L± ,, ̂ a, -a(x)9
n(=Q)+red v /
fl£0,

On en déduit (i).
Démontrons (BGN i) en raisonnant par l'absurde. Soit X une partie bornée de N

dont l'image v(X) ne soit pas bornée dans Isom A. Quitte à multiplier X par une partie
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finie, on peut supposer que v(X) est stable par multiplication à gauche par le stabilisateur
d'un point spécial et v(X) contient alors des translations de longueur arbitrairement
grande. Plus précisément, X contient une suite (^) telle que tn=^{xn) s01^ une trans-
lation de longueur |^| tendant vers l'infini et de direction tj\t^\ tendant vers un élé-
ment yeV de longueur i. Soit alors ae<S) tel que a{v)>o. On a lim a(Q == + °o et

u^Uu^^^U^u^^-^x.u^.x-1

est borné, ce qui est absurde.
Ceci démontre (ii), car (BCN 2) est évidente.
Démontrons (iii) par l'absurde. Soit (z/J une suite bornée de points de U^ telle

que lim(p^J=--oo et soit Â;=sup<p^J. D'après (V 5), on a. m(u^eV_^ ̂ _^uJJ ^
n^oo ^

et l'ensemble des réflexions ^^^=^{m{u^)) est borné, ce qui est absurde.

Proposition (8.1.3). — Soit D une chambre vectorielle et soit W^ la plus petite bornologie
sur UD' compatible avec la loi de groupe et contenant les V^j^pour aeO^ et AeR. Soit XcUo';
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X est borné pour ̂  ;
(ii) quel que soit V'ordre dans lequel on range les racines ûeO^^ il existe AeR tel que

xc n ; u ;
aeo^

(iii) il existe xeA tel que XCU^D-
II est clair que (iii) entraîne (ii) (6.4.9) et que (ii) entraîne (i). Soit Xe^^;

alors X est contenu dans un produit fini de sous-groupes U^. ^. avec û^eO^ et Â^eR.
Pour ûeOp'3 posons A(a)=inf{A;J a^=a} et soit xeA tel que a{x)>—h{d) pour tout
aeO^. On a alors XcU^+j^.

Proposition (8.1.4) . — Soit ̂  une bornologie sur N, compatible avec la loi de groupe et
satisfaisant aux deux conditions (BGN i) et (BCN 2) de (8 .1 .2 ) . Soit ^ la plus petite bornologie
sur G contenante et les U^ ^ pour ae<S> et keK et telle que M, M'e^ entraîne MM'e^.

(i) ^ est une bornologie faiblement compatible avec 9 et en particulier est compatible avec la
loi de groupe de G.

(ii) ^ induit sur N 7û bornologie donnée ̂ V et pour toute chambre vectorielle D, la bornologie ̂
induit sur LÇ la bornologie ̂  (8 .1 .3) .

(iii) Soit D une chambre vectorielle. Pour qu^une partie X de G soit bornée pour ,̂ il faut
et il suffit qu'il existe ^+ c^, Y-C^^^ÎD et Y°c^ telles que

XcY^.Y-.Y0.

Introduisons quelques conventions de notation : si °K et W sont deux ensembles
de parties de G, on pose ^.^={XY[ XeST, Ye^} et ^-1={X-1| Xe^}, et on écrit
3£'-<^ si tout élément de SE est contenu dans une réunion finie d'éléments de W. Soit
^==J^n^P(T) la bornologie induite par ./F sur T et, pour ûe0, notons ̂  l'ensemble
des U^k pour AeR.
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Soit alors ̂  l'ensemble des parties X de G satisfaisant à la condition de (iii) pour
une chambre vectorielle D donnée. Gomme G=UD'UD'N (6. i. 12), c'est une bornologie
sur G. Montrons que ̂  est une bornologie compatible avec la loi de groupe de G, ou
encore que

(1) J^-1.^^^.

Tout élément de J^~1 est contenu dans une réunion finie de produits finis d'ensembles
appartenant soit à r, soit à l'un des ^ pour ûe<D, soit à {{n}\neN). Gomme
^_a:=nwan~l P0111' neM.a et que N est engendré par T et par la réunion des M^ pour b
parcourant la base II^ de 0 correspondant à D (6.1.11), on voit que tout élément
de Jf7"1 est contenu dans une réunion finie de produits finis d'ensembles appartenant
soit à r, soit à l'un des ̂  pour ae^$ , soit à l'ensemble des {m} pour bell^ et meM^.

D'après (8.1.3), on a ^.^<J^ et la condition (BCN i) entraîne que r.j^<jT.
Pour prouver (i), il suffit donc de faire voir que :

(2) pourbeîl^ et meM^, on a m^^^.

Soit U^ (resp. U'") le groupe engendré par les U, pour ce^ (resp. Ojo') non propor-
tionnel à 6. Posons ^^^g, ^^^-n^U'-1-) et ^T-^^-n^CU'-). Les relations
suivantes sont évidentes :

(3) m^m-1 -^, m%_,m-^=^^

(4) m^'+w-1^^^, TT^r-w-1:^'-;

(5) ^.^ .̂̂ , r.^_,^_,.r;
(6) r.^^^.r, r.^'-^'-.r.

Nous allons montrer que :

(7) ^-,.^^.^-6.^u^.^_,.mr.

Pour cela, il suffit de montrer que, quels que soient A, AeR, on a :
(8) {u_^.u^}<^.^_,.ru^.^_,.mr
et on peut supposer h=k<o. Pour ueU_^ avec r=(p^)^—2Â:, on a :

ueV^_,mTU^_,cV^mTU^.

Par suite, il existe une partie Y de T telle que :

(9) U_^-U_^cU^YU^

et on peut choisir Y de telle sorte que :

^o) YCOT-^^U.^U^.
Soit seF^, s>2k. Il existe t<=T tel que OT-^M^CfUi^U.t _,U,, , et (10) entraîne
que Yer d'après (BGN 2).
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D'autre part, on a d'après (6.3.2) U_^ _^U^cU^U_^_^H et on voit comme
ci-dessus qu'il existe Y'e^" telle que :

( I I ) U_^.U^cU^.U_^.Y'.

Il résulte alors de (9) et (n) que :

U-^.U^c(U^,.^Y.U^,)u(U^.U_^_^.Y').

Compte tenu de (3) et (5), on en déduit (8), d'où (7). Finalement, on voit en utilisant
(3), (4). (6) et (7), que :

wJT-< m. ̂ '+. ̂ . ̂ .^T- .^T= ̂ '+. ̂ . ̂ . ̂ '-. mjV

^^^.^.^..{i.^.r.^'-.j^^^+.^^.^'-^i^^.r.^r
<^+.^-.^r=^.

II est à présent clair que J^== ̂ .
D'autre part, pour Y^-cU^-, Y-cU^ et Y°cN, on a ((6. i. 15) c})

UD-nY^-Y-Y^Y4-
NnY+Y-Y°cY°.

Par conséquent, <^=J^ induit sur N (resp. U^) la bornologie ̂ T (resp. ̂ •). Vu l'inva-
riance de ^ par automorphismes intérieurs, on en déduit que ^ est faiblement compatible
avec 9 et satisfait à (ii), ce qui achève la démonstration.

Corollaire (8.1.5). — L'application qui, à une bornologie sur G, fait correspondre la borno-
logie induite sur N, est une bijection de U ensemble des bornologies faiblement compatibles avec 9
sur l'ensemble des bornologies sur N compatibles avec la loi de groupe de N et satisfaisant aux
conditions (BON i) et (BGN 2).

Cela résulte de (8.1.2) et (8.1.4).
La bijection réciproque de celle décrite dans le corollaire sera notée ^\->â9^).

Remarques (8.1.6). — a) Une bornologie 3S sur G qui contient les U^ ^ pour ae<5>
et AeR, qui induit sur N une bornologie jV compatible avec la loi de groupe de N
satisfaisant à la condition (BCN i) et qui est telle que M, M!eSS entraîne MM'e^,
est faiblement compatible avec (p : il est clair en effet que ^T satisfait à (BGN 2) et que SS
satisfait à (8.1.2) (i); par suite, on a ^^^(.y^).

h) Reprenons les notations de (8.1.4). Il n'est pas vrai que toute partie bornée
de G (pour ^) soit contenue dans un ensemble de la forme

(i) Y+.Y°.Y- avec Y+e^4-, Y-e^- et Y°e^r

ni même que toute partie bornée de U^'.T.U" soit contenue dans un produit de la
forme (i) avec de plus Y°e^'. Un contre-exemple est fourni par l'ensemble

^(U^-{i})
pour èeO4', meM.^ et A;eR.
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Définition (8.1.7). — On appelle bornologie définie par 9 et on note ^(9) la bornologie
sur G image réciproque de la bornologie naturelle de Isom ^ par Inapplication canonique de G dans
Isom ^ (7.4.20).

On notera que, dans le cas où y est discrète, cette bornologie coïncide avec celle
définie par le système de Tits défini par 9 (3.1.8).

Proposition (8.1.8). — La bornologie â?(<p) est compatible avec 9 et coïncide avec la borno-
logie SS{^\ où ^V est la bornologie sur N image réciproque par ^ de la bornologie naturelle
de Isom A.

Soient aeO et AeR et soit xeA tel que a{x)^—k. On a alors U^cPa;, ce
qui montre que U^ est borné pour ^(9). Par contre, le corollaire (7.4.27) montre
que U^ n'est pas borné. De plus, H tout entier, donc a fortiori H^j, est borné puisque H
laisse fixes tous les points de A. Enfin, l'image d'une partie X de N est bornée dans
Isom ^ si et seulement si v(X) est borné dans Isom A, d'où la dernière assertion.

Corollaire (8.1.9). — Soit S9 une bornologie faiblement compatible avec 9. Supposons que
pour toute partie X de v(T) bornée dans Isom A, il existe une partie Y de T appartenant à 3S,
telle que X==v(Y). Alors la bornologie définie par 9 est engendrée par .̂H.

En effet, la bornologie image réciproque par v de la bornologie naturelle de Isom A
est engendrée par jV. H, où ^ est la bornologie induite par SS sur N.

Théorème (8. i. 10). — Soit ^ une autre valuation de la donnée radicielle de G. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) les valuations 9 et ^ sont équivalentes (6.2.5);
b) les bornologies ^(9) et SS(^) sont égales^
c) les bornologies ^(9) et SS(^) induisent la même bornologie sur U^ pour tout ûeO;
d) les bornologies ^(9) et Sê(^} induisent la même bornologie sur N;
e) pour tout ûeO, il existe une bijection f^ : "T^—^I^ telle que ^a=fao<?af

Supposons 9 et ^ équivalentes et soit i la bijection canonique de l'immeuble cp^
sur ̂  (7.4.3). Vu (7.4.3) b ) , la restriction de i à ^A est bornée, donc aussi i elle-
même ((7.4.3) a), (7.4.18) et (7.4.20)). On en déduit aussitôt que .^(9) câ?(^).
On voit de même que SS{^) 0^(9)3 d'où l'implication a) ^b ) .

Il est clair que b ) entraîne c ) et d ) . Montrons que c ) entraîne d ) . Il suffit pour cela
de remarquer qu'une partie Y de T est bornée pour ^(9) si et seulement si, pour tout
ae<S> et toute partie XcU^ bornée pour ^(9), l'ensemble des txt~1 pour teY et xe'K
est borné pour la bornologie induite par ^(9) sur L^, et qu'une partie de N est bornée
si et seulement si elle est contenue dans la réunion d'un nombre fini de translatées de
parties bornées de T.

Montrons que d ) entraîne e ) . Pour cela, considérons la relation d'équivalence
cp^ : 9a(^)=9a(y) sur H» (pour ûeO). Elle équivaut à la relation

m{u)eïîm{v)
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ou encore au fait que les deux réflexions ^(m(u)) et ^{m{v)) sont égales* Mais, quels que
soient u et v dans U^, v(m(z/)) et v(m{v)) sont deux réflexions par rapport à des hyperplans
parallèles et dire qu'elles sont égales revient à dire qu'elles engendrent un sous-groupe
borné de Isom A. Vu (8.1.8), ceci veut dire que m(u) et m(v) engendrent un sous-
groupe borné de N. Par suite, d ) entraîne que les relations d'équivalence çp^ et t^
sont les mêmes pour tout a, d'où e ) .

Montrons enfin que e ) entraîne a ) . Quitte à remplacer y et ^ par des valuations
équipollentes, on peut supposer que, pour tout a appartenant à une base II de 0, il existe
un élément u^eU^ tel que ^a{ua)=^a{ua):==o- Vu (6.2.7) (i), on a, pour ueV^ :

P-a^M^M"1) = 9a(^ +-a(^(^a)^(^)~1) = ^aW

d'où/_,=/,.
Soient maintenant u, veU^, k-==^y,(u) et ^==^aW' Toujours d'après (6.2.8) ( i) ,

on a
^_^m{u)vm{u)~1) -==f—2k

^_^)m(^)-W^)-2AW

d'où f^-2k)=f^}-2f,(k). Comme o, keT, et 1^31^+2^ (6.2.16), on voit
que pkeY^ et que :

f^{pk)=pf^k) pour tout keF^ et tout peZ.

Pour ueU^y le sous-groupe ^U^y (^ est engendré par les veU^ tels que 9^) =9a(^)•
II coïncide donc avec le sous-groupe ^U^^), d'où l'on déduit aisément que f^ est
décroissante. Comme I\ est dense dans R ou bien est un sous-groupe de R isomorphe
à Z, on en déduit aisément qu'î7 existe une constante strictement positive À(û) telle que f^ est
la multiplication par X(fl), et ceci pour tout aell.

Soient maintenant aell et ée0 telle que^ soit aussi la multiplication par une
constante X(é). Utilisant encore une fois (6.2.7) (i) , on a, pour veU^ :

^(^M^a)"1) = ̂ bW, ^raW^W^W'1) == W

d'où l'on déduit q\iefy^ est la multiplication par X(é).
Gomme les r^ pour aeTI engendrent le groupe de Weyl "W de 0 et que toute

éeO^ est transformée d'un élément de II par un élément de "W, on voit que/;, est la
multiplication par une constante X(é) pour toute éeO^, donc aussi pour toute be<S> d'après (¥4).

Enfin, pour ueU^, v^U^y k^^^W et ^^^bW) on a

^raW^W^W^)^—^^)

^m{u)vm{u)-1) == W -^)è(^) = Ub)^\{a)kb{a-)

==\{b){£-kb^))

d'où l'on déduit que si é(û^)=j=o, c'est-à-dire si a et b ne sont pas orthogonales^ on a
^(a)==X(é). Par suite, la fonction À est bien constante sur les composantes irréductibles
de 0, ce qui achève la démonstration.
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Corollaire ( 8 . 1 .11 ) . — Soit ^ : G->G un automorphisme de groupe bornologique^ conser-
vant T et F ensemble des U .̂ Il existe une application y^ : ̂  ->^ et une seule possédant les propriétés
suivantes :

a) Ï^-^^YC^-Ï*^) P0^ tous ê^0 et xe^^
b) y,(A)==A et la restriction de y» à A est une affinité.
Inapplication y* ^t bijective et équicontinue : plus précisément, il existe des constantes

m, MeR* .̂ telles que

md(x^)^d(^{x), y,(jO)^M^,jQ

quels que soient x,ye^.

L'existence et l'unicité de y* sont des conséquences immédiates de (8.1.10) et
(7.4.3), appliqués aux valuations 9 et 90 y. Le reste de l'énoncé résulte aussitôt de a),
b) et (7.4.20), compte tenu de ce qu'une affinité d'un espace euclidien sur lui-même
possède les propriétés en question.

Remarque (8.1.12). — On peut montrer que, si y : G->G est un automorphisme
de groupe bornologique, il existe une application y, : ̂  ->^ et une seule possédant
la propriété (8.1.11) a) et telle que :

V ) pour toute partie convexe bornée Q, de A, la restriction de y^ à Q, est un iso-
morphisme d'ensembles affines sur une partie convexe bornée d'appartement.

Si <p est dense, a} entraîne déjà l'unicité de y, (cela résulte de (8.2.1)) . Si 9 est
discrète, y, est caractérisée par a) et :

b" ) la restriction de y, à toute facette F de ^ est une application affine de F sur
une autre facette.

Dans le cas discret, ces assertions résultent des §§ 2 et 3, notamment de 3.3 et 3.5.

Proposition (8.1.13). — Reprenons les hypothèses et notations de 7.6. Soit p la projection
orthogonale de V sur L^ et soit Si le sous-groupe de T formé des éléments t^T tels que povÇt) = o.

(i) ^(9) induit sur G^ une bornologie compatible avec 91.
(ii) Pour que ^(9) induise sur Gi la bornologie ^(91), il faut et il suffit que G^ soit

contenu dans G^S^.
(iii) Pour qu9 une partie M. de Gi soit bornée pour ^(9), il faut et il suffit quelle soit bornée

pour <^(9i) et contenue dans une partie de la forme G^. (^o^'^X), où X est une partie bornée de L^.
(iv) Pour qu'Hun sous-groupe de G^ soit borné pour ^(9), il faut et il suffit qu^il soit borné

pour ^(91) et contenu dans G^.S^.
L'assertion (i) est immédiate. Démontrons (iii). Soit McG^, bornée pour ^(91)

(resp. ^(9)). Il existe des parties bornées pour ^(91) (resp. ^(9)) Y'^'cU^, Y'cUf
et ZcTi, et une partie finie FcN^nGÎ telles que McY-^.Y-.F.Z. Comme Y+, Y~
et F sont bornées pour ^(9) (resp. ^(91)), on voit aisément que l'on est ramené à
démontrer que l'image par v d'une partie Z de T^ dans Isom A est bornée si et seulement
si Vi(Z) est bornée dans Isom A^ et j&ov(Z) est bornée dans L^, ce qui est immédiat.
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Enfin, vu (7.6.5) (i), l'homomorphisme p o ^ : T->Li s'étend de façon unique en
un homomorphisme de G^.T dans L^ de noyau G^-Si. Les assertions (ii) et (iv) résultent
alors de (iii).

8.2» Sous-groupes bornés maximaux.

Dans ce numéro, nous supposons que la valuation <p de la donnée radicielle de G est
dense : pour le cas discret, voir le § 3. On munit G de la bornologie ^?(<p) définie
par 9 (8.1.7).

Proposition (8.2.1). — (i) ^application x\->V^ est une bijection du complété ^ de
Vimmeuble de G sur l^ensemble des sous-groupes bornés maximaux de G.

(ii) Soient x et y deux points de ^. Les sous-groupes bornés maximaux Vy^ et Py sont conjugués
si et seulement si x et y appartiennent à la même orbite de G dans ^.

Il résulte aussitôt de la définition de la bornologie de G (8.1.7) que les sous-
groupes P^ sont bornés. D'autre part, l'espace métrique complet ^ satisfait à la
condition (CN) de (3.2.3) : en effet, on montre exactement comme en (3.2.1) (compte
tenu de (7.4.20)) que la relation (3.2.1) (i) est exacte quels que soient x,jy, ̂ e^,
en prenant m==(A'/2)+(j//2) (cf. (7.4.20) (v)) et ceci reste vrai par continuité pour
x^y^E^ (cf. (7.5. i)) . Par suite, tout sous-groupe borné de Isom e^, donc aussi tout sous-
groupe borné de G, possède un point fixe dans ^ (3-2 .3)3 donc est contenu dans un sous-
groupe Pc avec XG^. Pour achever la démonstration de (i), il suffit de montrer que, si x
ety sont deux points distincts de <^, on a P^ 4: Py; or, ceci résulte de (7.4.34) et (7.5.8).
L'assertion (ii) est alors évidente.

(8.2.2) On comparera (8.2.1) aux résultats du § 3; lorsque <p est dense, tous
les stabilisateurs des différents points de ^ sont des sous-groupes bornés maximaux (et
il y en a encore d'autres lorsque ^ n'est pas complet), alors que, lorsque 9 est discrète,
seuls certains d'entre eux le sont : ceux qui correspondent aux sommets du complexe
polysimplicial ^ lorsque G est engendré par H et les U^, et, dans le cas général, ceux qui
correspondent aux centres de gravité de certaines facettes. De plus, lorsque <p est discrète,
il n'y a qu'un nombre fini, en général plus grand que i, de classes de conjugaison de
sous-groupes bornés maximaux. Lorsque 9 est dense, il y a en général une infinité de
classes de conjugaison; cependant lorsque ^ est complet (condition (MC) de (7.5.4))
et que I\=R pour tout aeO, il n'y a qu'une seule classe de conjugaison !

Lemme (8.2.3). — Soient x un point de A, D une chambre vectorielle et L un sous-
groupe de G, contenant B^ et non contenu dans P^. Il existe une racine aeO telle que
LnU,4:U,,_^=U,nP,'.

Vu (7.3.4)5 on a L=B3;D.(NnL).B^j) et il existe %eNnL avec n^N^. Posons
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y=v(^).^—A-eV; puisque y=(=o, il existe ûeO^ telle que û(y)>o. Posons b==\{n~1) .a.
Gomme U^_^^ cB^j^cL, on a :

U^^^^.U^^.T^CL

et comme y est dense, il existe Ael\ tel que —a{x-{-v)<h<—a(x), d'où le lemme
puisque U^cL et U^4:U^_^.

Proposition (8.2.4). — Soient xeA et D z^ chambre vectorielle.
(i) Ti?^ sous-groupe borné de G contenant B^J) ̂  contenu dans P,;.
(ii) »Sï 0 est irréductible, tout sous-groupe de G contenant B^p, ou bien est contenu dans P ;̂,

ou bien contient le sous-groupe G' de G engendré par H et les U^pour ae$.
Soit L un sous-groupe contenant B^ p et non contenu dans P^;. Vu le lemme (8.2.3),

il existe une racine ûeO^ telle que LnU^^U^ -^. Compte tenu de ce que 9 est
dense, on en déduit qu'il existe A, keY^ tels que h<k<—a{x) et que U^cL. Le
sous-groupe L contient alors d'une part les deux sous-groupes U^ et U _ ^ _ ^ , d'autre
part les deux sous-groupes U^ et U_^_^ . Par suite, v(NnL) contient les deux
réflexions r^ et r^, donc la translation t==r^^or^^ de vecteur non nul (k—h)a^.
Il en résulte que L n'est pas borné, d'où (i).

Soit maintenant c une racine non orthogonale à a, et posons m = <^, a^ ) ; on a
w=t=o. Pour ^eZ, on a

L3^U^_^^r^=U^^_^_,^
ce qui montre que L contient Uç tout entier, et le même raisonnement montre que L
contient U_^. Par suite, v(NnL) contient une translation de la forme f.c^y avec /'=ho.
On montre ainsi de proche en proche que L contient tous les groupes Ug pour les
racines ce<S> qui peuvent être reliées à a par une suite (é-o=a, ^, ..., Cg==c) de racines
telle que ^ et c^^ ne soient pas orthogonales pour o^i<s, autrement dit pour les racines c
de la composante irréductible de 0 qui contient a. Ceci démontre (ii).

Rappelons (6.2.20) que le groupe quotient G/G' est un groupe de torsion dont
tout élément est annulé par une puissance de l'indice de connexion de 0.

Remarque (8.2.5). — La proposition (8.2.4) jointe aux résultats rappelés en (7.2.7)
et en (1.2.19) permet de déterminer tous les sous-groupes de G contenant B^o.
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9. DESCENTE D'UNE DONNÉE RADIGIELLE VALUÉE

Nous conservons les notations des §§ 6, 7 et 8. Le but de ce paragraphe est de
montrer que, sous certaines conditions, la donnée radicielle valuée de G « se descend »
à un sous-groupe et procure une donnée radicielle valuée de ce sous-groupe.

9 . i « Valuations induites»

(9.1.1) Dans tout le § 9, on désigne par V11 un sous-espace vectoriel de V. Pour
ûeV, on désigne par cfl la restriction de a à V^. Pour tout ^(V^)*, on note 0^ .(resp. O^)
l'ensemble des ûeO telles que cfte'R.b (resp. a^R^.é). Il est clair que 0^, est un
sous-système de racines rationnellement clos de $. On note Z le sous-groupe engendré
par T et les U^ pour ûeOç (z.^. pour ae^> et cfi==o). Pour ée(V11)*, on désigne :

par U^, le sous-groupe engendré par les U^ pour ae<S>^;
par L^ le sous-groupe engendré par Z, U^ et U_^;
par M^ l'ensemble des xe^ tels que xZx~l==Z, xU^x~~l==V_^ et xU_^x~l==U^.

Lemme (9.1.2). — Pour tout be{V^)\ le couple (T, (U^, M^ç^) ^ une donnée
radicielle génératrice de type <t>^ dans L^,. De plus y Z normalise U^ ^ U_^; les sous-groupes Z.U^,
^ Z.U_^ jo^ âfey sous-groupes paraboliques de L^ ^ OTZ û ZU^nZU_^=Z.

La première assertion est immédiate (cf. (7.6.3)). Les autres le sont aussi
lorsque b = o. Supposons donc b 4= o. Que Z normalise U^ et U_ ^ résulte aussitôt de
la condition (DR 2) de (6.1.1) et de (6.1.2) (3). De plus, si l'on choisit la chambre
vectorielle DQ de telle sorte que O^c^4', ce qui est loisible, et si l'on pose U^^ZnU^
et U^^ZnU", on voit que TU^U^, et TU^U..^, sont des sous-groupes paraboliques
minimaux de L^,, ce qui entraîne que ZU^, et ZU_^ sont des sous-groupes paraboliques
de L^. Enfin, soit ue\3^, veU_^ et ^;eZ tels que y==^. Vu (6.1.15)3 il existe un
élément TzeZnN et un seul tel que ^=^v'nu'^ avec v'eU^ et z/'eUz'. On a alors
v^v'nu'ueU-nU-^nU-, d'où 72=1 d'après (6.1.15) et v=-v' d'après (DR 6). On a
donc veU_^r\U^ =={1} (6.1.6), ce qui démontre la dernière assertion.

Lemme (9.1.3). — Soit be(V^y; si M^=t=0, il existe un élément TzeNnL^ tel
que M.^=Zn.

C'est évident si è==o. Supposons 6+0 et reprenons les notations de (9.1.2). Vu
(6.1.15) c ) , il existe TzeNnL^ tel que

^TUz-U^-TU^U., et ^TUz-U.^TUz-U,.
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Si meM^ les sous-groupes n~lZU^n et m~lZU^m==ZU_^ sont deux sous-groupes
paraboliques conjugués contenant tous deux le même sous-groupe parabolique minimal
TUz"U_^. Ils sont donc égaux et mn~1 normalise ZU^ donc appartient à ZU^. On voit
de même que mn~1 appartient à ZU_^ donc finalement à Z d'après (9.1.2); d'où
le lemme.

(9.1.4) Pour be{'V^)\ é+o, et AeR, on désigne par U^ le sous-groupe de G
engendré par les U^ pour aed^-, reR^ et cfi=rb. Avec les notations de 6.4, U^ est
le sous-groupe Vf associé à la fonction /=/(&, k) sur 0 définie par
, . ( f{b, k) (û) = rk si a=rb avec reR^

(Mk){a)==+oo si a^.

On vérifie aussitôt que f(b, k) est une fonction concave.

Lemme (9. i. 5). — Soient beÇV^y, é+o, et AeR. Pour reR^, soit p(r) l'ensemble
des aeO^ ^fc ̂  cfi==rb. L'application produit (pour un ordre fixé quelconque) est une
bijection den^n^) (resp. ̂ ^U,J) sur U, (resp. U,,).

Gela résulte aussitôt de (6.1.6) et (6.4.9).

Lemme (9 .1 .6) .—Soi t beÇV^)\ è+o. Pour ueV^, posons

^(u) = sup {keR u {00} | ueU^ J.

L'image réciproque ^{[k, +00]) est le sous-groupe U .̂ Pour tout seIC^., on a
usb==V^ et ^sb=s(Pb'

C'est évident.

(9.1.7) Reprenons les notations du § 7 : soit ^ l'immeuble de G, A l'apparte-
ment canonique, identifié à l'ensemble y +V des valuations équipollentes à 9. Posons
A^=9+V^.

Lemme (9.1.8). —Soient é<=(V^, è+o, keR et ueV^ Les deux conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) ^bW^k;
(ii) l'ensemble des points fixes de u dans A^ est le demi-espace a^ de A^ formé des xeA^.

tels que b(x-—ç)+A;^o.
De plus, si Â:eq^(Uô—{i}), le demi-espace a^ est l'intersection avec A^ d'au moins une

racine affine de A.
On peut supposer que O^ n'est pas vide.
Notons D^ l'intersection des demi-espaces fermés de V de la forme {xéV\a{x)^o}

pour ûe0^". C'est un cône convexe d'intérieur non vide, contenant une chambre de
Weyl D de 0, et dont l'intersection avec V11 est le demi-espace fermé R^ = {.yeV | b{x) ̂  o}.

Soient ae^> et AeR. Tout élément de U^ laisse fixes les points du demi-espace
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a^={^eA|fl(A~(p)+A^o} deA (7.4.5);si a^==rb, avec reR^, on a a^nA^=oc^.
Par conséquent, tout élément de U^ laisse fixes tous les points de a^.

D'autre part, si ûeO^ et AeR, le demi-espace a^ contient un translaté de D^.
Gomme l'intersection d'un nombre fini de translatés du cône convexe D^, contient encore
un translaté de D^ et que l'ensemble F(^) des points fixes de u dans A est convexe, on voit
que F(^)+D^=F(^). Soit xeA^ tel que u.x==x; posons h==—b{x—(p). Alors, ^laisse
fixes tous les points de 0.==x-\-D^ et appartient au sous-groupe PQ n U^ qui est engendré
par les U^ pour a D Û et aeS (7. i .8); or, les seules racines affines contenant 0. sont
les a^ pour ae$^-, jeR^, cfi=sb et ^JÀ. On a donc ue\J^ et ^(u)-^h. Ceci,
joint au résultat précédent, montre l'équivalence de (i) et (ii).

Enfin, si ^{u)=k, il existe seK\. et ae<S>^ tels que a^=sb et .s^eç^UJ, d'où
la dernière assertion.

Définition (9.1.9).— Soient G^ un sous-groupe de G, 0^ ̂  système de racines dans (V^)* (1)
et (T^, (U§)^^) ^<? donnée radicielle génératrice de type O4 dans G^. On dit que cette donnée
radicielle est compatible avec celle de G si l'on a

(DDR i) U^CU^, pour tout be9\

Dans toute la suite de 9.1, nous nous donnons le sous-espace vectoriel V^ de V,
un sous-groupe G^ de G, un système de racines O^ dans (V11)* et une donnée radicielle
génératrice (T^, (U^)) de type î^ dans G\ compatible avec celle de G. Les objets que
le § 6 permet d'associer à cette donnée radicielle seront désignés par la même lettre
qu'au § 6, mais affectée de l'exposant b] : par exemple, on note "W^ le groupe de Weyl
de O^ et on note D^ une chambre vectorielle de O4 dans V4. On suppose, ce qui est
loisible, que la chambre vectorielle D est telle que DnV^cD^. Les notations M^, N^,
O^, U44', etc. s'expliquent alors d'elles-mêmes.

Pour be<S>^, on note 9^ la restriction de <^ à U^ et on pose ^={^)be^9

Proposition (9.1. lo). — La famille ̂  satisfait aux conditions (V i) et (V 4) de (6.2. i).
Elle satisfait également à (V 3) sauf peut-être lorsque les deux racines a et b de ̂  sont égales et
que 2fle011. Cependant, cette dernière restriction peut être levée si l'on suppose que la condition
suivante est réalisée :

(DDR 2) pour tout ae<S>^ tel que 2ae<S>^, on a Gard{^ \ce^}^2.

Que (V i) et (V 4) soient satisfaites résulte du lemme (9.1.6). Soient mainte-
nant a, éeO^. Posons

XV^={pa+qb\p,qey}n^

Y =={ce<S>\c^eR\a+R\b}

(1) On prendra garde que, contrairement à ce que la notation pourrait faire croire, on ne suppose pas que
O^û^ûeO}.

198



GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL 199

Soit Y le groupe engendré par les U, pour ceY et soit Y4 le groupe engendré par les UJJ
pour de^. Vu (6.1.6), les applications produit suivantes sont des bijections :

6 : ( II LL)x II U -^Y^e^réd d} cey^c^Bî.Ytî c

^^a-^)^1}^-
Appliquons alors (6.4.29) aux deux fonctions concaves f=f{a, k) et g =/(&,/)

(avec k,^eK) : on a (Up U^cU^, où la fonction h : $->R est définie par

(i) AM=inf{S/(^+^(^}

la borne inférieure étant prise sur l'ensemble des décompositions c= S û^+ S è,, où
a^eO et Gardiez, CardJ>i. lel j e j

Supposons a et è non proportionnelles. On vérifie alors immédiatement que
h{c)==+co si c^ et que h{c)=rk+sf si ^=rû+^. Vu (6.4.9), la restriction de 6 à

^iî-d^^^^^d"^^^^^)

(on a posé A(rû+^)==rÂ;+^) est une bijection sur U^. Or, d'après (DR 2), on a
(U^Ug)cY^. Par suite, (U^, U^)cY^nU^ et on en déduit la condition (V 3)
pour les racines a et b en prenant l'image réciproque de Y11 n U^ par 6.

Si a et è sont proportionnelles, mais û+é^O^ il n'y a rien à démontrer puisque U^
et U§ commutent.

Reste à examiner le cas où b==a, avec 2fle<I>fc13 en supposant que Card^l^eT}^.
On voit alors que U^ est commutatif, et qu'il n'y a rien à démontrer, sauf lorsqu'il
existe seR\ tel que {^ | ^eY}=={^, 2^}. Mais dans ce dernier cas, on vérifie aisément
que la fonction h donnée par (i) est infinie sauf sur les racines ceV de la forme
c==c^+c^ avec ^, ^eY et c^=c^=sa, auquel cas h(c)==s(k-\-f). On en déduit que
(^.U^cU^^.^, d'où

(H», k ? ua, /) C U^^ (^)(fc + /) n ̂  = Hia, k + t

ce qui achève la démonstration.

Définition (9.1.11). — Si la famille ^ est une valuation de la donnée radicielle (T11, (U^))
de G11, on dit que ç se descend à G^ et que ^ est la valuation induite par 9.

Si 9 se descend à G^, on étend aux objets associés à la donnée radicielle valuée
de G4 les conventions de notation de (9.1.9).

Remarques (9.1.13). — a) Sous les hypothèses de (9.1.10) (y compris (DDR 2)),
la valuation 9 se descend si et seulement si la famille <p11 satisfait aux conditions (Vo),
(V 2) et (V 5) de (6.2. i). On remarquera que celles-ci sont toutes relatives « au rang i »,
en ce sens qu'elles ne font intervenir simultanément que les multiples entiers d'une
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même racine. Nous donnerons plus loin (9.2) des conditions pour qu'elles soient
satisfaites.

b ) Soit V^ un sous-espace vectoriel de V^ et soit G^ un sous-groupe de G11, muni
d'une donnée radicielle compatible avec celle de G^. Alors la donnée radicielle de G^
est compatible avec celle de G. Si 9 se descend à G^y on vérifie aisément que la
valuation ^ se descend à G^ si et seulement si y se descend à G^.

(9.1.13) Pour beÇV^)\ é+o, et keR, notons U^ le sous-groupe dç G engendré
par les H, pour ûe0 et ^eN'16.^ et U^ celui engendré par les U^ ̂  pour aeO, yzeN*
et cfi==nb. En utilisant (6.1.6) et (6.4.9), on voit aisément que

U^-U^nU^

Dans la pratique, la donnée radicielle de G^ satisfera la plupart du temps à la
condition suivante, plus forte que (DDR i) :
(DDR i bis) U^cVl pour tout be^.

(9.1.14) Supposons 9 prolongeable et soit 9^ : H-» R^u{oo} un prolongement
de 9 (6.4.38). Pour ueZ (9.1.1), soit ^(u) la borne supérieure, finie ou +00,
de l'ensemble des koR tels que u appartienne au sous-groupe engendré par
Uo^Po"1^ +00]) et les U^ pour ae^.

Supposons aussi que 9 se descend à G^. On peut alors considérer le sous-groupe
H^^-^i) et poser, pour ueH^ :

95(^)=sup{o, 9z(^)}.

Proposition (9.1.15). — Gardons les hypothèses et notations de ( 9 .1 .14 ) . Supposons de
plus que 0^ ==[a^ [ ûeO} et qu'il existe une constante t^-o telle que, si b et 2b appartiennent à 0^,
on ait

(DP) (U^,.U^_,)nU^U^.U^_,,

quels que soient AeR et AeR^.. Alors 9^ est un prolongement de 9^.
Pour {^-Q, posons U^==95~"l([^ +00]). Il nous faut montrer (6.4.38) les

assertions suivantes :

a) On a (U^, U^)cU^_^ pour k, l^o. Pour cela, il suffit d'appliquer (6.4.44)
aux fonctions /, g : <I>u{o} -> Ru{oo} telles que fÇa)=k et g{a)=^ si ûe0ou{o)
et fÇa)==g{a)==co sinon.

b) Pour be^ et k^eR tels que k+^>o, les î^-composantes (6.3.8) des commu-
tateurs (u, u') avec ueU^ et ^'eU^ ^, appartiennent à U5^+^ . Pour cela, on applique
(6.4.44) aux fonctions f, g : 0 u {0} -> R u {00} définies par f{a) == k si a^= b, f(a) === 2k
si ^==2é, /(û)==oo sinon, et g(a)==l si a^==—b, g(a)=2f si a^==—2b, g(a)=o3
sinon. On en tire que

(U^fc? u-b,/)c^b,3k+/'1^b,2k-}-£'^'^-b,2f+1c'^e-2b,^-}-k
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où Y est le sous-groupe engendré par Uo,k+f et les va,k+£ P0111* âre(I)o5 d50u ^ résultat.
On voit de même que les Recomposantes des commutateurs (u, u') et [u ' , ù) avec ueU^ ̂  et
u'GV^^f appartiennent à U^.^. Ceci montre que H^^cU^ ̂ _^.

c) Pour èe<D, keR et fçR\, on a (U^, U^}cU^^f.U^^f', autrement dit
U^ {Cît^. Un raisonnement du même type que les précédents montre que

O^,^ u^)cU^.^.U^2fc+/> pour tout keR

d'où le résultat si sé^. Si 2ée0^, on utilise (DP) et ce qui précède pour montrer,
compte tenu de ce que (U^, U^)=={i}, que

(U^, Uo^)c(U^^, Uo^).U^^nU^

c(U^^^,.U^2^^)nUS=U^+^.U^^+^
ce qui achève la démonstration.

Remarque (9.1.16). — On ne peut pas toujours prendre t=o dans (DP). Soit
par exemple K un corps commutatif, muni d'une involution c et d'une valuation non
impropre œ invariante par cr. Supposons K de caractéristique résiduelle 2 et soit ÀeK
tel que X+X°==i . Avec les notations que nous emploierons au § 10 (cf. (10.1.1)) ,
considérons la forme hermitienne sur K3 définie par q{xe^ + ̂  +.^_i) = X^^+^+K^ ^
et munissons GI;l=SU3(y) de la donnée radicielle définie en (i 0.1.6). Munissons
G=SL.3(K) de la donnée radicielle définie en (10.2.2) et de la valuation 9 définie
en (10.2.3) (relativement à la base (^1,^0^-1) de K3). On vérifie aisément que ces
données radicielles sont compatibles et que 9 se descend à G^ et y induit la valuation
définie en (10.1.13). De plus, nous verrons que 9 et 9^ sont prolongeables ((10.1.24)
et (10.2.4)). Mais, il est aisé de voir que la condition (DP) est satisfaite si et seulement
si on a ^=—(i/2)sup{<o([j i) [ pieK, (Ji+{ji°=i}. Si K et le corps des invariants de cr ont
même corps résiduel, ou si l'extension résiduelle est inséparable, on a ^>o.

Proposition (9. i. 17). — Supposons que 9 se descende à G^ et qu'il existe un sous-groupe S^
de T^, distingué dans N11, tel que G^ soit engendré par S^ et les U^ pour ae^, que v^S^) engendre
l'espace vectoriel V^ et que S^.A^A^. Alors, le produit scalaire induit sur V^ par celui de V
est invariant par le groupe de Weyl de O^. Si on munit ̂  de la distance correspondante, il existe
une application isométrique j : J^->^ et une seule telle que j(^) =9 et que j{g'x)=g.j(x)
pour tout geG^ et tout xe^. De plus, j(J^) est convexe, j{A^)=A^ et A^j'-^A).

Notons^ la bijection de A^=9^+V^ sur A^ définie par j(^+v)==^+v. Soient
seS^, ^eA^ et veV^ tels que s.^=^+v. Il résulte aussitôt des définitions que
(^+ v)^==^+ v. D'autre part, l'automorphisme intérieur çléfini par s conserve la donnée
radicielle (T\ (U^)) et transforme la donnée radicielle (T, (UJ) et l'appartement A
en GsTj"1, (jU^~1)) et s. A. Comme s.A^=A^, on déduit de (9.1.8) que la valuation
^+v de (T^, (U^)) est égale à la valuation obtenue par descente à partir de la valuation
s. ̂  de (sTs~1, (jU^-1)), laquelle n'est autre que s. ̂  (transport de structure !). On a donc :

(i) j{s.x)=s.j{x} pour xeA^ et seS^.
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Soient éeO^, A;eR, weM^ (6.2.2) et j^eA^ tels que ^.j/=j\ On a :

bU^)-^+k=b(y-^)+k=o.

Gomme m appartient au groupe engendré par U^, ^ et U_^ _^, cela implique que
m.j(y)==j{y). Pour jeS^, on a alors, vu ( i ) :

j(ms .y) ==j\msm~1 .y) == msm~1 . j { y ) == ms .j(y) = m .j{s .y)

d'où l'on déduit aussitôt que j(m.x)==m.j{x) pour tout xeA^. Le groupe N11 étant
engendré par S^ et les M^, on en conclut que j(n.x)==n.j(x) pour TzeN^ et A:eA^.
Ceci entraîne que le produit scalaire induit sur V^ par celui de V est invariant par ^W^.
Si l'on munit A^ de la distance correspondante, j est isométrique.

Soit toujours xeA^. On sait que le stabilisateur de x dans G^ est engendré par
son stabilisateur N^ dans N^ et les U^ _a[x-^) P0^ â^e^)bl• Mais la définition même de 9^
montre que ces derniers sont contenus dans le stabilisateur de j{x), et ce qui précède
montre que N^ aussi. On a donc P^CP^) et j se prolonge d'une manière et d'une seule
en une application, encore notée j\ de ̂  dans ^ telle que j(g'x)==g.j{x) pour ^eG^
et xe^. Gomme la restriction dej à A^ est isométrique et que deux points quelconques
de ̂  sont transformés en deux points de A^ par une opération de G^, on voit que j
est isométrique et que j(^) est convexe. D'autre part, l'unicité de j est immédiate.

Reste enfin à montrer que y-'l(A)==Al1. Soit ^eJ^, x^A^ tel que j(A:)eA. Soit G
une chambre de A^ et soit A' un appartement de ̂  contenant G et x. Puisque j{C) cA^y
il existe une partie ouverte non vide Q. de A telle quej'(û) soit une partie ouverte non
vide de A)-. La restriction dej à l'enveloppe convexe t2' de t2u{^} est alors une isométrie
sur une partie d'intérieur non vide du sous-espace affine L de A engendré par A^u{j{x)},
d'où l'on tire dim A'^dim tî'==dim L>dim A^y ce qui est absurde.

Remarque (9.1.18). — Réciproquement, si 9^ est une valuation de la donnée
radicielle de G^ et j une isométrie de l'immeuble ̂  correspondant dans ,̂ telle que
J ' ^ g ' ^ ^ g ' J W pour xeJ^ et g(=G^, que j((pi)==<p et que j\A^) c A (où A^^+V^),
alors on peut démontrer que 9 se descend, que ^== (p^ et que les hypothèses de (9.1.17)
sont satisfaites avec S^^T^.

Exemples (9.1.19). — a) Si V^V, T^cT et N^cN, on vérifie aisément que
(DDR 2) est satisfaite et que 9^ satisfait aux conditions (V 2) et (V 5) de (6.2.1).
Supposons de plus que Gard 9^(U^)^3 pour tout be^ : alors 9 se descend à G^ et les
conditions de (9.1.17) sont satisfaites (avec S'̂ T11).

Par exemple, soit K un corps commutatif, muni d'une valuation œ, et soit L un
sous-corps de K tel que la restriction de c») à L soit non impropre. Prenons pour G
(resp. G^) le groupe des points rationnels sur K (resp. L) d'un groupe algébrique semi-
simple connexe ^ défini et déployé sur L, muni de la donnée radicielle définie
en (6.1.3) b). Alors, (DDR i bis) et (DDR 2) sont satisfaites. Si 9 (resp. 91) est la
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valuation de G (resp. G^) définie en (6.2.3) b), on voit que 9 se descend à G^ et
que (p^yr

Un autre exemple est celui où K est un corps commutatif complet pour une valuation
discrète non impropre, de corps résiduel parfait, où G est le groupe des points rationnels
sur K d'un groupe algébrique semi-simple connexe ^S défini sur K, muni de la donnée
radicielle définie en (6.1.3) c ) et de la valuation 9 que nous construirons plus tard
et où G^ est le groupe des points rationnels sur K d'un sous-groupe semi-simple ^
de ^, défini sur K et de rang relatif sur K égal à celui de ^ (par exemple l'un des sous-
groupes déployés maximaux construits dans [3], § 7). Alors (DDR i bis) et (DDR 2)
sont satisfaites ([3], 3.12) et Gard (p^(U^) =00 pour tout éeî^. Donc, <p se descend à G^
et on peut appliquer (9.1.17).

b) Sous les conditions du premier alinéa de a), et avec les notations de (9.1.17),
on a Ab = A et on peut identifier A^ avec A grâce à l'isométrie j\ L'ensemble des murs
(resp. racines affines) de A^ est alors contenu dans celui de A (9.1.8), mais ne lui est
pas nécessairement égal. Par exemple, sous les hypothèses du deuxième alinéa de a),
les racines affines de A sont les demi-espaces fermés a^ pour ae0 et A:eœ(K*) tandis
que celles de A^ sont les a^ pour ûe0 et Aeco(L*).

On peut aussi donner des exemples où aucun point spécial de A n'est un point spécial de A^.
c ) Soient ^ un schéma de Ghevalley (sur Z), ^ un tore déployé maximal de ^S

et ^ un sous-schéma en groupes fermé de ^ qui soit aussi un schéma de Chevalley
ettelque ^==^n^ soit un tore déployé maximal de ̂ . Posons V==Hom(Mult, ^°)®R,
V^HomÇMult, ^)®R et soient OcV* et O^cÇV^)* les systèmes de racines de ^
et ^. Soit K un corps muni d'une valuation co non impropre. Soient G==^(K) et
G^== ̂ (K) munis des données radicielles de types 0 et ̂  définies comme en (6.1.3) b)
(avec T==^(K) et T^==^(K)); il est facile de voir que la condition de compati-
bilité (DDR i) de (9.1.9) est satisfaite. Enfin, soient 9 et 91 les valuations des données
radicielles en question définies comme en (6.2.3) b ) . Notons ^ (resp. <^\) l'immeuble
de G (resp. G^) relatif à 9 (resp. 9^). Alors :

La valuation 9 se descend à G^ et y induit une valuation 9^ équivalente à 9^ (6.2.5). De plus;
les hypothèses de ( 9 . 1 . 1 7 ) sont satisfaites et il existe (7.4.3) une application y \^^->^ et
une seule, compatible avec les actions de G^ sur ̂  et ̂ , et telle que y(9i)== ? et ̂  ^a restriction
de y à Ai == 91 +V11 soit une injection affine de A^ dans A. Si G est presque simple, y multiplie
les distances par une constante.

Nous ne ferons qu'esquisser la démonstration de ces assertions.
Il est tout d'abord facile de se ramener au cas où G^ est presque simple, ce que nous

supposerons désormais.
Soit K un corps contenant K, muni d'une valuation (o prolongeant co et dont le

groupe des valeurs est R. Appliquant la remarque (9.1.12) b) aux inclusions
^(K)D^(K)D^(K)
^(K)D^(K)D^(K)
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et tenant compte de l'exemple a) ci-dessus, on voit qu'on peut, sans nuire à la généralité,
substituer K à K. Nous supposerons donc dorénavant que O)(K*)==R.

Soit (0 l'anneau des entiers de K. Le stabilisateur Py de y (considéré comme un
point de J^) dans G n'est autre que ^(^). De même, P^==^{(P). Par conséquent
Pçp^P^nG^ et, comme G^ est transitif sur ^, il existe une application y : ̂ ->^
et une seule compatible avec l'action de G^, c'est-à-dire telle que

(i) ïG^^.ïW {xe^^geG^).

Prenons g dans T^. Vu (6.1.3) b), on a ^{g)=^\g)e\^ et ^(T^)==V^, d'où

ï(?i+^==?+y (yeV^).

En particulier, y induit une injection affine de A^ dans A. Soit N11 le normalisateur de T^
dans G11. La métrique induite sur A^ (resp. y(Ai)) par la métrique de ̂  (resp. de e^)
est, à un facteur près, la seule métrique euclidienne invariante par N^. Vu (i), il s'ensuit
que y j^ multiplie les distances par une constante. Toujours en vertu de (i) , et compte
tenu de (7.4,18), il en est de même de y. Une référence à la remarque (9.1.18) complète
la démonstration.

9.2, Un théorème de descente»

(9.2.1) Reprenons pour un instant les hypothèses et notations de (9.1.17).
Posons ^=J\^), ^=J\^) et !solt ^ une facette de ^ rencontrant ̂  de dimension
la plus grande possible. Gomme ^==G^.AL, on peut supposer que F rencontre AL,
donc est contenue dans A. On voit alors immédiatement que les conditions suivantes
sont satisfaites :

(DI i) eA est une partie convexe de ^ stable par G^'y
(DI 2) A^==^nA est un sous-espace affine de A;
(DI 3) il existe une facette F de ^ rencontrant AL {donc contenue dans A) qui n'est

contenue dans F adhérence d'aucune autre facette F'+F de ^ rencontrant A.

(DVi) (peÂL.

(9.2.2) Dans tout 9.2, nous nous donnons un sous-groupe G^ de G et une partie <A de
P immeuble ^ de G satisfaisant aux conditions (DI i), (DI 2) et (DI 3) ci-dessus. Le but de
ce numéro est de montrer que ces conditions, jointes aux conditions (DDR i ) (9.1.9)5
(DDR2) (9.1.10), (DV i) (9.2.1) et à deux autres conditions (DDR 3) (9.2.8) et
(DV 2) (9.2.8) entraînent que la valuation 9 se descend à G^ et que les hypothèses
de (9.1.17) sont satisfaites.

Exemple (9.2.3). — Soit F un groupe d'automorphismes d.e G, conservant la
donnée radicielle et la bornologie de G. On a vu (8.1.11) que F opère alors sur
l'immeuble ^ de G de telle sorte que ^ { g ' x ) = ^ ( g ) .yW quels que soient y6^? geG
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et xe^; de plus, F conserve A et y opère par automorphismes affines. Plus généralement,
l'image par un élément y61" d'un appartement A' de J est un appartement A" et
y : A'->A" est un isomorphisme affine. Il en résulte que, si l'on prend pour A (resp. G^)
l'ensemble des points de ^ (resp. G) invariants par F, les conditions (DI i) et (DI 2)
sont satisfaites.

Si de plus F conserve une chambre G de A, alors A^ contient le centre (7.2.5)
de G et il est évident que (DI 3) est satisfaite avec F==C : ce sera le cas lorsque nous
étudierons les groupes algébriques quasi-déployés sur un corps value.

(9.2.4) Rappelons qu'on a défini en (7.2.4) la notion de dimension d'une facette.
Plus généralement, si y est une base de filtre dans un espace affine de dimension finie,
les sous-espaces affines engendrés par les éléments de y forment une base de filtre j^e^;
on appellera sous-espace affine engendré par y l'intersection L des éléments de j^^, qui
est encore le plus petit élément de ̂ y, et on posera dim y == dim L. Il est clair que ^
est contenu dans L au sens de (7.2.1) .

Proposition (9.2.5). — Soit M une partie convexe de ^ et soit F (resp. F') une facette
de ^ rencontrant M et qui n'est contenue dans l'adhérence d'aucune autre facette de ^ rencontrant M.
Alors :

(i) dimF==dimF'$
(ii) dim F n M = dim F' n M;
(iii) si M est contenu dans un appartement A' de J^, alors dim F n M = dim M, M est

contenu dans le sous-espace affine L de A' engendré par F n M et l'intérieur de F n M relativement
à L n'est pas vide (cf. (7 .2 .1 ) ) ;

(iv) soit A' un appartement de ^ contenant F et soit F" une facette de A' rencontrant M.
On suppose que ou bien dim F" = dim F, ou bien dim F" n M == dim F n M, ou bien l'inté-
rieur de F" n M relativement au sous-espace affine L engendré par F n M dans A' n'est pas vide.
Alors F" n'est contenue dans l'adhérence d'aucune autre facette de ^ rencontrant M.

Démontrons (iii). On peut supposer A'==A. Puisque F n M 4=0, il existe un
point xeM tel que F==F^3 où E est la direction de F en x (7.2.4). Soit Ê le sous-espace
vectoriel engendré par le cône convexe E et soit X une partie convexe de A, appartenant
à ^.EÎ contenue dans x+E et telle que XnMcL; notons que si 9 est discrète,
on peut prendre pour X la facette au sens du § 2 correspondant à F. On a xeXnM
et l'intérieur de X n M relativement à L n'est pas vide ; si y en est un point, alors
]r^[cXnMcMn (^+E) et tous les points de ]xy[ sont des points internes de l'ensemble
convexe X n M.

Soit ^;eM, ^L. Tous les points internes du triangle de sommets x, jy, ^ appar-
tiennent à M. Supposons ^e^+E. Gomme x+E est un voisinage dey dans A:+Ê,
l'intersection ]j^[n (^+E) n'est pas vide et si u en est un point, on a ]xu[cM. n (A:+E).
D'autre part, X contient l'intersection de x+E avec un voisinage de x; par suite,

205



206 F. B R U H A T ET J. T I T S

]^[nXnM contient un segment ouvert ]xv^ non vide, d'où l'on déduit que ueL et
-S;eL, ce qui est contraire à l'hypothèse faite. Par suite, <e^+E et [ĵ ] n (A;+E) ^{j}*
II existe donc une direction de facette en x, soit E', telle que EcE' et ^^[n^+E^+O.
Pour tout te]^[n (A:+E'), on a ]^[eM, d'où F^^^M+O, ce qui contredit l'hypo-
thèse faite sur F puisque F c F^ ^.

Par suite, on a bien McL, d'où l'on déduit aussitôt (iii).
Démontrons (i) et (ii). Quitte à transformer la situation par un élément de G, on

peut supposer F, F'cA; quitte à remplacer M par MnA, on peut supposer Me A.
Alors (ii) est une conséquence immédiate de (iii). Pour démontrer (i), écrivons F'=F^ ^
où x'eM et où E' est la direction de F' en x\ Vu (iii), on a McLcA:+Ê==A:' +E.
Gomme E est une direction de facette en x, le sous-espace affine x + E est intersection
de murs de A et toute direction de facette en x ' rencontrant E est contenue dans E. Si
dimE'>dimE, on a E'nE^O et MnF^ ^cLnF^ ^,==0, ce qui est inexact. Par
suite, on a dim E'^dim E, d'où (i).

Démontrons (iv). Il existe une facette F'" rencontrant M, qui n'est contenue dans
l'adhérence d'aucune autre facette de ^ rencontrant M et telle que F"cF'". On peut
supposer que F'"==F', que A'=A et que McA, d'où McL vu (iii). Si

dim F" n M == dim F n M,

l'intérieur de F"nM relativement à L n'est pas vide. Si l'intérieur de F"nM rela-
tivement à L n'est pas vide, on a dim Î1" ==dim F : en effet les facettes rencontrant L
suivant un germe d'intérieur non vide ont toutes la même dimension, à savoir la
dimension du sous-espace affine intersection des racines affines contenant L. Enfin, si
dim F" == dim F, on a dim F" == dim F', d'où F" == F', ce qui achève la démonstration.

Corollaire (9.3.6). — (i) Soient F une facette satisfaisant à (DI 3), A' un appartement
de ^ contenant F et L le sous-espace affine de A' engendré par F nA^. On a A' n^ CL.

(ii) Si A' est un appartement de ^ contenant A^y on a A'n^^^b-
En effet, (ii) résulte de (i) et (i) résulte de (9.2.5) (iii) (où l'on prend M=A'n^).

Proposition (9.2.7). — Soient F une facette satisfaisant à (DI 3) et G une chambre de A
telle que FcC. L'image de ̂  par la rétraction p^.ç de ^ sur A est A^. De plus, la restriction
de p^; ç à ̂  est indépendante du choix de la chambre G cA telle que FcC.

Soit xe^^ et soit A' un appartement contenant x et F. Alors, Fn^^Fn^nAnA'
est contenu dans l'ensemble des points fixes de p^ç (7 .2 .1) . Par suite, p^.ç applique le
sous-espace affine L de A' engendré par F n ̂  sur le sous-espace affine de A engendré
par Fn^, c'est-à-dire sur A^ ((9.2.5) (iii)); vu (9.2.6), on a donc p^^(^)eA^., d'où
la première assertion. De plus, l'intérieur de Fn^ relativement à L (ou à A[-) n'est
pas vide ((9.2.5) (iii)) et la restriction de p^c à L est l'unique application affine de L
sur A^ qui soit l'identité sur Fn^, ce qui achève la démonstration.

206



GROUPES RÉDUGTIFS SUR UN CORPS LOCAL 207

(9.2.8) Soit V^ le sous-espace vectoriel de V direction de A^. Reprenons les
notations de (9.1.1).

Lemme. — Z.An^==A^.
Appliquons les résultats de 7.6 en prenant pour O^ le sous-système de racines

clos OQ et Ti==T. Le groupe G^ est alors égal à Z. Soit n la projection canonique
de Z.A sur l'immeuble J^ de Z ((7.6.4) (i)). Gomme la restriction de TT à A n'est
autre que la projection canonique de A sur son quotient par le sous-espace vectoriel
LI de V intersection des noyaux des ûeOg et que V^cL^, l'image TT(A^) est réduite
à un point.

Soit alors xeA et ^:eZ. Il existe un appartement A^ de e^\ contenant TT(A^)
et n{^.x). L'image réciproque TT^A^) est un appartement A' de «Y ((7.6.4) (ii)),
contenant A^. et ^.x. Par suite, si ^.;ve^, on a ^.^eA^ d'après (9.2.6).

(9.2.9) Dans la suite de 9.2, ^o^ 720^ donnons, en plus de G^ et ̂  satisfaisant à (DI 1 ) 5
(DI 2) ^ (DI 3), un système de racines 0^ dans (V^)* ̂  ̂  donnée radicielle (T^, (U^, M^ç<^i)
génératrice dans G^ satisfaisant aux conditions (DDR i) (9 .1.9) et (DDR 2) ( 9 . 1 . 1 0 ) . On
reprend les notations de (9 .1 .9) et on suppose que les conditions suivantes sont satisfaites :
(DDR 3) T^cZ et M^cM^ pour tout éeO4;
(DV i) çeA^;

(DV2) Gard (9^ (U^))^ 3 pour tout b^.

Théorème (9.2.10). — Sous les hypothèses de (9.2.9)3 la valuation <p se descend à G^,
autrement dit la famille cp^ est une valuation de la donnée radicielle de G^. Si <p est discrète^ il en
est de même de cp^.

Il nous faut montrer que <p^ satisfait aux conditions (V o) à (V 5) de (6.2.1).
Or, (V o) n'est autre que (DV 2) et nous savons déjà que 9^ satisfait à (V i), (V 3)
et (V 4) (9 . i . io) . D'autre part, la dernière assertion du théorème est immédiate car,
par définition même de 9^ (9.1.6), on a

y,W)c U r-̂ U,.)
ae0, r6K+, aH == rb

pour tout be^.
Il ne nous reste donc qu'à montrer que 9^ satisfait à (V 2) et (V 5), ce qui sera fait

en (9.2.12) et (9.2.13).

Lemme (9.2.11). — Soit N^ le groupe engendré par T^ et les M^ pour beQ)^
(cf. (6.1.2) (io)). Pour tout /zeN^, on a
(i) n.\=\.

Si ^(n)eA\itA^ désigne la restriction de n à A^y on a

(2) \o^\n)=\\n)

où À désigne l^homomorphisme canonique de Aut A^. sur Aut V11 et où v^ est V} homomorphisme
de N11 sur ̂  défini par la donnée radicielle de G^ ( (6.1.2) (io)).

207



208 F . B R U H A T E T J . T I T S

II suffit de démontrer (i) lorsque neT^ ou neM^. Dans les deux cas, il existe
Tî'eN et ^:eZ tels que n=^nf ((DDRs) et (9.1.3)). Vu (9.2.8), on a alors

72.A^c(72.A)nA=(^.A)nAcAb
d'où (i). • •

Si 0^==0, on a V^={o} et (2) est évident. Si 0^=(=0, N^ est engendré par
les M^ ((6 .1 .2) (10)) et il suffit de montrer que, lorsque be^ et meM^, le composé
\o^(m) est la réflexion r^ associée à la racine b. Or, pour ce^, on a mU^'^U^
d'après (DR 5). Utilisant (9.1.8), on voit que ^(m) transforme un demi-espace fermé
de A^ de la forme [xe\\c{x— <p)+^o} (keF^) en un demi-espace fermé de la forme
{xeA^r^c){x—^)+h^o}(heK). Gomme <D^ engendre (V4)* et que 1^+0, ceci entraîne
que \o^(m)==r^.

(9.2.12) Démontrons maintenant (V2) . Soient be^ et meM^. D'après
(9.2.11) (2), ^(m) est le composé d'une translation teV^ et de la réflexion orthogonale
par rapport à l'hyperplan {xeA^\b(x—^)==o}', il transforme donc le demi-espace fermé
{xeA^b{x—^)+k^o} (keR) en le demi-espace fermé {xeA^\—b(x—^)—b(t)+k^o}.
Vu (9.1.8), on en déduit que

^b(.mum~l)=(?Ï{u)—b{t) P0^ tout ueV^

ce qui démontre (V 2).

(9.2.13) Démontrons enfin (V 5). Soient be^, ueV^, u^i, et posons k==^(u).
Soient u ' , ̂ "eU^ et meM^ tels que u=u'mutt. Posons Â;'=(pl^(^'), k"==^_^(u")
et soit a (resp. a', a") l'ensemble des points fixes de u (resp. u\ u"} dans A^. Nous avons
vu (9.1.8) que

a =={xeA^\b(x—^)+k^o}

a' =={xeA^\ —b{x—^)+k^o}

a"=={^eAJ —é(A:—9)+Â; / /^o}.

Pour démontrer (V 5), il suffit donc de montrer que les bords âa et ^a' coïncident,
ou encore que l'intersection a n a' ne peut être ni vide ni d'intérieur non vide.

Supposons tout d'abord que an a' soit d'intérieur non vide et soit x un point
intérieur à a n a'. On a

u" .x==m~lu/~lu.x=m~l.xeA^,

De plus, pour tout j^ea", on a

d(u". x,y) = d(u". x, u11 .y) == d^y).

Gomme a" contient un demi-espace ouvert de A^, il en résulte que u" .x==x. Par suite,

m laisse fixes tous les points de l'ouvert non vide a n a' et induit sur AL la transformation
identique, ce qui contredit (9.2.11).

Supposons maintenant ana'==0. Soit xev." et posons xf==u.x=u'm.x. On a
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x'eu^A^ n^'(A^)c^. D'autre part, comme X=A^—(aua ' ) est un ouvert non vide
de A^, il existe une facette F de A telle que l'intérieur de FnX relativement à \
soit non vide. D'après (9.2.5) (iv), cette facette F satisfait à (DI 3). Soit alors G une
chambre de A contenant F dans son adhérence et soit p la rétraction de ^ sur A de
centre G. La proposition (9.2.7) montre que x " = ^ { x ' ) appartient à A^. Soit A' un
appartement contenant G et x\ Gomme FcA' et que l'intérieur de F n X est non vide,
l'intersection A' nX est d'intérieur non vide dans A^ et on peut choisir un point jyeA' n X
tel que y ^ x " et que le segment [jw"J ne soit pas parallèle aux hyperplans SOL et ^a'.
La droite de A^ qui porte ce segment rencontre alors a et a', qui découpent sur elle
deux demi-droites de directions opposées. Par suite, ou bien il existe -sea tel que y^[^x"},
ou bien il existe ^'ea' tel que J^[^'A:"].

Dans le premier cas, on a
d^ x ' ) ̂  d^ x-) == d^y) + d{y, x " ) = d{^y) + d{y, x ' ) ̂  d{^ x ' }

puisque la rétraction p diminue les distances et que sa restriction à A' est une
isométriedeA'surA(7.4.i9). On a donc d{^ x')=d[^y)+d{y, x ' ) et jye^x'] (7.4.20).
Gomme ^ et x ' appartiennent à ^(A^), qui est convexe, on a jyeuÇA^). Mais
d{u.y, t}=d(u.y, u.t)=d[y, t) pour tout t appartenant au demi-espace fermé a=^(a)
de l'espace affine ^(A^), ce qui entraîne que u.y==-y. Autrement dit, y appartient à
l'ensemble a des points fixes de u dans A, ce qui est faux puisque j^auoc'.

On montre de même dans le second cas que yEu\A^ et que jy==u' .y, ce qui
contredit également l'hypothèse j^ocua'. Par suite an a' ne peut être vide.

La démonstration de (V 5) et du théorème (9.2.10) est achevée.

(9.2.14) Remarquons que les hypothèses de (9.1.17) sont satisfaites (en prenant
S^=T^) :onabien T^.ycA^y+V^ d'après (9.2. n) (i). Par suite, il existe une isométriej
et une seule de l'immeuble J^ de G^ {pour (p^) dans ^ telle que J\g'x)=g.j{x) pour xe^
et geG^ et que j{^)=^. Si A^=9^+V^ est l'appartement type de J^, on a j\A^)=A^
et A^==Anj(J^). De plus, on a j(J^) CJ^, mais il n'est pas vrai en général que j[^}=^

D'autre part, l'immeuble J^ de G^ ne dépend pas ( à isomorphisme près) du choix de A
ni du choix de y dans sa classe d'équivalence (satisfaisant aux conditions de (9.2.9)) : cela
résulte de (8.1.10), puisque la bornologie de G^ définie par ^ est, vu (8.1.7), celle
induite par la bornologie de G. En fait, on peut même montrer que J^ ne dépend que
de ^ et de G^ (cf. (8. i . 12)). Nous allons voir quej ne dépend que de eA.

Proposition (9.2.15). — (i) A^ est la plus petite partie convexe non vide de A stable
par T^.

(ii) j(o^) est la plus petite partie convexe non vide de eA stable par G^.
(iii) Soit i une isométrie de ^ dans ̂  telle que i{g'x)==g.i(x) pour geG^ et xe^.

Alors'y i=j.
Pour démontrer (i), il suffit de raisonner comme en (2.8.11), en prenant pour g

un élément de T^ tel que v=^{g) n'appartienne au noyau d'aucune racine vectorielle
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n'appartenant pas à Oo et en appliquant (7.4.30) au lieu de (2.8.10)5 après avoir
remarqué que, d'après (9.2.7), on a e^cP^.A^ pour tout xeA^..

L'assertion (ii) est une conséquence immédiate de (i).
Démontrons (iii). Gomme i(^) est une partie convexe non vide de A, on a

A^cz(J^). Mais les stabilisateurs dans G4 de deux chambres distinctes de ^ sont
distincts. On en déduit que i{A^)==A^ et que i | A^ ==j \ A^, d'où (iii).
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io. VALUATIONS DES GROUPES CLASSIQUES

Dans ce paragraphe, nous montrons que la donnée radicielle « naturelle » des
groupes classiques sur un corps value complet, éventuellement de rang infini sur son
centre, peut être munie d'une valuation et nous explicitons au passage quelques-unes
des notions introduites dans les paragraphes antérieurs. Contrairement à l'usage, nous
commençons par le cas des groupes orthogonaux, unitaires ou symplectiques. Celui du
groupe linéaire, nettement plus facile, sera traité plus rapidement en 10.2.

lo.i. Groupes orthogonaux, unitaires et symplectiques.

(10. i. i ) Formes sesquilinéaires et pseudo-quadratiques. — (Pour les notions et propriétés
utilisées dans ce numéro, cf. [38], [39].)

Soient K. un corps, non nécessairement commutatif, a une involution de K et c un
élément de K égal à ±i. Posons Ky^={t—et°\teK}. Soient X un espace vectoriel
à droite sur K, y:XxX->K une forme sesquilinéaire (relative à <r) telle que
(1) ./0^)-^(^)° (^eX)

(2) f{x, x) =o si (cr, s)=(id., -i) (A:eX),

et q : X -> K/K^ g une forme pseudo-quadratique associée à/, c'est-à-dire une fonction telle
que
(3) q{xk)=k°q{x)k (AeK; xeX)

(4) ^ +JO - ?W + ?OQ + (/(A^) + K,, J (^eX).

Si (<T, s)==(id., i), q est une forme quadratique au sens usuel et y est la forme
bilinéaire symétrique associée.

Comme une forme sesquilinéaire non nulle a pour image K tout entier, on voit
que q détermine y, sauf si Kg g=K, ce qui équivaut à cr=id. et £=t= i ; dans ce dernier
cas, q est nulle et y est une forme alternée. Dans tous les cas, la forme y est tracique : on a
(5) f{x, x) == k + £À° pour keq{x).

En effet, il résulte de (4) que

(6) q{x{ i +1)) == q{x) + q{xt) +f{x, xt) + K^,

d'où
{f{x, x)—k—zka)teK^^ pour tout teK.
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Si car K.4=2, la forme f détermine q. Il en est de même si car K=2 et si
l'ensemble des éléments de K invariants par a est égal à K^ g : si /= o, on a alors A: == k°
pour tout Â;ey(A:), d'après (5)3 d'où q=o.

En particulier, supposons qu'il existe un élément À du centre de K tel que \-\-\°= i.
C'est le cas si car K+2 (X==i/2) ou si car K=2 et si la restriction de a au centre de K
n'est pas l'identité. En prenant t==—\ dans (6), on voit que

(7) ?M=V(^)+K^.

De plus,
(8) K^={tëK[r=-eQ

car si ^=—^, on a t=(\t)—e{\t)°.
Supposons donnés un corps K' contenant K et une involution CT' de K' prolon-

geant a. Alors, les formes y et q se prolongent de façon naturelle à X®K^'- Pour y, il
s'agit d'une opération bien connue ; quant au prolongement q ' de y, il est obtenu comme
suit : on définit K^, g de la même façon que Ky g et pour

(9) x=^x^k, (^EX^eK'),
i==l

on pose
w m

(10) y'M=S^\y(^+K^J^+^S^V(^,^+K^J
\<3

définition qui a un sens, car on vérifie aisément que le second membre de (10) ne dépend
pas de la décomposition (9) choisie pour x. Notons que lorsque K^gnK=)=K^g, ce
qui peut se passer si (8) n'est pas satisfaite, le prolongement q ' de q ne détermine pas q.

Dorénavant, nous supposerons le couple (f, q) non dégénéré, c'est-à-dire satisfaisant à la
condition suivante :

(n) pour A:eX, les relations f{x^ X)=={o} et q{x)=o impliquent x==o.

Nous supposerons aussi que [f, q) est f indice de Witt r fini (rappelons que l'indice de
Witt est le maximum de la dimension d'un sous-espace X' totalement singulier de X,
c'est-à-dire d'un sous-espace X' de X tel que /(X', X')^} et ^(X')={o}).

Posons I={±i , . . ., ±r} et posons s(i)==i (resp. s.(i)==e) pour iel et i>o
(resp. î<o). Alors, X possède une décomposition

X=^..K+X,

où les €{ sont des éléments de X et Xo un sous-espace vectoriel de X tels que, pour i,jeï,
on ait

f^fj) ==?(<'.) =o si i^p—j,
f{e,,e_,)=£(i),
/(^,X,)={o},
o^(Xo-{o}).

(12)
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Une telle décomposition de X étant choisie une fois pour toutes, nous posons
X,==^.K et, pour tout endomorphisme g de X, nous désignons par c^Çg) Çi,jelu{o})
l'élément de Hom(Xp X,) composé de l'injection canonique X,—^X, de g et de la
projection canonique X->X^, c'est-à-dire le coefficient d'indices i, j de la matrice
représentant g pour la décomposition de X en question. Comme nous avons distingué
un élément de base ^ dans X,, pour i+o, nous pourrons, le cas échéant, identifier
Hom(X,, XJ avec K lorsque z+o+j, avec Xo lorsque i==o^=j\ et avec le dual X^
de Xo lorsque i^o==j.

Dans la suite de 10. i, Z désigne l'ensemble {(^, k) |^eXo, AeK, q{^)=k-}-'Ky g}. Sauf
mention explicite du contraire', r est toujours supposé non nul, et +1 si (o", Xo)==(id., {o}).

(10.1.2) Pour ici et (^,A;)eZ (resp. Z—{(o,o)}), soit ^(^, k) (resp. w,(z, k))
la transformation linéaire de X définie par

x h> x—e_i.f{^ x) .s(î) (A:eXo)

^(^, k) : e,\->ei+^—e_i.k.e{i)

e, ̂  e, U^J'^i)

(resp.

m^ k) :

x \->x—^.k l.f^,x) {xeXo)

Ci \->—e_^k.z{i)

e_^-e,.{korl^{-^)
e, \-^e, O'el;j=t=±î)).

Pour i,jel tels que j+±i, et keK (resp. K—{o}), soit u^(k) (resp. m^{k)) la
transformation linéaire de X définie par

»,w :
x \-> x

1 c. 1-^,+<'_,. A;0. e(—j)

je^ej—e_,.k.s{i)

î. l-> ̂

(resp.

m^k) :

\ «h ̂  «h

X \-> X

e, ^ e_,.k0 .s(-j)

Cj t->—e_(.A:.s(î)

^_.^-»>^•.Â:-l.e(^)

^•^-^o)-l.e(-;•)

^ 1^^

(^eXo)

(Ael-{î,^})

(^eXo)

(Ael-{±î,±j})).
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Considérons l'espace V^R/" muni de la norme euclidienne usuelle, notons
( â f /^)/t=l, . . . , r la base canonique de cet espace et posons a_^==—a^ et a^==a^+a. pour
z,jel, j+±z . Pour iel, posons

U<, =H^)|(^)eZ),
V^={u,{o,k)\keK^^

^=={m^k)\^k)eZ-{{o,o)}},
M^={^(O,/;)IÀEK^--{O}},

pour i,jel tels que j+±i, posons
Va,=W \keK} et ^={m,(A) \keK-{o}},

et pour aeV*—{a^2a^a^\ieI,jeI—{±i}}, posons U^={i).
L'ensemble O ûfey aeV* ̂  ^<? 'U^—'LL^4=0 est un système de racines. De façon précise,

on a les relations suivantes, où i, j parcourt 1 et j^±i :
(B) ^={^ ̂  lorsque Xo+{o} et ((T, c)=(id., i ) ;
(BC) 0=={a,, 2^,fly} lorsque Xo=t={o) et cy+id.;
(G) <D=={2^,^} lorsque Xo={o) et (cr, £)=(= (id., i);
(D) ^-^J lorsque Xo={o} et (<7,c)=(id., i).

Remarque (10.1.3). — « Changement de coordonnées ». — Soit Y] un élément de K
égal à i si cr=id. et à 4: i si o+id., et soit k un élément inversible de K tel que k°=^k.
Les conditions imposées à s, o-, /, q sont respectées et les groupes U^., U^.. ne changent
pas si on remplace <r, s, y, y, ^, XQ respectivement par o', s^y, etc., où

£'=£7],

r=^°/;-1 pour tëK (d'où K^^-^.K^,),
/'==^ q'=kq,

e^==e^.k~1 ou ^ selon que i<o ou >o,
^O^XQ.

Si G-4=id. et s+i , on peut prendre pour k un élément anti-invariant non nul,
par exemple de la forme h—h°. On a alors s'=i.

Si (or, e)=h(id., i) et si on prend pour k un élément inversible de K^ g (dont
l'inverse appartient alors aussi à K^J, on a £ '=—i et leKg, ^. D'autre part, si
(cr, £)==(id., i) et si Xo=h{o}, il est possible de choisir k de telle façon que q ' prenne
la valeur i en un point donné, arbitrairement choisi, de Xo. On voit donc que, pour
l'étude du système de groupes (U^ç^, on peut toujours se ramener à l'un des cas
suivants :

(1) £=-i et ieK^ (d'où <D=:C, ou BC,);
(2) (<7,£)-(id., i) et ie^(Xo) (d'où<D=B,);
(3) (^ s, Xo)=(id., i, {o}) (d'où <D=D,).
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(io.i.4) Soit ^eHom(X,X). On dit que g est une similitude s'il existe un
élément c du centre de K, invariant par o-, tel que, pour XyjyeK, on ait

Ag^ gy) == rf{x,y) q(gx) == cq{x).

Cet élément c est alors unique; on l'appelle rapport de la similitude g et on le
note c{g).

Une isométrie est, par définition, une similitude de rapport i.
Nous notons G° le groupe engendré par les U^ (ûe$), Is(y, q) le groupe des

isométries, Sim(y, q) le groupe des similitudes et T° (resp. T{f,q); resp. T{f,q)) le
groupe des éléments t de G° (resp. Is(y, q) ; resp. Sim(y, y)) stabilisant chacun des X^
(î'e[—r, +^])î c'est-à-dire représentés par une matrice ((^-(^))) diagonale. Si 0 est
de type D, on sait que les sous-espaces linéaires de X de dimension r sur lesquels q s'annule
(espaces totalement singuliers maximaux) peuvent se répartir en deux familles, deux
tels sous-espaces appartenant à la même famille si et seulement si leur intersection est
de codimension paire dans chacun d'eux; nous désignons alors par 1s4'(y, q) (resp.
Sim^y, q)) le sous-groupe d'indice 2 du groupe Is(y, q) (resp. Sim(y, q)) formé par les
éléments de celui-ci qui conservent chacune de ces deux familles.

Proposition (10.1.5). — (i) Pour qu'une transformation linéaire t de X stabilisant chacun
des X^ (zelu{o}) soit une similitude de rapport c, il faut et il suffit que

(1) c^tY,c_^_,(t)=c pour ieï

et

(2) q^(t}^)=c,q{^) pour ^eXo.

(ii) Le groupe T{f, q) normalise chacun des groupes U^ (aeO) et G°.
(iii) Si 0 n'est pas de type D, on a Is(/, ^)==T(/, q) .G0 et Sim(/, q)=T{f, q) .G°.

Si (D est de type D, on a Is+(/, ?)==T(/, ?).G° et Sirn-^/. ̂ -^V. î)-00-

Proposition (10.1.6) . — iSW^ T un sous-groupe de T(y, ̂  contenant T0, G le groupe T. G°
,̂ j^o^r ûeO, M^=T.M^. ^Zorj, le couple (T, (U ,̂ MJ^ç^) est une donnée radicielle géné-

ratrice de type 0 dans G. Avec les notations de (6 .1 .2) (2), on a, pour cette donnée^
m(u^ k))=m^, k) et m[u^{k)) = m^(k) ; en particulier., l'ensemble M^ (aeO) coïncide avec
r ensemble noté ainsi en (6 .1 .2 ) (2).

Ges ' propositions seront démontrées respectivement en (10.1.10) et (10.1.12).

Proposition (10 .1 .7) . — (i) Le groupe N° engendré par les M^ (aeO) stabilise X^ et
permute entre eux les X^ (^el). Le groupe VW de permutations de l'ensemble d'indices I qu'il
induit est le groupe Wç de toutes les permutations commutant avec la multiplication par — i ou
le groupe Wp de toutes les permutations paires ayant cette propriété selon que le système de racines 0
n'est pas ou est de type D.

(ii) Le groupe N^ engendré par les m^{î) (î,jel;j=[=±i) est un sous-groupe fini de N°
conservant l'ensemble {±^|zel}, fixant Xo, et dont l'image dans V'W est le groupe Wp.
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(iïi) Supposons remplie l'une des conditions (i) , (2), (3) du n° (10.1.3), et soit <?o un
élément de Xo égal à o dans le cas (i) et tel que ^(^)==i dans le cas (2). Alors, le groupe N'
engendré par N^ et, si <t) n'est pas de type D, par les m^, i) (îel), est un groupe fini conservant
l'ensemble {±^|î'el}, dont l'image dans "W est "W ̂  <^r.

Il est clair que N^ conserve l'ensemble {±<?J zel} et fixe Xo; c'est donc un groupe
fini. La finitude de N' résulte de ce que tout élément du système générateur donné pour
ce groupe, donc aussi tout élément du groupe lui-même, conserve {±<?JÎEI} et induit
sur Xo, soit la transformation identique, soit la transformation ^l->^—^o•/((705 x)^ q111 est

d'ordre i ou 2. Les autres assertions sont évidentes.

Lemme (10.1.8). — (i) Pour iel, U .̂ (resp. U^.) est le groupe de toutes les isométries
i -\-n de X telles qu'on ait

^(X,)cXo+X_, (resp. X_,),
;z(Xo)cX_, (resp. ={o})

et
nÇK.^) == {0} pour j+ i, o.

Ce groupe est simplement transitif sur l'ensemble des droites singulières de q (c'est-à-dire des sous-
espaces à une dimension sur lesquels q s'annule) contenues dans X_, + Xo + X^ (resp. X_^ + X,)
et distinctes de X_^.

(ii) Pour i,jel tels que j+±i, U^.. est le groupe de toutes les isométries i + % de X
telles qu'on ait

^(X,)cX_,,
<X,)cX_,

et <X,)={o} pour Ae[-r, r]-{ij}.

Ce groupe est simplement transitif sur l'ensemble des droites de X^+X • distinctes de X_..
Il est contenu dans 1s"1" (y, q) si 0 est de type D.

La vérification est facile.

Lemme (10.1.9). — (i) Pour tout ici le stabilisateur de e^ dans G° permute transitivement
les droites Y de X telles que /(<?,, Y)+{o} et y(Y)={o).

(ii) Le groupe G° permute transitivement les droites singulières de q.
Prouvons (i) par récurrence sur r. On peut supposer i=i. Pour r==i, l'assertion

résulte de (10.1.8) (i). Soit donc r^2 et soit x un point de X tel que /(^, x) 4=0 et
qÇx)=o. Il nous suffira de montrer qu'il existe geG° tel que g{e-^=e-^ et ^(^)eX_i.
L'ensemble des points y de Xi+X^ tels que f[y, x)==o est une droite distincte de Xi.
En vertu de (10. i .8) (ii), nous pouvons, quitte à transformer x par un élément conve-
nablement choisi de U^_^ supposer que cette droite est X,., c'est-à-dire que /(^, x)=-o.

r ' r-1

Alors, ;ve S X,. Posons x-=x'+e^k, avec ^'eX'^ S X, et keK. Vu l'hypothèse
i==—r+l t=—r+l

de récurrence appliquée à X' et aux restrictions de / et q à X' X X' et à X', il existe un
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élément de G° fixant e^ e^ et e_y et transformant x ' en un point de X_r Nous pouvons
donc directement supposer que x appartient à X_i+X,.. Mais alors, U^_^ possède
un élément g ayant les propriétés voulues, en vertu de (10. i .8) (ii).

Pour établir (ii), il suffit de montrer que si xeq^^o), il existe geG° tel que
^(^)eX_i. Si x=^o, ce que nous supposerons, il existe iel tel que f{e^x)^o.
Si î '4=—i, posons jy==e_^+e_^ si i==—i et r^2, posons jy=e^—e^+e_^—e_^
enfin, si i=—î et r=i, auquel cas on a par hypothèse dimXo>o, prenons
^==^(A;,^)(^)=^+^—^£(i), avec (^,Â;)eZ—{(o,o)}. On a alors ?(j^)=o,/(^,^)=t=o
et /(^->0+°- V11 (i)? il existe un élément g^ (resp. &) du stabilisateur de ^ (resp. e,)
dans G° tel que .?iOQ<=X_i (resp. ^(j/)e^K), d'où notre assertion.

(10.1.10) Démontrons maintenant la proposition (10.1.5). L'assertion (i) résulte
d'un simple calcul et (ii) est conséquence immédiate de (10.1.8).

Pour la démonstration de (iii), nous nous bornerons à considérer le cas où 0 n'est
pas de type D, le cas où <I>==D^ se traitant de façon analogue. En vertu de (10. i .8),
on a G°cls(/, q)cSim{f, q). Pour établir les relations annoncées, il suffit donc de
montrer que Sim(/, q) cT(/, q) .G°. La démonstration se fera par récurrence sur r,
l'assertion étant évidente pour r==o (lorsque <I>=D^ on fait démarrer la récurrence au
cas r=i). Soit g un élément quelconque de Sim(/, q). Appliquant successivement les
assertions (ii) et (i) de (10.1.9), on voit qu'il existe g°eG° tel que g°{g{e^)==e^ et
^W-i))^-!, d'où ^W^X', en posant

Xf=={x\xeX,f{e^x)=f{e^x)=o}==^^X,.

Vu l'hypothèse de récurrence appliquée à la restriction de g°g à X', on a g°geG°. T(/, q),
d'où ^EG°.T(/,?), c.q.f.d.

(10.1.11) Relations. — Dans les relations suivantes, h, i, j, î', j ' désignent des
éléments de I, k, k ' des éléments de K et ^, ^ des éléments de X^. Ces éléments sont chaque
fois supposés satisfaire les conditions nécessaires pour que les relations écrites aient un
sens (on doit avoir par exemple, dans la relation (3), (^, Â:)eZ—{(o, o)}; dans la
relation (15), j^=±i et jf+±i/, etc.).

(1) ^fe ̂ ).^', kf)=u^+^, k+k'+f^ ^')),

(2) ^,/;)-l=^(-^d;o),

(3) ^teA)=^(-^.A- l.£(z),/;- l.£).^(^,^).^(-^.(ÀO)- l.£(-.z),A- l.£),

(4) ^{k).u^k/)=u^k+kf),

(5) ^W-1-^-^
(6) ^(^-^.-.(-(^-^^(z)..^)).^^).^.^-^)-1^^^

(7) ^(A)=^(-d;°),

(8) (^fe k), u^\ k'})=u^f^ ̂ )-/(^ ^)),
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(9) (̂ , À), ̂ ', Â;'))=^(/(^ ^)) pour ̂  ±î,

(10) ^-^(^^,^(^))=^(-^.Â;'.S(^),£Â;'O.AO./;').^_^.(--A.A'.£(^)),

( 1 1 ) (̂ , ̂ , ̂ jW)= i pour i^{-i\ -f},

(1 2) ^ikW.u^^k^u^-k.k'.^h)) pOMrj^=±i,

(13) (^W, ̂ (^^(o, (/;'0./;0-/;.A'.£).£(A)),

(14) (̂ ), ̂ (A'))-i pour /+-;,

(15) (^W, ̂ jW)=i pour i\j^{±i, ±j}.

Les vérifications sont faciles.

(10.1.12) Démonstration de la proposition (10.1.6). — Pour ae$, le quotient de
deux éléments de M°, stabilise chacun des X,. Il est donc contenu dans T° et M^==T.M^
est une classe à droite de T. Cela étant, le fait que le système (T, (U^ MJ^J
satisfait aux axiomes (DR i), (DR 2) et (DR 4) des données radicielles (6.1.1) résulte
des relations du n° (10.1.11). L'axiome (DR 3) est évident. Pour vérifier (DR 5), il
suffit évidemment de considérer le cas où ^ appartient à MÇ; la relation à établir résulte
alors de la forme des m, et m^, du fait qu'ils appartiennent à Is(/, q) (cf. (10.1.5))
et du lemme (10.1.8). L'axiome (DR 6) résulte de ce que la matrice ((^(^)))
(cf. (10. i . i)) représentant un élément g de TU4' (resp. de U-) est triangulaire inférieure
(resp. est triangulaire supérieure et n'a que des i sur la diagonale). Enfin, l'assertion
de l'énoncé concernant les m(u^) et m(^) est une conséquence des relations (3) et (6)
de (10. i. n).

(10.1.13) Pour toute fonction œ:K->Ru{oo) , nous notons ^^(ç^Leo le

système de fonctions <p^ : U^->Ru{oo} défini comme suit :

(1) €^,k)) ^^(Â;) si ^eO

(2) 92^(o^)) ==œ(A;) si 2^e0

(3) <4(^W) =œ(A).

(10.1.14) Soient G) : K-^Ru{oo} une valuation non impropre de K, invariante
par cr, et K le complété de K pour œ. Les prolongements par continuité de œ et a à K
sont encore notés co et cy. Posons X==X®KK, X^X^K, désignons par /: XxX->K
et q :X-^K/K^ g les prolongements naturels de/et q (10.1.1), et soit

Z={(^A)]^EXo,/;eK,$^)=^+K^J.

Nous munissons K et K de la topologie définie par co, et tout espace vectoriel de dimension
finie sur K ou K de la topologie naturellement associée à celle-là (topologie déduite
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par transport de structure de la topologie produit sur K^ ou K^). L'adhérence pour ces
topologies est notée par une barre. On a

(1) K^cK^.

Posons X1 == {xeX \f(x, X) = {o}}
et X^={xeX\f{x,X)=={o}}.

On a aussi
X^eXol./teXo)^}}

et
(2) X^^eXol/^X.^o^X^KK.

Notons encore que, pour (z,k)e7.,

(3) <>)(/(^z))=(ù(À+SÂ:°)>(ù(Â).

Théorème (10.1 .15) . — .4w<~ les notations et conventions introduites en ( 1 0 . 1 . 1 4 ) , les
conditions suivantes sont équivalentes.

(i) Pour {z,k), (z',k')eZ, on a

"(/(^'))^("W+(ù(r)).
(ii) Pour (z,k), {z',k')eZ, on a

œ(/(^'))>inf{co(Â;),(o(A')}.

(iii) ^Xo-X^nK^O.
(iv) 9" est une valuation de la donnée radicielle (T, (UJ).

Remarques (10.1.16). — a) Si Kg g est fermé dans K (par exemple si K est de
dimension finie sur son centre, ou si s == i et s'il existe un élément central X tel que
X+^°==i (cf. (10.1.1) (8))), la condition (iii) signifie que la restriction de q à Xp ne
s'annule pas en dehors de X1.

b) Si car K=2, il se peut que q ait des zéros non triviaux dans X1. Par exemple,
supposons que K soit un corps commutatif non parfait dont le complété est parfait,
et soient a l'identité, XQ le corps K^2 considéré comme espace vectoriel sur K, q |̂  la
forme quadratique ^l-^2 et yix<,xXo ^a forme bilinéaire nulle. Alors q est le carré d'une
forme linéaire et a donc un noyau de codimension i dans Xg.

Lemme ( 10 .1 .17 ) . — Soient Y un sous-espace de dimension finie de Xg et Y==Y®^K.
Identifions Y avec Y®i. Alors :

(i) 7Z existe une fonction continue ~q : Y->K telle que ^(Y) cK et qu'on ait
^-Î^+K,., pour ^eY,

q{^)=q^)+^e P0^ ^EY-
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(ii) Soient {^k)eY et -^eY (%eN) tels que lim ^==^. 24forj, î7 m'j^ des k^eK
ft-> 00

^ que lim ^=Â; ^ y(^J=^+K^ g ^r ^?^ 72.
w—>- oo '

Dans la démonstration qui suit, s et ^' désignent toujours des entiers parcourant
l'intervalle [i, dimY], Soit {Xg) une base de Y et, pour tout s, soit dy un représentant
de q{Xg) dans K. Alors, la fonction ~q définie par

y(:S^)=S^,+ S ,̂°/(̂ , ̂
s s s<s

satisfait aux conditions de (i).
Soient (^, k) et -^ comme dans l'énoncé de (ii). Vu (10.1.14) (i) , il existe des

Â^eK^ tels que
lim^==A—î(-s).

1t->00

Cela étant, la suite des ^n==y(^n)+^n possède la propriété requise.

Lemme (10.1.18). —Soient (^, /;), (^o, Â;o)eZ—-{(o, o)} ^

73 == co(Â:) + œ(A:o) - 2œ(/(^, ^o))-

Supposons T] strictement positif\ Pour neN*, soient ^eXo? ^eK ^ ^eK* définis inductivement
par

\»==—j(^n-lî ^) •^n-l3

^n == ̂ n -1 4" ̂  * ̂ n

^ ^-x^.^.x,.
^4forj :

(i) On a, pour tout TZGN,

(1) {^kn)eZ

(2) co(X^,)=(2n-I)7î+û)(Â:o)-œ(/(^o,^);

(3) ^/(^n^))-^/^));

(4) ^(Â;J=(2n-I)7î+œ(^o).

(ii) La suite (^) converge dans ^. K 4- -So • ̂  ^rj> ^7Z J^0272^ ^ ^^ ?^^

œ^^^))-^^^^)) ^ $(2)cK^/K^.

(iii) Poz/r ^o^ nombre réel A, z7 ^z^ (^', A:'), (^o, k^eZ tels que ^', ^e^.K+^o-K?
^(/(4^'))=^(/(^o^)). œ(/;')>A ^ Ù)(^A.

La vérification de (i) par récurrence sur n est immédiate, compte tenu
de (10.1.14) (3). L'assertion (ii) résulte aussitôt de (i). Pour établir (iii), on remarque
d'abord que, vu (i), il existe un entier n tel que œ(A:J^A; on pose alors (^', A:') ==(^5 AJ
et on applique à nouveau (i) en substituant (^', k ' ) et (^, k) respectivement à (^, k)
et (<eo^o).
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(10.1.19) Démonstration du théorème (10. i . 15). — II est clair que (i) implique (ii).
Les implications (ii)=^(i) et (iii)=>(i) sont conséquences immédiates de (10.1.18) (iii)
et (10.1.18) (ii) respectivement.

Supposons qu'il existe ^eXç—X1 tel que $(S)eK^JK^ et soient -^'eXo et
AeK^ tels que/(^')=t=o et $(S)=A+K^,. Vu (10.1.17) (ii), (^, k) est limite d'une
suite {{^Wnev d'éléments de Z. Soit (Q^ey une suite d'éléments de K^, tendant
vers A et posons k^==k^-^. On a alors (^,^)eZ, lim^=o et lim/(^, 0 =/(-?, O+o,

ïl-> 00 îl-> 00

de sorte que co(/(^, ̂ ^(œ^+œ^)) pour TZ suffisamment grand. Ceci montre
que (i) =>(iii).

L'implication (iv)=>(ii) résulte de (10.1.11) (i) et de l'axiome (V i) des
valuations (6.2.1).

Il reste à montrer que si les conditions (i), (ii), (iii) sont remplies, ce que nous
supposerons désormais, <p0 est une valuation de (T, (UJ).

L'axiome (V o) est conséquence du fait qu'on a supposé la valuation co non
impropre (lorsque a==a,, on remarque que (^,Â;)eZ implique (^.FÂ^eZ pour
tout ^eK).

L'axiome (V i) est satisfait en vertu de (ii) et des relations (i) et (4) de (10. i. n).
L'axiome (V 2) résulte des observations suivantes : si a==^- et meM^ on a

77^.^(Â;).W- l=^_^_^(^_,(m).Â;.^_,(w- l).£);

si û==â^ ou 2^ et meM.^ on a
m.^/,(^Â:).77^-l=^(m(^),^_,(m).À.^_,(m-l)).

L'axiome (V 3) découle des relations (8) à (15) de (10.1.11), de (i) et du fait
que eu est une valuation.

Enfin, la validité de (V 4) est évidente et celle de (V 5) résulte de ( i o. i. 11 ) (3) et (6).

(lo.i.ao) Soit X^=Hom(Xo,K) le dual de Xo. Pour toute fonction
co : K-> Ru{oo}

et toute fonction -- „ . < ' ' »coi : Xo-^ Ru{oo}

soient <0g : Xo -> Ru {00} et œ^ : X^ -> Ru{oo}u{—oo} les fonctions définies par les
relations suivantes, où l'on convient que oo — oo == oo :

^)=^Mp{^k)\keq^)} (^eXo)

œîM=inf{(o(^))--(o^) |^Xo} (^X^).

Une fonction a :Y->Ru{oo}u{—oo} définie sur un K-espace vectoriel Y est
appelée une {^semi-norme additive si, pour XeK et j,j/'eY, on a
(1) a(^)=aOO+^(X),

(2) oc^+y)^inf{a(^),a(y)}.

Pour ^eXo, nous désignons par € l'élément de X; défini par ^(^')==/(^, ^').
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Proposition (10.1.21). — Les conditions (i) à (iv) du théorème (10.1.15) sont encore
équivalentes aux suivantes :

(v) pour {^k)eZ, on a co^)^œ(Â;);

(vi) il existe une fonction o^ : Xo->Ru{oo} telle que, pour (^, k)eZ, on ait co^)^ ^œ(Â;)

^ co^)^œ(A);

(vii) c0ç : Xo-^Ru{oo} est une semi-norme additive.
Ces conditions entraînent que l'ensemble des xe^o tels que <o [x)=oo est un sous-espace

vectoriel de X1 (10.1.14).

La condition (v) n'est qu'une reformulation de (10.1.15) (i). Si (v) est satisfaite,
il en est de même de (vi) (poser cûi=c0g). Réciproquement, si o)i est une fonction possé-
dant les propriétés de (vi), on a co^ci^, d'où œ^œ^ et, pour tout (^,A;)eZ,

^(A)^(^(O^).

Montrons que (ii) implique (vii). La fonction cùq satisfaisant évidemment à la
relation (i) de (10.1.20), il suffit d'établir (10.1.20) (2). Soient (^, k), (^', Â:')eZ.
Vu (ii), on a, quels que soient x, x'eKy g,

^(/(^^))^mf{œ(Â;+^),œ(/;'+^')},
d'où

2œ^+^)=sup{œ(A+^+/te^)+^)|^K^J
^sup{inf{co(Â;+^), œ(Â;'+^)}|^, ^eK,J=inf{2co^), 2 '̂)}.

Pour terminer, nous allons montrer que si la condition (ii) n'est pas remplie, co
n'est pas une semi-norme additive. L'ensemble K^ g n'est pas dense dans K, sinon on
aurait X°==—QX pour tout xeK, d'où o==id. et e+i , ce qui impliquerait que
Xo=={o}, et la condition (ii) serait satisfaite par défaut. Soient XeK—K^e et

A==sup{œ(À+^)[^eK^J . Vu (10.1.18) (iii), il existe (^, À), (^, k^eZ tels que
œ(Â;)>A et œ(^)>A+2co(/(^,^))-2œ(X). Posons ^ =/(z, ̂ ) -1. À, ^=^.\ et
k'=^.k^\. On a alors (^', k^eZ, f{^ z') =À et O)(A')>A, d'où

^^+^)= : =^SUp{û)(À+^+Â;'+^) |^£K^J

=^A<inf^o)W,^(Â;')^inf{œ^),co^)},

en contradiction avec (vii). Enfin, la dernière assertion résulte de (10.1.15) (i), compte
tenu de ce que /(X^, X,) =={o) pour î+o.

Remarques (10.1.22). — a) Soit o .̂ : Xo-^Ru{oo} définie par

^)=^(/(^)) (^EXo).
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Vu (10.1.14) (3), on a toujours

(1) œ^c^.

b) Désignons par Z(K) le centre de K. Supposons qu'il existe XeZ(K) tel que
X+^°==i . Alors V(-S:,^)e^(^) pour tout -seXo et on a

(2) cù^<x^+-(o(X).

Si À est entier (ce qui signifie, soit que la caractéristique résiduelle de K est différente
de 2, soit que Z(K) est une extension non ramifiée du corps des points fixes de G dans Z(K)
et que l'extension résiduelle correspondante est séparable), (i) et (2) impliquent
que c^=œ^.

c ) Supposons remplie l'une des conditions suivantes :
(I) dimXo=i;
(II) K est commutatif et (o-, car K) =t= (id., 2) ;
(III) £==i , K est une algèbre de quaternions de caractéristique différente de 2

et a{K) ==ï (conjugué de k) pour AeK.
Alors, il existe ^eRu^oo} tel que (ùf=cù -\-c, et la fonction o).. est une semi-norme additive

si et seulement si co^ en est une.

Dans le cas (I), c'est évident. Dans les autres cas, on peut supposer s==i, en
vertu de (10.1.3); on observe alors que

(4) K^={k\keK,k+k°==o}

(d'où il résulte que, pour ^eX, f(x,x)==o implique q{x)=o), et que
(5) /(^)eZ(K) pour tout ^eXo,

de sorte que, pour (^, Â;)eZ—{(o, o)}, on a

^)-œ^) =^up{œ(Â;+A) |AEK^}-^(/(^, ^))

=^sup{œ(/;./(^^)- l+A)|AeK^J=^sup{^)|^K,^+^==I}.

II est facile de voir que si e= i et XQ+O, les relations (4) et (5), nécessaires au
raisonnement précédent, entraînent que l'une des conditions (II) et (III) soit remplie.

d ) Supposons que la condition (10.1.15) (ii) ne soit pas remplie et qu'il existe
^eXo tel que/(^,-s) =t= o. Pour un tel ^, soit keq{^) (d'où k+sk°=^o) et soient -s:i, ^eXo

tels que ^(^>-œ(A;+d;°)—œ(Â;)+œ(/(^i, ^2)) et ^{^)>I-^ù{k+eka) (l'existence

de tels ̂  est assurée par (10. i. 18) (iii)). Posons ^i==^i./(^2î ^i)~"1.^. Un simple calcul
montre alors que c^(^+^2)<inf{œ^), œ^(^)}. On en conclut que :

Si la fonction ^h>/(^, ̂ ) ne s9 annule pas identiquement sur XQ et si co .̂ est une semi-norme
additive, les conditions équivalentes (i) à (vit) de ( 1 0 . 1 . 1 5 ) et ( 1 0 . 1 . 2 1 ) sont remplies.
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La réciproque n'est pas vraie, comme le montre l'exemple suivant.
Soient G un corps local de caractéristique o et de caractéristique résiduelle 2,

n une uniformisante de G, L une extension quadratique non ramifiée de G telle que
l'extension résiduelle soit séparable, l\->l le C-automorphisme d'ordre 2 de L, d un entier
de L tel que d-}-d==i (il existe de tels entiers en vertu de l'hypothèse faite sur l'extension
résiduelle de L/C), K==L(j) l'algèbre de quaternions définie par les relations

jVj-1^ pour ^eL,

et J2^^

£==i , cr : K->K l'involution x-}-jyj \->~x-\-jy' (.y,jyeL), XQ l'espace vectoriel K2 et y la
forme hermitienne définie par les relations (10.1.1) (i) et

/(^ ^ -^-^(i +^2 Pour ^= (^ ^)eXo.

Posons ^ === (TT, o) et ^ == {d, d). On a

/(^i, ^i) = ̂  /(%. ̂ 2)= -</7y'̂  f^i +^^l+^2)=n+ -^-d-KJd,
Q J

d'où œ^i) =ù)(7T), (o^^) =û(o(Tc) et œ^(^+^) =-û)(7r). Par conséquent, coy n'est

pas une semi-norme additive. D'autre part, pour que la condition (iii) de (10.1.15) ne
soit pas remplie, il faut que la fonction ^K/^, ^) possède un zéro non trivial dans Xo,
c'est-à-dire qu'il existe ÇeK tel que

(6) i+^==î°Ç.

Posons Ç==Ç+'yu avec Ç, 7]eL. La relation (6) est alors équivalente à l'ensemble des
deux suivantes :

(7) ÇÇ+W^i

(8) 2^=Tr.

De (7), il résulte que Ç et 73 doivent être entiers. On déduit alors de (8) que si Ç existe,
on doit avoir û)(7r)^(o(2). Choisissant G de telle façon que (o(7r)<(o(2), on obtient
donc l'exemple annoncé.

(10.1.23) Nous verrons plus loin ((10.1.34), (10.1.36) et (10.1.37)) que, sous
certaines conditions (par exemple lorsque r^2), les valuations 9" décrites par le
théorème (10.1.15) sont essentiellement (à équipollence près) les seules valuations de
la donnée radicielle (T, (UJ^g^). Entre temps, nous établirons quelques propriétés des
valuations 9" en question.

Jusqu^au n° (10.1.33) inclus, œ désignera une valuation du corps K satisfaisant aux
conditions (i) à (iv) du théorème (10. i. 15), et (p=(pû)3 la valuation correspondante de la donnée
radicielle (T, (UJ). Remarquons qu'un « changement de coordonnées » du type décrit
en (10.1.3) a pour effet de remplacer 9 par une valuation équipollente.
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Proposition (10.1.24). — La valuation 9 est prolongeable.
Si r+i , cela résulte de (6.4.39) et (6.4.35). Supposons donc que r=i . Soient

X^g^^-K deux espaces vectoriels à une dimension. Posons X'^X.gOXQXa et
soient/' et q' les formes obtenues en prolongeant/et q à X'xX' et X' de telle façon
que les relations (10.1.1) (12) restent satisfaites. Soient <!>', T'^T^/', q ' } , U^ (ûe0')
et 9'° définis de la même façon que O, T(/ q), U^ ^ mais en substituant X',/', q '
à X, / <7. Alors, y'" est, d'après ce qu'on vient de voir, une valuation prolongeable de
la donnée radicielle (T', (U^ç^) ; l'assertion de l'énoncé résulte de celle-ci par restriction.

(10.1.25) Les I\. — II résulte aisément des définitions de (6.2.2) que l'on a

r^I^(K-)

^ ^{^W I^P^Z, co(A) ==supœ(Â;+K^J} si ^e0

r^,- r^.= co(K^ ,-{o}) si 2^G(D.

En particulier, on voit que 1̂ . est vide lorsque q\^ prend ses valeurs dans K^JK^g,
et que si une des conditions (i) , (2) ou (3) de (10.1.3) est remplie, la valuation 9 est
spéciale.

Si o) est discrète ou si Kg g est maximalement complet et si ^eO, on a

r^=^(Xo)-{oo).
(10.1.26) Échelonnage. — Si co est une valuation discrète, la discussion du

n° (6.2.23) permet de déterminer l'échelonnage ê associé à la valuation 9". Nous
allons voir, à l'aide d'exemples, que chacun des échelonnages B,., Gy, D,., B-G^, C-B^
B-BG, et G-BC^ (J=I, II, III, IV) ̂  se présenter.

Commençons par examiner le cas où K est commutatif. Nous supposons remplie
l'une des conditions ( i ) , (2), (3) de (10.1.3) et normalisons œ de telle façon que
<o(K*) =Z.

a) Considérons pour commencer le cas où or==id. Si 0 est de type C (resp. D),
S est de type G^ (resp. D^). Supposons $ de type B; alors ê est de type B^ si
û)(^(Xo—{o}))=2Z (par exemple si dimXo==i) et de type G -B,. si œ(^(Xo—{o}))==Z
(par exemple si dimXo=2 et si q\^ est la forme quadratique A^+Tr/ où TT est une
uniformisante de K).

b) Supposons à présent que cr+id. et soit L le corps des points fixes de (T. Gomme
on est dans le cas (i) de (10. i .3)3 on a £ = = = — i et leKy g, d'où K^ g=L ((10. i. i) (8)).
Soit TC une uniformisante de L.

b i) Si Xo=={o}, § est de type G^ ou B-G^ selon que l'extension K/L est non
ramifiée (œ(L*) ==Z) ou ramifiée (û)(L')=2Z).

h 2) Supposons Xo=t={o}. Comme K^g=L est fermé dans K, on a

œ,(Xo)-{œ}=Z, (i/2)Z ou (i/2)+Z.
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Si K/L est non ramifiée et si cOg(Xo)—{oo}==Z ou (i /2)+Z (par exemple si
dim Xo= i), ë est de type G-BG1/.

Si K/L est non ramifiée et si û^(Xo)—{oo}==(i/2)Z (par exemple si X^===K2

et si q{[x,y)) =t[xx°-^-Tyfy0) +L, avec t°==—t lorsque carK=t=2 et ^+^°== i lorsque
carK==2), ê est de type G-BG".

Si K/L est ramifiée, on a nécessairement (Og(Xo)—{00} ==(1/2)4-Z ^t ^ est de
type G-BG^.

L'examen du cas commutatifest ainsi terminé et il nous reste à donner des exemples
d'échelonnages des types B-BG,. et C-BC^. Soient K une algèbre de quaternions sur
un corps local C(K) de caractéristique résiduelle différente de 2, or Finvolution k\->k,
e = — i , n une uniformisante de C(K) et c, deK. des quaternions purs (éléments anti-
symétriques pour or) tels que cù{c2) ==o et d2=n (de tels éléments existent par exemple
toujours si C(K) est localement compact). Vu (10. i .22) b ) , on a

r^=^(Xo)-{o)}.
On voit donc que si dimXo=2 (resp. i) et si ^l->/(-e,^) est la forme anti-

hermitienne ~xcx+ydy (resp. ~xcx, resp. ~xdx}^ l'échelonnage ë est de type C-BC^
(resp. B-BG,, resp. G-BC"1).

(10.1.27) Pour î,je[—r, -}-r], soient ci\. : X^->Ru{oo} et
o)y : Hom(Xy, X,)->Ru{oo}u{—oo}

définies par
t*^0^

CO^(^Â:) =œ(A:) pour iel et A:eK,

(o (a) = inf((û,(a(A:))—œj(^)) pour aeHom(Xj, XJ.
a; £Xy

avec toujours la convention oo—00=00.
Moyennant les identifications de certains Hom(X^, X^) avec K, X^ ou X^ intro-

duite au n° (10. i . i), on a pour iyjeî, (Oy==ûi), û)o^==(o^ et û),o=û)^. Il en résulte que
seuls les œ^ pour ie[—r, -\-r\^ peuvent prendre la valeur —oo.

Si A, i,je[^-r, +r] et oceHom(X,, X,), peHom(X,, X,), et si co^(a), û),,(p)+-oo,
on a
(i) ^((3oa)>^,((3)+œ^(a).

Pour ^eHom(X, X), nous posons encore

^(^-^•(^C?))

^^.ie^Lr]^^^

II est clair que œ : Hom(X, X)->Ru{oo}u{—00} est une semi-norme additive. Pour
g, ̂ 'eHon^X, X), avec œ(^), (o(,g^/)=t=—oo, on a en vertu de (i),
(2) û)(^')^œ(^+œ(^).
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Dorénavant, et jusqu'au n° (10.1.33) inclus, nous identifions l'espace affine A des
valuations équipollentes à 9 avec le dual V de V* (10.1.2) de telle façon que la valuation 9
coïncide avec le point o.

(10. i. 28) U homomorphisme v.
Proposition. — Soient n un élément de N==N°.T, c==c(n) son rapport de similitude et v

P homomorphisme de N dans le groupe affine de V défini en (6.2.10). Alors :

(i) Pour tout ie[—r, +r], il existe un élément s{i) de [—r, +r] et un seul tel que
^(^),^(7^):+:0• On a j-(o)-o et s{—i)==—s(i).

(ii) On a
(1 ) (os(^),^(7^)+œ8(-»),-^(^)=^M pour iel;

(2) ^oo^^^^M si ^(Xo)^^} et œoo(^)==oo ri û^(Xo)=={oo}.

(iii) Pour yeV ^ iel, on a :

^(i) (v W W ) = ̂  (^) + œ,^, (n) - ̂  û) (<:)

=a,{v) + ̂ co(<:)-œ,(_^ _,(7î).

(i) est une conséquence immédiate de (10.1.7).
Si la relation (i) est vraie pour deux éléments de N, elle l'est aussi pour leur produit.

Gomme elle est manifestement vraie pour les m^Çk), les w^(^, k) et, en vertu de (10.1.5) (i),
les éléments de T, elle l'est pour tout yzeN. La relation (2) est évidente.

Enfin, (iii) résulte d'un simple calcul, compte tenu de (ii).

(10. i. 29) Le groupe H. — Notons Is^(/, q) le groupe de toutes les (/, ^-similitudes
de X dont le rapport c est une unité (i.e. tel que (o(c)=o).

Corollaire. — Pour teT, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) tëH^v-^i);
(ii) (û^(^) ne dépend pas de i, pour iel.

Si Gcls^(y, q), ces conditions sont encore équivalentes à :
(iii) o)^(^)=o pour tout iel.

(10.1.30) Les groupes W et W. — Supposons la valuation 9 spéciale, ce qui n'est
pas, on l'a vu (10.1.25), une restriction essentielle. D'après (6.2.19), chacun des
groupes W et W est alors le produit semi-direct de son intersection avec V et du groupe
de Weyl de 0 (considéré comme groupe de transformations linéaires de V). Soient v
un élément de V et v^==a^(v} ses coordonnées. Alors, il résulte encore de (6.2.19) que v
(ou plus exactement la translation correspondante) appartient à W si et seulement si
les conditions suivantes sont remplies :

^eco(K*) pour î'e[i,r];

2 ^ appartient au groupe engendré par l'ensemble
{œ(Â;) | (^, /;)eZ-{(o, o)}}u 2co(K*).
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D'autre part, ue'W si et seulement s'il existe teT tel que

î'.=a<(v(<))=^(co(^))-cû(c_,,_.(^))).

En particulier, on voit que

(!) 2(WnV)cWnV.

(10.1.31) Bornologie.
Proposition. — Soit SS l'ensemble des parties M de G telles que <ù(M) et {u{c(g)~1) \geM}

soient bornésmférieurement. Alors Se est une bornologie sur G compatible avec 9 (8 .1 .1 ) . En
particulier, (»^)+-co pour tout geG. La bornologie définie par ç (8.1.7) est la bornologie
engendrée par .̂H. Elle coïncide avec â9 si et seulement si GcIsJ/, q) (10.1.29) .

Il résulte de ( 1 0 . 1 . 2 7 ) (2) que M, M.'eâ9 entraîne MM'e .̂ D'autre part, on
vérifie aussitôt, compte tenu de (10. i.ai) (v), que les U^ pour ae<& et keR sont bornés
pour S§. Vu (10. i .28), toute partie à un élément de N appartient à S§. Par conséquent,
^ induit sur N (resp. T) une bornologie ^T (resp. r). Pour teT et iel, on a

"ooW^^)) ( (10.1 .28) (2)) et c^t-l)=c(t)-lc^_,{t)'J ( 1 0 . 1 . 5 ) . On en déduit

aisément que r est compatible avec la loi de groupe de T et, comme N/T est fini,
^ est compatible avec la loi de groupe de N. De plus, (10. i. 28) (iii) montre que l'image
par v de toute partie bornée de N est bornée dans Isom A, c'est-à-dire que ^- satisfait
à la condition (BNG i) de (8.1.2). Par suite, â9 est faiblement compatible avec y
((8.1.6) a)). Enfin, on a H^cHnG^ d'après (10.1.29). Ceci démontre la
première assertion.

Supposons que îieSS; soient teT et c=c{t). En vertu de (10.1.30) (i), il
existe ^eT° (10. i .4) tel que ^eH. L'ensemble des puissances de Â=^-1 étant
borné pour SS, on a, pour tout iel, CO,((A)=O, d'où :

h<=Is^(f,q), tels^f,q) et G=T.G°nIsJ/, q) .G°=Is^f, q).

Il résulte alors de la définition de â§ et de (10. i .28) que la bornologie induite par SS
sur N est l'image inverse par v de la bornologie naturelle de Isom A; par conséquent,
SS est la bornologie ^(y) définie par ç.

Supposons à présent que îteâS. Vu (10. i .29), on a alors G^IsJ/,y). Déplus,
en vertu de (10.1.28), (ù(c(H))+{o) et il existe une partie bornée Y de R telle que
Y+co(c(H))=R. Soit Lune partie quelconque de v(T). Il existe McT tel que v(M)=L
et œ(c(M)) cY. Si en outre L est bornée dans Isom A, il résulte de (10. i. 28) que MeSS.
Le corollaire (8.1.9) montre alors que ^(y) est engendrée par ^.H, ce qui achève
la démonstration.

(10.1.32) Les groupes P g.
Proposition. ̂ - Soient E une facette vectorielle de <D et x un point de A. Alors, un élément g

de G appartient à P^g ((7.1.8), (7.2.4)) si et seulement si on a, pour i,je[—r, +r],

^ ^-(^M^))^.^)-^)
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et

(2) œ t j(^)—( I /2)œ^(<?))>^W—^W lorsque (^—^.)(E)cR*+.

Il résulte immédiatement de (10.1.27) ( i ) que Pensemble L des éléments geG
qui satisfont aux relations ( i ) et (2) est stable par multiplication. D'autre part, il résulte
de (10.1.28) (2), (10.1.29) et (10.1.5) (i) que HcL et on vérifie aisément que, pour
tout ûeO, on a

U,nL=U,nP^.

Vu (7.2.6), on a donc B^cL pour toute chambre vectorielle D dont l'adhérence
contient E et, vu (7.3.4), on a

L==B^.(LnN).B^.

Il nous suffit donc de montrer que LnN==N^E. Soit donc TzeNnL et soit ici.
On a, avec les notations de (10.1.28)

(3) ^s^iW-^I^^W^^^-a^x)

(4) ^^-^-iW-^I^^W^a-swW-^iW'

Puisque s{—i)=—s{i) (10.1.28) et que a_^==—a^ pour tout j, on en déduit
que

(5) œsf^).i(^-(I/2)^^W)=^(t)W--^(^)

pour tout iel, c'est-à-dire, d'après (10.1.28) (iii), que

^n){x)==x

ou encore %eN^. De plus, chacune des inégalités (3) et (4) est une égalité, et on a,
d'après (2),

(6) (^-^)(E)={o}

d'où, d'après (10.2.28) (iii) et (5), T^eN^. Réciproquement, si %eN^ ̂  les relations (3)
à (6) sont satisfaites, ce qui montre que n satisfait à (i) et (2) lorsque i^sÇj), avec jel.
Lorsque i=¥s{j), on a cû^(^)=+oo et lorsque i==j==o, on a œoo(%)=(i/2)œ(^(n)) ou oo
((10.1.28) (2)). Ainsi n appartient bien à L, ce qui achève la démonstration.

Corollaire (10. i .33). — Soit Q une partie convexe de A. Alors, pour qu'un élément g de G
appartienne à PQ, il faut et il suffit qu^on ait, pour i,je[—r, +r],

(o^j(^)>sup{^(^-^.(^)|^eQ}+(I/2)œ(<:(^)).

Proposition (10.1.34). — Supposons r^2 et soit A une classe d'} équipollence de valuations
de la donnée radicielle (T, (UJ^ç^). Alors, il existe une fonction o : K->Ru{oo} et une seule
telle que 9° [défini comme en (10.1.13)) appartienne à A. Cette fonction est une valuation de K,
invariante par c.
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Le groupe N^ défini en (10. i .7) (ii) opère sur A par l'intermédiaire de la repré-
sentation v (6.2.10). En vertu de (6.2.10) (ii),

(*) un point 9 de A est invariant par N^ si et seulement si 9a••(^•(I)):=o pour
zjel, j^±i. IJ

Dorénavant, nous noterons 9 le point fixe de N^ dans A : ce point existe parce
que Ni est fini, et il est unique en vertu de (*) (ou de (10.1.7) (ii), si Pon préfère).
Si œ : K->Ru{oo} est une fonction telle que q^eA, on a œ(—Â;)=œ(Â:), vu
(6.2.1) (V i ) e t ( i o . i . n ) (5),donc œ(i)=o, en vertu de (6.2. i) (V 5) et (10. i . n) (6);
compte tenu de (*), ceci implique que (p^y. Comme la fonction co est entièrement
déterminée par 9°, vu (10.1.13) (3), son unicité est ainsi établie. Il nous reste donc
seulement à montrer l'existence d'une valuation co de K invariante par a telle que ^ =9.

Pour ijel tels que j^±i et keK, posons

^W=9a^W).
Il résulte de (*) que

(1) ^(i)=o.

Considérons le groupe Gy engendré par U^.. et U_^,. Faisant opérer ce groupe sur
X_^4-X^3 on obtient un homomorphisme Gy-î-SL^K) tel que

".(̂ (_.,). :) '. "-,,-.w 4: -t^).
D'après l'application du n0 (6.2.12) b), il existe donc une valuation de K dont les
fonctions T,, et y_,,_^ ne diffèrent que par une constante. Vu (i), ceci signifie que Ty
est une valuation de K et que
(2) y.^Y . .v / y -j, -r

Si r^3, et si A, ijeï ont des valeurs absolues distinctes, il résulte de (6.2.9)
et de (10.1.11) (12) que

(3) ^=Y_^=^.

Si r==2, on a Z+{(o,o)} d'après la convention faite à la fin du n° (10.1.1), et il
résulte de (6.2.9) et (10. i . n) (10) que les fonctions T.., ̂  et Yy ne diffèrent que par
une constante, donc, vu (i), que

(4) ^-ij=^
II résulte des relations (2), (g), (4) que la valuation Yy ne dépend pas du couple (zj),
et de ( 10.1. n) (7) qu'elle est invariante par cr. Posons œ=Yy. En vertu de (6.2.9)
et (10.1.11) (10), on a, pour (^,A)eZ,

9-a, (^-i(^Â;))==-^œ(A;) si ^e$

et y-2o,(^-i(o,Â;))=co(Â:) si 2^e<D,

de sorte que 9=9°, ce qui achève la démonstration.
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Lemme (10.1.35). — Supposons r=i et (o-, e, dim Xo)+(id., i, 2). Soit 9 une

valuation de la donnée radicielle (T, (UJ) et soit se{i, 2} tel que sa^e<S>. Alors -^9^(^i(^ k))
dépend seulement de k.

Supposons d'abord que (es-, s)=(id., i) et soient (^, k), (^', k)eZ. Si ^ et ^ sont
proportionnels, on a ^'==±^, d'où ^i(^', ^)=^i(^, A;)^1 et

(I) 9a^l(^))=?a^l(^)),

vu (6.2. i) (V i). Si ^ et ^' ne sont pas proportionnels, on a dim Xo>2 par hypothèse,
et il existe ^'eXo-^o} tel que /(^, ^") =/(^', <:") = o. Posons k"=q^'}. Un simple
calcul montre alors que

^ite Â;).^", Â;").m^, Â;)-1-^-^'^-1, ̂ '.Â;-2)^^', À).^", A").^^', A)-1,

d'où v(wi(^, Â;))==v(wi(^', A;)). La relation ( i ) s'ensuit à nouveau, vu ( 6 . 2 . 1 0 ) (ii).
Soit à présent ((T, s)=(=(id., i). Pour (^, k), (o, Â;')eZ—{(o, o)}, on a alors

m^ k) . ̂ (o, A').^^, ̂ -^^(o, (A°)-U^-1),

d'où, en vertu de (6.2.10) (ii), et supposant que ^==0 si ^=2,

^sa^ k))-^U^ ^))-9_^(^_,(0, (Â;°)-U'À-1))).0 4
Notre assertion s'ensuit aussitôt.

Proposition (10.1.36). — Soit r==i . Supposons remplie l'une des conditions (i) , (2)
de (10.1.3). Posons

K,==U^)={k\keK, (^)eZ},

Kî=^(TnIs(/,y)) ^ K,=Kîu{o}.

(i) On a Kg cKi. A* (0, s) + (id., i), K^ contient les éléments invariants du centre Z(K)
^ K. Si (<T, e)==(id., i), K^ contient les éléments de la forme x°x=x2, pour xeK. Si
GDls(/,y), alors Ki=K.

(ii) Supposons (<r, s, dim X^) =(= (id., 1 , 2 ) et soit A z/^ ^û^^ d'équipollence de valuations
de la donnée radicielle (T, (UJ^ç^). ^^rj-, il existe une fonction œ : K->Ru{oo} et une seule
telle que

(1) (o(;v°;v)=2co(^) ^r ^o^ xeK

et telle que ^"eA. La valuation 9° ̂  spéciale.
(iii) &?^ œ : K->Ru{oo} une fonction satisfaisant à la relation (i). Alors; pour que (p"

soit une valuation de la donnée radicielle (T, (UJ ), il faut et il suffit qu'on ait, pour (^, k), ( '̂, A') e Z
^ tëT,

(2) (O-^oo^o},

(3) co(/;+A'+/(^,^))^inf(œ(Â;), œ(A')),

(4) ^(/(^, ̂ )-/(^, ̂ ))^œ(À) +co(^)
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et
(5) œ(^^_,(^.Â;.^(r l))=co(A)+co(._^_,(^.^(r l)).
Sous ces conditions,

(5') ^IKÎ : K^->-R est un homomorphisme.

(iv) Si Gcls(/,y) ^ GDls(/,y), (5') implique (5).
Soient ^o et N' comme en (10.1.7) (ni). La première assertion de (i) résulte du

fait que K^ est un groupe et qu'on a, pour (^, A;)eZ

c^{m^eQ, ï).m^k))==eL

Si (o, s) 4= (id., i) et si X est un élément invariant de Z(K), alors l e K ^ g , donc
£Xe£ÀK^g==K^g et on a

^1(̂ 1 (o, i ) .Wi(o ,£À))==À.

Si (<T, s) == (id., i) et ^eK, on a

^1(^1(^0 ? I) '^[CQ.X, x2)) ==x2.

Enfin, la dernière assertion de (i) se déduit immédiatement de (10.1.5) (i).
Soient A une classe d'équipollence de valuations de (T, (Uo)), et 9 le point fixe

de v(N') dans A. Supposons qu'il existe une fonction Y : K.o->R (alors évidemment
unique) telle que

(6) ^Wz,k))=^k)

pour (^,A)eZ, se [1,2}, sa^e9 et ^==o si j-==2. Vu le lemme précédent, cette hypo-
thèse est certainement satisfaite si (o, s, dim Xo)=)=(id., i, 2). En raison de l'invariance
de 9 par v(N'), la relation (6) reste vraie pour se{—i, —2}, et on a

(7) V(i)=o.

De (6.2.1) (V i) et ( 10.1. n) (2), il résulte que

(8) ^(d;0)^:^) (AeKo).

Pour ^eT, posons
T(^)=^)).

Pour (^,A:)eZ et teT, on a

r\^ k)t^u,{..., ̂ -i,-.i(r1) .A;.^(^))

d'où

(9) Y(^,,_,(r l).Â;.^^))=Y(A)+T(^)

et en particulier, faisant k==i,

(10) ^)=Y(^_,(r1).^)).
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Pour À'eK^, on a, en vertu de (9) et (10),

(n) Y^'0. k. k') = Y(^) + Y(^°. A').

Définissons la fonction co : K->Ru{oo} par

(O(^')^IY(^O^ (yfc"eK).

Posant k^k"°.k" dans (n), il vient
^2) ^k"k'} =œ(A:") +œ(Â;') (A'eKi; Â;"eK).

De (6 .2.1) (V5) et (10.1 .11) (3), il résulte que, pour AeKo,
(i3) Y^-1)——^).

Pour A'eKo et Â^sÂ;'"1, la relation (n) peut s'écrire
Y^^Y^'-^+sco^'),

ou encore, compte tenu de (8) et (13), T^') =œ(Â:'). On a donc V^o^ et, vu (6),
9=ç°. La fonction co satisfait aux relations (3) et (4) en vertu des axiomes (V i) et (V 3)
des valuations de données radicielles, à la relation (5) en vertu de (9) et (10) et à (5')
en vertu de (12). La valuation 9" est spéciale en vertu de (7). Si o/ : K->Ru{oo} est
une fonction telle que ç°'eA, on montre comme en (10.i.34) que y"' = 9; si de plus œ'
satisfait à la relation (i), on doit avoir œ'==o), puisque {kak\keK}cKo. Ainsi sont
établies (ii) et l'assertion « il faut » de (iii). La réciproque « il suffit » résulte d'une
simple vérification.

Comme Test normalisé par m^ (^, i), on a <:_^_i(T) =^(T). Si Is(/, q) cou DG,
on a qi(T)=Kî, d'où l'implication (5') => (5).

La proposition est démontrée.

Corollaire (10.1.37) . — Gardons les hypothèses de ( 1 0 . 1 . 3 6 ) (ii). Alors œ est une
valuation de K invariante par a dans chacun des cas suivants :

(i) K est commutatif et Xo4={o};
(ii) K est un corps de quaternions, ka=Trk—k pour tout keK et Xo=h{o};
(iii) K=Ko.K^.

Supposons tout d'abord (iii) satisfaite. Pour (^, k)eZ avec k^po et pour k'eK^ g,
on a

c^(m^k-\ (Â;0)-1).^, ̂ ')) =kkt

d'où K^ = K et la restriction de œ à K* est un homomorphisme. De plus, en prenant
^==0 dans la relation (3) de (10. i .36), on voit que

œ^+Â/^inf^Â:),^'))

quels que soient k, A;'eK, et œ est une valuation de K.
Supposons maintenant K commutatif et X^o}. Si ((T, c)+(id., i), on a cr+id.

(sinon/serait alternée et Xo=={o}). Vu nos conventions ((10.1.3) ( i ) ) , on a s=—i
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et K^ g=={^eK t°==t} ((10. i . i) (8)). Comme q n'est pas nulle sur Xç, on a Koc):Kgg.
Par suite, K = Ko. K^ g + K^ g = Kg. K^ g et co est une valuation d'après ce qui précède.
Si (<y, s) == (id., i), on voit aussitôt que co est une valuation en appliquant ( i ) et (3)
avec ^ == BQ . x et ^ == e^ .y. Ceci achève de démontrer notre assertion dans le cas (i).

Enfin, dans le cas (ii), on peut supposer dim XQ== i. On utilise alors l'isomorphisme
bien connu entre un groupe antihermitien quaternionique à trois variables et un groupe
hermitien à quatre variables sur un corps commutatif; on est ainsi ramené au cas (ii).

Remarques (10.1.38). — a) La conclusion de (10.1.36) (ii) n'est en général pas
vraie lorsque (cr, s, dim Xo) = (id., i, 2). Supposons en effet, pour fixer les idées,
que G=G° (10. i .4) et que la forme bilinéaireysoit non dégénérée, et soit L l'extension
quadratique de K déployant cette forme (c'est-à-dire sur laquelle q\^ acquiert des
zéros non triviaux). Alors, il existe un isomorphisme de G sur PSLg(L) qui applique
la donnée radicielle (T, (UJ) sur la donnée radicielle « naturelle » de PSL^L). Par
conséquent, les classes d'équipollence A de valuations de (T, (UJ) sont en correspondance
biunivoque naturelle avec les valuations non impropres oji de L (d'après (6 .2 .12) b))
et A ne satisfait à la conclusion de (10.1.36) (ii) que si coi est invariante par l'auto-
morphisme d'ordre 2 de L fixant K.

b) Reprenons les hypothèses de (10.1.36) (ii). Supposons K commutatif et
Xo=={o}. Si <7==id., on a e=(=i d'après nos conventions (10.1 .1) et le groupe G°
muni de sa donnée radicielle est isomorphe à SL^K). On déduit alors de (6.2.12) b)
que co est une valuation de K.

Par contre, si cr+id., le groupe G° muni de sa donnée radicielle est isomorphe
à SL^L), où L est le corps des invariants de (T. La restriction o^ de œ à L est une valuation
de L, qui peut être choisie arbitrairement ( (6 .2 .12) b}) et co n'est une valuation de K
que si coi se prolonge de manière unique en une valuation de K ((10. i .36) ( i )) .

Nous ne connaissons pas d'exemple où Xo=|={o} et où co ne soit pas une valuation
de K.

10.2. Les groupes GL^(K) et SL^(K).

(i0.2.1) Soit K un corps, non nécessairement commutatif, et soit X un espace
vectoriel à droite de dimension finie ^2 sur K, muni d'une base (^)i^^r+r Ç>1 g est un

endomorphisme de X, nous désignerons par (&j)i^j^r+i ^ matrice de g par rapport
à cette base. Pour i^z,^r+1 et i^j, soit Çy l'application qui, à la matrice

yjeM^K), fait correspondre l'endomorphisme Çy(^) de X défini parc û /m

i^(m).e,=e,.a+e^c

'\^(m).e^==ei.b+e^d

^ijW'^^^ P°ur h^ij.
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Pour AeK, on pose

"̂ .(C ;))^(C :))
et pour keK\ on pose

^)=^((_^ 'o))=^(-^).

D'autre part, considérons l'espace R^1 muni de la norme euclidienne usuelle,
et notons (^)i^^,+i sa base canonique. Pour i^'j^r+i et ^7, posons ^.==^—^.
Il est bien connu que l'ensemble 0 des a^ est un système de racines irréductible de type \
dans l'espace vectoriel V* qu'ils engendrent ([5], chap. VI, p. 251).

Pour ^.eO, posons
V^=={u,Çk)\keK}

M^={m^k)\keK-}.

Il est évident que l'application k\->u^{k) est un homomorphisme injectif de K
dans End(X) et que le sous-groupe U^.de GL(X) est l'ensemble des éléments de End(X)
de la forme i+n, avec n(e^==o pour h^j et %(^)e^.K.

Proposition (10.2.2). — Soit G un sous-groupe de GL(X) contenant les sous-groupes U^
pour ï^i,j<^r+ i et i^=j\ et soit T le sous-groupe formé des éléments de G dont la matrice par
rapport à la base (e,) est diagonale. Posons M^,=T.M^. Alors (T, (U^,, M^. )^ çj
est une donnée radicielle de type O génératrice dans G.

Que les conditions (DR i) et (DR 3) de (6.1.1) soient satisfaites est évident.
La condition (DR 2) résulte d'un simple calcul : pour i^i,j\ h, ̂ r+ i, tels que i+j
et h^i, et ^,j/eK, on a

H si i^£ et Â=t=j
( I ) (^jW. ^{y})= u^xy) si z+^ et h=j

f^j(—^) si î=^ et A+7

(rappelons que pour i=£ et A=j, la condition (DR 2) où l'on prend a=a, et
l)==ahl=~aij9 est automatiquement satisfaite).

La condition (DR 4) résulte de (6.1.3) a). D'autre part, pour tout keK, l'opé-
rateur m^k) échange les droites e,.K et e^.K et laisse fixes les droites ^.K pour h^i.j.
De la caractérisation donnée plus haut des sous-groupes U^ résulte alors aussitôt que

^WU^^W-^U^^

où T est la transposition de i et j. Comme l'on a

^J^^

et que l'automorphisme intérieur défini par un élément de T laisse invariants les U ,— ÛL» ?
on en déduit que (DR 5) est satisfaite.
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Enfin, prenons comme système de racines positives O4- l'ensemble des a^ pour i<j,
les matrices des éléments du groupe U-1- (resp. U~) engendré par les U^ pour aeO4-
(resp. 0-) sont alors triangulaires supérieures (resp. inférieures) et leurs coefficients
diagonaux sont égaux à i, d'où (DR 6).

Par suite, (T, (U^, MJ^J est bien une donnée radicielle dans G. Il s'ensuit
que le sous-groupe G° engendré par les U^ pour aeO est distingué dans G, et (faisant
G = GL(X)) dans GL(X). Ce sous-groupe n'est donc autre que le sous-groupe SL(X) engendré
par toutes les transvections de X (ou encore noyau du déterminant de Dieudonné) [21].
Gomme GL(X)=T.SL(X), où T est le groupe des éléments de GL(X) dont la matrice
par rapport à la base (<?,) est diagonale, on voit que la donnée radicielle (T, (UJ) est
bien génératrice. Notons que ceci montre également que G peut être n'importe quel
sous-groupe de GL(X) contenant SL(X).

(10.2.3) Soit œ une valuation non impropre de K. Pour i^y^r+i et i^j,
et pour AeK, posons

9^(Â;))=œ(A).

Proposition. — La famille ^== (?^)aeo est une valuation spéciale de la donnée radicielle
(T. (U.LeJ-

Les conditions (V o), (V i) et (V 4) sont immédiates à vérifier. La condition (V 3)
résulte aussitôt des formules (i) de (10.2.2). La condition (¥5) et la condition (V 2)
pour meM°, résultent de (6.2.3) a), en utilisant les homomorphismes ^ : SL^K)-^G.
Il ne reste donc qu'à vérifier (V 2) pour teT. Or, on a

( z) tu^t-^u^t^}

d'où <P^.(^r l)=y^(^)+œ(^)—œ(^) pour tout z/eK, ce qui achève la démonstration,
compte tenu de ce que 9 .̂ (^.(i)) ==o.

(10.2.4) On démontre comme en (10.1.24) que la valuation ̂  est prolongeable.
D'autre part, on a F^== r^o^K*) pour tout ^.eO et lorsque œ est discrète, l'éche-
lonnage ë associé à 9" est de type A^.

Proposition (10.2.5). — (i) Le groupe N est le sous-groupe de G formé des éléments dont
la matrice (n^ est monomiale et il existe un homomorphisme surjectif s de N sur le groupe
symétrique S,.̂  tel que les seuls coefficients non nuls de la matrice d'un élément neN soient les
coefficients n^^

(ii) Soit A l'espace affine sous le dual V de V des valuations équipollentes à 9" et soit v
U homomorphisme de N dans le groupe affine de A défini en (6.2.10). Identifions A et V en prenant
9° comme origine. Soit yzeN et (j=s{n). Pour xeA et i^'J^r+i, on a

^oWo^W t x ) = (^)W +^0(^-^0^).

(iii) Le sous-groupe H=Kerv de N est le sous-groupe des teT tels que œ(^) soit
indépendant de i pour i ̂  z'< r + i.
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Gomme N est engendré par T et les m^(k), l'assertion (i) résulte aussitôt de la
forme des m^(k) : la permutation s(m^{k}) est la transposition de i et j. L'assertion (ii)
résulte d'un simple calcul, compte tenu de (10.2.3) ( i ) , et (iii) en est une conséquence
immédiate.

(10.2.6) Soit W le groupe de Weyl affine de 0, opérant dans A identifié au
dual V de V* par le choix de y" comme origine, et soit W le normalisateur de W
dans le groupe affine de A (cf. (i .3.18)). Compte tenu de (6.2.19), on vérifie aisément
que le groupe WnV des translations contenues dans W=v(NnG°) est (WnV)®^!^).
Si l'on identifie V et V* grâce au produit scalaire induit par celui de B/"4"1, on voit
alors que WnV est la restriction à V* du groupe des translations de la forme Sy^
avec y.ecx^K*) et Syz=0-

i

Si G==GL(X), on tire de (10.2.5) (ii) que le groupe des translations de W=^(N)
s'identifie par la même méthode à (WnV)®^!^), ou encore aux restrictions à V*
des translations de la forme 2(Y,--(r+i)-1^)^ avec ^ec^IC"). On en déduit que,

quel que soit G (avec SL(X) cGcGL(X)), on a
(i) ( r + i ) ( W n V ) c W n V .

(10.2.7) Soit G le groupe des commutateurs de K* et soit
det : GL(X)^K*/G

le déterminant de Dieudonné [21]. Gomme œ(G) ={o}, l'homomorphisme œ : K^-^R
définit par passage au quotient un homomorphisme co ' : K*/C->R. On pose 8=co'odet.

Proposition. — Soit Se l'ensemble des parties M de G telles que l'ensemble des œ(^.) pour
geM. et ï^i,j^r+î, et l'ensemble des—S (g) pour geM soient tous deux bornés intérieurement.
Alors, S8 est une bornologie compatible avec 9°. La bornologie définie par 9" est engendrée par
Se. H. Elle coïncide avec Se si et seulement si G c Ker S.

Il est clair que M, M'e^ entraîne MM'e^ et que les sous-groupes U^ ^ pour
aeO et ke'R appartiennent à SS (rappelons que le déterminant de Dieudonné d'une
matrice triangulaire est l'image du produit de ses coefficients diagonaux). Soit Me^,
McT et posons

j&=inf{û)(^)|^=M, i^r+i}, y=sup{8(^)|^=M}.

Pour teM, on a —S^'^^Sœ^^^+i)^ et, pour i^^r+i ,

^((^n)--^)^--?^.

On en déduit que MT^ESS et que, pour i ^^ j^ r+ i , et teM, on a
^i-^W)=^a)-^)^q-{r+i)p

((10.2.5) (ii)). Par suite, SS induit sur T, donc sur N, une bornologie compatible avec
la loi de groupe et telle que v(M) soit borné dans Isom A pour toute partie bornée de N.
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Vu (8.1.6) a ) , ceci démontre que SS est faiblement compatible avec (p". Enfin,
on a

H^cHnSL(X)cHnKer8={tëT |œ(^)==o pour ï^i^r+ï}eâ9

ce qui achève la démonstration de la première assertion. On termine la démonstration
comme en (10.1.31)3 en remplaçant Is{f, q) par SL(X) et uoc par 8.

Proposition (10.2.8). — Soit E une facette vectorielle de 0 et soit x un point de A. Un
élément geG appartient à P^ (7-2.4) si et seulement si on û, pour i^z.j^r+i :

(i) ^(&,)+^W-^)^^+I)-ls(^
et

(2) ^+^W-^W>{r+IrlS{g) lorsque (^-^.)(E) cR^.

En raisonnant comme en (10.1.32), on voit qu'il suffit de montrer que l'inter-
section de N avec l'ensemble L des geG satisfaisant à ( i ) et (2) coïncide avec N3; g.
Soit yzeNnL et posons a==s(n) ( (10.2.5) (i)). En additionnant les inégalités ( i ) ou (2)
pour z=(j(j) , on trouve l'inégalité

2:0)(^J^S(7Z)

qui est une égalité. Par suite, toutes les inégalités ( i ) ou (2) sont des égalités pour i==c(j)
et ^==%eNnL. Vu (10.2.5) (ii), ceci entraîne v(n).x==x et d'autre part, on doit avoir
(^^—^(E) 4:R^ pour tout j, d'où (â^-—^.)(E)=={o} et TzeN^. Réciproquement,
si TzeN^ E? ^es nombres co(72^j)+ûj(^)—a^{x) sont tous égaux, d'où ( i ) pour g==n
et z==(y( j ) . Pour î=f=( r ( j ) , et en particulier si (^—ûj)(E)cR^, on a co(7^y)=+003
et ceci montre bien que /zeL.

Corollaire (10.2.9). — Soif 0, une partie convexe de A. Pour qu^un élément g^G appartienne

à PO? il faut et il suffit que

^gi^^p{^)--^)\^^}+{r+I)-l^g) (i^zj^r+i).

Proposition (10.2.10). — Soit ^ une valuation de la donnée radicielle (T, (UJ^ç^) de G.
// existe une valuation œ et une seule du corps K telle que ^ soit équipollente à cp".

La démonstration est tout à fait analogue, en plus simple, à celle de ( i o. i . 34).

Note ajoutée sur épreuves

Lorsque K est un corps value complet localement compact, l'immeuble du groupe SLr + i(K) pour la valuation
(p° définie en (10.2.3) est étroitement lié à l'espace des normes considéré par 0. Goldman et N. Iwahori \Acta
Math., 109 (1963), 137-177]. De façon générale, reprenons les notations de 10.2 — sans hypothèse supplémentaire
sur K — et disons qu'une norme additive (c'est-à-dire le logarithme de l'inverse d'une norme au sens usuel) y
dans X est décomposable s'il existe une base (^)i ̂ i ^ r + i de Xet des nombres réels c^ (i <î'^r 4- i) tels que :

r+1
(i) y( S ^)=inf{(o(^)—cJ (^eK)

i=l

(on sait que toute norme possède cette propriété si K est maximalement complet), et que deux normes sont homo-
thétiques si elles ne diffèrent que par une constante. Alors, il existe une bijection et une seule de l'immeuble ^ de G
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(pour la valuation 9e0) sur l'ensemble des classes d'homothétie de normes additives dans X qui soit invariante par G
et fasse correspondre la classe de la norme y définie par (i) au point de ^ représentant la valuation y^ + v, où veV
est défini par ^(z/)=^. En particulier, lorsque K est localement compact, l'immeuble J est le quotient de
l'espace ̂ (X) de 0. Goldman et N. Iwahori par la relation d'homothétie. La topologie sur J associée à la métrique
définie en (7.4.20) (ou (2.5.4)) est la topologie quotient de celle introduite par Goldman et Iwahori; par contre,
la métrique qu'ils considèrent est sans rapport avec la nôtre. Plus tard, nous verrons qu'il est parfois utile d'associer
à un groupe réductif sur un corps local un immeuble qui n'est pas un cas particulier des immeubles introduits
dans ce chapitre Ier, mais qui est le produit direct d'un tel immeuble et d'un espace affine euclidien; pour le
groupe GLy +1, on verra alors que cet immeuble modifié est l'espace des normes elles-mêmes (et non son quotient
par la relation d'homothétie).

Suivant une suggestion d'A. Weil, on peut donner une interprétation analogue de l'immeuble des autres
groupes classiques. Reprenons cette fois les notations et conventions de (10.1.1) et (10.1.14); supposons satis-
faites les conditions (i) à (iv) de (10. i. 15) et soit / l'ensemble des normes additives a dans X telles que :
(2) œ(<7W)^2a(A:) QceX)

(3) <ù(/(^))^aM+a(j) (x,yeX)

où, pour <eK/Ko. g, on pose co(() ==sup{œ(<) | têt}. Alors, il existe une injection i et une seule de l'immeuble ^
de G (pour la valuation cp") dans / qui soit invariante par G et telle que, pour veV défini par a^(u) == ̂ , i((p<° 4- v)
soit la norme y définie par :

r

(4) ï( S W+^o) -mqœ^—^-œ^o))}.
i=l 2

Supposons en outre que X soit de dimension finie et que K et K^ g soient maximalement complets pour
les normes co et co | ̂  ^. Alors, i(^) est l'ensemble de tous les éléments maximaux de / et tout élément de / minore un élément
de t(^). Pour le montrer, on procède comme suit. Soit a une norme appartenant à ^', dont nous voulons montrer
qu'elle minore un élément de i-(^). Disons que deux sous-espaces Y et Y" de X sont orthogonaux pour a si

r
^+y) ==inf{aOO,aCy)} pour yeY et yeY'. Posons X+= S X, et soit X'_ (resp. X") un supplémentaire

i = = l
orthogonal pour a de XQ + X+ (resp. X+) dans X. Pour A-+EX+ , posons :

^(x+)=SMp{f(x+,X/)——Oi(x/)\X/ç=X'.}.

On vérifie aisément que la norme
x+ -^-x" H- inf{a*(;v+),a(A: / /)} (x+çX+ , ̂ "eX")

majore a et appartient à / ' . Quitte à la substituer à a, on peut donc supposer a* =a | y . Soient (^)i ̂  z ̂  r une base
de X+ orthogonale pour a et (î/-i)i î$ i ̂  r la base de X^ (également orthogonale pour a) définie par f(u^, u-j)=8^ .
Pour i^i^r, soit \çq(u-i) tel que û)(X^) =u(q(u-i)) (l'hypothèse faite sur K^. e assure l'existence d'un tel \).

r
Posons u- ^ === u- i—SM^ . Un simple calcul montre que l'espace X _ = S ^ - ^ K e s t aussi orthogonal à X+ + XQ;

i^1
si on le choisit comme espace X_ , on a u- ^ = u^. Quitte à transformer a et toutes les données par un élément
convenable de G, on peut supposer que e^=u^ pour z'Gl. Ecrivant la relation (2) pour x = x+ + x- + XQ avec
•V+GX+ , ;v_eX- et xoe'Ko et ^a relation (3) pour le même x et pour j^eY+ ou Y_ , on trouve alors que a minore
la norme y définie par (4), avec ^ = —(û(^). Enfin, il est facile de voir que cette dernière est un élément maximal
de / .

239



s



BIBLIOGRAPHIE

[i] A. BOREL, Groupes algébriques linéaires, Ann. of Math., 2 (1956), 20-8o.
[2] —, Linear algebraic groups, New York, Benjamin, 1969.
[a bis] — et J.-P. SERRE, Cohomologie à support compact des immeubles de Bruhat-Tits; applications à la

cohomologie des groupes S-arithmétiques, C. R. Acad. Sci., 272 (1971), 110-113.
[3] — et J - TITS» Groupes réductifs, Publ. I.H.E.S., 27 (1965), 55-150.
[4] N. BOURBAKI, Espaces vectoriels topologiques, chapitres 1 et II, Paris, Hermann, 1966.
[5] —, Groupes et algèbres de Lie, chapitres IV, V et VI, Paris, Hermann, 1968.
[6] —, Algèbre commutative, chapitres V et VI, Paris, Hermann, 1964.
[y] F. BRUHAT, Sur les représentations des groupes classiques p-adiques. Amer. J . of Math., 83 (1961), 321-338

et 343-368.
[8] —, Sur une classe de sous-groupes compacts maximaux des groupes de Chevalley sur un corps p-adique,

Publ. I.H.E.S., 23 (1964), 46-74.
[9] —? R-adic groups, in Algebraic groups and discontinuous subgroups, Proc. Symp. m Pure Math., IX, A.M.S.,

1966, 63-70.
[10] —, Groupes semi-simples sur un corps local, Actes du Congrès International des Mathématiciens (Nice, 1970),

Paris, Gauthier-Villars, 1971.
[n] — et J. TITS, Un théorème de point fixe, Publ. I.H.E.S., 1966 (multigraphié).
[12] — et —, BN-paires de type affine et données radicielles affines, C. R. Acad. Sci., 263 (1966), 598-601.
[13] — et —, Groupes simples résiduellement déployés sur un corps local, C. R. Acad. Sci., 263 (1966), 766-768.
[14] — et —, Groupes algébriques simples sur un corps local, C. R. Acad. Sci., 263 (1966), 822-825.
[15] — et —, Groupes algébriques simples sur un corps local, cohomologie galoisienne (décompositions d'Iwasawa

et de Cartan), C. R. Acad. Sci., 263 (1966), 867-869.
[i6] — et —, Groupes algébriques simples sur un corps local, Proc. Conf. on Local Fieids (Driebergen, 1966),

Springer, 1967, 23-36.
[17] G. CHEVALLEY, Sur certains groupes simples, Tôhoku Math. J., 7 (1955), 14-66.
[18] —, Classification des groupes de Lie algébriques. Séminaire E.N.S., Paris, 1956-1958 (multigraphié).
[19] M. DEMAZURE, Schémas en groupes réductifs, Bull. Soc. Math. Fr., 93 (1965), 369-414.
[2o] — et A. GROTHENDIECK, Schémas en groupes, Sém. Géom. Alg. I.H.E.S., 1963-64.
[21] J. DIEUDONNÉ, La géométrie des groupes classiques, Springer, 1963.
[22] EUCLIDE, Œuvres, Paris, Patris, 1814.
[23] HARISH-CHANDRA, Harmonie analysis on />-adic reductive groups, Lecture Notes, 162, Springer, 1970.
[24] S. HELGASON, Dijferential geometry and symmetric spaces, New York, Académie Press, 1962.
[25] H. HIJIKATA, Maximal compact subgroups of p-adic classical groups (en japonais), Sugaku no Ayumi, 10-2

(1963), I2-23.

[26] —, On thé arithmetic of p-adic Steinberg groups, Yale University, 1964 (miméographié).
[27] —, Maximal compact subgroups of some p-adic classical groups, Yale University, 1964 (miméographié).
[28] N. IWAHORI et H. MATSUMOTO, On some Bruhat décomposition and thé structure of thé Hecke ring of/»-adic

Chevalley groups, Publ. I.H.E.S., 25 (1965), 5-48.
[29] I. MACDONALD, Harmonie analysis on semi-simple /»-adic groups. Actes du Congrès International des Mathématiciens

(Nice, 1970), Paris, Gauthier-Villars, 1971.
[30] H. MATSUMOTO, Fonctions sphériques sur un groupe semi-simple ̂ -adique, C. R. Acad. Sci., 269 (1969), 829-832.
[31] PAPPUS D'ALEXANDRIE, Mathematicae collectiones, Bologne, H. H. de Ducciis, 1660.
[32] I. SATAKE, Theory of spherical functions on reductive algebraic groups over /»-adic fieids, Publ. I.H.E.S., 18

(1963)» 5-69-

241
31



242 F . B R U H A T E T J . T I T S

[33] G. SCHIFFMANN, Intégrales d'entrelacement et fonctions de Whittaker, Bull. Soc. Math. Fr., 99 (1971), 3-72.
[34] O. SCHILLING, Theory of valuations, Math. Surveys, IV, New York, 1950.
[35] J--P. SERRE, Cohomologie des groupes discrets, C. R. Acad. Sci., 268 (1969), 268-271.
[36] J- fiTS, Algebraic and abstract simple groups, Ann. of Math., 80 (1964), 313-329.
[37] —-» Structures et groupes de Weyl, Séminaire Bourbaki, 288 (fév. 1965).
[38] —, Formes quadratiques, groupes orthogonaux et algèbres de Clifford, Inv. Math., 5 (1968), 19-41.
[39] —? Buildings of spherical type and finite BN-pairs, Lecture Notes, Springer (à paraître).

Manuscrit reçu le 7 juin 1971.

242



INDEX DES NOTATIONS

(ï.i.5)
(1 .2 .2 )

(1.2.4)

(1 .2 .5)

(1.2.9)

( 1 . 2 . 1 2 )

( 1 . 2 . 1 3 )
( 1 . 2 . 1 5 )
(I.2.I6)

( 1 . 2 . 1 7 )
( 1 . 2 . 1 8 )

(i.3.i)

(1 .3.2)

(I.3.3)

(1.3.4)
(1.3.5)
(1.3.6)
(1.3.7)
(1.3.8)

( 1 . 3 . 1 2 )

( 1 . 3 . 1 6 )

(i.3.i8)
(i.4.i)
(1.4.2)

(1.4.4)
(î•4:.'5)

(1.5.2)

( 2 . 1 . 1 )

^ (cf. (7.4.2)).
(2 .1 .7 )

(2 .2 .1 )

(2.2.4)

(2.2.8)

(2.3.2)
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B(D), ^SS, ̂ (D).

^D-
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DynO.
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A,,B^, ...,B-C^C-B^,etc.
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w(C, CQ.
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^(cf. (7 .4 .11) ) .
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PA;C (cf- (7.4.19), (7.5.7)).

(2.3.10) Ty,.
(2.4.2) cl(M) (cf. (2.4.6), (2.5.7), (7.1.2) et

(7.4.1l)).
(2.5.6) [xy] (cf. (7.4.20), (7.5.1)).
(2.5.13) tx+{i—t)y (cf. ( 1 . 1 . 1 ) , (7.4.20) et
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(4.1.5) V^.

.̂ SD- ®â» ^D-
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4.2. Introd. WQ.

(5.1.26) U^ (cf. (6.2.6)).
(5.1.33) .̂

(5.2.4) S(û), S(^), ^2(0), ^(û).
6. Introd. V, V*, 0, ^W, ^, û", DQ, n, 0+, <D-,

Qréd^ Onm^ 0+réd^ Q-réd.
^(Y)^(Y).

(6.1.1) T, U^, M^, U+, U-.
(6.1.2) U^.
(6.1.2) (2) m(u),M^.
(6.1.2) (7) L^.
(6.1.2) (io) ^.
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(6.1.5) G°,GS,(D,.
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(6.2.2) U^/, (pour 2û^0), M^ ^.

r r'-- 0,9 i a'
(6.2.4) ^U^^.^M^^etc.

Xy+y, ^.9.(6.2.5)
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(6.4.13)
(6.4.14)
(6.4.18)
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(6.4.38)
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(6.4.45)

7. Introd. ^,%, îï^ U^, U^.
(7.1.1)
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fa, U, (cf. (6.4.42)), Vf-, VJ-, H/, N^,
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f',<s>i,vî.
I^t)-
HH.].
H/,.-
/*•
Uo.t.
Uo.
U/ (pour/:$U{o}->R).
UQ jç (pour AçR).

(i) «"».

UQ, PQ.

cl(n) (cf. (2.4.2) et (7.4.11)).
NQ,OQ.
U^, P.,, H,, etc.
NQ, PQ.
Ŵa;*
Y n Y, Y (y base de filtre).
UY, NY, P.y, NY, P^, O^ (y base de filtre).
Y(D).
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^D'/^D-
/F-
Ga;, Pî, H^.

NF, Pp.
^,^(cf. (2.1.1)).
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(10.1.27)
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(10.2.1)

(10.2.2)

(10.2.3)

(10.2.7)

PA-;T-
f.
H-
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^(<p).

V l ' , a t ' , a>i ,< ,Z,Ut ,L^,M&.
Vt,k,f(b,K).
fh-
^.

^b.k'
G\ O^, T\ Ug, ^W^, D^, M^, N^, 0^ +,
T T ^ + ll fclu » y?» 9 .
v^, ̂ ^ etc.
U^U^fe.

H^cpS.
^.
K, CT, £, Ko. g.

X,/, <7.
I, £(i), ^, Xo, X,, c,,(^), Z.
"ife À;), m,(^, A;), u^{k), mij(k), a^ a^, U^.,
U .̂, U^., M^., M^., M .̂.

c(g), Is(/, î), Sim(/, ç), Is+(/, q),
Sim+(/, ^), T(/, q), T(/, ^), Tu, G".
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çco, ç^.
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det, 8.
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(Ti) à (T4) : (1.2.6).
(El) à (E3) : ( 1 . 4 . 1 ) .
(CN) : (3.2.3).
(Ai) à (A 6) : (5 .2 .1 ) .
(A i bis) : (5.2.2).
(Bi ) à (B6) : (5.2.30).
(DRi) à (DR 6) : ( G . i . i ) .
(Vo) à (V5) : (6.2.1).
(V5&ij) : (6.2.2).
(G) : (6.4.3).
(Ci) et (G 2) : (6.4.5).
(QCi) et (QC2) : (6.4.7).
(Pr) : (6.4.15).

(P i ) , (P2), (Pi'), (Pi") : (6.4.38).
(V i bis), (VP) : (6.4.41).
(MC) : (7.5.4).
(BCNi) et (BON 2) : (8.1.2).
(DDRi) : (9.1.9).
(DDR2) : (9 . i . io) .
(DDR i bis) : (9.1.13).
(DP) : (9.1.15).
(DI i ) à (Dl3) : (9.2.1).
(DVi) : (9.2.1) .
(DDR 3) : (9.2.9).
(DV2) : (9.2.9).



INDEX TERMINOLOGIQUE

Adapté (B-, B-N-) : (1.2.13).
Additive (semi-norme) : ( i o. i . 20).
Adhérence d'un germe : (7.2.1) .
Admissible (ordre) : (5.2.13).
Affine : voir Donnée, Ensemble, Espace, Groupe de Weyl, Racine, Structure, Type.
Alcôve : (1.3.8).
Appartement : (2.2.2), (7.4.7).
Application canonique de ^ dans C : (2.1.2).
Application canonique de Cv sur une facette de ^ : (2.1.2).
Application canonique de A dans ^ : (2.2.2).
Application structurale : (2.2.2) .
Associé (e) : voir Échelonnage, Forme pseudo-quadratique, Réflexion, Relation d'ordre, Sommet, Système de

Tits saturé.
Associées (racines) : (1.4.1).
Attaché (système de racines) : (1.4.2).

B-adapté (homomorphisme) : (1.2.13).
Base d'un système de racines : (1.3.12).
Bégaiement (galerie sans) : (1.1.5).
B-N-adapté (homomorphisme) : (1.2.13), (4.1.3).
Bon sous-groupe borné maximal : (4.4.1).
Bornologie : (3.1.1).
Bornologie compatible avec une donnée radicielle valuée : (8. i . i ).
Bornologie compatible avec une loi de groupe : (3.1.1).
Bornologie définie par une valuation : (8.1.7).
Bornologie définie par un système de Tits : (3.1.4), (3.1.9).
Bornologie faiblement compatible avec une donnée radicielle valuée : (8.1.1;.
Bornologique (groupe) : (3.1.1).
Bruhat (décomposition de) : (1.2.7), 7 .3 introd., (7.3.4).

Canonique : voir Application, Décomposition.
Cartan (décomposition de) : (4.4.3).
Centre d'une facette : (7.2.5).
Centre d'une rétraction : (2.3.5), (7.4.19).
Chambre : (1.1.5).
Chambre d'un espace affine relativement à un groupe de Weyl affine : ( 1.3.3).
Chambre d'une classe d'équipollence de valuations : (7.2.4).
Chambre d'un immeuble : (2.1.2), (7.4.12).
Chambre vectorielle : (1.3.10).
Chambré (morphisme) : (1.1.7).
Chambres mitoyennes : (1.1.5).
Classe d'équipollence de valuations : (6.2.5).
Cloison : (1.1.5).
Cloison d'un espace affine relativement à un groupe de Weyl affine : (1.3.3).
Close (partie d'appartement) : (2.4.1), (2.4.6), (7 .1 .2) , (7.4.11).

246



GROUPES RÉDUCTIFS SUR UN CORPS LOCAL

Close (partie d'immeuble) : (2.4.1), (2.5.7).
Codimension d'une facette : (2.1.1).
Combinatoire (immeuble) : (5.1.33).
Compatible (s) : voir Bornologie, Données radicielles.
Complété d'un immeuble : (7.5.1).
Complexe polysimplicial : ( i . i . 6).
Complexe simplicial : (1.1.6).
Composant irréductible d'un système de Tits : (2.6.5).
Composante (H-) : (6.3.8).
Concave (fonction) : (6.4.3).
Connexe (type) : (4.1.3).
Contenu dans un ensemble (germe) : (7 .2 .1) .
Convexe (enveloppe) : (2.5.6).
Convexe (partie) : (2.5.6).
Coracine : § 6, introd.
Coxeter : voir Graphe, Système.

Décomposition canonique d'une classe d'équipollence de valuations : (6.2.12).
Décomposition canonique d'un immeuble : (2.6.5).
Décomposition de Bruhat : (1 .2 .7) , 7 .3 introd., (7.3.4).
Décomposition de Cartan : (4.4.3).
Décomposition d'Iwasawa : (4.4.3), 7 .3 introd., (7.3.1).
Décomposition réduite d'un élément d'un groupe de Coxeter : (1.2.2) .
Dégénéré (couple (/, q) non) : (10.1.1).
Demi-appartement : (2.2.2).
Dense (valuation) : § 7 introd.
Descente d'une valuation : (9.1.11).
Dimension d'un complexe polysimplicial (dim A) : (1.1.5).
Dimension d'une base de filtre : (9.2.4).
Dimension d'une facette : (7.2.4).
Dimension d'un simplexe : (1.1.2).
Direction d'une facette en un point : (7.2.4).
Direction d'un quartier : (1.3.11), (7.1.4).
Discrète (valuation) : (6.2.21).
Distance dans un appartement : (2.2.8), (7.4.11).
Distance dans un immeuble : (2.5.4), (7.4.20).
Donnée radicielle : (6.1.1).
Donnée radicielle affine : (5.2.36) (note en bas de page).
Donnée radicielle compatible avec une autre : (9.1.9).
Donnée radicielle génératrice : (6.1.1).
Donnée radicielle valuée : (6.2.1).
Double système de Tits : (5.1.1).
Dynkin : voir Graphe.

Échelonnage : (1.4.1).
Échelonnage associé à une valuation discrète : (6.2.22).
Échelonnages homothétiques : (1.4.3).
Échelonnages semblables : (1.4.3).
Élément extrémal d'une partie d'un système de racines : (1.3.15).
Enclos d'une partie d'appartement : (2.4.2), (2.4.6), (7.1.2), (7.4.11).
Enclos d'une partie d'immeuble : (2.4.2), (2.5.7).
Engendré par une base de filtre (sous-espace affine) : (9.2.4).
Ensemble affine : (1.1.1).
Enveloppe convexe : (2.5.6).
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Équipollence (classe d') : (6.2.5).
Équipollentes (parties d'un espace affine) : (1 .3.1) .
Équipollentes (valuations) : (6.2.5).
Équivalents (systèmes de Tits) : (1.2.12).
Équivalentes (valuations) : (6.2.5).
Espace affine euclidien : (1.3.1).
Euclidien (espace affine) : voir Espace affine euclidien.
Extrémal (élément d'une partie d'un système de racines) : ( i .3 . i5) .
Extrémité d'une galerie : (1.1.5).
Extrémités d'un segment d'un immeuble : (2.5.6).

Facette d'un complexe polysimplicial : (1.1.4).
Facette d'une classe d'équipollence de valuations : (7.2.4).
Facette d'une facette : (1.1.4), ( 2 . i . i ) .
Facette d'un ensemble affine : ( i . i . i ).
Facette d'un espace affine, d'un groupe de Weyl affine, d'un système de racines affines : (1.3.3).
Facette d'un immeuble : (2.1.1), (7.4.12).
Facette vectorielle : (1.3.10).
Faiblement compatible (bornologie) : (8. i . i ).
Fonction concave : (6.4.3).
Fonction quasi-concave : (6.4.8), (6.4.42).
Forme pseudo-quadratique associée à une forme sesquilinéaire : (10.1.1).
Forme tracique : (10.1.1).
Formule de Schiffmann : (7.3.3).
Fortement équivalents (systèmes de Tits) : (1 .2 .12) .

Galerie : (1.1.5).
Galerie minimale : (1.1.5).
Galerie reliant deux facettes : (1.1.5).
Galerie sans bégaiement : (1.1.5).
Galerie tendue entre deux facettes, deux points : (1.1.5).
Géodésique : (2.5.13).
Génératrice (donnée radicielle) : (6. i . i ).
Germe de quartier : (2.9.2), (7.2.3), (7.4.12).
Germe d'intérieur non vide : (7.2.1).
Germe d'une base de filtre : (7.2.1).
Germe ouvert : (7.2.1).
Graphe de Coxeter : (1.2.5).
Graphe de Coxeter sous-jacent à un système (G, y. M, F) : (1.4.4) .
Graphe de Dynkin : (1.4.4).
Graphe de Dynkin d'un système de racines : (1.4.4).
Graphe de Dynkin d'un échelonnage : (1.4.5).
Grignotant (ordre) : (1.3.15).
Groupe bornologique : (3.1.1).
Groupe de Weyl affine : (1.3.2).
Groupe de Weyl affine irréductible : (1.3.2).
Groupe de Weyl d'un système de Tits : (1.2.6).

H-composante : (6.3.8).
Homomorphisme B-adapté : (1.2.13).
Homomorphisme B-N-adapté : (1.2.13).
Homomorphisme B-N-adapté de type connexe : (4.1.3).
Homothétiques (échelonnages) : (1.4.3).

Image réciproque d'une bornologie par une application : (3.1.2) c ) .
Immeuble combinatoire d'un système de Tits : (5 •1.33).
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Immeuble d'un groupe muni d'une donnée radicielle valuée : (7.4.2).
Immeuble d'un système de Tits de type affine : § 2, introd., (2.5.5).
Indice de Witt : (10.1.1).
Induite (valuation) : (9. i . 11 ).
Intérieur d'un germe : (7.2.1).
Inverse (racine) : (1.3.8).
Irréductible (composant d'un système de Tits) : (2.6.5).
Irréductible (groupe de Weyl) : (1.3.2).
Isométrie : (10.1.4).
Iwasawa (décomposition d') : (4.4.3), 7 .3 introd., (7.3.1).

Longueur d'une galerie : (1.1.5).
Longueur d'un élément d'un groupe de Coxeter : (1.2.2).

Milieu de deux points d'un immeuble : (3.2.1), (7.4.20).
Minimale (galerie) : (1.1.5).
Mitoyennes (chambres) : (1.1.5).
Morphisme chambré de complexes polysimpliciaux : (1.1.7) .
Morphisme de complexes polysimpliciaux : (1.1.7).
Morphisme d'ensembles affines : ( i . i . i ).
Multipliable (sommet) : (1.4.4).
Mur d'une classe d'équipollence de valuations : (6.2.6).
Mur d'un demi-appartement : (2.2.4).
Mur d'un espace affine relativement à un groupe de Weyl : (1.3.3).
Mur d'un immeuble : (2.2.2).

Non dégénéré (couple (/, q)) : (10.1.1).

Opposés (quartiers) : (1.3.11).
Ordre admissible : (5.2.13).
Ordre (relation d') associé à une chambre vectorielle : (1.3.16).
Ordre grignotant dans une partie d'un système de racines : (1.3.15).
Origine d'une galerie : (1.1.5).
Ouvert (germe) : (7.2.1).

Parabolique (sous-groupe) : (1.2.10).
Parahorique (sous-groupe) : (1.5.1).
Partie : voir Close, Convexe, Équipollente, Quasi-close, Transverse.
Poids : (1.3.8).
Poids radiciel : (1.3.8).
Point spécial : (1.3.7).
Polysimplexe fermé, ouvert : (1.1.3).
Polysimplicial (complexe) : ( 1.1.6).
Positive (racine) : ( i -3. i3) .
Produit de complexes polysimpliciaux : ( i . i . 8).
Produit d'ensembles affines : (1.1.1).
Prolongeable (valuation) : (6.4.38).
Prolongée (valuation) : (6.4.38).
Prolongement d'une valuation : (6.4.38).
Pseudo-quadratique (forme) : (10.1.1).

Quartier : ( 1 . 3 . 1 1 ) , (7.1.4).
Quartier d'un immeuble : (2.2.2) , (7.4.12).
Quartiers opposés : (1.3.11).
Quasi-close (partie) : (7.6.1).
Quasi-concave (fonction) : (6.4.8), (6.4.42).
Quasi-valuation d'une donnée radicielle : (6.2.3) e ) .
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Racine affine : (1.3.3), (6.2.6).
Racine inverse : (1.3.8).
Racine positive pour une chambre vectorielle donnée : (1.3.13).
Racine simple : (1.3.12).
Racine vectorielle : (1.3.8).
Racines associées par un échelonnage : (1.4.1).
Radiciel (poids) : (1.3.8).
Radicielle (donnée) : (6. i. i ).
Radicielle affine (donnée) : (5.2.36) (note en bas de page).
Rang d'un groupe de Weyl affine : (1.3.4).
Rang d'un système de Coxeter : (1.3.4).
Rang d'un système de Tits de type affine : (1.5.1).
Rapport de similitude : (10.1.4).
Réduite (décomposition) : (1.2.2).
Réflexion associée à un élément d'un groupe de Weyl : (2.3.10).
Relation d'ordre associée à une chambre vectorielle : (1.3.16).
Reliant deux facettes, deux points (galerie) : (1.1.5).
Rétraction d'un immeuble sur un appartement : (2.3.5), (7.4.19).
Rétraction d'un immeuble complété : (7.5.7).
Rétraction relativement à un germe de quartier : (7.4.25).
Rétraction relativement à un quartier : (2.9.2).

Saturé (système de Tits) : ( 1 . 2 . 1 2 ) .
Schiffmann (formule de) : (7.3.3).
Segment d'extrémités données dans un immeuble : (2.5.6), (7.4.20).
Semblables (échelonnages) : (1.4.3).
Semi-norme additive : ( i o. i. 20).
Similitude : (10.1.4).
Simple (racine) : (1.3.12).
Simplexe fermé, ouvert : (1.1.2).
Simplicial (complexe) : (1.1.6).
Singulier (sous-espace totalement) : (10.1.1).
Sommet d'un immeuble associé à un sous-groupe parahorique : (2.1.2).
Sommet d'un quartier : (1.3.11), (7.1.4).
Sommet multipliable : (1.4.4).
Sommet spécial d'un graphe de Coxeter : (1.3.7).
Sous-espace affine engendré par une base de filtre : (9.2.4).
Sous-espace totalement singulier : ( i o. i. i ).
Sous-groupe borné maximal (bon) : (4.4.1).
Sous-groupe borné maximal spécial : (4.4.1).
Sous-groupe parabolique : (1.2.10).
Sous-groupe parahorique : (1.5.1).
Sous-jacent (graphe de Coxeter) : (1.4.4).
Spécial (point d'un espace affine muni d'un groupe de Weyl affine) : (1.3.7).
Spécial (sommet d'un graphe de Coxeter) : (1.3.7).
Spécial (sous-groupe borné maximal) : (4.4.1).
Spéciale (valuation) : (6.2.13).
Structurale (application) : (2.2.2).
Structure affine : (1.1.1).
Support d'un élément d'un groupe de Coxeter : (1.2.2).
Support d'une facette : (1.3.3).
Système de Coxeter : (1.2.1).
Système de racines affines : (1.3.3).
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Système de racines attaché à une facette, à un point : (1.4.2).
Système de racines simples : (1.3.12).
Système de Tits : (1.2.6).
Système de Tits (double) : (5.1.1).
Système de Tits de type affine : (1.5.1).
Système de Tits saturé : (1.2.12).
Système de Tits saturé associé à un système de Tits : (1.2.12).
Systèmes de Tits équivalents : (1.2.11).
Systèmes de Tits fortement équivalents : (1.2.12).

Tendue (galerie) : (1.1.5).
Tits : voir Système.
Totalement singulier (sous-espace) : ( i o. i. i ).
Tracique (forme) : (10.1.1).
Transverses (parties closes) : (5.1.2).
Type affine (système de Tits de) : (1.5.1).
Type connexe (homomorphisme B-N-adapté de) : (4.1.3).
Type d'une cloison : (1.3.6).
Type d'une donnée radicielle : (6. i . i ).
Type d'une facette : (1.3.5), (2 . i . i ) .
Type d'une galerie : (1.3.6), (2.1.3).
Type d'un sous-groupe parabolique (1.2.10).

Valuation (d'une donnée radicielle) : (6.2.1).
Valuation dense : § 7 introd.
Valuation discrète : (6.2.21).
Valuation induite : (9.1.11).
Valuation prolongeable : (6.4.38).
Valuation prolongée : (6.4.38).
Valuation spéciale : (6.2.13).
Valuations équipollentes : (6.2.5).
Valuations équivalentes : (6.2.5).
Vectorielle : voir Chambre, Facette, Racine.

Weyl (groupe de) : (1.2.6), (1.3.2).
Witt (indice de) : (10.1.1).


