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THEORIE DE HODGE, II
par Pierre DELIGNE (1)
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INTRODUCTION

D’aprés Hodge, I’espace de cohomologie H"(X, C) d’une variété kihlérienne
compacte X est munie d’une « structure de Hodge » de poids 7, i.e. d’une bigraduation
naturelle

H"(X,C)= D H™
p+qg=n
vérifiant HP=H?. On montre ici que la cohomologie complexe d’une variété
algébrique non singuliére, non nécessairement compacte, est munie d’une structure
d’espéce un peu plus générale, qui fait apparaitre H"(X, C) comme « extension
successive » de structures de Hodge de poids décroissants, contenus entre 2z et n, dont
les nombres de Hodge #?=dim H" sont nuls pour p>n ou g¢>n.
Le lecteur trouvera exposé dans [14] le yoga qui sous-tend cette construction.

(*) Travail présenté comme thése de doctorat & I'Université d’Orsay.
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La démonstration, essentiellement algébrique, repose d’une part sur la théorie
de Hodge, d’autre part sur la résolution des singularités & la Hironaka qui permet,
via une suite spectrale, « d’exprimer » la cohomologie d’une variété algébrique non
singuliére quasi-projective en terme de la cohomologie de variétés projectives non
singuliéres.

Le § 1, outre quelques sorites sur les filtrations réunis pour la commodité du lecteur,
contient deux résultats-clefs :

a) Le théoréme (1.2.10), qui ne sera utilisé que via son corollaire (2.3.5),

donnant les propriétés fondamentales des « structures de Hodge mixtes ».
b) Le « lemme des deux filtrations » (1.3.16).

Le § 2 rappelle la théorie de Hodge et introduit les structures de Hodge mixtes.

Le cceur de ce travail est le n® 3.2, qui définit la structure de Hodge mixte de
H"(X, C) et établit quelques dégénérescences de suites spectrales.

Le § 4 donne diverses applications, toutes déduites de (4.1.1) et de la théorie
de la (K/k)-trace pour les structures de Hodge qui en résulte (4.1.2). Les principales
sont (4.2.6) et (4.4.15).

1. Filtrations
1.1. Objets filtrés.

(x.x.x) Soit &/ une catégorie abélienne.

On aura a considérer des filtrations de type Z, en général finies, sur les objets
de & :

Définition (1.1.2). — Une filtration décroissante (resp. croissante) F d’un objet A
de o est une famille (F"(A)), cz (resp. (F,(A)),cz) de sous-objets de A, vérifiant
Va,m n<m=F"(A)cF*A)
(resp. Va,m n<m=F (A)cF,(A)).

Un objet filtré est un objet muni d’une filtration. Quand il n’y aura pas danger
de confusion, on désignera souvent par une méme lettre des filtrations sur des objets
différents de <.

Si F est une filtration décroissante (resp. croissante) sur A, on pose F®(A)=o
et F7°(A)=A (resp. F_,(A)=o0 et F (A)=A).

Les filtrations décalées d’une filtration décroissante W sont définies par

W([n]P(A)=W"*?(A).
(r.x.3) Si F est une filtration décroissante (resp. croissante) de A, alors les

F,(A)=F""(A) (resp. les F"(A)=F_,(A)) forment une filtration croissante (resp.
décroissante) de A. Ceci permet en principe de ne considérer que des filtrations
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décroissantes; sauf mention explicite du contraire, par « filtration » on entendra dorénavant
« filtration décroissante ». :

(x.x.4) Une filtration F de A est dite finie s’il existe n et m tels que F"(A)=A
et F"(A)=o.

(x.x.5) Un morphisme d’un objet filtré (A, F) dans un objet filtré (B, F) est un
morphisme f de A dans B qui vérifie f(F"(A))cF"(B) pour neZ.

Les objets filtrés (resp. filtrés de filtration finie) de 7 forment une catégorie additive
dans laquelle existent les limites inductives et projectives finies (et donc les noyaux,
conoyaux, images et coimages d’un morphisme).

Un morphisme f: (A, F)— (B, F) est dit strict, ou strictement compatible aux filtrations,
si la fleche canonique de Coim(f) dans Im(f) est un isomorphisme d’objets filtrés
(cf. (1.1.11)).

(x.x.6) Soit ° le foncteur contravariant identique de &/ dans la catégorie duale 27°.
Si (A, F) est un objet filtré de 27, les (A/F"(A))° s’identifient & des sous-objets de A°.
La filtration sur A° duale de F est définie par

F(A%)=(A[F'~"(A))".
Le bidual de (A, F) s’identifie & (A, F). Cette construction identifie la duale de
la catégorie des objets filtrés de o7 a la catégorie des objets filtrés de o7°.
(x.x1.%) Si (A, F) est un objet filtré de 2/, son gradué associé est Pobjet de /%
défini par
Gr"(A)=F"(A) [F*t1(A).
La convention (1.1.6) est justifiée par la formule simple
Gr*(A°)=Gr "(A)°

qui se vérifie sur le diagramme autodual

A[F'(A) <———— AJFP+1(A)

(x.x.7.1) A Gr"(A)

PN

Frti(A) — > Fr(A) 0

(x.x.8) Soient (A, F) un objet filtré et j: X<>A un sous-objet de A. La filtration
induite sur X par F est unique filtration sur X telle que j soit strictement compatible
aux filtrations; on a

Fr(X) =5~ (F*(A)) =X nF"(A).

Dualement, la filtration quotient sur A/X (unique filtration telle que p: A—>A/X
soit strictement compatible aux filtrations) est donnée par

FY(A[X)=p(F"(A)) » (X +F"(A)) /X = F*(A) (X F'(A)).
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Lemme (x.x.9). — St X et Y sont deux sous-objets de A, avec XcY, alors sur
Y /X5 Ker(A/X—A/Y), la filtration quotient de celle de Y coincide avec celle induite par celle
de A[X. Dans le diagramme

les fléches sont strictes.

(r.x.10) On appellera la filtration (1.1.9) sur Y/X la filtration induite par celle
de A. D’aprés (1.1.9), sa définition est autoduale.

En particulier, si X: ALBLC est une o-suite, et si B est filtré, alors
H(Z)=Ker(g) /Im(f)=Ker(Coker(f) - Coim(g)) est muni d’une filtration induite
canonique.

Le lecteur vérifiera que :

Proposition (x.x.xx). — (i) Soit f: (A, F) — (B, F) un morphisme d’objets filtrés de
Sfiltration finie. Pour que f soit strict, il faut et il suffit que la suite

0—~>Gr(Ker(f)) >Gr(A) >Gr(B) >Gr(Coker(f))—o

soit exacte.
(ii) Soizt X : (A, F)—>(B,F)—>(C,F) une o-suite de morphismes stricts. On a alors
canoniquement
H(Gr(Z)) = Gr(H(X)).

En particulier, si T est exacte dans o, alors Gr(X) est exacte dans /%

Dans une catégorie de modules, dire qu’un morphisme f : (A, F) — (B, F) soit strict
signifie que tout b€B, de filtration >n (beF"(B)) qui est dans 'image de A, est déja
dans P'image de F"(A) :

S(E"(A))=f(A) n F*(B).

(x.1.12) Si ®: e X...xXH,—~>%# est un foncteur multiadditif exact a droite,

et si A; est un objet de filtration finie de & (1<i¢<n), on définit une filtration sur ¢@1 A,
par
F(®A)= T Im(® FiA) > ®A)
1=1 Ski=k t=1 =1
(somme de sous-objets).
Dualement, si H est exact a gauche, on pose

FH(H(A)) =1 Ker(H(A) ~H(A/F4(A))).
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Pour H exact, les deux définitions sont équivalentes.
On étend ces définitions & des foncteurs contravariants en certaines variables
par (1.1.6). En particulier, pour le foncteur exact a gauche Hom, on pose
F¥(Hom(A, B))={f: A — B|Vn, f(F"(A)) cF"*¥(B)}.
On a donc Hom((A, F), (B, F))=F°(Hom(A, B)).

Sous les hypothéses précédentes, on dispose de morphismes évidents

B Gr(a) > Gr(&,A)
et Gr H(A;) - H(Gr(4))).

Pour H exact, ce sont des isomorphismes inverses 'un de I’autre.
Ces constructions sont compatibles & la composition des foncteurs, en un sens
qu’on laisse au lecteur le soin de ne pas expliciter.

1.2. Filtrations opposées.

(x.2.1) Soit A un objet de &/ muni de deux filtrations F et G. Par définition,
Gri(A) est un quotient d’un sous-objet de A, et, en tant que tel, se trouve muni d’une
filtration induite par G (1.1.10). Passant au gradué associé, on définit un objet bigradué
(Grg Gri(A)), mez- D’aprés un lemme de Zassenhaus, Grg Gri(A) et Gry Gri(A) sont
canoniquement isomorphes : si on définit les filtrations induites (1.1.10) comme
filtrations quotients de filtrations induites sur un sous-objet, on a

Grg Grip(A) ~ (F"(A) n G*(A)) /((F"*1(A) 0 G"(A)) +(F™(A) nG"TH(A)))

i

Gryf Grg(A) ~ (G"(A) aF™(A))/((G""1(A) n F"(A)) +(G"(A) n F"F1(A))).

(x.2.2) Soit H une troisi¢me filtration de A. Elle induit une filtration sur Grg(A),
et donc sur Grg Grp(A). Elle induit aussi une filtration sur Gry Grg(A). On prendra
garde que ces filtrations ne se correspondent en général pas par Iisomorphisme (1.2.1).
Dans Pexpression Gry Grg Grg(A), G et H jouent donc un réle symétrique, mais
non F et G.

Définition (x.2.3). — Deux filtrations finies F et F sur A sont dites n-opposées si
Grp Gri(A)=o0 pour p+q=*n.

(x.2.4) Si A™? est un objet bigradué de 7, tel que :

a) A"?=o0 sauf pour un nombre fini de couples (p, g),
b) AP?=o0 pour p-+g*n,
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alors, on définit deux filtrations finies n-opposées de A = 2 AP? en posant

p,q

(r.2.4.1) FP(A)= X APW¢

'>p
(1.2.4.2) FYA)= X AP"7,

7>q
On a
(r.2.4.3) Grp Gri(A)= AP,

Réciproquement :

Proposition (x.2.5). — (i) Soient F et F deux filtrations finies sur A. Pour que F et F soient
n-opposées, il faut et il suffit que
vp, q, pHg=n+1=F(A)BTFI(A)ZA,
(i) Si F et F sont n-opposées, et si on pose

Ari=op pour p+q+n
APC=F?(A)nFYA)  pour p+q=n,

alors A est somme directe des APY, et F et F se déduisent de la bigraduation AP? de A par le
procédé (1.2.4).

Preuve. — (i) La condition Gr’]:7 Gr%(A) =o0 pour p-+g>n signifie que
FPAF =(F**1aF9)+(F*nF?*Y) pour p+¢>n. Par hypothése, FPnF? est nul pour
p+q assez grand; par récurrence descendante, on en déduit que la condition
Grg Gr%(A):o pour p+q>n équivaut i la condition FP(A)nF!A)=o0 pour
p—+¢g>n. Dualement ((1.1.6), (1.1.7), (1.1.10)) la condition Gr:: Gr%(A) =0
pour p+¢q<n équivaut 3 A=F?(A)+FIA) pour (1—p)+(1—¢q)>—n, ie. pour
p+g<n+1, et (i) en résulte.

(i) Si F et F sont n-opposées, prouvons par récurrence descendante sur p que
(r.2.5.1) D AP 7 X Fr(A).

p'>p

a) Pour FP(A)=o, Dassertion est évidente.

b) La décomposition A=F?+(A)®F*~?(A) induit sur FP(A)>FP*'(A) une
décomposition B

FP(A)=F"*1(A)® (F*(A) n F*~7(A)),

et on conclut par récurrence.

Pour p assez petit, on a FP(A)=A. D’aprés (1.2.5.1), les A»? forment donc
une bigraduation de A et F vérifie (1.2.4.1). Que F vérifie (1.2.4.2) en résulte par
symétrie.

(x.2.6) Les constructions (1.2.4) et (1.2.5) établissent des équivalences de
catégories quasi-inverses I'une de 'autre entre objets de &/ munis de deux filtrations
finies n-opposées et objets bigradués de &/ du type considéré en (1.2.4).

10
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Définition (x.2.7). — Trois filtrations finies W, F et F sur un objet A de sZ sont dites
opposées st
Gry Gry Gri(A) =0
pour p+q-+nso.

Cette condition est symétrique en F et F. Elle signifie que F et F induisent sur
W"(A)/W"+1(A) deux filtrations (—n)-opposées. On pose

A" =Gr, Gr: Gy' Y(A),

d’ou des décompositions (1.2.4), (1.2.5)
(x.2.7.1) WHA) Wt (A)= D APe

p+g=—n

qui font de Gry(A) un objet bigradué.

Lemme (x.2.8). — Soient W, F et F trois filtrations finies opposées sur A, et o une suite
(Bis @:)i>o de couples d’entiers vérifiant :

a) pispj et ¢;< q; pour i>].

b) Pour i>o0, p;+¢;=po+ go—1t+1.

On pose p=py, ¢=¢qy, n=—p—q el
A, =(Z (Wi (A)nFA(A))) n( Z (WrTH(A) nFE(A))).

° to<i 0<i
Alors, la projection de W™(A) sur Griy(A) induit un isomorphisme
A, 5 AP 1cGry(A).
Prouvons par récurrence sur k£ l’assertion suivante :
(*,) La projection de W"(A)/W"*+¥(A) dans Gr{(A) induit un isomorphisme de

(((Z, (WA AFR(AN) FWTHAY o ((Z, (W™ TH(A) A F(A)) +WTHA)) [W"H(A)

sur AP?2c Grg(A).

Pour k=1, c’est la définition méme de A%
D’aprés (1.2.5) (i), on a

(x.2.8.1) F2(Griyt5(A)) @ F%(Gri ¥(A)) 3 Grit¥(A).
Posons B = Ek (Wrti(A) n FFi(A))

G=Z (W*+(A)nFi(4))
Bl:(Wn—Hc(A) a Fp"(A)) +Wn+k+1(A)
C'=(W"H(A) n F%(A)) + WrHE+1(A)
D =W"+k(A)

E =Wn+k+ 1(A)

11
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La formule (1.2.8.1) se transcrit en
B'+C'=D
et B'nC'=E.
On a par ailleurs, puisque p,<p; (:<k),
BnaDCcF?(A)nW"t¥A)cB’
et puisque ¢,<¢; (1<K),
CnaDcF%A)aW"t¥A)cC'.
L’assertion (%, ,) résulte alors de (%) et du
Lemme (x.2.9). — Sotent des sous-objets B, C, B’;, C', D, E de A. On suppose que
B'4+C'=D, B'nC'=E,
B nD cB, CnDcC.
Alors, (B+B)n(C+C))/ES (B+D)n(C+D))/D.
Pour prouver la surjectivité, on écrit
(B+B)n(C+C))+D=(((B+B)n(C+C))+B)+C
=(B+B)n(C+C'+B))4+C=B+B'+C)n(C+C'+B)=(B+D)n(C+D).
Pour prouver Pinjectivité, on écrit
(B+B)n(C+C)nD=(B+B)nD)n((C+C')nD).

Puisque B’cD, on a
(B4+B)nD=(BnD)+B'=B’;

de méme, (C+C)nD=C,
et (B+B)n(C+C)nD=B'nCG'=E.

On achéve enfin la démonstration de (1.2.8) en notant que (1.2.8) équivaut
a (*,) pour k grand.

Théoréme (x.2.310). — Soit o/ une catégorie abélienne, et désignons provisoirement par I’
la catégorie des objets de of munis de trois filtrations opposées W, F et F. Les morphismes dans o'
sont les morphismes dans of compatibles aux trois filtrations.

(1) o’ est une catégorie abélienne.

(i1) Le noyau (resp. conoyau) d’une fléche f: A—B dans ' est le noyau (resp. conoyau)
de f dans sf, muni des filtrations induites par celles de A (resp. quotient de celles de B).

(ii1) Tout morphisme f: A—B dans o' est strictement compatible aux filtrations W, F
et F; le morphisme Gry(f) est compatible aux bigraduations de Gry(A) et Gry(B); les
morphismes Gry(f) et Grg(f) sont strictement compatibles & la filtration induite par W.

12
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(iv) Les foncteurs « oubli des filtrations », Gry, Gry, Gry, et
Gry Gry~ Gry Gry ~ Gry Gry Gry ~ Gry Gry ~ Gry, Gry
de ' dans o/ sont exacts.

Désignons par o,(p, q) et o,(p, q¢) les suites

Go(pa 9)=([’s q)s (P) Q): (pa 4_1)3 (P, 9_2)’ ([7: q—_3)> L
Gl(p: Q)=(P, 9), (P, 9): (P"‘I, q): (P—Q, 9)’ (ﬁ—S; Q): s
et, avec les notations de (1.2.8), posons

APi=Ag,, (i=o0,1).

Si f:A—>B est compatible 2 W, F et F, on a
(r.2.10.1) Sf(AP?)cB2?  (i=o, 1).

L’assertion (iii) résulte donc du lemme suivant :
Lemme (x1.2.1x1). — Les AP ? forment une bigraduation de A. On a

LIX. "MA) = ,q P
(r.2.1x.1) Wn(A) n+p+qsoA“ (t=o, 1)
(r.2.11.2) FP(A) = X A??

' >p
(r.2.11.3) Fi(A) = Z AR:7,

72>q

Par symétrie, il suffit de prouver les assertions relatives & i=o. Posons A,=@ A%,
et définissons sur A, des filtrations W et F par les formules de (1.2.11). L’application
canonique ¢ de A, dans A est compatible aux filtrations W et F. De plus, d’aprés (1.2.8),
Gry(?) est un isomorphisme, et induit des isomorphismes d’objets gradués
(r.2.11.4) 2 APIZ Grgt(A)= X AP

p+g=n pt+g=n
Le morphisme ¢ est donc un isomorphisme, et les AY forment un bigraduation de A.

La formule (1.2.11.1) exprime alors que Gry(¢) est un isomorphisme. D’apreés
(r.2.11.4), Gry Gry(i) est un isomorphisme, donc aussi Gry Gry(i) et Gry(7). La
formule (1.2.11.2) en résulte.

(xr.2.12) Prouvons (1.2.10). Soit f: A—B dans &/’ et munissons K=Ker( f)
des filtrations induites par celles de A. D’aprés (1.2.11), Gry(K) < Gry(A); de plus,
la filtration F (resp. F) de K induit sur Gry(K) la filtration image réciproque de la
filtration F de Gry(A). Le sous-objet Gry(K) de Gry(A) est enfin compatible a la
bigraduation de Gry(A) :

Gry(K)= D (Gry(K) n A7),

pq
On en tire que

Gry Grs Gry(K) < Gry Gry Gry(A);

13
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les filtrations de W, F et F de K sont donc opposées et K est un noyau de f dans <"
Ceci, joint au résultat dual, prouve (ii).

Si f est une fleche de &', le morphisme canonique de Coim( f) dans Im( f) est un
isomorphisme dans &/; d’aprés (iii), c’est aussi un isomorphisme dans &/’, qui est donc
abélienne.

Le foncteur « oubli des filtrations » est exact d’apres (ii). L’exactitude des autres
foncteurs (iv) résulte aussitot de (ii), (iii) et (1.1.11), (i) ou (ii).

(x.2.13) Soit A un objet de & muni d’une filtration finie croissante W, et de deux
filtrations finies décroissantes F et F. La construction (1.1.3) associe 2 W, une filtration
décroissante W*. On dira que les filtrations W_, F et F sont opposées si les filtrations W*, F
et F le sont, i.e. si pour tout  les filtrations induites par F et F sur

Gr,/(A)=W,(A)/W,_,(A)
sont n-opposées.
Le théoréme (1.2.10) se transpose trivialement a cette variante.

1.3. Le lemme des deux filtrations.

(x.3.1) Soit K un complexe différentiel d’objets de &/, muni d’une filtration F.
Celle-ci est dite birdguliére si elle induit sur chaque composante de K une filtration finie.

Rappelons la définition des termes E?(K, F) ou simplement E? de la suite spectrale
définie par F. On pose

ZM—Ker(d : FP(KP+1) —» Kp+a+1[Frer(Kp+a+iy)

et on définit dualement B? par la formule

K7+ 4/BM = coker(d : FP=7+1(Kp+e—1)  Kr+e[Fr+i(Kr+q)),

Ces formules gardent un sens pour 7= co.

On prendra garde que I'usage fait ici de la notation B? est différent de celui de
Godement [TF].

On a par définition :

(r.3.1.1) EM—Im(Z» - K?+4/B")
(r.3.1.2) =7ZM/(BrMnZM)
(x.3.1.3) = Ker(K?*?/B? — K?*¢/(Z"  BP)).

On peut encore écrire

(r.3.1.4) Bﬁ"an‘E(JF”"“-{—F”“)n(a"lF”““nF”)
=(de—-r+1nFp)+(Fp+1nd—1Fp+r),

puisque dFP~"t1cd~'F?*" et que FPH'cFP.
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THEORIE DE HODGE, II 15

Pour r<co, les E, forment un complexe gradué par le degré p—r(p+gq), etE, ,
s’exprime comme cohomologie de ce complexe :

(1.3.1.5) EM  =H(Er-notr=1 5 g % Epena-r+1),

Pour r=o0, on a
(x.3.1.6) Ey = Gri(K").

Proposition (x.3.2). — Soit K un complexe muni d’une filtration biréguliére F. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(1) La suite spectrale définie par ¥ dégénére (E,=E._).

(ii) Les morphismes d : K'~K'*1 sont strictement compatibles aux filtrations.

Vérifions-le lorsque 7 est une catégorie de modules. Pour p et ¢ fixés, Phypothése
que les fleches d, de sources les E? soient nulles pour r>1 signifie que, si xeF?(K?*9)
vérifie dxeF?+H1(KP*He+h) | alors il existe y dans K?*7 tel que dy=o0 et que x et y aient
méme image dans Ef%. Modifiant y par un bord, et posant z=x—y, on a alors

Vxe FP(K?P+9) (dxeFPTH(KP T2 1) = Jz(2eFPHH(KP1Y) et dz=dx))

soit en d’autres termes
(1) Fr+i(KP+2t1) o JFP(KP T9) = JFP+{(KPH 1),

Si cette condition est vérifiée quels que soient p et g, on a par récurrence sur 7

FP*" A dFP=dFr+r,

ce qui pour p-+r grand s’écrit
(2) F? 0 dK = dF>.

L’assertion (2) implique trivialement (1), et équivaut a (ii), ce qui prouve (1.3.2).

(x.3.3) Si (K, F) est un complexe filtré, on désignera par Dec(K) le complexe K
muni de la filtration décalée

Dec(F)PK"=ZP*"™ P,
Cette filtration est compatible aux différentielles :
de+", —PCFP+n+1(Kn+1) A Ker(a') c Zzgo+n+1, —Pc Zf"'""' L, -p

Puisque
(r.3.3.1) Zp+itn —p—1c Fprita(Rn) cBptm =P Zp+m=>,
la fleche évidente de ZP+™—P[ZP+1+m —2=1 dang ZP+m —P/BP+m =P est un morphisme
(x.3.3.2) u: Ep"—?(Dec K) — EP+™ —7(K).

Proposition (x.3.4). — (i) Les morphismes (1.9.3.2) forment un morphisme de complexes
gradués de Ey(Dec K) dans E,(K).

(i1) Ce morphisme induit un isomorphisme sur la cohomologie.

(iii) Il induit de proche en proche (via (1.9.1.5)) des isomorphismes de complexes gradués
E,(Dec(K)) S E,  (K) (r>1).
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16 PIERRE DELIGNE

Preuve. — Soit F’ la filtration de K définie par
F?(K")=Dec(F)?~"(K")=ZP"""?,
On a trivialement des isomorphismes, compatibles aux d, et & (1.3.1.5)
(r.3.4.1) EP"=?(Dec K)=E?fp»~?(K, F').
L’application u# se déduit de (1.3.4.1) et du morphisme identique
(K, F)—>(K, F).
Ceci prouve (i), et il reste & vérifier que pour r>2,
Er(K, F') 5 EM(K, F).

On a en effet

ZH(K, F)=7ZMK,F) pour r>1,
et ZH(K, F)nBM(K, F')=ZMK, F)aB®(K,F) pour r>2,

et on applique (1.3.1.2).
(x.3.5) La construction (1.3.3) n’est pas autoduale. La construction duale
consiste a définir
Dec*(F)PK"=Bp+n—1 —p+1,

On dispose alors de morphismes

EZ"~?(Dec K) - E?t"?(K) — E}"~?(Dec*K)
et, pour r>1, d’isomorphismes

EP"~?(Dec K) 5 EP?(K) 5 EP"~?(Dec*K).

Rappelons qu’un morphisme de complexes est appelé un quasi-isomorphisme s’il
induit un isomorphisme sur la cohomologie.

Définition (x.3.6). — (i) Un morphisme f: (K, F) — (K', F') de complexes filtrés de
Sfiltration biréguliére est un quasi-isomorphisme filtré si Gryp(f) est un quasi-isomorphisme,
i.e. st les EP(f) sont des isomorphismes.

(i1) Un morphisme f : (K, F, W) — (K, F', W') entre complexes bifiltrés biréguliers est un
quasi-morphisme bifiltré si: Gry Gry( f) est un quasi-isomorphisme.

(x.3.7) Soit K un complexe différentiel d’objets de ./, muni de deux filtrations F
et W. Soit E? la suite spectrale définie par W. La filtration F induit sur les E?? diverses
filtrations, qu’on se propose de comparer.

(x.3.8) La formule (1.3.1.2) identifie EP? & un quotient d’un sous-objet de K?*4,
Le terme E se trouve par 12 muni d’une filtration F, induite par F, appelée la premiére
Siltration directe.

(x.3.9) Dualement, la formule (1.3.1.3) identifie E? a un sous-objet d’un quotient
de K?*¢, d’ou une nouvelle filtration F,, induite par F, la seconde filtration directe.
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