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THÉORIE DE HODGE, II
par PIERRE DELIGNE (1)
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INTRODUCTION

D'après Hodge, l'espace de cohomologie H^X, C) d'une variété kàhlérienne
compacte X est munie d'une « structure de Hodge » de poids n, i.e. d'une bigraduation
naturelle

H^X,^ ® H^
p+q=n

vérifiant H^^H^. On montre ici que la cohomologie complexe d'une variété
algébrique non singulière, non nécessairement compacte, est munie d'une structure
d'espèce un peu plus générale, qui fait apparaître H^X, C) comme « extension
successive » de structures de Hodge de poids décroissants, contenus entre 2n et n, dont
les nombres de Hodge A^ == dim H^ sont nuls pour p>n ou q>n.

Le lecteur trouvera exposé dans [14] le yoga qui sous-tend cette construction.

(1) Travail présenté comme thèse de doctorat à l'Université d'Orsay.
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La démonstration, essentiellement algébrique, repose d'une part sur la théorie
de Hodge, d'autre part sur la résolution des singularités à la Hironaka qui permet,
via une suite spectrale, « d'exprimer » la cohomologie d'une variété algébrique non
singulière quasi-proj écrive en terme de la cohomologie de variétés projectives non
singulières.

Le § i, outre quelques sorites sur les filtrations réunis pour la commodité du lecteur,
contient deux résultats-clefs :

a) Le théorème (1.2.10), qui ne sera utilisé que via son corollaire (2.3.5),
donnant les propriétés fondamentales des « structures de Hodge mixtes ».

b ) Le « lemme des deux filtrations » (1.3.16).

Le § 2 rappelle la théorie de Hodge et introduit les structures de Hodge mixtes.
Le cœur de ce travail est le n° 3.2, qui définit la structure de Hodge mixte de

H^X, C) et établit quelques dégénérescences de suites spectrales.
Le § 4 donne diverses applications, toutes déduites de (4.1.1) et de la théorie

de la (K/A)-trace pour les structures de Hodge qui en résulte (4.1.2). Les principales
sont (4.2.6) et (4.4.15).

i. Filtrations

i . i . Objets filtrés.

(i. i. i ) Soit se une catégorie abélienne.
On aura à considérer des filtrations de type Z, en général finies, sur les objets

de ^ :

Définition (1 .1 .2) . — Une filtration décroissante (resp. croissante) F fun objet A.
de s/ est une famille (F^A))^^ (^sp. (Fy»(A))^çz) ^ sous-objets de A, vérifiant

VTZ, m n<, m => F^A) c F^A)

(resp. V%,m %^m=>F^(A) cFJA)).

Un objet filtré est un objet muni d'une filtration. Quand il n'y aura pas danger
de confusion, on désignera souvent par une même lettre des filtrations sur des objets
différents de e .̂

Si F est une filtration décroissante (resp. croissante) sur A, on pose F°°(A)=o
et F-°°(A)=A (resp. F_,(A)=o et F^(A)==A).

Les filtrations décalées d'une filtration décroissante W sont définies par

W^^^W^^A).

(1.1.3) Si F est une filtration décroissante (resp. croissante) de A, alors les
F^(A)=F~n(A) (resp. les Fn(A)==F_^(A)) forment une filtration croissante (resp.
décroissante) de A. Ceci permet en principe de ne considérer que des filtrations
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décroissantes; sauf mention explicite du contraire, par «filtration » on entendra dorénavant
« filtration décroissante ».

(1.1.4) Une filtration F de A est dite finie s'il existe n et m tels que Fn(A)==A
et P^^o.

(1.1.5) Un morphisme d'un objet filtré (A, F) dans un objet filtré (B, F) est un
morphisme/de A dans B qui vérifie /(F^A)) cF^B) pour neZ.

Les objets filtrés (resp. filtrés de filtration finie) de ^ forment une catégorie additive
dans laquelle existent les limites inductives et projectives finies (et donc les noyaux,
conoyaux, images et coïmages d'un morphisme).

Un morphisme f \ (A, F) -^-(B, F) est dit strict, ou strictement compatible aux filtrations,
si la flèche canonique de Goïm(/) dans Im(/) est un isomorphisme d'objets filtrés
(Cf. (1.1.I I)) .

(i. i. 6) Soit ° le foncteur contravariant identique de ^ dans la catégorie duale ^°.
Si (A, F) est un objet filtré de j^, les (A/F^A))0 s'identifient à des sous-objets de A°.
La filtration sur A° duale de F est définie par

F^A^A/F^A))0.

Le bidual de (A, F) s'identifie à (A, F). Cette construction identifie la duale de
la catégorie des objets filtrés de ^ à la catégorie des objets filtrés de j^°.

(1.1.7) Si (A, F) est un objet filtré de ^, son gradué associé est l'objet de ^z

défini par
Grn(A)==Fn{A)|Fn+l{A).

La convention ( i. i . 6) est justifiée par la formule simple
Grn{AO)=Gr-n{AY

qui se vérifie sur le diagramme autodual

A/F^A) ^————— A/F^^A) o

(x.i.7.1) 'A Gr^A)^\ /"<
pn+i^) ——————^ F^A) ^o

(i. 1.8) Soient (A, F) un objet filtré et j : X<->A un sous-objet de A. La filtration
induite sur X par F est l'unique filtration sur X telle que j soit strictement compatible
aux filtrations; on a

F^X) -j-^F^A)) = X n F^A).

Dualement, la filtration quotient sur A/X (unique filtration telle que p : A->A/X
soit strictement compatible aux filtrations) est donnée par

Fn(A/X)=^(Fn(A))«(X+Fn(A))/X«Fn(A)/(XnFn(A)).
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Lemme (1.1.9). — Si X et Y sont deux sous-objets de A, avec XcY, alors sur
Y/X^Ker(A/X->A/Y), la jiltration quotient de celle de Y coïncide avec celle induite par celle
de A/X. Dans le diagramme

A/Y^———-A/XY /\ N
^A' Y/X

X————^Y"
les flèches sont strictes.

(1.1.10) On appellera la filtration (1.1.9) sur Y/X Infiltration induite par celle
de A. D'après (1.1.9), sa définition est autoduale.

En particulier, si S : A-^B-^G est une o-suite, et si B est filtré, alors
H(S)=Ker(^)/Im(/)=Ker(Goker(/) -> Coïm(g)) est muni d'une filtration induite
canonique.

Le lecteur vérifiera que :
Proposition ( 1 . 1 . 1 1 ) . — (i) Soit f: (A, F) -> (B, F) un morphisme d'objets filtrés de

filtration finie. Pour que f soit strict, il faut et il suffit que la suite

o^Gr(Ker(/)) ̂ Gr(A) ->Gr(B) -^Gr(Coker(/)) ->o

soit exacte.
(iï) Soit S : (A, F)-^(B, F)->(G, F) une o-suite de morphismes stricts. On a alors

canoniquement
H(Gr(S))»Gr(H(S)).

En particulier, si S est exacte dans ĵ , alors Gr(2) est exacte dans ^7t.

Dans une catégorie de modules, dire qu'un morphisme / : (A, F) -> (B, F) soit strict
signifie que tout èeB, de filtration >^n (èeF^B)) qui est dans l'image de A, est déjà
dans l'image de F^A) :

/(F^A^y^nF^B).

(1.1.12) Si ®:J^X...X^-^ est un foncteur multiadditif exact à droite,
n

et si A^ est un objet de filtration finie de ̂  (i^ i<^ n), on définit une filtration sur ® A,
par

F'(®A)= S ïm{®WA,)^®A,)
l-1 Sfc,=& t==l l==l

(somme de sous-objets).
Dualement, si H est exact à gauche, on pose

^(A,)) = J^Ker(H(A,) ->H(A,/F^(A,))).
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Pour H exact, les deux définitions sont équivalentes.
On étend ces définitions à des foncteurs contravariants en certaines variables

par ( i. i. 6). En particulier, pour le foncteur exact à gauche Hom, on pose

F^Hon^A, B))=={/ : A -^ BIV^F^A)) cF^B)}.
On a donc Hom((A, F), (B, F))==F°(Hom(A, B)).

Sous les hypothèses précédentes, on dispose de morphismes évidents

^®Gr(A,) -> GrC®A,)

et GrH(A,)-.H(Gr(A,)).

Pour H exact, ce sont des isomorphismes inverses l'un de l'autre.
Ces constructions sont compatibles à la composition des foncteurs, en un sens

qu'on laisse au lecteur le soin de ne pas expliciter.

1.2. Filtrations opposées»

(1.2.1) Soit A un objet de ^ muni de deux filtrations F et G. Par définition,
Gr^(A) est un quotient d'un sous-objet de A, et, en tant que tel, se trouve muni d'une
filtration induite par G ( i . i. 10). Passant au gradué associé, on définit un objet bigradué
(Gr^Gr^(A))^çz- D'après un lemme de Zassenhaus, Gr^ Gr^(A) et Gr^ Gr^(A) sont
canoniquement isomorphes : si on définit les filtrations induites (1.1.10) comme
filtrations quotients de filtrations induites sur un sous-objet, on a

Gr^ Gr^(A) w (FW(A) nGn(A))/((FW+l(A) nGM(A))+(FM(A) nG^^A)))

Grï? Gr^(A)w (G^A) nF^A^/^G^A) nF^A^^-^G^A) nF^^A))).

(1.2.2) Soit H une troisième filtration de A. Elle induit une filtration sur Gr?(A),
et donc sur Gr^ Grp(A). Elle induit aussi une filtration sur GrpGr^A). On prendra
garde que ces filtrations ne se correspondent en général pas par l'isomorphisme (1.2.1).
Dans l'expression Gr^ Gr^ Grp(A), G et H jouent donc un rôle symétrique, mais
non F et G.

Définition (1.2.3). — Deux filtrations^'^ F et F sur A sont dites ^-opposées si
Gr? Gr| (A) == o pour p + q 4= n.

(1.2.4) Si A^ est un objet bigradué de ^f, tel que :
a) A^^o sauf pour un nombre fini de couples (^5?),
b) A^^o pour p-\-q^n,
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alors, on définit deux filtrations finies ^-opposées de A == S A^q en posant
P,S

( 1 . 2 . 4 . 1 ) FP(A)= S A^'
P"^.P

(1 .2 .4 .2) FÎ(A)== S A^3'.
î'^3

On a

(1.2.4.3) Gr^Gr|(A)=A^.

Réciproquement :
Proposition (1.2.5). — (i) Soient F et F deux filtrations finies sur A. Pour que F et F jo^

n-opposées, il faut et il suffit que

VA <?, ^+<7=n+i -> FP(A)®FÎ(A)^A.

(ii) A F ̂  F sont n-opposées, et si on pose

fA^^o pour p+q^pn
[ A^ == F^A) n FÎ(A) pour p+q=n,

alors A ̂  somme directe des A^'g, et F ̂  F ̂  déduisent de la bigraduation A^q de A j&ûr fe
procédé (1 .2.4) .

Preuve. — (i) La condition GrpGrp(A)==o pour p - { - q ' > n signifie que
F pnFî=(FP + lnFî)+(F pnFî+ l ) pour p+q>n. Par hypothèse, F^nî^ est nul pour
j^+y assez grand; par récurrence descendante, on en déduit que la condition
GrFGr|(A)=o pour p+q>n équivaut à la condition F^A) n F^A) = o pour
p+q>n. Dualement ((1.1.6), (1.1.7), (1.1.10)) la condition Gr^ Gr|(A) ==o
pour p+q<n équivaut à A^F^A)^-^'^) pour (ï—p)-{-{i—q)>—n, i.e. pour
p+q^n-^i, et (i) en résulte.

(ii) Si F et F sont ^-opposées, prouvons par récurrence descendante sur p que

( 1 . 2 . 5 . 1 ) © A^' ̂  F^A).
P'>.P

a) Pour FP(A)=o, l'assertion est évidente.
b) La décomposition A=FP+1(A)©P^-P(A) induit sur F^A) DF^^A) une

décomposition
F^A) == F^+^A) ® (F^A) n P-^A)),

et on conclut par récurrence.
Pour p assez petit, on a FP(A)=A. D'après (1.2.5.1), les A^3 forment donc

une bigraduation de A et F vérifie (1.2.4.1). Que F vérifie (1 .2 .4 .2) en résulte par
symétrie.

(1.2.6) Les constructions (1.2.4) et (1.2.5) établissent des équivalences de
catégories quasi-inverses l'une de l'autre entre objets de ^ munis de deux filtrations
finies Tz-opposées et objets bigradués de ^ du type considéré en (1.2.4).

10
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Définition (1.2.7). — Trois filtrations finies W, F et F sur un objet A de ^ sont dites
opposées si

Gr^Gr|Gr^(A)=o
pour j&+<7+^4=o.

Cette condition est symétrique en F et F. Elle signifie que F et F induisent sur
W^/W^^A) deux filtrations (-^-opposées. On pose

AP> ? ^ P ^ <1 r>^~P~<î/A.\=GrpGryG^ (A),

d'où des décompositions (1.2.4) , (1.2.5)
( i . 2 .7 .1 ) W^^/W^^^ ® A^

p+q=-n

qui font de Gr^(A) un objet bigradué.
Lemme (1.2.8). — Soient W, F et F trois filtrations finies opposées sur A, et or une suite

(A? ft)i>o ^ couples rentiers vérifiant :
a) A^A- ^ ^% P0^ ^J'
b) P r̂ i>o, pi+qi==po+qo—i+ï.

On pose p==po, q-=q^ n===—p—q et

A^=( S (Wn+^(A)nFpi(A)))n( S (W^^nF^^A))).
Q<_i 0^_i

Alors, la projection de W^A) sur Gr^(A) induit un isomorphisme

A,^A^cGr^(A).

Prouvons par récurrence sur k l'assertion suivante :
(*^) La projection de W^A^W^^A) dans Gr^(A) induit un isomorphisme de

(((S (Wn+^(A)nF^(A)))+Wn+fc(A))n((S (Wn+^(A)^Fîi(A)))+Wn+fc(A)))/Wn+fc(A)
%<^k i<^ Je

sur A^'•îcG^w(A).

Pour k=i, c'est la définition même de A9'9.
D'après (1.2.5) (i), on a

(1.2.8.1) F^Gr^A^F'^Grw+^A)) ^- Gr^+^A).

Posons B = S (W"+<(A)nF^'•(A))
i<k

C= S (W»+t(A)nFî.(A))
«»;

B'^W+^nF^A^+W+^+^A)

G'=(Wn+i!(A)nFî*(A))+W"+i;+l(A)

D =W"+k(A)

E ==W»+t41(A).

il
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La formule (1.2.8.1) se transcrit en

B'+G'=D

et B'nC'=E.

On a par ailleurs, puisque pjc^pi (,i^k),

B n D cF^A) nW+^A) cB'

et puisque ^y, (î'^A;),

GnDcF^nW+^cG'.

L'assertion (*^;4-i) résulte alors de (*^) et du
Lemme (1.2.9). — Soient des sous-objets B, G, B', G', D, E de A. On suppose que

B'+C'=D, B'nG'==E,

B nD cB', G n D c C ' .

Alors, ((B+B')n(C+C'))/E^-((B+D)n(C+D))/D.

Pour prouver la surjectivité, on écrit

( (B+B /)n(G+G'))+D=(((B+B /)n(G+G'))+B')+G'
=((B+B')n(G+G'+B /))+C'=(B+B /+C')n(G+C'+B')=(B+D)n(C+D).

Pour prouver Pinjectivité, on écrit

(B+B'^G+C^nD^B+B^nD^aC+G^nD).

Puisque B'cD, on a
(B+B^nD^Br^+B'^B';

de même, (C+C') nD-C',

et (B+B')n(G+G')nD=B'nG /=E.

On achève enfin la démonstration de (1.2.8) en notant que (1.2.8) équivaut
à (*^) pour k grand.

Théorème (1 .2 .10) . — Soit ^ une catégorie abélienne^ et désignons provisoirement par ^/f

la catégorie des objets de ^ munis de trois filtrations opposées W, F et F. Les morphismes dans s/'
sont les morphismes dans ^ compatibles aux trois filtrations.

(i) se' est une catégorie abélienne.
(ii) Le noyau (^resp. conoyau) d^ une flèche f : A->B dans ^/' est le noyau (^resp. conoyau)

de f dans ĵ , muni des jiltrations induites par celles de A (resp. quotient de celles de B).
(iii) Tout morphisme y:A->B dans ^' est strictement compatible aux jiltrations W, F

et F; le morphisme Gr^Çf) est compatible aux bigraduations de Gr^(A) et Gr^(B) ; les
morphismes Gr^(f) et Gry(f) sont strictement compatibles à la filtration induite par W.

12
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(iv) Les fondeurs « oubli des filtrations », Gr^r, Gr?, Gr?, ^
Gr^ Gr?^ Gr? Gr̂  Gr? Grp Gr̂  Grp Gr̂  Gr^ Gr?

ûfe j^' rfaTzj- j^ sont exacts.

Désignons par a^p, q) et a^(p, g) les suites

^(A ?)==(A ?). (A ?). (A ?-i), (A ^-2), {p, y~3), . ..
<P. ̂ -(A ?), (A ^). (^-i, ^), (^-2, y), (^-3, q), . ..

et, avec les notations de (1.2.8), posons

^- î̂ ) (^0,1).
Si /: A-^B est compatible à W, F et F, on a

(i.^io.i) /(A^)cB^ (z=o,i) .

L'assertion (iii) résulte donc du lemme suivant :
Lemme (1.2.11). — Les ̂ q forment une bigraduation de A. On a

(i.a.n.i) W^^ S A^ (z=o,i)
n+P+î^.0

(1 .2.11.2) F^A) = S A^î'
P'̂ :P

( 1 . 2 . 1 1 . 3 ) FÎ(A) - S A^<
î'^i?

Par symétrie, il suffit de prouver les assertions relatives à i=o. Posons A^OAS^,
et définissons sur AQ des filtrations W et F par les formules de (1.2.11). L'application
canonique i de Ao dans A est compatible aux filtrations W et F. De plus, d'après (1.2.8),
Gr^(z) est un isomorphisme, et induit des isomorphismes d'objets gradués

(1.2.11.4) S A^^Gr^(A)= S A^.
p+î=n p+g=n

Le morphisme i est donc un isomorphisme, et les A^ forment un bigraduation de A.
La formule (1 .2 .11.1) exprime alors que Gr^{i) est un isomorphisme. D'après

(1.2.11.4), GrpGr^(î) est un isomorphisme, donc aussi Gr^ Grp(î) et Gr?^'). La
formule (1 .2 .11.2) en résulte.

(1.2.12) Prouvons (1.2.10). Soit / : A — B dans ^ ' et munissons K=Ker(/)
des filtrations induites par celles de A. D'après (1.2.11), Grw(K)<->Gr^(A) ; de plus,
la filtration F (resp. F) de K induit sur Gr^(K) la filtration image réciproque de la
filtration F de Gr^(A). Le sous-objet Gr^(K) de Gr^(A) est enfin compatible à la
bigraduation de Gr^(A) :

Gr^(K) = © (Gr^(K) n A^).
P,<I

On en tire que

Gr; Gr| Gr^(K) ̂  Gr; Gr| Gr;(A) ;

13
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les filtrations de W, F et F de K sont donc opposées et K est un noyau de f dans s e ' .
Ceci, joint au résultat dual, prouve (ii).

Si y est une flèche de j^', le morphisme canonique de Goïm(y) dans Im[f) est un
isomorphisme dans ^\ d'après (iii), c'est aussi un isomorphisme dans j^', qui est donc
abélienne.

Le foncteur « oubli des filtrations » est exact d'après (ii). L'exactitude des autres
foncteurs (iv) résulte aussitôt de (ii), (iii) et (1.1.11), (i) ou (ii).

(1.2.13) Soit A un objet de ^ muni d'une filtration finie croissante W, et de deux
filtrations finies décroissantes F et F. La construction (1.1.3) associe à W, une filtration
décroissante W\ On dira que les filtrations W,, F et F sont opposées si les filtrations W", F
et F le sont, i.e. si pour tout n les filtrations induites par F et F sur

Gr^A^W^/W^^A)
sont w-opposées.

Le théorème (1.2.10) se transpose trivialement à cette variante.

1.3. Le lemme des deux filtrations»

(1.3.1) Soit K un complexe différentiel d'objets de J^, muni d'une filtration F.
Celle-ci est dite birégulière si elle induit sur chaque composante de K une filtration finie.

Rappelons la définition des termes E^(K, F) ou simplement E^ de la suite spectrale
définie par F. On pose

Z^==Ker(^ : F^K^+î) -> K^-^/F^+^K^4-1))

et on définit dualement B^ par la formule

KP+î/B^=coker(rf : F^-^^K^^-1) -> K^/F^^K^)).

Ces formules gardent un sens pour r=oo.
On prendra garde que l'usage fait ici de la notation B^ est différent de celui de

Godement [TF].
On a par définition :

(1.3.1.1) E^ = Im(Z^ -> E^ + ̂ /B^)

(1.3.1.2) =Z^/(B^nZ^)

(1.3.1.3) =Ker(KP+?/B^->KP+g/(Z^+B^)).

On peut encore écrire

(1.3.1.4) BrnZr^^-^+F^n^F^nF^
^(^-^nF^+ÇF^W-^F^),

puisque rfFP-^c^F^ et que F^cF^.

14
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Pour r<oo, les E^ forment un complexe gradué par le degré p—r(p-\-q), et Ey+i
s'exprime comme cohomologie de ce complexe :

(1.3.1.5) E^=H(E,p-r^+r-l^E^E?+r^-r+l).

Pour r==o, on a
(1.3.1.6) E^=G4(K-).

Proposition (1.3.2). — Soit K un complexe muni d'une filtration birégulière F. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) La suite spectrale définie par F dégénère (Ei=EoJ.
(ii) Les morphismes ûfîE^-^K.14 '1 sont strictement compatibles aux filtrations.

Vérifions-le lorsque ^ est une catégorie de modules. Pour p et q fixés, l'hypothèse
que les flèches dy de sources les E^ soient nulles pour ?\> i signifie que, si A'eF^K^4^)
vérifie dxe'VP'^l{1KJ)+î+l), alors il exister dans K^"^ tel que dy==o et que x et y aient
même image dans Ef^. Modifiante par un bord, et posant ^==x—y^ on a alors

yxeî{p(KP+q){dxe¥p+l(KÎ)+(l^l) => ̂ eFP+l{KP+q) et dj^==dx))

soit en d'autres termes
(1) F^^K^^n^F^K^WF^+^K^+î).

Si cette condition est vérifiée quels que soient p et ^ on a par récurrence sur r
F^n^^F^,

ce qui pour p-{-r grand s'écrit
(2) îpndK=crFP.

L'assertion (2) implique trivialement (i), et équivaut à (ii), ce qui prouve (1.3.2).
(i.3.3) Si (K, F) est un complexe filtré, on désignera par Dec(K) le complexe K

muni de la filtration décalée
Dec(F)PKn=Zf+n•-p.

Cette filtration est compatible aux différentielles :
rfZf^ -PcFÎ)-{•n+l(Kn+l) n Ker(^) c Z^^' -PC Z^^1' -p.

Puisque
( ï .3 .3 .1 ) Z^+l+^-p-l^p+l+nç^n^^+^-p^^+n.-p^

la flèche évidente de Zf+^-P/Zf4-1^-^-1 dans Z^^/B^-^ est un morphisme
(1.3.3.2) u : E^-^DecK) -^Ef+^-^K).

Proposition (1.3.4). — (i) Les morphismes (i .3.3.2) forment un morphisme de complexes
gradués de Eo(Dec K) dans Ei(K).

(ii) Ce morphisme induit un isomorphisme sur la cohomologie.
(iii) II induit de proche en proche (via (1.3.1.5)) des isomorphismes de complexes gradués

E,(Dec(K))^E^,(K) (r>.i).

15
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Preuve. — Soit F' la filtration de K définie par
F'^K^) =Dec(F)p-n(Kn) = Z^-P.

On a trivialement des isomorphismes, compatibles aux dy et à (1.3.1.5)

(i.3.4-i) E^^-^Dec^^E^'^K.F')-

L'application u se déduit de (1.3.4.1) et du morphisme identique

(K,P)^(K,F).

Ceci prouve (i), et il reste à vérifier que pour r>2,

E^(K,F') ^E^(K,F).
On a en effet

Z^(K, F') = Z^(K, F) pour r^ i,
et Z^(K, F') n B^(K, F') = Z^(K, F) n B^(K, F) pour r>_ 2,

et on applique (1.3.1.2).
(1.3.5) La construction ( 1 . 3 . 3 ) n'est pas autoduale. La construction duale

consiste à définir
Dec^^K^B^-1'-^1.

On dispose alors de morphismes

E^-^Dec K) -> Ef+^K) -> E^^-^Dec^K)

et, pour r^i, d'isomorphismes
E^-^Dec K) ̂  E^^(K) ̂  E^-^Dec'K).

Rappelons qu'un morphisme de complexes est appelé un quasi-isomorphisme s'il
induit un isomorphisme sur la cohomologie.

Définition (1.3.6). — (i) Un morphisme f : (K, F) ->• (K', F7) de complexes filtrés de
filtration birégulière est un quasi-isomorphisme filtré si Grp(/) est un quasi-isomorphisme,
i.e. si les Ef^/) sont des isomorphismes.

(ii) Un morphisme f : (K, F, W) -> (K, F', W) ^^ complexes bifiltrés biréguliers est un
quasi-morphisme bifiltré si Gr? Gr^r(/) ̂  un quasi-isomorphisme.

(1.3.7) Soit K un complexe différentiel d'objets de ̂  muni de deux filtrations F
et W. Soit E^ la suite spectrale définie par W. La filtration F induit sur les E^3 diverses
filtrations, qu'on se propose de comparer.

(1.3.8) La formule (1.3.1.2) identifie E^ à un quotient d'un sous-objet de K^^.
Le terme E^3 se trouve par là muni d'une filtration F^ induite par F, appelée la première
filtration directe.

(1.3.9) Dualement, la formule (1.3.1.3) identifie E^ à un sous-objet d'un quotient
de ' K P + q , d'où une nouvelle filtration F^* induite par F, la seconde filtration directe.

16
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Lemme (i. 3.10). — Sur EQ et E^, on a F^ == F^.
Pour r=o ou i, on a B^cZ^ et on applique (1.1.9).
(i. 3.11 ) La formule (1.3.1.5) identifie E^. ̂  à un quotient d'un sous-objet de E^.

On définit Infiltration récurrente F y des E^ par les conditions
(i) Sur E^, F,=F,=F,..
(ii) Sur E^.i, la filtration récurrente est celle induite par la filtration récurrente

de E^.

(1.3.12) Les définitions (1.3.8) et (1.3.9) gardent un sens pour r==oo. Si la
filtration de K est birégulière, les filtrations directes de E^ coïncident avec celles
de E^==E^f, pour r assez grand, et on définit la filtration récurrente de E^ comme
coïncidant avec celle de E^ pour r assez grand.

Les filtrations F et W induisent chacune une filtration de H*(K), et
E^ = Gr^H^K)). La filtration F de H^K) induit dès lors sur E^ une nouvelle filtration.

Proposition (1.3.13) . — (i) Pour la première filtration directe, les morphismes dy sont
compatibles aux filtrations. Si E .̂̂  est considéré comme quotient d'un sous-objet de E^3, alors la
première filtration directe sur E .̂̂  est plus fine que la filtration F' induite par la première filtration
directe sur E^ : on a F^(E^i) cF'(E^).

(ii) Dualement, les morphismes dy sont compatibles à la seconde filtration directe, et la seconde
filtration directe sur E .̂̂  est moins fine que la filtration induite par celle de E .̂

(iii) F,(E^)cF,(E^)cF^(E^).
(iv) Sur E^, la filtration induite par la filtration F de H*(K) ( 1 . 3 . 1 2 ) est plus fine que la

première filtration directe et moins fine que la seconde.

(i) est évident, (ii) en est dual et (iii) s'en déduit par récurrence. La première
assertion de (iv) est aisée à vérifier, la seconde en est duale.

(1.3.14) Désignons par Dec(K) (resp. Dec*(K)) le complexe K muni des filtra-
tions Dec(W) et F (resp. Dec*(W) et F).

Il est clair sur (1.3.4.1) que l'isomorphisme (1.3.4) transforme la première
filtration directe de E^(Dec K) en la première filtration directe de E,._^(K) (r^i).
L'isomorphisme dual (1.3.5) transforme la seconde filtration directe de Ey(Dec*K) en
la seconde filtration directe de E,._^(K).

Lemme (i .3.15). — Si la filtration F est birégulière, et si, sur les Gr^(K), les morphismes d
sont strictement compatibles à la filtration induite par F, alors :

(i) Le morphisme (1 .3 .3 .2 ) de complexes gradués filtrés par F

u : GI^)(K)^E,(K,W)

est un quasi-isomorphisme filtré.
(ii) Dualement, le morphisme (1.3.5)

u: E,(K,W)^Gr^*(w)(K)

est un quasi-isomorphisme filtré.
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