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CHAPITRE IV (fin)

ETUDE LOCALE DES SCHEMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS

§ 16. INVARIANTS DIFFERENTIELS
MORPHISMES DIFFERENTIELLEMENT LISSES

Dans ce paragraphe, nous présentons, sous forme globale, quelques notions de
calcul différentiel particuliérement utiles en Géométrie algébrique. Nous passons sous
silence de nombreux développements, classiques en Géométrie différentielle (connexions,
transformations infinitésimales associées & un champ de vecteurs, jets, etc.), bien que ces
notions s’écrivent de facon particuli¢rement naturelle dans le cadre des schémas. Nous
passons également sous silence ici les phénomeénes spéciaux a la caractéristique p>o
(dont certains sont étudiés, dans le cadre affine, dans (0, 21)). Pour certains compléments
sur le formalisme différentiel dans les préschémas, le lecteur pourra consulter les
exposés II et VII de [42], ainsi que les chapitres ultérieurs de ce Traité.

16.1. Invariants normaux d’une immersion.

(x6.1.1) Soient (X, ), (Y, Oy) deux espaces annelés, f=({,0):Y—->X un
morphisme d’espaces annelés (0, 4.1.1) tel que ’homomorphisme

6% : ¢ (Ox) — Oy

soit surjectif, de sorte que Oy s’identifie & un faisceau d’anneaux quotient {'(Cx)/#.
On peut alors munir §'(0,) de la filtration #;-préadique.

Définition (16.1.2). — Le faisceau d’anneaux Og-augmenté §'(O)| F7+" est appelé
le n-éme invariant normal de f; Pespace annelé (Y, §"(Cx)[ #77") est appelé le n-éme voisinage
infinitésimal de Y pour le morphisme f, et noté Y{™ ou simplement Y™. Le faisceau d’anneaux
gradués associé au faisceau d’anneaux filtrés *(COy)

(16.1.2.1) \ gr.(f)=,Q,(F1F71")

est appelé le faisceau d’anneaux gradués associé A f. Le faisceau Gri(f)= 2,/ i est appelé
le faisceau conormal de f (que I'on note aussi A'yy s’il n’en résulte pas de confusion).
I1 est clair que les Oym=¢'(O4)/F}*" (qu'on note aussi 0y}n)) forment un
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6 A. GROTHENDIECK Chap. IV

systtme projectif de faisceaux d’anneaux sur Y, I’homomorphisme de transition
Oum © Oym—>0Oymy pour n<m identifiant Oy au quotient de Oym par la puissance
(F 2™ de Vldéal d’augmentation de Oy, noyau de g, : Oymw—>0y. Les Y™
forment par suite un systéme inductif d’espaces annelés, ayant tous pour espace sous-
jacent l’espace Y, et on a des morphismes canoniques d’espaces annelés £, : Y™ >X
égaux a (¢, 0,), ot 6f est le morphisme canonique ¢(O) — §"(C)/ 1+ 1l est clair
que le faisceau %r (f) est un faisceau d’algébres graduées sur le faisceau d’anneaux
Og=%ry(f), et les Fr(f) des Og-Modules.

Comme pour tout faisceau d’anneaux filtré, on a un homomorphisme canonique
surjectif de Oy-Algeébres graduées

(16.1.2.2) Soy (91:(f)) = F1.(f)

coincidant en degrés o et 1 avec les homomorphismes identiques.

Exemples (16.1.3).
locaux, que Y soit réduit a un seul point » (muni d’'un anneau 0,) et que, si x=1{¢(),
6% : 0,0, soit un homomorphisme surjectif d’anneaux ayant pour noyau Iidéal

(i) Supposons que X soit un espace annelé en anneaux

maximal m, de @,. Alors les Oy s’identifient aux anneaux 0,/m:*’, et r (f) a Panneau
gradué associé a4 Panneau local ¢, muni de sa filtration m,-préadique.

(ii) Supposons que Y soit une partie fermée d’un sous-espace ouvert U de X et
que Oy soit induit sur Y par un faisceau quotient Oy/ ¢, ot #Z est un Idéal de Oy tel
que Z,=0, pour tout x¢Y; si X est un espace annelé en anneaux locaux, nous
supposerons de plus que _#,+0, pour x€Y, de sorte que (Y, Oy) est encore un espace
annelé en anneaux locaux.

Soit ¢,: Y—U Ulinjection canonique, et notons 0y : Oy — (%)'(QY) I’homomor-
phisme tel que 6 soit ’homomorphisme canonique ¢g(0y)=0Cy|Y — (COy/ #)|Y, de
sorte que Jo= (¢, 0y) : Y—>U est un morphisme d’espaces annelés (et d’espaces annelés
en anneaux locaux si X est un espace annelé en anneaux locaux) ; si ¢ : U—->X est
I'injection canonique (morphisme d’espaces annelés), j=tioj, est le morphisme (¢, 0)
de Y dans X, ou ¢ : Y—>X est injection canonique, et 0 :0X—>¢*(0Y) est I’homo-
morphisme tel que 6%¥=0f. Comme 6% est surjectif, on peut appliquer les définitions
précédentes ; Oy est égal a (y(0y/ #"tY), et lon a (bo),(Oyw)=COy| "+, et
G1a(§)=G1(jo) = Yo (I I ) =jo (" F"HT).

(16.1.4) L’exemple (16.1.3, (ii)) montre qu’en général les Oym ne sont pas
munis canoniquement d’une structure de Oy-Module, ni a fortiori d’une structure de Oy-Algebre.
La donnée d’une telle structure équivaut a celle d’'un homomorphisme de faisceaux
d’anneaux 2, : Oy — Oy, inverse a droite de I’homomorphisme d’augmentation ¢, ;
cela revient aussi & la donnée d’un morphisme d’espaces annelés (1y,3,): Y™-Y,
inverse 4 gauche du morphisme canonique (1y, ¢p,) : Y — Y,

Proposition (16.x.5). — Soit f=({,0) : Y>X une immersion de préschémas. Alors :

(i)  %r,(f) est une Oy-Algébre graduée quasi-cohérente.
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(i) Les Y™ sont des préschémas, canoniquement isomorphes & des sous-préschémas
de X.

(iii) Tout homomorphisme de faisceaux d’anneaux M, : Oy — Oy, inverse & droite de
U homomorphisme d’augmentation o, fait de Oy et des Oywy pour k<n, des Oy-Algébres
quasi-cohérentes ; les structures de Oy-Module déduites des structures précédentes sur les Gr,(f)
pour k<n coincident avec celles définies dans (16.1.2).

(i) La question étant locale sur X et sur Y, on peut se borner au cas ou
Y est un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal quasi-cohérent £ de Oy;
comme Oy est la restriction & Y de Oy/ ¢, l'assertion (i) est évidente, et Y™ est le sous-
préschéma fermé de X défini par I'Idéal quasi-cohérent #£"*! de Oy. Enfin, pour
prouver (iii), notons que la donnée de A, fait de 'Idéal £/ #**! de I'augmentation ¢,, et
de ses quotients ¢/ #**! (1<k<n) des Oy-Modules, et il suffit de prouver par récurrence
sur k que les Z [ #**!sont des Oy-Modules quasi-cohérents et que la structure de @y-Module
quotient qu'on en déduit sur ¥/ #¥*1 est la méme que celle définie en (16.1.2). La
seconde assertion est immédiate, #¥/ #*¥*! étant annulé par £/ #"*!; la premicre
résulte, par récurrence sur £, de ce qu’elle est triviale pour k=1 et de ce que £/ #*+!
est une extension de ¢/ #* par #*/ g%+ (I, 1.4.17).

Corollaire (16.1.6). — Sous les hypothéses générales de (16.1.5), si Pimmersion f est
localement de présentation finie, les Gr,(f) sont des Oy-Modules quasi-cohérents de type fini.

En effet, avec les notations de la démonstration de (16.1.5), # est un Idéal de
type fini de Oy (1.4.7), donc les #"/ #"*! sont des Oy-Modules de type fini, d’ou la
conclusion.

Corollaire (16.x.7). — Sous les hypothéses générales de (16.1.5), soit g:X—>Y un
morphisme de préschémas inverse & gauche de f. Alors, pour tout n, le morphisme composé
(1,%,) ¢ ymhx Ly définit un homomorphisme de faisceaux d’anneaux A, : Oy — Oy inverse d
drotte de I’ augmentation ¢,,, faisant de Oy une Oy-Algébre quasi-cohérente; pour ces homomor-
phismes, les homomorphismes de transition @, @ Oym — Oyw (n<m) sont des homomorphismes
de Oy-Algébres. En outre, si g est localement de type fini, les Oy sont des Oy-Modules quasi-cohérents
de type fini.

La premiére assertion résulte aussitot des définitions et de (16.1.5). D’autre part,
si g est localement de type fini, alors f est localement de présentation finie (1.4.3, (v));
les @r,(f) étant alors des Oy-Modules quasi-cohérents de type fini par (16.1.6), il en est
de méme des Oy-Modules £/ #"+! qui sont des extensions d’un nombre fini
de ¥r(f) (O, 1.4.17).

Proposition (16.x.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, j:Y —X une
immersion. Alors les Y™ sont des préschémas localement noethériens, les Fr,(j) sont des Oy-Modules
cohérents, et Gr,(j) est un faisceau d’anneaux cohérent sur Pespace Y.

Tout étant local sur X et Y, on est ramené au cas o X est affine et j une immersion
fermée, et alors toutes les assertions sont évidentes sauf la derniére, qui résulte de ce que
si A est un anneau noethérien et J un idéal de A, grg(A) est un anneau noethérien, compte
tenu de Pexactitude du foncteur ¢* et de (0, 5.3.7).
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Proposition (16.1.9). — Soient X un préschéma, j:Y-—>X une immersion localement
de présentation finie, y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que j|U soit un homéomorphisme de U
sur un ouvert de X.

b) Il existe un entier n>o0 tel que I’homomorphisme canonique

(Pnn—1)y : Oy, = Oyta-n),,
soit bijectif.

c) 1l existe un entier n>o tel que (%r,(j)),=o.

De plus, si Uentier n vérifie b) ou c), il existe un voisinage V de y dans Y tel que 9r,,(§)|V=o0
pour m=n et que @, |V : Oym|V — Oym |V soit bijectif pour m=>n.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas ou j est une immersion
fermée, Y étant défini par un Idéal quasi-cohérent de type fini ¢ de Ox. L’équivalence
de b) et ¢), pour un n donné, est alors immédiate ; en outre, comme #£"/ #"*! est
un Ox-Module de type fini, il existe un voisinage ouvert U de y dans X tel que
F'U=¢"*tU (0, 5.2.2), donc aussi #"|U=_¢™"|U pour m>n, ce qui prouve
les derniéres assertions. Pour prouver que @) entraine 4), on peut se borner au cas ou
I’espace sous-jacent a Y est égal a I’espace sous-jacent a X, et ol # est engendré par
un nombre fini de ses sections au-dessus de X : comme _Z est alors contenu dans le
Nilradical #” de Ox (I, 5.1.2), il est nilpotent, ce qui prouve 4). Enfin, pour prouver
que &) entraine a), on peut aussi se borner au cas ou #"= _¢"*!; alors, pour tout yeY,
comme £, cm,, idéal maximal de Ox,, on a nécessairement £} =0 en vertu du
lemme de Nakayama, puisque #, est un idéal de type fini. L’ensemble des xeX tels
que #Z7=o est donc un ouvert U de X contenant Y (0, 5.2.2); comme d’autre part
F.%+0 pour x¢Y, on a nécessairement U=Y.

Corollaire (16.x.10). — Pour que la restriction de 'immersion j @ un voisinage de y dans Y
soit une immersion ouverte (autrement dit pour que j soit un isomorphisme local au point y),
il faut et il suffit que (%ry(j)),=(Ayx)y,=0-

La condition est évidemment nécessaire, et le raisonnement précédent, appliqué
pour n=1, prouve qu’elle est suffisante.

Remarques (16.x1.x11). — (i) Sous les conditions de la définition (16.1.1), la limite
projective du systéme projectif (Oyw), ¢,,) de faisceaux d’anneaux sur Y est appelé
Vinvariant normal d’ordre infini de f, et parfois noté Oy(w). Lorsque X est un préschéma
localement noethérien, j:Y—>X wune immersion fermée, Y étant donc un sous-
préschéma fermé de X défini par un Idéal cohérent #, Oy(») n’est autre que le complété
Jormel de Oy le long de Y (I, 10.8.4), et Y™ =(Y, Oy(»)) le préschéma formel complété
de X le long de Y (I, 10.8.5). Dans tous les cas, on pourra dire que Y™ est le voisinage
JSormel de Y dans X (pour le morphisme f). Dans le cas particulier qu’on vient d’envisager,
c’est donc le préschéma formel limite inductive des voisinages infinitésimaux d’ordre 7.

(i) On notera que pour un morphisme de préschémas f=(¢, 0) : Y—>X, il peut
se faire que ’homomorphisme 6% : ¢*(0x) -0y soit surjectif sans que fsoit une immersion

8



§ 16 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 9

locale, et sans que f soit injectif. On en a un exemple en prenant pour Y une somme de
préschémas Y, tous isomorphes a Spec(0,), ot xeX, et pour f le morphisme égal au
morphisme canonique dans chacun des Y,.

16.2. Propriétés fonctorielles des invariants normaux d’une immersion.

(x6.2.1) Soient f=(¢,0):Y—=>X, f'=({,0):Y - X' deux morphismes
d’espaces annelés tels que les homomorphismes 6% et 6'% soient surjectifs ; considérons un
diagramme commutatif de morphismes d’espaces annelés

vy 1> x
(x6.2.x.1) uT Tv
Y’ - X’

Posons u=(p, ), v=(o, u). On a p"({'(0x))=10"(c"(0)) et on a par suite un
diagramme commutatif d’homomorphismes de faisceaux d’anneaux sur Y’

o (00) = 1"(s'(0x) L 40y

Oy,
A¥ Y

d’ot 'on conclut, si ¢ et #’ sont les noyaux de 6% et 6%, que on a ¢ (u¥)(p"(#)) Cc #',
compte tenu de I’exactitude du foncteur p*. On en déduit aussitét que pour tout entier n,
(W (e (F™M) c F'", ce qui montre que ¢ (u¥) définit, par passage aux quotients, un
homomorphisme de faisceaux d’anneaux

(x6.2.1.2) vaip (§7(Ox)] Y —> 47 (Ox) ] Fm

et par suite un morphisme d’espaces annelés w,= (g, v,) : Y —=>Y™ (qui, pour n=o,
n’est autre que u). Il résulte aussitét de cette définition que les diagrammes

v e Mmoo

T

(our les fleches horizontales sont les morphismes canoniques (16.1.2)) sont commutatifs.
Par passage aux quotients a partir des homomorphismes (16.2.1.2), et en tenant

9
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10 : A. GROTHENDIECK Chap. IV

compte de l'exactitude du foncteur p°, on obtient un di-homomorphisme d’Algébres
graduées (relatif & ’homomorphisme Az : o*(0y) —0y)

(16.2.1.3) gr(v) : o'(9r.(f)) — Fr.(f")

(ou, si on veut, un p-morphisme (0;, 3.5.1) ¥r (f)—>%r.(f’)), et en particulier un
di-homomorphisme des faisceaux conormaux

gri(w) : o' (9n(f)) — In(f).

Il est immédiat en outre que ces homomorphismes donnent lieu 4 un diagramme
commutatif

0 (Sog(n(f))) — ¢ (#r.(f)
(16.2.1.4) S(gra(u)) gr{u)

Soy.(91:(f)) — &r.(f)

ol les fleches horizontales sont les homomorphismes canoniques (16.1.2.2).
Enfin, si 'on a un diagramme commutatif de morphismes d’espaces annelés

y - x

YII f” XI’

ol f'=(¢",0”) est tel que 8"# soit surjectif, et si w], et w,’ sont définis & partir de u’, v’
d’une part, et de u”=uou’, v'=vov’ de lautre, alors on a w,'=w,ow,, comme il
résulte aussitét des définitions et de (0, 3.5.5); on a de méme gr(u”")=gr(u’) op” (gr(x))
si u'=(p’,A\'). On peut donc dire que les Y™ et @r (f) dépendent fonctoriellement de f.

Proposition (16.2.2). — Avec les notations et hypothéses de (16.2.1), supposons de plus
que f, f', u et v soient des morphismes de préschémas. Alors :

(i) Les morphismes w, : Y'™—=Y™ sont des morphismes de préschémas.

(i) 87 Y'=YXxxX', u et f' étant les projections canoniques, et si f est une immersion
ou si v est plat, on a YW=Y" x X"

(i) 87 Y'=Y xxX' et sivest plat (vesp. si f est une immersion), I’ homomorphisme

Gr(w) =gr(@)®1 : 91,(f) D0y O, F1,(f)
est bijectif (resp. surjectif).

(i) Les hypothéses entrainent aussitot que pour tout y'eY’, p;,(ﬂﬁ,(y,)) est un
homomorphisme local (I, 1.6.2), donc w, est un morphisme de préschémas (I, 2.2.1).

10
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(ii) et (iii) Si f est une immersion, on peut se borner au cas ou f est une immersion
fermée, Y étant donc défini par I'Idéal quasi-cohérent # de O, et Y™ par I’Idéal #"*1;
les assertions résultent alors de (I, 4.4.5).

Supposons en second lieu que v soit plat ; on peut se borner au cas ot X=Spec(A),

Y =Spec(B), X'=Spec(A’) sont affines, A’ étant un A-module plat; alors Y'=Spec(B’)

avec B'=B®,A’; en outre, si J est le noyau de ’homomorphisme A—B, le noyau '

de A’—>B’ ¢identifie & J®, A’ par platitude, et JF*/J"* 1= (F*/J"T)®,A’. On en

déduit aussitdt, compte tenu de (0;, 4.3.3), que le Oy-Module #'*/ #'"+! est égal a
P70 (I ™) @ ey Oxr) =

P (6 ((FI" ™)) Cyoriognd (Ox) =07 (F"] 7™ ) Oguigoiogp¥” (Oc)

et comme en particulier pour n=o0, on a
Oy = P*<0Y) ®p*(¢*(wx))¢"*(0x')
on obtient un isomorphisme canonique de #'"/ #'"*! sur
P*(j”/fn-l-l)@p*((’)y)@Y' =(f"F"H ®0Y@Y'

ce qui prouve (iii). Posons maintenant C,=T'(Y, Oyw), C,=TI(Y’, Oy.=). Puisque Y™
et Y™ sont des schémas affines (16.1.5), le noyau K&, (resp. K,) de ’homomorphisme
C,—~C,_, (resp. C,—C:_)) est (Y, £/ #"*") (resp. I'(Y', "/ #£'"*1)); on déduit
donc de ce qui précéde que K,=8K,®,A’. Or, on a un diagramme commutatif

o> 8K,8,A>C,®A -C,_®,A >0

0o —> K. (o C,_,—>o0

ou la fleche verticale de gauche est bijective et les deux lignes sont exactes (A’ étant
un A-module plat). On en déduit par récurrence que s, est bijectif pour tout n, car c’est
vrai par hypothése pour n=o0, et se déduit par application du lemme des cinq
pour z quelconque. Cela prouve la seconde assertion de (ii). :

Corollaire (16.2.3). — Soient g:X—Y, u:Y' =Y deux morphismes de préschémas,
X'=XXyY', g :X'=>Y" e v:X' =X les projections canoniques. Sotent f:Y—>X une
Y-section de X (donc une immersion), f'=fyy:Y' =X la Y'-section de X' déduite de f par
le changement de base u. Alors :

(i) Le morphisme w, : Yi™ — Y[ correspondant & f, f', u, v (16.2.1) et le morphisme
canonique k), : Y[ —>X" identifient Yi™ au produit Y{"xxX'.

(ii) St Pon munit @Y}n) (resp. @ngn)) de la structure de Oy-Algébre définie par g (resp. de
la structure de Oy.-Algébre définie par g') (16.1.6), I’homomorphisme de Oy, -Algébres

(16.2.3.1) p‘(@Y},.))@'@YQY, - 0Y}(’n)

11



12 A. GROTHENDIECK Chap. IV

déduit de I homomorphisme v, (16.2.1.2) est bijectif. En outre, Ihomomorphisme de Oy.-Modules
(x6.2.3.2) Gry(u) : 1y (f)®oy Oy — Gri(f7)

est bijectif.

(i) Notons d’abord que les morphismes f':Y' =X’ et u: Y —Y identifient Y’ au
produit Y XxX’ (pour les morphismes structuraux f:Y—>X et v:X'—>X) (14.5.12.1).
La conclusion de (i) résulte alors de (16.2.2, (ii)), le morphisme g étant une immersion.

(ii) Le diagramme commutatif

Wn

Y &y

Al Iz

X «— X’

L

Y «— Y

identifie Y/ au produit Y{"xyxX’' et X’ au produit X xyY’, donc (I, 3.3.9) il
identifie (pour les morphismes g0k, et w,) Y™ au produit Y{"xyY’. Comme Y{"
(resp. Y,'.(")) est le préschéma affine au-dessus de Y (resp. Y’) associé a la @y-Algébre @Y}n)
(resp. a la Oy.-Algebre 0Y}(ln)), le fait que I’homomorphisme canonique (16.2.8.1) soit
bijectif résulte de (IL, 1.5.2). Enfin, ’homomorphisme canonique (16.2.3.1) est compa-
tible avec les augmentations wy}n)»@Y et 0Y}(,n)—>0Y:; comme 0y}n) est somme directe
(en tant que Oy-Module) de Oy et de I’Idéal d’augmentation £/ #"**, on voit donc que
’homomorphisme canonique (16.2.3.1), restreint & ( ¢/ #"+1) ®py Oy, est une bijection
de ce dernier sur #'/ #'"*! Pour n=1, cela montre que Gr,(u) est bijectif.

On notera que, sous les hypothéses de (16.2.3), les homomorphismes Gr,(u)
sont surjectifs en vertu de ce qui précéde, mais ne sont pas bijectifs en général pour n>2.
Toutefois :

Corollaire (16.2.4). — Sous les hypothéses de (16.2.3), supposons que u:Y' —Y soit
un morphisme plat (resp. que les Gr,(f) soient des Oy-Modules plats pour n<m). Alors I’ homo-
morphisme

Gr,(u) : Fr,(f) B0y Oy — 1,(f")

est bijectif pour tout n (resp. pour n<m).

Si u est plat, il en est de méme de »: X’'—>X qui s’en déduit par changement de
base, et on sait déja dans ce cas que Gr(u) est bijectif (16.2.2, (iii)). Si les %r,(f) sont
plats pour n<m, on voit d’abord par récurrence sur n qu’il en est de méme des ¢/ ¢"*!
pour n<m, en vertu des suites exactes

0 B F s F| P F [ F 0

12



§ 16 ETUDE LOCALE DES SCHEMAS ET DES MORPHISMES DE SCHEMAS 13

(01, 6.1.2); en outre, on a alors des diagrammes commutatifs

0 = (I I @0y Oy — (I | F"+1) @0y Oy — (I | J") @y Oy, — 0

v
0o ——> gyt FNIH — FI" — o

dans lesquels les lignes sont exactes (la premiére par platitude (0;, 6.1.2)) et les deux
derniéres fleches verticales sont bijectives en vertu de (16.2.3, (ii)); d’ou la conclusion.

Remarques (16.2.5). — (i) Le raisonnement de (16.2.2, (i)) s’applique encore
lorsque dans (16.2.1.1) il s’agit de morphismes d’espaces annelés en anneaux locaux
(Erry, (1.8.2)).

(ii) Dans (16.2.2, (ii)), la conclusion n’est plus nécessairement valable lorsqu’on
suppose seulement que v et f sont des morphismes de préschémas (f vérifiant la condition
de (16.1.1)). Par exemple (avec les notations de la démonstration de (16.2.2, (ii)),
il peut se faire que J=o0 mais que le noyau J' de A’—>B’'=B®, A’ ne soit pas nul et

que B’'#+o0, auquel cas on a Y=Y pour tout n, mais Y™ +Y’. On a un exemple
o]

de ce fait en prenant A=Z, B=Q, A’=hl=11(Z/m"Z) ou m>1.

(16.2.6) Considérons le cas particulier du diagramme (16.2.1.1) ou X' =X,
v étant I'identité, X est un préschéma, Y un sous-préschéma de X, Y’ un sous-préschéma,
de Y, f, uet f'=fou les injections canoniques ; le di-homomorphisme (16.2.1.3) donne,
par tensorisation avec Oy, au-dessus de p (Oy), un homomorphisme de Oy.-Algébres
graduées

(16.2.6.1) & (Gr.(f)) — Gr.(f).

D’autre part, on identifie Oy a ¢*(@X)//,, Oy, a ¢ (Oy)| #,; comme p est un
foncteur exact, on a p*(Oy) =" ($*(Ox)) [p*(#;) =" (Ox)[p*(#;), et comme Oy, s’iden-
tifie par ailleurs a "”(0x)/#; on voit que lon a Z,=,/0"(#;). On en déduit
pour tout entier » un homomorphisme canonique #p/ Zrt— Z2] Zitt, d’ou un
homomorphisme canonique de Oy.-Algeébres graduées

(16.2.6.2) Gr (f) — Dr.(u).

Proposition (16.2.7). — Sotent X un préschéma, Y un sous-préschéma de X, Y' un sous-
préschéma de Y, j:Y' —Y Uinjection canonique. On a alors une suite exacte de faisceaux conormaux
(Oy.-Modules)

(16.2.7.1) J (W yx) > A yx >N yy—>0

o les fléches sont les composantes de degré 1 des homomorphismes canoniques (16.2.6.1) et
(16.2.6.2).

La question étant locale, on peut se borner au cas o X==Spec(A), Y=_Spec(A/J),
Y’'=Spec(A/R), J et K étant deux idéaux de A tels que J< K; tout revient a voir alors

13



14 A. GROTHENDIECK Chap. IV

que la suite ’homomorphismes canoniques J/KF — K/K?* — (K/F)/(]/J)2— o est exacte,
ce qui est immédiat puisque Pimage de J/KF dans K/K? est (J+K%)/K? et que
(R]3)/(8]/3)? s’identifie & K/(F+ KY).

Il est facile de donner des exemples ou la suite (16.2.7.1) prolongée & gauche
par un o n’est plus exacte; avec les notations précédentes, il suffit de prendre A =k[T],
J=AT? & =AT, caronaalors (J+ K?)/R?=0 et J/|KI+0. Voir cependant (16.9.13)
et (19.1.5) pour des cas utiles ou la suite prolongée reste encore exacte.

16.3. Invariants différentiels fondamentaux d’un morphisme de préschémas.

Définition (16.3.1). — Sotent f: X—>S un morphisme de préschémas, A;: X —>XXgX
le morphisme diagonal correspondant, qui est une immersion (I, 5.3.9 et Exrryy, 10). On désigne
par P} ou Py, et Uon appelle faisceau des parties principales d’ordre n du S-préschéma X,
le faisceau d’anneaux Ox-augmentés, n-éme invariant normal de A; (16.1.2). On pose
.@,""z.??g/s:l(i_rllg";},s, Gr(P)) = Y1,(Pxie) = Yr,(Dy) (16.1.2); le Ox-Module Gr (4y),

Idéal & augmentation de Pyg, est aussi noté Qf ou Qy s, et appelé le Ox-Module des 1-différentielles
de f, ou de X par rapport a S, ou du S-préschéma X.
Il résulte de cette définition que P3¢ s’identifie canoniquement a Oy (16.1.2).
On a (16.1.2.2) un homomorphisme canonique surjectif de Ox-Algébres graduées

(x6.3.1.1) S0y (Qxis) = I7.(Pxs)-

Il résulte aussi de la définition (16.3.1) que pour tout ouvert U de X, on a
Pho=2}|U, PRu=27|U, 9(P0)=9(P)|U, Qiy=2;|U (autrement dit, les
notions introduites sont locales sur X).

(x6.3.2) Notons p,, p, les deux projections canoniques du produit X xgX;
comme A; est une X-section de X XgX a la fois pour les morphismes p; et p,, chacun
de ces morphismes définit, pour tout 7, un homomorphisme de faisceaux d’anneaux
Ox—P%3, inverse a droite de 'augmentation &% g5—>0x (16.1.7); on peut encore dire
que Pon définit ainsi sur Py deux structures de Ox-Algebres augmentées quasi-cohérentes ;
les structures correspondantes de Ox-Module sur 97,(Px;) sont les mémes. On a de
méme, par passage & la limite, deux structures de Ox-Algebre sur Pyjg.

(16.3.3) Le morphisme s=(p,, p1)g: X XgX—>X XX est un automorphisme invo-
lutif de X xgX, appelé la symétrie canonigue, tel que

(16.3.3.1) bros=ps, baos=p1, soly=Ay.

Si Pon pose s=(p, %), p;=(m;, w) (i=1,2), A,=(3,v), ¥ est donc un isomor-
phisme de p'(n}(Ox)) sur m(0x), et 8 (3¥) laisse invariant §"(Ox xsx) €t le noyau #
de homomorphisme v¥: §'(0x, x) >0x. Par suite :

Proposition (16.3.4). — L homomorphisme o==8"(\¥) déduit de s (et appelé encore

symétrie canonique) est un automorphisme involutif du systeme projectif (PRg) de faisceaux

14
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d’anneaux Ox-augmentés, et par suite aussi de leur limite projective Px)g. Cet automorphisme permute
les deux structures de Ox-Algebre sur les F5g et sur Pxg.

(x6.3.5) Dans ce qui suit, les deux structures de Ox-Algeébre définies sur les Py
et sur x5 joueront des roles tres différents : nous conviendrons désormais, sauf mention
expresse du contraire, que lorsque x5 ou Pxig sera considéré comme une Ox-Algebre, c’est de la
structure d’Algébre définie par p, qu’il s’agira.

Pour tout ouvert U de X et toute section teI'(U, 0x), on notera simplement ¢.1
ou méme ¢ 'image de ¢ par ’homomorphisme structural I'(U, ) — I'(U, Z%5) (resp.
['(U, ¢y) - T'(U, %)5)) (c’est-a-dire 'homomorphisme correspondant a p,).

Définition (16.3.6). — On désigne par df, ou dyg (resp. d°, ou dxys), ou simplement d"
(resp. d*), Uhomomorphisme de faisceaux d’anneaux COx — P; =Py g (vesp. Oy — P =Fxy)
déduit de py. Pour tout ouvert U de X, et tout teI'(U, CO), d"t (resp. dt) est appelé la partie
principale d’ordre n (resp. partie principale d’ordre infini) de t. On pose dt=d't—t, et
on dit que dt est la différentielle de t (élément de T'(U, Qx5), aussi noté dy(t)).

Il résulte aussitot de cette définition que I’'on a

(16.3.6.1) d(t,ty) =t dty -+, di,

quels que soient ¢, ¢, dans I'(U, @), autrement dit, d est une dérivation de ’anneau I'(U, @)
dans le T'(U, 0x)-module T'(U, 244).

Dans toutes les notations introduites dans (16.8.1) et (16.3.6), on remplacera
parfois S par A lorsque S ==Spec(A).

(x6.3.7) Supposons en particulier que S=Spec(A) et X ==Spec(B) soient des
schémas affines, B étant donc une A-algebre. Alors A; correspond 4 '’homomorphisme
canonique surjectif = : B®,B—B tel que ©(b®4")=5b’, de noyau J=3Jp, (0,20.4.1);
Z7 est le faisceau structural du préschéma Spec(Py,), ou

PI';/A = (B®AB)/3”+1§
r,(Z) est le Ox-Module quasi-cohérent correspondant au B-module gradué
gry(Be,B) = @, (3"/3"+1);

n=>0

en particulier Qf =0z est le x-Module quasi-cohérent correspondant au B-module
des 1-différentielles de B par rapport a A, Qf, (0, 20.4.3). Les morphismes projections
b1t XXgX—>X, p, : XXgX—->X correspondent aux deux homomorphismes d’anneaux
J1:B—>B®,B,j, : B>B®,B tels que j;(0)=06®1,j,(b)=1®b, desorte que (par la conven-
tion de (16.3.5)), Pgj, est toujours considérée comme une B-algébre pour I’homomor-
phisme composé B 4 B® B — P}, ; ’homomorphisme d’anneaux B 5 B® AB— Py,
se note dp, et correspond a dy,g opérant sur I'(X, 0x); pour tout teB, dt est égal a
dgst, défini dans (0, 20.4.6) (cf. Erry, 11).

Si w,:B®,B—-Pg, est Phomomorphisme canonique, on a donc, en vertu des
définitions précédentes

(16.3.7.1)  m,(b®)=b.m,(1®4)=b.d3,(b") pour beB,b'eB.

15



16 A. GROTHENDIECK Chap. IV

Proposition (16.3.8). — L’image de I’homomorphisme dy: Ox—>Pg;s engendre le
Ox-Module 735.

On se raméne aussitdt au cas ot X =Spec(B) et S=Spec(A) sont affines et la
proposition résulte de (16.3.7.1) puisque m, est surjectif. On notera qu’en général dgg
west pas surjectif (méme déja pour n=r1).

Proposition (16.3 9). — Supposons que f:X—S soit un morphisme localement de type
Sfini. Alors les P} et les Gr,(Z;) sont des Ux-Modules quasi-cohérents de type fini.

Cela résulte de (16.1.6) et du fait que A; est localement de présentation
finie (1.4.3.1).

16.4. Propriétés fonctorielles des invariants différentiels.

(x6.4.1) Considérons un diagramme commutatif de morphismes de préschémas
X < X
(x6.4.1.1) il li'
S «— §
On en déduit un diagramme commutatif

X « % X
Af Af’
XXSX e_v—' XIXSIXI

ol v est ’homomorphisme composé (I, 5.3.5 et 5.3.15)

(p1, P2)s
—

(16.4.1.2) X' X g X’ X' %X —5 X xgX

On déduit donc de u et v, comme il a été expliqué dans (16.2.1), des homomor-
phismes de faisceaux d’anneaux augmentés

(16.4.1.3) Yo 1 0 (Px) > P

(ou ’'on a posé u= (p, A)); ces homomorphismes forment un systeme projectif, et donnent
donc a la limite un homomorphisme de faisceaux d’anneaux augmentés

(16.4.1.4) Voo 1 0 (PKs) > Pyse

d’autre part, par passage aux quotients, les homomorphismes v, donnent un di-homomor-
phisme d’Algébres graduées (relatif a »¥%) :

(16.4.1.5) gr(u) : p'(9r.(Pxps)) > 97.(Pxs)-

16
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(16.4.2) Si 'on a un diagramme commutatif

X <& ox Moxr

1] rl %

S Sl S//
w w'
on en déduit un diagramme commutatif

X (u— X/ <L XH

Af Apr A/‘rl

l
¥ v

XXSX < X/XSIXl <_/_ X/,XSI!X’,
v v

ol ¢’ est défini a partir de ', w’, f', f”' comme v a partir de «, w, f, f'. On vérifie aussitot
que si ¥''=uwuou’, w'’'=wow’, alorsle morphisme composé vov’ est égal au morphisme v"’
défini a partir de "', w”, f, f"' comme v a partir de u, w, f, f'. Sil'on pose u'=(p’, \'),
u’=(p"",%"") il résulte alors de (16.2.1) que ’homomorphisme v, : """ (P 5) — Ps
est égal au composé
™ o*(Pn pl*(vg) *( gpn i n
e (e"( X/S)) — ( x'/s') —> I

et 'on a des propriétés de transitivité analogues pour les homomorphismes (16.4.1.4)
et (16.4.1.5), ce qui permet de dire que les P35, P35 et Fr (Pxg) dépendent fonctorielle-
ment de f.

(16.4.3) On vérifie aussitét (par exemple en se ramenant au cas affine a l'aide
de (16.3.7)) qu’avec les notations de (16.4.1), le diagramme

. Az
p (Ox) — 0Ox

(x6.4.3.1) j l

P*(y)"(/s> Tn) gjn('/s'

ou les fleches verticales sont celles définissant les structures d’Algeébre choisies
dans (16.3.5) (c’est-a-dire celles provenant des premiéres projections) est commutatif;

il en est de méme du diagramme

" A
e (0x) —— Ox

(x6.4.3.2) o*(dys) el
o' (P%ss) T P

17



18 A. GROTHENDIECK Chap. IV

les fleches verticales définissant ici les structures d’Algébre provenant des secondes
projections; d’ailleurs, si ¢ et ¢’ sont les symétries canoniques correspondant a f et f’
(16.3.4), on a

v,08'(6) = "o,
qui fait passer d’un des diagrammes précédents a I’autre. On déduit donc de (16.4.3.1)
un homomorphisme canonique de Ox.-Algébres augmentées
(16.4.3.3) P(u) : 4’ (Piy) =Z%5®0y Ox >~ Pxus
et il résulte de (16.4.3.2) que le diagramme

id
Oy —— 0Oy,

(16.4.3.4) (s L
' (Pys) 'P,,(_u)> Py
est commutatif. On en déduit un homomorphisme de Ox.-Algébres graduées
(16.4.3.5) Gr,(u) : ' (97.(Pxs)) —~ 97.(Pxs)
et en particulier un homomorphisme de Ox.-Modules
(16.4.3.6) Gr,(u) : Qx5®0 Ox — Qe
donnant lieu a4 un diagramme commutatif

id
Oy ————> Oy,

(x6.4.3.7) dy/s ®1 dxfsr

1 1
Qx5®0, Ox —> xs

(x6.4.4) Lorsque S=Spec(A), S"=Spec(A’), X =Spec(B), X'=Spec(B’) sont
affines, de sorte que 'on a un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux

B — B

(.

A — A

I'image de Jp, dans B'®,,B’ est contenue dans Jg/., €t 'homomorphisme v, corres-
pond a Phomomorphisme d’anneaux Pj, — P}, déduit de I’homomorphisme
B®,B - B’'®,.B’ par passage aux quotients. L’homomorphisme (16.4.3.6) correspond
4 ’homomorphisme défini dans (0, 20.5.4.1), et le diagramme commutatif (16.4.3.7)
au diagramme (0, 20.5.4.2).

18
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Proposition (16.4.5). — Supposons que X'=XXgS’, f' et uétant les projections canoniques.
Alors les homomorphismes canoniques P"(u) (16.4.3.3) et Gry(u) (16.4.3.6) sont bijectifs.

On a en effet alors X'XgX'=(XXgX)XgS, et on peut donc appliquer
(16.2.3, (ii)) en remplagant g par la premiére projection p, : X XgX—>X et f par la
diagonale A,.

On notera aussi que sous les hypothéses de (16.4.5) ’homomorphisme Gr,(u)
(16.4.3.5) est surjectif, mais non bijectif en général. Toutefois (16.2.4) :

Corollaire (16.4.6). — Les hypothéses étant celles de (16.4.5), supposons de plus que
w: 8>S soit plat (vesp. que les Gr,(Pxy) soient des Ox-Modules plats pour n<m); alors
I’ homomorphisme

Gr,(u) : u*(g’n('@ xs5)) —> G, (2 x'/s')

est byjectif pour tout n (resp. pour n<m).

En effet, si w est plat, il en est de méme de v : X' X5 X' — X XX, donc la conclu-
sion résulte de (16.2.4).

(16.4.7) Soient S un préschéma, & un Og-Module quasi-cohérent, et posons
X=V(¢) (I 1.7.8), fibré vectoriel associé a &, égal a Spec(Sey(€)). Soit
f:X—>S le morphisme structural. Pour tout ouvert U de S, et toute section
teI'(U, &), t s’identifie & une section de 84 (&) au-dessus de Uj soit ' son image dans
L(f~(U), 0x)=T(U, £,(0x))=T(U, 8¢4(&)), et posons
(16.4.7.1) 8(t) =dyys(t')—t'eT(f~1(U), Ps) 5
il est clair que 3 est un di-homomorphisme de modules (correspondant & I’homomorphisme
danncaux [(U, O5) - D(f~(U), @) de I (U, &) dans T(f~4(U), Py), dont Limage

appartient d’ailleurs & I'idéal d’augmentation de TI'(f~!(U), Z%;5). On en déduit (en
faisant varier U) un homomorphisme canonique de Ox-Algebres

(x6.4.7.2) S (804(8)) — P

et d’aprés la remarque précédente, si o~ est 'Idéal noyau de 'augmentation 8, (&) —0s,
I'image de J#™"*! par (16.4.7.2) est nulle, si bien qu’en factorisant par #™* on a
finalement un homomorphisme canonique

(16.4.7.3) 8,1 f (Sog(8) [ ™) > Phys.

Proposition (16.4.8). — Sous les conditions de (16.4.7), les homomorphismes 3, sont
bijectifs et_forment un systéme projectif d’isomorphismes ; on en déduit un isomorphisme de Ox-Algébres
graduées

(x6.4.8.1) f'(Sbs(é”)) — r (Pxs)-

Le fait que les homomorphismes (16.4.7.3) forment un systéme projectif résulte
aussitot de leur définition. Pour prouver que ce sont des isomorphismes, il suffira de

19



20 A. GROTHENDIECK Chap. IV

démontrer que (16.4.8.1) est un isomorphisme, les filtrations des deux membres
de (16.4.7.3) étant finies (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. 1).
Pour cela, considérons la suite exacte scindée de @Og-Modules

(16.4.8.2) 0>ES>EDESE >0

ou, pour tout couple de sections s, ¢+ de & au-dessus d’un ouvert U de S, on prend
u(s)=(—s,s) et v(s,t)=s+1 On a

X x5 X =Spec(Sq (6)®g S (&))=Spec(Se (£ &)

(I, 1.4.6 et 1.7.11), et le morphisme diagonal X—->Xx X correspond (II, 1.2.7)
a ’homomorphisme de Og-Algebres 8(v) : 8¢ (6@ &) 8y (&) (I, 1.7.4), de sorte
que si ¢ est le noyau de cet homomorphisme, on a

g’?{/s=f‘(sws(5)@ @@)/fnﬂ)-

La proposition sera conséquence du lemme suivant :

Lemme (16.4.8.3). — Sotent Y un espace annelé, o — F' S FSF >0 une suite
exacte de Oy-Modules telle que tout point yeY posséde un voisinage ouvert V tel que la suite
0>F'|V>F|V>F"|V—>o soit scindée. Soit I I Idéal noyau de S(v) :

S0, (F) =80 (F"),

et soit gris(Sp (F)) la Oy-Algebre graduée associée a la Oy-Algébre So (F) munie de la filtra-
tion JS-préadique. Alors I’homomorphisme de O-Algébres graduées

(16.4.8.4) So, (#)®0,80,(F") = gr’s(So, (F))

(o le premier membre est le produit tensoriel gradué des Oy-Algébres symétriques munies de leur
graduation canonique (I, 1.7.4 et 2.1.2)), provenant de 'injection canonique

F' > I =gy (86, (7)),
est bijectif.

L’injection #'—.# donne en effet canoniquement un homomorphisme de
Oy-Algebres graduées 8y (F') — gri(S,_(#)), et comme le second membre est par
définition une 8, (F"')-Algébre graduée, on en déduit I’homomorphisme canonique
(16.4.8.4) par tensorisation du précédent avec 8, (#"’). Pour prouver le lemme, on
peut, la question étant locale, se borner au cas ot F =F'OF", u et v étant les homo-
morphismes canoniques. Alors PAlgeébre graduée S, (#) s’identifie canoniquement au
produit tensoriel gradué 8, (F')®, 8, (F”) (I, 1.7.4), et il est immédiat que . est
alors 'ldéal #'®,_Sp (F"), ou ¢’ est 'ldéal d’augmentation de 8, (F"), c’est-a-dire
la somme (directe) des Sg (#') pour m>1. On en conclut que S"=_¢"®, Sp (F"),
ou cette fois #'" est la somme (directe) des Sg (F') pour m>n; on a par suite
IINFE =85 (F')®0,Sp, ("), ce qui prouve que (16.4.8.4) est bijectif.

20
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Ce lemme étant démontré, il reste a voir que ’homomorphisme (16.4.8.1) est
bien l'image par f  de ’homomorphisme (16.4.8.4) correspondant i la suite exacte
(16.4.8.2); on constate aisément que cela résulte de la définition de u (16.4.8.2) et
de celle de 3 (16.4.7.1), compte tenu de la définition de la structure de Ox-Algébre
sur #%5 et de celle de dy (16.3.5 et 16.3.6).

En particulier :

Corollaire (16.4.9). — Sous les conditions de (16.4.7), on a un isomorphisme canonique
(16.4.9.1) gr(3) 1 f1(6) = Qi

Corollaire (16.4.10). — St S=Spec(A), &=0g, de sorte que
X =Spec(A[T,, ..., T,]),

P%s 8'identifie canoniquement d la Ox-Algébre correspondant a la A[T,, ..., T,]-algébre quotient
ATy, ..., T,, Uy, ..., U,/ ok les U, (1<i<m) sont m nouvelles indéterminées et K
est idéal engendré par U,, ..., U,,.

On retrouve ainsi en particulier la structure de Q%4 dans ce cas (0, 20.5.13).
Notons en outre que dyg fait alors correspondre a un polynéme F(T,, ..., T,),

la classe mod.R**' de F(T,+U,,...,T,+U,), comme il résulte de la défini-
tion (16.4.7.1).
Proposition (16.4.xx). — Soient f:X—>S un morphisme, g:S—X une S-section

de X, S™ le n-éme voisinage infinitésimal de S pour Pimmersion g (16.1.2). I existe alors un
isomorphisme et un seul de Og-Algebres

(x6.4.xx.1) By g*(ga?qs)—’(ps};')

(pour la structure de Og-Algébre sur @sg") définie par f (16.1.7)), rendant commutatif le diagramme

Os=g"(0) 2, @sg’)
(16.4.11.2) g*(d;.(/s\‘ /;',n
g (Pxp)
(ot N, est I’homomorphisme structural).

En vertu de (I, 5.3.7%), ot 'on remplace X, Y, S par S, X, S respectivement et f
par g, les diagrammes

g

§ —— X S f + X
|
(16.4.11.3) gl Ar g oy
v
X — XxgX X —— XXX
(9of, 1x)s (1, gof)s
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identifient S au produit des (X XgX)-préschémas X et X pour les morphismes A,
et (gof, 1x)g (resp. (1x, gof)s). D’autre part, les diagrammes

X (91, 1x)s XXBX X (1x, gof)s XXSX
(16.4.11.4) f n f P
Y
S — X s —— X

identifient X au produit des X-préschémas S et X XgX pour les morphismes g et p,
(resp. p,) (cas particulier de la formule d’associativité (I, 3.3.9.1)). On peut dire que 4,
considéré comme X-section de X XgX (relativement a p, ou p,) joue le role d’une « section
universelle » pour les S-sections de X : chacune de ces sections g s’en déduit en effet par le
changement de base (gof, 1x)g: X—>X X¢X. La définition de ’homomorphisme ,, et le fait
qu’il est bijectif résultent donc de ces remarques et de (16.2.3, (ii)) appliqué au premier
diagramme (16.4.11.4). La commutativité du diagramme (16.4.11.2) résulte de
méme de (16.2.3, (ii)) appliqué cette fois au second diagramme (16.4.11.4). Pour
expliciter »,, on peut se borner au cas oul g est une immersion fermée : en effet, pour
tout seS, il y a un voisinage ouvert W de s dans S tel que g(W) soit fermé dans un
ouvert U de X, et il est clair que g| W est une W-section du morphisme Unf~'(W)->W,
restriction de f, et g(W) est a fortiori fermé dans Unf~*(W). On peut donc supposer
que S est un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal quasi-cohérent . Alors
les définitions précédentes montrent que si W est un ouvert de S, ¢ une section
de Oy au-dessus de f~'(W), =,(d"|W) est égal & l'image canonique de ¢ dans
T'(W, (0x/o"+1)|W). L’unicité de =, résulte donc de ce que I'image de Ox par dgg
engendre le Og-Module #% (16.3.8).

Corollaire (16.4.x2). — Soient k un corps, X un k-préschéma, x un point de X rationnel
sur k. Alors (P%y):®o,k(x) est canoniquement isomorphe (en tant que k(x)-algébre augmentée)
a O, jmr+t,

I1 suffit de considérer 'unique £-section g de X telle que g(Spec(k))={x}.

Corollaire (16.4.13). — Soient f:X-—>S un morphisme, s un point de S,
X, =XxXgSpec(k(s)) la fibre de f en s. Si xeX, est rationnel sur k(s), (P%s),@o,k(s)
est canoniquement isomorphe & Ox, Jm**, ok my est idéal maximal de Ox, ; de fagon précise,
cet isomorphisme fait correspondre @ (d"t),®1 (ou ¢ est une section de Oy au-dessus d’un
voisinage ouvert de x dans X) la classe de $,®1 modulo m,***,

Cela résulte de (16.4.5) et (16.4.12).

Les corollaires précédents justifient la terminologie de « faisceau des parties
principales d’ordre 7z ».

Proposition (16.4.14). — Soit o : A—~B un homomorphisme d’anneaux, S une partie
multiplicativement stable de B. Alors les homomorphismes canoniques
(x6.4.14.1) S™'Pis —> Pgipu
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déduits des homomorphismes canoniques Py, — Pgp, (16.4.4), forment un systéme projectif
et sont bijectifs.

Il suffit de remarquer que S™*((B®,B)/3"+')=S"}B®,B)/(S~'J)"*! par plati-
tude, et que S™!'(B®,B)=(S"'B)®, (S'B) (I, 1.3.4).

Corollaire (16.4.15). — Les notations étant celles de (16.4.14), soit R une partie multi-
plicative de A telle que o(R)CS. Alors on a des isomorphismes canoniques

(16.4.15.1) S™'Pps S Phipp-ta

Sformant un systéme projectif.
I1 suffit évidemment de définir des isomorphismes canoniques

(16.4.15.2) Pg—'B/A:Pg”B/R“A

c’est-a-dire que l'on est ramené au cas ou p(R) est formé d’éiéments inversibles de B.
Mais alors Pisomorphisme (16.4.15.2) est simplement déduit de I'isomorphisme cano-
nique B®,B - B®g.,,B par passage aux quotients (0, 1.5.3).

Corollaire (16.4.16). — Soient f: X —~>S un morphisme de préschémas, x un point de X,
s=f(x). Alors on a des isomorphismes canoniques

(x6.4.16.1) (Pkis)e = Poo-

Sormant un systéme projectif.

On déduit de 1a des isomorphismes pour les gradués associés, et en particulier un
isomorphisme canonique

(x6.4.16.2) (), = Qoo

Corollaire (16.4.17). — Soient k un corps, K le corps des fractions rationnelles
k(Ty, ..., T,). Alors, pour tout entier n, I’homomorphisme de K[U,, ..., U,] (U; indéter-
minées) dans Py, qui, a tout U, fait correspondre d"T;—'T;.1, est surjectif et définit un isomor-
phisme du quotient K[Uy, ..., U/m**Y (o0 m est l'idéal engendré par les U,;) sur Pg.

Cela résulte de (16.4.8), (16.4.10) et (16.4.14), ol lon fait A=k,
B=k[Ty, ..., T,] et S=B—{o}.

On retrouve ainsi le fait que les dT; forment une base du K-espace vectoriel Qg
(0, 20.5.10).

Proposition (16.4.18). — Soient f: XY, g:Y—>Z deux morphismes de préschémas,
et considérons les homomorphismes canoniques de Ox-Algébres augmentées (16.4.3.3)

(x6.4.18.1) 8xvz * Pxm — Py
(16.4.18.2) Sxrz 2 S (Pyg) > Pae

Alors ggyyyg est surjectif, et son noyau est I’Idéal engendré par Pimage par fx v de I'Idéal d’aug-
mentation de f(P%).
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Notons d’abord que gy, correspond au cas ot dans (16.4.3.3) on fait X'=X,
S'=Y,S8S=Z et u=1x, et fyy; au cas ou 'on remplace X', X, S, S’ par X, Y, Z, Z
respectivement et u, f par f, g respectivement.

On a un diagramme commutatif (I, 5.3.5)

A7 i

(16.4.18.3) N » 1%

Y —Ag‘> YXZY

ou j=(Ix, Ix); est une immersion, joA,=A, ; et p est le morphisme structural. Comme
on peut se borner au cas ou X, Y, Z sont affines, on peut supposer les immersions A;,
A, et j fermées, de sorte que Ox et Ox, x s’identifient respectivement a Ox, x/# et
Ox x,x/Z, 00 #3Z sontles deux Idéaux quasi-cohérents correspondant respectivement
aux immersions A, et j. La Ox-Algebre #%, s’identifie donc a O, x/f"*!, et Pyy
s'identifie 2 Ox,_x/(F/L)""", Cest-a-dire 2 Ox, x/(F"*'+.Z), et par suite au quo-
tient de %, par (F"*'+ L)/ "', Mais on sait (loc. cit.) que p et j font de X xyX
le produit des (Y X;Y)-préschémas Y et Xx;X, donc si Oy est identifi¢ a Oy, v/,
ou %" est 'ldéal correspondant a A, & est égal a (fxzf)*(%).(DxXzX (I, 4.4.5).
Comme (fF"t'+2)[#"*" est 'Idéal de P%; engendré par I'image de %, on en
déduit la proposition.

Corollaire (16.4.19). — Avec les notations de (16.4.18), on a une suite exacte de
Ox-Modules quasi-cohérents -

* Txlvlz Ix/5/z
(x6.4.19.1) ¥ (Q‘Y/Z) ———>.Q§(/Z——‘—>Q§(/Y-——> o.

Lorsque X, Y, Z sont affines, on retrouve ainsi la suite exacte (0, 20.5.7.1).

Proposition (16.4.20). — Soient f:Y—>Z un morphisme, j:X—Y une immersion
Sermée, A" UIdéal quasi-cohérent de Oy correspondant @ j. Alors on a Pyy=0Ox=0y|X,
Phomomorphisme  canonique jxyyz i (Pyp) — Pyu  est surjectif, et son noyau est IIdéal
de j (Pyy) engendré par j (Oy.d5y(H)) (il faut noter que diy(A) est un sous-faisceau de
groupes commutatifs de P%;, mais non un Oy-Module en général).

On sait (I, 5.3.8) que la diagonale A;: X — X XyX est un isomorphisme, d’ot
la premiére assertion. Si »; et @, sont les deux homomorphismes d’Algebres Oy —Z%;
correspondant respectivement aux deux projections canoniques p;, p, de Y XY sur Y,
rappelons que par définition (16.3.5 et 16.3.6) =, est ’homomorphisme structural de la
Oy-Algébre 2%, et w,=dy,. La Ox-Algebre j (?%,) sidentifie donc & Py, /e, (H) Py,
et son quotient par I'Idéal engendré par j (dy; (X)) a Py,/(oy(H)+wy(A)PYyy.
Notons maintenant qu’on a un diagramme commutatif
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Y<—i—X

Ar Afoj

identifiant X au produit des (Y x;Y)-préschémas Y et X x,X (I, 5.3.7). Comme jXgzj
est une immersion, on déduit donc de cette remarque et de (16.2.2) que si A}, et Ay,
désignent les voisinages infinitésimaux d’ordre n de Y et X pour les immersions cano-
niques A; et A,,; respectivement, on a un diagramme

Ay <—— Axp

Y %Y prour XxzX
faisant de A%j le produit des (Y Xx;Y)-préschémas Ay, et X Xx;X. On peut encore
dire que %, s’identifie au faisceau d’anneaux WQ/Z@)@YXZY Ox ,x- Mais on voit aussitot
(par exemple en se ramenant au cas affine) que Ox, x= OYXZY/([)I(%/)+p;(f))@szY.
Donc 2%, s’identifie au quotient de #%, par I'Idéal engendré par limage
dans 2%, de pi(A)+py(H). Mais par définition cet Idéal est aussi engendré
par o (X)) +wy(A). C.Q.F.D.

Corollaire (x6.4.2x). — Sowent f:Y—>Z un morphisme, j:X—>Y une immersion.
On a une suite exacte de Ox-Modules quasi-cohérents

(16.4.21.1) Ny = J (%) — Lxp — 0.

Lorsque X, Y et Z sont affines, on retrouve ainsi la suite exacte (0, 20.5.12.1).

Corollaire (16.4.22). — St f: X —~>S est un morphisme localement de présentation finie,
Py et Qyg sont des Ox-Modules quasi-cohérents de présentation finie.

On est aussitdt ramené au cas ou S=Spec(A) est affine, X ==Spec(B), ou
B=A[T,, ..., T,]/R, K étant un idéal de type finide C=A[T,, ..., T,]. On applique
alors (16.4.20) avec Z=3S, Y =Spec(C) et A =R. Alors 7 (P%y) est un Ox-Module
libre de rang fini (16.4.10) et I'hypotheése sur & entraine que j*(Oy.d%;(#")) engendre
un Ox-Module quasi-cohérent de type fini ; d’olt la conclusion.

Proposition (16.4.23). — Sotent X, Y deux S-préschémas, Z =X XY leur produit,
P XxY>X et q: XxgY—>Y les projections canoniques. Alors I’ homomorphisme canonique

(x6.4.23.1) Paxs® v ¢ P*(Q;(/s) @q*(gsl{/s) - -Q(lx % Y)/8
est bijectif.
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Le diagramme commutatif
Y <& XxgY < XxgY

N

S «— S X
f

id

donne une factorisation de I'isomorphisme canonique P"(p) (16.4.5)
P (Pxs) — P —~ Py

et de méme, en intervertissant les réles de X et Y, on a une factorisation de 1’zsomor-
phisme P"(q)

*

q (g)?r/s) *yg/s - gg/x-

Ceci prouve que ’homomorphisme canonique (16.4.18.1)
baxis 0 (Pis) > Pis (xesp. gy © 4 (Pis) > Piss)
est injectif, et que le noyau de ’homomorphisme canonique surjectif (16.4.18.2)
Pos > Py (resp. Pyg — Pi)

est supplémentaire de I'image de pgxg (resp. ¢zys). Mais d’autre part, ce noyau est,
en vertu de (16.4.18), engendré par I'image par ¢zy;g (resp. pzxs) de I'Idéal d’aug-
mentation de ¢ (PYg) (resp. p (P%s)). On en conclut la proposition en considérant
le cas n=1.

On généralise aussitt (16.4.23) au cas d’un produit d’un nombre fini quelconque
de S-préschémas.

Remarques (16.4.24). — (1) Nous verrons (17.2.3) que lorsque le morphisme
f:X—Y dans (16.4.18) est lisse, ’homomorphisme fy vy, dans (16.4.19.1) est locale-
ment inversible d gauche et en particulier injectif. De méme, lorsque le morphisme
Sfoj: X—Z de (16.4.20) est lisse, ’homomorphisme de gauche dans (16.4.21.2) est
localement inversible & gauche et a fortiori injectif (17.2.5). Au chap. V, nous donnerons aussi
une variante, dans le cas des Modules sur les préschémas, des « modules d’imperfection »
étudiés dans (0, 20.6), et des suites exactes ou ils figurent.

(i1) Soient X un espace topologique, &/ un faisceau d’anneaux sur X et % une
&/-Algébre sur X. Alors il est clair que

U~ Pry sy« (U ouvert dans X)

est un préfaisceau de I'(U, #)-algébres augmentées, donc le faisceau associé £, est une
%#-Algebre augmentée. Dans le cas particulier out X est un préschéma, f=(¢,0) : X—-S
un morphisme de préschémas, il résulte aisément de (16.4.16) et de l'exactitude
du foncteur h_r)n que Pyj5 est canoniquement isomorphe & £, Il s’ensuit que le
formalisme développé dans le présent paragraphe pourrait étre considéré comme un
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cas particulier d’un formalisme différentiel pour des espaces annelés munis d’un faisceau
d’algebres sur le faisceau structural. Cependant, nous n’avons pas voulu partir de ce
point de vue, moins intuitif et moins commode pour les applications. Il semble d’ailleurs
que, pour les diverses espéces de « variétés », la construction « globale » des 2" analogue
a celle que nous utilisons ici soit également mieux adaptée aux applications.

16.5. Faisceaux et fibrés tangents relatifs; dérivations.

(x6.5.1) Soit f=(¢,0) : X—S un morphisme d’espaces annelés. Pour tout
Ox-Module &, on appelle S-dérivation (ou (X/S)-dérivation, ou f-dérivation) de Oy dans F
tout homomorphisme de faisceaux de groupes additifs D : Ox—F, vérifiant les conditions
suivantes :

a) pour tout ouvert V de X, et tout couple de sections (¢, %,) de Ox au-dessus
de V, on a

(16.5.1.1) D(t,t,) =, D(ty) + D(t)) 3

b) pour tout ouvert V de X, toute section ¢ de Ox au-dessus de V et toute section s
de Og au-dessus d’un ouvert U de S tel que Vcf~!(U), on a

(16.5.1.2) D((s|V)t)=(s| V)D(2).

Il est clair qu’il revient au méme de dire que pour tout x€X, I’homomorphisme
de groupes additifs D,: 0,—~F, est une Oy, -dérivation.

Une autre interprétation consiste a considérer la Ox-Algebre Z, (F) égale
a O0x®F, la structure d’Algebre étant définie par la condition que pour tout
ouvert V de X, le produit de deux sections de 0x (resp. d’une section de Oy et d’une
section de &) au-dessus de V est défini par la structure d’anneau de I'(V, Ox) (resp. la
structure de T'(V, Ox)-module sur I'(V, &#)), et le produit de deux sections de F
au-dessus de V est pris égal a o; alors, & est un Idéal de Doy (F), noyau de Paugmen-
tation canonique 9, (#)—0x, et dire que D est une S-dérivation de 0x dans & signifie
que 1g,+D est un Og-homomorphisme &’ Algébres de Ox dans D, (F), qui, composé avec
augmentation, donne 14,.

Les S-dérivations de Oy dans & forment évidemment un I'(X, Ox)-module
Dérg(Ox, F).

Lorsque &% = 0x, une S-dérivation de Oy dans lui-méme est simplement appelée
une S-dérivation de Ox.

Proposition (16.5.2). — Sotent A un anneau, B une A-algébre, L un B-module ; on pose
S =Spec(A), X =Spec(B), & =T.. Alors Papplication D~>T'(D) qui, a toute S-dérivation D
de Ox dans F fait correspondre Uapplication T'(D) : t~>D(t) de B dans L, est un isomorphisme
de B-modules de Dérg(Ox, F) sur Dér,(B, L) (cf. (0, 20.1.2)).

Cela résulte aussitt de ’interprétation donnée ci-dessus des S-dérivations en termes
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d’homomorphismes d’Algebres, de Iinterprétation analogue donnée dans (0, 20.1.6),
et de la correspondance canonique entre homomorphismes de Ox-Algébres et homo-
morphismes de B-algébres (I, 1.3.13 et 1.3.8).

Proposition (16.5.3). — Soit f= (4, 0) : X—S un morphisme de préschémas.

() La différentielle dyj: Ox—>Q%s (16.3.6) est une S-dérivation.

(ii) Pour tout Ox-Module F, Papplication u~>uodyg est un isomorphisme  de
I'(X, Ox)-modules

(16.5.3.1) Homy, (@ks, #) = Dérg(0x, F).

L’assertion (i) a déja été notée (16.3.6). D’autre part, il est immédiat (en vertu
de (0, 20.4.8)) que u~>uody;g est injectif, en considérant les restrictions a une fibre 0,
des deux membres et utilisant (16.4.16.2). Pour voir que ’homomorphisme (16.5.3.1)
est surjectif, considérons une S-dérivation D :0Oyx—>%; pour tout ouvert affine
V==Spec(B) de X, tel que f(V) soit contenu dans un ouvert affine U=Spec(A) de S,
Dy:B—T(V, #) est une A-dérivation, donc il existe un unigue B-homomorphisme
wy: Qpy > T(V, F) tel que Dy=uyody, (0,20.4.8); en outre Punicité de uy montre
aussitét que pour tout ouvert affine WcV, on a wuy=uy|W, donc les uy définissent
un homomorphisme de Ox-Modules u : Ox—% répondant a la question.

(16.5.4) Avec les notations de (16.5. 1), pour tout ouvert U de X, Dérg(0y, #|U)
est un I'(U, Og)-module et il est clair que I'application U~>Dérg(@y, #|U) est un
préfaisceau; en fait, c’est méme un faisceau (donc un Ox-Module), en vertu de la
caractérisation ponctuelle des S-dérivations, vue en (16.5.1). Cet @Ox-Module se note
Dérg(Ox, F) et est appelé faisceau des S-dérivations de Ox dans F, et ce qu’on vient de voir
s’exprime encore par le corollaire suivant :

Corollaire (16.5.5). — Pour tout Ox-Module F, I’ homomorphisme de Ox-Modules déduit
de u~>uodyyg

(x6.5.5.1) %mwx(!?}qs, F) — Dérg(Ox, F)

est bijectif.

Corollaire (16.5.6). — (1) St le morphisme f:X-—>S est localement de présentation
finie et si F est un Ox-Module quasi-cohérent, alors Dérg(Ox, F) est un Ox-Module quasi-
cohérent.

(1) S de plus S est localement noethérien et si F est cohérent, alors Dérg(Ox, F) est un
Ox-Module cohérent.

L’assertion (i) résulte de I'isomorphisme (16.5.5.1), de (16.4.22) et (I, 1.3.12);
Passertion (ii) résulte de (0, 5.3.5).

(x6.5.7) On pose

(16.5.7.1) Gy = Homg, (2xs> Ox) = Dérg(0x, Ox)

et on dit que C’est le faisceau des S-dérivations de Ox, ou encore le faisceau tangent de X relati-
vement & S : c’est donc le dual du Ox-Module Q. Si f est localement de présentation
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finie, Gx est un Ox-Module quasi-cohérent; si de plus S est localement noethérien,
®s est cohérent (16.5.6).

(x6.5.8) Supposons plus particulitrement que Qg soit un @x-Module localement
libre (de rang fini) (ce qui sera le cas lorsque f est lisse (17.2.3)); alors Gy est un
Ox-Module localement libre et a2 méme rang que Q%4 en chaque point. De facon plus
précise, supposons que % soit de rang z en un point x; il y a alors n sections s; (1<1<n)
de Ox au-dessus d’un voisinage affine U de «x telles que les images canoniques des ds;
dans .Q§(/s®0xk(x) forment une base de ce k(x)-espace vectoriel; en vertu du lemme
de Nakayama, les germes (ds;),=d(s;), des ds; au point x forment une base du
0,-module (‘Q;(/S)z) donc, en restreignant U, on peut supposer que les ds; forment une
base du T'(U, Ox)-module T'(U, Q%). Alors le T'(U, 0x)-module I'(U, Gy) est dual du

précédent; on note (D,),<;<, Ou 2
S 05;) 1<i<n
par (16.5.3), on a S

(16.5.8.1) D,5;= (D, dsy = <% ds,.> —5, (indice de Kronecker).

la base duale de (ds;);<;<,, de sorte que,

Toute I'(S, Og)-dérivation de la I'(S, @g)-algebre I'(U, Ox) s’écrit donc d’une seule
maniére
n ﬂ‘ a
D=3X4D;=3 ""a—&

i=1 i=1
ou les a; (1<i<n) sont des sections de Ox au-dessus de U. Pour toute section geI'(U, 0O),
si Pon pose dg= 3 ¢;ds;, on a ¢;=<D,, dgd)=D,g en vertu de (16.5.8.1), autrement
dit =t
n n ag
(16.5.8.2) dg= Y (D;g)ds;=X gdsi.
i=1 i=10%
(16.5.9) Soient D,, D, deux S-dérivations de Ox. Pour tout ouvert U de X,
si DY, Dy sont les dérivations correspondantes de ’anneau I'(U, O), le crochet
[Df, Dy]=D}oDy—DjoD;
est aussi une dérivation de cet anneau, donc le {'(0g)-endomorphisme de Oy

(16.5.9.1) [D1, Dy]=DyoDy—Dyo D,y

est encore une S-dérivation; comme on vérifie aussitot que ce crochet vérifie I'identité
de Jacobi, on voit qu'on a ainsi défini sur Dérg(Ox, O) une structure de I'(S, Og)-algébre
de Lie. Comme la définition de cette structure commute a la restriction 2 un ouvert
de X, on voit que Gxg est canoniquement muni d’une structure de {*(0g)-Algébre de Lie.
On notera que 'application (D;, D,) — [D;, Dy] n’est pas T'(X, O)-bilinéaire.

(x6.5.10) Pour tout changement de base g:S'—S, si Pon pose X'=XxgS,
on a vu (16.4.5) que 'on a un isomorphisme canonique

(x6.5.10.1) 245®S 5 Qs
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d’ot I'on déduit, en vertu de (16.5.10.1), un homomorphisme canonique (Bourbaki,
Alg., chap. II, g éd., § 5, n° 3)

(16.5.10.2) GX/S®08(DS' -—)@xllsr

qui en général n’est ni injectif ni surjectif. Toutefois :

Proposition (16.5.xx). — (i) St g :S'—>S est un morphisme plat et si f est localement
de type fini (resp. localement de présentation finie), I’homomorphisme (16.5.10.2) est injectif
(resp. bijectif).

(ii) Si Qkg est un Ox-Module localement libre de type fini, I homomorphisme (16.5.10.2)
est bijectif.

En effet, ’assertion (ii) résulte de Bourbaki, Alg., chap. II, g€ éd., § 5, n° 3, prop. 7.
L’assertion (i) résulte de méme de Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 2, n° 10, prop. 11
et du fait que si f est localement de type fini (resp. localement de présentation finie),
Q%5 est un Ox-Module de type fini (resp. de présentation finie) ((16.3.9) et (16.4.22)).

(x6.5.12) Puisque Q% est un @x-Module quasi-cohérent, on peut considérer le
fibr¢ vectoriel sur X défini par Q%¢ (II, 1.7.8)

(x6.5.12.1) Txs =V (%)

qu’on appelle fibré tangent de X relativement @ S. On a donc une bijection canonique

(IL, 1.7.9) -
r (TX/s/ S) — Hom@x(!)}qs, Ox)=T(X, (SX/S)

par définition de Gy, et on peut dans cet isomorphisme remplacer X par un ouvert
quelconque U de X; on peut donc dire que le faisceau tangent de X relativement & S est
isomorphe au faisceau des germes de S-sections du fibré tangent de X relativement a S.
Si f:X—+Y est un S-morphisme, on a vu (16.4.19) qu’on a un homomorphisme
canonique fyys i f (2ys) >2%s, ce qui donne, compte tenu de ce que

V(f(9§/s))=v(9§/s) XyX (I 1.7.11),

un X-morphisme Tyg(f) : Txg = TysXyX. Si g:Y-—>Z estun second S-morphisme,

on a Tyg(gof) = (Tys(g) X 1x)oTxs(f) (0, 20.5.4.1).
Il résulte de (16.5.10.1) et de (II, 1.7.11) que pour tout changement de base
g:5'—>S, on a un isomorphisme canonique

(16.5.12.2) TXI/SI ::;TX/SXSS,=TX/SXXXI‘
(16.5.13) Pour tout point xeX, on appelle espace tangent & X au point x (relati-

vement & S) Pensemble des points de la fibre TygXxSpec(k(x)) rationnels sur k(x), donc
Pensemble

(16.5.13.1) Tyys(x)= Homk(z)(‘Q;(/S®0x k(x), k(x))

qui est le dual du k(x)-espace vectoriel Qp o /M. Qp 0,. Lorsque 2% est un Ox-Module
de type fini, Tx;g(x) est donc un espace vectoriel de rang fini sur k(x), et pour tout chan-
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gement de base g:S’'—S, ettout point #'eX’'=X x ¢S’ au-dessus de x, on a un isomor-
phisme canonique

(16.5.13.2) Ty (%) = Tjs(%) Oy Fe(x')-

Si x est rationnel sur k(s), ol s=f(x) (de sorte que k(s)—>k(x) estunisomorphisme),
il résulte de (16.4.13) que 'on a un isomorphisme canonique

(x6.5.13.3) TX/S(x) = TX;/k(s)(x) = Homk(s)(ma':/mf, Kk(s))

ou my, est 'idéal maximal de O, ,= 0x ,/m,0x . Dans le cas ol S est le spectre d’un
corps £, on retrouve ainsi la définition de Zariski de ’espace tangent en un point xeX
rationnel sur k, comme dual de m,/m2.

Soit Y un second S-préschéma et soit g:Y—+X un S-morphisme; on a alors un
homomorphisme canonique de @y-Modules (16.4.19)

(x6.5.13.4) 8yxs :gt(-Q%(/s) —> Q%{/s-
Notons maintenant que si yeY et x=g(y), on a
g (%) ®p, k(r)= (%5 ®p, k(%)) By k()
et par suite, si Q% est un Oyx-Module de type fini, on peut identifier
Hom,, (g'(Q%s) ® k() k()

a Ty;5(x)®yyk(y). On déduit donc alors de ’homomorphisme (16.5.13.4) un homo-
morphisme de k(y)-espaces vectoriels

(x6.5.13.5) T,(8) : Tyi(y) = Txjg(%) Oy k()

dit application linéaire tangente & g au point y. Lorsque y est rationnel sur k(s), on peut iden-
tifier k(s), k(y) et k(x) et T, (g) est alors un homomorphisme de k(s)-espaces vectoriels
Tygs(y) > Txg(*); on notera d’ailleurs que dans ce cas, g'(Q§,3)®@Yk( ) s’identifie
a Q%g®p, k(¥), et ’homomorphisme précédent est donc défini sans aucune condition
de finitude sur Q% et n’est autre que I’homomorphisme Ty,(g) (16.5.12) restreint a
la fibre au point y de Tyy.

(16.5.14) L’interprétation des dérivations d’'une A-algébre B dans un B-module L,
donnée dans (0, 20.1.1), se traduit dans le langage des préschémas de la fagon suivante.

Considérons deux morphismes de préschémas f:X—>S, g:Y—>S, et un sous-
préschéma fermé Y, de Y défini par un Idéal de carré nul ¢ de Oy (de sorte que Y et Y,
ont méme espace topologique sous-jacent). Supposons donné un S-morphisme u,:Y,—>X,
de sorte qu'on a un diagramme commutatif

X <Y,

(16.5.14.1) /l "" li
S «— Y

g
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et proposons-nous de chercher s’il existe des S-morphismes u:Y—>X tels que wy=uoj
(autrement dit, s’il est possible de compléter le diagramme précédent par la fleche
pointillée u, de facon a le laisser commutatif).

Pour cela, considérons un ouvert affine U==Spec(C) de Y; son image réci-
proque j~'(U) est louvert affine Uy,=Spec(C/f), ot L=T(U, #), idéal de carré nul
dans C; nous supposerons U assez petit pour que #,(U,) soit contenu dans un ouvert affine
V =S8pec(B) de X, et g(U)=f(4y(U,)) contenu dans un ouvert affine W =Spec(A)
de S, de sorte que B et C sont des A-algébres et que #,| U, correspond & un A-homo-
morphisme ¢ de B dans C/{; soit P(U,) I’ensemble des restrictions #| U des homomor-
phismes cherchés, qui correspondent canoniquement aux A-homomorphismes d’algébres
¢ : B—>C tels que le composé B %0 Qe soit égal a . On sait donc (0, 20.1.1) que
I’ensemble de ces homomorphismes est vide ou de la forme ¢, + Dér, (B, £); lorsque P(U,)
n’est pas vide, le groupe additif Dér, (B, ) opére par addition dans P(U,), qui est donc
un espace affine pour le groupe additif Dér, (B, 8) (ou encore un espace homogéne principal
(ou torseur) sous Dér, (B, R)).

Remarquons maintenant que, puisque £ est muni d’une structure de B-module
au moyen de {, on a un isomorphisme v~>vody, de Homg(Qy,, &) sur Dér,(B, L)
(0, 20.4.8). D’ailleurs, comme £ est de carré nul, donc un (C/{)-module, tout
B-homomorphisme v : Qp,—~8 peut étre considéré comme un (C/g)-homomorphisme
Q}4®5(C/¢)—>L. Comme ¢ est de carré nul, il peut étre considéré comme un
Oy,-Module quasi-cohérent; introduisons le Oy-Module

(16.5.14.2) G = Hom(uy (D), F);
il résulte alors du fait que Qp,=T(V,Q%g) (16.3.7) que Plon peut écrire
Dér,(B, &) =T(U,, 9).

Comme P(U,) est défini comme ensemble de S-morphismes U->X, il est clair
que Uy~P(U,) est un faisceau d’ensembles # sur Y,. Utilisons ce fait pour prouver que
Papplication #4:TI'(U,, 9) xP(U,) - P(U,) définissant la structure de torseur sur

P(U,) est aussi indépendante du choix de V et W, et en outre que, si U'cU est
un sccond ouvert affine de Y, U, son image réciproque dans Y,, le diagramme

I'(U,, %) XP(U,) —> P(Uj)

(16.5.14.3)

['(Us, 9) xP(Ug) —> P(Uy)

est commutatif {les fléches verticales étant les opérateurs de restriction). En vertu de la
remarque précédente, on est ramené a prouver la commutativité du diagramme précédent
lorsque % est défini comme ci-dessus a partir des ovverts affines V, W et &’ & partir d’ouverts
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affines V'cV et W' cW. Mais en vertu de la description précédente de 4, cela résulte
de la commutativité du diagramme (0, 20.5.4.2).

Les applications I'(U,, 4)xP(U,)>P(U,) définissent donc un homomorphisme
de faisceaux d’ensembles m: G XP P tel que, pour tout ouvert U, pour lequel
['(Uy, 2)%0, my, : I'(U,, 9)x[(U,, Z) =T (U,y, #) soit une loi externe définissant
sur I'(Uy, ) une structure de torseur sous le groupe I'(U,, ).

(x6.5.15) D’une fagon générale, lorsqu’on se donne sur un espace topologique Z
un faisceau d’ensembles &, un faisceau de groupes ¥ (non nécessairement commutatif)
et un homomorphisme de faisceaux d’ensembles m: % XxXZ—>Z tel que, pour tout
ouvert UcZ tel que I'(U, 2)+0, my: I'(U, 9)xI'(U, Z) - I'(U, &) fasse de I'(U, 2)
un forseur sous le groupe I'(U, &), on dit que & est un pseudo-torseur (ou faisceau
Jformellement principal homogéne) sous le faisceau de groupes . On dit que £ est un lorseur (ou
Saisceau principal homogéne) sous 4 si de plus I'(U, £)+ 0 pour tout ouvert U+ d’une
base convenable de la topologie de Z.

Pour la théorie générale des torseurs, nous renvoyons a [42]; nous nous bor-
nerons ici a rappeler la correspondance canonique entre les classes d’isomorphie de ces
torseurs (pour un ¥ donné) et les éléments de I’ensemble de cohomologie HY(Z, %).
Considérons en effet un torseur & sous ¥ et un recouvrement ouvert (U,) de Z
tel que I'(U,,#Z)£0 pour tout A; désignons par p, un élément de I'(U,, Z).
Pour tout couple d’indices 2, p tel que U,nU,*0, il existe alors un élément
et un seul v,, de T'(U,nU,, 9) tel que v,,.(p,|UnU,)=p,|U,nU,; en outre,
si A, @, v sont trois indices tels que U,nU,nU,+0, les restrictions yy,, Yy,
Y d€ Yae Yuw Ya @ UxnU,nU, vérifient la condition v},=7v},Y,,; autrement
dit (A, p) ~>y,, est un 1-cocycle du recouvrement (U,) a valeurs dans %. Si, pour tout 2,
p5 est un second élément de I'(U,, &), il existe un élément et un seul B,eI'(U,, )
tel que py=B,.p5, et le 1-cocycle (yj,) correspondant a la famille (p;) est donné
par yh,=BaYaPn ', autrement dit, est cokomologue a (y,,). Inversement, la donnée
d’un 1-cocycle (y,,) définit, pour tout couple (A, ), un automorphisme 0,, du faisceau
d’ensembles 4|1U,nU,, savoir la translation a droite par v,,, et le fait qu’il s’agisse
d’un cocycle montre que P'on peut recoller les faisceaux d’ensembles %|U, ‘a I’aide des
automorphismes 6,, (0;, 3.3.1); on obtient ainsi de fagon évidente un torseur sous
@, soit #, et si Pon prend pour p, la section unité au-dessus de U,, le 1-cocycle
correspondant n’est autre que le 1-cocycle donné (y,,); en outre, si 'on remplace (y,,)
par un 1-cocycle i, =LY Pn' qui lui est cohomologue, on vérifie aussitdt que le
torseur obtenu est isomorphe a Z.

En particulier, si (y,,) est un 1-cobord, autrement dit de la forme vy,,=8,8;", le
torseur obtenu & est isomorphe @ 4 (considéré comme torseur sous lui-méme pour les
translations a gauche); on dit dans ce cas que & est trivial, et la réciproque est évidente.

Plus particuliérement, il résulte de (III, 1.5.1) que l’on a:

Proposition (16.5.x6). — Soient Z un schéma affine, 4 un Oz-Module quasi-cohérent ;
alors tout torseur sous 4 est trivial.
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Revenant au probléme considéré en (16.5.13), on obtient donc :

Proposition (16.5.17). — Soient X, Y deux S-préschémas, Y, un sous-préschéma fermé
de Y défini par un Idéal quasi-cohérent ¢ de Oy tel que F*=o, j:Y,—Y [Dinjection canonique.
Soit uy: Yo—>X un S-morphisme, et P le faisceau d’ensembles sur Y tel que, pour tout ouvert U
de Y, T'(U, ) soit Uensemble des S-morphismes u:U—>X tels que uy|Ug==uo(j|U,), oi
U,=/"YU). Alors il existe sur P une structure de pseudo-torseur sous le Oy -Module
gz%mwn(”;([)%{/s), F)-

En particulier :

Corollaire (16.5.18). — Avec les notations de (16.5.16), supposons Y affine et Qg
de présentation finie; s’il existe un recouvrement ouvert (U,) de Y, et, pour chaque indice o, un
S-morphisme v, : U,—~X tel que, st Ul=;""(U,), on ait v,0(j|U)=u,|US, alors il
existe un S-morphisme u : Y —>X tel que uoj=u,.

En effet, 4 est alors un Oy-Module quasi-cohérent (I, 1.3.12); en vertu
de (16.5.16) et du fait que Y, est alors affine, le faisceau &, qui est par hypothése
un torseur sous ¥, et non seulement un pseudo-torseur, est #rivial; mais si w est un
isomorphisme de ¢ sur & (en tant que torseurs sous %), 'image par w de la section o
de ¥ est le S-morphisme u cherché.

16.6. Faisceaux de p-différentielles et différentielle extérieure.

(x6.6.1) Soit f: X—S un morphisme de préschémas. On appelle faisceau des
p-différentielles de X relativement @ S (p entier) la puissance extérieure p-éme (0g, 4.1.5) du
Ox-Module Q%, notée

(x6.6.1.1) Qﬁ/s:;\(gk/s)-

On a donc Q%5=0x, et Q%s=o0 pour p<o; les Q% sont les composants homogenes
de I’Algebre extérieure sur Qg

»
(16.6.1.2) Qi =N (2x5)= D N (DQxp),

PEZ

qui est donc une Ox-Algébre graduée quasi-cohérente, anticommutative et dont les
éléments de degré 1 sont de carré nul. Pour tout ouvert affine U de X, on a
I'(U, Q%) =N\ (T'(U, Q;{/s)), ot I'(U, %) est considéré comme TI'(U, Ox)-module.

Lorsque S==_Spec(A) et X ==Spec(B) sont affines, B étant donc une A-algébre,
on a (0, 4.1.5) Q%s=(Qf,)~, en posant Q§/A=/?\Q}3,A.

Théoréme (16.6.2). — Il existe un endomorphisme et un seul d du faisceau de groupes
additifs Q% g, apant les propriétés suivantes :

(i) dod=o.

(ii) Pour tout ouvert U de X et toute section fel'(U, Ox), on a df=dxgf.
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(iii) Pour tout ouvert U de X, tout couple d’entiers p, q et tout couple de sections
W4 T(U, Qg), 0 <T(U, D), on a

(16.6.2.1) d(eopnwy)=(dap) Aw) +(—1)Pw,Ado.

En outre, d est un endomorphisme de *(Ox)-Modules gradués, de degré +1.

Supposons prouvée I’existence de I’endomorphisme d. Pour tout ouvert affine U de X,
toute section de 2% au-dessus de U est (en vertu de (i)) combinaison linéaire d’un
nombre fini d’éléments de la forme g(dfyAndfyA ... Adf,), ol g et les f; sont de sections
de Oy au-dessus de U (0, 20.4.7). Les conditions (i) et (iii) montrent alors, par récurrence
sur p, que I’on a nécessairement

(x6.6.2.2) d(g(dfindfoh ... Nf))=dgndfindfyn ... adf,.

Cela prouve donc lunicité de d et la derniere assertion du théoréme. En vertu de cette
propriété d’unicité, pour démontrer l’existence de d, on peut se borner au cas ou
S =Spec(A) et X =Spec(B) sont affines. Or (Bourbaki, Alg., chap. III, g¢ éd., § 10)
pour définir une A-antidérivation D de degré +1 d’une algébre extérieure A (M)
(o M est un B-module et B une A-algébre), cette antidérivation prenant ses valeurs

dans une A-algébre graduée anticommutative C:né}oCn, dont les éléments de degré 1
sont de carré nul, il suffit de se donner arbitrairement une A-dérivation D, de B dans C,
et un A-homomorphisme D; de M dans C,; il existe alors une A-antidérivation D et
une seule de A(M) dans C coincidant avec D, dans B et avec D; dans M.

Dans le cas actuel, D, est nécessairement égal a dg, en vertu de (ii); tout revient
a voir, compte tenu de (16.6.2.2), qu’il y a un A-homomorphisme » de Q}, dans Q%
tel que l’on ait

(16.6.2.3) u(g.df)=dgndf

quels que soient f, ¢ dans A; il suffira pour cela de montrer qu’il existe un A-homomor-
phisme »:B®,Q}, - Q%, tel que

(x6.6.2.4) v(g.0)=dgro

pour geB et weQp,. Finalement, comme Qp,=3J/J* (o0 JF=3Jp, est le noyau
de ’homomorphisme canonique B®,B—B) et que Qf, est engendré par les éléments
de la forme g.df, il suffit de définir un A-homomorphisme w :B®,(B®,B) > Q},
tel que

(16.6.2.5) w(g'®g® f)=dg r(g.df)

et tel que w soit nul dans limage de B®,3J%. Or, comme le second membre
de (16.6.2.5) est A-trilinéaire en g’, g, f, lexistence de w vérifiant (16.6.2.5) est
immédiate. Comme, d’autre part, J est engendré par les éléments 1®x—x®1 (xeB),
on est ramené a vérifier que lorsque z=(1®x—x®1)(1®y— y®1), on a w(g'®z)=o.
Or, comme z2=1®(xp)+ (v)®1—x®y— y®x, la formule (16.6.2.4) montre qu’il
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suffit de voir que 'on a d(xy)—x.dy— y.dx =0, ce qui exprime que d est une dérivation.

Il reste a prouver que d vérifie la condition (i). Or, le carré d’une antidérivation
est une dérivation (Bourbaki, loc. cit.), et comme Qp, est engendré par Qf, comme
B-algebre, il suffit de vérifier que d(dz)=o0 pour zeB et 26Qp,; dansle premier cas,
cela résulte de la formule (16.6.2.3) avec g=1; dans le second, on peut se borner au
cas o z=g.df avec f, g dans B, et alors, en vertu de (16.6.2.1) et (16.6.2.3), on a

d(d(g-df)) = d(dg ndf) = (d(dg)) A (df ) —(dg) A (d(df)) =o. C.Q.F.D.

Défimition (16.6.3). — L’antidérivation d définie dans (16.6.2) (aussi notée dyg) est
appelée différentielle extérieure sur X (relativement a S).

Proposition (16.6.4). — Pour tout changement de base g : S'—S, st on pose X'=X xS,
I’ homomorphisme canonique

(16.6.4.1) Qxs® S — Qs

déduit de Iisomorphisme (16.5.9.1) est bijectif. En outre, si s est une section de 255 au-dessus
d’un ouvert U de X, s®1 son image réciproque, section de Qx5 au-dessus de I'image réciproque U’
de U dans X', on a dy,g(s®1)=dx;(s)®1.

La premiére assertion est immeédiate, la formation de l’algébre extérieure d’un
module permutant avec toute extension de l’anneau des scalaires. Pour prouver la
seconde, on peut, en vertu de (16.6.2.2), se borner au cas ou seI'(U, 0), et dans ce
cas l’assertion a déja été prouvée (16.4.3.7).

(16.6.5) Supposons que Q% soit un Ox-Module localement libre de rang n en
un point x, de sorte qu’il y a n sections s5;€'(U, Ox) telles que Jes ds; forment une
base du I'(U, 0)-module T'(U, Q%) (16.5.8). Alors, pour tout entier p>1, les
p-différentielles ds; Ads;, A ... A ds,-ﬁ (pour #;<3,<...<z,, €éléments de [1,n]) forment

une base de (;) éléments de I'(U, Q%) sur T'(U, C%). En outre la formule (16.6.2.2)

montre que pour toute section geI'(U, 0x), on a

2
(16.6.5.1)  d(g.ds Ads,A ... Ads,-p):%(——l)’—gd& A...nds,ndsgnds, ... Ads

aS'k n rel ip

ol, au second membre, £ parcourt ’ensemble des n—p indices distincts des 7, ¢, étant
le plus grand indice <A&.

On notera que la relation d(dg)=o pour toute section gel'(U, ) s’exprime
sous la forme

D;(D;g) = D;(D;g) pour ij;

autrement dit, les dérivations D; définies dans (16.5.7) sont deux & deux permutables.

16.7. Les Z%4(F).

(x6.7.1) Soient f:X-—+S un morphisme de préschémas, # un Oy-Module.
Désignons par X‘g‘} le n-éme voisinage infinitésimal de X pour le morphisme diagonal
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A X->XXxgX, par h,: Xg‘}—> X xgX le morphisme canonique (16.1.2), et consi-
dérons les deux morphismes composés

hn hn
P XE I XX DK, XS XX B X

de sorte que, par définition, 4™ correspond & I’homomorphisme de faisceaux d’anneaux
Ox —~P%;s que nous avons choisi pour définir la structure de Ox-Algebre sur #%4 (16.3.5),
et p” a Phomomorphisme de faisceaux d’anneaux dfg: Ox—>P%s (16.3.6). Comme
Xﬁ;‘} et X ont méme espace sous-jacent, on peut écrire

(16.7.x.1) Pis = ("), (£8")"(0%))-
Plus généralement, nous poserons
(6.7.1.2) Pis(F)= (), ((#5")"(F))

de sorte que Pxg=P%;5(0x); par définition, #35(F) est donc un Ox-Module.

(x6.7.2) Si I'on revient aux définitions des images réciproques de Modules sur
les espaces annelés (07, 4.3.1) et que on tienne-compte de ce que X§) et X ont méme
espace sous-jacent, on voit que I’on peut aussi écrire la définition (16.7.1.2) sous la
forme

(16.7.2.1) Pxs(F) =Py F

mais ot il faut prendre garde que, dans l'interprétation du signe ®, 2% est muni de sa
structure de Ox-Module définie par I’homomorphisme de faisceaux d’anneaux dy : Ox—Py.
Il résulte aussitét de cette formule (ou directement de (16.7.1.2)) que Pys(F) est
canoniquement muni d’une structure de &% - Module.

Proposition (16.7.3). — (1) Le foncteur F~>Pys(F) de la catégorie des Ox-Modules
dans celle des Py g-Modules est exact a droite, et commute aux limites inductives quelconques ;
il est exact lorsque Py g est un Ox-Module plat.

(i1) St F est un Ox-Module quasi-cohérent (resp. de type fini, resp. de présentation finie),
Pxs(F) est un Py - Module quasi-cohérent (resp. de type fini, resp. de présentation finie).

Les assertions de (i) résultent aussitét de la formule (16.7.2.1) et de la consi-
dération de la symétrie de P55 (16.3.4). Les assertions de (ii) découlent de I’exactitude
a droite du foncteur F~>P54(F).

(16.7.4) Les deux structures de Ox-Module de P%¢ définissent sur P3g(F)
deux structures de Ox-Module, d’ailleurs permutables, donc une structure de Ox-Bimodule.
Il est commode de noter a gauche celle de ces structures provenant de ’homomorphisme
structural Oyx—Z% (choisi dans (16.3.5)) et a droite celle provenant de ’homomor-
phisme dgg: Ox—>P%. Autrement dit, pour tout ouvert U de X, et tout triplet
d’éléments ael'(U, Ox), beT'(U, Z%5), te'(U, #), on a par définition

(16.7.4.1) a(b®t)=(ab)®t,  (b®t)a=(b.d"a)®t=b® (at)=(d"a).(b®?).

La structure de Ox-Module provenant de la définition (16.7.1.2) est donc, avec ces
conventions, la structure de Oyx-Module a gauche. ‘
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Si # est un Ox-Module quasi-cohérent, il en est de méme de #%5(F) pour 'une
ou lautre de ses structures de Ox-Module. Si de plus & est de type fini (resp. de présen-
tation finie) et f:X—>S localement de type fini (resp. localement de présentation
finie), P%4(F) est (pour 'une ou I'autre de ses structures de Ox-Module) de type fini
(resp. de présentation finie), comme il résulte de (16.3.9) et de (16.4.22).

(x6.7.5) La définition (16.7.2.1) entraine I’existence d’un homomorphisme de
faisceaux de groupes commutatifs

(16.7.5.1) dys, & 1 F = Pys(F) (aussi noté di)
tel qu’avec les notations de (16.7.4), on ait

(16.7.5.2) dyjs 5 (1) =101

et par suite, en vertu de (16.7.4.1)

(16.7.5.3) Ay, 7 (at) = (10t)a=(dys, (1)) -a
(16.7.5.4) dys, 5 (at) = (dx5(a)) - (1®1) = (d5(a)) (dxss, # (1))

Il est donc Oy-linéaire pour la structure de Ox-Module @ droite sur Pxg(F), et semi-
linémire (relativement a ’automorphisme ¢ (16.3.4)) pour la structure de Ox-Module
a gauche.

Proposition (16.7.6). — Le Ox-Module a gauche P3,5(F) est engendré par image de F
par Uhomomorphisme canonique dyg & .

Cela résulte aussitdt de (16.7.5.3) et du cas particulier correspondant a % = O
(16.3.8).

(16.7.7) Les homomorphismes canoniques de faisceaux d’anneaux

Prm * '@)ﬂ(‘/s g ‘@;‘(IS
pour n<m (16.1.2) définissent, en vertu de (16.7.2.1) des homomorphismes canoniques
PRp(F) > Pxs(F)  (ns<m)

qui sont des homomorphismes de Ox-Bimodules en vertu de (16.1.6) et (16.7.4.1);
en outre on a des diagrammes commutatifs

Pxp(F) —> Pxs(F)

%8, .;\ /dgc/s,.sr
F

On a donc ainsi un systéme projectif de Ox-Bimodules (#§5(#)), et 'on pose

(x6.7.7.1) 9;,5(,9")21229§/s(f),

En outre, ce qui précéde montre que les homomorphismes (16.7.5. 1) forment un systéme
projectif d’homomorphismes, et définissent donc un homomorphisme canonique

(x6.7.7.2) dgs, &+ F — PRs(F).
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(x6.7.8) Soient F, ¥ deux Ox-Modules; il résulte aussitdét de la définition
(16.7.2.1) que 'on a un isomorphisme canonique de Z#%,g-Modules

(16.7.8.1) Pxs(F ®o, ¥) 39’;‘(/5(&7’)(99'1 Pxs(9)

X/s
(Bourbaki, Alg., chap. II, g€ éd., § 5, n° 1, prop. 3).

On en conclut en particulier (ou I'on voit directement sur la définition (16.7.2.1))
que si # est muni d’une structure de Ox-Algébre (non nécessairement associative),
P3s(F) est canoniquement muni d’une structure de Pyg-Algebre; cette derniere est
associative (resp. commutative, resp. unitaire, resp. une Algebre de Lie) lorsqu’il en est
ainsi de #. En outre les homomorphismes canoniques #35(#) — Px5(F) pour n<m
(16.7.7) sont alors des di-homomorphismes d’Algebres; de méme (16.7.5.1) est alors
un homomorphisme de Ox-Algébres lorsque P%4(F#) est muni de sa structure de
Ox-Algebre provenant de sa structure de Oyx-Module a droite.

Avec les mémes notations, on a également un homomorphisme canonique de
P%s-Modules

(16.7.8.2) Pi(Home (F, G)) — Homgr (Prs(F), Pxs(9))

(Bourbaki, Alg., 3¢ éd., § 5, n° 3), qui est bijectif lorsque Z% g est un Ox-Module localement
libre de type fini (loc. cit., prop. 7).

(16.7.9) Supposons qu’on soit dans la situation décrite dans (16.4.1); alors,
de ’homomorphisme canonique P"(z) (16.4.3.3), on déduit aussitét un homomorphisme
canonique de Oy,-Bimodules

(16.7.9.1) W (Pyys(F)) = P (0 (F)).

Nous laissons au lecteur le soin d’étendre a cet homomorphisme les propriétés vues
dans (16.4) pour le cas & = 0x.

Remarque (16.7.10). — La définition de Py 45(F) sous la forme (16.7.1.2) garde
un sens lorsque % est un faisceau d’ensembles quelconque (I'image réciproque d’un faisceau
d’ensembles par p" étant définie dans (0;, 3.7.1)); une variante de cette définition
permet de définir le « schéma des jets » (relativement a S) d’un X-préschéma quelconque.

16.8. Opérateurs différentiels ().

Définition (16.8.1). — Soient f= (Y, 0) : X—S un morphisme de préschémas, F, G deux
Ox-Modules, n un entier >o0. On dit qu’un homomorphisme de faisceaux de groupes additifs
D : F % est un opérateur différentiel d’ordre <n (relativement a S) s’il existe un homomorphisme
de Ox-Modules u : Pyig(F)—>G (o0 Pxis(F) est muni de sa structure de Ox-Module a gauche
(16.7.4)) tel que Pon ait D =uodyy &.

Il est clair, en vertu de lexistence des homomorphismes canoniques

P2s(F) = Pxs(F)

(1) Pour un formalisme plus général, voir I’Exposé VII de [42] (d& & P. Gabriel).
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pour n<m (16.7.7) qu’un opérateur différentiel d’ordre <z est aussi un opérateur
différentiel d’ordre <m pour tout m>n. Si D:F —% est un opérateur différentiel
d’ordre <n, alors, pour tout ouvert U de X, D|U: F|U—~>%|U est aussi un opéra-
teur différentiel d’ordre <n.

On dit qu’un homomorphisme D : # —% des faisceaux de groupes additifs sous-
jacents & & et & ¥ est un opérateur différentiel (relativement a S) si, pour tout xeX, il existe
un voisinage ouvert U de x et un entier n>0 tels que D|U: F|U—-%|U soit un
opérateur différentiel d’ordre <n. L’ordre d’'un opérateur différentiel D : F —>% est
la borne inférieure des entiers n tels que D soit un opérateur différentiel d’ordre <n (et
donc 4o §’il n’y a pas de tels entiers); cet ordre est toujours fini si X est quasi-compact.
Les opérateurs différentiels d’ordre o ne sont autres que les homomorphismes de
Ox-Modules & —%; on convient que tout opérateur différentiel d’ordre <o est nul. Pour
n>o, un opérateur différentiel n’est pas en général un homomorphisme de Ox-Modules
mais est toujours un homomorphisme de {’(0g)-Modules.

Lorsque & =0y, un opérateur différentiel d’ordre <1 de O dans ¥ s’écrit d’'une
seule maniére sous la forme v+ D, ol v: 0Ox—% est un Ox-homomorphisme, et D une
S-dérivation (16.5.1) de Ox dans ¢ : cela résulte de la structure de Py, (0, 20.4.8).

(x6.8.2) Pour décrire de facon plus explicite un opérateur différentiel d’ordre <n,
D : 9, il suffit, pour tout ouvert affine U de X, dont I'image dans S est contenue
dans un ouvert affine V, de caractériser ’homomorphisme D= Dy : I'(U, #)->I'(U, 9).
Si Pon pose TI'(V, 0y =A, I'(U, Ox)=B, de sorte que B est une A-algébre, on a
(U, #%5) = (B®,B)/J"*!, ou I'on a posé pour abréger J=3Jy,. Posons en outre
M=I'(U,%#),N=TI(U, ¥); alorsla définition de D signifie que pour chaque couple (U, V)
vérifiant les conditions précédentes, le A-homomorphisme D : M-—>N se factorise en

M—>((B®,B)/3"*)®; M >N

ou la premiére fleche est ’homomorphisme canonique ¢ >1®f, et v est un B-homo-
morphisme, la structure de B-module de ((B®,B)/3"*")®; M provenant du premier
facteur B(alors qu’on rappelle que dans la formation du produit tensoriel sur B, la structure
de B-module de (B®,B)/J"*! provient du second facteur B). Notons maintenant que
le B-module ((B®, B)/3"*')®;M est isomorphe 2 (B®, M)/J"*!(B®, M), ou B®, M
est considéré comme (B®,B)-module et sa structure de B-module provient de ’homo-
morphisme 5->6®1 de B dans B®,B. Soit alors D’ le B-homomorphisme de B®, M
dans N tel que D’(b®¢t) =54D(£); la condition de factorisation sur D s’exprime encore en
disant que D’ doit étre nul dans le B-module J"*'(B®, M).

(x6.8.3) Il est clair que ’ensemble des opérateurs différentiels d’ordre <z de F
dans ¢ est un groupe additif, noté Diffgs(F#, ¢); lorsque F# =9 =0y, on écrit aussi
Diffg g au lieu de Diffyg(0x, O).

On a vu (16.8.1) que I'on a pour deux ouverts UdV de X, un homomorphisme
canonique de restriction

Diffys(#|U, ¢|U) — Diffys(F |V, ¢|V)
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donc U~>Difff(#|U, |U) est un préfaisceau de groupes additifs; en fait c’est méme
un faisceau, car pour U ouvert variable dans X, les homomorphismes u~>uodyg &y sont
des isomorphismes de groupes additifs

(16.8.3.1) Hom, (#35(F|U), ¢|U) 3 Difigs(#| U, #|U),

en vertu du fait que 'image de F par dyg 5 engendre #%5(F) (16.7.6). On note ce
faisceau Ziffx(#, ¢), et on a donc :

Proposition (16.8.4). — Les isomorphismes (16.8.3.1) définissent un isomorphisme de
Saisceaux de groupes additifs

(16.8.4.1) Homey (Pys(F), )= Difes(F, 9).

Lorsque F =% =0, on écrit aussi Diffgs au lieu de ZiffRs(0, Ox); il résulte de
(16.8.4) que Ziffy;s s’identifie canoniquement au dual du Ox-Module P%g; aussi
écrit-on (t, D) au lieu de u(f) si ¢ est une section de P%; au-dessus d’un ouvert et
si u est ’homomorphisme de #55 dans O correspondant a D.

(16.8.5) Puisque P35(F) est muni d’une structure de Ox-Bimodule (16.7.4),
on en déduit canoniquement une structure de Ox-Bimodule sur H#om, (P%s(F), %),
donc aussi sur Ziffxs(F, ¢) en vertu de (16.8.4.1). De fagon précise, a la structure
de Ox-Module a gauche de P%4(F) correspond, en vertu de la définition (16.8.1),
la structure de Ox-Module a gauche sur Diffys(F, ) explicitée comme suit : pour tout
ouvert U de X, toute section aeT'(U, O) et tout opérateur différentiel D : #|U — ¢|U,
aD est Vopérateur différentiel qui, 4 toute section te['(U, #), fait correspondre la
section

(16.8.5.1) (aD) (t)= a(D(t))

de T'(U, 4). De méme, a la structure de @x-Module & droite de P%5(F#) correspond
la structure de Ox-Module a droite sur Ziffys(F, ¥) explicitée comme suit : avec les
mémes notations que ci-dessus, Da est 'opérateur différentiel qui, a teI'(U, &), fait
correspondre la section

(16.8.5.2) (Da)(t) = D(at).

Proposition (16.8.6). — St f: X —S est un morphisme localement de présentation finie,
F un Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie et G un Ox-Module quasi-cohérent, alors
Diff3s(F, F) estun Ox-Module quasi-cohérent pour Pune ou I’ autre structure définies dans (16.8.5).

La proposition résulte de ce que, sous les hypothéses faites, Pxg(F#) est un
0Ox-Module quasi-cohérent de présentation finie (16.7.4), et de (I, 1.3.12).

(x6.8.7) L’ensemble des opérateurs différentiels de # dans ¥ (d’ordre non
précisé (16.8.1)) se note Diffyg(#, ¢); on voit encore comme dans (16.8.3) que
U~ Diffys(# | U, 4|U) est un faisceau de groupes additifs, que nous désignerons par
Diffx;s(F, ). 1l est immédiat que Ziffxs(F, ¥) est réunion de la famille filtrante
croissante de ses sous-faisceaux Diffgs(F, 9); si X est quasi-compact, Diffyg(#, 9)
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est de méme réunion de ses sous-groupes Diffgg(#, ¢) (16.8.1). Les structures de
Ox-Bimodule sur les Ziffys(#, %) définissent donc une structure de Og-Bimodule sur
Diffxis(F, %), explicitée encore par (16.8.5.1) et (16.8.5.2).

Notons que, pour n<m, on a un diagramme commutatif

%mox(g?(/s(g’-): ) — g?f&/s(g‘-’ 9)
(16.8.'7.1)

Homo (FLs(F), §) > Diffis(F, 9)

ot les fleches horizontales sont les isomorphismes (16.8.4.2) et la fleche verticale de
gauche provient de I’homomorphisme canonique %4(F) - P35(F) (16.7.7). Pour
tout ouvert U de X, munissons alors T'(U, t@;s(ﬂ))zljr_n U, 235(#)) de la
topologie limite projective des topologies discrétes sur les I'(U, Z#%5(F)), ce qui définit
['(U, 755(#)) comme un I'(U, Ox)-bimodule topologique, de sorte que #55(F) apparait
comme un faisceau a valeurs dans la catégorie des groupes commutatifs topologiques
(0;,3.2.6). Alors (G, II, 1.11) la limite du systéme inductif de faisceaux de groupes commu-
tatifs (H#omy (P%5(F), %)) nest autre que le faisceau d=s germes d’homomorphismes
continus de P5,5(F) dans & (ce dernier étant muni de la topologie discréte) : les homo-
morphismes continus de I'(U, #%4(#)) dans le groupe discret I'(U, ¢) correspondent
en effet biunivoquement aux systémes inductifs d’homomorphismes de groupes
(U, 2%5(#))—T(U, ). On peut donc encore exprimer (16.8.4) en disant qu’on a
un isomorphisme canonique

Hom..conty (PZs(F), 9) > Diffs(F, F)

ol le premier membre désigne le faisceau des germes d’homomorphismes continus
de Z55(F) dans 9.

Proposition (16.8.8). — Sotent F, G deux Ox-Modules, D : F —~% un homomorphisme
de {'(Og)-Modules, n un entier >0. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) D est un opérateur différentiel d’ordre <n.

b) Pour toute section a de Oy au-dessus d’un ouvert U, I’homomorphisme D, : F|U—~>%|U
tel que, pour toute section t de F au-dessus d’un ouvert VCU, on ait

(16.8.8 1) D,(t)=D(at)—aD(t)

est un opérateur différentiel d’ordre <n—1.

c) Pour tout ouvert U de X, toute famille (4;);<i<ni1 de n+ 1 sections de Ox au-dessus
de U et toute section t de F au-dessus de U, on a Pidentité

(x6.8.8.2) X (—0)e O T g)D(( M g)t)=0

HCIp41 i€H i¢H
(o I, est intervalle 1<i<n-+1 de N).
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Prouvons d’abord 1’équivalence de a) et ¢). Par définition, pour prouver
que D est un opérateur différentiel d’ordre <z, il suffit de montrer qu’il en est
ainsi pour la restriction D|U : #|U — &|U a tout ouvert affine U de X, et d’autre
part la propriété ¢) est valable pour tout ouvert U de X si elle ’est pour tout ouvert
affine. On peut donc se borner au cas ot S=Spec(A) et X =Spec(B) sont affines.
En vertu de (16.8.2) (dont on garde les notations), la condition a) signifie alors
que le A-homomorphisme D’ :B®, M—N tel que D’'(6®¢)=5D(¢) s’annule dans
J"+1(B®, M), ce qui, en vertu de (0, 20.4.4), équivaut a dire que D’ s’annule pour
tous les éléments de la forme

(nﬁl(ai(@ 1—1®g)). (191)

i=1

ot g,eB et teM. Or, cet élément sécrit = (I14)®((I1 g)t), et la valeur de D’
HCIz 41 i€H i¢H

pour cet élément n’est autre que le premier membre de (16.8.8.2), ce qui prouve 1’équi-

valence de a) et ¢).

Prouvons maintenant 1’équivalence de 4) et ¢). Raisonnons par récurrence sur z,
Passertion étant triviale pour n=o. Ecrivant a,,, au lieu de a dans la condition 5),
on voit, en vertu de I’hypothése de récurrence, que la condition 4) signifie que pour
toute famille (¢;), <;<, de n sections de Ox au-dessus de U et toute section ¢ de & au-dessus
de U, on a

HCI, ieH’

L (—0)% (I a)D,, (Il a)t)=o0
i H

Mais si on remplace dans cette relation D, . par sa définition (16.8.8.1), on constate
aussitt qu’on obtient, au signe pres, le premier membre de (16.8.8.2); d’ou la
conclusion.

Proposition (16.8.9). — S D : F G est un opérateur différentiel d’ordre <n, et
D’ : G un opérateur différentiel d’ordre <n', alors D'oD : F —# est un opérateur diffé-
rentiel d’ordre <n-n'.

Par hypothése, on peut écrire D=uody,g 5 et D'=vodys 4, Ol u 1 P3s®@0, F >
et v: P®y G—H sontdes Ox-homomorphismes. Tout revient & montrer que ’homo-
morphisme composé de faisceaux de groupes additifs

dg(/s,f u d)"('/s,g ,
F — 9}"{/3@@:‘? —_— G — 9;‘(,8@@}({9

se factorise en
oIS, # : :
—5 POy F ——> Pyg®0 G
ol w est un Ox-homomorphisme. Il suffira de prouver le
Lemme (16.8.9.x). — Il existe un Ox-homomorphisme et un seul

(16.8.9.2) 3 2L ».@;‘{/s(g”;/s):,@;}'/s@@xg’;,s
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rendant commutatif le diagramme

ax/8 ,
Ox - PEE"
(16.8.9.3) X/ 8
v
Pxis ——— Pxs(Pxie)
aX/8, 2%,

On aura alors en effet un diagramme commutatif déduit de (16.8.9.3) par tenso-
risation avec F

& .
— P s P F)

X8, # 3®1

Py F) ———— Pis(Pis(F))
X8, o #)

et d’autre part, on vérifie aussitot sur la définition (16.7.5) que le diagramme

'@?c/s(f) — ¥

X8, #L (F) %8, @

'@?c'/s(ga)"c/s(f)) 1—®u> g}?('/s(g)

est commutatif. On répondra donc a la question en prenant pour w le Ox-homomorphisme
composé

, s®1 , n 1Qu 0’
Pi" (F) — Pxp(Pxs(F)) — Pxp(9).

Reste & prouver le lemme (16.8.9.1). Compte tenu de (16.7.6), qui prouve I'unicité
de 3, on est ramené au cas ou S=Spec(A) et X =Spec(B) sont affines; posant
J=3pu, il s’agit de définir un homomorphisme canonique de B-modules

9 : (B®,B)[J"*"*! > ((B®, B)[I"+")®((B®, B)/J"*+")
les structures de B-module des deux membres provenant du premier facteur B; rappelons
que dans le produit tensoriel du second membre, (B®,B)/J"*! doit étre considéré
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comme B-module a droite par son second facteur B et (B®,B)/J"*! comme B-module
a gauche par son premier facteur B (16.7.2). Il revient au méme de définir un homo-
morphisme de B-modules

9o : B®, B > ((B®, B)/J" *")®5((B®, B) /3" *)

et de prouver qu’il ¥annule dans J"*+" +!. Or, on définit aussit6t un tel homomorphisme

par la condition que
9o(b®0) =7, (b®1)®x,(1®H') pour b, b’ dans B

avec les notations de (16.3.7). En outre, il est immédiat que ¢, est un homomorphisme
d’anneaux. Or, on peut écrire

Po(b®1—1®b) =7, (b®1—1®5H)®x,(1®1) + 7, (1®5)®7,(1®1) —7,(191)V7, (1®b)

et on a ,
T (1®0)Q7, (191) =7, (1®1)b®x, (1®1) =7, (1®1)®br, (1®1) =7, (101)®x, (1)

d’ou finalement
(16.8.9.4) ¢,(b®1—1®8) =7, (b®1—185)®%, (1®1)+7,(191)Q7,(bQ1—1®b).

Un produit de n+n'+1 termes de la forme (16.8.9.4) est donc nécessairement nul,
car il en est ainsi d’'un produit de n+1 termes de la forme =,(0®1—1®5%) et d’'un
produit de n'+1 termes de la forme =,(b®1—1®5). La conclusion résulte donc
de (0, 20.4.4).

Corollaire (16.8.10). — Le faisceau Diffxs(Ox, Ox) (aussi noté Diffxg) est canonique-
ment muni d’une structure de faisceau d’anneaux, les Diffy,g formant une filtration croissante compa-
tible avec cette structure.

En particulier, 2iffg,s est un faisceau de sous-anneaux de Diffyg, qui s’identifie
canoniquement a Ox (16.8.1). Les formules (16.8.5.1) et (16.8.5.2) montrent que
la structure de 0x-Bimodule de Zifx;g provient de la multiplication & gauche et a droite
par les sections de Oy considéré comme faisceau de sous-anneaux de Ziffxy.

Remarques (16.8.11). — (i) Supposons que F = x@ngh; alorsil est clair (16.7.2.1)
que Pys(F )=A@LW§,S(5«“ »); comme le foncteur F~>I'(U, #) commute a la forma-
tion des sommes directes quelconques, dyg & est ’homomorphisme dont la restriction
a chaque &, est dyg &, 1 F ) > Pxjs, (%, on en conclut aussitot que l'on a

Diffys(#, @)= 1L Diffgs(#5, 9),
ct par suite aussi (0, 3.2.6)

D37, 9) = 11 2iff3(F, 9).

Par ailleurs, si ¢ = II 4, (0,3.2.6), on a
ueM

Homg, (P35(F), ¥)= MEMHomox(g"%E/s(f )s %)
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tout homomorphisme u de #%,4(#) dans ¥ correspondant biunivoquement 2 la famille
de ses composés u, : Pyg(F)—>% —>%,. On a donc

Diffys(#, %)= Il Diffys(#, 4,),
weM

et par suite aussi

Difxp(F, 9)= ugu%ﬁ/s(f s G)-

(ii) Jusqu’ici, on n’a guére rencontré d’opérateurs différentiels F —% que
lorsque # et ¢ sont des Ox-Modules localement libres de rang fini, auquel cas, leur
structure se raméne localement, en vertu de (i), a celle du faisceau Piffyq; cette derniére
va étre étudiée plus loin (16.11) dans un cas particulier.

16.9. Immersions réguliéres et quasi-réguliéres.

Définition (16.9.x). — Soit X un espace annelé. On dit qu’un Idéal ¢ de Ox est régulier
(resp. quasi-régulier) si, pour tout point xeSupp(Ox/| f), il existe un voisinage ouvert U de x
dans X et une suite réguliére (0, 15.2.2) (resp. quasi-réguliére (0, 15.2.2)) d’éléments de T'(U, Ox)
qui engendre ¢ |U.

On dira qu’une suite réguliére (resp. quasi-réguliére) de sections de Oy au-dessus
de U qui engendre #|U est un systéme régulier (resp. quasi-régulier) de générateurs de #|U.

Définition (16.9.2). — Soit j: Y—>X une immersion de préschémas et soit U un ouvert
de X tel que j(Y)CU et que j soit une immersion fermée de Y dans U. On dit que j est réguliére
(resp. quasi-réguliére) si le sous-préschéma fermé j(Y) de U associé a j est défini par un Idéal
régulier (resp. quasi-régulier) de Oy (condition indépendante de I'ouvert U choisi).

On dit qu’un sous-préschéma Y d’un préschéma X est régulierement immergé (resp.
quasi-réguliérement immergé) si I'injection canonique j: Y—X est une immersion réguliére
(resp. quasi-réguliére). Si Y est un sous-préschéma fermé de X et £ I’'Idéal de Oy qui
définit Y, il revient au méme de dire que # est régulier (resp. quasi-régulier).

Par exemple, si A est un anneau intégre, f un élément o de A, le sous-préschéma
fermé V(f) de Spec(A) (isomorphe a Spec(A[fA)) est réguliérement immergé dans Spec(A).

Tout Idéal régulier est quasi-régulier (0, 15.2.2); toute immersion réguliére est
quasi-réguliére (cf. (16.9.11) pour une réciproque).

Proposition (16.9.3). — Soient X un espace annelé, ¢ un Idéal de Ox, (f;)i<igm Une
suite finie de sections de Ox au-dessus de X engendrant . Pour que (f;) soit une suite quasi-
réguliére (0, 15.2.2), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifides :

(i) Les images canoniques des f; dans ¢ | f* forment une base de cet Ox| ¢-Module.

(ii) L homomorphisme surjectif canonique (16.1.2.2)

Soxis(F|F?) — Frs(0x)
est bijectif.
En outre, s’il en est ainsi, toute suite (f;');<i<n de n sections de ¢ au-dessus de X qui
engendre § est quasi-réguliére.
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Les deux conditions de I’énoncé ne font que traduire la définition donnée dans
(0, 15.2.2), compte tenu de la définition des homomorphismes canoniques (0, 15.2.1.1).
La derniére assertion résulte de ce que, si un module M sur un anneau commutatif A
admet une base de n éléments, tout systéme de générateurs de M ayant n éléments est
une base de M (Bourbaki, Alg. comm., chap. iI, § g, cor. 5 du th. 1).

Corollaire (16.9.4). — Sotent X un espace annelé en anneaux locaux, ¢ un Idéal de Ox.
Pour que ¢ soit quasi-régulier, il faut et il suffit qu’il vérifie les conditions suivantes :

(1) 7 est de type fini.

(i) £/ 7% est un (Ox| #)-Module localement libre.

(iil) L’homomorphisme canonique
(16.9.4.1) Soxis(F1F°) = F15(0x)
est bijectif.

La nécessité des conditions résulte aussitdt de (16.9.3). Pour voir que ces conditions
sont suffisantes, il faut montrer, en vertu de (16.9.3), quesi, en un point xeSupp(0x/#),
il existe un voisinage ouvert U de x dans X et n sections f; (1<i<n) de # au-dessus
de U dont les images canoniques dans £/ ¢? forment une base de (#/¢%)|U sur
(0x/ #)| U, alorsily a un voisinage ouvert VcU de x tel que les f;|V engendrent #|V.
Or, par hypothése, on a £, ,+ 0,, donc #, est contenu dans I’idéal maximal de 0,;
comme £, est un O,-modulede type fini et que les classes des (f;), dans £,/ ¢2
engendrent cet (0,/¢,)-module, le lemme de Nakayama montre que les (f;),
engendrent #,. Comme _# est de type fini, on conclut par (0;, 5.2.2).

Corollaire (16.9.5). — Sotent X un espace annelé en anneaux locaux, § un Idéal quasi-
régulier de Ox, (f;)1<i<n une suite de sections de ¢ au-dessus de X, x un point de Supp(0Ox/ #).
Les conditions suivantes sont équivalentes : '

a) 1l existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que les f;|U forment une suite quasi-
réguliére d’éléments de T'(U, Ox) engendrant ¢ |U.

b) Les (f;), forment un systéme de générateurs de ¢, dont le nombre d’éléments est le plus
petit possible.

b’) Les (f;), forment un systtme minimal de générateurs de Z,.

c) i f; est Pimage canonique de f, dans T'(X, #| #?), les (f,), forment une base du
(0,1 F)-module 7,/ 82

Par hypothése, 0, est un anncau local, £, un idéal de type fini de @, contenu
dans I'idéal maximal de 0,; ’équivalence de 4), 4’) et ¢) résulte donc du lemme de
Nakayama (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 5). Il est clair que @) entraine ¢)
en vertu de (16.9.3); d’autre part, il résulte de (0;, 5 2.2) que si la condition ¢) est
vérifiée (donc aussi b)), il y a un voisinage U de x dans X tel que (#/#%)|U ait un rang
constant égal a n, et que les f;| U engendrent #|U; il suffit donc d’appliquer dans U
la derniére assertion de (16.9.3).

Remarques (16.9.6). — (i) Sous les hy}ﬁothéses générales de (16.9.5), il ne suffit pas que les ( j;)y forment
une base du (0,/ #,)-module £,/ ¢} pour tout y€ X pour que la suite (f;) engendre #. On en a un exemple en
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prenant X = Spec(A), ou A est un anneau de Dedekind, et ¢ =§: ou J est un idéal premier non principal de A;
on a alors en effet # [ #i=o0 en tout point y distinct du point x€X correspondant 4 3, et £,/ #2 est de rang 1
sur le corps 0,/ #,; en outre # est évidemment un Idéal régulier.

(ii) Dans (16.9.5), on ne peut remplacer « quasi-réguliére » par « réguliére », méme lorsque X est un
préschéma (cf. (16.9.12)). Désignons en effet par B I’anneau des germes de fonctions indéfiniment différentiables
au point o dans R; il a un idéal maximal m engendré par le germe ¢ de I’application identique de R au point o,
et Pintersection n des m*F pour k>0 n’est pas réduite 2 o. Soit maintenant A ’anneau quotient B[T]/nTB[T], et
soient f;, f; les images canoniques dans A des éléments ¢ et T de B[T]. La suite (f;,f;) est réguliére dans A : en effet,
Jfi n’est pas diviseur de o dans A, car la relation ¢P[T]enTB[T], pour un polynéme PeB[T], entraine que les
produits de ¢ par les coefficients de P appartiennent a 1’idéal n, et il en résulte aussitdt que ces coefficients sont
eux-mémes dans n, donc P[T]enTB[T]. Comme B/tB est isomorphe & R, A/;A est isomorphe 4 I’anneau de
polynémes R[T], donc intégre, et I’image de f, dans A[f;A, étant égale & T, n’est donc pas diviseur de o, ce qui
prouve notre assertion. Cependant f, est diviseur de o dans A, car pour tout élément xen non nul, 'image de x
dans A est +0, mais I’image de «T est nulle. On en conclut que la suite (f3,f;) n’est pas réguliére dans A; d’autre
part’idéal I=fjA 4+ f,A est distinct de A, donc les conditions 4), 4’) et ¢) de (16.9.5) n’entrainent pas la condi-
tion a) lorsqu’on y remplace « quasi-réguliére » par « réguliére ».

(x6.9.7) Si X =3Spec(A) est un schéma affine, nous dirons qu’un idéal J de A
est régulier (resp. quast-régulier) si I'ldéal ¢ =§ de Oy est régulier (resp. quasi-régulier);
on notera que cette notion est locale et n’implique nullement I’existence d’un systéme de
générateurs de J formant dans A une suite réguliére (resp. quasi-réguliere) comme le
montre ’exemple (16.9.6, (i)); il en est toutefois ainsi lorsque A est local (16.9.5).

La proposition (16.9.4) se traduit en termes d’immersions quasi-réguliéres de la
fagon suivante :

Proposition (16.9.8). — Soit j:Y—>X un morphisme de préschémas; pour que j soit
une immersion quasi-réguliére, il faut et il suffit que j satisfasse aux conditions suivantes :

(1) j est une immersion localement de présentation finie.

(ii) Le faisceau conormal 9r'(j)=ANyx (16.1.2) est un Oy-Module localement libre.

(1ii) L’homomorphisme canonique

8oy (97'()) — 97" ())
(16.1.2.2) est bijectif.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas ol j est I'injection canonique
d’un sous-préschéma fermé Y de X, et alors la traduction de (16.9.4) en (16.9.8)
résulte de Pexplicitation de %r'(j) et ¥r°(J) en termes de I'ldéal # de O définissant le
sous-préschéma Y (16.1.3, (ii)).

Corollaire (16.9.9). — Sotent Y un préschéma, X un Y-préschéma, j:Y—>X une
Y-section de X, de sorte que le n-éme invariant normal /™ de j (16.1.2) est une Oy-Algébre
augmentée (16.1.7); posons (w):ljg ™. Pour que j soit une immersion quasi-réguliére,
il faut et il suffit que j soit localement de présentation finie, et que tout yeY admette un voisinage
ouvert affine U d’anneau C tel que 7'\ U soit isomorphe comme Oy-Algébre topologique augmentée
@ Oy[[Ty, - .., Tl

On peut se borner au cas ol j est une immersion fermée en se restreignant a un
voisinage assez petit de » (voir le raisonnement de (16.4.11)), et alors Oy s’identifie a
une Algeébre quotient Ox/ ¢ et ’homomorphisme surjectif canonique Ox—0y admet un
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inverse a droite (16.1.7). On peut donc supposer X =Spec(B) et Y =Spec(A) affines,
B étant une A-algebre augmentée, et 1'idéal d’augmentation J étant de type fini.
Comme /™ g’identifie alors & (B/J"*1)™, le corollaire résulte de I’équivalence de b)
et ¢) dans (0, 19.5.4) puisque B/J=A.

On notera que, dans le cas affine envisagé, le fait que j soit une immersion quasi-
réguliére équivaut encore, en vertu de (0, 19.5.4), a dire que B est une A-algebre formelle-
ment lisse pour la topologie J-préadique.

On notera aussi que la condition que j soit une immersion localement de présen-
tation finie est toujours vérifiée lorsque le morphisme X—Y est localement de type
fini (1.4.3, (v)).

Proposition (16.9.10). — Sotent X un préschéma localement noethérien, Y un sous-
préschéma de X, j:Y—>X UPinjection canonique, y un point de Y.

() Pour qu’il existe un voisinage owvert U de y dans X tel que la restriction Y aU—U
de j soit une immersion réguliére, il faut et il suffit que le noyau ¢, de I’homomorphisme surjectif
Ox ,—> 0Oy, soit engendré par une suite réguliére d’éléments de Ox .

(i) Pour que Uimmersion j soit réguliére, il faut et il suffit qu’elle soit quasi-réguliére.

(i) On peut se borner au cas oit Y est un sous-préschéma fermé de X défini par
un Idéal cohérent # de Ox. La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si ¢,
est engendré par une suite réguliere (s;),, ol les s; sont des sections de # au-dessus d’un
voisinage ouvert U de y dans X, on peut supposer que les 5; engendrent #|U (0;, 5.2.2)
et forment une suite réguliére (0, 15.2.4), d’ou I’assertion.

(ii) Le fait qu’une immersion quasi-réguliére soit réguliere résulte de (i) et de
identité des suites quasi-réguliéres et des suites réguli¢res dans Oy ,, formées d’éléments
de l'idéal maximal (0, 15.1.11).

Lorsque (sans hypothése noethérienne sur X) le noyau ¢, de 0Ox ,—0Oy, est
engendré par une suite réguliére d’éléments de Oy y, on dit que 'immersion j est réguliére
au point y.

Corollaire (16.9.1x). — Soit X un préschéma localement noethérien ; alors tout Idéal
quasi-régulier de Ox est régulier.

Remarques (16.9.12). — (i) On notera qu’une immersion réguliére n’est pas en
général un morphisme plat, ni a fortiori un morphisme régulier au sens de (6.8.1).

(i1) Soit A un anneau. local noethérien; il résulte aussitét de (16.9.4) et de
(0, 17.1.1) que pour que A soit régulier, il faut et il suffit que son idéal maximal m soit
quasi-régulier (ou régulier, ce qui revient au méme puisque A est noethérien). Pour qu’un
schéma affine noethérien X soit régulier, il faut et il suffit que pour tout point fermé xeX,
I'injection canonique Spec(k(x))—X soit une immersion réguliére.

Proposition (16.9.13). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
de X, Y’ un sous-préschéma de Y, tel que Uinjection canomique j :Y'—Y soit réguliére. Alors
la suite de Oy.-Modules

(16.9.13.1) 05 (N yx) >N yx—>HN yy—>0
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est exacte ; en outre, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions @ U
des homomorphismes de (16.9.13.1) forment une suite exacte et scindée.

Prouvons d’abord le lemme suivant :

Lemme (16.9.13.2). -— Soient A un anneau, J un idéal de A, A’=A[J, (f)i<i<r
une suite d’éléments de A qui est A’-réguliére, K = ; fA, =3+ 8K, K =ZfA’, de sorte que
C=A/Q estisomorphe a A'|R'. Alors pour tout entier n>o0 et tout entier N;n, on a la relation

(x6.9.13.3) INK"=JK"+JIn K.

Il suffit évidemment de prouver que tout élément du premier membre est
contenu dans le second, et, par récurrence sur n, on se raméne au cas ot N=n- 1.
Un élément du premier membre de (16.9.13.3), étant dans K", s’écrit P(f,, ..., f,),
ou PeA[T, ..., T,] est homogene et de degré n. Si f/ est I'image canonique
de f; dans A’, I'hypothése P(f,, ...,f,)eJ signifie que P(f/,...,f;)=o0. Mais
P(f/, ..., f,)ef'", donc I'image canonique de P(f/, ...,f,) dans K™/K'"*! est nulle.
Or ’hypothése que la suite (f;) est A’-réguliére implique que ’homomorphisme canonique
SHK'I/R?) K™K+ est bijectif (0, 15.1.9); on conclut que les coefficients de P
appartiennent 2 € =J+ K. Il en résulte aussitot que 'ona P(f, ..., f,)eJR"+ /K",
et comme P(f), ..., f,)e3, on a finalement P(f, ..., f,) e I8+ JnK"*1, ce qui prouve
le lemme.

En prenant les quotients des deux membres de (16.9.13.3) par JK", on voit que
les relations (16.9.13.3) pour N>7 entrainent

(16.9.13.4) (Inf")/IR"c O |KY. (A/(I]")

On en déduit le

Corollaire (16.9.13.5). — Supposons vérifides les hypothéses de (16.9.13.2) et supposons
en outre que ’anneau A soit noethérien et que R soit contenu dans le radical de A. Alors on a pour
tout entier n>o,

(x6.9.13.6) JnK]"=JK".

En effet, le second membre de (16.9.13.4) est alors nul, puisque A/JK" est un
A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 3, prop. 6).
Prenons en particulier n=2 dans (16.9.13.6), et remarquons que l'on a

P=F+IK+K2=JL+ K?; puisque JLcL? on en déduit que
JInP =3¢+ (InK’) =JL+JK* =3¢,

autrement dit

(x6.9.13.7) JInL =3¢,
ce qu'on peut encore exprimer en disant que ’homomorphisme canonique
I3~ (I +2%) /¢

est bijectif.
Ces lemmes étant démontrés, prouvons la premiére assertion de (16.9.13) : il suffit
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évidemment de prouver que la suite des fibres des faisceaux figurant dans (16.9.13.1),
en un point x€Y’, est exacte. Or, si 'on pose A= 0y ,, on peut écrire Oy ,=A"'=A/[J
ol J est un idéal contenu dans I'idéal maximal de A, puis Oy ,=A'/R), ou K est
engendré par une suite A’-réguliére d’éléments de A’, eux-mémes images des éléments
d’une suite A'-réguliere d’éléments de A appartenant & I’idéal maximal de A. Si & est
'idéal engendré par ces derniers et 8=J+ &, ona 0Oy ,=A/f, etcomme on est dans
la situation de (16.9.13.5), ’homomorphisme canonique J/JIL—(J -+ L2)/L? est bijectif.
Mais cela montre que la suite

0338~/ (2/J)/(8/J)*~>0

est exacte (voir la démonstration de (16.2.7%)), et les modules figurant dans cette suite
sont précisément les fibres en x des faisceaux de (16.9.13.1). La seconde assertion résulte
de ce que A"y, y est un Oy.-Module localement libre (16.9.8) et de Bourbaki, Alg., chap. II,
3¢ éd., § 1, n° 11, prop. 2I.

16 .10. Morphismes différentiellement lisses.

Définition (16.10.1). — On dit qu’un morphisme de préschémas f: X —S est différen-
tiellement lisse (ou que X est différentiellement lisse sur S) s’il vérifie les conditions suivantes :

(1) Qxj est un Ox-Module localement projectif, c’est-a-dire que tout point de X admet un
voisinage ouvert affine U tel que I'(U, Q% 5) soit un T'(U, Ox)-module projectif (non nécessairement
de type fini).

(i1) L’homomorphisme canonique (16.9.1.1)

Szox(-Q%(/s) - Gr (P, X/S)
est bijectif.

En particulier, si Qg est localement libre de rang fini, les Py sont des Ox-Modules loca-
lement libres de rang fini (étant des extensions de tels Modules).

On dit que f est différentiellement lisse en un point xeX (ou que X est différentiellement
lisse sur S au point x) s’il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que f|U soit
différentiellement lisse.

Nous verrons plus loin (17.12.4) qu’un morphisme lisse est différentiellement
lisse, ce qui justifie la terminologie; mais la réciproque est inexacte; en effet, un mono-
morphisme f: X—S est différentiellement lisse, puisque Q2%s=0 en vertu de (I, 5.3.8),
et par suite I’homomorphisme surjectif (16.3.1.1) est évidemment bijectif; or un mono-
morphisme n’est méme pas nécessairement plat, ni a fortior: lisse. Bornons-nous ici a
noter la proposition suivante :

Proposition (16.10.2). — Scient A un anneau, B une A-algébre formellement lisse pour
les topologies discrétes (0, 19.3.1). Alors Spec(B) est différentiellement lisse sur Spec(A).

En effet, B®, B est alors (pour les topologies discrétes) une B-algébre formellement
lisse (pour I'un ou lautre des homomorphismes canoniques b~>b®1, b~>1®5 de B
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dans B®,B) (0, 19.3.5, (iii)); donc B®,B est aussi une A-algébre formellement lisse
pour les topologies discrétes (0, 19.3.5, (ii)). Posant J=3Jp,, il en résulte que B®,B
est aussi une A-algébre formellement lisse pour la topologie J-préadique (0, 19.3.8);
comme par hypothé¢se B=(B®,B)/J est une A-algebre formellement lisse pour les
topologies discrétes, la proposition résulte de I’équivalence de @) et 4) dans (0, 19.5.4).

Proposition (16.1x0.3). — Pour guw’un morphisme f:X—S soit différentiellement lisse,
il faut et il suffit que pour tout x€X, il existe un voisinage ouvert affine U de x, d’anneau A,
tel que T'(U, PX) soit une A-algebre topologique augmentée isomorphe & Ualgébre complétée B,
o B=S,(V), V étant un A-module projectif et B étant muni de la topologie B*-préadique (ot B*
est Uidéal d’augmentation). Si Q%5 est localement libre de rang fini, on peut remplacer B par
Ualgébre de séries formelles A[[T,, ..., T,]]-

La notion de morphisme différentiellement lisse étant évidemment locale sur X,
on peut se borner au cas ot S=Spec(B), X=Spec(C). Considérons C®;C comme
une C-algébre (pour le premier facteur); posons J=Jyp et munissons C®C de la
topologie J-préadique; on peut appliquer a la C-algebre topologique C®zC et a I'idéal
de C®;C Téquivalence de &) etc¢) dans (0, 19.5.4), puisque (C®;C)/J=C est évidem-
ment une C-algébre formellement lisse pour les topologies discrétes. La topologie sur
I'(U, %) est évidemment la topologie de limite projective de cet anneau (16.1.11).

On notera que I’entier » de ’énoncé de (16.10.3) est le rang de 2% au point x.
Nous verrons plus loin (17.13.5) que lorsque f est différentiellement lisse et localement
de type fini, 7 est aussi égal & la dimension de la fibre f~'(f(x)) au point x.

Proposition (16.10.4). — Sotent f:X—>S, g:S8'—>S deux morphismes, et posons
X'=XXgS", f'=fg): X' =>5".

(1) Si fest différentiellement lisse, 1l en est de méme de f'.

(ii) Inversement, si g est fideélement plat et quasi-compact, et si f' est différentiellement lisse
et Qg un Ox-Module de type fini, f est différentiellement lisse et Qg est un Ox-Module de
type fine.

En effet, si f est différentiellement lisse, les 97,(Pxj5) sont des Ox-Modules plats;
par suite (16.4.6), ’homomorphisme %r,(Px5)®p Ox — Fr,(Pxs) est bijectif pour
tout 7z, et en vertu de la commutativité du diagramme (16.2.1.3), il résulte de la défini-
tion (16.10.1) que f’ est différentiellement lisse. D’autre part, si g est fid¢lement plat
et quasi-compact, il résulte encore de (16.4.6) que ¥r,(Px5)®o Ox > I7,(Px/s)
est bijectif pour tout n. Supposons alors f* différentiellement lisse et 2%, de rang fini.
Comme la projection canonique X’—X est un morphisme fidélement plat et quasi-
compact, il résulte d’abord de (2.5.2) que 2% est un Ox-Module localement libre de
rang fini, puis de (2.2.7) que ’homomorphisme canonique (16.3.1.1) est bijectif, donc f
est différentiellement lisse.

Proposition (16.10.5). — Pour qu’un morphisme localement de type fini f:X—>S soit
différentiellement lisse, il faut et il suffit que I'immersion diagonale A;: X — X XgX soit quasi-
réguliére.:
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La question étant locale, on peut se borner au cas ou S et X sont affines, et par suite
le sous-préschéma diagonal de X xgX est fermé. L’hypothése que f est localement de
type fini entraine que A; est localement de présentation finie (1.4.3.1), donc le sous-
préschéma diagonal de X xgX est défini par un Idéal de type fini ¢, et Q5= ¢/ 7°
est un Ox-Module de type fini. La proposition résulte alors aussitét de la comparaison
des conditions dans (16.10.1) et (16.9.4).

Remarque (16.10.6). — Soit f: XS un morphisme tel que le Ox-Module Q% ¢
soit localement libre de rang fini. Il résulte alors de (0, 20.4.7) que tout xeX posséde
un voisinage ouvert U tel qu’il existe une famille finie (z,),c;, de sections de Oy au-dessus
de U pour lesquelles (dz,),er, forme une base du I'(U, Ox)-module I'(U, 2% ).

16.11. Opérateurs différentiels sur un S-préschéma différentiellement lisse.

(x6.1x1.1) Soient f:X-—+S un morphisme, U un ouvert de X, (2;)aeL une
famille de sections de 0y au-dessus de U telle que les dz, forment un systeme de géné-
rateurs de Q%5|U=2Qs. Soit m un entier ou le symbole o, et posons, pour tout A

(x6.1x.1.1) =082, =d"2,—2,e'(U, Z%).

Nous utiliserons d’autre part les notations usuelles de I’analyse; pour tout
p=(p,)eNY (avec p,=o0 sauf pour un nombre fini d’indices), nous poserons

(x6.11.1.2) |P|=§h, p!=11(!)

A

(6.11.x.3)  (®)=plaip—a))  pour p,qdans N, q<p

et on convient que (l(;) =0 siq€p,

(x6.11.1.4) 2=Mgn,  p=TEm.

On aura donc, avec ces notations
(x6.11.1.5) @) =@y =g +2r = Z (B)2g
(16.11.1.6) C”z(d’”z—z)"zqép(—l)“’_‘“(z)zp“qd”‘(zq).

Comme les dz, engendrent 2% et sont les images des 3z,, et que ’'homomorphisme
canonique (16.8.1.1) est surjectif, on en conclut que pour m fini, les 8z, engendrent
la Oy-Algebre Y (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 2 du th. 1). Donc
les €* (pour |p|<m) engendrent le CO;-Module Z75. Un opérateur différentiel
DeDiffyy est par suite entiérement déterminé par les valeurs des (&% D) pour
|p|<m, ou, ce qui revient au méme par (16.11.1.5) et (16.11.1.6), par les valeurs

53



54 A. GROTHENDIECK Chap. IV

des <d"™(z"), D)=D(2") pour |p|<m; de facon précise, il résulte de (16.11.1.5)
que ’'on a

— g - = (P -
(16.11.1.7) D)= (z"),D>_q$P(q)<§", DYz,

Théoreme (16.xx.2). — Sotent f:X—>S un morphisme, U un ouvert de X, (2;)se1
une famille de sections de Ox au-dessus de U telle que la famille (dzy) ey, engendre Q%] U=Q%;.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f|U est différentiellement lisse et (dz,) est une base du Op-Module Q7.

b) 1l existe une famille (D,),en(L) d’opérateurs différentiels de Oy dans lui-méme, vérifiant
les conditions

(16.11.2.1) D,(ﬂ):(g)z«-v (p, q dans N®),

De plus, lorsque ces conditions sont vérifies, la famille (D,) est déterminée de fagon unique
par les conditions (16.11.2.1) et vérifie les relations
(p+a)!
(x6.11.2.2) DpoD‘l=quDP=—p!?—DH‘l (p, q dans N,
Enfin, si L est fini, pour tout entier m, les D, tels que |p|<m forment une base du Oy-Module
Diffts, autrement dit, tout opérateur différentiel d’ordre <m sur U s’écrit d’une seule fagon sous
la forme
D= X aD
Ipl<m ?°F
ot les a, sont des sections de Oy au-dessus de U.
Notons d’abord qu’en vertu de (16.11.1.6) et (16.11.1.5), on vérifie aussitot
que les conditions (16.11.2.1) sont équivalentes a

(16.11.2.3) <€, D,>=38,, (indice de Kronecker).

L’existence de la famille (D)) vérifiant ces relations entraine donc d’abord (en prenant
[p|=1) que les dz, sont linéairement indépendants, donc forment une base du
Oy-Module Q. Puis, pour tout entier m>1, on déduit de méme de (16.11.2.3)
que les CP tels que |p|<m sont linéairement indépendants; par suite ’homomorphisme
canonique (16.8.1.1) est injectif, donc bijectif, et cela prouve que ) entraine «). La
réciproque découle aussitét de la définition (16.10.1), le fait que les £? forment une base
de Zyg pour |p|<m entrainant Pexistence et Punicité d’une famille d’homomor-
phismes ug , : Pgs—>0y (|q|<m) tels que (&P, 4, ,>=3, pour |p|<m, |[q|<m. Pour
une valeur de q donnée, les opérateurs différentiels correspondant aux u,, pour
m> |q| sont identifiés & un méme opérateur D,. Cela prouve donc que a) entraine ),
et en outre que la famille (D) est déterminée de fagon unique et que, si L est fini,
pour |p|<m, les D, forment une base du dual 2iffls de Pys. Enfin, les relations
(16.11.2.2) découlent aussitét de ’expression des valeurs des trois opérateurs considérés
pour les 2%, et du fait que les {* pour [r|<m engendrent £y.
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Remarques (16.1x.3). — (i) Le fait que les D, sont deux a deux permutables en
vertude (16.11.2.2) n’implique naturellement pas que la Oy-Algébre Piffyg soit commu-
tative, les D, ne permutant aux produits par les sections de Oy que si n=o.

(ii) Les indices p tels que |p|=1 sont les ¢, =(c,,), e avec g, =0 si u*A et
ex=1; lorsque L est fini, les opérateurs D, ne sont autres que les S-dérivations D intro-
duites dans (16.5.7). On notera qu’en général (et contrairement & ce qui se passe en
Analyse classique), il n’est pas vrai qu’un opérateur différentiel d’ordre quelconque
puisse s’écrire comme combinaison linéaire de puissances des D; (cf. (16.12)).

(iii) Pour tout entier r>1, on peut définir la notion de morphisme différentiellement
lisse jusqu’a Uordre r en remplagant dans (16.10.1) la condition (ii) par la condition que
les homomorphismes

St'vnx( %(/s) = Gr,(Px5)

soient bijectifs pour tout m<r. Le raisonnement de (16.11.2) prouve alors que si,
dans la condition a), on remplace « différentiellement lisse » par « différentiellement
lisse jusqu’a Pordre r », cette condition est équivalente a la condition 4) dans laquelle
on se borne aux peN", qeNW tels que |p|<r, |q|<r.

16.12. Cas de la caractéristique nulle : critére jacobien pour les morphismes
diff érentiellement lisses.

(x6.12.1) On dit qu'un préschéma X est de caractéristique p (p égal a o ou a un
nombre premier) si, pour tout ouvert affine U de X, ’anneau I'(U, 0) est de carac-
téristique p (0, 21.1.1). Il résulte de (0, 21.1.3) que pour que X soit de caractéristique o,
il faut et il suffit que pour tout point fermé x de X, le corps résiduel k(x) soit de carac-
téristique o, ou encore que X puisse étre muni d’une structure de Q-préschéma (néces-
sairement unique).

Théoréme (16.12.2). — Soient X un préschéma de caractéristique o, f : X —S un morphisme.
8i Q% g est un Ox-Module localement libre (non nécessairement de type fini), f est différentiellement
lisse.

La question étant locale sur X, on peut supposer qu’il existe une famille (z,) de
sections de Oy au-dessus de X telle que (dz,) soit une base du @x-Module 2% . Appliquant
le critere (16.11.2), il suffit de remarquer que les opérateurs

D,~(pY)~ 11D}
(ot les D, sont les formes coordonnées correspondant a la base (dz,)) vérifient les rela-
tions (16.11.2.1), ce qui est une conséquence du fait que les D, sont des dérivations.

(16.12.3) Le théoréme précédent n’est plus exact lorsqu’on abandonne I’hypo-
thése que X est de caractéristique o. Par exemple, si S =Spec(k), ou k est un corps de
caractéristique p>o, X =Spec(K) ot K=k(a) avec a¢k, aPek, on vérifie aussitot

56



56 A. GROTHENDIECK Chap. IV

que % est de rang 1, et que le morphisme X—>S est différentiellement lisse jusqu’a
Pordre p— 1 (16.11.3, (iii)), mais non jusqu’a ’ordre p. Cependant, la démonstration
de (16.12.2) prouve que si 2%y est localement libre, et si n! 1, est inversible dans
I'(X, 0x), alors X est différentiellement lisse sur S jusqu’a 'ordre n.

§ 17. MORPHISMES LISSES, MORPHISMES NON RAMIFIES (OU NETS)
MORPHISMES ETALES

Dans le présent paragraphe, nous reprenons les notions étudiées dans (0, 19),
exprimées a P'aide du langage géométrique des schémas et du point de vue global, pour
les préschémas localement de présentation finie sur un préschéma de base donné. La
plupart des résultats (a ’exception des n°8 17.7, 17.8, 17.9, 17.13 et 17.16) se réduisent
d’ailleurs a des variantes de propriétés déja rencontrées dans (0, 19). Pour des résultats
plus spéciaux sur les morphismes étales, le lecteur consultera le § 18.

17.1. Morphismes formellement lisses, morphismes formellement non rami-
fiés, morphismes formellement étales.

Définition (x7.x.1). — Soit f:X—=Y un morphisme de préschémas. On dit que f est
formellement lisse (resp. formellement non ramifié ou formellement net, resp. formellement
étale) si, pour tout schéma affine Y, tout sous-schéma fermé Y de Y' défini par un Idéal nilpotent
F de Oy, et tout morphisme Y'—Y, [ application

(r7.1.1.1) Homy(Y’; X) - Homy(Y,, X)

déduite de Dinjection canonique Yo,—Y', est surjective (resp. injective, resp. bijective).

On dit encore alors que X est formellement lisse (vesp. jformellement non ramifié ou
Sormellement net, resp. formellement étale) Lsur Y.

Il est clair que dire que f est formellement étale signifie qu’il est a la fois formellement
lisse et formellement non ramifié.

Remarques (17.1.2). — (i) Supposons que Y =Spec(A) et X =Spec(B) soient
affines, de sorte que f provient d’'un homomorphisme d’anneaux ¢ : A—B. En vertu
de (0, 19.3.1 et 0, 19.10.1), dire que f est formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale) signifie que ¢ fait de B une A-algébre formellement lisse
(resp. formellement non ramifiée, resp. formellement étale) pour les topologies discrétes sur A et B.

(ii) Pour vérifier que f est formellement lisse (resp. formellement non ramifié,
resp. formellement étale), on peut, dans la définition (17.1.1) se borner au cas ou #%=o.
En effet, si f vérifie la condition correspondante de la définition (17.1.1) dans ce cas
particulier, et si 'on a _#"=o0, on considére le sous-schéma fermé Y; de Y’ défini par
IIdéal #7*! pour o<j<n—1, de sorte que Y; est un sous-schéma fermé de Y], défini
par un Idéal de carré nul; hypothése entraine que chacune des applications

Homy (Y], ,, X) - Homy (Y}, X) (ogj<n—1)
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est surjective (resp. injective, resp. bijective); par composition, on en conclut qu’il en
est de méme de (17.1.1.1).

(iii) On notera que les propriétés du morphisme f définies dans (17.1.1) sont
des propriétés du foncteur représentable (Oyy, 8.1.8)

Y’ > Homy (Y', X)

de la catégorie des Y-préschémas dans la catégorie des ensembles; elles gardent un sens
pour n’importe quel foncteur contravariant ayant mémes catégories de départ et d’arrivée,
représentable ou non.

(iv) Supposons que le morphisme f soit formellement non ramifié (resp. formelle-
ment étale); considérons un Y-préschéma quelconque Z et un sous-préschéma fermé Z,
de Z défini par un Idéal localement nilpotent ¢ de 0. Alors Papplication

(r7.x.2.1) Homy(Z, X) - Homy(Z,, X)

déduite de Pinjection canonique Z,—Z, est encore injective (resp. bijective). En effet,
soit (U,) un recouvrement ouvert affine de Z tel que les Idéaux #|U, soient nilpotents,
et pour tout «, soit UY I'image réciproque de U, dans Z,, qui est le sous-schéma fermé
de U, défini par #|U,. Soit f,:Z,—~X un Y-morphisme; par hypothése, pour tout «,
il y a au plus un (resp. un et un seul) Y-morphisme f,: U,—~X dont la restriction & U2
soit égale a f3| U%. On en conclut aussitét que si f, et f; sont définis, alors, pour tout
ouvert affine VcU,nU,, ona f,|V=f;|V, puisque les restrictions de ces morphismes
a P’image réciproque V, de V dans Z; coincident. Il y a donc au plus un (resp. un et un
seul) Y-morphisme f:Z—-X dont la restriction a Z, coincide avec f,.

Proposition (x7.1.3). — (1) Un monomorphisme de préschémas est_formellement non ramifié ;
une immersion ouverte est formellement étale.

(i1) Le composé de deux morphismes formellement lisses (resp. formellement non ramifiés,
resp. formellement étales) est formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp. formellement
étale).

(1) St f: X—>Y est un S-morphisme formellement lisse (resp. formellement non ramifié,
resp. formellement étale), il en est de méme de fig): Xg)—>Y g pour toute extension S'—S
du préschéma de base.

(iv) 81 f: X—>X" et g:Y—>Y' sont deux S-morphismes formellement lisses (resp. formel-
lement non ramifiés, resp. formellement étales), il en est de méme de fXgg: X XgY—>X'XqY'.

(v) Sotent f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes; si gof est formellement non ramifié,
il en est de méme de f.

(vi) 8t f: XY est un morphisme formellement non ramifié, il en est de méme de
Sroa * Kiea= Y red -

En vertu de (I, 5.5.12), il suffit de prouver (i), (ii) et (iii). Les deux assertions
de (i) sont triviales. Pour prouver (ii), considérons deux morphismes f: X—+Y, ¢ : Y—>Z,
un schéma affine Z’, un sous-schéma fermé Z;, de Z' défini par un Idéal nilpotent et
un morphisme Z’'->Z. Supposons f et g formellement lisses, et considérons un Z-mor-
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phisme «, : Z;—X; ’hypothése sur g entraine qu’il existe un Z-morphisme v : Z' >Y tel
que fouy=voj (ou j:Zy—Z' est I'injection canonique); ’hypothése sur f entraine alors
qu’il existe un morphisme u:Z-—->X tel que fou=v et uoj=u,, donc (gof)ou est
égal au morphisme donné Z’'—~Z et wuoj=u,, ce qui prouve que gof est formellement
lisse; on raisonne de méme lorsque I’on suppose f et g formellement non ramifiés.

Enfin, pour démontrer (iii), posons X'=Xg,, Y'=Y,, f'=fg); considérons
un schéma affine Y, un sous-schéma fermé Y{' de Y'’ défini par un Idéal nilpotent et
un morphisme g:Y”—Y’ faisant de Y un Y'-préschéma; on sait alors (I, 3.3.8)
que Homy.(Y"”, X’) s’identifie canoniquement a Homy(Y"”, X) et Homy. (Y, , X') a
Homy (Y”, X), et la conclusion résulte alors immédiatement de la définition (17.1.1).

On notera qu’une immersion fermée n’est pas nécessairement un morphisme formelle-
ment lisse.

Proposition (17.1.4). — Sotent f: XY, g:Y—>Z deux morphismes, et supposons g
Sformellement non ramifié. Alors, si gof est formellement lisse (vesp. formellement étale), il en est
de méme de f.

En effet, soient Y’ un schéma affine, Y;, un sous-schéma fermé de Y’ défini par
un Idéal nilpotent, £:Y'—Y un morphisme, j:Y,—Y’ [linjection canonique,
uy: Yo—>X un Y-morphisme, donc tel que fou,=hoj. Supposons gof formellement
lisse; alors il existe un morphisme «:Y'—X tel que woj=u, et (gof)ou=goh. Mais
ces relations entrainent que fou et 4 sont deux Z-morphismes de Y’ dans Y tels que
(fou)oj=hoj; en vertu de I’hypothése que g est formellement non ramifié, on en tire
que fou=#h, autrement dit z est un Y-morphisme; donc f est formellement lisse. Compte
tenu de (17.1.3, (v)), cela démontre la proposition.

Corollaire (17.1.5). — Supposons g formellement étale ; alors, pour que gof soit formellement
lisse (vesp. formellement non ramifié, resp. formellement étale), il faut et il suffit que f le sout.

Cela résulte de (17.1.4) et de (17.1.3, (ii) et (v)).

Proposition (x7.1.6). — Soit f: X—Y un morphisme de préschémas.

(1) Soit (U,) un recouvrement ouvert de X et, pour tout o, soit i,: U,—X injection
canonique. Pour que f soit formellement lisse (vesp. formellement non ramifié, resp. formellement
étale), 1l faut et il suffit que chacun des morphismes foi, le soit.

(i1) Soit (V,) un recouvrement ouvert de Y. Pour que f soit formellement lisse (resp.
formellement non ramifié, resp. formellement étale), il faut et il suffit que chacune des restrictions
S~HV) =V, de f le soit.

Notons d’abord que (ii) est conséquence de (i) : en effet, si j,:V,—>Y et
i, 1 f71(V,) =X sont les injections canoniques, la restriction f;:f~}(V,)—=V, de f
est telle que j,ofy =fot,; si f est formellement lisse (resp. formellement non ramifié),
il en est de méme de foi, puisque 7, est formellement étale (17.1.38); mais comme j,
est formellement étale, cela entraine que f; est formellement lisse (resp. formellement
non ramifié) en vertu de (17.1.5). Inversement, si tous les f, sont formellement lisses
(resp. formellement non ramifiés), il en est de méme des j,of, (17.1.3), donc aussi de f
en vertu de (i).
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Si I'on tient compte de ce que les 7, sont formellement étales, tout revient donc a
prouver que si les foi, sont formellement lisses (resp. formellement non ramifiés), il en
est de méme de f.

Soient donc Y’ un schéma affine, Y; un sous-schéma fermé de Y’ défini par un
Idéal nilpotent ¢, que P’on peut supposer tel que #2=o0 (17.1.2, (ii)), et enfin soit
£:Y' =Y un morphisme. Supposons donné un Y-morphisme u,: Yy—X; désignons
par W, (resp. WY) le préschéma induit par Y’ (resp. Y;) sur 'ouvert u;*(U,) (on rappelle
que Y’ et Y, ont méme espace topologique sous-jacent). Supposons d’abord que les foz, soient
formellement non ramifiés, et montrons que, si ' et «’’ sont deux Y-morphismes de Y’ dans X
dont les restrictions a Y, coincident, alors on a u'=u". En effet, compte tenu
de (17.1.2, (iv)), ’hypothése que les foi, sont non ramifiés entraine que pour tout «,
on a u'|Wy=u"|W,, puisque les restrictions de ces deux Y-morphismes & WY coin-
cident. D’ol la conclusion dans ce cas.

Supposons maintenant tous les foi, formellement lisses et prouvons qu’il existe un
Y-morphisme u:Y'—X dont u, est la restriction a Y,. Or, puisque Y’ est un schéma
affine, on peut appliquer (16.5.17) dont les hypothéses sont satisfaites, et dont la
conclusion démontre précisément ’existence de u.

On peut donc dire que les notions introduites dans (17.1.1) sont locales sur X
et sur Y, ce qui permet toujours, en vertu de (17.1.2, (i)), de se ramener a I’étude des
algébres formellement lisses (resp. formellement non ramifiées, resp. formellement étales).

17.2. Propriétés différentielles générales.

Proposition (x7.2.1). — Pour qu’un morphisme f: X—Y soit formellement non ramifié,
il faut et il suffit que Q5=o0 (ce qu'on écrit encore Q%y=o0 (16.3.1)).

Compte tenu de (17.1.6), on est ramené au cas ot Y =Spec(A) et X = Spec(B)
sont affines, et la conclusion résulte alors de (0, 20.7.4) et de linterprétation de 2%y
dans ce cas (16.3.7).

Corollaire (x7.2.2). — Sowent f: X—Y, g: Y—>Z deux morphismes. Pour que f soit
Sformellement non ramifié, il faut et il suffit que I’homomorphisme canonique (16.4.19)

£ %{/z) "’-Q;(/z

soit surjectif.

C’est une conséquence immédiate de (17.2.1) et de la suite exacte (16.4.19.1).

Proposition (x77.2.3). — Soit f: X—>Y un morphisme formellement lisse.

(i) Le Ox-Module Qxy est localement projectif (16.10.1). Si f est localement de type fini,
Q%/y est localement libre de type fini.

(i1) Pour tout morphisme g:Y —>Z, la suite (16.4.19) de Ox-Modules

(17.2.3.1) 0—>f*(9§qz) —>Q§</z—>g§(/y_>0

est exacte ; en outre, pour tout x€X, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions ¢ U
des homomorphismes de (17.2.3.1) forment une suite exacte et scindée.
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(1) On sait (16.3.9) que si f est localement de type fini, f est un Ox-Module
de type fini. Pour prouver que, dans tous les cas, il est localement projectif, on peut se
borner, en vertude (17.1.6), au casoi Y =Spec(A) et X =Spec(B) sont affines, et cela
résulte de ’hypothése sur f et de (0, 20.4.9 et 0, 19.2.1).

(ii) Ici encore, on peut se borner au cas ot X, Y et Z sont affines (17.1.6) et la
conclusion résulte dans ce cas de Pinterprétation des Modules figurant dans la suite
(17.2.3.1) et de (0, 20.5.7).

Corollaire (x7.2.4). — Si f: X—>Y est un morphisme formellement étale, alors, pour
tout morphisme g:Y —7Z, Ihomomorphisme canonique de Ox-Modules

f*(g%(/z) g Qi:/z
est bijectif.

Cela résulte de Pexactitude de la suite (17.2.3.1) et du fait que 'on a alors
Qyy=o0 (17.2.1).

Proposition (17.2.5). — Soient f: X—Y un morphisme, X' un sous-préschéma de X
tel que le morphisme composé X’ LxtLy (ot j est Uinjection canonique) soit formellement
lisse. Alors la suite de Ox.-Modules (16.4.21)

(17.2.5.1) 0 = Nyx = Qxy®o Ox — Qxyy =0

est exacte ; en outre, pour tout xe€X, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions a U
des homomorphismes de (17.2.5.1) forment une suite exacte et scindée.

Toujours en vertu de (17.1.6), on peut se borner au cas o Y =Spec(A) et
X =Spec(B) sont affines, et X’ =Spec(B/J), ou J est un idéal de B. Alors le faisceau
conormal A%,y correspond au B-module J/J? (16.1.3), et la conclusion découle
de (0, 20.5.14).

Proposition (177.2.6). — Soient X, Y deux préschémas, f: X—Y un morphisme localement
de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est un monomorphisme.

b) f est radiciel et formellement non ramifié.

c) Pour tout yeY, la fibre f~'(y) est vide ou k(p)-isomorphe & Spec(k(y)) (autrement
dit, est réduite & un seul point z tel que k(y)—0,/m,0, soit un isomorphisme).

Le fait que a) entraine ¢) résulte de (8.11.5.1). Il est clair que ¢) entraine que f
est radiciel; montrons qu’il résulte aussi de ¢) que Q%y=o0, ce qui prouvera que c)
entraine 4) (17.2.1). Notons que le Ox-Module 2%y est quasi-cohérent de type fini
(16.3.9). Il résulte doncde (I, 9.1.13.1) que, pour que (2%,y), =0, il faut et il suffit que
si 'on pose Y;=Spec(k(y)), X;=f""(y)=XXyY,, onait (2%, ),=0; mais comme
le morphisme f; : X, Y, déduit de f est formellement non ramifié en vertu de I’hypo-
thése ¢) (17.1.3), la conclusion résulte de (17.2.1). Prouvons enfin que 4) entraine a);
pour cela, considérons le morphisme diagonal g=A;: X +X xyX; puisque f est radiciel,
g est surjectif (1.8.7.1); d’autre part, 2%y est par définition le faisceau conormal r,(¢g)
de 'immersion g (16.3.1), et dire que f est formellement non ramifié signifie donc que
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Yr(g)=o0 (17.2.1). En outre, g est localement de présentation finie (1.4.3.1); donc
I’hypothése %r(g)=o0 entraine que g est une immersion ouverte (16.1.10); étant
surjective, cette immersion est un isomorphisme, donc f est un monomorphisme (I, 5.3.8).

17.3. Morphismes lisses, morphismes non ramifiés, morphismes étales.

Définition (17.3.1). — On dit qw’un morphisme f: X—Y est lisse (resp. non ramifié, ou
net (*) resp. étale) s’1l est localement de présentation finie et formellement lisse (vesp. formellement
non ramifié, resp. formellement étale).

On dit encore alors que X est lisse (resp. non ramifié ou net, resp. étale) sur Y.

Nous verrons plus loin (17.5.2) que cette définition d’un morphisme lisse coincide
avec celle déja donnée dans (6.8.1); jusque-la, c’est la définition de (17.3.1) que nous
utiliserons exclusivement.

Il est clair que dire que f est étale signifie qu’il est @ la fois lisse et non ramifié.

Remarques (17.3.2). — (i) On notera que la définition (17.3.1) peut s’ex-
primer uniquement a I’aide du foncteur

Y'~Homy (Y’, X)

considéré dans (17.1.2, (iii)), car dire que f est localement de présentation finie
équivaut a dire que le foncteur précédent commute aux limites projectives de schémas
affines (8.14.2).

(ii) Soient A un anneau, B une A-algébre. On dit que B est une A-algébre lisse
(resp. non ramifiée, resp. étale) si le morphisme correspondant Spec(B)—>Spec(A) est
lisse (resp. non ramifié, resp. étale). Il revient au méme de dire que B est une A-algébre
de présentation finie (1.4.6) et formellement lisse (resp. formellement non ramifiée, resp.
formellement étale) pour les topologies discreétes.

(iii) Il résulte de (17.1.6) et de la définition d’un morphisme localement de pré-
sentation finie (1.4.2) que les notions de morphisme lisse, non ramifié et étale sont
locales sur X et sur Y.

Proposition (17.3.3). — (1) Une immersion ouverte est étale. Pour qu’une immersion sott
non ramifide, il faut et il suffit qu’elle soit localement de présentation finie.

(i1) Le composé de deux morphismes lisses (resp. non ramifiés, resp. étales) est lisse (resp.
non ramifié, resp. étale). ‘

(i) St f: X—>Y est un S-morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étale), il en est
de méme de figy: Xg)y—>Y g pour toute extension S'—S du préschéma de base.

(iv) St f: X—>X'" et g:Y—>Y' sont deux S-morphismes lisses (resp. non ramifiés,
resp. étales), il en est de méme de fxgqg: XXY—>X'XY'".

(*) Les mots « net » et « formellement net » paraissent bien préférables a la terminologie consacrée de « non
ramifié » (resp. « formellement non ramifié ») et seront employés & peu prés exclusivement a partir du chap. V.
Dans ce chapitre, nous avons conservé ’ancienne terminologie afin de ne pas entrer en conflit avec (0, 19.10).
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(v) Sotent f:X->Y, g:Y—>Z deux morphismes; si g est localement de type fini et
st gof est non ramifié, alors f est non ramifié.

Cela résulte aussitdt de (1.4.3) et de (17.1.3).

Proposition (17.3.4). — Soient f:X—>Y, g:Y—>Z deux morphismes, et supposons g
non ramifié. Alors, si gof est lisse (resp. non ramifié, resp. étale), il en est de méme de f.

En effet, comme g et gof sont localement de présentation finie, il en est de méme
de f (1.4.3, (v)); la conclusion résulte donc de (17.1.4) et (17.1.3, (V)).

Corollaire (17.3.5). — Supposons g étale ; alors, pour que f soit lisse (resp. non ramifié,
resp. étale), il faut et il suffit que gof le soit.

Cela résulte de (17.3.4) et de (17.3.3, (ii)).

Proposition (17.3.6). — Soient g:Y—S, h:X—>S deux morphismes localement de
présentation finte. Pour qu’un S-morphisme f:X—>Y soit non ramifié, il faut et il suffit
que I’homomorphisme canonique (16.4.19)

S *(9§/s)"> X8
soit surjectif.

Comme f est alors localement de présentation finie (1.4.3, (v)), la proposition
résulte aussitot de (17.2.2).

Définition (17.3.7). — Soit f:X—>Y un morphisme. On dit que f est lisse (resp. non
ramifié, resp. étale) en un point xeX s’il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que la res-
triction f| U soit un morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étale) de U dans Y.

On dit encore alors que X est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) sur Y au point x.

Compte tenu de la remarque (17.3.2, (iii)), il revient au méme de dire que f est
un morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étale) ou qu’il est lisse (resp. non ramifié,
resp. étale) en chaque point de X.

Il est clair que I’ensemble des points de X ou un morphisme f:X-—>Y est lisse
(resp. non ramifié, resp. étale) est ouvert dans X.

Proposition (x7.3.8). Pour tout préschéma Y et tout Oy-Module localement libre &
de type fini, le préschéma fibré vectoriel V(&) (I, 1.7.8) est un Y-préschéma lisse.

En effet (17.3.2, (iii)), on peut se borner au cas ou Y =Spec(A) est affine et
V(&)=Spec(A[T,, ..., T,]); comme A[T,, ..., T,] est une A-algébre formellement
lisse pour les topologies discrétes (0, 19.3.2) et de présentation finie, cela démontre la
proposition (17.38.2, (ii)).

Corollaire (17.3.9). — Sous les hypothéses de (17.3.8), le préschéma fibré projectif P(&)
(IL, 4.1.1) est un Y-préschéma lisse.

On peut encore se borner au cas ot Y =Spec(A) est affine et P(&)=P5.
On sait alors (II, 2.3.14) qu’on a un recouvrement ouvert fini de P} en prenant
les D, (T;) (0<i<r), égaux respectivement aux spectres des anneaux Sy, ou lon
remplace S par A[T,, Ty, ..., T,] et f par T,; mais il résulte aussitét de la définition
de Sy (I, 2.2.1) que cet anneau, dans le cas considéré, est isomorphe a
A[T,, ..., Ti_1, Ti41, ..., T,]; donc le corollaire résulte de (17.3.8).
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17.4. Caractérisations des morphismes non ramifiés.

Théoréme (17.4.1). — Sotent f: X—Y un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est non ramifié au point x.

b)  Le morphisme diagonal A;: X—>XXyX est un isomorphisme local au point x.

b")  Si lon pose A= (4, 0), Z=XKxyX et z=1y(x), I'homomorphisme 6% Og,,—~0x ,
est bijectif.

b"") Pour tout morphisme g:Y'—Y, et tout point y' €Y' au-dessus de y=f(x), toute
Y'-section s' de X'=XXxyY' telle que x'=s'(y") soit au-dessus de x est un isomorphisme local
au point y'.

c) Ona (Qxy),=o.

d) Le k(yp)-préschéma f~'(p) est non ramifié sur k(p) au point x.

d’) Le point x est isolé dans X, =f"'(y) (autrement dit (Erry;, 20), le morphisme f
est quasi-fini au point x) et Panneau Ox  ; est un corps, extension séparable de k().

d”) Lanneau Ox, ,=0x ,/m,0Ox , est un corps, extension finie séparable de k().

e) Lanneau Ox , est une Oy ,-algébre formellement non ramifiée pour les topologies
discretes.

Comme f est localement de type fini, le 0x-Module Q% y est de type fini (16.3.9),
donc il revient au méme de dire que (2%y),=0 ou qu’il existe un voisinage ouvert U
de x tel que Q%y|U=o0. Compte tenu de (17.2.1), cela prouve I’équivalence de a)
et ¢). D’autre part, si I'on pose A=0y,, B=0x,, on a (Q%y),=Q%, (16.4.15),
et ’équ<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>