
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES DE L’I.H.É.S.

ALEXANDER GROTHENDIECK
Éléments de géométrie algébrique : IV. Étude locale des schémas
et des morphismes de schémas, Quatrième partie

Publications mathématiques de l’I.H.É.S., tome 32 (1967), p. 5-361
<http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1967__32__5_0>

© Publications mathématiques de l’I.H.É.S., 1967, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Publications mathématiques de l’I.H.É.S. » (http://
www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html) implique l’accord avec les conditions géné-
rales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou im-
pression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PMIHES_1967__32__5_0
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.ihes.fr/IHES/Publications/Publications.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


I N S T I T U T
D E S H A U T E S É T U D E S

S C I E N T I F I Q U E S

ÉLÉMENTS DE GÉOMÉTRIE ALGÉBRIQUE

par A. GROTHWDIECK
Rédigés avec la collaboration de J. DIEUDONNÉ

IV

ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS

((Quatrième Partie)

1967

PUBLICATIONS MATHEMATIQUES, N° 32
LE BOIS.MARIE - BURES.SUR-YVETTE (S.-et-O.)



DÉPÔT LÉGAL

i1'6 édition .. . . . . 3® trimestre 1967

TOUS DROITS
réservés pour tous pays

© 1967, Institut des Ha tes Études Scientifiques



CHAPITRE IV (fin)

ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS
ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS

§ 16. INVARIANTS DIFFÉRENTIELS
MORPHISMES DIFFÉRENTIELLEMENT LISSES

Dans ce paragraphe, nous présentons, sous forme globale, quelques notions de
calcul différentiel particulièrement utiles en Géométrie algébrique. Nous passons sous
silence de nombreux développements, classiques en Géométrie différentielle (connexions,
transformations infinitésimales associées à un champ de vecteurs, jets, etc.), bien que ces
notions s'écrivent de façon particulièrement naturelle dans le cadre des schémas. Nous
passons également sous silence ici les phénomènes spéciaux à la caractéristique p>o
(dont certains sont étudiés, dans le cadre affine, dans (0, 21)). Pour certains compléments
sur le formalisme différentiel dans les préschémas, le lecteur pourra consulter les
exposés II et VII de [42], ainsi que les chapitres ultérieurs de ce Traité.

16.1. Invariants normaux d'une immersion.

(16.1.1) Soient (X, 0^), (Y, é?y) deux espaces annelés, f= (^, 6) : Y->X un
morphisme d'espaces annelés (Oi, 4.1.1) tel que l'homomorphisme

^ : ̂ X) -^ ^Y

soit surjectif, de sorte que ^y s'identifie à un faisceau d'anneaux quotient 4'*(^x)/<//-
On peut alors munir ^(^x) de la filiation ^-préadique.

Définition (16.1.2). — Le faisceau d'anneaux ^-augmenté ^(^x)/^4'1 est appelé
le n-eme invariant normal def; l'espace annelé (Y, ̂ Wl/^1) est ^P616 le n-ème voisinage
infinitésimal de Y pour le morphisme f, et noté Y^ ou simplement Y^. Le faisceau d'anneaux
gradués associé au faisceau d'anneaux filtrés ^(^x)

( 1 6 . 1 . 2 . 1 ) - ^.(^-^oW^r1)
est appelé le faisceau d'anneaux gradués associé à/. Le faisceau ^i(/) = ^ / ^ / ^ est appelé
le faisceau conormal de f (que l'on note aussi ^Ty/x s'il n'en résulte pas de confusion).

Il est clair que les ^W-=^\^) I / ^ + 1 (qu'on note aussi ^) forment un
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système projectif de faisceaux d'anneaux sur Y, l'homomorphisme de transition
^nm: ^(m)->(P^(n) pour n^m identifiant ^y(n) au quotient de Q^{m) par la puissance
{/fl/^1)"1 de ^ Idéal d'augmentation de ^y(n), noyau de q^ : ^y(n)->^y. Les Y(n)

forment par suite un système inductif d'espaces annelés, ayant tous pour espace sous-
jacent l'espace Y, et on a des morphismes canoniques d'espaces annelés h^ : Y^—X
égaux à (^, 6J, où 6^ est le morphisme canonique ^*(^x) -> ^*{^x) 1 ̂ 1}+l' H est ri3-!1'
que le faisceau ^r^(f) est un faisceau d'algèbres graduées sur le faisceau d'anneaux
^==^(/}, et les ^(/} des ^-Modules.

Gomme pour tout faisceau d'anneaux filtré, on a un homomorphisme canonique
surjectif de ^y-Algèbres graduées

(16.1.2.2) S^(^(/))-^rj/)

coïncidant en degrés o et i avec les homomorphismes identiques.
Exemples (16.1.3). — (i) Supposons que X soit un espace annelé en anneaux

locaux, que Y soit réduit à un seul pointa (muni d'un anneau Oy) et que, si x==^(jy),
Q^ : 0^->Qy soit un homomorphisme surjectif d'anneaux ayant pour noyau l'idéal
maximal m^ de 0^ Alors les ^yCn) s'identifient aux anneaux ^a;/^4'1? et ^r^(f) à l'anneau
gradué associé à l'anneau local 0^ muni de sa filtration m^-préadique.

(ii) Supposons que Y soit une partie fermée d'un sous-espace ouvert U de X et
que ^y soit induit sur Y par un faisceau quotient Q^f^', où / est un Idéal de ^j tel
que /y,'==OyE, pour tout x^Y'y si X est un espace annelé en anneaux locaux, nous
supposerons de plus que / ^Qy, pour xeY, de sorte que (Y, ^y) est encore un espace
annelé en anneaux locaux.

Soit ^Q : Y->V l'injection canonique, et notons QQ : (Py -> (<^o) ((îy) l'homomor-
phisme tel que 6J soit l'homomorphisme canonique ^(^^^ulY ~^ (^u/^) 1^ de

sorte que jo== (^o? ^o) •* Y->U est un morphisme d'espaces annelés (et d'espaces annelés
en anneaux locaux si X est un espace annelé en anneaux locaux) ; si i : U—^X est
l'injection canonique (morphisme d'espaces annelés), j^iojo est le morphisme (^,6)
de Y dans X, où ^ : Y-^X est l'injection canonique, et 6 : Q^->^ (^y) est l'homo-
morphisme tel que 6^=6^. Comme 6^ est surjectif, on peut appliquer les définitions
précédentes; ^y(n) est égal à ^[^l/^1), et l'on a (^oV^))-^/^^ et
^nOl)=^n(Jo)=^(^n/^n+l)==/o(^n/^n+l).

(16.1.4) L'exemple (16.1.3, (ii)) montre qu'en général les ^y(n) ne sont pas
munis canoniquement d'une structure de 0^-Module, ni a fortiori d'une structure de ^y-Algèbre.
La donnée d'une telle structure équivaut à celle d'un homomorphisme de faisceaux
d'anneaux \ : ^y->^y(n), inverse à droite de l'homomorphisme d'augmentation cp^;
cela revient aussi à la donnée d'un morphisme d'espaces annelés (ly, \) : Y^-^Y,
inverse à gauche du morphisme canonique (iy, cpon) : Y-^Y^.

Proposition (16.1.5). — Soit /=(<{;, 6) : Y-^X une immersion de préschémas. Alors :
(i) ^r.{f) es^ une ^ y-Algèbre graduée quasi-cohérente.
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(ii) Les Y^ sont des préschémas, canoniquement isomorphes à des sous-préschémas
de X.

(iïi) Tout homomorphisme de faisceaux d''anneaux \ : 0^ -> ^yO»), inverse à droite de
F homomorphisme d'augmentation (p^, fait de ^y(n) et des (P^w pour k^n, des 0^-Algèbres
quasi-cohérentes; les structures de 0^-Module déduites des structures précédentes sur les ^r^Çf)
pour k^n coïncident avec celles définies dans ( 1 6 . 1 . 2 ) .

(i) La question étant locale sur X et sur Y, on peut se borner au cas où
Y est un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal quasi-cohérent / de (9^\
comme ^y est la restriction à Y de ^x/^5 l'assertion (i) est évidente, et Y^ est le sous-
préschéma fermé de X défini par l'Idéal quasi-cohérent ^n+l de 0^. Enfin, pour
prouver (iïi), notons que la donnée de \ fait de l'Idéal ^'/^n+l de l'augmentation y^ et
de ses quotients / \/^^^ {i^k^n) des ^y-Modules, et il suffit de prouver par récurrence
sur k que les / j / k +1 sont des ^y-Modules quasi-cohérents et que la structure de ^y-Module
quotient qu'on en déduit sur ^/^+1 est la même que celle définie en (16.1.2). La
seconde assertion est immédiate, ^/^+1 étant annulé par ^/^n+l; la première
résulte, par récurrence sur k, de ce qu'elle est triviale pour k== i et de ce que /'/ ̂ fc+l

est une extension de / \ / 1 ' par /^f/^1 (m, 1.4.17).
Corollaire (16 .1 .6) . — Sous les hypothèses générales de ( 16 .1 .5 ) , si V immersion f est

localement de présentation finie, les ^r^{f) sont des 0^-Modules quasi-cohérents de type fini.
En effet, avec les notations de la démonstration de (16.1.5), / est un Idéal de

type fini de 0^ (1.4.7), donc les /n|/n+l sont des ^y-Modules de type fini, d'où la
conclusion.

Corollaire (16.1.7). — Sous les hypothèses générales de (16 .1 .5 ) , soit g : X->Y un
morphisme de préschémas inverse à gauche de f. Alors, pour tout n, le morphisme composé

(i, ÀJ : Y^-^X-^Y définit un homomorphisme de faisceaux d'anneaux \ : (9^ -> ^y(n) inverse à
droite de l'augmentation (p ,̂ faisant de ^yÇn) une (Py-Algèbre quasi-cohérente; pour ces homomor-
phismes, les homomorphismes de transition 9^ : ̂ y(m) -> ^y(n) (n^m) sont des homomorphismes
de 0^-Algèbres. En outre, si g est localement de type fini, les ^y(n) sont des Q^-Modules quasi-cohérents
de type fini.

La première assertion résulte aussitôt des définitions et de (16. i .5). D'autre part,
si g est localement de type fini, alors/est localement de présentation finie (1.4.3, (v));
les ^r^{f) étant alors des ^y-Modules quasi-cohérents de type fini par (16. i .6), il en est
de même des ffy-Modules ^ l ^ " ' ^ 1 , qui sont des extensions d'un nombre fini
de ^(J) (ffl, 1.4.17).

Proposition (16.1.8). — Soient X un préschéma localement noethérien, j : Y->X une
immersion. Alors les Y^ sont des préschémas localement noethériens, les ^r^j) sont des 0^-Modules
cohérents, et ^y.(j) est un faisceau d'anneaux cohérent sur l'espace Y.

Tout étant local sur X et Y, on est ramené au cas où X est affine etj une immersion
fermée, et alors toutes les assertions sont évidentes sauf la dernière, qui résulte de ce que
si A est un anneau noethérien et 3 un idéal de A, gr^(A) est un anneau noethérien, compte
tenu de l'exactitude du foncteur (j/ et de (Oi, 5.3.7).
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Proposition (16 .1 .9) . — Soient X un préschéma, j : Y-^-X z/^ immersion localement
de présentation finie, y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) II existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que j\V soit un homéomorphisme de U
sur un ouvert de X.

b) II existe un entier TZ>O tel que U homomorphisme canonique

Oï^n-l)^ ^Y^—^-i)^

soit bijectif.
c) II existe un entier n>o tel que {^^{j))y=o.
De plus., si l'entier n vérifie b) ou c), il existe un voisinage V dey dans Y tel que ^r^Çj) [ V== o

pour m^n et que cp^|V : O^m) \ V -> ^yçn) | V soit bijectif pour m^n.
La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas où j est une immersion

fermée, Y étant défini par un Idéal quasi-cohérent de type fini / de (P^. L'équivalence
de b) et c ) , pour un n donné, est alors immédiate ; en outre, comme ^^n^n+l est
un ^"Module de type fini, il existe un voisinage ouvert U de y dans X tel que
^'"[U^^'^IU (Oi, 5 .2 .2) , donc aussi /n\V=/m\\] pour m^n, ce qui prouve
les dernières assertions. Pour prouver que a) entraîne b ) , on peut se borner au cas où
l'espace sous-jacent à Y est égal à l'espace sous-jacent à X, et où / est engendré par
un nombre fini de ses sections au-dessus de X : comme / est alors contenu dans le
Nilradical ^V de (9^ (I, 5. i .2)3 il est niipotent, ce qui prouve b). Enfin, pour prouver
que b) entraîne a ) , on peut aussi se borner au cas où ^n==^n+ l; alors, pour tout j^eY,
comme /yCmy, idéal maximal de O^y, on a nécessairement ^==0 en vertu du
lemme de Nakayama, puisque / y est un idéal de type fini. L'ensemble des ^eX tels
que ^==0 est donc un ouvert U de X contenant Y (Oi, 5 .2 .2 ) ; comme d'autre part
^^4:0 pour x^Y, on a nécessairement U=Y.

Corollaire (16. i. 10). — Pour que la restriction de l'immersion j à un voisinage dey dans Y
soit une immersion ouverte (autrement dit pour quej soit un isomorphisme local au pointa),
il faut et il suffit que (^(j))y==(./Ty/x)y=o.

La condition est évidemment nécessaire, et le raisonnement précédent, appliqué
pour n==i, prouve qu'elle est suffisante.

Remarques (16.1.11). — (i) Sous les conditions de la définition (16. i . i), la limite
projective du système projectif (^y("), <pnm) de faisceaux d'anneaux sur Y est appelé
Y invariant normal d'ordre infini de f, et parfois noté O^w}. Lorsque X est un préschéma
localement noethérien, j : Y->X une immersion fermée, Y étant donc un sous-
préschéma fermé de X défini par un Idéal cohérent ^', 6^(00) n'est autre que le complété
formel de 0^ le long de Y (I, 10.8.4), et Y^^ (Y, (P^w) le préschéma formel complété
de X le long de Y (I, 10.8.5). Dans tous les cas, on pourra dire que Y^ est le voisinage
formel de Y dans X (pour le morphismey). Dans le cas particulier qu'on vient d'envisager,
c'est donc le préschéma formel limite inductive des voisinages infinitésimaux d'ordre n.

(ii) On notera que pour un morphisme de préschémas f=={^, 6) ; Y—^X, il peut
se faire que l'homomorphisme 6^ : ̂ *(^x) ~^Y solt surjectifsans quej^soit une immersion
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locale, et sans que y soit injectif. On en a un exemple en prenant pour Y une somme de
préschémas Y^ tous isomorphes à Spec(^), où ;ceX, et pour/le morphisme égal au
morphisme canonique dans chacun des Y^.

16.2. Propriétés fonctorielles des invariants normaux d'une immersion.

(16.2.1) Soient f== (^, 6) : Y -> X, /' == (^', 6') : Y' -̂  X' deux morphismes
d'espaces annelés tels que les homomorphismes 6^ et 6^ soient surjectifs ; considérons un
diagramme commutatif de morphismes d'espaces annelés

Y X

(16.2.1.1)

Y' —> X'

Posons ^ = = ( p , À ) , y=(<r, (i). On a ç* (^ {^x)) = ̂ f* {G* {^x}} et on a P^ suite un
diagramme commutatif d'homomorphismes de faisceaux d'anneaux sur Y'

* / i * / ,/n \ \ » / * / * / /r\ \ \ tr ((A ) i /* / /r\ \p (^ W)=^ ^ W) ——> ^ W

p*(eft) e'ff

P*(^Y)
À?

^

d'où l'on conclut, si / et / ' sont les noyaux de 6^ et 6^, que l'on a ^([^(p*^)) C^7,
compte tenu de l'exactitude du foncteur p*. On en déduit aussitôt que pour tout entier riy
^^l^')^^^n>}}^•<f'n') ce ci111 montre que ^{/*([JL^) définit, par passage aux quotients, un
homo morphisme de faisceaux d'anneaux

(16.2.1.2) Vn : PW^X)/^1) -> ̂ xO/^1

et par suite un morphisme d'espaces annelés ^==(p,vJ : Y'^^Y^ (qui, pour n=o>
n'est autre que u). Il résulte aussitôt de cette définition que les diagrammes

hm ^r
Y(n) hmn^ Y^ X

[n^m)

Y'^ Y^w
^

X'

(où les flèches horizontales sont les morphismes canoniques (16. i .2)) sont commutatifs»
Par passage aux quotients à partir des homomorphismes (16.2. i .2), et en tenant
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compte de l'exactitude du fbncteur p*, on obtient un di-homomorphisme d'Algèbres
graduées (relatif à l'homomorphisme À^ : p*(^y)-^<îy')

(16 .2 .1 .3 ) grW : p'(^.(/)) -> ̂ (//)

(ou, si on veut, un p-morphisme (Oi, 3.5.1) ^r.C/)—^r.C/'/))î et en particulier un
di-homomorphisme des faisceaux conormaux

gr^):p^(/))^^(/').

Il est immédiat en outre que ces homomorphismes donnent lieu à un diagramme
commutatif

pX^iC/))) -> P .̂C/))

(16 .2 .1 .4 ) S(gr,(u)) gr(M)

S^(^Cf))) -^ ^.(//)

où les flèches horizontales sont les homomorphismes canoniques (16.1.2.2).
Enfin, si l'on a un diagramme commutatif de morphismes d'espaces annelés

Y -^ X

t t
4 I'

Y' —> X7

,f f ,"T r
Y" —> X"

où /"== (^", 6") est tel que 6'^ soit surjectif, et si w^ et w^' sont définis à partir de u\ v '
d'une part, et de u"=uou'^ v"-=vov' de l'autre, alors on a w^^=w^ow^, comme il
résulte aussitôt des définitions et de (Oj, 3.5.5); on a de même gr^'^grÇ^op'^gr^))
si ^==(p',X'). On peut donc dire que les Y^ et ^r^f) dépendent fonctoriellement de /.

Proposition (16.2.2). — Avec les notations et hypothèses de (16.2.1), supposons de plus
que f, /', u et v soient des morphismes de préschémas. Alors :

(i) Les morphismes w^ : Y'^-^Y^ sont des morphismes de préschémas.
(ii) Si Y'==YXxX', u et f étant les projections canoniques, et si f est une immersion

ou si v est plat, on a Y'^Y^XxX'.
(iii) Si Y'=YXxX' et si v est plat (resp. si f est une immersion), l^homomorphisme

Gr(u) -gr(^)®i : ̂ .C/)00^ -> ̂ .(//)

est bijectif (resp. surjectif).
(i) Les hypothèses entraînent aussitôt que pour tout j^eY', ^ ' { ^ ' { y ' ) ) est un

homomorphisme local (1, 1.6.2), donc w^ est un morphisme de préschémas (I, 2 .2 .1) .

10
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(ii) et (iii) Si/est une immersion, on peut se borner au cas où/est une immersion
fermée, Y étant donc défini par l'Idéal quasi-cohérent / de (P^, et Y^ par l'Idéal ^n+l ;
les assertions résultent alors de (I, 4.4.5).

Supposons en second lieu que v soit plat ; on peut se borner au cas où X=Spec(A),
Y=Spec(B), X'=Spec(A') sont affines, A' étant un A-module plat; alors Y^SpecÇB')
avec B'=B®^A'; en outre, si 3 est le noyau de Phomomorphisme A->B, le noyau 3'
de A'->B' s'identifie à 3® '̂ par platitude, et g^^^ (y/y^^A'. On en
déduit aussitôt, compte tenu de (Oi, 4.3.3), que le ^--Module ^ /n/^ /n+ l est égal à

^^(^((S'/S^^^^o^x)^)-
^^^((y/s^1)-))®^^^^^?^^/^^1)®^^^^^^^

et comme en particulier pour n == o, on a

^=pt(^)®pw(^^/*(^)

on obtient un isomorphisme canonique de ^'/n^/n+l sur
p*(^n^n+l)^^^^^n^n+l^^^

ce qui prouve (iii). Posons maintenant G^=r(Y, ^y(n)), C^=r(Y', ffl^w). Puisque Y^)
et Y'^ sont des schémas affines (16.1.5), le noyau ̂  (resp. ^) de l'homomorphisme
Cn^C,,, (resp. G^C^) est r(Y, ^/^n+l) (resp. r(Y', /^f/^1}), on déduit
donc de ce qui précède que S{^=S{^A\ or, on a un diagramme commutatif

o -> ̂ ^f -> C^A' -> C^^^A' ̂  o

o-^^———.C,————.c^.-^o

où la flèche verticale de gauche est bijective et les deux lignes sont exactes (A' étant
un A-module plat). On en déduit par récurrence que ^ est bijectifpour tout n, car c'est
vrai par hypothèse pour n===o, et se déduit par application du lemjne des cinq
pour n quelconque. Cela prouve la seconde assertion de (ii).

Corollaire (16.2.3). — Soient g : X->Y, u : Y'->Y deux morphismes de préschémas y
^-'^XXyY', ^ 'rX'-^Y' et y:X'-^X les projections canoniques. Soient /: Y->X une
^'section de X (donc une immersion), f'=f^ : Y'->X' la Y'-section de X' déduite de f par
le changement de base u. Alors :

(i) Le morphisme w^ : Y;^ -> Y^ correspondant à /, /', u, v (16.2.1) et le morphisme
canonique ^ : Y^—X' identifient Y;^ au produit Y^XxX'. '

(ii) Si l'on munit (P^n) (resp. O^n)) de la structure de Q^-Algèbre définie par g (resp. de
la structure de 0^-Algèbre définie par g ' ) (16. i .6), V homomorphisme de (Q^-Algèbres

(I6 • 2 . 3 . I ) P*(^Y}")) ®^Y Q^ -> ̂

11
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déduit de F homomorphisme ^ (16 .2 .1 .2 ) est bijectif. En outre, V ) homomorphisme de G ̂ .-Modules

(16.2.3.2) Gr^u) : ̂ i(/)®^Y' -> ̂ iC/')

est bijectif.

(i) Notons d'abord que les morphismes /' : Y'->X' et u : Y'-^Y identifient Y' au
produit YXxX' (pour les morphismes structuraux/: Y->X et y:X'->X) (14.5.12.1).
La conclusion de (i) résulte alors de (16.2.2, (ii)), le morphisme g étant une immersion.

(ii) Le diagramme commutatif

Y(n) ^n y{n)

hn\ \h'n
Y ^

X <— X'

^ v ï9'v y

Y <— Y'
U

identifie Y;^ au produit Y^XxX' et X' au produit XXyY', donc (1,3.3.9) il
identifie (pour les morphismes g'oh^ et wj Y^^ au produit Y^XyY'. Comme Y^
(resp. Y^) est le préschéma affine au-dessus de Y (resp. Y') associé à la ̂ -^g^6 (p^
(resp. à la (P^-Algèbre ff^,(n)), le fait que rhomomorphisme canonique (16.2.3.1) soit
bijectif résulte de (H, 1.5.2). Enfin, rhomomorphisme canonique (16.2.3. i) est compa-
tible avec les augmentations ^y^-^Y et Q^->6^\ comme ^y(n) est somme directe
(en tant que (P^-Mod\iïe) de ^y et de l'Idéal d'augmentation ^/^n+l, on voit donc que
rhomomorphisme canonique (16.2.3.1), restreint à (^/^n+l)®^^, est une bijection
de ce dernier sur ^'/^/n+l- I^ur n==i, cela montre que Gr^u) est bijectif.

On notera que, sous les hypothèses de (16.2.3), les homomorphismes Gr^{u)
sont surjectifs en vertu de ce qui précède, mais ne sont pas bijectifs en général pour ^2.
Toutefois :

Corollaire (16.2.4). — Sous les hypothèses de (16.2.3) , supposons que u : Y'->Y soit
un morphisme plat (resp. que les ^(/) soient des ^y- Modules plats pour n^m). Alors l'homo-
morphùme

G^):^^/)®^^^^/-)

est bijectif pour tout n (resp. pour n^m).

Si u est plat, il en est de même de v : X'-^X qui s'en déduit par changement de
base, et on sait déjà dans ce cas que Gr{u) est bijectif (16.2.2, (iii)). Si les ^(/) sont
plats pour n^m, on voit d'abord par récurrence sur n qu'il en est de même des ^/^n+l

pour n^m, en vertu des suites exactes

^/^/^-^/l/^^/l/^Q

12
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( O i , 6 . i . 2 ) ; en outre, on a alors des diagrammes commutatifs

o -> (^v^1)®^ -" (^/^n+l)0^ -> ̂ /i/^o^' -o

o ——-> /'-l/^ —————> ^/^/n+l ———> /l\/ln ——> o

dans lesquels les lignes sont exactes (la première par platitude (Oi, 6 . 1 .2 ) ) et les deux
dernières flèches verticales sont bijectives en vertu de (16.2.3, (ii)); d'où la conclusion.

Remarques (16.2.5). — (i) Le raisonnement de (16.2.2, (i)) s'applique encore
lorsque dans (16.2 .1 .1) il s'agit de morphismes d'espaces annelés en anneaux locaux
(Errn,(i.8.2)).

(ii) Dans (16.2.2, (ii)), la conclusion n'est plus nécessairement valable lorsqu'on
suppose seulement que v etj^sont des morphismes de préschémas (/vérifiant la condition
de (16.1.1)). Par exemple (avec les notations de la démonstration de (16.2.2, (ii)),
il peut se faire que 3==0 mais que le noyau 3' de A'—^B^B^A' ne soit pas nul et
que B'+o, auquel cas on a Y^^Y pour tout n, mais Y'^+Y'. On a un exemple

00

de ce fait en prenant A=Z, B==Q^, A'== H (Z/rn^Z) où m>i.
(16.2.6) Considérons le cas particulier du diagramme (16.2 .1 .1) où X'==X,

v étant l'identité, X est un préschéma, Y un sous-préschéma de X, Y' un sous-préschéma,
de Y,/, u et f'^fou les injections canoniques; le di-homomorphisme (16.2. i .3) donne,
par tensorisation avec (9^, au-dessus de p^y)? un homomorphisme de ^y'-Algèbres
graduées

(16 .2 .6 .1 ) ^(^(/))->^(/').

D'autre part, on identifie ^y à ^(^x)/<Xp ^Y' à P^y)/^ comme p* est un
foncteur exact, on a p^y) ^PW^x))/?'16^/) ^"''(^x) /?'(<//). et comme Q^. s'iden-
tifie par ailleurs à ^^x)l/f on voit ̂  ron a / u = / r l ^ ^ î ) ' on en déduit

pour tout entier n un homomorphisme canonique / ^ ' l / ^ + 1 -> / ^ l / ^ 1 ' » d'où un
homomorphisme canonique de ^y.-Algèbres graduées

(16.2.6.2) ^(n-^^.^).
Proposition (16.2.7). — Soient X un préschéma, Y un sous-préschéma de X, Y' un sous-

préschéma de Y, j : Y'-^Y l'injection canonique. On a alors une suite exacte de faisceaux conormaux
[0^.-Modules)

(l6.2.7.l) /(^Y/x) — ^Y'/X -> ̂ Y'/Y -> 0

où les flèches sont les composantes de degré i des homomorphismes canoniques ( 16 .2 .6 .1 ) et

(16 .2 .6 .2 ) .
La question étant locale, on peut se borner au cas où X=Spec(A), Y=Spec(A/3),

Y'=Spec(A/^), 3 et ^ étant deux idéaux de A tels que 3 c: 5Ï; tout revient à voir alors

13
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que la suite d'homomorphismes canoniques 3/^3 -> ̂ /^2 -> (^/3) /(^/3)2 -> o est exacte,
ce qui est immédiat puisque l'image de 3/^3 dans ft/^2 est (3+^2^2 ^ q^ç
W3)/W3)2 s'identifie à ^/(3+^2).

Il est facile de donner des exemples où la suite (16.2.7.1) prolongée à gauche
par un o n'est plus exacte; avec les notations précédentes, il suffit de prendre A==A:[T],
3=AT2,^=AT, caronaalors O+^/^^o et 3/^3+0. Voir cependant (16.9.13)
et (19.1.5) pour des cas utiles où la suite prolongée reste encore exacte.

16.3. Invariants différentiels fondamentaux d'un morphisme de préschémas.

Définition (16.3. i). — Soient f : X->S un morphisme de préschémas, A^ : X->XXgX
le morphisme diagonal correspondant, qui est une immersion (I, 5.3.9 et Errm, 10). On désigne
par^ ou ̂ /g, et l'on appelle faisceau des parties principales d'ordre n du S-préschéma X,
le faisceau d'anneaux (!) ̂ -augmentés, n-ème invariant normal de Ay (16.1.2). On pose
^r=^w==^^ ^(^-^(^x/s)-^^) (16.1.2); le Q^-Module ^(A^),

n
Idéal d'augmentation de ̂ x/s? ^t aussi noté û^ ou ûx/s? et appelé le 0^-Module des i-différentielles
de f, ou de X par rapport à S, ou du S-préschéma X.

Il résulte de cette définition que ^/g s'identifie canoniquement à 0^ (16.1.2).
On a (16.1.2.2) un homomorphisme canonique surjectifde ^x'^gèbres graduées

(16.3.1.1) S^(ûx/s)->^(^x/s).

Il résulte aussi de la définition (16.3.1) que pour tout ouvert U de X, on a
^u==^lU, ^=^°1U, ^^)-^n(^)|U, ^u=^[U (autrement dit, les
notions introduites sont locales sur X).

(16.3.2) Notons p^ j&g les deux projections canoniques du produit XXgX;
comme A^ est une X-section de XXgX à la fois pour les morphismes p^ et p^ chacun
de ces morphismes définit, pour tout n, un homomorphisme de faisceaux d'anneaux
^x-^S/s? inverse à droite de l'augmentation ^S/g ->ffl^ (16. i . 7) ; on peut encore dire
que l'on définit ainsi sur ^/g deux structures de Q^-Algèbres augmentées quasi-cohérentes ;
les structures correspondantes de ^"Module sur ^^(^x/s) sont ^es mêmes. On a de
même, par passage à la limite, deux structures de 0^ -Algèbre sur ^/g.

(16.3.3) Le morphisme ^==(^A)s : XXgX->XXgX est un automorphisme invo-
lutif de XXgX, appelé la symétrie canonique, tel que

(16.3.3.1) Pi°s=^p^ Pî°s=p^ joA,==A,.

Si l'on pose ^==(p ,X) , ^=(TT,, (JL,) ( î = = i , 2 ) , A^==(S,v), ^ est donc un isomor-
phisme de p^Tr^^x)) sur ^(^x), et ï\\^ laisse invariant S^^xxgx) ^ ^ noyau /
de l'homomorphisme ^ : 8*(^xx x)"^^- P3"1' sulte :

Proposition (16.3.4). — F homomorphisme c^S*^) déduit de s (et appelé encore
symétrie canonique) est un automorphisme involutif du système projectif (^%g) de faisceaux

U
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d'anneaux (Qu'augmentés^ et par suite aussi de leur limite projective ^x°/g. Cet automorphisme permute
les deux structures de 0-^-Algèbre sur les ^/g et sur ^°/g.

(16.3.5) Dans ce qui suit, les deux structures de (P-^-Algebre définies sur les ^/g
et sur °̂/g joueront des rôles très différents : nous conviendrons désormais, sauf mention
expresse du contraire^ que lorsque ^x/g ou ^xîg sera considéré comme une 0-^-Algèbre, c'est de la
structure d'Algèbre définie par p-^ qu'il s''agira.

Pour tout ouvert U de X et toute section tër(U, fi^)? on notera simplement 1.1
ou même t l'image de t par l'homomorphisme structural F(U, 0-^) -> r(U, ^x/s) (resp.
r(U, (îx) ~^ r'(U, ^x?s)) (c'est-à-dire rhomomorphisme correspondant à p ^ ) .

Définition (16.3.6). — On désigne par ûÇ1, ou ûÇ/s (resp. ûÇ°, ou rf^/g), ou simplement ^n

(resp. ûf°°), rhomomorphisme de faisceaux d'anneaux ^x-^^T^^x/s (resp. 0^ -> ̂  = ̂ x°/s)
déduit de p^. Pour tout ouvert U de X, et tout ^er(U, (P-^), dnt (resp. d^t) est appelé la partie
principale d'ordre n (resp. partie principale d'ordre infini) de t. On pose dt=dlt—t, et
on dit que dt est la différentielle de t (élément de r(U, û^/g), aussi noté d^(t)).

Il résulte aussitôt de cette définition que l'on a
(16 .3 .6 .1 ) d{t^)=t^+t^

quels que soient ^, ^ dans F(U, fi^)? autrement dit, rfest une dérivation de l'anneau r(U, ^x)
dans le F(U, ^-module r(U,^x/g).

Dans toutes les notations introduites dans (16.3.1) et (16.3.6), on remplacera
parfois S par A lorsque S=Spec(A).

(16.3.7) Supposons en particulier que S==Spec(A) et X==Spec(B) soient des
schémas affines, B étant donc une A-algèbre. Alors A^ correspond à l'homomorphisme
canonique surjectif n : B®^B->B tel que 'K(b®bf)=bbf, de noyau 3==3B/A (0,20.4.1);
y? est le faisceau structural du préschéma Spec(P]^), où

PB"/A=(B<8>AB)/3"-1-1;

^r^(^) est le (P^-ÎAod.\ûe quasi-cohérent correspondant au B-module gradué
gr^K®^)=^{yiy^y,

en particulier û^==ûx/g est le 6^'Module quasi-cohérent correspondant au B-module
des i-différentielles de B par rapport à A, t2g^ (0, 20.4.3). Les morphismes projections
p^ : XXgX->X, j&2 : XXgX—^X correspondent aux deux homomorphismes d'anneaux
ji : B->B®JiJ2 : B^B®^B tels que j\(é) ==b® î,j\{b) == i ®6, de sorte que (par la conven-
tion de (16.3.5)), P^ est toujours considérée comme une B-algèbre pour l'homomor-
phisme composé B->B®^B-^P^; l'homomorphisme d'anneaux B-4B®^B—^P^
se note d^^ et correspond à ûÇ/g opérant sur F(X, fly? pour tout ^eB, dt est égal à
^B/A^ défini dans (0, 20.4.6) (cf. Errjy, il).

Si TT^ : B®^B->P^^ est l'homomorphisme canonique, on a donc, en vertu des
définitions précédentes

( 1 6 . 3 . 7 . 1 ) ^(é®^)^.^!®^)^.^^) pour èeB.è'eB.

15
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Proposition (16.3.8) . — L'image de F homomorphisme ûÇ/s : ̂ x-^x/s engendre le
ex- Module ^x/s-

On se ramène aussitôt au cas où X=Spec(B) et S==Spec(A) sont affines et la
proposition résulte de (16.3.7. i) puisque T^ est surjectif. On notera qu'en général rfx/s
n'est pas surjectif (même déjà pour n= i).

Proposition (16.3 9). — Supposons que f: X->S soit un morphisme localement de type
fini. Alors les ̂  et les ^^(^) sont des (Q^-Modules quasi-cohérents de type fini.

Gela résulte de (16.1.6) et du fait que A^ est localement de présentation
finie (1.4.3.1).

16.4. Propriétés fonctorielles des invariants différentiels.

(16.4.1) Considérons un diagramme commutatif de morphismes de préschémas

X

(16 .4 .1 .1 )

On en déduit un diagramme commutatif

X

X'['•
S'

X'

A/ A/--

XxgX X'Xg/X'

où v est rhomomorphisme composé (I, 5.3.5 et 5.3.15)

(16.4.1.2) X'v X' {P11ÎP2)S v'v v uxsu Vv. vA. Xg»A. ————> A XgX ————> XXgX

On déduit donc de u et v, comme il a été expliqué dans (16.2. i), des homomor-
phismes de faisceaux d'anneaux augmentés

(^•l.i.S) ^P*(^x/s)-^/s'

(où l'on a posé u= (p, X)) ; ces homomorphismes forment un système projectif, et donnent
donc à la limite un homomorphisme de faisceaux d'anneaux augmentés

(Î6'^^4) ^ : P^x/s) ^xvs^

d'autre part, par passage aux quotients, les homomorphismes \ donnent un di-homomor-
phisme d'Algèbres graduées (relatif à X^) :

(16.4.1.5) gr(^) : p'(^(^x/s)) -> ̂ .(^/s').

16
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(16.4.2) Si l'on a un diagramme commutatif

x <"- x' ^— x"

'\ '•\ \'"
s <— s' <— s"

w w'

on en déduit un diagramme commutatif

X <-^—— X- <-'—— X-

17

Ap A/-

XXgX X'Xg/X'

où v1 est défini à partir de u ' , w' ,f , f " comme v à partir de u, w,f,f\ On vérifie aussitôt
que si u"'=uou'\ w"==wow\ alors le morphisme composé vov' est égal au morphisme v"
défini à partir de u'\ w" , f , f t ' comme v à partir de u, w,f,f\ Si Fon pose u'= (p', X'),
^'^(p", V) il résulte alors de (16.2.1) que rhomomorphisme \ : p"*^^) ~^^"^"
est égal au composé

P'(PW/S)) ̂  P'(^/S') -^ ^£-/S-

et l'on a des propriétés de transitivité analogues pour les homomorphismes (16.4.1.4)
et (i 6.4. i .5), ce qui permet de dire que les ^/g, ̂ /g et ^-.(^x/s) dépendent fonctorielle-
ment de f.

(16.4.3) On vérifie aussitôt (par exemple en se ramenant au cas affine à F aide
de (16.3.7)) qu'avec les notations de (16.4.1), le diagramme

p*w -^ ^
(16.4.3.1)

P*(^/s)
isn

X'/S'

où les flèches verticales sont celles définissant les structures d'Algèbre choisies
dans (16.3.5) (c'est-à-dire celles provenant des premières projections) est commutatif;
il en est de même du diagramme

p*w -^ (PX.
(16.4.3.a) P^S/s)

y

p*(^£/s) Vn

4^

X7S'

17
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les flèches verticales définissant ici les structures d'Algèbre provenant des secondes
projections; d'ailleurs, si a et CT' sont les symétries canoniques correspondant à f et f
(16.3.4), on a

^n0?*^)^'0^

qui fait passer d'un des diagrammes précédents à l'autre. On déduit donc de (16.4.3. i)
un homomorphisme canonique de (P^-Algèbres augmentées
/,fi A tï ff\ P^^fîA • 7/7 ̂ n ^___^n 6^ (0 y afintio.4- 3- 3) JL W • u ^x/sJ—^x/s^x x' ^x'/s'

et il résulte de (16.4.3.2) que le diagramme
id .^^

(16.4.3.4) ^S/s)

^S/s)
p^)

^(n
^x'/s'

est commutatif. On en déduit un homomorphisme de (Q^-Algebres graduées

(16.4.3.5) Gr.(^) : ̂ r.(^/s)) - ̂ .(^/s')

et en particulier un homomorphisme de ^'"Modules

(16.4.3.6) Gr^u) : Q^o^ ^Q^

donnant lieu à un diagramme commutatif
id

(16.4.3.7)

L/

^/S®1

Û^O

x' •' v

^x' —^ ^

'x'

^x'/s'

^X'/S'

(16.4.4) Lorsque S==Spec(A), S'==Spec(A'), X=Spec(B), X'=Spec(B') sont
affines, de sorte que l'on a un diagramme commutatif d'homomorphismes d'anneaux

B —> B'

î î
A —> A'

l'image de ^B/A dans B'®^B' est contenue dans SB'/A^ et l'homomorphisme v^ corres-
pond à F homomorphisme d'anneaux P^ -> P^/A' déduit de l'homomorphisme
B0^B -^B'^^B' par passage aux quotients. L'homomorphisme (16.4.3.6) correspond
à l'homomorphisme défini dans (0, 20.5.4.1)3 et le diagramme commutatif (16.4.3.7)
au diagramme (0, 20.5.4.2).

^<S
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Proposition (16.4.5). —Supposons que X'=XXgS', /' et u étant les projections canoniques.
Alors les homomorphismes canoniques ^(u) (16.4.3.3) et Gr^{u) (16.4.3.6) sont bijectifs.

On a en effet alors X /Xg»X /=(XXgX)XgS / , et on peut donc appliquer
(16.2.3, (ii)) en remplaçant g par la première projection p^ : XXgX-^X et y par la
diagonale A^.

On notera aussi que sous les hypothèses de (16.4.5) l'homomorphisme Gr.(^)
(16.4.3.5) est surjectif, mais non bijectif en général. Toutefois (16.2.4) :

Corollaire (16.4.6). — Les hypothèses étant celles de (16.4.5), supposons de plus que
w : S'-^S soit plat (resp. que les ^n(^x/s) solent des Q^-Modules plats pour n^m)\ alors
F'homomorphisme

Gr^u) : ̂ (^x/s)) -> ^n(^xvs0

est bijectif pour tout n (resp. pour n^m).
En effet, si w est plat, il en est de même de v : X' Xg.X' -> XXgX, donc la conclu-

sion résulte de (16.2.4).
(16.4.7) Soient S un préschéma, ê un <5g- Module quasi-cohérent, et posons

X==V(<?) (II,i.7.8), fibre vectoriel associé à S, égal à Spec(S^g(^)). Soit
y:X—^S le morphisme structural. Pour tout ouvert U de S, et toute section
^er(U, <^), t s'identifie à une section de S^p (<?) au-dessus de U; soit t ' son image dans
^f~\V)/^^r{V,f^))=r{V,S^)), et posons

(16.4.7.1) SW-^/s^)-^^^-1^),^);

il est clair que S est un di-homomorphisme de modules (correspondant à l'homomorphisme
d'anneaux r(U, ^g) -^ F^-^U), ^x)) de r(U, ^) dans F^-^U), ̂ g), dontPimage
appartient d'ailleurs à l'idéal d'augmentation de rÇ/'^CU), ^$/g). On en déduit (en
faisant varier U) un homomorphisme canonique de fl^x'^gèbres

(16.4.7.2) r(s<pg(^))-^/s
et d'après la remarque précédente, si Jf est l'Idéal noyau de l'augmentation S^ (<^) ->^g,
l'image de ^n+l par (16.4.7.2) est nulle, si bien qu'en factorisant par ^rn+l, on a
finalement un homomorphisme canonique

(16.4.7.3) ^/'(S^)/^1) -^/s.

Proposition (16.4.8). — Sous les conditions de (16.4.7), les homomorphismes 8^ sont
bijectif s et forment un système projectif d^isomorphismes ; on en déduit un isomorphisme de (OyAlgèbres
graduées

(16.4.8.1) r(s^(^)-^^.(^/s).
Le fait que les homomorphismes (16.4.7.3) forment un système projectif résulte

aussitôt de leur définition. Pour prouver que ce sont des isomorphismes, il suffira de

19



20 A . G R O T H E N D I E C K Chap. IV

démontrer que (16.4.8.1) est un isomorphisme, les filtrations des deux membres
de (16.4.7.3) étant finies (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. i).
Pour cela, considérons la suite exacte scindée de ^g-Modules

(16.4.8.2) Q-^ê^ê^ë^ê-^Q

où, pour tout couple de sections j, t de ê au-dessus d'un ouvert U de S, on prend
u(s)=={—s, s) et v(s, t)==s-}-t. On a

XXsX=Spec(S^(^)®^S^(^)=Spec(S^(^©^)

(II, 1.4.6 et 1.7.11), et le morphisme diagonal X->XXgX correspond (II, 1.2.7)
à Fhomomorphisme de ^g-Algèbres S{v) : S^ (^®^) -> S^ (<?) (II, 1.7.4), de sorte
que si / est le noyau de cet homomorphisme, on a

^-î\W@ê}\/n^Y

La proposition sera conséquence du lemme suivant :
Lemme (16.4.8.3). — Soient Y un espace annelé, o —> y —> y —> y —> o une suite

exacte de 0^-Modules telle que tout point j^eY possède un voisinage ouvert V tel que la suite
o-^' | \->y\ \->y | V^o soit scindée. Soit ^ V Idéal noyau de S{u) :

S^W-^G^),

et soit gr^(S(p (<^)) la 0 ̂ -Algèbre graduée associée à la Q^-Algèbre S^ (^) munie de la filtra-
tion eV-préadique. Alors Fhomomorphisme de O^-Algèbres graduées

(16.4.3.4) S^G^OO^S^") -^gr^(S^(^))

(où le premier membre est le produit tensoriel gradué des (Py-Algèbres symétriques munies de leur
graduation canonique (II, i. 7.4 et 2. i. 2)), provenant de V injection canonique

^'^=grl,{S^)),
est bijectif.

L'injection y->^ donne en effet canoniquement un homomorphisme de
^y-Algèbres graduées S^ (^r/) -> gr"^(S^ (^)), et comme le second membre est par
définition une S^ (e^^-Algèbre graduée, on en déduit l'homomorphisme canonique
(16.4.8.4) par tensorisation du précédent avec S^ (J^'). Pour prouver le lemme, on
peut, la question étant locale, se borner au cas où ^ ' =y@y\ u et v étant les homo-
morphismes canoniques. Alors l'Algèbre graduée S^ (^) s'identifie canoniquement au
produit tensoriel gradué S^ (e^)®^ S^ (^r") (II, 1.7.4), et il est immédiat que ^ est
alors l'Idéal / ' ® Q s^ ̂ "\ °ù / ' est l'Idéal d'augmentation de S;p (^/), c'est-à-dire
la somme (directe) des S^ (^') pour m^ i. On en conclut que ^^^y1®^, S^ (^r//),
où cette fois / ' n est la somme (directe) des S^ (^"/) pour m^-n'y on a par suite
^n^n+i^s^^^^S^^"), ce qui prouve que (16.4.8.4) est bijectif.

20
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Ce lemme étant démontré, il reste à voir que Fhomomorphisme (16.4.8.1) est
bien l'image par/* de rhomomorphisme (16.4.8.4) correspondant à la suite exacte
(16.4.8.2); on constate aisément que cela résulte de la définition de u (16.4.8.2) et
de celle de S (16.4.7.1), compte tenu de la définition de la structure de (P^-Algèbre
sur ^/g et de celle de ûÇ/g (16.3.5 et 16.3.6).

En particulier :
Corollaire (16.4.9). — Sous les conditions de (16.4.7), on a un isomorphisme canonique

(16.4.9.1) gri(8):r(^)^/g.

Corollaire (16.4.10) . — Si S==Spec(A), ê=Q^, de sorte que

X=Spec(A[T\, ...,TJ),

^x/s s'identifie canoniquement à la (Qu'Algèbre correspondant à la A[Ti, . . ., T^-algèbre quotient
A[Ti, . . ., T^, Ui, . . ., UJ/W14'1, où les U, (i^i^m) sont m nouvelles indéterminées et S{
est l'idéal engendré par Ui, . . ., U .̂

On retrouve ainsi en particulier la structure de fix/s dans ce cas (0, 20.5.13).
Notons en outre que û^/g fait alors correspondre à un polynôme F(Ti, . . ., TJ,

la classe mod.^-1-1 de F(T\+Ui, ...,T^+UJ, comme il résulte de la défini-
tion (16.4.7.1).

Proposition (16.4.11). —Soient /:X->S un morphisme, g : S-^X une S'section
de X, S^ le n-eme voisinage infinitésimal de S pour l'immersion g (16. i .2). // existe alors un
isomorphisme et un seul de 0^-Algèbres

( 16 .4 .11 .1 ) ^^(^x/s)-^)

{pour la structure de Qu'Algèbre sur Q^w définie par f (16 . i .7)), rendant commutatif le diagramme

^8-^x) -

( 1 6 . 4 . 1 1 . 2 ) ^>

^x/s)

(où \ est l'homomorphisme structural).

En vertu de (I, 5.3.7), où Fon remplace X, Y, S par S, X, S respectivement et/
par g, les diagrammes

C g . V 0 9x X

(16.4.11.3) A/ A/

X ———> XxgX
(<7o/,lx)s b

X ———> XxgX
(lx^o/)s s
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identifient S au produit des (Xx g X)-préschémas X et X pour les morphismes A^
et G?0/? ̂ s (resP• (^ g°f)s)' D'autre part, les diagrammes

X ^^ XXgX XXgX X (lx, 9o

(16.4.11.4) Pi Pa

-> X ^ X

identifient X au produit des X-préschémas S et XXgX pour les morphismes g et p^
(resp. j&g) (cas particulier de la formule d'associativité (I, 3.3.9.1)). On peut dire que Ap
considéré comme X-section de X XgX (relativement à p^ ou p^) joue le rôle d'une « section
universelle » pour les S-sections de X : chacune de ces sections g s'en déduit en effet par le
changement de base {gof, ix)s : X->XXgX. La définition de Phomomorphisme ̂  et le fait
qu'il est bijectif résultent donc de ces remarques et de (16.2.3, (ii)) appliqué au premier
diagramme (16.4.11.4). La commutativité du diagramme (16.4.11.2) résulte de
même de (16.2.3, (ii)) appliqué cette fois au second diagramme (16.4.11.4). Pour
expliciter n^, on peut se borner au cas où g est une immersion fermée : en effet, pour
tout jeS, il y a un voisinage ouvert W de s dans S tel que ^(W) soit fermé dans un
ouvert U de X, et il est clair que g\ W est une W-section du morphisme U ̂ /"~1(W) ->W,
restriction def, et ^(W) est a fortiori fermé dans UnJf'~l(W). On peut donc supposer
que S est un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal quasi-cohérent jf. Alors
les définitions précédentes montrent que si W est un ouvert de S, t une section
de ^x au-dessus de ./"^(W), ^(^^[W) est égal à l'image canonique de t dans
F(W, (^xP^14'1)^)- L'unicité de ^ résulte donc de ce que l'image de (9^ par ûÇ/g
engendre le ^'Module ^/g (16.3.8).

Corollaire (16.4.12). — Soient k un corps ̂  X un k-préschéma^ x un point de X rationnel
sur k. Alors {^^^o^Çx) est canoniquement isomorphe (en tant que k[x)-algèbre augmentée)
à ^/m:-^.

Il suffit de considérer l'unique /;-section g de X telle que g(Spec{k))=={x\
Corollaire (16.4.13). — Soient y:X-^S un morphisme^ s un point de S,

Xg==XXgSpec(fe(^)) la fibre de f en s. Si xe^Ky est rationnel sur kÇs), (^S/g)^®^^^)
est canoniquement isomorphe à fflxs,xlmxn+19 oîï m^ est l'idéal maximal de Q^ ^ de façon précise^
cet isomorphisme fait correspondre à {d^t)^® i (où t est une section de 0^ au-dessus d'un
voisinage ouvert de x dans X) la classe de tyS)î modulo în^14"1.

Gela résulte de (16.4.5) et (16.4.12).
Les corollaires précédents justifient la terminologie de « faisceau des parties

principales d'ordre n ».
Proposition (16.4.14). — Soit p : A->B un homomorphisme Panneaux, S une partie

multiplicativement stable de B. Alors les homomorphismes canoniques
(16.4.14.1) S-^P
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déduits des homomorphismes canoniques PS/A "> PS-^/A (^•é-é)? forment un système projectif
et sont bijectifs.

Il suffit de remarquer que S^^B^B^y^^S^B^B)^"^4'1 par plati-
tude, et que 8-^®^)= (S-'B)®^ (S-'B) (I, 1.3.4).

Corollaire (16.4.15). — Les notations étant celles de (16.4.14), soit R une partie multi-
plicative de A telle que p(R) CS. Alors on a des isomorphismes canoniques

( 1 6 . 4 . 1 5 . 1 ) S-^^P^/B-A

formant un système projectif.
Il suffit évidemment de définir des isomorphismes canoniques

(16.4.15.2) P^-B/A ̂  r^B/R-u

c'est-à-dire que F on est ramené au cas où p(R) est formé d'éiéments inversibles de B.
Mais alors l'isomorphisme (16.4.15.2) est simplement déduit de Pisomorphisme cano-
nique B®^B-> B®R-i^B par passage aux quotients (Oj, 1.5.3).

Corollaire (16.4.16). — Soient y:X->S un morphisme de préschémas, x un point de X,
s==fÇx). Alors on a des isomorphismes canoniques

(16.4.16.1) (^S/sL^Pw
formant un système projectif.

On déduit de là des isomorphismes pour les gradués associés, et en particulier un
isomorphisme canonique

(16.4.16.2) W^^w
Corollaire (16.4.17). — Soient k un corps y K le corps des fractions rationnelles

Â;(TI, . .., Ty). Alors'y pour tout entier n, Vhomomorphisme de K[U\, . .., UJ (U, indéter-
minées) dans P^ qui, à tout V^fait correspondre â^T,—T^. i, est surjectif et définit un isomor-
phisme du quotient K[Ui, . . ., U^/m^*4'1 (où m est l'idéal engendré par les U,) sur P .̂

Cela résulte de (16.4.8), (16.4.10) et (16.4.14), où l'on fait A=k,
B=A[T,,.. . ,TJ et S=B-{o}.

On retrouve ainsi le fait que les dT^ forment une base du K-espace vectoriel Û^/A
(0,20.5.10).

Proposition (16.4.18). — Soient y:X-^Y, ^:Y->Z deux morphismes de préschémas;
et considérons les homomorphismes canoniques de 0^-Algèbres augmentées (16.4.3.3)

( 16 .4 .18 .1 ) ^X/Y/Z^/Z-^/Y

(16.4.18.2) A/Y/Z :rW/z) -^/Z.

Alors ^x/Y/z es^ surjectif, et son noyau est V Idéal engendré par V image par Yx/y/z de V Idéal d'aug-
mentation def*^^)'
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Notons d'abord que ^x/Y/z correspond au cas où dans (16.4.3.3) on fait X'=X,
S'=Y, S==Z et ^==ix , et^x/Y/z au cas °ù ^on remplace X', X, S, S' par X, Y, Z, Z
respectivement et u, f par f, g respectivement.

On a un diagramme commutatif (I, 5.3.5)
A/

XXyXX XXzX

(l6.4.l8.3) fXzf

^

Y Yx.Y

où J = = = ( i x î Ix)z est une immersion, joA^==A^ et p est le morphisme structural. Comme
on peut se borner au cas où X, Y, Z sont affines, on peut supposer les immersions Ap
A^ et j fermées, de sorte que Q^ et ^xx x s'identifient respectivement à ^xx^x/^ et

^xx x/^5 où / ' ^ ^ sont les deux Idéaux quasi-cohérents correspondant respectivement
aux immersions A^ et j. La ffi^-Algèbre ̂ z s'identifie donc à ^xx^x/^4'1? et ^X/Y
s'identifie à ^xxyX/(<//-ST4'1, c'est-à-dire à ^x^x/^4'^0^ et pa1' suite au q"0-
tient de ffi^ par {/n+l-}-S") I ̂ n+l. Mais on sait (loc. cit.) que ^ etj font de XXyX
le produit des (Y Xz Y)-préschémas Y et XXgX, donc si (Py est identifié à ^yx^y/^?
où C^ est l'Idéal correspondant à A^, JSf est égal à {fx^f)\^) .^xx^x (^é-é-ô) -
Comme (^n+l+JSf)/^n+l est l'Idéal de ^/z engendré par l'image de JS ,̂ on en
déduit la proposition.

Corollaire (16.4.19). — Avec les notations de (16.4.18) , on a une suite exacte de
0^-Modules quasi-cohérents

( 1 6 . 4 . 1 9 . 1 ) /W^^ûx/Z^ûx/y———O.

Lorsque X, Y, Z sont affines, on retrouve ainsi la suite exacte (0, 20.5.7. i).
Proposition (16.4.20). — Soient f:Y-^Z un morphisme, j : X—^Y une immersion

fermée^ JT F Idéal quasi-cohérent de 6^ correspondant à j . Alors on a ^^y = ̂ x= ̂ Y/^
l'homomorphisme canonique 7x/Y/z ̂ (^/z) ^^x/z ^ surjectif, et son noyau est P Idéal
de /'(^ro.) engendré par J*(^y.^z(^)) (il faut noter que ^z(^) ^ ̂  sous-faisceau de
groupes commutatif s de ^^/z, ^ûîj ^o% ^^ 0^-Module en général).

On sait (I, 5.3.8) que la diagonale Ay : X -> XXyX est un isomorphisme, d'où
la première assertion. Si vs^ et ^3 sont les deux homomorphismes d'Algèbres ^y-><^/z
correspondant respectivement aux deux projections canoniques^, p^ de YXgY sur Y,
rappelons que par définition (16.3.5 et 16.3.6) ̂  est l'homomorphisme structural de la
^y-Algèbre ̂ z et ^=d^ La ^x-Algèbre/^y/z) s'identifie donc à ^/z/SW^/z
et son quotient par l'Idéal engendré par /(ûÇ/zW) à ^/z/^iW+^WWz-
Notons maintenant qu'on a un diagramme commutatif
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Y <- X

^oV

25

Yx^Y
î ^ z î

XXzX

identifiant X au produit des (Y XzY) -préschémas Y et Xx^X (I, 5.3.7). Comme j'XzJ
est une immersion, on déduit donc de cette remarque et de (16 .2 .2) que si Ay/z et A^/z
désignent les voisinages infinitésimaux d'ordre n de Y et X pour les immersions cano-
niques Ay et A^. respectivement, on a un diagramme

A n
^Y/Z An

X/Z

YXZY ̂  xx^
faisant de Ax/z le produit des (Y Xz Y)-préschémas Ay/z et XXgX. On peut encore
dire que ^x/z s'identifie au faisceau d'anneaux ^^/z^y y^xx x* Mais on voit aussitôt
(par exemple en se ramenant au cas affine) que fî^x x ^ ^ Y x Y/^^^Î+A^^^^YX Y-
Donc ^x/z s'identifie au quotient de ^y/z par l'Idéal engendré par l'image
dans ^y/z de ^î(^)+^(^). Mais par définition cet Idéal est aussi engendré
par ^(Jr)+m,(JT). C.Q.F.D.

Corollaire (16 .4 .21) . — Soient jf:Y->Z un morphisme, j : X—^Y une immersion,
On a une suite exacte de Q^-Modules quasi-cohérents

(l6.4.2I.l) J^/Y -^/(ûy/z) -^x/Z-^0.^X/Y ->^ (-^Y/z) -> -^X/Z

Lorsque X, Y et Z sont affines, on retrouve ainsi la suite exacte (0, 20.5.12.1).
Corollaire (16.4.22). — Si f : X-^S est un morphisme localement de présentation finie5

^/g ^ ûx/g sont des (9^- Modules quasi-cohérents de présentation finie.
On est aussitôt ramené au cas où S=Spec(A) est affine, X==Spec(B), où

B-A[Ti, . . .,T,]/^, ^ étant un idéal de type fini de C= A [T^, .... T,]. On applique
alors (16.4.20) avec Z==S, Y==Spec(C) et C^ =S{. Alors/(^y/z) est un ^x-1^10^^
libre de rang fini (16.4.10) et l'hypothèse sur S{ entraîne quej*(^Y.û?^z(^)) engendre
un ^x-Module quasi-cohérent de type fini ; d'où la conclusion.

Proposition (16.4.23). — Soient X, Y deux S-préschémas, Z=XXgY leur produit,
p : XXgY-^X et q : Xx§Y->Y les projections canoniques. Alors r homomorphisme canonique

(l6.4.23.l) ^Z/X/S^Z/Y/S ^(^X/s)9^^) -^(Xx,Y)/S

est bijectif.

25



26 A . G R O T H E N D I E C K Chap. IV

Le diagramme commutatif

Y <-"- XXsY < -̂ XxsY

g h p

S <——— S <———— X
id /

donne âne factorisation de Yisomorphisme canonique P^) (16.4.5)

A^/s)->^s-^/y

et de même, en intervertissant les rôles de X et Y, on a une factorisation de Yisomor-
phisme VÇq)

^/s)-^/s->^/x.

Ceci prouve que Phomomorphisme canonique (16.4.18.1)

PZW : J^S/s) -^ ̂ /s (resp. <7z/y/s ^ <A^/s) -> ̂ /s)

est injectif, et que le noyau de rhomomorphisme canonique surjectif (16.4.18.2)

^/S-^S/Y (resp. ^/s->^S/x)

est supplémentaire de l'image de ^z/x/s (^sp. ?z/y/s)- Mais d'autre part, ce noyau est,
en vertu de (16.4.18), engendré par l'image par ^z/y/s (f^P* A/x/s) ^ PIdéal d'aug-
mentation de ç*(^^/s) (resp. ^*(^S/s))- O11 en conclut la proposition en considérant
le cas n == i.

On généralise aussitôt (16.4.23) au cas d'un produit d'un nombre fini quelconque
de S-préschémas.

Remarques (16.4.24). — (i) Nous verrons (17.2.3) que lorsque le morphisme
f: X->Y dans (16.4.18) est lisse, Phomomorphisme Yx/y/z ds-118 (16.4.19.1) est locale-
ment inversible à gauche et en particulier injectif. De même, lorsque le morphisme
foj : X->Z de (16.4.20) est lisse, Phomomorphisme de gauche dans (16.4.21.2) est
localement inversible à gauche et a fortiori injectif (17.2.5). Au chap. V, nous donnerons aussi
une variante, dans le cas des Modules sur les préschémas, des « modules d'imperfection »
étudiés dans (0, 20.6), et des suites exactes où ils figurent.

(ii) Soient X un espace topologique, ^ un faisceau d'anneaux sur X et 38 une
j3/-Algèbre sur X. Alors il est clair que

u ̂  ̂ (u^/iW^) (U ouvert dans X)

est un préfaisceau de r(U, ^?)-algèbres augmentées, donc le faisceau associé ^^/^ est une

^-Algèbre augmentée. Dans le cas particulier où X est un préschéma, y==(^, 6) : X->S
un morphisme de préschémas, il résulte aisément de (16.4.16) et de l'exactitude
du foncteur lim que ^^/g est canoniquement isomorphe à ̂  j^ y II s'ensuit que le
formalisme développé dans le présent paragraphe pourrait être considéré comme un
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cas particulier d'un formalisme différentiel pour des espaces annelés munis d'un faisceau
d'algèbres sur le faisceau structural. Cependant, nous n'avons pas voulu partir de ce
point de vue, moins intuitif et moins commode pour les applications. Il semble d'ailleurs
que, pour les diverses espèces de « variétés », la construction « globale » des ^n analogue
à celle que nous utilisons ici soit également mieux adaptée aux applications.

16.5. Faisceaux et fibres tangents relatifs; dérivations.

(16.5.1) Soit /=(^,6):X->S un morphisme d'espaces annelés. Pour tout
^x-Module e '̂3 on appelle S-dérivation (ou Ç^jSydérivation, ou f-dérivation) de 0^ dans ^
tout homomorphisme aie faisceaux de groupes additifs D : Q^—^^^ vérifiant les conditions
suivantes :

a) pour tout ouvert V de X, et tout couple de sections (^, ^) de ^x au-dessus
de V, on a

(16.5.1.1) D{t^)=t,DW+D{t^

b) pour tout ouvert V de X, toute section t de (9^ au-dessus de V et toute section s
de ^g au-dessus d'un ouvert U de S tel que Vç/^U), on a

( 16 .5 .1 .2 ) D{{s\V)t)={s\V)D{t).

Il est clair qu'il revient au même de dire que pour tout A:eX, l'homomorphisme
de groupes additifs Dy : Q^->^^ est une ® ̂ 'dérivation.

Une autre interprétation consiste à considérer la (?x-Algèbre ^o^r^) égale
à d)^@y^ la structure d'Algèbre étant définie par la condition que pour tout
ouvert V de X, le produit de deux sections de (9^ (resp. d'une section de (P^ et d'une
section de e^) au-dessus de V est défini par la structure d'anneau de r(V, É^x) ^^P- là
structure de F(V, (?x) -module sur F(V, ̂ )), et le produit de deux sections de y
au-dessus de V est pris égal à o; alors, y est un Idéal de Qoy{y\ noyau de l'augmen-
tation canonique Q^^) -^x? et ^lre ci116 ^ est une S-dérivation de 0^ dans 3^ signifie
que îff -\-D est un (0 ̂ -homomorphisme d'Algèbres de 0^ dans .̂ p,,/^), qui, composé avec

•X. X.

l'augmentation, donne Ï Q .
Les S-dérivations de (9^ dans 3^ forment évidemment un r(X, (P-^) -module

Dérg(^, ̂ ).
Lorsque ^=^x3 une S-dérivation de 0^ dans lai-même est simplement appelée

une ^-dérivation de (9^.
Proposition (16.5.2). — Soient A un anneau^ B une ^.-algèbre, L un ^-module ; on pose

S=Spec(A), X=Spec(B), ^==Ï. Alors F application D^>F{D) qui, à toute S-dérivation D
de ^x ^ans ^fait correspondre Inapplication r(Z)) : t'->D(f) de B dans L, est un isomorphisme
de ^-modules de Dérg(^x5 ̂ ) sur Dér^(B, L) (cf. (0, 20.1.2)).

Gela résulte aussitôt de l'interprétation donnée ci-dessus des S-dérivations en termes
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d'homomorphismes d'Algèbres, de l'interprétation analogue donnée dans (0, 20.1.6),
et de la correspondance canonique entre homomorphismes de ^"^S^bres et homo-
morphismes de B-algèbres (I, 1.3.13 et 1.3.8).

Proposition (16.5.3). — Soit f== ((^, 6) : X—^S un morphisme de préschémas.
(i) La différentielle û?x/s : ̂ x'^x/s {^'ï'^) est une S-dérivation,
(ii) Pour tout Q^-Module ^r, l'application u->v.od^ est un isomorphisme de

F(X, Q^-modules

(16.5.3.1) Hom^(fix/s,^) ^Dérs(^^).

L'assertion (i) a déjà été notée (16.3.6). D'autre part, il est immédiat (en vertu
de (0, 20.4.8)) que u->uod^ est injectif, en considérant les restrictions à une fibre (9^
des deux membres et utilisant (16.4.16.2). Pour voir que l'homomorphisme (16.5.3. i)
est surjectif, considérons une S-dérivation D : Q^—>^; pour tout ouvert affine
V==Spec(B) de X, tel que^/(V) soit contenu dans un ouvert affine U==Spec(A) de S,
Z)y : B —> r(V, j^") est une A-dérivation, donc il existe un unique B-homomorphisme
^v : ̂ B/A "̂  r'(V, y} tel que Dy=u^od^ (0, 20.4.8); en outre l'unicité de Uy montre
aussitôt que pour tout ouvert affine WcV, on a u^y=u^ W, donc les u^ définissent
un homomorphisme de (P^-ÎAoduïes u : (9^—^y répondant à la question.

(16.5.4) Avec les notations de (16.5. i), pour tout ouvert U de X, Dérg(^u? ^JU)
est un r(U, (P^)-mod\de et il est clair que l'application U^Dérs((î^, e^|U) est un
préfaisceau; en fait, c'est même un faisceau (donc un (P-^-Module), en vertu de la
caractérisation ponctuelle des S-dérivations, vue en (16.5.1). Cet ^"Module se note
^rg(<?x5 ̂ ) et est appelé faisceau des S-dérivations de (9^ dans ^r, et ce qu'on vient de voir
s'exprime encore par le corollaire suivant :

Corollaire (16.5.5). — Pour tout 0-^-Module "̂, /'homomorphisme de 0^-Modules déduit
de u->uod^

(16 .5 .5 .1 ) ^om^[Q^y) -.Qér^y}

est bijectif.
Corollaire (16.5.6). — (i) Si le morphisme f: X->S est localement de présentation

finie et si 3F est un 0^-Module quasi-cohérent, alors Qér^Q^ J )̂ est un (0^-Module quasi-
cohérent.

(ii) Si de plus S est localement noethérien et si y est cohérente alors Qér^O^, j^) est un
EX- Module cohérent.

L'assertion (i) résulte de l'isomorphisme (16.5.5.1), de (16.4.22) et (I, 1.3.12);
l'assertion (ii) résulte de (Oi, 5 . 3 . 5 ) .

(16.5.7) On pose

(16.5.7.1) ©x/s-^^x^x/s. ̂ x)-^Wx. ̂ x)

et on dit que c'est le faisceau des S-dérivations de (9^ ou encore le faisceau tangent de X relati-
vement à S : c'est donc le dual du. ^"Module .Ox/s- Si y est localement de présentation
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finie, ®x/s est un ^"Module quasi-cohérent; si de plus S est localement noethérien,
©x/g est cohérent (16.5.6).

(16.5.8) Supposons plus particulièrement que ûx/g soit un <?x -Module localement
libre (de rang fini) (ce qui sera le cas lorsque/est lisse (17 .2 .3) ) ; alors ®x/s est un
^x-Module localement libre et a même rang que ûx/g en chaque point. De façon plus
précise, supposons que ûx/s solt de rang n en un point A:; il y a alors n sections j, {ï^i^n)
de ^x au-dessus d'un voisinage affine U de x telles que les images canoniques des ds^
dans ^xi^o^W forment une base de ce le(^)-espace vectoriel; en vertu du lemme
de Nakayama, les germes {ds^==d(s^ des ds^ au point x forment une base du
^-module (ûx/g)a;, donc, en restreignant U, on peut supposer que les ds^ forment une
base du F(U, ^-"^odule r(U,^x/s)- Alors le F(U, fiy-™odule r(U, ®x/s) est dual du

( n \

précédent; on note (D,)^,^ ou —) la base duale de (â^)i<,<^, de sorte que,
par (16.5.3), on a avl^

(16 .5 .8 .1 ) D^=<Di,ds^=/-(),ds\=S^ (indice de Kronecker).

Toute F(S, ^g)-dérivation de la F (S, fi^g)-algèbre r(U, ^x) décrit donc d'une seule
manière

n n a
D=S^D,=S^-1=1 »=i ^i

où les ^ ( i^ î^n) sont des sections de 0^ au-dessus de U. Pour toute section ^er(U, ^x)?
n

si l'on pose ^== S ̂ A? on a ^==<D^, dg)=D^g en vertu de (16.5.8.1), autrement
dit

(16.5.8.2) dg= S (D,^= S ̂ ^.
1=1 i^i^

(16.5.9) Soient D^ D^ deux S-dérivations de ^x- ^ur tout ouvert U de X,
si D^, D^ sont les dérivations correspondantes de l'anneau F(U, ^x)? 1e crochet

[DF.D^DFoD^-D^DF

est aussi une dérivation de cet anneau, donc le ^(fi^-endomorphisme de <?x

(16.5.9.1) [D^D^=D^-D^D^

est encore une S-dérivation ; comme on vérifie aussitôt que ce crochet vérifie l'identité
dejacobi, on voit qu'on a ainsi défini sur Dérg(^x? ^x) une structure de F(S, (9 ̂ -algèbre
de Lie. Comme la définition de cette structure commute à la restriction à un ouvert
de X, on voit que ©x/s est canoniquement muni d'une structure de ^ (Qu'Algèbre de Lie.
On notera que l'application (2)i, Dg) -> \D^ Dg] n'est pas F(X, (9^-bilinéaire.

(16.5.10) Pour tout changement de base g : S'-^S, si l'on pose X^XXgS',
on a vu (16.4.5) que l'on a un isomorphisme canonique

( 1 6 . 5 . 1 0 . 1 ) ûx/g®gS'^ûx7S'
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d'où l'on déduit, en vertu de (16.5.10.1), un homomorphisme canonique (Bourbaki,
Alg., chap. II, y éd., § 5, n^ 3)

(i6.5.io.a) ©x/s^g^ -^®xvs'

qui en général n'est ni injectif ni surjectif. Toutefois :
Proposition (16.5.11). — (i) Si g : S'->S est un morphisme plat et si f est localement

de type fini (resp. localement de présentation finie), F' homomorphisme ( 16 .5 .10 .2 ) est injectif
(resp. bijectif).

(ii) Si .QX/S est un (9 y Module localement libre de type fini, V homomorphisme (16 .5 .10 .2 )
est bijectif.

En effet, l'assertion (ii) résulte de Bourbaki, Alg^ chap. II, 3e éd., § 5, n° 3, prop. 7.
L'assertion (i) résulte de même de Bourbaki, Alg. comm,, chap. I, § 2, n° 10, prop. n
et du fait que si f est localement de type fini (resp. localement de présentation finie),
^x/s est un ^x"^0^11^ ^e tyP6 ^lnl (f^P- de présentation finie) ((16.3.9) et (16.4.22)).

(i 6.5.12) Puisque -Qx/s est un ^"Module quasi-cohérent, on peut considérer le
fibre vectoriel sur X défini par fix/s (^3 I • 7 • ̂ )

(16 .5 .12 .1) 1x/s==V(^/s)

qu'on appelle fibre tangent de X relativement à S. On a donc une bijection canonique
Wi.7.9)

F(Tx/s/S) ̂  Hom^(ûx/s, ^x) = r(X, ®x/s)

par définition de ©x/s? et on Peut dans cet isomorphisme remplacer X par un ouvert
quelconque U de X; on peut donc dire que le faisceau tangent de X relativement à S est
isomorphe au faisceau des germes de S-sections du fibre tangent de X relativement à S.
Si y:X->-Y est un S-morphisme, on a vu (16.4.19) qu'on a un homomorphisme
canonique ,/x/Y/s :^*(^/s)->'^x/Sî ce ^^ donne, compte tenu de ce que

v(/W/s))=v(ûyxYX (n, 1 . 7 . 1 1 ) ,
un X-morphisme Tx/g(/) : Tx/s -> Ty/gXyX. Si g : Y—»-Z est un second S-morphisme,
on a Tx/s^o/) == (TY/S^) X ix) oTx/s(/) (0, 20.5.4. i ).

Il résulte de (16.5.10.1) et de (II, 1.7.11) que pour tout changement de base
g : S'-^S, on a un isomorphisme canonique

(16.5.12.2) Tx./s-^ Tx/s XsS'= Tx/s XxX\

(16.5.13) Pour tout point ^eX, on appelle espace tangent à X au point x (relati-
vement à S) l'ensemble des points de la fibre Tx/sXxSpec(fe(A:)) rationnels sur k{x), donc
l'ensemble

( 16 .5 .13 .1 ) Tx/sW^Hom^^x/s^^W. ^W)

qui est le dual du fc(A:)-espace vectoriel û^/^/nt^.û^/^. Lorsque -Ox/s est un fflyMod\ile
de type fini, Tx/sW est donc un espace vectoriel de rang fini sur kÇx), et pour tout chan-
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gement de base g : S'—^S, et tout point ^'eX'^XXgS' au-dessus de x, on a un isomor-
phisme canonique

(16.5.13.2) TWO ̂ Tx/gW^fcM.

Si x est rationnel sur fc(^), où ^ ==/(A:) (de sorte que k{s) ->k{x) est un isomorphisme),
il résulte de (16.4.13) que l'on a un isomorphisme canonique

(16.5.13-3) Tx/sW-T^^M^Hom^/în./m^fcM)

où m^ est l'idéal maximal de ^xj.a^^x.aî/^^x.a;- Dans le cas où S est le spectre d'un
corps k, on retrouve ainsi la définition de Zariski de l'espace tangent en un point ^eX
rationnel sur k, comme dual de m^/rn^.

Soit Y un second S-préschéma et soit g : Y->X un S-morphisme; on a alors un
homomorphisme canonique de O^- Modules (16.4.19)

(16.5.13.4) ^Y/X/S ^(ûx/s) -^y/s-

Notons maintenant que si je Y et x=g(jy), on a

g M ̂  k{y) = (ûx/s®^ feW) ®R(.) fe(j0

et par suite, si û^/g est un d}yM.oà.\ile de type fini, on peut identifier

Hom^(fix/s) ®^ fc(A fc^) )
a ^x/sW^kîa;)^^)- On déduit donc alors de Phomomorphisme (16.5.13.4) un homo-
morphisme de k{y)-espaces vectoriels

(i6-5.i3.5) W : Ty^OO -> Tx/sW®^)fcW

dit application linéaire tangente à g au point jy. Lorsque y est rationnel sur k{s), on peut iden-
tifier k{s), k[y) et k{x) et Ty{g) est alors un homomorphisme de kÇs) -espaces vectoriels
TY/S^) -> Tx/g(^) ; on notera d'ailleurs que dans ce cas, ^(-Ox/s)®^^^) ^identifie
à ^x/s^x^^^5 et l'homomorphisme précédent est donc défini sans aucune condition
de finitude sur fi^/s et nîest autre que l'homomorphisme Ty/g(^) (16.5.12) restreint à
la fibre au pointa de Ty/g.

(16.5.14) L'interprétation des dérivations d'une A-algèbre B dans un B-module L,
donnée dans (0, 20. i. i), se traduit dans le langage des préschémas de la façon suivante.

Considérons deux morphismes de préschémas f : X-^S, g : Y->S, et un sous-
préschéma fermé Yo de Y défini par un Idéal de carré nul / de Q^ (de sorte que Y et Y()
ont même espace topologique sous-jacent). Supposons donné un S-morphisme UQ : Yo->X,
de sorte qu'on a un diagramme commutatif

X ̂  Yo

(16.5.14.1) 4 \ [^
S <— Y

g

31



32 A . G R O T H E N D I E C K Chap. IV

et proposons-nous de chercher s'il existe des S-morpfiismes u : Y-^X tels que UQ=UOJ
(autrement dit, s'il est possible de compléter le diagramme précédent par la flèche
pointillée u, de façon à le laisser commutatif).

Pour cela, considérons un ouvert affine U==Spec(C) de Y; son image réci-
proque 7-^U) est l'ouvert affine Uo=Spec(C/fî), où fî==r(U,,y), idéal de carré nul
dans G; nous supposerons U assez petit pour que ^o(Uo) soit contenu dans un ouvert affine
V=Spec(B) de X, et ^(U)=/(^(Uo)) contenu dans un ouvert affine W=Spec(A)
de S, de sorte que B et G sont des A-algèbres et que ^|Uo correspond à un A-homo-
morphisme ^ de B dans C/fi; soit P(Uo) l'ensemble des restrictions u\V des homomor-
phismes cherchés, qui correspondent canoniquement aux A-homomorphismes d'algèbres
<p : B^C tels que le composé B -^ G -> C/fi soit égal à ^. On sait donc (0, 20. i . i) que
l'ensemble de ces homomorphismes est vide ou de la forme (pi + Dér^(B, fi) ; lorsque P(Uo)
n'est pas vide, le groupe additif Dér^(B, fi) opère par addition dans P(Uo), qui est donc
un espace affine pour le groupe additif Dér^(B, fi) (ou encore un espace homogène principal
(ou torseur) sous Dér^(B,fi)).

Remarquons maintenant que, puisque fi est muni d'une structure de B-module
au moyen de ^, on a un isomorphisme v->vod^ de Home^g^, fi) sur Dér^(B, fi)
(0,20.4.8). D'ailleurs, comme fi est de carré nul, donc un (C/fi)-module, tout
B-homomorphisme v : û^-^fî peut être considéré comme un (C/fi)-homomorphisme
^B/A^^/fi)-^. Comme / est de carré nul, il peut être considéré comme un
^Y.-Module quasi-cohérent; introduisons le 0^-Module

(16.5 .14.2) ^=^m(^(fix/s), /)\

il résulte alors du fait que ^B/A-r(V, ûx/s) (16.3.7) que l'on peut écrire
Dér^(B,fî)=r(Uo,^).

Comme P(Uo) est défini comme ensemble de S-morphismes U—X, il est clair
que Uo-^P(Uo) est m faisceau d'ensembles ^ sur Yo. Utilisons ce fait pour prouver que
l'application h : F(U^ ^) xP(Uo) -> P(Uo) définissant la structure de torseur sur
P(Uo) est aussi indépendante du choix de V et W, et en outre que, si U'cU est
un second ouvert affine de Y, VQ son image réciproque dans YQ, le diagramme

r(Uo,^)xP(Uo) ^> p(Uo)

(16.5.14.3)

r(Uo,^)xP(Uo) —> P(Uo)
est commutatif (les flèches verticales étant les opérateurs de restriction). En vertu de la
remarque précédente, on est ramené à prouver la commutativité du diagramme précédent
lorsque h est défini comme ci-dessus à partir des ouverts affines V, W et h' à partir d'ouverts
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affines V'cV et W'cW. Mais en vertu de la description précédente de A, cela résulte
de la commutativité du diagramme (0, 20.5.4.2).

Les applications F(Uo, ^)xP(Uo)->P(Uo) définissent donc un homomorphisme
de faisceaux d'ensembles m:^x^-^3 tel que, pour tout ouvert UQ pour lequel
r(Uo,^)+0, ^u,^r(Uo,^)xr(Uo,^)->r(Uo,^) soit une loi externe définissant
sur r(Uo,^) une structure de torseur sous le groupe r(Uo, ^).

(16.5.15) D'une façon générale, lorsqu'on se donne sur un espace topologique Z
un faisceau d'ensembles ^, un faisceau de groupes ^ (non nécessairement commutatif)
et un homomorphisme de faisceaux d'ensembles m : ̂ x^-^^ tel que, pour tout
ouvert UcZ tel que F(U, ̂ )+0, my : r(U, ^)xF(U, ̂ )-^ F(U, ̂ ) fasse de F (U, ̂ )
un torseur sous le groupe r(U, ^), on dit que ^ est un pseudo-torseur (ou faisceau
formellement principal homogène) sous le faisceau de groupes ^. On dit que SP est un torseur (ou
faisceau principal homogène} sous ^ si de plus r(U, ^)=f=0 pour tout ouvert U=h0 d'une
base convenable de la topologie de Z.

Pour la théorie générale des torseurs, nous renvoyons à [42]; nous nous bor-
nerons ici à rappeler la correspondance canonique entre les classes d'isomorphie de ces
torseurs (pour un ^ donné) et les éléments de l'ensemble de cohomologie H^Z, ^).
Considérons en effet un torseur ffl sous ^ et un recouvrement ouvert (U^) de Z
tel que r(U^,^)=)=0 pour tout À; désignons par p^ un élément de r(L\, ̂ ).
Pour tout couple d'indices À, (JL tel que U^nU^4=0, il existe alors un élément
et un seul y^ de r(U^nU^, ^) tel que ï^-(^|U^nUJ=^|U^nU^; en outre,
si À, (JL, v sont trois indices tels que U^nU^nU^4=0, les restrictions y^ ï^?
ÏÀV de ï^î ïtxvî ïxv à uxnu^^nuv vérifient la condition ï^Yxtxï^; autrement
dit (À, PO^YÀM est un ^-cocycle du recouvrement (U^) à valeurs dans ^. Si, pour tout À,
/^ est un second élément de F(U^,^), il existe un élément et un seul p^eF(U^, ^)
tel que p^==^.p^ et le i-cocycle (y^) correspondant à la famille Q^) est donné
P^ Y^^^^^1^ autrement dit, est cohomologue à (y^). Inversement, la donnée
d'un i-cocycle (y^) définit, pour tout couple (X, (JL), un automorphisme 6^ du faisceau
d'ensembles ^ [U^nU^, savoir la translation à droite par y^, et le fait qu'il s'agisse
d'un cocycle montre que l'on peut recoller les faisceaux d'ensembles ^|L\*à l'aide des
automorphismes 6^ (Oi, 3.3. i) ; on obtient ainsi de façon évidente un torseur sous
^, soit ^, et si l'on prend pour p^ la section unité au-dessus de U^, le i-cocycle
correspondant n'est autre que le i-cocycle donné (y^) ; en outre, si l'on remplace (y^)
par un i-cocycle ï^== p^TÀtjiPiT1 (îm ^m est cohomologue, on vérifie aussitôt que le
torseur obtenu est isomorphe à ^.

En particulier, si (y^) est un i-cobord, autrement dit de la forme ^=^^-\ le
torseur obtenu ^ est isomorphe à ^ (considéré comme torseur sous lui-même pour les
translations à gauche) ; on dit dans ce cas que ^ est triviale et la réciproque est évidente.

Plus particulièrement, il résulte de (III, 1.3.1) que l'on a :
Proposition (16.5.16). — Soient Z un schéma affine, ^ un Q y Module quasi-cohérent;

alors tout torseur sous ^ est trivial,
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Revenant au problème considéré en (16.5.13), on obtient donc :
Proposition (16.5.17). — Soient X, Y deux S-préschémas, Yg un sous-préschéma fermé

de Y défini par un Idéal quasi-cohérent / de ffiy tel que ^===0, j : Y()-^Y l'injection canonique.
Soit UQ : YQ->X un S-morphisme, et S^ le faisceau d'ensembles sur Y tel que, pour tout ouvert U
de Y, r(U, ̂ ) soit l'ensemble des S-morphismes u : U->X tels que UQ\\JQ==UOÇJ\VQ), où
VQ==j~l(\J). Alors il existe sur 8^ une structure de pseudo-torseur sous le Q^-Module
^-^om^u^},/Y

En particulier :
Corollaire (16 .5 .18) . — Avec les notations de ( 1 6 . 5 . 1 6 ) 3 supposons Y affine et ûx/g

de présentation finie ; s'il existe un recouvrement ouvert (UJ de Y, et, pour chaque indice a, un
S-morphisme Vy_ : U^—^X tel que, si U^==^-~1(UJ, on ait v^o(j\\]Q^=UQ U^, alors il
existe un S-morphisme u : Y-^X tel que UOJ==UQ.

En effet, ^ est alors un (P^-Mod\de quasi-cohérent (1,1.3.12); en vertu
de (16.5.16) et du fait que Yg est alors affine, le faisceau S^, qui est par hypothèse
un torseur sous (S, et non seulement un pseudo-torseur, est trivial', mais si w est un
isomorphisme de ^ sur ^ (en tant que torseurs sous <S}, l'image par w de la section o
de ^ est le S-morphisme u cherché.

16.6. Faisceaux de ^-différentielles et différentielle extérieure.

( 1 6 . 6 . 1 ) Soit f\ X—^S un morphisme de préschémas. On appelle faisceau des
p-différentielles de X relativement à S Çp entier) ^puissance extérieure p-ème (Oi,4.i.5) du
^x-Module ^x/s? notée

(16 .6 .1 .1 ) ^i3=^M-

On a donc û°g=( îx5 e^ ^S/s^"0 P01111 P^0'? ^es ^§;/s sont les composants homogènes
de l'Algèbre extérieure sur Q^

(16.6.1.2) ûx/s=A(^s)-^Â(^/s),

qui est donc une (9^ -Algèbre graduée quasi-cohérente, anticommutative et dont les
éléments de degré i sont de carré nul. Pour tout ouvert affine U de X, on a
r(U,fix/s)=A(r(U,ûx/s)), où r(U,^x/s) est considéré comme F(U, ffl^)-modvile.

Lorsque S==Spec(A) et X=Spec(B) sont affines, B étant donc une A-algèbre,
P

on a (Oi, 4. i. 5) ^x/s == (^!/A) "5 en posant Q.^ = A ̂ /A .
Théorème (16.6.2). — 7/ existe un endomorphisme et un seul d du faisceau de groupes

additifs ^x/s? ciyant les propriétés suivantes :
(i) ûW<==o.
(ii) Pour tout ouvert U de X et toute section feFçU, ^x)» on a 4f=^x|sf'
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(iii) Pour tout ouvert U de X, tout couple d'entiers fi, q et tout couple de sections
co;er(U,^g), <er(U,^), on a

(16.6.2.1) ^SAO^^^A^+Ç-I)^;^^'-

En outre, d est un endomorphisme de ^{Q^-Modules gradués, de degré +i.
Supposons prouvée l'existence de F endomorphisme û?. Pour tout ouvert affine U de X,

toute section de fi§/g au-dessus de U est (en vertu de (i)) combinaison linéaire d'un
nombre fini d'éléments de la forme g{df^ A û^ A . . . A dfp), où g et les f^ sont de sections
de ^x au-dessus de U (0, 20.4.7). Les conditions (i) et (iii) montrent alors, par récurrence
sur p, que l'on a nécessairement

(16.6.2.2) d[g(d^^df^...^dQ)=dg^df^df^^...^df^

Cela prouve donc Yunicité de d et la dernière assertion du théorème. En vertu de cette
propriété d'unicité, pour démontrer l'existence de d, on peut se borner au cas où
S==Spec(A) et X=Spec(B) sont affines. Or (Bourbaki, Alg., chap. III, 3e éd., § 10)
pour définir une A-antidérivation D de degré +i d'une algèbre extérieure A (M)
(où M est un B-module et B une A-algèbre), cette antidérivation prenant ses valeurs

00

dans une A-algèbre graduée anticommutative C== © C^, dont les éléments de degré i
sont de carré nul, il suffit de se donner arbitrairement une A-dérivation DQ de B dans Ci
et un A-homomorphisme D^ de M dans €3; il existe alors une A-antidérivation D et
une seule de A (M) dans C coïncidant avec Dg dans B et avec D^ dans M.

Dans le cas actuel, Dg est nécessairement égal à ûfg^ en vertu de (ii) ; tout revient
à voir, compte tenu de (16.6.2 .2) , qu'il y a un A-homomorphisme u de 01^ dans û^
tel que l'on ait

(16.6.2.3) u{g.df)=dg/\df

quels que soient/, g dans A; il suffira pour cela de montrer qu'il existe un A-homomor-
phisme v : B®^B/A -> ^i/A te^ q^
(16.6.2.4) v(g.u) = dg A o)

pour geB et (oe^/A- Finalement, comme ^B/A^-3/32 (°ù 3=3B/A est le noyau
de l'homomorphisme canonique B®^B-^B) et que n^ est engendré par les éléments
de la forme g.df, il suffit de définir un A-homomorphisme w : B®^(B®^B) -> Q 2 ^
tel que

(16.6.2.5) ^gf®g®f)=dgf^(g.df)

et tel que w soit nul dans l'image de B®^32. Or, comme le second membre
de (16.6.2.5) est A-trilinéaire en g ' , g, f, l'existence de w vérifiant (16.6.2.5) est
immédiate. Gomme, d'autre part, 3 est engendré par les éléments i®x—x®î (^eB),
on est ramené à vérifier que lorsque ^,={ï®x—^®i)(i®j^—J^i)? on a w(gf®^)=o.
Or, comme ^== i ®(^)+(r^)® i —x^y—y^x, la formule (16.6.2.4) montre qu'il
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suffit de voir que l'on a d[xy)—x.dy—y.dx==o, ce qui exprime que d est une dérivation.
Il reste à prouver que d vérifie la condition (i). Or, le carré d'une antidérivation

est une dérivation (Bourbaki, loc. cit.), et comme tig^ ^st engendré par ûg^ comme
B-algèbre, il suffit de vérifier que d{d^)==o pour ^:eB et ^^B/AÎ dans le premier cas,
cela résulte de la formule (16.6.2.3) avec g== i; dans le second, on peut se borner au
cas où ^=g.df avec/, g dans B, et alors, en vertu de (16.6.2.1) et (16.6.2.3), on a

d{d{g.df))=d{dg^df)={d{dg^^{df}-{dg)^W))=o, C.Q.F.D.

Définition (16.6.3). — U antidérivation d définie dans (16.6.2) {aussi notée û?x/s) est

appelée différentielle extérieure sur X (relativement à S).
Proposition (16.6.4). — Pour tout changement de base g : S' —^S, si l^ on pose X' = X Xg S',

P homomorphisme canonique

(16.6.4.1) ^xiW^^x'is'

déduit de Pisomorphisme ( 1 6 . 5 . 9 . 1 ) est bijectif. En outre, si s est une section de Q^ au-dessus
d^un ouvert U de X, s® i son image réciproque, section de ûx'/s' au-dessus de l'image réciproque U'
de U dans X', on a dy^{s®i)==d^{s)®ï.

La première assertion est immédiate, la formation de l'algèbre extérieure d'un
module permutant avec toute extension de l'anneau des scalaires. Pour prouver la
seconde, on peut, en vertu de (16.6.2.2), se borner au cas où ^er(U, (P^), et dans ce
cas l'assertion a déjà été prouvée (16.4.3.7).

(16.6.5) Supposons que fix/s solt un ^x"^0^11^ localement libre de rang n en
un point x, de sorte qu'il y a n sections j,er(U, 6x) ^lles que les ds^ forment une
base du F(U, (P^)-mod\ile r(U, ûx/s) (16.5.8). Alors, pour tout entier p ^ i , les
^-différentielles ds^ds^t\.. . A ds^ (pour i^<i^<. . . <ip, éléments de [i, 72]) forment

une base de ( ) éléments de F(U, ûx/s) sur ^(U, ^x)- En outre la formule (16.6.2.2)

montre que pour toute section ^er(U, ^x)? on a

f)a
(16.6.5.1) d(g.dSi^ds^A^.^dsJ=^(—ïY,-ds^^.^ds^^ds^ds,^^...^ds.

k ^k

où, au second membre, k parcourt l'ensemble des n—p indices distincts des ^, iy étant
le plus grand indice <k.

On notera que la relation d{dg)=o pour toute section gçT{V,(F^) s'exprime
sous la forme

H(D^)==D,(D^) pourz+j;

autrement dit, les dérivations D^ définies dans (16.5.7) sont deux à deux permutables.

16.7. Les ^/g(^).

(16.7.1) Soient /:X->S un morphisme de préschémas, ^ un ^"Module.
Désignons par X^ le n-ème voisinage infinitésimal de X pour le morphisme diagonal
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A^:X-^XXgX, par h^ : X^.-> XXgX le morphisme canonique (16.1.2), et consi-
dérons les deux morphismes composés

p^ : X^ ̂  X XgX ̂  X, p^ : X^ X XgX 1 X

de sorte que, par définition, p^ correspond à l'homomorphisme de faisceaux d'anneaux
^x^^x/s q^ nous avons choisi pour définir la structure de 0^-Algebre sur ̂ x/s (16.3.5),
et p^ à l'homomorphisme de faisceaux d'anneaux ûÇ/s : ̂ x-^x/s (^.S^). Comme
X^. et X ont même espace sous-jacent, on peut écrire

( 1 6 . 7 . 1 . 1 ) ^-(^.((^^^x)).

Plus généralement, nous poserons
( 1 6 . 7 . 1 . 2 ) ^/g(^) = (^n)),((^)+(^))

de sorte que ^S/g=^/s(^x) ; P^ définition, ^â/s^) est donc un (P^-Module.
(16.7.2) Si Fon revient aux définitions des images réciproques de Modules sur

les espaces annelés (Oi, 4.3. i) et que l'on tienne compte de ce que X%et X ont même
espace sous-jacent, on voit que l'on peut aussi écrire la définition (16.7.1.2) sous la
forme

(16.7.2.1) ^/sW-^/s®^^

mais où il faut prendre garde que, dans l'interprétation du signe ®, ^x/s est muni de sa
structure de G^- Module définie par l'homomorphisme de faisceaux d'anneaux ûÇ/s : ̂ x'^x/s-
II résulte aussitôt de cette formule (ou directement de (16.7.1.2)) que ^/g(^) est
canoniquement muni d'une structure de ^^-Module.

Proposition (16.7.3). — (i) Le fondeur ^'-^^/g^) de la catégorie des 0^-Modules
dans celle des ^^/g-Modules est exact à droite^ et commute aux limites inductives quelconques ;
il est exact lorsque ^x/s est un ^yi-Module plat.

(ii) Si y est un (Oy Module quasi-cohérent (resp. de type fini, resp. de présentation finie),
^S/s^) est un y ̂ Module quasi-cohérent (resp. de type fini, resp. de présentation finie).

Les assertions de (i) résultent aussitôt de la formule (16.7.2.1) et de la consi-
dération de la symétrie de ^x/s (ï^.S^). Les assertions de (ii) découlent de l'exactitude
à droite du fondeur ^-^^/g^).

(16.7.4) Les deux structures de ^-Module de ^x/s définissent sur ^l/g^)
deux structures de 0^- Module, d'ailleurs permutables, donc une structure de OyBimodule.
Il est commode de noter à gauche celle de ces structures provenant de l'homomorphisme
structural ^x-^x/s (choisi dans (16.3.5)) et à droite celle provenant de l'homomor-
phisme û?x/s : ̂ x-^^x/s- Autrement dit, pour tout ouvert U de X, et tout triplet
d'éléments aeFÇU, 0^), ée:T(U,^/g), teF(V, ̂ ), on a par définition

(16.7 .4 .1) a(b®t)==(ab)®t, (b®t)a= (b.dna)®t==b®{at)={dna). (&®^).

La structure de (PyMod\ûe provenant de la définition (16.7.1.2) est donc, avec ces
conventions, la structure de ^"Module à gauche.
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Si y est un (PyModnIe quasi-cohérent, il en est de même de ^/s(e^^) pour l'une
ou l'autre de ses structures de ffiyModule. Si de plus ^ est de type fini (resp. de présen-
tation finie) et f: X->S localement de type fini (resp. localement de présentation
finie), ^:/s( '̂) est (P0111' l'une ou l'autre de ses structures de (P^-Module) de type fini
(resp. de présentation finie), comme il résulte de (16.3.9) et de (16.4.22).

(16.7.5) La définition (16.7.2 .1) entraîne l'existence d'un homomorphisme de
faisceaux de groupes commutatifs

( 1 6 . 7 . 5 . 1 ) d^y : y^^W (aussi noté ^/g)

tel qu'avec les notations de (16.7.4), on ait
(16.7.5.2) d^Çt)==i0t

et par suite, en vertu de (16.7.4.1)

(16.7.5.3) ^^{at)=(i®t)a=(d^^{t)).a

(16.7.5.4) ^^(^-(^/sM)^!®^-^^))^,^))-

Il est donc ffl^-lméâire pour la structure de (P^-Modale à droite sur ^^/sÇ^)? et semi-
linéaire (relativement à l'automorphisme G (16.3.4)) pour la structure de (P^-Module
à gauche.

Proposition (16. 7.6). — Le (9^-Module à gauche ^5/s(^) est ^g^dré par l'image de y
par V homomorphisme canonique rf^/g y.

Gela résulte aussitôt de (16.7.5.3) et du cas particulier correspondant à ^==^x
(16.3.8).

(16.7.7) Les homomorphismes canoniques de faisceaux d'anneaux

9nn^S/S-^X/S

pour n^m (16.1.2) définissent, en vertu de (16.7.2.1) des homomorphismes canoniques

^/s(^)-^/s(^) (̂ )

qui sont des homomorphismes de (P^-lîimodules en vertu de (16.1.6) et (16.7.4.1);
en outre on a des diagrammes commutatifs

^/s(^) -^ ^/s(^)
\ /,m \ /M

^X/S,^"^ /^X/S,^

y

On a donc ainsi un système projectifde (P^-Bimodules (^S/s(^))5 et ^on Pose

(16.7.7.1) ^/sW-^^/sW.

En outre, ce qui précède montre que les homomorphismes (16.7.5. i) forment un système
projectif d'homomorphismes, et définissent donc un homomorphisme canonique

(16.7.7.2) 4's^^-^^/sW.
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(16.7.8) Soient e ,̂ ^ deux ^x-^dules; il résulte aussitôt de la définition
(16.7.2.1) que Pon a un isomorphisme canonique de ^$/g-Modules

(16.7.8.1) ^/s(^0^) ̂ ^/s(^)®^^/s(^)

(Bourbaki, Alg., chap. II, ge éd., § 5, n0 i, prop. 3).
On en conclut en particulier (ou l'on voit directement sur la définition (16 .7 .2 .1) )

que si y est muni d'une structure de 0^-A\gèbre (non nécessairement associative),
^™(^') est canoniquement muni d'une structure de ^/g-Algèbre; cette dernière est
associative (resp. commutative, resp. unitaire, resp. une Algèbre de Lie) lorsqu'il en est
ainsi de .̂ En outre les homomorphismes canoniques ^/g^) -^^î/s^) pour n^m
(16.7.7) sont alors des di-homomorphismes d'Algèbres; de même (16.7.5.1) est alors
un homomorphisme de (P^-Algébres lorsque ^/s(^') est muni de sa structure de
éx-Algèbre provenant de sa structure de (9^ -Module à droite.

Avec les mêmes notations, on a également un homomorphisme canonique de
^/g-Modules

(16.7.8.2) ^i^om^, ̂ )) ^^^^(^/s(^),^/s(^))

(Bourbaki, Alg., ge éd., § 5, n° 3), qui est bijectif lorsque ̂ /g est un ^x-Module localement
libre de type fini (loc. cit., prop. 7).

(16.7.9) Supposons qu'on soit dans la situation décrite dans (16.4.1); alors,
de P homomorphisme canonique P^) (16.4.3.3), on déduit aussitôt un homomorphisme
canonique de 0^, -Bimodules

(16.7.9.1) ^/sW) ->^/s'(^W).

Nous laissons au lecteur le soin d'étendre à cet homomorphisme les propriétés vues
dans (16.4) pour le cas ^=^x-

Remarque (16.7.10). — La définition de ^/s(^) sous ̂  forme (16.7 .1 .2) garde
un sens lorsque 3^ est un faisceau d'ensembles quelconque (l'image réciproque d'un faisceau
d'ensembles par p^ étant définie dans (Oi, 3 .7 .1 ) ) ; une variante de cette définition
permet de définir le « schéma des jets » (relativement à S) d'un X-préschéma quelconque.

16.8. Opérateurs différentiels (1).

Définition (16.8. i ). — Soient f= (^, 6) : X-^S un morphisme de préschémas, ̂ , ̂  deux
0^-Modules, n un entier ^o. On dit qu^un homomorphisme de faisceaux de groupes additifs
D : y —^^ est un opérateur différentiel d'ordre ^n {relativement à S) s'il existe un homomorphisme
de 0^-Modules u : ̂ /s(^)-^^ (où ̂ /s(^') est muni de sa structure de 0^-Module à gauche
(16.7 .4) ) tel que l'on ait D==uod^y.

Il est clair, en vertu de l'existence des homomorphismes canoniques
^m ( (y\ —^ ̂ n ( (y\^x /s l ^J ~ ^ ^ x i s [ ^ )

(1) Pour un formalisme plus général, voir l'Exposé VII de [42] (dû à P. Gabriel).
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pour n^m (16.7.7) qu'un opérateur différentiel d'ordre ^n est aussi un opérateur
différentiel d'ordre ^m pour tout m^-n. Si D : ̂ r—^ est un opérateur différentiel
d'ordre ^TZ, alors, pour tout ouvert U de X, D\V : y\ U->^|U est aussi un opéra-
teur différentiel d'ordre ^n.

On dit qu'un homomorphisme D : ̂ ->^ des faisceaux de groupes additifs sous-
jacents à y et à ^S est un opérateur différentiel (relativement à S) si, pour tout ^eX, il existe
un voisinage ouvert U de x et un entier n ̂ o tels que Z)[U : J^'|U->^|U soit un
opérateur différentiel d'ordre ^n. 1^ ordre d'un opérateur différentiel D : y —^^ est
la borne inférieure des entiers n tels que D soit un opérateur différentiel d'ordre ^ n (et
donc +00 s'il n'y a pas de tels entiers); cet ordre est toujours fini si X est quasi-compact.
Les opérateurs différentiels d'ordre o ne sont autres que les homomorphismes de
Q^-Modules ^->^; on convient que tout opérateur différentiel d'ordre <o est nul. Pour
n^o, un opérateur différentiel n'est pas en général un homomorphisme de ^"Modules
mais est toujours un homomorphisme de ^*((5g)-Modules.

Lorsque 3^==- (9^ un opérateur différentiel d'ordre ^ i de ^x dans ^ s'écrit d'une
seule manière sous la forme v-^-D, où v : (0^—^^S est un ^"homomorphisme, et D une
^-dérivation (16.5.1) de Q^ dans ^ : cela résulte de la structure de Pg^ (0, 20.4.8).

(16.8.2) Pour décrire de façon plus explicite un opérateur différentiel d'ordre ^n,
D : e^"—^, il suffit, pour tout ouvert affine U de X, dont l'image dans S est contenue
dans un ouvert affine V, de caractériser l'homomorphisme D == Z\j : r(U, ^r) —^r(U, ^).
Si l'on pose r(V,^g)=A, r(U, éy^^ de sorte que B est une A-algèbre, on a
r^^^^B^B)/^'1"1, où l'on a posé pour abréger 3=3B/A- Posons en outre
M = r(U, ̂ r), N== r(U, ̂ ) $ alors la définition de D signifie que pour chaque couple (U, V)
vérifiant les conditions précédentes, le A-homomorphisme D : M-^N se factorise en

M^B^B^y-^BM-^N

où la première flèche est l'homomorphisme canonique t >i®ty et v est un B-homo-
morphisme, la structure de B-module de ((B^B^y^^gM provenant du premier
facteur B (alors qu'on rappelle que dans la formation du produit tensoriel sur B, la structure
de B-module de (Be^B)/^4'1 provient du second facteur B). Notons maintenant que
le B-module ((B^B)/^1)®^ est isomorphe à (B^M^-^B®^), où B®^M
est considéré comme (B®^B)-module et sa structure de B-module provient de l'homo-
morphisme b->b®i de B dans B0^B. Soit alors D' le B-homomorphisme de B®^M
dans N tel que D^é®^) = bT>(f) ; la condition de factorisation sur D s'exprime encore en
disant que D' doit être nul dans le ^-module y^B®^!^).

(16.8.3) II est clair que l'ensemble des opérateurs différentiels d'ordre ^n de y
dans ^ est un groupe additif, noté Diff^g(^, ^); lorsque o^^^^^x? on écrit aussi
Diff^/g au lieu de Diff$/s(^, ^x).

On a vu (16.8. i) que l'on a pour deux ouverts UDV de X, un homomorphisme
canonique de restriction

Diff5/g(.^|U, ^|U) ^Diff^lV, â?|V)
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donc U-> Diffus (e^'[U, ^|U) est un préfaisceau de groupes additifs; en fait c'est même
un faisceau, car pour U ouvert variable dans X, les homomorphismes u->uod^y^ sont
des isomorphismes de groupes additifs

(16.8.3.1) Hom^(^(^|U),^|U)^Diff^(^|U,^|U),

en vertu du fait que l'image de y par d^y engendre ^/s(^) (16.7.6). On note ce
faisceau Qiff^{y, ̂ ), et on a donc :

Proposition (16.8.4). — Les isomorphismes ( 1 6 . 8 . 3 . 1 ) définissent un isomorphisme de
faisceaux de groupes additifs

( 16 .8 .4 .1 ) ^om^^\ ̂ Qiff^y, ^).

Lorsque 3e'=^=(5^ on écrit aussi Qiff^ au lieu de Qiff^{(B^, ^x) ; il résulte de
(16.8.4) que Qiff^ s'identifie canoniquement au dual du ^x-Module ^/g; aussi
écrit-on (t, Z)> au lieu de ^) si t est une section de ^x/s au-dessus d'un ouvert et
si u est l'homomorphisme de ^x/s dans ^x correspondant à Z).

(16.8.5) Puisque ^/g(^) est muni d'une structure de ^x-Bimodule (16.7.4),
on en déduit canoniquement une structure de ^x'Bimodule sur ^om^ (^^(^^ ^)?
donc aussi sur Qiff^^, ̂ ) en vertu de (16.8.4.1). De façon précise, à la structure
de (P^-Module à gauche de ^/g(^') correspond, en vertu de la définition (16.8.1),
la structure de ffl^-Module à gauche sur Qiff^^, ̂ ) explicitée comme suit : pour tout
ouvert U de X, toute section ae r(U, ^x) et tout opérateur différentiel D : y \ U -> ̂  \ U,
aD est l'opérateur différentiel qui, à toute section ^er(U, ^), fait correspondre la
section

(16 .8 .5 .1) {aD){t)=a{D{t))

de r(U, ^). De même, à la structure de ffl^-Module à droite de ^/g(^) correspond
la structure de ^x-^dule à droite sur Siff^^y, ̂ ) explicitée comme suit : avec les
mêmes notations que ci-dessus, Da est l'opérateur différentiel qui, à tçT(\J, e^), fait
correspondre la section

(16.8.5.2) (Da){t)=D{at).

Proposition (16.8.6). — Si f : X->S est un morphisme localement de présentation finie,
y un (0^-Module quasi-cohérent de présentation finie et ^S un (9^-Module quasi-cohérent, alors
^iffîis^ï ^) est un Oy Module quasi-cohérent pour l'une ou l'autre structure définies dans (16.8.5).

La proposition résulte de ce que, sous les hypothèses faites, ^/g(^) est un
^x-Module quasi-cohérent de présentation finie (16.7.4)3 et de (I, 1.3.12).

(16.8.7) L'ensemble des opérateurs différentiels de y dans ^ (d'ordre non
précisé (16.8.1)) se note Diff^g^, ^) ; on voit encore comme dans (16.8.3) que
U->Diffuyg(^'[U, ^|U) est un faisceau de groupes additifs, que nous désignerons par
^^x/s(^ ^)- I1 est immédiat que ^x/s(^S ^) est réunion de la famille filtrante
croissante de ses sous-faisceaux Qiff^y, ̂ ) ; si X est quasi-compact, Diffx/g(^', ^)
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est de même réunion de ses sous-groupes Diffj^, ̂  (16.8.1). Les structures de
(Px-Bimodule sur les Qiff^, <S) définissent donc une structure de ^-Bimodule sur
^iffxis^, ̂ ), explicitée encore par (16.8.5. i) et (16.8.5.2).

Notons que, pour n^ m, on a un diagramme commutatif

•^o^wW, ̂ ) -^ Wi^ ̂

(16 .8 .7 .1 )

•^x^x/s^ ̂  -^ QifW^, ̂

où les flèches horizontales sont les isomorphismes (16.8.4.2) et la flèche verticale de
gauche provient de l'homomorphisme canonique .^x/sW -> ̂ x/sW ( I 6 • 7 • 7 ) • Pour
tout ouvert U de X, munissons alors F(U, ̂ x/sW)=lim r(U, ̂ x/sW) 'de la
topologie limite projective des topologies discrètes sur les r(U^g(^)), ce qui définit
^(v^ï|a(^)) comme un F(U, ^x)-bimodule topologique, de sorte que ^x/sW apparaît
comme un faisceau à valeurs dans la catégorie des groupes commutatifs topologiques
(Oi, 3.2.6). Alors (G, II, i. 11 ) la limite du système inductifde faisceaux de groupes commu-
tatifs (^^(^ys(^), ^)) n'est autre que le faisceau des germes d'homomorphismes
continus de ̂ /g(^) dans ^ (ce dernier étant muni de la topologie discrète) : les homo-
morphismes continus de F(U, é%(^)) dans le groupe discret F(U, <S} correspondent
en effet biunivoquement aux systèmes inductifs d'homomorphismes de groupes
fW^'x/a^))-^!;, ^). On peut donc encore exprimer (16.8.4) en disant qu'on a
un isomorphisme canonique

J^m. cont^^W, ̂ ) ̂  ̂ Jx/s(^, ^)

où le premier membre désigne le faisceau des germes d'homomorphismes continus
de ^g(^") dans .̂

^ Proposition (16.8.8). - Soient ̂ , ̂  deux ^.Modules, D : y-.<S un homomorphùme
de ^ [G ̂ -Modules, n un entier ^o. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) D est un opérateur différentiel d'ordre s$n.
b) Pour toute section a de 0^ au-dessus d'un ouvert U, l'homomorphisme D^ : y\ U- |̂ U

tel que, pour toute section t de y au-dessus d'un ouvert VCU, on ait

( I 6 - 8 - 8 1 ) D^f)=D{at)—aD{t)

est un opérateur différentiel d'ordre < n — i .
c) Pour tout ouvert U de X, toute famille (a,),^^ de n+ i sections de ̂  au-dessus

de U et toute section t de y au-dessus de U, on a l'identité

(16.8.8.2) s (-I)ca^dfH)(^^).D((^^)=o
HCI,+i ,gH ^

(où !„ ̂  ^ est l'intervalle i ̂  ̂  n +1 de N).
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Prouvons d'abord l'équivalence de a) et c ) . Par définition, pour prouver
que D est un opérateur différentiel d'ordre ^n, il suffit de montrer qu'il en est
ainsi pour la restriction Z)|U:^|U-^|U à tout ouvert affine U de X, et d'autre
part la propriété c ) est valable pour tout ouvert U de X si elle l'est pour tout ouvert
affine. On peut donc se borner au cas où S==Spec(A) et X=Spec(B) sont affines.
En vertu de (16.8.2) (dont on garde les notations), la condition a) signifie alors
que le A-homomorphisme D':B®^M->N tel que D'(é®^) ==bD{t) s'annule dans
y+^B®^), ce qui, en vertu de (0, 20.4.4), équivaut à dire que D' s'annule pour
tous les éléments de la forme

n+l

(II ( û , ® i — i ® a , ) ) . ( i ® ^ )
i=l

où a,eB et teM. Or, cet élément s'écrit S (II ^)®((II a^t), et la valeur de D'
HCI^i içîi ^

pour cet élément n'est autre que le premier membre de (16.8.8.2)3 ce qui prouve l'équi-
valence de a) et c ) .

Prouvons maintenant l'équivalence de b ) et c ) . Raisonnons par récurrence sur n,
l'assertion étant triviale pour n=o. Écrivant a^^.^ au lieu de a dans la condition b),
on voit, en vertu de l'hypothèse de récurrence, que la condition b) signifie que pour
toute famille (â^)^,^ de n sections de G^ au-dessus de U et toute section t de ^ au-dessus
de U, on a

(̂-,)c.-,H^n,)o.,((n .̂)̂ o
Mais si l'on remplace dans cette relation D^^ par sa définition (16.8.8. i), on constate
aussitôt qu'on obtient, au signe près, le premier membre de (16.8.8.2); d'où la
conclusion.

Proposition (16.8.9). — Si D : ̂ '-^ est un opérateur différentiel d'ordre ^n, et
D' : ̂ ^J^ un opérateur différentiel d'ordre ^n', alors D'oD : y-^^P est un opérateur diffé-
rentiel d'ordre ^n-}-n'.

Par hypothèse, on peut écrire D=uod^y et D'^vod^^, où u:^^®^ ^~>^
et v : ̂ /g®^^-^ sont des ^x-homomorPh^smes. Tout revient à montrer que l'homo-
morphisme composé de faisceaux de groupes additifs

^ ̂  W.^ — ^ ̂  ̂ ^
se factorise en

,n+n'

y j^ ̂ y®^ -̂ > ^/s®^
où w est un ^x"homomorphisme. Il suffira de prouver le

Lemme (16.8.9.1). — II existe un 0^-homomorphùme et un seul

(16.8.9.2) 8 : yy ^^W-^is^w
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rendant commutatif le diagramme
,n+n'
"X/S

^ ^£n-\-n'
^X/S

Chap. IV

(16.8.9.3) "X/S

x/s —r
^/s. ̂

^n' f^sn \
x/sl^x/sJ

On aura alors en effet un diagramme commutatif déduit de (16.8.9.3) par tenso-
risation avec S^

»+n'
^• '̂ ̂  ^mvi. 4-M/ / ^7-\

-> WWS^

^x/s, y s® i

^/s(^S/s(^))(JSn f (y\^x/sl^ )A/O \ / «'
^X/S, ̂ ;/s(^-)

et d'autre part, on vérifie aussitôt sur la définition (16.7.5) que le diagramme

^S/sW

^X/S.^gW ^/s, ̂

^/s(^/s(^)) 7^ ^/s(^)

est commutatif. On répondra donc à la question en prenant pour w le ^x"homomorphisme
composé

^/^W^>^/s(^/sW) ̂ ^/s(^).

Reste à prouver le lemme (16.8.9.1). Compte tenu de (16.7.6), qui prouve l'unicité
de 8, on est ramené au cas où S=Spec(A) et X=Spec(B) sont affines; posant
3==^g^^ il s'agit de définir un homomorphisme canonique de B-modules

y : (BO^B)/^-'1 -> ((B®AB)/3nf+l)®B((B®AB)/3n+l)

les structures de B-module des deux membres provenant du premier facteur B; rappelons
que dans le produit tensoriel du second membre, (BO^B)/^4"1 doit être considéré
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comme B-module à droite par son second facteur B et (BO^B)/^4'1 comme B-module
à gauche par son premier facteur B (16.7.2). Il revient au même de définir un homo-
morphisme de B-modules

90 : BOO^B -> ((B^B)/3nf+l)®B((B®,B)/3n+l)

et de prouver qu'il s'annule dans y^»*^^ Or, on définit aussitôt un tel homomorphisme
par la condition que

(po(é®éQ=7^(6®i)®7^(i®^) pour é, V dans B

avec les notations de (16.3.7). En outre, il est immédiat que 90 est un homomorphisme
Panneaux. Or, on peut écrire
^ ( é ® i — i ® é ) = 7 r ^ ( & ® i — i ® é ) ® ^ ( i ® i ) + ^ ( i ® é ) ® ^ ( i ® i ) — ^ ( i ® i ) ® 7 T ^ ( i ® è )

et on a
^ ( l®è)®^( l®l )=^( l®l )6®7r^( l®l )==7r^( l®l )®^( l0 l )=-n :^ ( l®l )®^(é®l )

d'où finalement
(16.8.9.4) ço(6®i—i®è)==-n :^(6®l—i®é)®^( i®i)+7r^( i€) i )®^(60l—i®è) .

Un produit de n+n' +1 termes de la forme (16.8.9.4) est donc nécessairement nul,
car il en est ainsi d'un produit de n+ i termes de la forme 7^(6 ® i — i ® è ) et d'un
produit de n' + i termes de la forme 7r^(é®i—1®&). La conclusion résulte donc
de (0, 20.4.4).

Corollaire (16.8.10). —Le faisceau ^Jx/s^x? ^x) {aussl noté Qiff^ est canonique-
ment muni d'une structure de faisceau d'anneaux, les Qiff^^ formant une filtration croissante compa-
tible avec cette structure.

En particulier, Qi£^ est un faisceau de sous-anneaux de Qiff^, qui s'identifie
canoniquement à Q^ (16.8.1). Les formules (16.8.5.1) et (16.8.5.2) montrent que
la structure de ffx-311110^^ de ^Jx/s provient de la multiplication à gauche et à droite
par les sections de (9^ considéré comme faisceau de sous-anneaux de ^Jx/s-

Remarques (16.8.11).—(i) Supposons que ^'= © e^\; alors il est clair (16.7.2. i)
que ^l/s^)"" © ^l/s^x)^ comme le foncteur ^"'-^(U, ^r) commute à la forma-
tion des sommes directes quelconques, ûÇ/s.^r est l'homomorphisme dont la restriction
à chaque ^\ est d^y^ : ̂ \ -^â/s,(.^ on en conclut aussitôt que l'on a

Diffâ/s(^, ^)= H Diff^(J^ ^),
X£L

et par suite aussi (Oi,3.2.6)

^ys/s(^ ̂ = ri Qis^^ ^.XGL

Par ailleurs, si ^== îl ^« (Oi, 3.2.6), on a
ixeM

Hom^(^s(^), ^)= n^Hom^(^/s(^), ̂
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tout homomorphisme u de ̂ /sW dans ^ correspondant biunivoquement à la famille
de ses composés ^ : ̂ g(^-)-^-^. On a donc

Diff^(^, ^)=^Difï^(^, ^),
et par suite aussi

Wis^, ̂ )=n^iff^, ̂ ).
(ii) Jusqu'ici, on n'a guère rencontré d'opérateurs différentiels y-^<& que

lorsque ^ et ^ sont des ^-Modules localement libres de rang fini, auquel cas leur
structure se ramène localement, en vertu de (i), à celle du faisceau Qiff^; cette dernière
va être étudiée plus loin (16.11) dans un cas particulier.

16.9. Immersions régulières et quasi-régulières.

Définition (16.9.1) . — Soit X un espace annelé. On dit qu'un Idéal / de (9^ est régulier
(resp. quasi-régulier) si, pour tout point ^Supp((^/</), il existe un voisinage ouvert U de x
dans X et une suite régulière (0, 15.2.2) (resp. quasi-régulière (0, 15.2.2)) ^éléments de F(U, ̂ )
qui engendre /\V.

On dira qu'une suite régulière (resp. quasi-régulière) de sections de Q^ au-dessus
de U qui engendre /\\J est un système régulier (resp. quasi-régulier) de générateurs de f\V.

Définition (16.9.2). — Soit j : Y^X une immersion de préschémas et soit U un ouvert
de X tel que j(Y)cU et que j soit une immersion fermée de Y dans U. On dit que j est régulière
(resp. quasi-régulière) si le sous-préschéma fermé j\Y) de U associé à j est défini par un Idéal
régulier (resp. quasi-régulier) de (Py (condition indépendante de l'ouvert U choisi).

On dit qu'un sous-préschéma Y d'un préschéma X est régulièrement immergé (resp.
quasi-régulièrement immergé) si l'injection canonique j : Y-^X est une immersion régulière
(resp. quasi-régulière). Si Y est un sous-préschéma fermé de X et / l'Idéal de (B^ qui
définit Y, il revient au même de dire que / est régulier (resp. quasi-régulier).

Par exemple, si A est un anneau intègre, /un élément + o de A, le sous-préschéma
fermé V(/) de Spec(A) (isomorphe à Spec(A//A)) est régulièrement immergé dans Spec(A).

Tout Idéal régulier est quasi-régulier (0, 15.2.2); toute immersion régulière est
quasi-régulière (cf. (16.9.11) pour une réciproque).

Proposition (16.9.3). — Soient X un espace annelé, / un Idéal de ̂  (/:),<-./ une
' i r" ' i • i ^ •^i/l^l^wi "—'-'

suite finie de sections de Q^ au-dessus de X engendrant / . Pour que (/,) soit une suite quasi-
régulière (0, 15.2.2), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Les images canoniques des f, dans / 1 / 2 forment une base de cet G^l/-Module.
(ii) U homomorphisme surjectif canonique (16.1.2.2)

y^iA/i/2) -> ̂ x^x)
est bijectif.

En outre, s'il en est ainsi, toute suite (f^)^^ de n sections de / au-dessus de X qui
engendre / est quasi-régulière.
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Les deux conditions de l'énoncé ne font que traduire la définition donnée dans
(0, 15.2.2)5 compte tenu de la définition des homomorphismes canoniques (0, 15.2.1.1).
La dernière assertion résulte de ce que, si un module M sur un anneau commutatif A
admet une base de n éléments, tout système de générateurs de M ayant n éléments est
une base de M (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, cor. 5 du th. i).

Corollaire (16.9.4). — Soient X un espace annelé en anneaux locaux, / un Idéal de 0^.
Pour que / soit quasi-régulier, il faut et il suffit qu'il vérifie les conditions suivantes :

(i) / est de type fini.

(iï) / l / ^ est un {^l/}-Module localement libre.
(iii) U homomorphisme canonique

( 1 6 . 9 . 4 . 1 ) S^{/1/2) -> ̂ r>(^)

est bijectif.

La nécessité des conditions résulte aussitôt de (16.9.3). Pour voir que ces conditions
sont suffisantes, il faut montrer, en vertu de (16.9.3), quesi, en un point ^Supp(^x/^)?
il existe un voisinage ouvert U de x dans X et n sections f^ Çi^i^n) de / au-dessus
de U dont les images canoniques dans /'/ / ï forment une base de (^/^^[U sur
(^x/^) l^ alors il y a un voisinage ouvert VcU de x tel que les^|V engendrent / [ V .
Or, par hypothèse, on a /^ 0^ donc /^ est contenu dans l'idéal maximal de ^;
comme / y ^ est un ^-module de type fini et que les classes des {f^ dans / ^ / ^
engendrent cet (^/^)-module, le lemme de Nakayama montre que les {f^
engendrent / ^ . Comme / est de type fini, on conclut par (Oj, 5 .2 .2) .

Corollaire (16.9.5). — Soient X un espace annelé en anneaux locaux^ / un Idéal quasi-
régulier de ^x? {fz)i^i^n une sulte de sections de / au-dessus de X, x un point de Supp(^x/^)-
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) // existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que les f^ \ U forment une suite quasi-
régulière d'éléments de F(U, ^x) engendrant /\V.

b) Les (f^ forment un système de générateurs de /^ dont le nombre d'éléments est le plus
petit possible.

b') Les {f^ forment un système minimal de générateurs de /\.
c) Si fi est l'image canonique de f, dans F(X, /f/2}, les (f^ forment une base du

W/^-module /J/2,.
Par hypothèse, 0^ est un anneau local, ^\ un idéal de type fini de (9^ contenu

dans l'idéal maximal de ^; l'équivalence de b), b1 ) et c ) résulte donc du lemme de
Nakayama (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 5). Il est clair que a) entraîne c )
en vertu de (16.9.3); d'autre part, il résulte de (Oi, 5 2 .2 ) que si la condition c ) est
vérifiée (donc aussi b)), il y a un voisinage U de A; dans X tel que {/ f / 2 ) \ U ait un rang
constant égal à n, et que les/JU engendrent /\\3\ il suffit donc d'appliquer dans U
la dernière assertion de (16.9.3).

Remarques (16.9.6). — (i) Sous les hypothèses générales de (16.9.5), il ne suffit pas que les (f^)y forment
une base du ^ y l / y ) -module / y l / ^ pour tout jyeX pour que la suite (y;-) engendre / . On en a un exemple en
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y»^
prenant X== Spec(A), où A est un anneau de Dedekind, et ^==3, où 3 est un idéal premier non principal de A;
on a alors en effet / y l / ^ = o en tout pointa distinct du point xeX correspondant à 3, et / y ^ / ^ est de rang i
sur le corps O^j^' ̂ \ en outre ^ est évidemment un Idéal régulier.

(ii) Dans (16.9.5), on ne peut remplacer « quasi-régulière » par « régulière », même lorsque X est un
préschéma (cf. (16.9.12)). Désignons en effet par B l'anneau des germes de fonctions indéfiniment différentiables
au point o dans R; il a un idéal maximal m engendré par le germe t de l'application identique de R au point o,
et l'intersection n des mk pour k>o n'est pas réduite à o. Soit maintenant A l'anneau quotient B[T]/nTB[T], et
soient f^,f^ les images canoniques dans A des éléments t et T de B[T]. La suite C/iî/a) est régulière dans A : en effet,
f^ n'est pas diviseur de o dans A, car la relation fP[T]enTB[T], pour un polynôme PeB[T], entraîne que les
produits de t par les coefficients de P appartiennent à l'idéal n, et il en résulte aussitôt que ces coefficients sont
eux-mêmes dans n, donc P[T]enTB[T]. Gomme B/^B est isomorphe à R, A//^A est isomorphe à l'anneau de
polynômes R[T], donc intègre, et l'image de f^ dans A/y^A, étant égale à T, n'est donc pas diviseur de o, ce qui
prouve notre assertion. Cependant fc^ est diviseur de o dans A, car pour tout élément xç=n non nul, l'image de x
dans A est +o, mais l'image de xT est nulle. On en conclut que la suite C/2?./i) ^ est pas régulière dans A; cTautre
part l'idéal .3 ==YiA +f^ est distinct de A, donc les conditions b), b ' ) et c) de (16.9.5) n'entraînent pas la condi-
tion a) lorsqu'on y remplace « quasi-régulière » par « régulière ».

(16.9.7) Si X=Spec(A) est un schéma affine, nous dirons qu'un idéal 3 de A
f^»»/

est régulier (resp. quasi-régulier} si l'Idéal ^===3 de (9-y^ est régulier (resp. quasi-régulier);
on notera que cette notion est locale et n'implique nullement l'existence d'un système de
générateurs de 3 formant dans A une suite régulière (resp. quasi-régulière) comme le
montre l'exemple (16.9.63 (i)); il en est toutefois ainsi lorsque A est local (16.9.5).

La proposition (16.9.4) se traduit en termes d'immersions quasi-régulières de la
façon suivante :

Proposition (16.9.8). — Soit j : Y—^X un morphisme de préschémas; pour que j soit
une immersion quasi-régulière^ il faut et il suffit que j satisfasse aux conditions suivantes :

(i) j est une immersion localement de présentation finie.
(ii) Le faisceau conormal <^rl{j)=='^rY|X ( 1 6 . 1 . 2 ) est un (0^-Module localement libre.
(iii) U homomorphisme canonique

s^(^O')) - ̂ U)
(16.1.2.2) est bijectif.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas oùj est l'injection canonique
d'un sous-préschéma fermé Y de X, et alors la traduction de (16.9.4) en (16.9.8)
résulte de l'explicitation de ^^(j) et ^r'(j) en termes de l'Idéal / de 6^ définissant le
sous-préschéma Y (16.1.3, (ii)).

Corollaire (16.9.9). — Soient Y un préschéma, X un Y'-préschéma, j : Y->X une
Y'-section de X, de sorte que le n-ème invariant normal ^/{n) de j ( 1 6 . 1 . 2 ) est une 0^-Algèbre
augmentée ( 1 6 . 1 . 7 ) ; posons e^^ l̂im ̂ (n). Pour que j soit une immersion quasi-régulière.,

il faut et il suffit que j soit localement de présentation finie, et que tout j^eY admette un voisinage
ouvert affine U a'anneau G tel que ^(00) [ U soit isomorphe comme O^-Algèbre topologique augmentée
^[[T,,...,TJ].

On peut se borner au cas oùj est une immersion fermée en se restreignant à un
voisinage assez petit dej/ (voir le raisonnement de (16.4.11)), et alors ^y s'identifie à
une Algèbre quotient 0^\/ et Phomomorphisme surjectif canonique (P^->(Py admet un

48



§ i6 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 49

inverse à droite (i 6.1.7). On peut donc supposer X=Spec(B) et Y=Spec(A) affines,
B étant une A-algèbre augmentée, et l'idéal d'augmentation 3 étant de type fini.
Comme ^(n) s'identifie alors à (B/^4-1)^, le corollaire résulte de l'équivalence de b)
et c ) dans (0, 19.5.4) puisque B/3=A.

On notera que, dans le cas affine envisagé, le fait quej soit une immersion quasi-
régulière équivaut encore, en vertu de (0, 19.5.4), à dire que B est une A-algèbre formelle-
ment lisse pour la topologie 3-préadique.

On notera aussi que la condition que j soit une immersion localement de présen-
tation finie est toujours vérifiée lorsque le morphisme X->Y est localement de type
fini (1.4.3, (v)).

Proposition (16.9.10). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-
préschéma de X, j : Y->X l'injection canonique, y un point de Y.

(i) Pour qu'il existe un voisinage ouvert U de y dans X tel que la restriction YnU->U
de j soit une immersion régulière, il faut et il suffit que le noyau /y de V homomorphisme surjectif
^x,y~^^y solt engendré par une suite régulière d'éléments de (9^ .

(ii) Pour que l'immersion j soit régulière, il faut et il suffit qu'elle soit quasi-régulière.
(i) On peut se borner au cas où Y est un sous-préschéma fermé de X défini par

un Idéal cohérent / de (P^. La condition est évidemment nécessaire. Inversement, si /
est engendré par une suite régulière (J,)y, où les s, sont des sections de / au-dessus d'un
voisinage ouvert U dey dans X, on peut supposer que les .$, engendrent / \ U (Oi, 5 .2 . s)
et forment une suite régulière (0, 15.2.4), d'où l'assertion.

(ii) Le fait qu'une immersion quasi-régulière soit régulière résulte de (i) et de
l'identité des suites quasi-régulières et des suites régulières dans Q^y, formées d'éléments
de l'idéal maximal (0, 15.1.11).

Lorsque (sans hypothèse noethérienne sur X) le noyau / de (9^ —^(Py est
engendré par une suite régulière d'éléments de 0^, on dit que l'immersion j est régulière
au point y.

Corollaire ( 1 6 . 9 . 1 1 ) . — Soit X un préschéma localement noethérien; alors tout Idéal
quasi-régulier de (9^ est régulier.

Remarques (16.9.12). — (i) On notera qu'une immersion régulière n'est pas en
général un morphisme plat, ni a fortiori un morphisme régulier au sens de (6.8.1).

(ii) Soit A un anneau local noethérien; il résulte aussitôt de (16.9.4) et de
(0, i7. i . i) que pour que A soit régulier, il faut et il suffit que son idéal maximal m soit
quasi-régulier (ou régulier, ce qui revient au même puisque A est noethérien). Pour qu'un
schéma affine noethérien X soit régulier, il faut et il suffit que pour tout point fermé A:eX,
l'injection canonique Spec(/e(^))->X soit une immersion régulière.

Proposition (16.9.13). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
de X, Y' un sous-préschéma de Y, tel que l'injection canonique j : Y'->Y soit régulière. Alors
la suite de 0^,-Modules

(16.9.13. i ) o-^/^Y/x) ̂ ^YTX-^Y'/Y-^O
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est exacte ; en outre, pour tout ^eX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions à U
des homomorphismes de ( 1 6 . 9 . 1 3 . 1 ) forment une suite exacte et scindée.

Prouvons d'abord le lemme suivant :
Lemme (16.9.13.2). -— Soient A un anneau^ 3 un idéal de A, A'=A/3, (^)î ^,.

une suite d'éléments de A qui est A''-régulière^ S{ == S/^A, fi == 3 + ̂  ̂ ' == ̂ L^A', de sorte que
i i

G = A/fi est isomorphe à A''fK. Alors pour tout entier n>o et tout entier N^%, on a la relation

(16.9.13.3) 30^=3^+30^.
Il suffit évidemment de prouver que tout élément du premier membre est

contenu dans le second, et, par récurrence sur n^ on se ramène au cas où N = = % 4 - i «
Un élément du premier membre de (16.9.13.3), étant dans ^n, s'écrit PC/i, ...,y,.),
où PeA[T\, ..., TJ est homogène et de degré n. Si f^ est l'image canonique
de/, dans A', l'hypothèse P(/i,...J,)e3 signifie que P(//, ...,//) ==o. Mais
IVi', ...^e^, donc l'image canonique de P(//, ...,//) dans ^/n/^'n+l est nulle.
Or l'hypothèse que la suite (/) est A'-régulière implique que l'homomorphisme canonique
S^'/JV2)-^"/^714'1 est bijectif (0, 15.1.9); on conclut que les coefficients de P
appartiennent à fi==3+^. Il en résulte aussitôt que l'on a P(/, .. ̂ fr)^S{n+S{n+\
et comme P(/, .. .,/)e3, on a finalement P(/, ...,/,) e3^n+3n^n+l, ce qui prouve
le lemme.

En prenant les quotients des deux membres de (16.9.13.3) par 3 \̂ on volt q^
les relations (16.9.13.3) pour N^TZ entraînent

(i6.9.'3.4) (Sn^/S^n^A/^»))

On en déduit le
Corollaire (16.9.13.5). — Supposons vérifiées les hypothèses de (16 .9 .13 .2) et supposons

en outre que l9 anneau A soit noethérien et que S{ soit contenu dans le radical de A. Alors on a pour
tout entier w>o,

(16.9.13.6) 30^-3^.
En effet, le second membre de (16.9.13.4) est alors nul, puisque A/3^ est un

A-module de type fini (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 3, n° 3, prop. 6).
Prenons en particulier n==2 dans (16.9.13.6), et remarquons que l'on a

fl2=32+3^4-^2==3fl+^2; puisque 3ficû2, on en déduit que

3nfi2==3û+(3n^2)=3fi+3^2=3^
autrement dit

(16.9.13.7) 3nfi2==3^
ce qu'on peut encore exprimer en disant que l'homomorphisme canonique

3/3û-^(3+fiW
est bijectif.

Ces lemmes étant démontrés, prouvons la première assertion de (16.9.13) : il suffit
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évidemment de prouver que la suite des fibres des faisceaux figurant dans (16.9.13.1),
en un point ^eY', est exacte. Or, si l'on pose A == 6^ ̂  on peut écrire 6^ ^ = A' = A/3
où 3 est un idéal contenu dans l'idéal maximal de A, puis (9^, a;==A' /5Y, où K est
engendré par une suite ^'-régulière d'éléments de A', eux-mêmes images des éléments
d'une suite A'-régulière d'éléments de A appartenant à l'idéal maximal de A. Si K est
l'idéal engendré par ces derniers et fi =3 +^, on a ^y'^^A/fi, et comme on est dans
la situation de ( 16.9.13.5), l'homomorphisme canonique 3/3& -> (3 + fi2) /fi2 est bijectif.
Mais cela montre que la suite

o^/Sfî^fî/fi^fî/a/TO)2^

est exacte (voir la démonstration de (16.2.7)), et les modules figurant dans cette suite
sont précisément les fibres en x des faisceaux de (16.9.13.1). La seconde assertion résulte
de ce que ̂ y'/Y est un ^'"M^ule localement libre (16.9.8) et de Bourbaki, Alg.y chap. II,
3e éd., § i, n° n, prop. 21.

i6.io. Morphismes différentiellement lisses»

Définition ( 1 6 . 1 0 . 1 ) . — On dit qu'un morphisme de préschémas f: X-^S est différen-
tiellement lisse [ou que X est différentiellement lisse sur S) s^il vérifie les conditions suivantes :

(i) ûx/s est un 0^-Module localement projectif, c'est-à-dire que tout point de X admet un
voisinage ouvert affine U tel que r(U, fix/s) solt un r'(U, 0^)-module projectif (non nécessairement
de type fini).

(ii) U homomorphisme canonique ( 1 6 . 3 . 1 . 1 )

S^x/s) -> ^(^x/s)
est bijectif.

En particulier, si fix/s es^ localement libre de rang fini, les ^x/s sonif ^es (9^-Modules loca-
lement libres de rang fini (étant des extensions de tels Modules).

On dit que^est différentiellement lisse en un point xeX. (ou que X est différentiellement
lisse sur S au point x) s'il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que^lU soit
différentiellement lisse.

Nous verrons plus loin (17.12.4) qu'un morphisme lisse est différentiellement
lisse, ce qui justifie la terminologie; mais la réciproque est inexacte; en effet, un mono-
morphisme y:X-^S est difîerentiellement lisse, puisque ^x/s^0 en Y^rtu de (I, 5.3.8),
et par suite l'homomorphisme surjectif (16.3.1.1) est évidemment bijectif; or un mono-
morphisme n'est même pas nécessairement plat, ni a fortiori lisse. Bornons-nous ici à
noter la proposition suivante :

Proposition (i6.io.ss). — Scient A un anneau^ B une A-algèbre formellement lisse pour
les topologies discrètes (0, 1 9 . 3 . 1 ) . Alors Spec(B) est différentiellement lisse sur Spec(A).

En effet, B®^B est alors (pour les topologies discrètes) une B-algèbre formellement
lisse (pour l'un ou l'autre des homomorphismes canoniques b->b®î, b->ï®b de B
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dans B®^B) (0, 19.3.5, (lii)); donc B®^B est aussi une A-algèbre formellement lisse
pour les topologies discrètes (0, 19.3.5, (ii)). Posant 3==3g^, il en résulte que B®^B
est aussi une A-algèbre formellement lisse pour la topologie 3-préadique (0, 19.3.8);
comme par hypothèse B==(B0^B)/3 est une A-algèbre formellement lisse pour les
topologies discrètes, la proposition résulte de l'équivalence de a) et b) dans (0, 19.5.4).

Proposition (16.10.3). — Pour qu'un morphisme /: X—^S soit différentiellement lisse,
il faut et il suffit que pour tout ^eX, il existe un voisinage ouvert affine U de x, d'anneau A,
tel que r(U, ̂ ^/g) soit une ^.-algèbre topologique augmentée isomorphe à l'algèbre complétée B,
où B = S^(V), V étant un A-module projectif et B étant muni de la topologie B^-préadique (où B4'
est V idéal d'augmentation). Si fix/s es^ localement libre de rang fini, on peut remplacer B par
l'algèbre de séries formelles A[[I\, .. .5 TJJ.

La notion de morphisme différentiellement lisse étant évidemment locale sur X,
on peut se borner au cas où S=Spec(B), X==Spec(C). Considérons C®gC comme
une C-algèbre (pour le premier facteur); posons 3=3c/B et munissons 00^0 de la
topologie 3-préadique; on peut appliquer à la G-algèbre topologique G 0g G et à l'idéal 3
de C®gG l'équivalence de b ) et c ) dans (0, 19.5.4), puisque (G®gC)/3==G est évidem-
ment une C-algèbre formellement lisse pour les topologies discrètes. La topologie sur
r(U, ^5/g) est évidemment la topologie de limite projective de cet anneau (16.1.11).

On notera que l'entier n de l'énoncé de (16.10.3) est le rang de ^x/s au P0111! x '
Nous verrons plus loin (17.13.5) que lorsque y est différent] ellement lisse et localement
de type fini, n est aussi égal à la dimension de la fibre /"^(/M) au point x.

Proposition (16.10.4) . — Soient /:X->S, g'.S'-^S deux morphismes, et posons
X^XXsS'./'^/^X^S'.

(i) Si fest différentiellement lisse, il en est de même def.
(ii) Inversement, si g est fidèlement plat et quasi-compact, et sif est différentiellement lisse

et fix'/s' un ^'-Module de type fini, f est différentiellement lisse et jQx/s es^ un ^^-Module de
type fini.

En effet, si/est différentiellement lisse, les ^n(^x/s) sont des ^"Modules plats,
par suite (16.4.6), l'homomorphisme ^n^x/s)0^^' ~^ ^n^x'/s') est bijectif pour
tout n, et en vertu de la commutativité du diagramme (16.2. i .3), il résulte de la défini-
tion (i 6.10.1) que f est différentiellement lisse. D'autre part, si g est fidèlement plat
et quasi-compact, il résulte encore de (16.4.6) que ^n^x/s)0^^' ̂  ^n^x'/s')
est bijectif pour tout n. Supposons alors/' différentiellement lisse et Q^'is' de rang fini.
Comme la projection canonique X'->X est un morphisme fidèlement plat et quasi-
compact, il résulte d'abord de (2.5.2) que -Ox/s est un ^x-Module localement libre de
rang fini, puis de (2.2.7) que l'homomorphisme canonique (16.3.1.1) est bijectif, donc/
est différentiellement lisse.

Proposition (16.10.5). — Pour qu'un morphisme localement de type fini /: X-^-S soit
différentiellement lisse, il faut et il suffit que l'immersion diagonale A/ : X -> XXgX soit quasi-
régulière.
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La question étant locale, on peut se borner au cas où S et X sont affines, et par suite
le sous-préschéma diagonal de XXgX est fermé. L'hypothèse que y est localement de
type fini entraîne que A^ est localement de présentation finie (1.4.3.1), donc le sous-
préschéma diagonal de XXgX est défini par un Idéal de type fini / ^ et -0^/g=^/^2

est un ^"Module de type fini. La proposition résulte alors aussitôt de la comparaison
des conditions dans (16.10.1) et (16.9.4).

Remarque (16.10.6). — Soit f \ X—^S un morphisme tel que le (?x"^°dule ûx/g
soit localement libre de rang fini. Il résulte alors de (0, 20.4.7) que tout A:eX possède
un voisinage ouvert U tel qu'il existe une famille finie (^) 5^ de sections de ^x au-dessus
de U pour lesquelles (û?^)^çL toi'me une base du r(U, (P-^)-mod\ûe r(U, û^/g).

16.11. Opérateurs différentiels sur un S-préschéma différentiellement lisse»

(i 6.11.1) Soient y:X->S un morphisme, U un ouvert de X, (^)^gL une

famille de sections de ^x au-dessus de U telle que les ûfe^ forment un système de géné-
rateurs de ûx/g|U ==û^g. Soit m un entier ou le symbole oo, et posons, pour tout À

( 1 6 . 1 1 . 1 . 1 ) ^-^x=^-^r(u,^g).

Nous utiliserons d'autre part les notations usuelles de l'analyse; pour tout
p^Q^JeN^ (avec p^==o sauf pour un nombre fini d'indices), nous poserons

(16 .11 .1 .2 ) IPI-Ç^ p!=n(^!)
A X

( 1 6 . 1 1 . 1 . 3 ) (^^P'/Cq'Cp—q)') pourp,qdans N*1'', q<Sp

/p\
et on convient que 1 1 = o si q < p,

(16.11.1.4) z'=n(^, î?=n(^.
On aura donc, avec ces notations

( 1 6 . 1 1 . 1 . 5 ) ^(z^OfW^+z)^ S (^z'-'Ç-
q^P\q/

( 1 6 . 1 1 . 1 . 6 ) Ç^^z—z)1^ S (—i^-^L^^z11).

Comme les ûfe^ engendrent fix/s et sont ^es images des 8 ,̂ et que l'homomorphisme
canonique (16.3.1.1) est surjectif, on en conclut que pour m fini, les 8^ engendrent
la ffl^-Algebre ^^/g (Bourbaki, Alg. comm.y chap. III, § 2, n° 8, cor. 2 du th. i). Donc
les ^ (pour |p|^^) engendrent le 6^-Module ^^/g. Un opérateur différentiel
2)eDiff^g est par suite entièrement déterminé par les valeurs des ^.jD) pour
|p|^m, ou, ce qui revient au même par (16.11.1.5) et (16.11.1.6), par les valeurs
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des ^^z^, D>==D(zp) pour |p ^m; de façon précise, il résulte de (16.11.1.5)
que l'on a

( 1 6 . 1 1 . 1 . 7 ) D(zP)=<^(zP),Jr)>=^^<^2)>zP-('.

Théorème (i6.ii.ss). — Soient y:X->S un morphisme, U z/% ouvert de X, (^)^çL
une famille de sections de 0^ au-dessus de U telle que la famille (ûk^çL ^g^àre ûx/g|U==fi{j/g.
Z^j conditions suivantes sont équivalentes :

a) f\V est différentiellement lisse et (â? )̂ est une base du 0^-Module û^j/g.
b) // existe une famille (Dp)pç,((L) d'opérateurs différentiels de (9^ dans lui-même^ vérifiant

les conditions

(16 .11 .2 .1 ) DpÇz^^z^ (p,q dansN^).

De plus, lorsque ces conditions sont vérifiées, la famille (Dp) est déterminée de façon unique
par les conditions ( 1 6 . 1 1 . 2 . 1 ) et vérifie les relations

(16.11.2.2) DpoD^D^oDp^^^^Dp,., (p,q dans N )̂).

Enfin, si L est fini, pour tout entier m, les Dp tels que |p[^w forment une base du ffly- Module
Qiff^, autrement dit, tout opérateur différentiel d'ordre ^m sur U s'écrit d'une seule façon sous
la forme

-D-, S a,D,
Ipj^w p •

où les ûp sont des sections de 0-^ au-dessus de U.
Notons d'abord qu'en vertu de ( 1 6 . 1 1 . 1 . 6 ) et ( 1 6 . 1 1 . 1 . 5 ) , on vérifie aussitôt

que les conditions ( 1 6 . 1 1 . 2 . 1 ) sont équivalentes à

(16.11.2.3) ^Ç^D^^Spq (indice de Kronecker).

L'existence de la famille (Dp) vérifiant ces relations entraîne donc d'abord (en prenant
[ p [ = i ) que les d^ sont linéairement indépendants, donc forment une base du
6\j-Module ûy/g. Puis, pour tout entier m ^ i , on déduit de même de (16.11.2.3)
que les ̂  tels que |p|^m sont linéairement indépendants; par suite l'homomorphisme
canonique (16.3.1.1) est injectif, donc bijectif, et cela prouve que b) entraîne a). La
réciproque découle aussitôt de la définition (16.10. i), le fait que les Ç1' forment une base
de ^^g pour [ j & j ^ w entraînant l'existence et l'unicité d'une famille d'homomor-
phismes u^ : ̂ s^^u (l ï l^^) te^ q^ ^^ ^m)^^ P01111 Ip l^^î |q|^. Pour
une valeur de q donnée, les opérateurs différentiels correspondant aux u^^ pour
m^- |q[ sont identifiés à un même opérateur Dq. Cela prouve donc que a) entraîne b ) ,
et en outre que la famille (Dp) est déterminée de façon unique et que, si L est fini,
pour |p|<w, les Dp forment une base du dual Siff^^ de ^^g. Enfin, les relations
(i 6. il .2.2) découlent aussitôt de l'expression des valeurs des trois opérateurs considérés
pour les z', et du fait que les Ç' pour (r|^772 engendrent ^%.
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Remarques (16.11.3). — (i) Le fait que les Z)p sont deux à deux permutables en
vertu de (16.11.2.2) n'implique naturellement pas que la ^-Algèbre S^iff^ soit commu-
tative, les Z)p ne permutant aux produits par les sections de 6\j que si n = o.

(ii) Les indices p tels que [ p [ = i sont les Sx^^xJixeL avec ^n^0 sl ^=^= x et

g^ == i ; lorsque L est fini, les opérateurs D ne sont autres que les S-dérivations D, intro-
duites dans (16.5.7). On notera qu'en général (et contrairement à ce qui se passe en
Analyse classique), il n'est pas vrai qu'un opérateur différentiel d'ordre quelconque
puisse s'écrire comme combinaison linéaire de puissances des D, (cf. (16.12)).

(iii) Pour tout entier r^ i, on peut définir la notion de morphisme différentiellement
lisse jus qu'à l'ordre r en remplaçant dans (16.10. i) la condition (ii) par la condition que
les homomorphismes

Ww) -^ ^(^x/s)

soient bijectifs pour tout m^r. Le raisonnement de (16.11.2) prouve alors que si,
dans la condition a ) , on remplace « différentiellement lisse » par « différentiellement
lisse jusqu'à l'ordre r », cette condition est équivalente à la condition b ) dans laquelle
on se borne aux peN^, qeN^ tels que |p ^r, |q[^y.

16.12. Cas de la caractéristique nulle : critère jacobien pour les morphismes
différentiellement lisses.

(16.12.1) On dit qu'un préschéma X est de caractéristique p [p égal à o ou à un
nombre premier) si, pour tout ouvert affine U de X, l'anneau r(U, Oy^ est de carac-
téristique^ (0, 2 i . i . i). Il résulte de (0, 21. i .3) que pour que X soit de caractéristique o,
il faut et il suffit que pour tout point fermé x de X, le corps résiduel k(x) soit de carac-
téristique o, ou encore que X puisse être muni d'une structure de Q-préschéma (néces-
sairement unique).

Théorème (16.12.2). — Soient X un préschéma de caractéristique o, f : X ->• S un morphisme.
Si -QX/S est un Q^-Module localement libre (non nécessairement de type fini) ,fest différentiellement
lisse.

La question étant locale sur X, on peut supposer qu'il existe une famille (-^) de
sections de ^x au-dessus de X telle que (ûfe^) soit une base du (P^-Module û^/g. Appliquant
le critère (16.11.2), il suffit de remarquer que les opérateurs

D,=çp\r1^
(où les D^ sont les formes coordonnées correspondant à la base (d^)) vérifient les rela-
tions (16.11.2.1), ce qui est une conséquence du fait que les D^ sont des dérivations.

(16.12.3) Le théorème précédent n'est plus exact lorsqu'on abandonne l'hypo-
thèse que X est de caractéristique o. Par exemple, si S ==Spec(Â:), où k est un corps de
caractéristique j&>o, X=Spec(K) où K==Â:(a) avec a^A:, (x^ek, on vérifie aussitôt

55



56 A . G R O T H E N D I E G K Chap. IV

que £?x/s est de rang i, et que le morphisme X->S est différentiellement lisse jusqu'à
l'ordre p — i (16.11.3, (iii)), mais non jusqu'à l'ordre p. Cependant, la démonstration
de (16.12.2) prouve que si Q^ est localement libre, et si n ! i^ est inversible dans
F(X, ^x)? alors X est différentiellement lisse sur S jusqu'à l'ordre n.

§ 17. MORPmSMES LISSES, MORPHISMES NON RAMIFIÉS (OU NETS)
MORPmSMES ÉTALES

Dans le présent paragraphe, nous reprenons les notions étudiées dans (0, ig),
exprimées à l'aide du langage géométrique des schémas et du point de vue global, pour
les préschémas localement de présentation finie sur un préschéma de base donné. La
plupart des résultats (à l'exception des n^ 17.7, 17.8, 17.9, 17.13 et 17.16) se réduisent
d'ailleurs à des variantes de propriétés déjà rencontrées dans (0, 19). Pour des résultats
plus spéciaux sur les morphismes étales, le lecteur consultera le § 18.

17,1. Morphismes formellement lisses, morphismes formellement non rami-
fiés, morphismes formellement étales.

Définition (17.1.1). — Soit f: X->Y un morphisme de préschémas. On dit que f est
formellement lisse (resp. formellement non ramifié ou formellement net, resp. formellement
étale) si, pour tout schéma affine Y', tout sous-schéma fermé Y^ de Y' défini par un Idéal niipotent
/ de (9^,, et tout morphisme Y'—^Y, F application
( 1 7 . 1 . 1 . 1 ) HomyÇY', X) ->Homy(Yo, X)

déduite de l'injection canonique Yo->Y', est surjective (resp. injective, resp. bijective),
On dit encore alors que X est formellement lisse (resp. formellement non ramifié ou

formellement net, resp. formellement étale) sur Y.
Il est clair que dire que/est formellement étale signifie qu'il est à la fois formellement

lisse et formellement non ramifié.
Remarques (17.1.2). — (i) Supposons que Y==Spec(A) et X==Spec(B) soient

affines, de sorte que f provient d'un homomorphisme d'anneaux 9 : A->B. En vertu
de (0, 19.3.1 et 0, 19.10.1), dire que /est formellement lisse (resp. formellement non
ramifié, resp. formellement étale) signifie que 9 fait de B une A-algèbre formellement lisse
{resp. formellement non ramifiée, ̂ ^.formellement étale) pour les topologies discrètes sur A et B.

(ii) Pour vérifier que f est formellement lisse (resp. formellement non ramifié,
resp. formellement étale), on peut, dans la définition (17.1.1) se borner au cas où ^=o.
En effet, si f vérifie la condition correspondante de la définition (17.1.1) dans ce cas
particulier, et si l'on a /n=o, on considère le sous-schéma fermé Y^ de Y' défini par
l'Idéal /1+1 pour o^j^n—î, de sorte que Y,' est un sous-schéma fermé de Y^i défini
par un Idéal de carré nul; l'hypothèse entraîne que chacune des applications

Hon^Y;,.,, X) -> Homy(Y;, X) (o^^-i)
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est surjective (resp. injective, resp. bijective) ; par composition, on en conclut qu'il en
est de même de (17.1.1.1).

(iii) On notera que les propriétés du morphisme f définies dans (17.1.1) sont
des propriétés du fondeur représentable (Om, 8.1.8)

Y'^Hon^Y', X)

de la catégorie des Y-préschémas dans la catégorie des ensembles; elles gardent un sens
pour n'importe quel foncteur contravariant ayant mêmes catégories de départ et d'arrivée,
représentable ou non.

(iv) Supposons que le morphisme / soit formellement non ramifié (resp. formelle-
ment étale) ; considérons un Y-préschéma quelconque Z et un sous-préschéma fermé Zç
de Z défini par un Idéal localement niipotent / de (9^. Alors l'application

( 1 7 . 1 . 2 . 1 ) HoniY(Z,X) -^Homy(Zo,X)

déduite de l'injection canonique Zg->Z, est encore injective (resp. bijective). En effet,
soit (UJ un recouvrement ouvert affine de Z tel que les Idéaux / \ U^ soient niipotents,
et pour tout a, soit U^ l'image réciproque de U^ dans Zg, qui est le sous-schéma fermé
de U^ défini par ^|U^., Soit fo : ZQ->X un Y-morphisme ; par hypothèse, pour tout a,
il y a au plus un (resp. un et un seul) Y-morphisme f^ : U^-^X dont la restriction à U^
soit égale à^oiU^. On en conclut aussitôt que si f^ etf^ sont définis, alors, pour tout
ouvert affine VcU^nUp, on a fy^ V==/p|V, puisque les restrictions de ces morphismes
à l'image réciproque Vo de V dans ZQ coïncident. Il y a donc au plus un (resp. un et un
seul) Y-morphisme f\ Z—^X dont la restriction à Zg coïncide avec^o-

Proposition ( 1 7 . 1 . 3 ) . — (i) Un monomorphisme de préschémas est formellement non ramifié ;
une immersion ouverte est formellement étale.

(ii) Le composé de deux morphismes formellement lisses (resp. formellement non ramifiés,
^^.formellement étales) est formellement lisse (resp. formellement non ramifié., ^^.formellement
étale}.

(iii) Si f: X-^Y est un S-morphisme formellement lisse (resp. formellement non ramifié,
resp. formellement étale), il en est de même de f^ : X(g^—>Y^ pour toute extension S'->S
du préschéma de base.

(iv) Si f'. X->X' et g : Y-^Y' sont deux ^-morphismes formellement lisses (resp. formel-
lement non ramifiés, resp. formellement étales), il en est de même de fx^g : XXgY—^X'XgY'.

(v) Soient f: X—^Y, g : Y->Z deux morphismes; si g of est formellement non ramifié,
il en est de même de f.

(vi) Si f: X—^Y est un morphisme formellement non ramifié, il en est de même de

fred. : ̂ red'^^ed.

En vertu de (I, 5 .5 .12)5 il suffit de prouver (i), (ii) et (iii). Les deux assertions
de (i) sont triviales. Pour prouver (ii), considérons deux morphismes f : X-^Y, g : Y->Z,
un schéma affine Z', un sous-schéma fermé Z^ de Z' défini par un Idéal niipotent et
un morphisme Z'-^Z. Supposons f et g formellement lisses, et considérons un Z-mor-
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phisme UQ : Z^X; l'hypothèse sur g entraîne qu'il existe un Z-morphisme v : Z'-^Y tel
que fouQ==voj (où j : Z^Z' est l'injection canonique) ; l'hypothèse sur/entraîne alors
qu'il existe un morphisme u : Z->X tel que fou=-v et uoj=u^, donc (gof)ou est
égal au morphisme donné Z'->Z et UOJ'=UQ, ce qui prouve que gof est formellement
lisse; on raisonne de même lorsque l'on suppose/et g formellement non ramifiés.

Enfin, pour démontrer (in), posons X'=X(g,), Y'=Y(S,), f'^f^', considérons
un schéma affine Y", un sous-schéma fermé Y^ de Y" défini par un Idéal niipotent et
un morphisme g : Y^-^Y' faisant de Y" un Y'-préschéma; on sait alors (1,3.3.8)
que Homy^Y^X') s'identifie canoniquement à HoniyÇY", X) et Hom.Y'(Y;;, X') à
Hom^Y", X), et la conclusion résulte alors immédiatement de la définition (17 .1 .1) .

On notera qu'une immersion fermée n'est pas nécessairement un morphisme formelle-
ment lisse.

Proposition (17.1.4). — Soient f: X->Y, g : Y->Z deux morphismes, et supposons g
formellement non ramifié. Alors, si gof est formellement lisse ^-^.formellement étale), il en est
de même de /

En effet, soient Y' un schéma affine, Y'Q un sous-schéma fermé de Y' défini par
un Idéal niipotent, h : Y'—Y un morphisme, j : Y^—Y' l'injection canonique,
UQ : YO-—X un Y-morphisme, donc tel que foUo=hoj. Supposons gof formellement
lisse; alors il existe un morphisme u : Y'-^X tel que UOJ=UQ et (gof)ou ==goh. Mais
ces relations entraînent que fou et h sont deux Z-morphismes de Y' dans Y tels que
{fQU)oj=hoj^ en vertu de l'hypothèse que g est formellement non ramifié, on en tire
que fou==h, autrement dit u est un Y-morphisme; donc/est formellement lisse. Compte
tenu de (17.1.3, (v)), cela démontre la proposition.

Corollaire (17.1.5). — Supposons g formellement étale ; alors, pour que gof soit formellement
lisse {^^.formellement non ramifié, resp. formellement étale}, il faut et il suffit que f le soit.

Gela résulte de (17,, 1.4) et de (17.1.3, (ii) et (v)).
Proposition (17.1 .6) . — Soit /: X->Y un morphisme de préschémas.
(i) Soit (UJ un recouvrement ouvert de X et, pour tout a, soit i^ : U^—X l'injection

canonique. Pour que f soit formellement lisse (resp. formellement non ramifié, resp. formellement
étale), il faut et il suffit que chacun des morphismes foi ̂  le soit.

(ii) Soit (V\) un recouvrement ouvert de Y. Pour que f soit formellement lisse (resp.
formellement non ramifié, ^^.formellement étale), il faut et il suffit que chacune des restrictions
/-TO-V, de fie soit.

Notons d'abord que (ii) est conséquence de (i) : en effet, si j\ : V^-^Y et
î\ r/'^V^-^X sont les injections canoniques, la restriction A ^/"^V^-^V^ de/
est telle que j^f^==f^i^ si/est formellement lisse (resp. formellement non ramifié),
il en est de même de/oz^ puisque z\ est formellement étale (17.1 .3) ; mais commet
est formellement étale, cela entraîne que /^ est formellement lisse (resp. formellement
non ramifié) en vertu de (17.1.5). Inversement, si tous les/^ sont formellement lisses
(resp. formellement non ramifiés), il en est de même desj\of^ (17.1.3), donc aussi de/
en vertu de (i).
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Si l'on tient compte de ce que les ^ sont formellement étales, tout revient donc à
prouver que si les/o^ sont formellement lisses (resp. formellement non ramifiés), il en
est de même de y.

Soient donc Y' un schéma affine, Yç un sous-schéma fermé de Y' défini par un
Idéal niipotent / , que l'on peut supposer tel que ^=0 (17.1.2, (ii)), et enfin soit
^ rY ' - ^Y un morphisme. Supposons donné un Y-morphisme UQ : Yç->X; désignons
par W^ (resp. W^) le préschéma induit par Y' (resp. Y^) sur l'ouvert ^(Hx) (on rappelle
que Y' et YQ ont même espace topologique sous-jacent). Supposons d'abord que les/oz^ soient
formellement non ramifiés, et montrons que, si -u! et u" sont deux Y-morphismes de Y' dans X
dont les restrictions à Y^ coïncident, alors on a u ' ^ u " . En effet, compte tenu
de (17.1.2, (iv)), l'hypothèse que les foi ̂  sont non ramifiés entraîne que pour tout a,
on a uf\W^=uff\Vf^, puisque les restrictions de ces deux Y-morphismes à W^ coïn-
cident. D'où la conclusion dans ce cas.

Supposons maintenant tous les foi^ formellement lisses et prouvons qu'il existe un
Y-morphisme u : Y'—^X dont UQ est la restriction à Y^. Or, puisque Y' est un schéma
affine, on peut appliquer (16.5.17) dont les hypothèses sont satisfaites, et dont la
conclusion démontre précisément l'existence de u.

On peut donc dire que les notions introduites dans (17.1.1) sont locales sur X
et sur Y, ce qui permet toujours, en vertu de (17.1.2, (i)), de se ramener à l'étude des
algèbres formellement lisses (resp. formellement non ramifiées, resp. formellement étales).

17.2. Propriétés différentielles générales.

Proposition (17.2.1). — Pour qu'un morphisme f: X-^Y soit formellement non ramifié,
il faut et il suffit que !S^==o (ce qu'on écrit encore Q^=o (16.3.1)).

Compte tenu de (17.1.6), on est ramené au cas où Y=Spec(A) et X=Spec(B)
sont affines, et la conclusion résulte alors de (0, 20.7.4) et de l'interprétation de ÛX/Y
dans ce cas (16.3.7).

Corollaire (17.2.2). — Soient f: X-^Y, g : Y->Z deux morphismes. Pour que f soit
formellement non ramifié, il faut et il suffit que U homomorphisme canonique (16.4.19)

/W/z)-^ûx/z
soit surjectif.

C'est une conséquence immédiate de (17.2.1) et de la suite exacte (16.4.19.1).
Proposition (17.2.3). — Soit f: X->Y un morphisme formellement lisse.
(i) Le (5 ̂ -Module Q^y est localement projectif (16.10. i). Si f est localement de type fini,

•GX/Y est localement libre de type fini.
(ii) Pour tout morphisme g : Y—^Z, la suite (16.4.19) de G^-Modules

(17.2.3.1) o^f\û^)^Q^-^û^^o

est exacte; en outre, pour tout A-eX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions à U
des homomorphismes de (17.2 .3 .1) forment une suite exacte et scindée.
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(i) On sait (16.3.9) que si/est localement de type fini, Q] est un ^-Module
de type fini. Pour prouver que, dans tous les cas, il est localement projectif, on peut se
borner, en vertu de (17.1.6),au cas où Y=Spec(A) et X=Spec(B) sont affines, et cela
résulte de l'hypothèse sur/et de (0, 20.4.9 et 0, 19.2.1).

(ii) Ici encore, on peut se borner au cas où X, Y et Z sont affines (17.1.6) et la
conclusion résulte dans ce cas de l'interprétation des Modules figurant dans la suite
(17.2.3.1) et de (0, 20.5.7).

Corollaire (17.2.4). — Si /: X-^Y est un morphisme formellement étale, alors, pour
tout morphisme g : Y—^Z, U homomorphisme canonique de 0^-Modules

/W/z)->ûx/z
est bijectif.

Cela résulte de l'exactitude de la suite (17 .2 .3 .1 ) et du fait que l'on a alors
ÛX/Y—O (17.2.1).

Proposition (17.2.5). — Soient /: X^Y un morphisme,^ un sous-préschéma de X
tel que le morphisme composé X' -^ X -^ Y (où j est l'injection canonique) soit formellement
lisse. Alors la suite de 0^,-Modules (16.4.21)

( 1 7 . 2 . 5 . 1 ) O^^X7X^ûx/Y®^-^/y^O

est exacte; en outre, pour tout xeX, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les restrictions à U
des homomorphismes de (17.2.5.1) forment une suite exacte et scindée.

Toujours en vertu de (17.1.6), on peut se borner au cas où Y==Spec(A) et
X=Spec(B) sont affines, et X'=Spec(B/3), où 3 est un idéal de B. Alors le faisceau
conormal ^x'/x correspond au B-module 3/32 (16.1.3), et la conclusion découle
de (0, 20.5.14).

Proposition (17.2.6). — Soient X, Y deux préschémas, /: X->Y un morphisme localement
de type fini. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) / est un monomorphisme.
b) / est radiciel et formellement non ramifié.
c) Pour tout j/eY, la fibre f^^y) est vide ou k{y)-isomorphe à Spec(fe(^)) (autrement

dit, est réduite à un seul point ^ tel que fe(^)->^/în/^ soit un isomorphisme).
Le fait que a) entraîne c ) résulte de (8. n .5. i). Il est clair que c ) entraîne que/

est radiciel; montrons qu'il résulte aussi de c ) que ÛX/Y==O, ce qui prouvera que c )
entraîne b) (17.2.1) . Notons que le ^-Module ÛX/Y est quasi-cohérent de type fini
(i 6.3.9). Il résulte donc de (I, 9.1.13.1) que, pour que (ûx/yL-o, il faut et il suffit que
si l'on pose Yi=Spec(fe(^)), X^/'-^^^XXyY,, on ait {^^=o; mais connue
le morphisme / : X^-^Yi déduit de/est formellement non ramifié en vertu de l'hypo-
thèse c} (17. i .3), la conclusion résulte de (17.2.1) . Prouvons enfin que b ) entraîne a ) ,
pour cela, considérons le morphisme diagonal g=^ : X—XXyX; puisque/est radiciel,
g est surjectif (1.8.7.1); d'autre part, ^x/Y est par définition le faisceau conormal ^{g)
de l'immersion g (16.3. i), et dire que/est formellement non ramifié signifie donc que
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^iC?)^0 (17-2 .1) . En outre, g est localement de présentation finie (1.4.3.1); donc
l'hypothèse ^{g)==o entraîne que g est une immersion ouverte (16.1.10); étant
surjective, cette immersion est un isomorphisme, donc/est un monomorphisme (I, 5.3.8).

17.3. Morphismes lisses, morphismes non ramifiés, morphismes étales.

Définition (17.3.1). — On dit qu'un morphisme f: X^Y est lisse (resp. non ramifié, ou
net (1) resp. étale) s'il est localement de présentation finie et formellement lisse {resp. formellement
non ramifié, resp. formellement étale).

On dit encore alors que X est lisse (resp. non ramifié ou net, resp. étale) sur Y.
Nous verrons plus loin (17.5.2) que cette définition d'un morphisme lisse coïncide

avec celle déjà donnée dans (6.8. i) ; jusque-là, c'est la définition de (17.3.1) que nous
utiliserons exclusivement.

Il est clair que dire que/est étale signifie qu'il est à la fois lisse et non ramifié.
Remarques (17.3.2). — (i) On notera que la définition (17.3.1) peut s'ex-

primer uniquement à l'aide du fbncteur

Y'^Hon^Y^X)

considéré dans (17.1.2, (iii)), car dire que/ est localement de présentation finie
équivaut à dire que le fbncteur précédent commute aux limites projectives de schémas
affines (8.14.2).

(ii) Soient A un anneau, B une A-algèbre. On dit que B est une A-algèbre lisse
(resp. non ramifiée, resp. étale) si le morphisme correspondant Spec(B)->Spec(A) est
lisse (resp. non ramifié, resp. étale). Il revient au même de dire que B est une A-algèbre
de présentation finie (1.4.6) et formellement lisse (resp. formellement non ramifiée, resp.
formellement étale) pour les topologies discrètes.

(iii) II résulte de (17.1.6) et de la définition d'un morphisme localement de pré-
sentation finie (1.4.2) que les notions de morphisme lisse, non ramifié et étale sont
locales sur X et sur Y.

Proposition (17.3.3). — (i) Une immersion ouverte est étale. Pour qu'une immersion soit
non ramifiée, il faut et il suffit qu'elle soit localement de présentation finie.

(ii) Le composé de deux morphismes lisses (resp. non ramifiés, resp. étales) est lisse (resp.
non ramifié, resp. étale).

(iii) Si f: X->Y est un ^-morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étale), il en est
de même de f^ : X(g,)->Y^ pour toute extension S'-^S du préschéma de base.

(iv) Si /:X->X' et g : Y—^Y' sont deux S-morphismes lisses (resp. non ramifiés,
resp. étales), il en est de même de fx^g : XXgY—^X'XgY'.

(1) Les mots « net » et « formellement net » paraissent bien préférables à la terminologie consacrée de « non
ramifié » (resp. « formellement non ramifié ») et seront employés à peu près exclusivement à partir du chap. V.
Dans ce chapitre, nous avons conservé l'ancienne terminologie afin de ne pas entrer en conflit avec (0, ig.io).
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(v) Soient y: X->Y, g :Y->Z deux morphismes ; si g est localement de type fini et
si gofest non ramifié, alors f est non ramifié.

Cela résulte aussitôt de (1.4.3) et de (17.1.3).
Proposition (17.3.4). — Soient f: X->Y, g : Y—^Z deux morphismes, et supposons g

non ramifié. Alors, si gof est lisse (resp. non ramifié, resp. étale), il en est de même de f.
En effet, comme g et gof sont localement de présentation finie, il en est de même

dey (1.4.3, (v)); la conclusion résulte donc de (17.1.4) et (17.1.3, (v)).
Corollaire (17.3.5). — Supposons g étale ; alors, pour que f soit lisse (resp. non ramifiée

resp. étale), il faut et il suffit que gof le soit.
Cela résulte de (17.3-4) et de (17 .3 -3» (il))-
Proposition (17.3.6). — Soient g : Y->S, h : X->S deux morphismes localement de

présentation finie. Pour qu'un S-morphisme f: X->Y soit non ramifié, il faut et il suffit
que U homomorphisme canonique ( 16 .4 .19 )

/w/s)->^x/s
soit surjectif.

Comme f est alors localement de présentation finie (1.4.3, (v)), la proposition
résulte aussitôt de (17 .2 .2) .

Définition (17.3.7). — Soit f: X—-Y un morphisme. On dit que f est lisse (resp. non
ramifié, resp. étale) en un point xe^K s'il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que la res-
triction f\\] soit un morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étalé) de U dans Y.

On dit encore alors que X est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) sur Y au point x.
Compte tenu de la remarque (17.3.2, (iii)), il revient au même de dire que y est

un morphisme lisse (resp. non ramifié, resp. étale) ou qu'il est lisse (resp. non ramifié,
resp. étale) en chaque point de X.

Il est clair que l'ensemble des points de X où un morphisme f: X->Y est lisse
(resp. non ramifié, resp. étale) est ouvert dans X.

Proposition (17.3.8). — Pour tout préschéma Y et tout 6 ̂ -Module localement libre ë
de type fini, le préschéma fibre vectoriel V(<^) (II, 1 .7 .8 ) est un Y'-préschéma lisse.

En effet (17.3.2, (iii)), on peut se borner au cas où Y=Spec(A) est affine et
V(<^)=Spec(A[Ti, . . . , T y ] ) ; comme A[T\, . . . ,TJ est une A-algèbre formellement
lisse pour les topologies discrètes (0, 19.3.2) et de présentation finie, cela démontre la
proposition (17.3.2, (ii) ).,

Corollaire (17.3.9). — Sous les hypothèses de (17.3 .8) , le préschéma fibre projectif P( S)
(II, 4 . 1 . 1 ) est un Y-préschéma lisse.

On peut encore se borner au cas où Y==Spec(A) est affine et P(<^)=PÇ.
On sait alors (11,2.3.14) qu'on a un recouvrement ouvert fini de P^ en prenant
les D^(T^) (o<z^r), égaux respectivement aux spectres des anneaux S/.), où l'on
remplace S par A[T(), T\, . . ., TJ et y par T .̂; mais il résulte aussitôt de la définition
de S^ (II, 2 .2 .1 ) que cet anneau, dans le cas considéré, est isomorphe à
A[T(), .. .3 T,_i, T^i, . . ., TJ; donc le corollaire résulte de (17.3.8).
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17.4. Caractérisations des morphismes non ramifiés.

Théorème (17.4.1). — Soient f: X—^Y un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est non ramifié au point x,

b) Le morphisme diagonal A^ : X->XXyX est un isomorphisme local au point x.

b') Si Von pose A^== (4/, 6), Z=XXyX et ^=^{x), F homomorphisme Q^ : 0^ g->^x x
est bijectif.

b") Pour tout morphisme g : Y'->Y, et tout point yeY' au-dessus de y=f[x), toute
^'-section s ' de X^XXyY' telle que x ^ s ' ^ y ' } soit au-dessus de x est un isomorphisme local
au point y ' .

c) On a (ÛX/YL=O.

d) Le k{ y) -préschéma f~l{y} est non ramifié sur k{y} au point x.
d') Le point x est isolé dans ~Xy=f~l[y) (autrement dit (Errm, 20), le morphisme/

est quasi-fini au point x) et l'anneau Q^ ̂  est un corps, extension séparable de k{y).

d") U anneau ^xy^x^^xl^y^x est un corps, extension finie séparable de k(y}.
e) L'anneau (îx,a; est une ^^ y-algèbre formellement non ramifiée pour les topologies

discrètes.

Comme/est localement de type fini, le ^"Module ÛX/Y est de type fini (16.3.9),
donc il revient au même de dire que (^x/y)^ = o ou qu'il existe un voisinage ouvert U
de x tel que Q^\V==o. Compte tenu de (17 .2 .1) , cela prouve l'équivalence de a)
et c ) . D'autre part, si l'on pose A=^y, B^^x,^ on a (^x/yL^^B/A (^-é-^)?
et l'équivalence de c) et e) résulte donc de (0, 20.7.4).

Comme d ' ) ne fait intervenir que des propriétés du morphisme X^->Spec(fe(j/)),
l'équivalence de a) et à ' ) entraînera ipso facto celle de d) et d ' ) . D'autre part d1 ) et d" )
sont équivalentes, car il revient au même de dire que ^x x est une ^00 -algèbre/m^
ou que x est un point isolé de Xy, puisque Xy est un k{y) -préschéma localement de type
fini (I, 6.4.4).

Prouvons maintenant l'équivalence de b) et b ' ) . On peut se limiter au cas où
Y=Spec(R) et X==Spec(S) sont affines et / de présentation finie; alors on a
Z==Spec(S®RS) et A^ correspond à l'homomorphisme canonique surjectif 80^8-^8,
dont on sait que le noyau 3 ^t un idéal de type fini (0, 20.4.4). Si l'on pose ^==3,
le Qy Module ^^x)=^zl^' est donc de présentation finie, et l'hypothèse que
l'homomorphisme Q, : 0^^ -> (^(^x)L est bijectif entraîne qu'en remplaçant au
besoin X par un voisinage ouvert de x, l'homomorphisme 6 : (9^ -> ̂  (0^) est lui-
même bijectif (Oi ,5 .2 .7) . Cela montre donc que b ' } entraîne b) ; la réciproque est
évidente.

D'autre part, l'équivalence de b) et b " ) résulte de (I, 5.3.7) sans hypothèse de
finitude sur/ : la donnée d'une Y'-section s ' : Y'->X' équivaut en effet à celle d'un
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Y-morphisme h=^g'os1 : Y'-»X (où g ' : X'->X est la projection canonique), de sorte
que ^^(ly, A)x, et alors le diagramme

Y' -̂  X'^Y'XyX

(I7.4.I.I) h ^xlx
y

X ———> XXyX
A/ Y

identifie Y' au produit des (XXyX)-préschémas X et X'. Par suite (I, 4.3.2) si A. est
un isomorphisme local au point x, s ' est un isomorphisme local au point y ' (puisque
x==h(y))y ce qui prouve que b) implique b" ) . La réciproque s'obtient en appliquant V )
au cas où l'on prend Y' == X, y ' == x, g==f et J'^A^.

Pour achever la démonstration de (17.4.1), il suffit de prouver les implications

d l f ) = > c ) ^ b ) ^ d " )

d" ) -=>c) : Comme ÛX/Y est un ^x"^0^11^ ^e tyPe ^lnl? u ^sulte du lemme de
Nakayama que la condition^ équivaut à [^^\)Jv^y^\j\)^Q-> c'est-à-dire (16.4.5)
a (^c/spec(k(t/)))a;== °- O11 est donc ramené au cas où Y est le spectre d'un corps k
et X un A-préschéma algébrique. L'hypothèse que (9^ ^ est un corps k\ extension finie
de À, entraîne d'abord que x est fermé dans X (I, 6.4.2), puis que x est point maximal
du préschéma noethérien X, donc est un point isolé de X. Remplaçant X par l'ouvert {x}
de X, on peut donc supposer que X== Spec(A') ; mais alors l'hypothèse que A' est extension
finie séparable de k entraîne t2^==o (0, 20.6.20), ce qui prouve c ) .

c ) =>b) : On a vu plus haut que l'on a alors fix/vl U== o pour un voisinage ouvert U
de x dans X; l'assertion b) résulte alors de la définition de ^x/Y (16.3. i) et de (i 6. i .9).

b) ̂ d" ) : Remplaçant X par un voisinage ouvert de x, on peut supposer que Ay
est une immersion ouverte; si l'on désigne par fy : Xy->Spec(fe(j/)) le morphisme déduit
de y par changement de base, A^ est alors aussi une immersion ouverte (1,5.3.4),
et comme la condition d ' ' ) ne concerne que le préschéma Xy, on voit qu'on peut se borner
au cas où Y est le spectre d'un corps k, X le spectre d'une A-algèbre A de type fini; la
propriété i" ) sera établie si l'on prouve que A est une k- algèbre finie et séparable, une telle
algèbre étant composée directe d'extensions finies séparables de k. Si K est une extension
algébriquement close de k, il revient au même de dire que A®^K est une K-algèbre finie
et séparable (4.6.1), donc on voit qu'on peut se borner au cas où k est algébriquement
clos. Montrons d'abord que A est une A-algèbre finie : il suffira de montrer que tout point
fermé A; de X est isolée car alors l'ensemble de ces points est ouvert dans X et discret, donc
fini puisqu'il est quasi-compact (X étant noethérien), ce qui établira notre assertion en
vertu de (I, 6.4.4). Or, on a alors kÇx)=k puisque k est algébriquement clos (I, 6.4.3)5
donc il y a une Y-section s de X telle que s(Y)=[x}, et en vertu de (17.4.1.1) ,
{x} est l'image réciproque de la diagonale Ax(X) par un morphisme X->XXyX,
donc {x} est ouvert dans X en vertu de l'hypothèse b). On a ainsi montré que A est une
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Â:-algèbre finie, composée directe de A-algèbres finies locales. Pour exprimer que A^ est
une immersion ouverte, on peut donc se borner au cas où A est une Â-algèbre locale
finie, X==Spec(A) étant donc réduit à un seul point; le corps résiduel de A, étant une
extension finie de k, est nécessairement identique à A;, et par suite (I, 3.4.9) X X^X est
réduit à un seul point et Ay est donc nécessairement un isomorphisme. Or, puisque A
est une A-algèbre, l'homomorphisme canonique A®^A->A ne peut être bijectif que
si A=k. C.Q.F.D.

Remarque (17.4.1.2). — Supposons seulement que y soit localement de type fini.
Alors ÛX/Y est encore un ^x"^°dule de type fini (16.3.9), et A^ un morphisme locale-
ment de présentation finie (1.4.3.1). Toute la démonstration de (17.4.1) est donc
valable, à condition de remplacer a) par : la restriction de f à un voisinage convenable de x
est un morphisme formellement non ramifié. On voit en outre que dans ce cas la restriction
de y à un voisinage convenable de x est un morphisme localement quasi-fini.

Corollaire (17.4.2). — Soit y:X-^Y un morphisme localement de présentation finie.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) f est non ramifié.
b) Le morphisme diagonal A, : X->XXyX est une immersion ouverte,
b') Pour tout morphisme Y'->Y, toute ^'-section de X'=XXyY' est une immersion

ouverte.
c) On a J3x/Y==°-
d) Pour tout J^Y, le k[y)-préschéma f~l{Jy) est non ramifié sur k[y).
d') Pour tout j/eY, le k(jy) -préschéma f"1^) est isomorphe à un préschéma de la forme

II Spec(K^), où, pour tout XeL, K^ est une extension finie et séparable de k{y).
XGL

e) Pour tout ^eX, /''anneau 0^ ^ est une G ̂  ti^-algèbre formellement non ramifiée pour
les topologies discrètes.

Corollaire (17.4.3). — Si f: X-^Y est non ramifié, alors/est localement quasi-fini
(En-ni, 20).

Proposition (17.4.4). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X-»Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, J/==/(^). Posons A==(Py , B==^x^5 î^
sont des anneaux locaux noethériens, et soit k le corps résiduel de A. Alors les conditions équivalentes a)
à e) du théorème (17.4. i ) sont aussi équivalentes à chacune des suivantes :

f) B ®^ k est un corps, extension finie séparable de k (ce qui entraîne que B est une
A-algèbre finie).

f) B est une A-algèbre formellement non ramifiée pour les topologies adiques.
Si de plus k[x)=k[y), ou si k est séparablement clos, ces conditions équivalent aussi à :

f") U homomorphisme A-»B est surjectif.
Notons d'abord, par le même raisonnement que dans (0, 19.3.6)3 qu'il revient

au même de dire que B est une A-algèbre formellement non ramifiée pour les topologies
Ê

./S

préadiques, ou que est une A-algèbre formellement non ramifiée pour les topologies
adiques. D'autre part, l'hypothèse que f est localement de type fini entraîne que Qg/^
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est un B-module de type fini (16.3.9), donc séparé pour la topologie n-préadique (où n
est l'idéal maximal de B) (Oi, 7.3.5) ; il revient par suite au même de dire que f^^==o
ou que ûg^=o; donc (0, 20.7.4), il revient au même de dire que B est une A-Algèbre
formellement non ramifiée pour les topologies discrètes, ou pour les topologies préadiques.
Ceci prouve l'équivalence des conditions e ) etf). Si m est l'idéal maximal de A, on a

,A:==A/m==Â/mÂ, donc Ê®^=Ê/înÊ=B®B(B/înB), et par suite (Oi, 7.3.5) B/mÊ est
le complété de B/rrtB=B®^A: pour la topologie n-préadique; ceci prouve l'équivalence
de d" ) et def). Enfin, lorsque k(x)=kÇjy) ou lorsque k est séparablement clos, la condi-
tion f) entraîne que l'homomorphisme A/mA->B/înB est bijectif; la condition f)
implique d'autre part que B est une Â-algèbre quasi-finie (Oi, 7.4.4)3 donc finie puisque À
est complet et B séparé pour la topologie îît-préadique, mB étant un idéal de définition
de B (Oi, 7 .4.1) . L'homomorphisme Â—^B est donc surjectif en vertu du lemme de
Nakayama. Donc/) entraîne alors f" )^ et la réciproque est évidente.

(17.4.5) Étant donnés un S-préschéma Y et deux S-morphismes f: X—^Y,
g : X—^Y, on en déduit canoniquement un S-morphisme (/, ^)g : X—^YXgY. Nous
appellerons préschéma des coïncidences de f et g l'image réciproque par C/,^)g de la diago-
nale Avis ; c'est donc un sous-préschéma de X, qui est fermé lorsque Y est un
S-schéma (I, 5.4.1).

Proposition (17.4. 6 ). — Soient h : Y—^S un morphisme non ramifiée et soient f: X->Y,
g : X->Y deux S-morphismes. Alors le préschéma G des coïncidences de f et g est un sous-préschéma
induit sur un ouvert de X; si de plus Y est un ^schéma (I, 5.4. i), G est un sous-préschéma fermé
de X.

En effet, puisque A ^ : Y - > Y X g Y est une immersion ouverte (17.4.2), l'image
réciproque par (/, g) g de Ay i g est un sous-préschéma induit sur un ouvert de X (I, 4.4. i ).
La dernière assertion résulte de (17.4.5).

Corollaire (17.4.7). — Sous les hypothèses de (17.4.6), soit x un point de X tel que les
f 3

deux morphismes composés Spec(fe(^)) -> X -> Y et Spec{k{x)) -> X -^ Y soient égaux. Alors
il existe un voisinage ouvert U de x tel que f\U ==g\\J. Si de plus Y est un S-schéma, il existe
un voisinage ouvert et fermé X7 de x dans X tel que /[X^^X'. Si enfin on suppose en outre
que X est connexe, on a f= g.

Gela résulte de (17.4.6) et de (I, 5.3.17).
Corollaire (17.4.8). —Sous les hypothèses de (17.4.6), supposons que le morphisme struc-

tural 9 ==hof== ho g de X dans S soit fermé. Soit s un point de S ; soit Xg le k{s)-préschéma 9 ̂ 1 {s)
f 9 •

et supposons que les deux morphismes composés X, -» X -> Y et X, -> X -> Y soient égaux.
Alors il existe un voisinage ouvert V de s dans S tel que f\ îp'^V) =g y"1^). Si déplus Y est un
^-schéma et si 9 est ouverte on peut prendre V ouvert et fermé. Si enfin on suppose de plus S connexe^
on a f==g.

Il résulte de (17.4.7) que le préschéma G des coïncidences de/et g est induit sur
un ouvert de X et contient Xg. Comme 9 est fermé, il existe un voisinage ouvert V de s
tel que ^"^(V) cC. Si de plus Y est un S-schéma, G est fermé, donc ç(X—G) est à la
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fois ouvert et fermé dans S, et son complémentaire V dans S est donc un voisinage ouvert
et fermé de s tel que (p-^cC.

Proposition (17.4.9). —Soient Y un préschéma connexe, f: X->Y un morphisme non
ramifié et séparé. Alors toute Y-section g de X est un isomorphisme de Y sur une composante connexe
ouverte de X, et l'application g^gÇY) est une bijection de F(X/Y) sur l'ensemble des composantes
connexes Z de X (nécessairement ouvertes dans X) telles que la restriction defàZ soit un isomor-
phisme de Z sur Y. En particulier, si g' et g" sont deux Y-sections de X telles que g'{y} ̂ g'^y)
pour un j^eY, on a g' ^g".

Il résulte en effet de (17.4.1, b " ) ) qu'une Y-section s de X est une immersion
ouverte, et comme X est un Y-schéma, s est aussi une immersion fermée (I, 5 .4.7);
il en résulte que s est un isomorphisme de Y sur un sous-préschéma de X induit sur une
partie ouverte et fermée de X, et comme s (Y) est connexe, c'est nécessairement une
composante connexe de X. Le reste de la proposition est immédiat.

Remarque (17.4.10). — Compte tenu de la remarque (17.4 .1 .2)5 on voit que,
dans les énoncés (17.4.6) à (17.4.9), on peut remplacer partout les mots « non ramifié »
par « formellement non ramifié et localement de type fini ».

17.5. Caractérisations des morphismes lisses.

Théorème (17.5.1). — Soient f: X—^Y un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X, y =f[x). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est lisse au point x.
b) f est plat au point x et le k[y)-préschéma f~l(Jy) est lisse sur h{y) au point x.
b') f est régulier au point x (6.8.1).
c) U anneau Q^ ^ est une (Py -algèbre formellement lisse pour les topologies discrètes,
On peut se borner au cas où Y=Spec(A), X==Spec(C), où C=B/3,

B = A[T\, . . . , TJ étant une algèbre de polynômes et 3 un idéal de B de type fini. L'équi-
valence de a) et c ) résulte alors de l'équivalence de a) et c ) dans (0, 22.6.4) . D'autre
part, appliquant ce résultat au morphisme localement de type fini /~"1(J^ -> Spec(/e(^)),
on voit que l'équivalence de b ) et b' ) résulte de l'équivalence de a) et b) dans (6.8.6).
Reste donc à démontrer l'équivalence de a) et b ) .

Montrons d'abord que a) entraîne b) ; notons p l'idéal premier j^ dan3 G, r l'idéal
premier \y dans A; on a p = q/3, où q est un idéal premier de B et r est l'image réciproque
de q dans A. L'hypothèse a ) entraîne d'abord quey"^) est lisse sur fe(j^) au point x
par (17.3.3), et il s'agit de montrer en outre que Cp==(îx,a; est un A,.-module plat.
Gomme Gp est une Ay-algèbre formellement lisse et que B est une A-algèbre formellement
lisse (pour les topologies discrètes), le critère jacobien (0, 22.6.4), joint à (0, 19.1.12),
entraîne qu'il existe dans 3 un système de r polynômes ^ ( i ̂  i^ r) et r indices j\ ( i ̂  ̂  r)
tels que les images des ^ dans 3q/3^ engendrent ce Bq-module et que l'on ait

(17.5- ï - i ) det(^/êT,^q.
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Notons maintenant que si g : Spec(B) -> Spec(A) est le morphisme structural,
la fibre ,?~10/) est le spectre de Panneau régulier /e(^)[Ti, ...,TJ (0, 17.3.7), donc
l'anneau local noethérien Bq/tBq en un point de cette fibre est régulier. Or, la condition
(17.5.1.1) entraîne que les images canoniques ^ des ^ dans l'idéal maximal m
de Bp/rB^ sont linéairement indépendantes mod. m2 : sinon, en effet, il existerait des poly-

r

nomes z^eB (i^i^r) n'appartenant pas tous à q et tels que S w^eq2. En dérivant
y i=l

par rapport aux Ty , on en conclurait que S^(^./^T^)eq pour î^k^r, ce qui
contredirait (17.5.1.1) puisque q est premier. On conclut donc de (0, 17.1 .7) que (^)
est une suite régulière dans B^/rBq. Mais comme le morphisme g est localement de pré-
sentation finie et que B est un A-module plat, il résulte de (11.3.8) que les images
canoniques u\ des ^ dans B^ forment aussi une suite régulière et que B^/(S^'Bq) est un

Ay-module plat. Comme les images des u\ dans 3q /32 engendrent ce B^-module, il
résulte du lemme de Nakayama que l'on a 2\'Bq==3q, et Cp==Bq/3^ est donc bien
un Ay-module plat.

Prouvons enfin que b) implique a). Avec les mêmes notations, l'hypothèse que Bq/3q
est un Aç-module plat entraîne que l'homomorphisme canonique 3q/ï3q -^ B^/rB^ est
injectif{0^ 6. i .2), de sorte que Sq/^q est identifié à un idéal de B^/rB^. Comme B^/rB(,
est une Ay-algèbre formellement lisse pour les topologies discrètes, on peut appliquer
à Cp=(Bq/rB^)/(3^r3^), le critère jacobien (0, 22.6.4); joint à (0, 19. i . 12), ce dernier
prouve, en vertu de l'hypothèse b), l'existence de r polynômes v^k[y)\T^ ...,TJ
tels que leurs images dans (3q/r3q)/(3q/r3(,)2 engendrent ce (Bq/rBJ-module et que
l'on ait

(i7.5.1-a) det(^JôT^qB,/rB,.

Si, pour tout i, on désigne alors par ^ un élément de 3 dont ^ est l'image canonique,
il résulte de (17.5.1.2) que les ^ vérifient la condition (17.5 .1 .1) ; d'autre part, en
vertu du lemme de Nakayama, les images u\ des ^ dans 3q engendrent ce B^-module.
Le critère jacobien (0, 22.6.4) joint à (0, 19.1.12), prouve alors que Cp=Bq/3^ est
une Ay-algèbre formellement lisse pour les topologies discrètes. C.Q.F.D.

Corollaire (17.5.2). — Soit f: X->Y un morphisme localement de présentation finie.
Pour que f soit lisse {au sens de (17.3.1)), il faut et il suffit que f soit régulier (6.8. i), autrement
dit que f soit plat et que pour tout j/eY, f^^y) soit un k{y)-préschéma géométriquement
régulier (6.7.6).

On a ainsi établi l'équivalence des deux définitions de « morphisme lisse » données
dans (6.8. i) et (17.3.1).

Proposition (17.5.3). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X-^Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y^fÇx). Posons A==^Y,ÎP ^==^x,!Bî ^ut

sont des anneaux locaux noethériens. Alors les conditions équivalentes a) à c) de ( 1 7 . 5 . 1 ) sont aussi
équivalentes à chacune des suivantes :
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d) B est une A-algèbre formellement lisse pour les topologies préadiques.
cT) B est une A-algèbre formellement lisse pour les topologies adiques.

Si de plus k[x)=k[y), ces conditions équivalent aussi à :

d") B est une A-algèbre isomorphe à une algèbre de séries formelles Â[[Ti, ...îTJ].
L'équivalence de la condition c ) de (17.5.1) et de d ) résulte de l'équivalence

de a) et d ) dans le critère jacobien (0, 22.6.4), et l'équivalence de d) et d f ) résulte
de (0, 19.3.6). D'autre part, d " ) implique à ' ) sans hypothèse sur les corps résiduels
(0, 19.3.4). Enfin, si m désigne l'idéal maximal de À, l'hypothèse d 1 ) entraîne que Ê/îîtÊ
est une k[y) -algèbre locale noethérienne complète, formellement lisse pour sa topologie
adique (0, 19.3.5); l'hypothèse h[y)=k{x) entraîne donc que Ê/mÊ est k[y) -isomorphe
à une algèbre de séries formelles fe(^)[[Ti, . . ., TJ] (0, 19.6.4). Comme d'autre part,
^-[[Ti, . . ., TJ] est un A-module plat et une Â-algèbre locale noethérienne complète,
on conclut de (0, 19.7. i .5) que cette algèbre est isomorphe à Ê. Donc d f ) entraîne à " )
sous l'hypothèse additionnelle k(x)==k{y).

Remarque (17.5.4). — Supposons que Y soit un préschéma localement noethérien,
et f: X->Y un morphisme localement de type fini. Le critère (17.5.3, d ) ) , joint à
(0, 22. i .4) montre que pour démontrer que/est lisse, on peut appliquer la définition
( 1 7 . 1 . 1 ) 3 en se restreignant au cas où le schéma affine Y' est le spectre d^un anneau local
artinien.

Proposition (17.5.5). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X->Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=fÇx). Supposons que Y soit réduit au
point y. Alors; pour que f soit lisse au point x, il faut et il suffit que f soit universellement ouvert
dans un voisinage de x dansf~^(^y) et que f~l{y) soit un k[y)-préschéma géométriquement régulier
au point x.

Compte tçnu de (17.5.1), tout revient à voir que, si/"^) est un k[y) -préschéma
géométriquement régulier au point x, il est équivalent de dire que / est plat au
point x ou universellement ouvert dans un voisinage de x dans /~1(J/). Or, si / est
plat au point x, il l'est dans un voisinage de x dans X (11.1.1) et par suite est
universellement ouvert dans ce voisinage (2.4.6). Réciproquement, l'hypothèse que/
est universellement ouvert dans un voisinage de x dans f^^^y) et que f'^^y) est un
k{y) -préschéma géométriquement régulier au point x entraîne que/est plat au point x,
puisque (Py^y est réduit (15.2.2).

Corollaire (17.5.6). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X-^-Y un
morphisme localement de type fini, x un point de X, y=f(^x). On suppose que Y soit réduit et
géométriquement unibranche ( 6 . 1 5 . 1 ) au point y. Alors, pour que f soit lisse au point x,
il faut et il suffit que f soit équidimensionnel au point x et quef'^^y) soit un k{y)-préschéma géomé-
triquement régulier au point x.

En remarquant que l'ensemble des points où / est équidimensionnel est ouvert
(ï 3 - 3 • 2), on voit que le corollaire résulte de ( 17.5.5) et du critère de Chevalley (14.4.4).

Le fait que/soit un morphisme lisse en un point entraîne en particulier que/vérifie
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en ce point toutes les propriétés définies dans (6.8. i). On a donc les propriétés suivantes,
que nous rappelons pour la commodité des références :

Proposition (17.5.7). — Soit f: X—^Y un morphisme localement de présentation finie,
lisse en un point xeK-, posons y =f[x). Alors, pour que Vanneau (9^ soit réduit (resp. intégrale-
ment clos, resp. géométriquement unibranche), il faut et il suffit que (Py le soit,

Cela a en effet été prouvé dans (11.3.13) et (11.3.14) complété par En-iy, 30.
Proposition (17.5.8). — Soient Y un préschéma localement noethérien, f: X->Y un

morphisme localement de type fini, lisse en un point ^eX; posons y==f(x). Alors :
(i) On a dim(^,J=dim(^,)+dim(^..®^/<J)).
(ii) On a coprof(^x.J==coprof(^Y^).
(iii) Pour que Panneau 0^^ possède la propriété (SJ (5.7.2) (resp. (RJ (5.8.2)),

il faut et il suffit que Panneau (P^y la possède. En particulier, pour que (P^^ soit régulier, il faut
et il suffit que fi^y Ie soît-

Ce sont des cas particuliers de (6.1.2) , (6.3.2), (6.4.1) et (6.5.3).

17.6. Caractérisations des morphismes étales.

Théorème (17.6.1). — Soient f: X—^Y un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X, y =fÇx). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est étale au point x.
a7) f est lisse au point x et non ramifié uu point x.
b) f est lisse au point x et quasi-fini au point x (Errju, 20).
c) f est plat au point x et non ramifié au point x.
c') f est plat au point x et Panneau ^^l^y^x.x est un ^P8-, extension finie séparable

de k(j).
d) U anneau O^y^ est une (!) ̂ y-algèbre formellement étale pour les topologies discrètes.
L'équivalence de a) et a ' ) résulte aussitôt des définitions; celle de a) et d ) résulte

de l'équivalence de a) et e ) dans (17.4.1) et de l'équivalence de a ) et d ) dans (17.5.1).
L'équivalence de c ) et c ' ' ) résulte de l'équivalence de a) et d f ) dans (17.4.1). Le fait
que a ' ) implique c ' ) découle de (17.5.1); inversement, si c ' ) est vérifiée, y est régulier
(donc lisse par (17.5.1)) au point x, car si K est une extension finie séparable d'un corps k,
alors, pour toute extension A' de k, Spec(K®^/;') est régulier, étant somme d'un nombre
fini de spectres de corps. Le fait que a ' ) implique b) résulte de (17.4.1, d ' ) ) et de
(17.5.1, b)}. Il reste donc à voir que b) entraîne c ) , et comme on sait déjà que/est plat
au points, par (17.5. i), il suffit de montrer que/""^) est un k [y) -préschéma non ramifié
sur k[y) ; autrement dit, on est ramené à prouver que b) entraîne c ) lorsque Y== Spec(A;)
est le spectre d'un corps k. Comme la question est locale sur X, on peut se borner au cas
où X==Spec(A), où A est une ^-algèbre finie et locale (Oj, 7.4.1). En vertu de l'hypo-
thèse b), A est une ^-algèbre formellement lisse pour les topologies discrètes, qui coïncident
ici avec les topologies préadiques; donc (0, 19.6.5), A est un anneau local régulier, donc
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un corps puisqu'il est artinien, et il résulte alors de (0, 19.6.5.1) que A doit être une
extension finie et séparable de k, ce qui achève la démonstration (17.4.1).

Corollaire (17.6.2). — Soit y:X->Y un morphisme localement de présentation finie.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est étale.
a') f est lisse et non ramifié.
b) f est lisse et localement quasi-fini (Err^, 20).
c) f est plat et non ramifié.
c') f est plat, et toute fibre f~lÇ y) est un k[y)-schéma somme de spectres de corps, exten-

sions finies et séparables de k[y).
c") f est plat, et pour tout yeY et toute extension algébriquement close k' de k[y), la «fibre

géométrique » f"1^)®^)^ est somme de spectres de corps isomorphes à k'.

Le seul point qui reste à démontrer est l'équivalence de c ' ) et c" ) . Il est clair que c ' )
entraîne c " ) par changement de base (17.3.3). D'autre part, comme le morphisme
projection /"^J^)®^)^ ->/-1(J;) est ouvert (2.4.10), l'hypothèse c" ) entraîne que
l'espace/"^) est discret, donc, pour tout point xç='^y=f~l{y), l'anneau local 0^^=A
est une k{y) -algèbre finie, donc un anneau local artinien; en outre il résulte de c " )
que Spec(A®-.A;') est somme de spectres de corps isomorphes à k ' , ce qui n'est possible
que si A est un corps, extension finie séparable de k[y) (4.6.1).

Proposition (17.6.3). — Soient Y un préschéma localement noethérien, /: X—Y un
morphisme localement de type fini, x- un point de X, y ==f{x). Posons A == 0y, y ? B == ^x, x ? ^
sont des anneaux locaux noethériens, et soit k le corps résiduel de A. Alors les conditions équivalentes a)
à d) de (17.6.1) sont aussi équivalentes à chacune des suivantes :

e) B est une Â-algèbre formellement étale pour les topologies adiques.
e') B est un A-module libre et Ê®^Â; est un corps, extension finie et séparable de k (ce qui

entraîne que B est une Â-algèbre finie).
Si de plus k[x}=k{y), ou si k est séparablement clos, ces conditions équivalent aussi à :

e") Uhomomorphisme canonique A-»B est bijectif.
L'équivalence de e ) et de chacune des conditions de (17.6.1) résulte aussitôt

de (l7.4.4,/7) et (17.5.3, d ' ) } . Le fait que e ) entraîne e ' ) résulte de (17.4.4,7)) et
de (0, 19.7.i) , compte tenu de ce que Ê est alors une Â-algèbre finie (17.4.4) et qu'il
revient donc au même de dire que Ê est un À-module plat ou un À-module libre
(uni 5 10. i .3). Inversement, le fait que e ' ) entraîne e) résulte de (17.4.4) et de
(0, i9.7. i). Enfin, e ' ) entraîne que l'homomorphisme Â->B est injectif, et si k{x)=k[y)
ou si k est séparablement clos, cet homomorphisme est surjectifpar ( 17.4.4). La réciproque
est immédiate.

Proposition (17.6.4). — Sous les hypothèses de (17.6.3), si f est étale au point x, on a
dim(^x,J=dim(^Y,y)-

C'est un cas particulier de (17.5.8, (i)) puisque x est isolé dans sa fibre y"'1^).
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17.7. Propriétés de descente, de passage à la limite et de constructibilité.

Proposition (17.7.1) . — Soient /:X->Y un morphisme localement de présentation
finie, g : Y'->Y un morphisme, X'=XXyY',/'=/^) ^ X'-^Y' ^ ^': X'-^X les projec-
tions canoniques. Soit x' un point de X' et posons x •== g' (^'), y' ==/'\x').

(i) 5ï/' ̂  yzoTz ramifié au point x', alors f est non ramifié au point x.
(ii) Supposons de plus que g soit plat au point y. Alors, sif est lisse (resp. étale) au point x',

f est lisse (resp. étale) au point x.
Posons ^=/W ==,?(./), de sorte que l'on a ft~l{f)=f~l{y}®^k{f), notons

que/' est localement de présentation finie.
(i) Comme la propriété pour un morphisme (localement de présentation finie)

d'être non ramifié en un point ne fait intervenir que la fibre du morphisme en ce point
(17.4.1, d } ) , on peut se borner au cas où Y et Y' sont des spectres de corps. Mais alors
il revient au même de dire que / (resp. /') est non ramifié en x (resp. x ' ) ou qu'il est
étale en ce point (17.6.1, c ) ) , donc (i) est une conséquence de (ii).

(ii) Gomme/' est plat au point x ' (17.5.1), l'hypothèse que g est plat au pointa'
entraîne que/est plat au point x, car la projection g ' : X'->X est un morphisme plat au
point x ' , et fogf==goff est un morphisme plat au point X', d'où la conclusion (2.2.11,
(iv)). Le fait que/soit lisse (resp. étale) au point x ne fait plus alors intervenir que la
fibre y"1^) (17.5.1 et 17.6.1), et on est donc encore ramené au cas où Y=Spec(/;)
et Y'=Spec(A') sont des spectres de corps. Dire que/' est lisse au point x ' signifie alors
(17.5.1) que X' est un Â;'-préschéma géométriquement régulier au point x ' , et cela
entraîne (6.7.8) que X est un /:-préschéma géométriquement régulier au point x, donc
que / est lisse au point x. Supposons de plus que /' soit étale au point x ' de sorte que x '
est isolé dans/'""1 (y) (17.6.1); comme la projection /'"^C/) —^/~'1(J/) est un
morphisme ouvert (2.4.10), x est isolé dans/"^) ; comme on sait déjà que/est lisse au
point x, il est étale en ce point (17.6.1).

Corollaire (17.7.2). — (i) Avec les notations de ( 1 7 . 7 . 1 ) , soit U (resp. U') V ensemble
des points de X (resp. X') où f (resp. f) est non ramifié; alors on a U'^^'^U).

(ii) Supposons de plus que g soit plat, et soit V (resp. V) /'ensemble des points de X ouf
(resp./') est lisse; alors V'^-^V).

Corollaire (17.7.3). — (i) Supposons g surjectif; alors, pour que f soit non ramifié, il faut
et il suffit que f le soit.

(ii) Soient f: X->Y un ^-morphisme, g : S'-^S un morphisme fidèlement plat. Supposons
que f soit localement de présentation finie, ou que g soit quasi-compact. Alors, pour que f sou lisse
(resp. non ramifié, resp. étale), il faut et il suffit quef le soit.

Dans (ii), le cas où/est localement de présentation finie résulte de (17.7.1). Si g est
quasi-compact et/' lisse (resp. non ramifié, resp. étale),/' est localement de présentation
finie par (2.7.1, (iv)) et on est ramené au premier cas.

Proposition (17.7.4). — Soient f: X—^Y un morphisme, g : Y'—^Y un morphisme
plat et localement de présentation finie, X'^XXyY'?/'=/(YU : X'->Y' et g' : X'->X les
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projections canoniques. Soit V (resp. V) l'ensemble des A:eX (resp. A-'eX7) où f possède r une
des propriétés suivantes (resp. où f possède la même propriété) : être :

(i) localement de type fini;
(ii) localement de présentation finie ;
(iii) ̂ ;
(iv) non ramifié ;
(v) &^;
(vi) étale.
Alors on a V'^^^^V) (autrement dit, pour que/' ait la propriété considérée

en un point x ' , il faut et il suffit que/ait cette propriété au point x).
La propriété (iii) n'est mise que pour mémoire, et ne nécessite pas l'hypothèse que g

soit localement de présentation finie ((2.2.11, (iv)), compte tenu du fait que la projection
g ' : X'->X est un morphisme plat). En vertu de (17.7.2) , les assertions relatives aux
propriétés (iv), (v) et (vi) sont des conséquences de l'assertion relative à (ii)o II suffit donc
de considérer les cas (i) et (ii). Il est clair que V'D^''"'1^); reste donc à montrer
que V'C^'^V); notons que les ensembles V et V sont ouverts, et W^^V) est
aussi ouvert dans X en vertu de (2.4.6). Il s'agit donc de prouver que le mor-
phisme / IW:W-^Y est localement de type fini (resp. localement de présentation
finie); comme par hypothèse le composé V-^> W—» Y (où g" est la restriction
de g ' ) , égal à V -> Y' -> Y, est localement de type fini (resp. localement de présentation
finie) et que g" est surjectif {donc fidèlement plat), on est ramené à prouver le lemme
suivant, qui améliore (11.3.16) :

Lemme (17.7.5). — Soient / : X ->Y un morphisme fidèlement plat et localement de présen-
tation finie, g : Y->Z un morphisme tel que gof: X->Z ait l'une des propriétés suivantes : être :

(i) localement de type fini ;
(ii) localement de présentation finie ;
(iii) de type fini.
Alors g a la même propriété.
Si en outre f est quasi-compact ou g quasi-séparé, la même conclusion est valable pour la

propriété :
(iv) être de présentation finie.
Dans les cas (i) et (ii), il s'agit de voir que pour tout j/eY, il y a un voisinage ouvert

affine Vdej/ dans Y et un voisinage ouvert affine W de ^ =g[y) dans Z contenant gÇV)
tels que le morphisme V->W, restriction de g, soit de type fini (resp. de présentation
finie). Or, il existe par hypothèse un xeX tel que f{x)=y, un voisinage ouvert affine U
de x dans X, un voisinage ouvert affine V dey dans Y contenant/(U) et un voisinage
ouvert affine W de ^ dans Z contenant ^(V) tels que le morphisme /i : U-^V restric-
tion de/soit plat et de présentation finie, et le morphisme g^ : V'->W restriction de g
tel que g-^of^ soit de type fini (resp. de présentation finie). Alors/(U) est ouvert dans Y
(2.4.6), et si VC/(U) est un voisinage affine de y, le morphisme /g .•/r^V^V,
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restriction def^, est encore de présentation finie et est en outre fidèlement plat; de plus,
sl <?2=<?i|V, g2°f2 est de type fini (resp. de présentation finie), l'ouvert /r^V) étant
quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé). On est alors ramené aux hypothèses
de (i i. 3.16), d'où l'on conclut que g^ est un morphisme de type fini (resp. de présentation
finie).

Dans le cas (iii) la question est locale sur Z, donc on peut supposer Z affine, et il
en résulte alors que X est quasi-compact, donc aussi Y=/(X). Le cas (iii) est donc
conséquence de (i).

Dans le cas (iv) (avec les hypothèses supplémentaires sur y ou g), on peut aussi
supposer Z affine, donc X et Y quasi-compacts; on sait en outre déjà que g est localement
de présentation finie et quasi-compact (1.1.3), donc tout revient à voir que g est quasi-
séparé, et il suffit donc de montrer que cette propriété est vraie lorsque l'on supposer
quasi-compact. Or, puisque gof est quasi-séparé, il en est de même de f (1 .2.2, (v));
comme f est quasi-compact et localement de présentation finie, il est de présentation
finie (i .6. i ) ; il suffit alors de répéter le raisonnement du premier alinéa de la démons-
tration de (n .3. i6).

Remarque (17.7.6). — Dans l'assertion relative à la propriété (iv), on ne peut supprimer l'hypothèse que/
est quasi-compact; sans quoi, cela impliquerait que tout morphisme g : Y—»-Z quasi-compact et localement de
présentation finie serait de présentation finie, conclusion que l'on sait être erronée (1.6.4). En effet, on peut se borner
au cas où Z est affine, donc Y quasi-compact; il y a par suite un recouvrement fini (U^) de Y par des ouverts affines
tels que les restrictions g \ U^ soient de présentation finie; il suffirait alors de prendre pour X le préschéma somme
des U^, pour f : X—>-Y le morphisme canonique, qui est évidemment fidèlement plat et localement de présentation
finie (1.4.3); gof serait de présentation finie en vertu du choix des U^ et de (1.6.5), d'où notre assertion.

Proposition (17.7.7). — Soient y: Y->S et A : X—^S deux morphismes localement de
présentation finie., g : X->Y un S-morphisme, x un point de X, jy=gÇx). Supposons que g soit
plat au point x. Alors, si h est lisse (resp. non ramifié, resp. étale) au point x,f est lisse (resp. non
ramifié, resp. étalé) au point y.

Posons s=h[x)=f{y). Dire que h est non ramifié au point x (resp. que y est non
ramifié au point y) équivaut à dire que h'1^) est étale sur k(s) au point x (resp. que
f'1^) est étale sur k[s) au pointa) (17.4.1 et 17.6.1); comme le morphisme
gy : A"1^) —^y""1^) déduit de g est plat au point x, on voit que l'on peut se borner à
prouver la proposition lorsque h est lisse ou étale au point x. En outre, comme h est alors
plat au point x (17.5. i), / est plat au pointa, comme il résulte de (2 .2 .11, (iv)). Il
revient donc au même (17.5.1) de dire que/est lisse (resp. étale) au pointa, ou que
V"1^) est lisse (resp. étale) sur k{s) au point x. On est ainsi ramené au cas où S = Spec(A;)
est le spectre d^un corps.

(i) Cas des morphismes lisses. Comme g est un morphisme localement de présentation
finie (1.4.3, (v)), il y a un voisinage ouvert U de x dans X dans lequel g est plat (11.3.1)
et h lisse. En outre g(U) est un voisinage ouvert de jy dans Y (2.4.6); remplaçant X
par U et Y par g(U), on peut donc supposer que g est fidèlement plat et que h est lisse,
et on est ramené à prouver que f est alors lisse. Si k' est une extension algébriquement
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close de k, X®^' est alors lisse sur k' et en vertu de (17.7.3, (ii)), il suffit de prouver
que Y®^' est lisse sur k' (puisque Spec^') -> Spec(A;) est fidèlement plat); on peut
donc se borner au cas où k est algébriquement clos. Comme l'ensemble des points de Y
rationnels sur k est alors très dense dans Y (10.4.8) et comme l'ensemble des points
de Y où Y est lisse sur k est ouvert, on voit qu'il suffit de prouver que Y est lisse sur k en
tout point rationnel sur k. Mais en un tel pointa, dire que Y est lisse sur k en ce point équi-
vaut à dire que Y est régulier enj (17.5. i et 6.7.8). Or on a y=gÇx) pour un xeX et
par hypothèse (17.5.1) X est régulier au point x', comme X et Y sont alors localement
noethériens et que g est plat, Y est bien régulier au pointa (6.5.1, (i)).

(ii) Cas des morphismes étales. Par (i) on sait déjà que / est lisse au point y\ en vertu
de (17.6.1), il suffit donc de montrer que f est quasi-fini au pointa, ou encore que ^y,y
est une A-algèbre finie. Or, comme (?x,a; est un ^^.y-v^odMÏe fidèlement plat (Oj, 6.6.2),
^y.y s'identifie à un sous-A-module de é^.a; et comme (9^ est par hypothèse une À-algèbre
finie, il en est de même de ^Y,y

Proposition (17.7.8). — Les notations étant celles de (8.8.1), on suppose X^ et Y^
localement de présentation finie sur S^. Soient f^ : X^->Y^ un Sy-morphisme, /:X^Y le
S-morphisme correspondant.

(i) Soient x un point de X, x^ sa projection canonique dans X^. Pour que f soit lisse (resp.
non ramifié, resp. étale) au point x, il faut et il suffit qu^il existe X^oc tel que f-^ soit lisse (resp.
non ramifié, resp. étale) au point x^.

(ii) Supposons de plus X^ quasi-compact. Pour que f soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale),
il faut et il suffit qu'il existe À^ a tel que f-^ soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale}.

(i) Si y=f(^x), J^==/^(^) est la projection canonique de y dans Y^, et l'on a
y-1^) ̂ y^-1^)®^ \k[y) ; la partie de l'énoncé concernant les morphismes non ramifiés
résulte donc de (17.7.1, (i) ), et il suffit donc de considérer le cas des morphismes
lisses. Comme f et f^ sont localement de présentation finie, il revient au même de dire
que y"1^) est géométriquement régulier au point x ou que /^(j^) est géométri-
quement régulier au point x^ (6.7.8). La proposition résulte donc de (17.5.1) et
de (n .2.6).

(ii) Pour tout À, soit U\ l'ensemble ouvert des ^eX^ tels que f-^ soit lisse (resp.
non ramifié, resp. étale) au point ̂ ; soit V\ son image réciproque dans X. Comme, par
hypothèse, pour tout ^eX il existe, en vertu de (i), un À tel que/^ soit lisse (resp. non
ramifié, resp. étale) au point x-^, X est réunion des V\. D'ailleurs (17.3.3)3 pour À^(JL
on a V^cV^, donc, comme X est quasi-compact, il existe un indice [L tel que X=V^.
Comme les X^ sont quasi-compacts, il résulte alors de (8.3.4) qu'il existe un indice v ̂  [L
tel que l'image réciproque de U^ dans X^, soit X^ tout entier, ce qui signifie que f^ est
lisse (resp. non ramifié, resp. étale) par (17.3.3).

Corollaire (17.7.9).—Soient S=Spec(A) un schéma affine, f: X->S un morphisme.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est un morphisme de présentation finie et lisse (resp. non ramifié, resp. étale).
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b) // existe un schéma affine noethérien So==Spec(Ao), un morphisme de type fini
/Q : XO-^SQ, et un morphisme S-^Sp tels que le S-préschéma Xo®g S soit S-isomorphe à X
et que /Q soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale).

c) Les conditions de b) sont vérifiées, et en outre AQ est une sous-Z-algèbre de type fini de A,
le morphisme S->-So correspondant à l'injection canonique Ag-^A.

La démonstration à partir de (17.7.8) est la même que celle de (11.2.7) à partir
de ( 11.2.6).

Proposition (17.7.10). — Soient y:Y->S, h : X->S deux morphismes localement de
présentation finie, g : X—^Y un S-morphisme, x un point de X, jy==gÇx). Supposons que h soit
plat au point x et que f soit non ramifié au pointa. Alors f est étale au point y et g est plat au
point x.

(On verra plus loin (18.4.9) que l'on peut en fait se dispenser de l'hypothèse
que h est localement de présentation finie).

La question étant locale sur S, X et Y, on peut supposer que S, X et Y sont
affines, y, g, h des morphismes de présentation finie, h plat et y non ramifié. Compte tenu
de (11.2.7) et (17.7.9), on peut supposer en outre que S, X et Y sont noethériens; enfin
on peut se borner au cas où S==Spec(^g g) (où s ==f{jy) = h{x)). L'anneau A=^g g
étant un anneau local noethérien, il existe un anneau local noethérien B complet, de corps
résiduel algébriquement clos et un homomorphisme local A->-B faisant de B un A-module
fidèlement plat (Om, 10.3.1). Remplaçant X et Y par XXgSpec(B) et YXgSpec(B),
on conclut par (2.5.1) et (17.7.1) qu'on peut se borner au cas où A est complet et a
un corps résiduel algébriquement clos. L'hypothèse que f est non ramifié au point y
entraîne alors (17.4.4) que Q^^y est une é^g-algèbre finie et un anneau local noethérien
complet (Ci, 7.4.2), et comme le corps résiduel de ^g est algébriquement clos, l'homo-
morphisme ^g-^Y,?/ est surjectif (17.4.4). Mais, d'autre part, l'hypothèse que h est
plat au point x entraîne que l'homomorphisme composé ^g,s->^Y,2/~^x,a; est injectif
(Oi,6.5. i ) , donc l'homomorphisme ^s—^y^ est bijectif, ce qui montre que y est
étale au pointa (17.6.3); en outre, é?x,a; est un ^y^-module plat, donc g est plat au
point x.

Proposition (17.7.11). — Soient S un préschéma, X, Y deux S-préschémas localement
de présentation finie sur S, f: X-^Y un S-morphisme. Pour tout seS, on note Xg, Yg,/g les
préschémas et le morphisme déduits de X, Y, f par le changement de base Spec(k{s))->S. Alors :

(i) L'ensemble des A:eX tels que, si s est l'image de x dans S, fg : Xg->Yg soit lisse
(resp. non ramifié, resp. étale, resp. différentiellement lisse) au point x, est localement constructible,

(ii) Supposons f de présentation finie. L'ensemble des yeY tels que, si s est l'image de y
dans S, /g soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale, resp. différentiellement lisse) en tous les points
de /s"100 5 sst localement constructible.

(iii) Supposons X et Y de présentation finie sur S. L'ensemble des se S tels que fg soit
lisse (resp. non ramifié, resp. étale, resp. différentiellement lissé) est localement constructible.

Soit E l'ensemble des xe"K vérifiant la propriété considérée dans (i). Alors
l'ensemble F des j^eY vérifiant la propriété correspondante considérée dans (ii) n'est
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autre que Y—/(X—E), donc (ii) résulte de (i) et du théorème de Chevalley lorsque/
est de présentation finie (1.8.4). De même, si h : Y-^S est le morphisme structural,
l'ensemble des seS vérifiant la propriété correspondante considérée dans (iii) est
S—A(Y—F), donc (iii) découle encore de (ii) et du théorème de Chevalley lorsque/
et h sont de présentation finie. Il suffit donc de prouver les assertions de (i).

Prouvons d'abord (i) lorsqu'il s'agit de la propriété d'être lisse.
La question étant locale sur X, on peut se borner au cas où S=Spec(A),

X=Spec(B) et Y=Spec(C) sont affines, B et G étant des A-algèbres de présentation
finie. Raisonnant comme au début de (9.9.1) et utilisant (17.7.2, (ii)), on se ramène
au cas où A est noethérien. En vertu de (Oui? 9 -2 .3 )3 on est ramené à voir que si xeE
(resp. si A:^E), il existe un voisinage V de x dans {x} contenu dans E (resp. dans X—E).
Désignant par g : X-^S et h : Y->S les morphismes structuraux, on peut d'abord
remplacer S par le sous-préschéma réduit S' de S ayant {g{x)} pour espace sous-jacent,
X par g~\S'), Y par A-^S'), les fibres de X et X' (resp. Y et Y') aux points de S' étant
les mêmes. Autrement dit on peut se borner au cas où S est intègre et où T] =g{x) =h{jy)
(où jy==f{x)) est son point générique.

i° Supposons d'abord que ^eE. Les anneaux locaux (B^ ^ et 0^ y sont respec-
tivement égaux à fi^xa; et ^ Y w î comme la propriété de lissité d'un morphisme de présen-
tation finie en un point ne dépend que de l'anneau local de ce point et de l'anneau local
de son image (17.5.1), on voit que l'hypothèse xeîL revient à dire que le morphismejf
est lisse au point K\ il possède alors encore cette propriété aux points d'un voisinage
ouvert de x dans X, et il suffit d'appliquer (17.3.3, (iii)) pour obtenir alors la conclusion.

2° Supposons en second lieu que A:eX—E, et que le morphisme/^ ne soit pas plat
au point x. La conclusion résulte alors du lemme suivant qui précise (11.2.8) :

Lemme ( 1 7 . 7 . 1 1 . 1 ) . — Soient ^:X-^S, h:Y-^S deux morphismes localement de
présentation finie, f: X-^Y un S-morphisme, y un Q^-Module quasi-cohérent de présentation
finie. Alors l'ensemble E des xeX. tels que ^^ soit fg^-plat au point x est localement
constructible.

Raisonnant encore comme au début de (9.9.1) et utilisant (2.5. i), on se ramène
au cas où S, X et Y sont noethériens; puis on se ramène comme ci-dessus au cas où S
est intègre, où T] == g{x) = h{f{x)) est son point générique, et il s'agit de montrer que si
xeE (resp. ^E) il y a un voisinage V de x dans {x} contenu dans E (resp. dans X—E).
Le cas où xeE est conséquence immédiate de (11.1.1). Pour traiter le cas où ^E,
on raisonne comme dans (9.4.7. i), dont nous conservons les notations, de sorte que l'on
peut supposer, en remplaçant éventuellement Y et X par des voisinages def{x) et x respec-
tivement, qu'il existe deux ^y-Modules cohérents ^, ^ et un ^"homomorphisme
u : <S-^^ tels que pour tout seS, u^ : ̂ S^^s solt injectif, mais que l'homomorphisme
i®u \y^>Q ^ —> y^Q ^^ ne soit pas injectif au point x, autrement dit
A:eSupp(Ker(i®^)); si l'on pose T=={x}, on a donc Supp(Ker(i®^))DT^. Mais
on peut supposer que pour tout seS, on a Ker(i®^)==(Ker(i®^))^ (9.4.2), donc
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Supp(Ker(i®^))=(Supp(Ker(i®^))), (1,9.1.13.1); i] résulte enfin de (9.5.2)
que pour s dans un voisinage de 73, on a (Supp(Ker(i®^))),DT,, ce qui établit le
lemme.

3° Supposons maintenant que ;veX—E, que le morphisme/,, soit plat au point x,
mais que/,, ne soit pas lisse au point x. Remarquons que dire que j^ est plat au point x
équivaut à dire que/lui-même est plat au point x et en remplaçant X par un voisinage
de x, on peut supposer que/est plat (i i. i. i); on en conclut qu'il en est de même de/g
pour tout seS, et comme pour tout J^Y,/-1^)^/^^), il revient au même de dire
<ï}lefg(xf) est lisse au point x ' ou de dire que/est lisse au point x\ Mais l'ensemble des
x ' e X où/est lisse est ouvert dans X (12. i .7)3 donc l'ensemble des x'eX où/n'est pas
lisse est fermé, et puisqu'il contient x par hypothèse, il contient aussi {x}, ce qui achève
la démonstration pour la première propriété considérée dans (i).

Prouvons en second lieu (i) lorsqu'il s'agit de la propriété d'être étale. Notons pour
cela que cette propriété pour / au point x équivaut à dire que / est à la fois lisse et
quasi-fini au point x (17.6.1). Or, il revient au même de dire que fg^ est quasi-fini
au point x ou que/est lui-même quasi-fini en ce point; il résulte donc de (13.1.4) que
l'ensemble des points x tels que fg^ soit quasi-fini au point x est ouvert dans X, et
a fortiori localement constructible; la conclusion résulte donc de ce que l'ensemble des x
tels que/^ soit lisse au point x est lui aussi localement constructible.

Passons à la preuve de (i) lorsqu'il s'agit de la propriété d'être dijjérentiellement
lisse. Soit ^ :XXyX->X la seconde projection canonique; la seconde projection
XgXY,X^->Xg n'est autre que p, pour tout seS, et il résulte donc de (17.12.5.1) (1)
que pour que fg^ soit différentiellement lisse au point x, il faut et il suffit que p ^
soit lisse au point A^A:). Comme p est localement de présentation finie, l'ensemble des
points ^eXXyX tels que pg^ soit lisse au point ^ est localement constructible, et
l'intersection de cet ensemble avec l'ensemble localement fermé A^(X) est donc aussi
localement constructible dans A^(X) (i .8.2) ; la restriction de p à A^(X) étant un isomor-
phisme sur X, on voit que l'ensemble des xeX. tels que fg^ soit différentiellement
lisse au point x est localement constructible.

Considérons enfin la propriété d'être non ramifié; notons que le morphisme diagonal
A^ : X -> XXyX est une immersion localement de présentation finie (1.4.3.1) et pour
tout seS, le morphisme diagonal A^ : X^ -> X^Xy,X^ n'est autre que (A.)^; dire
q^ fg{x) est non ramifié au point x équivaut à dire que (A^) est un isomorphisme
local au point x (17.4.1), et puisque c'est une immersion localement de présentation
finie, il revient au même (17.9.1) (2) de dire que (A^) est étale au point x', il suffit
donc d'appliquer ce qui a été vu plus haut pour la propriété d'être étale.

(1) Le lecteur vérifiera que le résultat de ( 17.7.11 ) n'est pas utilisé dans la suite du § 17 et qu'il n'y a donc pas
de cercle vicieux.

(2) Le lecteur vérifiera que le résultat de (17.7.11) n'est pas utilisé dans le reste du § 17 et qu'il n'y a donc
pas de cercle vicieux.
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i7.8. Critères de lissité et non-ramification par fibres.

Proposition (17 .8 .1) . — Soient g : Y->S, h : X—»-S deux morphismes localement de
présentation finie. Pour qu'un S-morphisme f: X—^Y soit non ramifié, il faut et il suffit que
pour tout seS, le morphisme / : h"1^) -> g~l{s) déduit de f par le changement de base
Spec (Je (.?))-> S, soit non ramifié.

Cela résulte aussitôt du fait que, pour un morphisme localement de présentation
finie, le fait d'être non ramifié est une propriété des fibres de ce morphisme (17.4.1, d } ) ,
et de ce que, pour tout j^eY, on a y"1^)^,"1^) si s==g{y).

Proposition (17.8.2). — Soient ^ : Y—^S, A : X->S deux morphismes localement de
présentation finie ; on suppose en outre que h est plat. Pour qu'un ^-morphisme /:X-^Y soit
lisse (resp. étale), il faut et il suffit que, pour tout seS, le morphisme f, : A~1^) ->^~l(^)
déduit de f par le changement de base Spec{k{s)) ->S soit lisse (resp. étale). Lorsqu'il en est ainsi,
le morphisme g est plat aux points de /(X).

On sait en effet (11.3.10) que pour que/soit plat, il faut et il suffit que /g le soit
pour tout seS, et qu'alors g est plat aux points de/(X). Mais pour un morphisme plat
localement de présentation finie, le fait d'être lisse est une propriété des fibres de ce
morphisme (17.5.1, b}), et pour tout yeY, on a /"^^^/s"1^) si s==g{Jy}9

Remarque (17.8.3). — Les démonstrations précédentes montrent (compte tenu
de (n .3.10)) que si les hypothèses sur g et h sont les mêmes que ci-dessus, alors, pour
que/soit non ramifié (resp. lisse, resp. étale) en un point xeX., il suffit que, si l'on pose
s==h{x), fg soit non ramifié (resp. lisse, resp. étale) au point x.

17.9» Morphismes étales et immersions ouvertes»

Théorème (17 .9 .1 ) . — Soit /:X->Y un morphisme. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) / est une immersion ouverte.
b) / est un monomorphisme plat localement de présentation finie.
c) / est étale et radiciel.
Il résulte de (1.4.3, (i)) que a) implique b). La condition b) implique que pour

tout j^eY, la fibre f~1 {y) est vide ou isomorphe à Spec(fe(j^)) (8.11.5.1), donc b)
entraîne c ) , en vertu de (17.6.2, c}). Reste à voir que c ) implique a).

La question étant locale sur X et sur Y (puisque/est injectif), on peut se borner
au cas où Y est affine et/de présentation finie. Comme/est plat, c'est un morphisme
ouvert (2.4.6), donc, en remplaçant Y par/(X), on peut supposer que/est surjectif.
Pour tout morphisme Y'-^Y, f'==f^ : X^—'Y' est encore étale, radiciel, surjectif
et de présentation finie, donc ouvert, et par suite un homéomorphisme ; autrement dit/
est un homéomorphisme universel, et étant de type fini et séparé (i .8.7. i), / est propre.
L'hypothèse que/est radiciel et de type fini entraîne alors que/est quasi-fini ; donc (8.11. i )
/est un morphisme fini. Pour prouver que/est un isomorphisme, on peut se borner au cas
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où Y=Spec(A), A étant un anneau local. Comme y est de présentation finie, on a
X=Spec(B), où B est un A-module plat de présentation finie (1.4.7), donc libre
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2 du th. i). En outre, si m est l'idéal maximal
de A et À: son corps résiduel, B/îîîB est par hypothèse un corps, à la fois extension radi-
cielle et extension finie séparable de A, puisque/est étale et radiciel (17.6.1); donc B/mB
est isomorphe à k, et comme B est un A-module libre, B est isomorphe à A. C.Q^.F.D.

Corollaire (17.9.2). — Soit X un préschéma connexe; si f: X-^Y est une immersion
fermée étale, alors f est un isomorphisme de X sur une composante connexe ouverte de Y.

En effet/est étale et radiciel, donc un isomorphisme de X sur un préschéma induit
sur une partie ouverte de Y; mais par hypothèse/(X) est fermé dans Y, donc à la fois
ouvert et fermé, et puisque ./(X) est connexe, c'est une composante connexe de Y.

Corollaire (17.9.3). — Soit f: X^-Y un morphisme étale (resp. étale et séparé). Alors
toute Y-section g : Y—»-X de X est une immersion ouverte (resp. ouverte et fermée) ; en outre
Inapplication g^g^Y) sst une bijection de Vensemble F(X/Y) des Y-sections de X sur t'ensemble
des parties ouvertes Z (resp. ouvertes et fermées) de X telles que la restriction de f à Z soit un
morphisme surjectif et radiciel de Z sur Y.

En effet, le fait que g soit une immersion ouverte résulte déjà de ce que/est non
ramifié (17.4.1, b " ) ) , et la restriction de/à l'ouvert g(Y) de X est un isomorphisme.
Inversement, si Z est un ouvert de X tel que/jZ soit un morphisme surjectif et radiciel
de Z sur Y,/|Z est un isomorphisme en vertu de (17.9.1)3 puisqu'il est étale. Si/ est
en outre séparé, on sait que g est une immersion fermée (I, 5.4.6), ce qui achève de prouver
le corollaire.

Corollaire (17.9.4). — Soient Y un préschéma connexe, /: X->Y un morphisme étale
et séparé. Alors toute Y-section g de X est un isomorphisme de Y sur une composante connexe ouverte
de X, et l'application g-^g(Y) est une bijection de F(X/Y) sur l'ensemble des composantes connexes
ouvertes Z de X telles que la restriction de f aï soit un morphisme surjectif et radiciel de Z sur Y.

Corollaire (17.9.5). — Soient g : Y->S, h : X-»S deux morphismes localement de
présentation finie ; on suppose en outre que h est plat. Pour qu'un S-morphisme f: X—^Y soit
une immersion ouverte (resp. un isomorphisme), il faut et il suffit que, pour tout seS, le morphisme
/g : h~l{s)-^g~l{s) déduit de f par le changement de base Spec(fe (.$•))-> S, soit une immersion
ouverte (resp. un isomorphisme),

En effet, si/g est une immersion ouverte pour tout seS, il résulte de (17.8.3)
que/est un morphisme étale; comme pour tout jeY, on a /~l(J/)=/g~l(J;) avec
s==gÇjy)^ f est radiciel; donc / est une immersion ouverte en vertu de (17.9.1). Si de
plus/ est surjectif pour tout seS, /est surjectif, donc un isomorphisme.

La proposition suivante précise (10.4.11) :
Proposition (17.9.6). — Soient S un préschéma, X un S-préschéma de présentation finie. Tout S-endomorphisme de X

qui est un monomorphisme est un automorphisme de X.
Soient /: X->S le morphisme structural, g le S-endomorphisme considéré. La question est locale sur S, et on

peut par suite supposer que S est affine. Utilisant (8.9.1) et (8.10.5, (i bis)), on est ramené au cas où S = Spec(A),
où A est une Z-algèbre de type fini, et par suite X est un Z-préschéma de type fini. Il résulte déjà de (10.4.11)
que g est un morphisme bijectif, puisqu'un monomorphisme est radiciel (8.11.5.1); il suffira donc de montrer
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que g est une immersion ouverte, et puisque g est radiciel, il suffira, en vertu de (17.9.1), de prouver que g est
étale. En outre, comme l'ensemble des points où g est étale est ouvert et que X est un préschéma dejacobson (10.4.7),
il suffira de montrer que^est étale en tout point/m^ de X (10.3.1). Posons ^==g(z); il résulte de (10.4.11.1, (i))
que z' est aussi un point fermé de X et puisque g est un monomorphisme, l'application k{^) -^fe(z) déduite de g
est un isomorphisme. Pour que g soit étale au point ^ il faut et il suffit donc que l'homomorphisme canonique
^x,2'->^x,? soit bijectif (17.6.3, e")). Nous allons pour cela prouver que pour tout entier n, l'homomorphisme
canonique ^x,^/^?'4'1—^^/"^1 est bijectif, d'où résultera aussitôt la conclusion. On peut supposer que z appar-
tient à l'ensemble fini Ty^ des points fermés t de X tels que k(t) soit une extension de Fy dont le degré divise d-,
auquel cas il en est de même de z'. Désignons par / l'Idéal cohérent de ̂  tel que / y , == ̂  pour x ^T ^, et
/x=v^+l Pour xeïp^' Soient Ty^^ le sous-préschéma fermé de X défini par / , j : T^^->X l'mjecrion
canonique; le morphisme composé goj : T^^->X applique l'ensemble T^ dans lui-même, et pour tout
xeTp,d> rhomomorphisme ^g^^^xl^^ se factorise en

(̂.) -> ̂ ,,(.)/<(y-> ̂ ,,/m^1.

Donc (1,4. i. 9) il existe un unique endomorphisme g ' de T^ ̂  „ tel que j og'=goj. Comme j est un monomorphisme,
et qu'il en est de même de g par hypothèse, on en déduit que g ' est aussi un monomorphisme, et la proposition sera
prouvée si l'on montre que g ' est un automorphisme de Tp, ̂  „. Or, pour tout xç Tp, ̂  ̂ , on a vu que k{x) est un corps
fini, et comme 6^ est noethérien, chacun des m^/m^+1 est un fe^-espace vectoriel de rang fini; d'où l'on conclut
aussitôt que l'anneau local ̂ , xl^î+1 de T^ ̂  „ au point A: a un nombre^ d'éléments, et a fortiori est un Z-module
de type fini. Comme Tp^,n est somme des préschémas Spec^a;/^'4"1) en nombre fini, c'est un Z-préschéma^ni;
l'endomorphisme g ' est donc lui aussi fini (II, 6. i .5, (v)), donc propre. Mais un monomorphisme propre est une
immersion fermée (8.11.5); si Tp^^n =Spec(B), g ' correspond donc à un endomorphisme surjectif <p : B->B de
l'anneau B. Or, l'ensemble B est fini, donc y est nécessairement bijectif. C.Q.F.D.

17.10. Dimension relative d'un préschéma lisse sur un autre.

Définition (17.10. i). — Soit f : X->Y un morphisme localement de type fini. On appelle

dimension relative de f au point xeX (ou dimension relative de X sur Y au point x ) et Von note dim^f
l'entier positif dimj/-1^))).

Dire que/est quasi-fini au point x (Err^, 20) équivaut donc à dire que dim^/=o.
On a vu (13.1.3) que la fonction x-^dim^f est semi-continue supérieurement. On
notera que, même lorsque le morphisme/ a la propriété (Si) (autrement dit (6.8.1)
est plat et tel que ses fibres n'aient pas de cycle premier associé immergé), la fonction
x->dim^f n'est pas nécessairement continue, comme le montre l'exemple où Y=Spec(A:),
où À; est un corps, et X==Spec(/;[U, V, W]/pq), où p=(W) et q=(U)+(V—W)^
idéaux premiers de k[U, V, W] (X étant donc la réunion, dans l'espace à 3 dimensions,
d'un plan et d'une droite non parallèle à ce plan).

Dire qu'un morphisme localement de présentation finie / : X->Y est étale au
point xeX. signifie encore que/est lisse au point x et que dim^/=o (17.6.1).

Proposition (17.10.2). — Soit /:X->Y un morphisme lisse. Pour tout xeX, le

Q^-Module localement libre Q^ (17 .2 .3 ) a un rang en x égal à dim /̂ (ce qui entraîne que
x->dim^f est une fonction continue dans X).

En effet, si J/=/M, X^/-1^) est lisse sur fe(j/), et si fy : Xy -> Spec(fe(^)) est
le morphisme structural, on a ^y==^®^ yk(jy) (16.4.5); on peut donc se borner
au cas où Y==Spec(À;) est le spectre d'un corps; en outre, en vertu de (16.4.5) et
(17.7.1), on peut remplacer k par une extension algébriquement close, autrement dit
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supposer k algébriquement clos. L'ensemble des points de X rationnels sur k étant alors
dense dans X (10.4.8), on peut se borner au cas où x est rationnel sur k. Or (16.4.12)
('^x//c)a;0^fe(•y) est 31ioTS A-isomorphe à m^/nt^, et puisque Q^ est un anneau local régulier
(17.5.1), rg^n^/m^) = dim(^) (0, 17. i . i ) ; donc rg^(ûx//cL = dim(^). Mais puisque
k[x}=k, on a dim,J=dim(^) (5.2.3). C.Q.F.D.

Nous démontrerons plus loin une réciproque de ce résultat (17.15.5).
Corollaire (17.10.3). — Soient /:X->Y, g : Y->-Z deux morphismes lisses. Alors,

pour tout ^eX, on a

(17.10.3.1) dim^o/) == dim^/+ dim^.

En effet, gof est lisse (17.3.3), donc les trois 0^-Modules ûx/y? -^x/z et/*(^/z)
sont localement libres (17.2.3 et Oi, 5.4.5); en outre le rang en x de/^fiy/z) est égal
au rang en y==f[x) de JOy^. L'égalité (17.10.3.1) est donc conséquence de (17.10.2)
et de l'exactitude de la suite (17.2.3.1).

Corollaire (17.10.4). — Soient f : X->Y un morphisme lisse, X' un sous-préschéma

de X tel que le morphisme composé X'->X->Y (où j est l'injection canonique) soit lisse. Alors
le faisceau conormal .^x'/x est un Q^'-Module localement libre, et pour tout xe^K', on a

(17.10.4. i) dim^/=dimj/o;)+ rg^^(^x'/x)^

En effet, Û^/Y0^ ^x' et ^X'/Y sont ^ofs localement libres et la suite exacte
(17.2.5.1) est scindée dans un voisinage convenable de chaque point de X', donc^x'/x
est localement libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, th. i), et la relation
(17.10.4.1) résulte aussitôt de l'exactitude de la suite (17.2.5.1) .

i7. il. Morphismes lisses de préschémas lisses»

Théorème ( 1 7 . 1 1 . 1 ) . — Soient /:Y->S et A :X ->S deux morphismes localement de
présentation finie, g : X^-Y un S-morphisme, x un point de ^.'.posons jy=g{x), s=f{y)=h{x).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) f est lisse au point y et g est lisse au point x.
b) g et h sont lisses au point x.
c) h est lisse au point x, et U homomorphisme canonique ( 16 .4 .18 )

(i7. il-i.i) OWs)).^ (ûx/sL

est inversible à gauche (autrement dit est un isomorphisme sur un facteur direct de (•Qx/s)J-
c') h est lisse au point x, et r homomorphisme canonique

( 1 7 . 1 1 . 1 . 2 ) a^u0^,,^))0^)^) ̂  (ûx/sL0^^)
est injectif.

Supposons en outre que U homomorphisme h(y)->k[x) soit bijectif. Alors les conditions
précédentes sont aussi équivalentes à la suivante :
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d) h est lisse au point x, et l'application canonique Tx/g(^) -> Tyyg(jy) de l'espace vectoriel
tangent en x à X dans l'espace vectoriel tangent en y à Y (16 .5 .12 ) est surjective.

Le fait que a) entraîne b) résulte trivialement de (17.3.3, (ii)); b) entraîne c )
par application de (17.2.3, (ii)). Pour voir que c ) est équivalente à c ' ) , notons qu'en
vertu de (17.2.3, (i)), ^x/s est un ^x-Module localement libre de type fini; il suffit
alors d'appliquer (0, 19.1.12) à Panneau local ^x,a; et à l'homomorphisme (17.11.1.1)
de ^x ai-modules de type fini. Lorsque k{x)==k{jy), l'application linéaire tangente
^x/sW -^Y/S^) est transposée de (17.11.1.2) , par (16.5.12), ce qui établit dans ce
cas l'équivalence de c ' ) et d ) .

Il reste donc à prouver que c ) entraîne a ) . On peut se borner au cas où
S = Spec(A), Y = Spec(B), X = Spec(C) sont affines. L'hypothèse implique (17.2.3, (i))
que (ûx/sL^0^ est un C^-module libre : en effet (16.10.6) il existe des
éléments ^(K^r) de Sy==(P^y tels que les différentielles d^^t,) engendrent
le B -module 0^ ̂  et que leurs images dans îi^ fassent partie d'une base de ce
démodule libre. Comme ûy/g (resp. £?x/s) est un 0^-Mod\i}e (resp. un (PyModMÏ-e)
de présentation finie (16.4.22), on peut, en remplaçant au besoin X et Y par des voisi-
nages ouverts affines convenables de x et y respectivement, supposer que Q^ est un
C-module libre et que les t, sont les images d'éléments ^ ( i ̂  ̂  r) de B tels que les Û^/A^)
engendrent le B-module Q^^ et que leurs images dans ti^ tassent partie d'une base
de ce C-module (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° i, prop. 2). Soit 9 le
A-homomorphisme de B'==A[Ti, . . . ,T^ dans B tel que çp(T,)==.y, pour tout i',
le di-homomorphisme correspondant ûg^-^Qg^ (0,20.5.2) transforme les dy^^T^),
qui forment une base de HB'/A (0,20.4.13), en les d^^s,) et est par suite surjectif;
si Y'=Spec(B/)3 et si u : Y-^Y' est Iç S-morphisme correspondant à 9, on conclut
de (17.2.2) que u est non ramifié. Si l'on prouve que le morphisme composé uog : X-^Y'
est lisse au point x, il résultera donc de ( 17.7. i o) que u est étale au pointa, puis de ( 17.3.5)
que g est lisse au point x', enfin, comme le morphisme structural /' : Y'->S est lisse
(17.3.8), /==/'o^ sera lisse au pointa. Comme les images canoniques des Û^'/AW)
dans Q^i^ sont celles des Û^/A^)? elles ^ont P^^ d'une base de îl^- O11 voit ainsi

que pour prouver que c ) implique a), on peut se borner au cas où Y'==Y, et par suite
supposer que f est un morphisme lisse.

En vertu de (17.8.2), on peut alors se borner au cas où S = Spec(A:) est le spectre
d'un corps ; de plus, grâce à ( 17.7. i, (ii) ), on peut supposer que k est algébriquement clos ;
enfin, remplaçant au besoin X et Y par des voisinages ouverts de x et y respectivement,
on peut supposer que f et h sont tous deux lisses, et que l'homomorphisme canonique

^(ÛY/s)-^x/s

est inversible à gauche (0, 19.1.12). Alors l'ensemble des points de X rationnels sur k
est très dense dans X (10.4.8), donc, pour prouver que g est lisse, il suffit de prouver
que g est lisse en tout point ^eX rationnel sur k, ou encore qu'en un tel point, ^x,rc est

un ^y-module plat et ^xl^y^x un anneau régulier (17.5.1). Or, ^=g{x) est
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a fortiori rationnel sur k, et comme 0^y est alors une Â:-algèbre formellement lisse pour
les topologies discrètes et que (P^ylmy = k, il résulte de (0, 20.5.14) que Phomomorphisme
canonique THy/rr^ -> (^/g)y®^ y k ( y ) est bijectif; de même, Phomomorphisme cano-
nique rn^/m^->(ûx/s)a;®^^fe(^) est bijectif. L'hypothèse c ' ) , équivalente à c ) , signifie
donc ici que Phomomorphisme canonique

{mylv^)®^k{x)-^mjm2,

est injectif. Gomme Panneau ^x,a; est régulier, la conclusion résulte de (0, 17.3.3).
C.Q.F.D.

Corollaire ( 17 .11 .2 ) . — Sous les hypothèses générales de ( 1 7 . 1 1 . 1 ) , les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) f est lisse au point y et g est étale au point x.
b) h est lisse au point x et g est étale au point x.
c) h est lisse au point x, et l'homomorphisme canonique

(^x/s)L->(ûx/s).
est bijectif.

c') h est lisse au point x, et V homomorphisme canonique

((^U0^^))0^)^) -^ (ûx/gL®^^)
est bijectif.

Supposons en outre que t'homomorphisme k{jy)->k(x) soit bijectif. Alors les conditions
précédentes sont aussi équivalentes à la suivante :

d) h est lisse au point x, et Inapplication canonique Tx/g(^) -^Ty/g^) (16 .5 .12 ) est
bijective.

Chacune des conditions a), b)^ c ) de (17.11.2) est équivalente à la conjonction
de la condition correspondante de (17.11.1) et du fait que g est non ramifié au point x,
compte tenu de (17.2.2) en ce qui concerne la condition c ) ; d'où l'équivalence de a),
b) et c ) . L'équivalence de c) et c ' } résulte de l'équivalence des conditions correspondantes
de (17.11.1) et du lemme de Nakayama; l'équivalence de c ' ) et d ) lorsque k(x)==k(jy)
est immédiate par transposition (16.5.12).

Corollaire ( 1 7 . 1 1 . 3 ) . — Soient h : X->-S un morphisme lisse, ^(i^î<r) des
sections de 0^ au-dessus de X [qui sont aussi des sections de h (é^) au-dessus de S),
g : X->S[Ti, ...,TJ==Vg le ^-morphisme correspondant à U homomorphisme de (9 ̂ -Modules
^g->A (^x) défini par ces sections (II, 1 .2 .7 ) . Pour que g soit lisse (resp. étale) en un point A:eX
il faut et il suffit que les (û?x/s(^))a; fusent partie d'une base (resp. constituent une base) du
Q^-module C^x/sL-

II suffit d'appliquer (17.11.1) (resp. (17.11.2)) en prenant pour / le morphisme
structural S[T^, .. ., TJ->S.

Corollaire ( 17 .11 .4 ) . — Pour qu'un morphisme h : X—^S soit lisse en un point A;(=X,
il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U de x, un entier r, et un ^-morphisme étale
U-^S[Ti,...,TJ.
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La condition est évidemment suffisante puisque le morphisme structural
S[TI, . . . ,TJ—^S est lisse (17.3.8). Pour montrer qu'elle est nécessaire, notons que
puisque h est lisse au point x, il existe un voisinage ouvert U de x tel que ûx/s 1 U soit
localement libre (17.2.3); il suffit alors d'utiliser (i 6.10.6) pour obtenir (en restreignant
au besoin U) des sections s, de 0^ au-dessus de U telles que les û^/s^z) forment une base
de ûx/g|U; on conclut en appliquant (17.11.3).

Proposition (17.11.5).— Soient / :Y->S,A:X-^S deux morphismes lisses. Pour qu'un
S-morphisme g : X->Y soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que g soit un monomorphisme
de préschémas et que pour tout xeX, si l'on pose y =g{x), on ait dim^(/) == dim^(A) (pour une
généralisation de cette proposition, voir (18.10.5)).

La condition est évidemment nécessaire; prouvons qu'elle est suffisante.
En vertu de (17.9.5), on est aussitôt ramené au cas où S==Spec(A:) est le spectre

d'un corps, et en vertu de (2.7. i, (x)), on peut supposer k algébriquement clos. Compte
tenu de (17.9.1), il suffit alors de prouver que g est étale, et comme l'ensemble des
points où g est étale est ouvert, il suffit de montrer que g est étale aux points fermés (ou
encore, rationnels sur k) de X (10.4.8). Soit donc x un tel point, et posons y==g(x),
qui est aussi rationnel sur A; par hypothèse, l'anneau A=^y est régulier et de corps
résiduel k9, soient ûf=dim(A) et (^)i^^ un système régulier de paramètres pourA-
Posons B=^x,a;5 G=B/îHyB. Comme g est un monomorphisme, il en est de même du
morphisme Spec(C)-> Spec(fe(j/))=Spec(Â;) déduit de g par changement de base
(I, 3.3.12); mais cela signifie que l'homomorphisme correspondant u : k-^C est surjectif
(donc bijectif), car u admet un inverse à gauche v : C—^k, et uov et l'identité de G,
composés avec M, donnent le même morphisme u : k—^C. Gomme par hypothèse B est
un anneau régulier de dimension d, les images des ^ dans B forment un système régulier
de paramètres pour B (0, 17. i .7) ; la condition (17.6.3, e " } ) est donc vérifiée par g au
point A; (0, 17. i. i et Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 8, cor. 3 du th. i), ce qui achève
la démonstration.

17.12. Sous-préschémas lisses d'un préschéma lisse. Morphismes lisses et
morphismes différentiellement lisses.

Théorème (17.12.1) . — Soient f:X->S, h : Y->S deux morphismes localement de
présentation finie, j : Y->X une immersion, y un point de Y, x==j(y). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

a) h est lisse au point y et f est lisse au point x.
b) f est lisse au point x, et l^homomorphisme canonique ( 1 6 . 4 . 2 1 )

(^y/x),^ (/(ûx/s)),
est inversible à gauche.

c) h est lisse au point y et il existe un voisinage ouvert V dey dans Y tel que j\ U : U->X
soit une immersion régulière (16.9.2).

85



86 A. G R O T H E N D I E G K Chap. IV

c') h est lisse au point y et il existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que j'[ U : U—-X
soit une immersion quasi-régulière (autrement dit (16.9.8), il existe un voisinage U d e j /
dans Y dans lequel ̂ y/x est un ^Py-Module localement libre et l'homomorphisme cano-
nique Sff (^Ty/x) "~^ ̂ 0) est bijectif).

Pour démontrer l'équivalence de a) et b ) , on peut se borner au cas où S= Spec(A)
et X=Spec(B) sont affines, avec Y=Spec(B/3), où 3 est un idéal de type fini de B,
et B est une A-algèbre lisse (17.3.2, (ii)). Il suffit alors d'appliquer le critère jacobien
(0, 22.6. i) ainsi que (0, IQ. i. 14), compte tenu de ce que ûx/s est un (P^-ÎAodule locale-
ment libre dans un voisinage de x et ^y/x un 0^-M.odule de type fini (16. i .6).

En second lieu, prouvons que a) entraîne c ' ) . On peut encore se borner au cas
où S, X, Y sont affines, B et B/3 des A-algèbres lisses, et il résulte alors de (17.7.9)
et (8.10.5, (iv)) qu'il existe un sous-anneau noethérien A' de A, une A'-algèbre de type
fini B' et un idéal 3' de B7 tels que B==B'®^A, 3=3'B et que B' et B'/3' soient des
A'-algèbres lisses. Notons que, d'après (0, 19.3.8), B' est encore une A'-algèbre formelle-
ment lisse lorsqu'on munit A' de la topologie discrète et B' de la topologie g'-préadique.
Par suite (0, 19.5.4)5 37-3'2 est un (B737)-module projectifet rhomomorphisme cano-
nique Sg^O'/S72)-> S1'^'^') est bijectif. En d'autres termes (16.9.8), l'immersion
Spec(B73') -^ Spec(B') est quasi-régulière, donc régulière puisque B' est noethérien
(16.9.10). Mais comme par hypothèse B'/y est un A'-module plat (17.5.1) et B' une
A'-algèbre de présentation finie, on peut appliquer (11.3.8) en remplaçant ^ par 3',
et on voit donc (par changement de base) quej est une immersion régulière, et a fortiori
quasi-régulière. Le fait que B est une A-algèbre de présentation finie et un A-module
plat montre d'ailleurs, en vertu de (i i . 3.8), que les conditions c ' ) et c ) sont équivalentes,
et sont stables par changement de base.

Montrons enfin que c ) entraîne a). Du fait que, dans (11.3.8), la condition b)
entraîne c ) , on voit déjà que si c ) est vérifiée, / est plat au point x', en vertu de (17.5.1),
tout revient donc à voir que sous l'hypothèse c ) , / ' 1 ^ ) est lisse sur k(s) au point x, en
posant s==h{x), comme on a remarqué que la condition c ) est stable par changement
de base, on voit qu'on est ramené au cas où S==Spec(/;) est le spectre d'un corps, et
compte tenu de (17.7.1, (ii)) on peut supposer que k est algébriquement clos. Il suffit alors
de prouver que (?x,a; est un anneau régulier (17.5.1). Or, par hypothèse on a
(0^y==Q^xl/xï ou / x est un idéol engendré par une suite 0^^-régulière (^), et (P^y
est un anneau régulier', comme les t, font partie d'un système de paramètres pour (9^ ^
(0, 16.4.1), la conclusion résulte de (0, 17.1.7).

Corollaire (17.12.2). — Avec les notations de ( 1 7 . 1 2 . 1 ) , supposons que f soit lisse au
point x, et soif Y un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal / de 6^, et S-lisse au point x.
Soient Q^i^^r ^es sections de / au-dessus de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Les {gi) yn forment un système de générateurs du G^ ^-module /\ dont le nombre d'éléments
est le plus petit possible.

b) Si g[ est l'image canonique de g^ dans F(X, /\/ï^ les (gi) ̂  forment une base du
^i/xYmodule A/</2.
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c) Les images des ^x/s& ^ans ('^x/s)^0^ ^W sont ^es ^ments linéairement indé-
pendants sur k[x), et les {g^ engendrent / ̂

d) 11 existe un voisinage ouvert U de x dans X et des sections gy (r-{-î^j^n) de ^x
au-dessus de U telles que le S-morphisme u : U -> S[Ti, ..., TJ correspondant à Vhomomor-
phisme ^-^(^u) défini par les sections ^.|U (i^î^r) et gy (r+i^J^^) (n, i. 2.7) jo^ MTÎ
morphisme étale, et que V image réciproque du sous-préschéma Y'==S[Ty^.i, ...,TJ par ce
morphisme soit le préschéma induit par j(Y) sur F'ouvert Unj(Y).

Comme {g^)^ est l'image canonique de (^, l'équivalence de a) et b) résulte du
lemme de Nakayama, /^ étant de type fini et / ^ / ^ un {(P^^l/^)-module libre
(17.10.4) (Bourbaki, Alg. comm.y chap. II, § 3, n° 2, prop. 5). En vertu de (17. i2. i, b}),
/xi/^x s'identifie canoniquement à un facteur direct du {0^^/^-moàM\e libre de
rang n, {^10)^0 (^x x l / x ) - » et l'équivalence de b) et c ) résulte de Bourbaki, loc. cit.

1 x, x »

En outre, si a) est vérifié, (^)a; est ainsi identifié à (û?x/sâ)a;0 ï P01111 î^^7"; 1e

<?x a;-module (^x/s)a; étant libre de rang n, il résulte encore de Bourbaki, loc. cit., qu'en
remplaçant au besoin X par un voisinage ouvert de x, on peut supposer qu'il existe
n—r sections ^ (r+ i^i^n) de 0^ au-dessus de X, telles que les (û?x/s&)a; P0111' i^^^
forment une base de (ûx/g)a;; le fait que le morphisme correspondant u soit étale au
point x résulte alors de (17.11.3); pour la même raison, le morphisme ^"^(Y^-^Y',
restriction de u, est étale au point x\ en remplaçant X par un voisinage de x, on peut
supposer ces deux morphismes étales. En outre, il est immédiat que Y (identifié, pour
simplifier, au sous-préschéma fermé j (Y) de X) est un sous-préschéma fermé de ^"^Y'), et
en vertu du choix des & pour i>r et de (17.2.5) et (17.11.2), la restriction à Y
de u peut encore être supposée étale. On en déduit que pour tout j^'eY', l'immersion
Ynu~l{y)->u~l{y>) est ouverte, d'où l'on conclut à l'aide de (17.9.6) que Y-^'^Y')
est une immersion ouverte; cela prouve que a) entraîne d ) . La réciproque découle
aussitôt de (17.11.3).

Corollaire (17.12.3) . — Soient f : X—^S un morphisme localement de présentation finie,
u : S->X une S-section de X. Pour que j soit lisse en un point A:eX, il faut et il suffit que u soit
une immersion quasi-régulière dans un voisinage de s==f{x).

La conclusion résulte de (17.12.1), puisque /o^==ig est lisse.
Proposition (17.12.4). — Tout morphisme lisse f: X->S est différentiellement lisse

(autrement dit (ï 6.10.5) A^ : X->XXgX est une immersion quasi-régulière). En parti-
culier, les ^=^/s et Ie5 gîn^x/s) son^ ^es Q-s-Modules localement libres de type fini.

Il suffit de remarquer que le morphisme structural p^ : XXgX->X est lisse
(17.3.3, (iii)) et que A^ est une X-section pour p^y la conclusion résulte de (17.12.3).

Proposition (17.12.5). — Soit f: X->Y un morphisme localement de présentation finie.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) / est différentiellement lisse.
b) Pour tout morphisme ^îY'-^Y, si l'on pose X'^XXyY' et f'-=f^ : X'->Y',

alors, pour toute ̂ '-section s' de X7,/' est lisse en tous les points de s'(Y').
c) La seconde projection p^ : XXyX->X est lisse en tous les points de la diagonale Ay(X).
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La condition c ) est un cas particulier de b) : il suffit en effet de prendre Y' == X
et g===f dans b ) , car alors/' n'est autre que la seconde projection j&g, et A^ est une
X-section de XXyX. En second lieu, c ) entraîne a ) , car ̂ 3 est un morphisme localement
de présentation finie, et si j&g est lisse aux points de A^(X), A^ est une immersion quasi-
régulière (i 7.12.3)3 donc/est différentiel! ement lisse. Enfin, montrons que a) entraîne b) ;
si A. est une immersion quasi-régulière, p^ est lisse en tous les points de A^(X) (17.12.3).
Or, si g ' : X'-^X est la projection canonique, et v == Ç g ' , g^y : X'->XXyX, on vérifie
aussitôt que le diagramme

XXyX ^—— X'

P. f

X <-—— Y'
h == g'o s'

est commutatif et identifie X' au produit (XXyX)XxY' (I, 3 -3 -9 ) ; tenant compte
de ce que le diagramme (17.4.1.1) identifie Y' au produit des (XXyX)-préschémas X
et X', on conclut, de ce que p^ est lisse en tout point de A^(X), que/7 est lisse en tout
point de J'(Y') (17.3.35 (iii)).

Corollaire (17.12.6). — Les notations étant celles de (8.8.1), on suppose X^ quasi-
compact, et f^ : X^->S^ localement de présentation finie. Pour que /: X-»S soit différentiellement
lisse, il faut et il suffit qu'il existe X^oc tel que f^ : X^->S^ soit différentiellement lisse [auquel
cas f^ : X^—^ est différentiellement lisse pour (A^X).

La suffisance de la condition et la dernière assertion résultent de (16.10.4). Pour
prouver que la condition est nécessaire, notons que A, : X->XXgX et p^ : XXgX-^X
se déduisent par changement de base de A^ : X^ -» X^Xg^X^ et ^,x : ̂ Xg^X^->X^.
En vertu de (17.12.5), pour tout ^eA^(X), il existe un voisinage ouvert affine U(^)
de ^ dans XXgX tel que p^ soit lisse dans U(^); en vertu de (8.2.11) et (17.7.8),
il existe un indice X(^) et un voisinage U^) de la projection de ^ dans X^Xg^X^
tels que U(^) soit l'image réciproque de LJ^), et que p^^ soit lisse dans U^.
Gomme X est quasi-compact, on peut recouvrir A^(X) par un nombre fini de voisi-
nages U(^,); en vertu de (8.3.4), il existe un À supérieur à tous les X(^) tels que les
images réciproques des LJ^) dans X^Xg^X^ forment un recouvrement de \(XJ;
il résulte alors de (17.12.5) que cet indice X répond à la question.

Exemple (17.12.7). — Soient S un préschéma, G un S'préschéma en groupes, localement
de présentation finie sur S. Alors, pour que G soit différentiellement lisse, il faut et il suffit
que G soit lisse sur S aux points de la « section unité » e de G. La condition est en effet
nécessaire par (17.12.5). Inversement, supposons-la remplie; pour tout morphisme S' -^S,
G' = G Xg S' est alors un S'-préschéma en groupes localement de présentation finie sur S' ;
on peut donc, en vertu de (17.12.5)3 se borner à prouver que pour toute S-section s de G,
/ est lisse aux points de s(S). Or, si m : GXgG->G est le morphisme qui définit la
structure de préschéma en groupes de G, mo{sx i^) '' SXgG -> GXgG -> G est un

88



§ 17 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 89

S-isomorphisme du préschéma G, la « translation à gauche » Tg, transformant les points
de la section unité de G en les points de s{S) ; on en conclut que G est lisse sur S aux points
de s{S).

Remarque (17.12.8). — Un S-préschéma en groupes G, de type fini (et même fini)
sur un préschéma localement noethérien S, peut être différentiellement lisse sur S sans
être lisse (ni même plat) sur S. Prenons par exemple pour S le spectre de l'algèbre des
nombres duaux D = k [T] /T2^ [T] sur un corps k, pour G le spectre de la D-algèbre
composée directe E=D@k. On définit sur G une structure de S-schéma en groupes
en définissant une « application diagonale » 8, homomorphisme de E dans E®J)E :
si e\ e" sont les idempotents, images canoniques de l'unité i de D dans les facteurs D
et k de E, on vérifie sans peine qu'on obtient une telle application diagonale en prenant
^ef)=ef®e'-\-ef'®eff et 8 [eff)=e/0etf+eft®e\ La section unité du schéma en groupes G
correspond à l'homomorphisme E->D qui est l'identité dans D et o dans k', c'est un
isomorphisme de S sur une composante connexe de G, et a fortiori G est différentiellement
lisse sur S (17.12.6), mais il est clair que G n'est pas S-plat.

17.13. Morphismes transversaux.

(17.13.1) Soient S un préschéma, X, Y, X' trois S-préschémas, i : Y-^X une
S-immersion, f: X'-^X un S-morphisme. Posons Y^YXxX', et soient g : Y'-^Y,
j : Y'-^X' les projections canoniques, de sorte qu'on a le diagramme commutatif

Y <— Y'

( 1 7 . 1 3 . 1 . 1 )

X <— X'/

et que j est une S-immersion. On a alors un diagramme commutatif de ^'-Modules
quasi-cohérents

^(^Y/x) —> r(ûx/s)®^ —> ^w/s) -^ o

( I7 .I3 .I .SS) gri(<7)

^'ix' ———-^ ^x'i^^^ —> û^g ———> o

où la ligne inférieure est la suite exacte (16.4.21) appliquée àj, la ligne supérieure pro-
vient de la même suite exacte pour i, par application du foncteur exact à droite g*
(qui la laisse donc exacte); gr^) est défini en (16.2.1), et la commutativité des deux
carrés résulte de (0, 20.5.7.3) et (0, 20.5. n .3).
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On a vu en outre (16.2.2, (iii)) que gri(^) est ici surjectif, donc on déduit de
(17.13.1.2) la suite exacte

( 1 7 . 1 3 . 1 . 3 ) ^(^Y/x) -^X'/S0^^ -^Y'/S ->0-

Proposition (17.13.2). — £^ notations étant celles de ( 1 7 . 1 3 . i), joz'̂  x' un point de Y',
^=^r(^') son image dans Y; supposons X ^ Y Zm^y jz/r S â^ ^om^ A:, X' lisse sur S au point x'.
Soient m^ m—c les dimensions relatives de X et Y j^r S ûz/ ^om^ x ( 1 7 . 1 0 . 1 ) , ^ ^Zfe A X'
sur S ûî/ j^om^ x1'. -L^y conditions suivantes sont équivalentes :

a) Y' ̂  /^ J^r S ûz/ point x' et de dimension relative n—c.
b) U homomorphisme a® i ̂ ^(^y/x)0^ ,k{xf) ""^xys0^ ,k[x'} déduit de l^homo-

morphisme a ^ ( 1 7 . 1 3 . 1 . 3 ) ^ injectif.
Soit s l'image canonique de x dans S, et supposons que x' soit rationnel sur k{s). Alors les

conditions a) et b) sont aussi équivalentes à la suivante :
b') U homomorphisme transposé de a® i

T^s(^) -> (^Y/x^^Wî^-Tx/sW/TY/sM

(cf. ( 1 6 . 5 . 1 2 ) ) est surjectif.
De plus, lorsque les conditions a) et b) .yo/^ vérifiées en x'y elles le sont dans un voisinage

de x' dans Y'; en remplaçant au besoin X' par un voisinage de x', Vhomomorphisme

g^^) : ̂ (^Y/x) -^^Y'/X'

est bijectif, et la suite

( 1 7 . 1 3 . 2 . 1 ) O-^^^y^-^^x'/S^^Y'-^^/s-^O

obtenue en ajoutant un o à ( 1 7 . 1 3 . 1 . 3 ) , est exacte.
Le fait que si les conditions équivalentes a) et b) sont vérifiées au point x\ elles

le sont aussi au voisinage de x ' dans Y', résulte de ce que l'ensemble des points où un
morphisme est lisse est ouvert (17.3.7) et de (17.10.2).

En vertu de (17.12.1) appliqué à X' et Y', dire que Y' est lisse sur S au point x '
équivaut à dire que F homomorphisme

8®i ̂ ^^(O ̂ x'/s®^(<)

est injectif, compte tenu de (0, 19. i . 12) et de ce que ûx'/s est un ^'"Module localement
libre au point x ' (17.2.3); comme alors ûy'/g est aussi un 0^-M.odule localement libre
au voisinage de x ' et que la suite

(17.13.2.2) o -> ^TY'/X' -> -^x'/s0^ ̂  "̂  ̂ '/s -> 0

est exacte (17.2.5), dire que Y' est de dimension relative n—c sur S au point x ' signifie,
par (17.10.2), que ^y'/x7 (q111 est localement libre au voisinage de x ' } est de rang c
au point x ' . Mais en vertu des hypothèses sur X et Y au point x, et par le même raisonne-
ment, ^TY/X est localement libre et de rang c au point x, donc ̂ (^y/x) est aussl localement
libre et de rang c au point x ' . Comme l'homomorphisme gr^) : ̂ (^y/x) -^^YVX'
est surjectif, les conditions précédentes équivalent à dire que cet homomorphisme est
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bijectifuM point x ' (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, cor. de la prop. 6), donc aussi
dans un voisinage de x ' (Oi, 5 .2 .7) ; cela entraîne évidemment b ) , ainsi que la dernière
assertion de l'énoncé, en vertu de l'exactitude de ( 17.13.2.2). Inversement, comme a® i
se factorise en

g{^lx)®W -̂̂ y,x^W -^ ̂ ®W

et que gr^g) est surjectif, dire que a® i est injectif entraîne que S® i l'est et que gr^g) ® i
est bijectif. On en conclut (17.12.1) que Y' est lisse sur S au point x\ et que gr^{g} est
bijectifdans un voisinage de x ' (Bourbaki, loc. cit.). En outre, comme la suite (17.13.2.2)
est alors exacte, et que J^/x'? isomorphe à ^(^y/x)? est de ^^ë c au P011^ ^
ÛY./S est de rang n—c en ce point, ce qui achève de prouver l'équivalence de a) et b),
en vertu de (17.10.2).

Reste à montrer l'équivalence de b) et b1 ) lorsque x ' est rationnel sur k{s) (ce qui
implique qu'il en est de même de x) ; alors ^(^y/x)0^ k^ S5identifie à ^Y/x0^^
et puisque la suite

0 -> ̂ -Y/X -> ûx/g®^ 0y -> ûy/s -> 0

est exacte au point x et formée de ^y-Modules localement libres, le dual de ̂ Y/x0^^)
s'identifie à l'espace quotient Tx/sM/Ty/g^) (16.5.12); d'où l'équivalence de b) et b ' } .

Définition (17.13.3). — Avec les notations de ( 1 7 . 1 3 . 1 ) , on dit que le morphisme f est
transversal à Y au point x\ relativement à S, si X et Y sont lisses sur S au point x, X' lisse sur S
au point x', et si les conditions équivalentes a), b) de (17 .3 .2 ) sont satisfaites.

Lorsque aucune confusion n'est à craindre, on supprime la mention du préschéma S
et on dit simplement que/est transversal à Y au point x\

Remarques (17.13.4). — (i) Supposons que X, Y et X' soient plats et localement
de présentation finie sur S. Pour tout seS, notons X^, Y^, X^, Y^ les fibres de X, Y, X', Y'
au point s, f, : X^->X^ le morphisme déduit de/par changement de base. Il résulte
alors de (17.5.9) que pour que/soit un morphisme transversal à Y au point x\ il faut
et il suffit que, si s est l'image de x dans S,/ soit transversal à Yg au point x\ relativement
à k{s).

(ii) On a vu dans (17.13.2) que l'ensemble des points x'eV où/est transversal
à Y est ouvert dans Y'; si Y' est de p\\is propre sur S, on en déduit que l'ensemble des seS
tels que/soit transversal à Y en tous les points de Y^, relativement à S, est ouvert dans S.
Lorsque X, Y et X' sont plats et localement de présentation finie sur S, il résulte de (i)
que l'ensemble des ^'eY' tels que/ soit transversal à Y^ au point x ' (s image de x '
dans S), relativement à k(s), est ouvert dans Y'. Si de plus Y' est propre sur S, l'ensemble
des je S tels que/ soit transversal à Y^ en tous les points de Y^ (relativement à fe(J))
est ouvert dans S.

(iii) La propriété d'être lisse sur S, ainsi que la notion de dimension relative à S
en un point, étant stables par tout changement de base S'-^S ((17.3-3) et ( 4 • 2 • 7 ) ) î
il en est de même de la propriété pour un morphisme /: X'-^X d'être transversal à
un sous-préschéma de X en un point, relativement à S.
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(iv) La condition b) de (17.13.2) exprime encore que rhomomorphisme
a : ̂ (^Y/x) ~^ ^XYS0^ . ®x' est universellement injectif relativement à Y' (11.9.18).

(17.13.5) Considérons maintenant un préschéma S, trois S-préschémas X, Y, Z,
deux S-morphismes /: Y->X, g : Z->X; posons T=YXxZ; on sait alors (I, 5.3.5)
qu'on a un diagramme commutatif

X <——— YXxZ=T

(17 .13 .5 .1 ) A ,

XXsX <— YXsZ

faisant de T le produit des (XXsX)-préschémas X et YXsZ, où u==fXsg. Comme A
est une S-immersion (1,5.3.9)3 on est dans la situation du diagramme (17.13.1.1);
ce qui correspond à fi^/s dans C 1 ? - ^ - 1 ) est alors (^Y/s0^^^9^/80^^^
en vertu de (16.4.23). D'autre part, ce qui correspond au ^y-Module ^y/x dans

(17.13.1) est ici par définition £>x/s ( ^ • S - 1 ) ^ il correspond donc à (17.13.1.3) une
suite exacte

(17.13.5.2) ^x/S0^^ (^Y/S0^)®^®^) -^T/S -^0

où il reste à préciser les homomorphismes p et a. Tenant compte d'abord de (16.4.23)
et de (0, 20.5.2), on voit que si p : T-^Y, q : T—^Z sont les projections canoniques,
on a, avec les notations de (16.4.19)5

(17.13.5.3) ^==A/Y/S+^T/Z/S-

D'autre part, pour évaluer p, utilisons la commutativité du carré de gauche
dans (17.13.1.2), ce qui, dans le cas présent, ramène d'abord à expliciter l'homo-
morphisme canonique

p' : J3x/S -> ^XXgXVS^xx x^

défini dans (16.4.21) appliqué à l'immersion A. On peut se borner au cas où S= Spec(A),
X = Spec(B) sont affines, et alors p' correspond à l'homomorphisme S de (0, 20.5.11.2),
où il faut remplacer B par B^B et C par B=B®^B)/3B/A- on voit alors q^ 8 fait

correspondre à la classe de x® i —ï®x mod.3^ (pour un xe'B) l'image de
^ ® i — i ® ^ ) ( g ) ( i ® i ) — ( i ® i ) ( g ) ( ^ ® i — i ® ^ )

dans Q^® B^A^B® B)3? mals l'élément précédent peut s'écrire
( ( ^ ® i ) ® ( i ® i ) — ( i ® i ) ® ( . v ® i ) ) — ( ( i ® ^ ) ® ( i ® i ) — ( i ® i ) ® ( i ® ^ ) )

et on voit donc que p' est la différence des deux homomorphismes TT^ et TT^ de Q^
dans û/xx x)/s0^ ^x? correspondant respectivement à la première et la seconde
projection de XXgX dans X, par (16.4.3.3). Pour obtenir p, il faut d'abord consi-
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dérer Phomomorphisme p" : û(xx,x)/s0^ x^(Yx,z) -^^YX,Z)/S correspondant par
(16.4.3.3) au morphisme % de (17.13.5.1), puis, après tensorisation par Q^ former le
composé (p"® i )o(p '®i) ; il résulte de ce qui précède que Pon a, avec les notations
de (16.4.18)

(17.13.5.4) , P^/Y/x/s^i^^—^z/x/s0!^)-

Ceci dit, l'application de (17.13.2) à la situation du diagramme (17.13.5.1)
(compte tenu de (17.3.3, (iv)), qui implique que XXgX est lisse sur S en x si X Pest)
donne le

Corollaire (17.13.6). — Soient S un préschéma, X, Y, Z trois S-préschémas f: Y->X,
g : Z->X deux S-morphismes ; posons T=YXxZ, et soient p : T->Y, q : T-^Z les projections
canoniques. Soient t un point de T, y=p(f), ^==qÇt), x=f{y) ==g^). Supposons que X soit lisse
sur S au point x, de dimension relative m, Y (resp. Z) lisse sur S au point y (resp. ^), de dimension
relative m-\- a (resp. m-\- b), a et b étant positifs ou négatifs. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) T est lisse sur S au point t, de dimension relative m-\-a-{- b.
b) U homomorphisme

p0i :^x/s®^^) ̂  {^®o^W@{Q^®^kW

où p est donné par ( 1 7 . 1 3 . 5 . 4 ) 3 est injectif.
c) Le morphisme T==YXgZ->XXgX est transversal à la diagonale de XXgX au

point t.
Si t est rationnel sur le corps résiduel de son image s dans S, ces conditions sont aussi équiva-

lentes à la suivante :
b') Uhomomorphisme

(17 .13 .6 .1 ) T//)-T^) : T^)©T^) -> Tx,sW

(cf. (16 .5 .12 .5 ) ) est surjectif.
De plus, lorsque les conditions a) et b) sont vérifiées en t, elles le sont dans un voisinage de t

dans T, et en restreignant T à un tel voisinage, la suite

(17.13.6.2) O^fi^®^^ (^Y/S^^T)®^®^^) °>^lS-^0

{où a est donné par (17 .13 .5 .3 ) ) est exacte.
Le seul point qui reste à prouver dans (17.13.6) concerne b ' ) , et résulte de ce que,

sous l'hypothèse que t est rationnel sur k{s), Phomomorphisme p®i est transposé de
T,(/)-T^), en vertu de (17.13.5.4).

Lorsque les conditions équivalentes de (17.13.6) sont satisfaites, on dit que y et g
forment un couple de morphismes transversaux au point t, relativement à S ; ici encore, on supprime
souvent la mention de S.

(17.13.7) Considérons en particulier le cas où Y et Z sont des sous-préschémas
de X, f et g étant les injections canoniques; T est alors le sous-préschéma « intersection »
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inf(Y, Z) de X (I, 4.4.3), et l'on a t==jy=^==x. Au liea de dire que le couple (/, g)
est transversal au point x, on dit alors que Y et Z se coupent transversalement au point x (rela-
tivement à S). Notant Xg, Y^, Z g , Tg les fibres de X, Y, Z, T au point s, image de x
dans S, et tenant compte de (5.2.3), (5.1.9) et (0, 16.5.12), on voit que pour qu'il
en soit ainsi (lorsque X, Y, Z sont lisses sur S au point x), il faut et il suffit que T soit
lisse sur S au point x, et que l'on ait la relation

(17.13.7.1) codim,(T,,XJ=codim,(Y,,X,)+codim,(Z,,X,).

Proposition (17.13.8). — Soient S un préschéma, X un S-préschéma localement de présen-
tation finie sur S, Y, Z deux sous-préschémas de X, T == inf(Y, Z) le sous-préschéma « inter-
section » de Y et Z, x un point de T. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) U injection canonique i : Y—»-X est un morphisme transversal à Z au point x,
relativement à S ( 17 .13 .3 ) .

a') ^injection canonique j : Z->X est un morphisme transversal à Y au point x,
relativement à S.

a77) Y et Z se coupent transversalement au point x, relativement à S.
b) X, Y, Z sont lisses sur S au point x, et l^homomorphisme p (17 .13 .5 .4 ) est tel que

p®i :^®^k{x) -^ (û^®^feM)e(^®^feM)
est injectif,

Lorsque x est rationnel sur k{s) {s image de x dans S) ces conditions sont aussi équivalentes
à la suivante :

b') L' homomorphisme

T,(Q -T,(j) : T^{x) CT^M -^ Tx/sM
est surjectif.

En outre, lorsque les conditions équivalentes a) à b) sont vérifiées au point x, elles le sont
dans un voisinage de x dans T, et en restreignant X à un voisinage de x, la suite ( 1 7 . 1 3 . 6 . 2 ) est
exacte, et l'on a un isomorphisme canonique

(I7.I3.8.I) -^T/X^ (^Y/X®^T)®(^Z/X®^T)-

Les conditions a ) , a ! ) , a" ) impliquent toutes que X, Y, Z sont lisses sur S au point x.
Soient en outre, m, m—a, m—b les dimensions relatives de X, Y, Z sur S au point x.
Il résulte alors de (17.13.2) appliqué en remplaçant X' par Z et Y' par T=YXxZ,
que les conditions a ) , a ' ) équivalent toutes deux à dire que T est lisse sur S au point x
et de dimension relative m—a—b en ce point; mais en vertu de (17.13.7), cela signifie
précisément que la condition a" ) est vérifiée, d'où l'équivalence de a ) , a ' ) et a " } . L'équi-
valence de a " ) et de b) (ou b ' ) lorsque x est rationnel sur k(s)) a été prouvée
dans (17.13.6), ainsi que le fait que si ces conditions sont satisfaites au point x, elles le
sont dans un voisinage de x, et l'exactitude de la suite (17.13.6.2) dans un tel voisinage.
Reste à définir l'isomorphisme canonique (17.13.8.1).
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Notons a et —(i les homomorphismes figurant au second membre de (17.13.5.4)5
y et 8 ceux figurant au second membre de (17.13.5.2). Dire que la suite (17.13.6.2)

0 -fix/S^T-"^ (^Y/S^^^^Z/S^^T) ^^/S-^0

est exacte signifie que, dans la catégorie des ^-Modules, ûx/s®^T s'identifie canoni-
quement au produit fibre de ^Y/S^^T et ^z/s0^^ sur ^i/s? P01111 les homomor-
phismes Y et 8. Le même raisonnement que dans (0, 18. i .2 et 18. i .3), où l'on remplace
anneaux et idéaux bilatères respectivement par Modules et sous-Modules, fournit un
diagramme commutatif

o o o

(^Y/X^WC^Z/X^T) ——^ ^Z/X^T ——^-> «^T/Y

l \ l i
o ———^ ^Ty/x®^ ———————> ûx/g®6'T -a> ûV/s®^ —> o

[l '[ \ [r

0 -——————> '̂TB ——————————>• 0»^181(>T ——,-* ^W ———- O

\ ï \
0 0 0

où les 3e et 4e lignes et colonnes sont exactes en vertu des hypothèses de lissité. Le fait
que Phomomorphisme composé s^Y00^80? soit l'homomorphisme correspondant à
l'injection canonique T-^X résulte de (0, 20.5.2.7). Gomme la diagonale du diagramme
précédent est exacte, Kerfe) s'identifie canoniquement avec ^T/X? compte tenu de ce
que T est lisse sur S (17.2.5); donc on a un isomorphisme canonique (17.13.8.1)
réciproque de t.

(17.13.9) On peut généraliser les résultats de ( 17.13.5) et ( 17.13.6) à un nombre
fini quelconque de S-morphismes /, : Y,-^X (iel, 1 ensemble fini). Pour cela, notons X1

le produit de la famille (X,),çi de S-préschémas tous identiques à X (I, 3-3-5)? et

soient pi (iel) les projections canoniques. Le morphisme diagonal A : X->X1 est défini
(comme dans (I, 5.3.1)) comme l'unique S-morphisme tel que ^oA== ix pour tout iel.
C'est une X-section de X1 pour le morphisme p^ donc (I, 5.3.11) une immersion.
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Soit alors Y le produit des S-préschémas Y^ (pour les morphismes composés
îi

Y^->X->S), T le produit des VL-préschémas Y^ (pour les morphismes f^). On prouve
comme dans (I, 5.3.5) que l'on a un diagramme commutatif

X <̂ - T

(I7.I3.9.I) A^ ^

X1 <— Y
u

(où u est le produit (sur S) desj^), qui fait de T le produit des X^préschémas X et Y.
Par récurrence sur le nombre d'éléments de I, il résulte de (16.4.23) que -O^/s

(resp. ^Y/s) s'identifie canoniquement à la somme directe des ^(û^/g) (resp. des ft('Ox^g),
si ^ : Y->Y^ sont les projections canoniques).

Supposons maintenant que X soit lisse sur S en un point x (donc dans un voisinage
de ce point). Il en est alors de même de X1 en ce point (17.3.3, (iv)), et restreignant X
à un voisinage de x, on a donc (17.2.5) une suite exacte de (P^-Mod\iïes localement
libres

o^r^)->^y-^Q^o.

Posons ^== ̂ r^(A) ; on déduit de la suite précédente une suite exacte de ^-Modules
localement libres

(17.13.9.1) O-^^^^^-^^X/SÎ^^T-^ÛX/S^^T^O

qui correspond à la première ligne du diagramme (17.13. i .2), et où a n'est autre que
l'homomorphisme canonique qui, à chaque famille de sections (^)^çi de ^x/s^û? ^T
au-dessus d'un ouvert de T, fait correspondre sa somme.

D'autre part, ce qui correspond ici à la seconde flèche verticale du diagramme
(17.13.1.2) est l'homomorphisme

(I7.I3.9.2) T : (fix/s)1®^^^^^®^,^)

qui, à toute famille (^/® i^'çi, où ici les t[ sont des sections au-dessus d'un ouvert de X
de ^x/s5 associe la somme des (C/^Yi/x/s^))^ ̂  avec ^a notation de (16.4. i8). L'homo-
morphisme p qui correspond à l'homomorphisme a de (17.13. i .3) est donc la restriction
à /^Q ^T de l'homomorphisme T précédent.

Ces hypothèses et notations étant précisées, on peut appliquer à la situation
de (17.13.9.1) la prop. (17.13.2), ce qui donne le

Corollaire (17.13.10) . — Sous les hypothèses générales de ( 17 .13 .9 ) , soit t un point de T,
y^ (î'el) ses projections dans les Y .̂, x le point de X égal à chacun des J^(j^). Supposons que X
soit lisse sur S au point x et de dimension relative d, et que chacun des Y^ soit lisse sur S au point y ̂
soit d-\-c^ (^ entier positif ou négatif} la dimension relative de Y^ au point y ̂  Alors les
conditions suivantes sont équivalentes :
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a) T est lisse sur S au point t, de dimension relative d-{- S .̂.
b) U homomorphisme

p®i : /®^k(t) ̂ e^/s®^.^))
est injectif.

Lorsque t est rationnel sur le corps k(s) {où s est l'image de t dans S), ces conditions sont aussi
équivalentes à la suivante :

b ) U homomorphisme transposé de p® i

,^T^(j,) -^ (Tx/s^/SCrx/sW)

(où 8 est l'application diagonale) est surjectif.
Il suffit de remarquer que X1 est lisse sur S et de dimension relative û?.Gard(I),

et Y lisse sur S de dimension relative âf.Card(I)+ S^.
t'ei

Lorsque les conditions équivalentes de (17.13.10) sont vérifiées, on dit encore que
les^ forment une famille de morphismes transversaux au point t, relativement à S. On voit encore
que l'ensemble des points teT où cela a lieu est ouvert dans T. La remarque (17.13.4, (ii))
montre alors que si X et les Y^ sont plats et localement de présentation finie sur S, et
de plus si T est propre sur S, l'ensemble des seS tels que les f^ forment une famille
de morphismes transversaux en tous les points de Tg, relativement à S, est ouvert
dans S.

(i 7.13.11 ) Considérons en particulier le cas, généralisant (17.13.7), où les
Y^ (zel) sont des sous-préschémas de X, les f^ étant les injections canoniques, de sorte
que T==mf(Y^) est encore le sous-préschéma « intersection » des Y^, et t==y^=x pour
tout i'y au lieu de dire que les f^ forment une famille de morphismes transversaux au
point x, on dit encore que les Y^ se coupent transversalement au point x (relativement à S).
La condition a) de (17.13.10) s'exprime encore en la relation qui généralise (17.13.7.1)

(i7.13.n.i) codim,(T,, X,)=^codim,((Y,)^ X,).

En outre, on a la propriété suivante, qui étend (17.13.8. i), et en donne une autre
démonstration quand l a s éléments :

Corollaire (17 .13 .12) . — Lorsque les Y^ se coupent transversalement au point x, on a un
isomorphisme canonique

( 1 7 . 1 3 . 1 2 . 1 ) ^T/X^^(^Y./X®^A)-

On peut se borner au cas où les Y .̂ sont des sous-préschémas fermés de X, définis
par des Idéaux quasi-cohérents /^ de sorte que T est défini par l'Idéal /=^L/^

i
Par définition du faisceau conormal à une immersion (16.1.3), l'homomorphisme
canonique @ /,,->/ donne, par passage aux quotients, un homomorphisme surjectif

(17.13.12.2) ^(^y,/x®^A) -^T/X-
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Mais ici les ^-Modules des deux membres de (17.13.12.2) sont localement libres et
de même rang Se, (si c, est le rang de ^^/x)? en vertu de (17.2.5) et de la condition a)
de (17. i3.10); on conclut donc de Bourbaki, Alg. comm.y chap. II, § 3, n° 2, cor. de la
prop. 6, que (17.13.12.2) est bijectif, et (17.13.12.1) est Pisomorphisme réciproque.

17.14. Caractérisations locales et infinitésimales des morphismes lisses, des
morphismes non ramifiés et des morphismes étales»

Proposition (17.14.1) . — Soient f: X->Y un morphisme localement de présentation
finie, x un point de X, y=f[x). Pour que f soit lisse (resp. non ramifié, resp. étale) au point x,
il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifiée :

Pour tout schéma local Y'^SpecÇA') de point fermé y ' , tout morphisme h : Y'->Y
tel que A(y) =y, tout sous-schéma fermé Yo== Spec(A'/3') de Y', où l'idéal 3' est de carré nul,
et tout Y-morphisme gQ : YQ->X tel que ^(y)=;c, il existe au moins un (resp. au plus un,
resp. un et un seul) Y-morphisme g : Y'->X dont ̂  soit la restriction à Yg.

Compte tenu des définitions (17 .1 .1 et 17.3. i), il s'agit de montrer que la condition
de l'énoncé est suffisante pour que/soit lisse (resp. non ramifié) au point x.

(i) Cas des morphismes lisses. On peut se borner au cas où Y=Spec(A) et
X==Spec(C) sont affines, avec C=B/^, où B==A[Ti, . . ., TJ est une A-algèbre
de polynômes et S{ un idéal de type fini de B. Pour prouver que/est lisse au point x, il
suffit d'établir que fi^a; est une ^Y^'^gèb1^ formellement lisse pour les topologies
discrètes (17.5.1). Or on a ^x^^Bq/^B^, où q est un idéal premier de B, et si p est
l'image réciproque de q dans A, Bq est une Ap-algèbre formellement lisse pour les topo-
logies discrètes (0, 19.3.2 et 19.3.5). Par application du critère jacobien (0 ,22.6 .1
et 20.5.12) il suffit donc de voir que Bq/^B^ est une extension Ap-triviale de B^B^
par ^B^/^B^. Mais cela résulte précisément de l'hypothèse appliquée à A'^B^/^B.
et ^'^^B^/^Bq et au morphisme gQ correspondant à l'automorphisme identique
de A'/S'^,..

(ii) Cas des morphismes non ramifiés. Posons ici A== (Py , B==^x a; 5 et notons qu'en
vertu de (17.4.1, c ) ) , il suffit de montrer que ^B|A={^|Y)x=o' O^ avec 1e5 nota-
tions de (0,20.4.1), l'anneau G=PB^=(B®^B)/32 est local puisqu'il en est ainsi
de C/(3/32) isomorphe à B. L'hypothèse appliquée à A'=C et 3'=3/32 montre par
définition que l'application d^ : B -> 0.^ est nulle (0, 20.4.6), donc que ^B/A=0

par (0, 20.4.7).
Proposition (17.14.2). — Soient Y un préschéma localement noethérien, / : X—^Y

un morphisme localement de type fini, x un point de X, y==f[x). Pour que f soit lisse (resp. non
ramifié, resp. étale) au point x, il faut et il suffit qu'il vérifie la condition de ( 1 7 . 1 4 . i) où Von
suppose de plus que Vanneau local A7 est artinien, que m'^'^o, où m' est V idéal maximal de A',
et que le corps résiduel A'/m' de A' est égal à k(x).

Il s'agit encore de montrer que ces conditions sont suffisantes dans le cas des mor-
phismes lisses et le cas des morphismes non ramifiés.
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(i) Cas des morphismes lisses. Si l'on pose A=^Y,y et B=^x,a;5 il s'agit ici de prouver,
compte tenu de (17.5.3)5 que B est une A-algèbre formellement lisse pour les topologies
préadiques. Or, en vertu de (0, 22.1.4), cela découle de l'hypothèse lorsqu'on remplace
dans celle-ci la condition ^^==0 P^ 3'cm7. Mais comme îît' est niipotent, on voit
que la condition de l'énoncé est déjà suffisante en considérant les anneaux A'/rn^'
et en raisonnant par récurrence surj comme dans (0, 19.4.3).

(ii) Cas des morphismes non ramifiés. Reprenons les notations de la démonstration
de (17.14. i, (ii)) ; pour prouver que l'idéal 3/32 de G est nul, notons que C est alors un
anneau local noethérien, étant anneau local de l'anneau d'un ouvert affine d'un sous-
préschéma de XXyX, qui est localement de type fini sur X, donc aussi sur Y. Si r est
l'idéal maximal de G, il suffit donc de vérifier que l'on a S/ycf pour tout n (Oi, 7.3.5),
ou encore que l^^l^+O/S2)- Avec les notations de (0, 20.4.6), cela signifie encore
que pour tout n, les deux applications composées B-> G -> C/^ et B-^ G —- C/^ sont
identiques; mais comme C/ï^ est artinien, cette identité résulte de l'hypothèse appliquée,
par récurrence sur n, à A'^C/^ et S'^^+O/S2))/^.

Remarque (17.14.3). — On notera que, sous les hypothèses de (17.14.2), si de plus
le corps kÇx) est une extension/m^ de fc(j^), alors les A'-modules m^/m'94 '1 sont des
le(^)-espaces vectoriels de rang fini, donc a fortiori A' est une (P^^-olgèbre finie.

17.15. Cas des préschémas sur un corps de base»

Rappelons d'abord (6.7.7, 6.7.8 et 6.8. i ) la
Proposition (i7.i5-1)- — Soient k un corps', X un préschéma localement de type fini sur k.

Pour que X soit lisse en un point x, il faut et il suffit que pour toute extension radicielle k' de k
(ou seulement pour toute extension finie radicielle de À), U anneau local ^x,a;®/c^ solt

régulier. Si k(x) est une extension séparable de k (en particulier si k est parfait), il revient au
même de dire que 6^ ^ est régulier.

Corollaire (17 .15.2) . — Sous les conditions de ( 1 7 . 1 5 . 1 ) , pour que X soit lisse sur À,
il faut et il suffit que X soit géométriquement régulier sur k (6.7.6), ce qui entraîne que X est régulier.
Si k est parfait, alors X est lisse sur k si et seulement si X est régulier.

Proposition (17.15.3). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini sur k,
x un point de X, 7z=dini3;(X). Soit (&)i^^ une famille de n sections de (9^ au-dessus de X,
et soit f : X-^Y=Spec(A;[Ti, .. ., TJ) le morphisme correspondant au k-homomorphisme
A[Ti, . . ., TJ -> r(X, fl^x) transformant T^ en g^ (I, 2.2.4). Les conditions suivantes sont
équivalentes (et impliquent que X est lisse sur k au point x et par suite régulier au point x ) :

a) f est étale au point x.
b) Les images des rfx/fc& forment une base du Q^-moàule (û^) .̂
c) Les images des d^g^ engendrent le C^ yrmodule (û^)^.
Si/est étale au point x, X est lisse sur k au point x puisque Y= Spec(Â:[Ti, . .., TJ)

est lisse sur k ( 17.3.8) ; le fait que a) entraîne b) est donc un cas particulier de (17.11.3).
Gomme b) entraîne trivialement c ) , il reste à voir que c ) implique a). Notons d'abord
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que l'hypothèse entraîne que l'homomorphisme (/*(û^))^ -> (.Q^)^ est surjectif, donc,
en remplaçant X par un voisinage ouvert de x, on peut supposer que l'homomorphisme
f*{p\iu) ~^ ^x/fc est surjectif (Bourbaki, Alg. comm^ chap. II, § 5, n° i, prop. 2);
par suite/ est non ramifié (17.2 .2) . Nous allons voir d'abord qu'on peut se borner
au cas où x est rationnel sur k. En effet, si l'on pose k'=k{x), et X^X®^',
Y^Y^A'^Spec^'ITi, . . ., TJ), il existe un point ^'eX' au-dessus de x, tel
que k(xf)=k/. Pour prouver que / est étale au point x, il suffit de montrer que
f'=f^ : X'—^Y' est étale au point x ' (17.7. i, (ii)) ; d'ailleurs/' est non ramifié
(17.3.3, (iii)) et l'on a dim^(X /)=n (4.2.7). De la même manière on peut, en rem-
plaçant k' par une extension algébriquement close de k ' , supposer que k est algébriquement
clos. Posons alors jy=f(x), A= ^ y ^ y , B= ^x,a;5 comme le corps résiduel de B est égal à k,
il en est de même de celui de A, donc x (resp.j^) est un point fermé de X (resp. Y) (I, 6.4.2)
et l'on a par suite dim(A)=dim(B)=^. Puisque/est non ramifié, l'homomorphisme
Â->B est surjectif (17.4. ̂ f " ) ) \ mais comme dim(Â)==dim(B)=72, et que À, étant un
anneau régulier, est intègre, l'homomorphisme A->B est aussi injectif (0, 16.3.10).
Cet homomorphisme est donc bijectif, ce qui achève de prouver que / est étale au
point x (17.6.3, e " ) ) .

Corollaire (17.15.4) . — Sous les hypothèses générales de ( 1 7 . 1 5 . 3 ) , supposons en outre
que k(x) soit une extension finie et séparable de k et que les germes {g^ appartiennent à m^.
Alors les conditions a), b), c) de ( 1 7 . 1 5 . 3 ) équivalent aussi à chacune des suivantes :

d) Les n germes {g^ engendrent l'idéal maximal m^ de ^x,a;*
d') U anneau (9^ est régulier et les {g^ forment un système régulier de paramètres pour

cet anneau (0, 1 7 . 1 . 6 ) .
En effet, à ' ) entraîne trivialement d). D'autre part, comme k{x) est une extension

finie et séparable de k, on a ^(^==0 (0, 20.6.20) et k(x)==(P^^lm^ est une A-algèbre
formellement lisse pour les topologies discrètes (0,19.6.1), donc la suite exacte
(0,20.5.14.1) s'applique à A=k, B^ff^a;? ^=rr^x9 et fournit un isomorphisme
canonique

S:mJml^W^k{x).

De là on déduit d'abord l'équivalence des conditions c ) et d ) , compte tenu du lemme
de Nakayama. D'autre part, si/est étale au point x, l'anneau 6 ,̂3; est régulier et de
dimension n, puisque x est un point fermé de X (I, 6.4.2), et n éléments de m^ qui
engendrent cet idéal maximal forment alors nécessairement un système régulier de
paramètres pour (P^ ^ (0, 17.1.6)5 ce qui prouve que a) entraîne d1 ) .

Proposition (17.15.5). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini sur A,
x un point de X, 7z=dim^(X). Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) X est lisse sur k au point x.
b) X est différentiellement lisse sur k au point x,
c) {p^k)^ est un O^-module libre de rang n.
d) {p^k)y^ est un Q-^ yrmodule admettant un système de n générateurs.

100



§ 17 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 101

e) II existe une extension parfaite k' de k et un voisinage ouvert U de x dans X tels que le
préschéma V^jçk' soit régulier.

Le fait que X soit lisse sur k au point x entraîne l'existence d'un voisinage ouvert U
de x qui est lisse sur k, donc UO^Â:' est régulier pour toute extension k ' de k (17.15.2),
ce qui prouve que a) implique e ) . Inversement e ) implique a), car alors U®^A;' est
lisse sur k ' (17.15.2), donc U est lisse sur k (17.7.1, (ii)).

On a déjà prouvé que a) entraîne c ) (17.10.2); c ) implique d ) trivialement et
le fait que d ) implique a) résulte de (0, 20.4.7) et (17.15.3, c)).

Enfin, on a déjà vu que a) implique b) (17.12.4). Inversement, pour prouver
que b) entraîne a), on peut se borner au cas où x est rationnel sur A, en considérant, comme
dans la démonstration de (17.15.3), un point x ' de X'=X®^Â:' au-dessus de x et tel
que fe(^')=A;'===fe(A:), utilisant encore (17.7.1, (ii)) et le fait que si X est différentiellement
lisse au point x, X' est différentiellement lisse au point x ' (16.10^4). Supposant donc x
rationnel sur k, le fait que/soit lisse en x résulte alors de l'hypothèse b) et de (17.12.5)
appliqué à la Â;-section u : Spec(Â;)^X telle que u{Spec{k))={x}.

Corollaire (17.15.6). — Soit X un préschéma de type fini sur un corps k. Pour que X soit
lisse sur k, il faut et il suffit que le 0^-Module Q^ijç soit localement libre, et que les anneaux locaux
aux points maximaux de X soient des corps, extensions séparables de k (cette dernière condition
étant automatiquement vérifiée si k est un corps parfait et X un préschéma réduit).

Les conditions sont nécessaires, car si X est lisse sur k, il résulte de (17.10.2)
que J&x/fc est localement libre; d'autre part, X est régulier, donc a fortiori réduit, donc
en tout point maximal x de X, 6^ ^ est un corps, qui doit être une À:-algèbre formel-
lement lisse pour les topologies discrètes (17.5.1), donc une extension séparable
de k (0, 19.6. i).

Les conditions sont suffisantes. On peut en effet se borner au cas où X est connexe,
donc Q^ localement libre de rang constant n. Pour tout point maximal x de X, on a
alors Yg^ç^)^•k{x)|k=n puisque ^x,x==:]k{x)^ comme par hypothèse k{x) est une extension
séparable de k, on a Y^^==o (0, 20.6.3), donc deg.tr^kÇx)==n par l'égalité de
Cartier (0,21.7.1) . Toutes les composantes irréductibles de X ont donc même
dimension n (5.2.1), et on conclut que X est lisse sur k en tout point en vertu de ce
que c ) entraîne a) dans (17.15.5).

Corollaire (17.15.7). — Si k est de caractéristique o, alors•; pour que X soit lisse sur k au
point x, il faut et il suffit que (p^i^)^ soit un (9^ yrmodule libre.

Cela résulte de (16.12.2) et de l'équivalence de b) et a) dans (17.15.5).
Proposition (17.15.8). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini

sur k, x un point de X; posons 7z==dim^(X), r=dim(6x a;)? de sorte que n—r=deg.tr^k{x)
(5.2.3). Soit {gi)i^i^n une famille de n sections de Q^ au-dessus de X, telles que {g^^^x P0^
i^i^r; soit f : X-^Y = Spec(A:[Ti, . . ., TJ) le morphisme correspondant au k-homomorphisme
Â:[TI, . . ., TJ -> r(X, fiy transformant T^ en ^. Les conditions suivantes sont équivalentes
(et impliquent que X est lisse sur k au point x et que h{x) est une extension séparable de k) :

a)/ est étale au point x.
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b) Les Çg^ tels que ï^i^r engendrent nt^ (et par suite forment un système régulier
de paramètres pour (9^ (0, 17.1.6)) et les images dans O^^/j, des éléments (^x/^-L
pour r-{-i^j^n engendrent û^^.

On a en effet (0, 20.5.12.1) la suite exacte de k{x) -modules

(17.15.8.1) mjml -> (û^),®^^fe(^) -> Q^)/, -> o

et la condition b) entraîne par suite que les (â?x//c&L engendrent (^x/fcL compte tenu
du lemme de Nakayama; le fait que b) implique a) résulte donc de (17.15.3). Inver-
sement, si a) est vérifiée, les (â?x/A;&L P0111' i^^ forment une base de (^x/A;L en vertu
de (17.15.3). Si ^ ( i ^ z ^ y z ) est l'image de (g^ dans k{x), on conclut de ce qui précède
que les dt^ engendrent î^k(a;)/& P0111* I ̂  ̂  n-, et comme par hypothèse ^ == o pour i <; i^ r,
les dti pour r+ï^i^n engendrent déjà ÛJ^^. Comme deg.tr^k(x)==n—r, il suit
de l'égalité de Cartier (0 ,21 .7 .1) que T^^==o, donc k{x) est une extension
séparable de k (0, 20.6.3), et la suite de fe(A:)-espaces vectoriels

(17.15.8.2) o -> mM -> (ûx/,L®^^) -> il̂  -^ o

est exacte ((0, 20.5.14) et (0, 19.6.1)); en outre les dt^ pour r+ï^i^n forment une
base de û^^, donc aucun des ^ tels que r-\-i^i^n ne peut être nul. Cela montre
que les images des {g^ dans nzjm^ pour ï^i-^r engendrent nécessairement înjm^,
donc les {g^ pour i^z'^r engendrent m^ en vertu du lemme de Nakayama, ce qui
achève de prouver que a) implique b ) .

Corollaire (17.15.9). — Soient X un préschéma localement de type fini sur un corps k,
x un point de X et posons n == dim^(X), r= dïmÇffl^ J. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) U anneau (0^ est régulier et k{x) est une extension séparable de k.
b) X est lisse sur k au point x, et Vhomomorphisme canonique

^M -> W.^^W
est injectif.

c) II existe n sections g^ de 0^ au-dessus d'un voisinage ouvert U de x telles que (&)a;errtp
pour i^i^r et que le morphisme U^Spec(À[Ti, ...,TJ) correspondant aux g^ (cf. ( 1 7 . 1 5 . 8 ) )
soit étale au point x.

d) II existe n sections g^ (i^i^n) de <?x ^-dessus d'un voisinage ouvert U de x, telles
que les [g^ pour i^i^r engendrent m^ et que les images dans t2k(a;)/fc û^s> {^vikêj)x P0117'
r+i^j^n engendrent O1^^.

L'équivalence de c ) et d ) résulte de (17.15.8). De plus, on a vu dans la démons-
tration de (17.15.8) que la condition c ) entraîne que X est lisse sur k au point x et que
la suite (17.15.8.2) est exacte, donc c ) entraîne b ) . La condition b) entraîne que
l'anneau 0^ est régulier, donc m^/nt^ est de rang r'y en outre, (^x/fc)a; est alors un

^x;,̂ "1110^11!6 libre de rang n (17.10.2); comme la suite (17.15.7.2) est exacte par
hypothèse, ^^)ik est de rang n—r==deg.tr^k{x) et l'égalité de Cartier montre que
Yk(a;)//c= °î donc k(x) est séparable sur k (0, 20.6.3); ainsi b) entraîne a). Enfin, si a)
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est vérifiée, on déduit encore de l'égalité de Cartier que i^^ est de rang n—r.
Comme d'autre part l'anneau Q^ ^ est régulier, l'existence des g^ vérifiant les conditions
de d) est immédiate.

Remarques (17.15.10),, — (i) Pour qu'un préschéma de type fini X sur k soit lisse
sur k, il ne suffit pas que Q^jç soit localement libre, comme le montre l'exemple où
X==Spec(K), K étant une extension finie non séparable de A.

(ii) Lorsque k n'est pas parfait, il peut se faire que X soit lisse sur k sans que k{x)
soit séparable sur k. On en a un exemple en prenant X==Spec(A[T]) et pour x le point
correspondant à l'idéal premier principal (T^—X) {p>o caractéristique de k, \ek—^).

(iii) Toutefois, si X est un préschéma lisse sur k, l'ensemble des points fermés de X
tels que h[x) soit séparable (et fini) sur k est dense dans X. En effet, soit /: X—^ Spec (A:)
le morphisme structural; pour tout ^eX, il y a un voisinage ouvert U de XQ dans X
et une factorisation de /1 U : U ->- Spec {k [T^, . . ., TJ ) -> Spec (A) où g est étale (17.11.4).
Comme on peut se borner au cas où k est non parfait, donc infini, l'ensemble des points
de l'ouvert g(V) qui sont rationnels sur k est non vide; si jy est un tel point et xe\J un
point au-dessus de y, x est fermé dans X et k{x) est séparable sur k(y) =k (17.6.2) .

Proposition ( 1 7 . 1 5 . 1 1 ) . — Soit X un préschéma de type fini sur un corps k. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) X est étale sur k.
b) X est non ramifié sur k.
c) X est isomorphe à Spec (A), où A est une k-algèbre finie et séparable.
Cela résulte de (17.6.2) et (17.4.2), compte tenu de ce que la condition b)

implique ici que X est fini sur k.
Proposition (17.15.12). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini

sur k. Pour qu'il existe un ouvert partout dense U de X qui soit lisse sur A:, il faut et il suffit que
pour tout point maximal x de X, X soit réduit en ce point et que k{x) soit une extension séparable
de k. Pour qu'il existe un ouvert partout dense U de X tel que \J^ soit lisse sur k, il faut et il
suffit que pour tout point maximal x de X, k{x) soit une extension séparable de k.

La seconde assertion résulte évidemment de la première. Dire qu'il existe un
ouvert partout dense U lisse sur k signifie que X est lisse sur k en chacun de ses points
maximaux x. Il est nécessaire pour cela que ^x,a; soit régulier (17.15.1) et a fortiori
réduit, donc un corps, égal à k[x)', en outre (17.15.1)3 k{x)®^k' doit être régulier
pour toute extension radicielle k ' de k, donc k{x) doit être une extension séparable
de k (4.3.5) ; la réciproque est immédiate, en vertu de (17.15.1).

Corollaire (17 .15 .13) . — Soit X un préschéma algébrique sur un corps k. Alors il existe
un ouvert partout dense U dans X et une extension finie radicielle k1 de k tels que (U^))red soît

lisse sur k\
En effet, il y a une telle extension k ' telle que (X^),^ soit géométriquement

réduit sur k ' (4.6.6)3 ce qui équivaut à dire (4.6.1) que pour tout point maximal x '
de X/^, k { x ' ) est une extension séparable de k ' . On conclut donc de (17.15.12) qu'il
y a un ouvert partout dense U' de X^ tel que U^a soit lisse sur k ' . Mais le mor-
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phisme Xy^-^X est un homéomorphisme (2.4.5), donc U' est de la forme U^, où U
est un ouvert partout dense dans X.

Proposition (17.15.14). — Soit X un préschéma algébrique sur k, de dimension ^i.
Alors il existe une extension finie radicielle k' de k telle que le normalisé (II, 6.3.8) de (X^^ej
soit lisse sur k'.

Démontrons d'abord les deux lemmes suivants :
Lemme (17.15.14.1). — Soient X un préschéma réduit dont l^ ensemble des composantes

irréductibles est localement fini, f : Y->X un morphisme. Pour que Y soit ^-isomorphe au norma-
lisé X' de X (II, 6.3.8), il faut et il suffit que les conditions suivantes soient vérifiées :

(i) Y est normal;
(il) f est un morphisme entier et birationnel.
Lorsqu^il existe dans X un ouvert dense et normal (ce qui est toujours le cas lorsque X est

excellent (7.8.3)3 en particulier lorsque X est localement de type fini sur un corps), on peut remplacer
la condition (ii) par la suivante :

(ii bis) f est entier et il existe un ouvert dense U dans X tel que f~l(\3) soit dense dans Y
et que la restriction y~l(U)-^U de f soit un isomorphisme.

La question étant locale sur X, on peut supposer que X n'a qu'un nombre fini
de composantes irréductibles; soient X -̂ (i^i^m) les sous-préschémas réduits de X ayant
ces composantes pour espaces sous-jacents. On sait (II, 6.3.6) que X' est somme des
normalisés X^ des X .̂; chacun des morphismes structuraux j^ : X^->X^ est donc entier
et birationnel, donc y est entier et birationnel; il est immédiat que (ii) entraîne (ii bis)
lorsqu'il existe un ouvert V dense et normal dans X, en prenant U=V. Inversement,
si les conditions (i) et (ii) sont remplies, Y n'a qu'un nombre fini de composantes irré-
ductibles y^(i^i^m), Y^ dominant X^ pour chaque indice i (6.15.4); Y est somme
des Y^ puisqu'il est normal, et le morphisme g^ : Y^->X^ en lequel se factorise la restric-
tion Y^.-^X de/ (I, 5 .2 .2) est birationnel; comme X^ et Y^ sont intègres, il résulte
alors du fait que g^ est entier et Y^ normal que, pour tout ouvert affine V de X^,
rÇ^^V), éy est la clôture intégrale de r(V^, ^xi)? donc Y s'identifie canoniquement
à X' (II, 6.3.4). Enfin, si l'on suppose vérifiée la condition (ii bis), on peut se borner
au cas où U est réunion d'ouverts irréductibles disjoints U, (î^i^m), donc /^(U)
réunion disjointe des V^^'^U,). Comme les V, sont irréductibles et/'^U) dense
dans Y, les V .̂ sont les composantes irréductibles de Y et par suite f est birationnel.

Lemme ( 17 .15 .14 .2 ) . — Soient k un corps, X un préschéma algébrique sur k. Alors il
existe une extension finie radicielle k' de k telle que (X/^n)^ soit géométriquement réduit sur k'
et que son normalisé soit géométriquement normal sur k\

Compte tenu de (4.6.6) et de (I, 5. i .8), on peut se borner au cas où X est déjà
géométriquement réduit sur k. Soient p l'exposant caractéristique de k et k-^^k^^
la plus petite extension parfaite de k\ k-^ est donc limite inductive des extensions finies
radicielles de k. Posons Xi==X^j, qui est réduit par hypothèse, et soit Y^ son normalisé;
si /i : YI->XI est le morphisme structural, f^ est donc fini (7.8.3, (vi)) et surjectif,
et il existe un ouvert dense Ui dans X^ tel que /l~l(Ul)=Vl soit dense dans Y^ et que
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le morphisme V\—»-Ui restriction de f^ soit un isomorphisme (17.15.14.1). Appli-
quant (8.9.1) et (8.10.5, (vi) et (x)), on voit donc d'abord qu'il existe une extension
finie radicielle k" de k et un morphisme fini surjectif Y"->X//=X^ tels que
Y^^XX-X^Y"®^!; puisque Y^ est normal et k^ parfait, il résulte de (6.7.7)
que Y" est géométriquement normal sur k". Comme les projections Xi-^X" et Yi->Y"
sont des morphismes entiers, surjectifs et radiciels, ce sont des homéomorphismes (2.4.5)3
et si U" et V" sont les images de U\ et V\ dans X" et Y" respectivement, ce sont
des ouverts denses dans X" et Y" respectivement tels que V7'^/7''"1^"), où
/"îY^-^X" est le morphisme structural. Comme on a Ui==U"®^Â;i, il résulte
de (8.10.5, (i)) qu'il existe une extension finie radicielle k' de k" telle que si l'on pose
X^X^Â^X"®^', Y'^Y"®^', /'=/(^ : Y'->X', et si U' et V sont les images
de U" et V" dans X' et Y' respectivement, la restriction V'—^U' de y soit un isomor-
phisme. Comme Y' est normal et/' entier et birationnel, on conclut de (17.15.14.1)
que Y' est isomorphe au normalisé de X', ce qui prouve le lemme puisque Y' est géomé-
triquement normal.

Revenons maintenant à la démonstration de (17.15.14), et appliquons à k et X
le lemme (17.15.14.2); puisque dim(X)^i, on a aussi dim(X^)^ i (4.1.4), et le
normalisé Y' de X^ est aussi de dimension ^ i (5.4.2 et II, 7.4.6). Dire que Y'
est géométriquement normal sur k ' revient alors à dire, en vertu des définitions et
de (II, 7.4.5), que Y' est géométriquement régulier sur A:', donc lisse sur k ' (17.5.1),
ce qui prouve (17.15.14).

Proposition (17.15.15). — Soit f : X->Y un morphisme localement de présentation finie.
Pour que f soit lisse en un point A:eX, il faut et il suffit que f soit plat au point x et que Q^ soit
un 0,^-Module localement libre dans un voisinage de x, de rang en x égal à dim^f.

La nécessité des conditions résulte de (17.5.1) et (17.10.2). Inversement, si ces
conditions sont vérifiées, et si j/==/(^), il suffit de montrer (17.5.1) que/"1^) est lisse
sur k{y) au point x', mais cela résulte de la définition de àim^f (17.10. i), de (16.4.5)
et de ( i 7 - i 5 - 5 ) -

17.16. Quasi-sections de morphismes plats ou lisses.

Les énoncés de ce numéro complètent ceux de (14.5), moyennant des hypothèses
de platitude.

Proposition ( 1 7 . 1 6 . 1 ) . — Soit f: X->S un morphisme plat localement de présentation
finie. Soient seS, x un point fermé de Xg tel que (P^ ^ soit un anneau de Cohen-Macaulay ;
alors il existe un voisinage ouvert U de s dans S et un sous-préschéma X'C/'^U) de X tel
que ^eX' et que le morphisme X'-^U, restriction de f, soit plat, quasi-fini et de présentation
finie.

La question étant locale sur X et Y, on peut supposer f de présentation finie.
Soit (^)i^^ un système de paramètres de l'anneau local ^xj,a;5 u exlste un voisinage

ouvert affine V=Spec(A) de x dans X et m sections ̂  de (9-^ au-dessus de V telles que
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les images des (&)a;e^x,a; dans ^,a;=^x,a;/în8^x,a; soient égales aux t,. Soit X' le
sous-préschéma fermé de V défini par l'idéal de A engendré par les ^; la suite (^) étant
par hypothèse régulière (0, 16.5.7) il résulte de (11.3.8) qu'en remplaçant au besoin V
par un voisinage ouvert plus petit, on peut supposer que le morphisme X'->S, restriction
de /, est plat et de présentation finie. D'autre part, puisque les ^ forment un système de
paramètres de fi^^, l'anneau fi^a; est P^ définition artinien, et comme x est fermé
dans X^, on en conclut qu'il est isolé dans X^. En remplaçant V au besoin par un voisinage
plus petit de x, on en conclut, grâce à (13.1.4) que le morphisme X'-^S est quasi-fini.

Corollaire (17.16.2). — Soit f: X-^-S un morphisme fidèlement plat et localement de
présentation finie. Alors il existe un morphisme g : S'->S, fidèlement plat, localement de présentation
finie et localement quasi-fini, tel qu'il existe un ^-morphisme S'-^X (autrement dit, tel qu'il
existe une S'-section de X'^XXgS' (I, 3.3.14)). Si S est quasi-compact (resp. quasi-compact
et quasi-séparé}^ on peut supposer S' affine (resp. S' affine et le morphisme g quasi-fini),

Pour tout seS, la fibre Xg est non vide par hypothèse et est un préschéma
localement de type fini sur k{s) $ l'ensemble Ug des points x de X^ où 0^^ est un anneau
de Cohen-Macaulay est ouvert dans Xg (6.11.3) et est non vide, puisqu'il contient
les points maximaux de X^ (0,16.5.1); il contient par suite un point Xy fermé
dans X^ (10.4.7). Soit X'(J) un sous-préschéma affine de X contenant Xg et vérifiant
les conditions de (17.16.1). Pour obtenir un préschéma S' vérifiant les conditions de
l'énoncé, il suffit de prendre la somme des X'(^), où s parcourt S. Puisque le morphisme
X'(J)->S est plat et localement de présentation finie, l'image U(^) de X'(^) est ouverte
dans S (2.4.6); lorsque S est quasi-compact, on peut donc recouvrir S par un nombre
fini de U(^) et le préschéma S' somme des X'(^.) répond encore à la question et est
affine. Si de plus S est quasi-séparé, on peut supposer les immersions ouvertes U(J)->S
quasi-compactes (1 .2 .7) , donc de présentation finie (1.6.2), et alors les morphismes
X'(^.)—^S sont de présentation finie (1.6.2) et il en est par suite de même du
morphisme S/ -> S.

Corollaire (17.16.3) . — (i) Soit / :X—^S un morphisme lisse. Soient je S, x un
point fermé de Xg tel que le corps résiduel k{x) soit séparable sur k{s)'y alors, dans la conclusion
de ( 1 7 . 1 6 . i), on peut prendre X' tel que le morphisme X'-^U, restriction de f., soit étale.

(ii) Soit f: X->S un morphisme lisse surjectif. Alors, dans les conclusions de ( 1 7 . 1 6 . 2 ) 3
on peut supposer en outre que g : S'-^S soit étale.

Il est clair que (ii) se déduit de (i) comme (17.16.2) de (17.16.1), compte tenu
de ce que, pour tout seS, comme X^ est non vide et lisse sur k{s), il existe un point
fermé ^eX, tel que k{x) soit séparable sur k(s) (17.15.10, (iii)). Il suffit donc de
prouver (i). On notera que l'anneau ^xj,a; est ^c^s régulier; si l'on répète la construction
faite dans (17.16.1) en prenant pour (^) un système régulier de paramètres de fl^j a;?
l'anneau ^.a; est un corps isomorphe à k(x), donc séparable sur k{s) par hypothèse.
La conclusion résulte alors de (17.6.1, c ' )).

Proposition (17.16.4) . — Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparée f: X->S
un morphisme surjectif localement de présentation finie. Alors il existe une famille finie (S,), ci
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de sous-préschémas affines de S, de présentation finie sur S, deux à deux disjoints^ de réunion S,
et ayant la propriété suivante : pour chaque zel, il existe deux morphismes finis de présentation

9i ^i
finie et surjectifs S^ -> S^ -> S .̂, où h^ est étale et g^ plat et radiciel^ et un S-morphisme S^->X
(autrement dit une S^-section de X^==XXsS,").

Il y a un recouvrement fini (UJi^.^ de S par des ouverts affines; pour tout i,
l'intersection W^== D LL est quasi-compacte (1.2.7) donc il existe un sous-préschéma

; ̂  i

fermé V^ de U^ ayant pour espace sous-jacent U^—W^. et défini par un idéal de type
fini de l'anneau de U,$ donc V^ est un sous-préschéma affine de S qui est de présentation
finie sur S (1.6.2). Il est clair qu'on peut se borner à prouver la proposition en y
remplaçant S par V^ et X par XXgV^. Autrement dit, on peut déjà supposer S affine.
D'autre part, X est réunion d'ouverts affines W^ et les y(WJ sont constructibles
dans S (1.8.4) et forment un recouvrement de S; par suite (1.9.9) il existe une sous-
famille finie (W^.)i^y^ telle que les /(W^.) forment déjà un recouvrement de S.
Soit alors X' le préschéma somme des sous-préschémas induits sur les ouverts W^. de X;
il est immédiat qu'il suffit de prouver la proposition en remplaçant X par X' puisqu'un
S-morphisme S^->X' donne par composition un S-morphisme S^->X'—^X.

On peut donc supposer X affine et f de présentation finie. On peut alors (8.9.1)
écrire X sous la forme XoXg^S, où Sg est noethérien, Xg-^So un morphisme de type
fini, qu'on peut supposer surjectif (8.10.5, (vi)). Si la proposition est prouvée pour ce
morphisme, elle en résultera aussitôt pour X par changement de base S—^So. On peut
donc supposer de plus S noethérien et f de type fini.

Soient ^ ( i^A^r) les points maximaux de S. Montrons qu'il suffit de prouver
l'énoncé en remplaçant S par un voisinage ouvert assez petit U^ de chacun des ^, X par
l'image réciproque de U^ dans X. En effet, supposons la proposition établie dans ce cas,
et raisonnons par récurrence noethérienne (Oi ,2 .2 .2 ) en supposant l'énoncé établi
pour tout sous-préschéma fermé de S ayant un espace sous-jacent 4= S. On peut sup-
poser les U^ deux à deux sans point commun; si T est un sous-préschéma fermé ayant
pour espace sous-jacent S—(UUJ, l'hypothèse de récurrence entraîne que l'énoncé
est vrai pour T; comme il est vrai aussi pour chacun des U^, il l'est évidemment
pour S.

Comme on peut évidemment (en remplaçant S par S^ et X par XXgS^)
supposer S réduit, chacun des ^s,s/, est un corPS k{sh)' Supposons que l'on ait prouvé la
proposition lorsque S est le spectre d^un corps et f est de type fini. Alors l'existence des U^
résulte de la méthode de (8.1.2, a)) et de (8.8.2, (i) et (ii)), (8.10.5, (vi), (vii) et (x)),
(n.2.6, (ii)) et (17.7.8, (ii)).

Supposons donc S == Spec(Â;), où k est un corps, X étant de type fini sur k et X=(=0.
Comme X est noethérien, il existe dans X un point fermé x (Oi, 2.1.3), donc k[x) est
une extension finie de k (I, 6.4.2). Il y a par suite une extension finie séparable k ' de k
telle que Â;"===fe(^) soit extension finie radicielle de k\ On répond alors à la question
en prenant I réduit à un élément, Ŝ ' ==Spec(Â:'), S^^SpecÇA"),
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Corollaire (17.16.5). — Soit y:X->S un morphisme surjectif localement de présentation
finie. Alors il existe un morphisme g : S'->S surjectif, localement de présentation finie et localement
quasi-fini, tel qu'il existe un S-morphisme S'->X (autrement dit tel qu'il existe une S'-section
de X^XXgS7). Si S est quasi-compact (resp. quasi-compact et quasi-séparé), on peut supposer
S' affine (resp. S' affine et le morphisme g de présentation finie et quasi-fini).

Il suffit de prouver le corollaire en supposant S affine : S est en effet réunion d'une
famille (SJ d'ouverts affines, et si pour chaque a, S^ est affine et le morphisme ^ : S^-^Sgç
répond à la question et est de présentation finie et quasi-fini, alors en prenant pour S'
le préschéma somme des S^, g : S'->S coïncidant avec g^ dans chacun des S^, ce mor-
phisme répond à la question; en outre, si S est quasi-compact, on peut supposer la
famille (SJ finie, donc S' affine; si de plus S est quasi-séparé, les immersions S 3^8
sont de présentation finie (1.6.2), donc il en est de même de g.

Considérons donc le cas où S est affine : on forme alors les morphismes finis et de
présentation finie S,"->S, de (17.16.4); comme les immersions S,—^S sont de présen-
tation finie (les S, étant affines), les morphismes g[' : S^'—^—^S sont de présentation
finie et quasi-finis, et on répond à la question en prenant S' égal à la somme des S^' et g
coïncidant avec g^ dans chacun des S^'.

Proposition (17.16.6). — Soient S un préschéma quasi-compact et quasi-séparé, f\ X—>-S
un morphisme de présentation finie tel que, pour tout seS, X^/"^) soit un préschéma propre
sur k{s). Alors il existe une famille finie (S^.çi de sous-préschémas affines de S, de présentation
finie sur S, deux à deux disjoints, de réunion S et tels que, pour tout i, le morphisme X, = X Xg S^->S^
soit propre et plat. Si de plus, pour tout seS, Xg est fini sur k{s), on peut prendre les S, tels
que chacun des morphismes X^-^ se factorise en

u, h,x.-^x.'^s,
où u^ et h^ sont finis et localement libres (18 .2 . y), h^ est étale, u^ est radiciel et surjectif.

On suit une marche analogue à celle de (17.16.4). On se ramène d'abord au cas
où S est affine et où / est plat, en utilisant le théorème de platitude générique (8.9.5)
(on observera que les sous-préschémas S^ définis dans la démonstration de (8.9.5) sont
affines). Puisque^ est de présentation finie, on peut ensuite écrire X==XoXg^S, où Sg
est noethérien, Xo->So un morphisme de type fini et plat (11.2.7); en outre chaque
fibre (Xo)g est encore propre sur k{so), comme il résulte de (2.7.1, (vii)) et on est donc
ramené au cas où S est noethérien. Par récurrence noethérienne et application du procédé
de (8.1.2, a)) (en utilisant aussi cette fois (8.10.5, (xii))), on est finalement ramené,
pour prouver la première assertion, au cas où S est le spectre d'un corps, qui résulte
trivialement de l'hypothèse (avec S^=S). On traite de même le cas où Xg est supposé
fini sur k{s) pour tout seS (il faut cette fois utiliser (2.7.1, (xv)), (8.10.5, (x), (iv), (vi)
et (vii)), (17.7.8) et (2.1.12)) , et on est ramené à prouver la dernière assertion de
l'énoncé lorsque S==Spec(A;) est le spectre d'un corps. Mais alors X==Spec(A), où A
est une A-algèbre finie (I, 6.4.4) ; donc A est composée directe de A-algèbres finies A^
qui sont des anneaux locaux (i^j^w); puisque Ay est un anneau artinien et une
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A-algèbre, il contient un sous-corps K^ isomorphe canoniquement au corps résiduel
de Aj (0, 19.6.2). On prend alors X,=X, X,' somme des Spec(K^) et il est clair
que l'on répond ainsi à la question puisque pour tout j on a deux homomorphismes
K'y-^Aj-^kÇAj) dont le composé est un isomorphisme.

§ 18. COMPLÉMENTS SUR LES MORPHISMES ÉTALES
ANNEAUX LOCAUX HENSÉLIENS ET ANNEAUX STRICTEMENT LOCAUX

Dans le présent paragraphe, nous étudions diverses propriétés spéciales aux mor-
phismes étales. De plus, la notion de morphisme étale permet de développer de façon
fort naturelle la théorie de Nagata des anneaux henséliens, ainsi que celle des anneaux
strictement locaux. Ces anneaux jouent un rôle important dans de nombreux dévelop-
pements récents, en s'introduisant chaque fois que l'on a besoin d'un procédé de « locali-
sation » plus fin que celui fourni par la topologie de Zariski (cf. par exemple [43], en atten-
dant la parution du chapitre de notre Traité consacré à l'étude de la « topologie étale »).

18.1. Une équivalence remarquable de catégories»

Proposition ( 1 8 . 1 . 1 ) . — Soient S un préschéma, SQ un sous-préschéma fermé de S, XQ un
So-préschéma lisse (resp. étale) sur So, XQ un point de X^. Il existe alors un voisinage ouvert Uo
de XQ dans Xg, un S-préschéma U lisse (resp. étale) sur S et un So-isomorphisme UXgSg ̂  Uo.

Notons que si Xp est étale sur SQ au point XQ, il est a fortiori non ramifié sur 89 en
ce point; si l'on a construit un S-préschéma U lisse sur S tel que UXgSg soit isomorphe
à Uo, comme les fibres des morphismes UQ—^SQ et U—^S contenant XQ sont alors iso-
morphes, il en résultera que U est non ramifié sur S au point XQ (17.4.1, d ) ) y donc aussi
dans un voisinage de XQ', en remplaçant U par ce voisinage, on en conclut que U sera étale
sur S. Il suffit donc de prouver la proposition lorsqu'on suppose seulement X^ lisse sur So.

La question étant locale sur S et sur XQ, on peut supposer que S=Spec(A) et
Xo=Spec(Co) sont affines, de sorte que So==Spec(Ao), où Ag est un anneau quotient
de A, Co=Bo/3o, où Bo=Ao[Ti, ..., TJ et 3o est un idéal de type fini de Bo; enfin,
Co est une A^-algèbre formellement lisse pour les topologies discrètes. Soit po l'idéal \^
dans Go; on a Po==flo/3o5 °ù flo est un idéal premier de Bg. Le critère jacobien
(0, 22.6.4) joint à (0, 19. i. 12) montre qu'il existe dans 3o une famille de r polynômes
Ui {ï^i^r) et rindices j\ ( i^Â^r) tels que les images des u, dans C3o)qo/C3^)cïo engendrent
ce (Bo)^-module et que l'on ait

( 1 8 . 1 . 1 . 1 ) det(^/âT^qo.

Gomme (B())^ est un anneau local, il résulte du lemme de Nakayama que l'on peut
supposer que les images des ^ dans (3o)qo engendrent ce (Bo)^-module, puis, en rem-
plaçant au besoin XQ par un voisinage ouvert affine de XQ, que les ^ engendrent 3o
(Oi, 5.2.2). Posons alors B=A[Ti, . . . ,TJ; B() est donc un anneau quotient
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de B, po est l'image d'un idéal premier q de B et q l'image réciproque de qo. Pour tout i,
soit z^eB un élément dont u^ est l'image dans BQ, et soit 3 l'idéal de B engendré par
les v^ de sorte que 3o est l'image de 3 dans Bo. La proposition sera établie en prenant
pour U un voisinage ouvert du point de Spec(B/3) correspondant à l'idéal premier
p=q/3, pourvu que l'on prouve que Bq/3q est une A-algèbre formellement lisse pour
les topologies discrètes. Or, cela résulte du critère jacobien, car les images des ^ dans
3q/3^ engendrent ce B(,-module, et il résulte de (18. i. i. i) que l'on a det(ây,/êT^q.

Théorème (18.1 .2) . — Soient S un préschéma, SQ un sous-préschéma fermé de S dont
V espace sous-jacent est identique à celui de S. Alors le fondeur

X -> XXgSo

de la catégorie des S-préschémas étales sur S, dans la catégorie des SQ-préschémas étales sur SQ, est
une équivalence de catégories.

Montrons d'abord que ce foncteur ^pleinementfidèle. Soient X, Y deux S-préschémas
étales sur S, et posons Xo=XXgSo, Yo=YXgSo. Si Z==XXgY, l'ensemble Homg(X, Y)
est en correspondance biunivoque canonique avec l'ensemble des X-sections r(Z/X),
et de même Homg^(Xo, Yo) est en correspondance biunivoque canonique avec r(Zo/Xo),
où Zo==ZXgSo=XoXg,Yo. Or Z est étale sur X, Zo étale sur Xo, et Xo (resp. Zo) est
un sous-préschéma fermé de X (resp. Z) ayant même espace sous-jacent. Les parties
ouvertes de Z telles que la restriction du morphisme Z-^X soit surjective et radicielle
sont donc les mêmes que les parties de ZQ ayant les propriétés correspondantes et notre
assertion découle par suite de (17.9.3).

Pour achever la démonstration, il suffit de voir que pour tout So-préschéma Xg
étale sur So, il existe un S-préschéma X étale sur S et un So-isomorphisme Xg ̂  XXgSg.
En vertu de la prop. (18.1.1), il existe un recouvrement ouvert (UJ de Xg et pour
tout a, un S-préschéma V^ qui est étale sur S, et enfin un So-isomorphisme
6^ : U^^V^XgSo. En outre, en raison de la première partie de la démonstration, il
existe un unique So-isomorphisme 9^ de OaCUa^^Up) sur Gp(U^nUp), correspondant
à l'automorphisme identique de U^Up, et il est immédiat, pour la même raison, que
ces isomorphismes vérifient la condition de recollement (Oi ,4. i .7) . Il y a par suite
un S-préschéma X tel que les V^ s'identifient canoniquement à des sous-préschémas
induits sur des ouverts de X, les 6^ s'identifiant à des So-isomorphismes qui coïncident
dans les intersections U^nUp, et définissent donc un So-isomorphisme Xo^ÏXXgSo.
Il est clair que X est étale sur S (17.3 .2)3 ce qui achève la démonstration.

Corollaire (18.^.3). — Soient S un préschéma, X un S-préschéma étale sur S, S' un
S-préschéma, SQ un sous-préschéma fermé de S' ayant même espace sous-jacent. Alors l'application
canonique X(S')g-> X(So)g (1,3.4.3) est bijective.

Posons en effet X'=XXgS', Xo=XXgSo, de sorte que X(S /)s== F(X7S') et
X(So)g==r(Xo/So); le corollaire résulte du fait que le foncteur défini dans (18.1.2)
(avec S et So remplacés par S' et SQ respectivement) est pleinement fidèle (ou directement
de ( I 7 - 9 - 3 ) ) -
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18.2. Revêtements étales.

(18.2.1) Étant donnés un anneau A et une A-algèbre commutative B qui est
finie et est un A-module libre, rappelons (Bourbaki, Alg.y chap. VIII, § 12, n° 2) que
l'on définit sur B une forme A-linéaire Tr^, la « forme trace »; on en déduit la définition
d'une forme A-bilinéaire symétrique (dite encore « forme trace »)
(18.2 .1 .1) (^jQ ->Tr^xy)

»
dont la donnée est équivalente à celle de l'application A-linéaire associée astr^ : B-^B

S/'

du A-module B dans son dual B, égale à sa transposée. Lorsque A est un corps, il est équi-
valent de dire que cette forme bilinéaire est non dégénérée ou que B est une A-algèbre
séparable (Bourbaki, Alg., chap. IX, § 2, prop. 5).

Soit f:A->A un homomorphisme d'anneaux; posons B'===B®^A', et soit
g : B->B' l'homomorphisme canonique; l'image par g d'une base du A-module B est
alors une base du A'-module B', et il résulte des définitions que l'on a, pour tout A:eB,

(18.2.1.2) Tr^^WÎ-^TrB/ÂW).

(18.2.2) Considérons maintenant un espace annelé (X, Q^) et soit SS une 0^-Algèbre
qui, en tant que 0^- Module, est localement libre de rang fini ; alors, pour tout ouvert UcX
tel que SS\V soit (en tant que 6^-Module) isomorphe à Q1^ (pour un n dépendant de U),
r(U, S§) est une F(U, (P^)-algèbre qui, en tant que r(U, (P^)-mod\ûe, est libre de rang
fini et définit donc une forme r(U, (P^)-linéaire Trp^^p^g, ^, que nous noterons
aussi Tr^ jj; on en déduit une application linéaire associée

astr^^u : r(u, ss} -^ r(u, ssy= r(u, ̂ ).
En outre, il résulte de (18.2.1.2) que ces applications linéaires sont compatibles

avec les opérations de restriction de U à un ouvert plus petit, et définissent donc, d'une
part un homomorphisme de (9^- Modules, appelé encore homomorphisme trace :

(18.2.2.1) Tr^:^-^x

et d'autre part un homomorphisme de Q^-Modules
(18.2.2.2) astr^p : âê-^SS

dit associé à la trace, et égal à son transposé. Il résulte aussi de (18.2. i .2) que pour tout
^eX, on a
(18.2.2.3) (Tr^),=Tr^^

(18.2.2.4) (astr^^=astr^^.
/-^/

Enfin, sous les conditions de (18.2.1), si l'on pose X==Spec(A) et si^==B est
la 0^-Algebre correspondant à B, la forme Tr^p (resp. l'homomorphisme astr^p )
correspond à la forme Trg^ (resp. à l'homomorphisme de A-modules astr^), comme
il résulte encore de (18.2.1.2).

1 1 1
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Proposition (18.2.3). — Soit f : X->Y un morphisme fini de préschémas et soit SS =f {(P^).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) / est étale.
a') / est un morphisme plat de présentation finie5 et pour tout A:eX, si l'on pose J/==/(A:),

^xl^y^x.x est un corps, extension finie séparable de k[y).
b) SS est un 0^-Module localement libre et pour tout j/eY, SSy^Q k{yY est une

kÇjyy algèbre finie séparable (donc le composé direct d'un nombre fini de corps, extensions
finies séparables de fe(j^)).

c) SS est un O^-Module localement libre, et Vhomomorphisme astr^p : SS-^ëS (18.2.2)
est bijectif.

Compte tenu de ce que/est quasi-compact, l'équivalence de a) et a ' ) a déjà été
démontrée (17.6.2). Pour prouver le reste de la proposition, on peut se borner au cas
où Y=Spec(A) et X=Spec(B) sont affines, B étant une A-algèbre finie et â§=:K.
Dire que / est un morphisme de présentation finie équivaut alors à dire que B est un
^.-module de présentation finie (1.4.7). Si en outre/est plat, donc B un A-module plat,
on sait (Bourbaki, Alg. comm^ chap. II, § 5, n° 2, cor. 2 du th. i) que B est un A-module
projectif, donc SS un ^y-Module localement libre (loc. cit., n° 2, th. i), et la réciproque
est immédiate. D'autre part f~l{y) n'est autre que le spectre de la k (j/) -algèbre
SS{y)=SSy^Q^ k(jy), ce qui achève de prouver l'équivalence de a ! ) et b). Pour voir
que b) est équivalente à c ) , notons que la seconde assertion de b) équivaut au fait que
l'homomorphisme astr^^y): «^00-^00" est bijectif; comme SS{y}=SSy^ySSy
et SS^yY ^Si^ySSy et que SSy et SSy sont des (9^^'v^o^\A^ libres, il résulte de
(18.2.2.4) et de Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 3, cor. de la prop. 6, que l'homo-
morphisme astr^ ̂  : SSy-^âSy est lui aussi bijectif; la réciproque étant évidente,
cela achève la démonstration.

Lorsqu'une ^"Algèbre SS vérifie les conditions équivalentes h) et c) de (18.2.3),
on dit que SS est une 0^-Algèbre finie et étale. Lorsque X = Spec(A) est affine et que l'on a

r»o^

donc ^=B, où B est une A-algèbre, il revient au même, en vertu de (18.2.3), de dire
que SS est une 6^-Algèbre finie et étale, ou que B est une A-algèbre finie et étale (au sens
de (17.3.2)).

Corollaire (18.2.4). — Soit f: X—^Y un morphisme fini et de présentation finie, et
posons â?==y^(éy. Soit y un point de Y. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) // existe un voisinage ouvert U de y dans Y tel que la restriction /"^U^-^U de f soit
un morphisme étale.

b) SSy est un 6^-moàule libre de type fini et ëSy®^ k(jy) est une k{y)-algèbre séparable.
Il est clair que a) entraîne b) en vertu de (18.2.3). D'autre part, SS est un ^y-Module

de présentation finie (1.6.3 et 1.4.7)3 donc, si SSy est un ^y^-module libre, il existe
un voisinage ouvert U dey dans Y tel que ^?|U soit un ^-Module localement libre
(Oi ,5 .2 .7 ) ; en outre, par hypothèse, l'homomorphisme astr^/g, : SSy-^SS étant
bijectif, il résulte aussi de (Oi, 5.2.7) que l'on peut supposer U choisi de sorte que
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rhomomorphisme astr^u^ soit bijectif. Le fait que b) implique a) résulte alors
de (18.2.3).

Corollaire (18.2.5). — Soient Y un préschéma quasi-compact ou localement noethérien^
f: X—-Y un morphisme fini et de présentation finie ; posons <^=./(^x)- Supposons que pour
tout point fermé y de Y, SSy soit un ^y-module libre et SSy®Q k(jy) une k[y)-algèbre séparable.
Alors f est étale.

En effet, il résulte de (18.2.4) que tout point fermée de Y possède un voisinage
ouvert U tel que la restriction y'^CU^-^U de y soit étale; la conclusion résulte de ce
que dans les deux cas considérés, toute partie fermée non vide de Y contient un point
fermé (5. i. n et Oi, 2. i .3).

Corollaire (18.2.6). — Si y:X—»-Y est un morphisme fini et étale, et si l'on pose
gS==.f^Q^^ alors le (9 ̂ -homomorphisme Tr^ \S8->(9^ (18 .2 .2 ) (aussi noté Tr^) est surjectif.

La question étant locale, on peut, en vertu de (18.2.3) supposer que Y == Spec(A),
/-^/

X==Spec(B) avec <^==B, B étant un A-module libre; comme en vertu de (18.2.3)
la forme bilinéaire (18.2.1.1) est non dégénérée, cela entraîne en particulier que la
forme linéaire Tr^ est surjective.

Remarques (18.2.7). — (i) Lorsque f: X—^Y est un morphisme fini tel que/(tfx)
soit un (Py-Module localement libre (resp. localement libre de rang n), on dit encore
que f est un morphisme fini localement libre (resp. localement libre de rang n). Cette condition,
en vertu de (18.2.3), est vérifiée si/est un morphisme fini étale, mais n'implique pas à
elle seule que/soit étale, comme le montre l'exemple où X==Spec(K) et Y==Spec(A:)
sont des spectres de corps, K étant une extension finie non séparable de k. Lorsque
f: X->Y est un morphisme fini étale, on dit encore que X est un revêtement étale de Y.
On notera que dans ce cas, / est universellement ouvert et universellement fermé, et en
particulier/(X) est une partie à la fois ouverte et fermée de Y.

On dit qu'un revêtement étale X de Y est trivial si X est somme d'un nombre fini
de préschémas isomorphes à Y. On dit qu'un revêtement étale X de Y est localement trivial
si le morphisme /: X-^-Y est tel que tout point _^eY ait un voisinage ouvert U pour
lequel le revêtement f~l(V) de U soit trivial.

(ii) Soit jf :X-^ Y un morphisme fini, localement libre de rang n ; posons SS=f(Q^
et soit u= astr^p : S8->SS\ on en déduit un homomorphisme puissance extérieure n-ème

/\u : t\SS -> f\SS={f\SêY de (P^-Modules inversibles, et par suite (Oi, 5.4.2) un élément

(18.2.7.1) 4/Y^r(Y, (Â^)®^(Â^))
n ^ n ^

que l'on appelle le discriminant de X sur Y. D'ailleurs, comme (A^?)®^ (A^) est le
n n

dual de (A^)®^ (A<^), ûfx/Y peut aussi être identifié à un homomorphisme

(18.2.7.2) (Â^)®^(Â^) ->^y

et on note ^x/Y l'Idéal quasi-cohérent de type fini de (Py, image de l'homomorphisme
(18.2.7.2), encore appelé Idéal discriminant de X sur Y.
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Gela étant, pour que l'homomorphisme u soit bijectif, il faut et il suffit que /\u
soit bijectif, ou encore que la section rf^/Y alt un g^me inversible en tout point _^eY,
ce qui s'écrit aussi d^{y)^o pour toutj/ (Oi, 5.5.2). Il revient aussi au même de dire
que l'Idéal discriminant ^x/Y est e^ à ^y

La terminologie de « revêtement » introduite dans (18.2.7, (i)), se justifie par
la proposition suivante :

Proposition (18.2.8). — Soit jf:X-^Y un morphisme étale, séparé et de type fini et
pour tout yeY, soit n{y) le nombre géométrique des points de f^^y). Alors la fonction y->n{y)
est semi-continue inférieurement dans Y. Pour quelle soit continue en un point y (donc constante
dans un voisinage dey), il faut et il suffit qu'il existe un voisinage ouvert U dey tel que la restric-
tion y~l(U)->U de f soit un morphisme fini (étale).

Comme f est quasi-fini (17.6.1) et localement de présentation finie, il revient au
même de dire que f est fini ou que f est propre (8.11.1) : en outre, chaque fibre f~1 {y)
est géométriquement réduite sur k[y). Les conclusions résultent donc de (15.5.9, (i)
et (ii) ) et de ce que f est plat.

Corollaire (18.2.9). — Soient Y un préschéma connexe, f : X-^-Y un morphisme étale,
séparé et de type fini. Pour que f soit fini (autrement dit, que X soit un revêtement étale de Y),
il faut et il suffit que toutes les fibres de f aient même nombre géométrique de points.

Remarques (18.2.10). — (i) L'exemple de la « droite affine avec un point dédoublé »
(I, 5.5. n) montre qu'un morphisme étale de type fini de préschémas noethériens
peut être non séparée pour cet exemple, la première assertion de (18.2.8) n'est plus
exacte.

(ii) Pour qu'un morphisme séparé, de type fini et étale f: X->Y fasse de X un
revêtement localement trivial, il faut et il suffit que pour tout ^eX il existe un voisinage
ouvert U de y=f(^x) et une U-section g de f~l(\J) telle que g{y)==x. En effet, la
condition est évidemment nécessaire; le fait qu'elle est suffisante résulte de ce que toute
fibre f~l[y) est finie ((17.6.1) et (1,6.2.2)), de la caractérisation des sections d'un
Y-schéma étale (17.9.3) et de la prop. (18.2.8).

i8.3. Algèbres finies et étales.

Proposition (18.3.1) . — Soient A un anneau, B une A-algèbre de présentation finie.
(i) Pour que B soit une A-algèbre non ramifiée, il faut et il suffit que B soit un A-module

de présentation finie et que B soit un (B®^B) -module projectif.
(ii) Supposons de plus que B soit une A-algèbre finie. Pour que B soit une A-algèbre étale,

il faut et il suffit que B soit un A-module projectif et un (B<x)^B) -module projectif.
Bien entendu, la structure de (B®^B)-module sur B est celle provenant de la

structure de (B®^B)-algèbre sur B correspondant au A-homomorphisme canonique
d'anneaux B®^B->B, qui est surjectif et de noyau 3^ (0, 20.4. i).

(i) Dire que le morphisme Spec(B) -> Spec(A) est localement de présentation
finie équivaut à dire que B est une A-algèbre de présentation finie (1.4.6). Dire
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que B est une A-algèbre non ramifiée signifie alors (17.4.2) que Spec((B®^B)/3B^)
est un sous-schéma induit sur une partie ouverte et fermée de Spec(B®^B) et on sait que
pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que 3g^ soit un idéal facteur direct de B0^B
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 4, n° 3, prop. 15); mais il revient au même de dire
que le (B®^B)-module quotient (B^^/^B/A est projectif (Bourbaki, Alg., chap. II,
3® éd., § 2, n° 2, prop. 4).

(ii) Si on se rappelle qu'un A-module plat de présentation finie est projectif et
réciproquement (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 2, cor. 2 du th. i), l'assertion
de (ii) résulte de celle de (i) et de (17.6.2).

Proposition (18.3.2). — Soient A un anneau, 3 un îaea^ ae A te^ ?^? P0^ ^a topologie
^-préadique, A soit séparé et complet ; on pose Ao=A/3. Alors le fondeur

B^B®^AO

est une équivalence de la catégorie des A-algèbres finies et étales, dans la catégorie des ÂQ-algèbres
finies et étales.

Nous démontrerons d'abord le lemme suivant :
Lemme (18.3.2.1). — Soient A un anneau, 3 un idéal de A tel que, pour la topologie

^-préadique, A soit séparé et complet.
(i) Tout ^.-module projectif de type fini M est séparé et complet pour la topologie ̂ -préadique,

donc limite projective des (A /y4'1) -modules projectif s M/S^M.
(ii) Inversement, posons A^A/y"1"1, et soit (MJ un système projectif de A^-modules,

tel que, pour tout n, Vhomomorphisme M^.^®^ A^-^M^ déduit du di-homomorphisme de
transition M^_^->M^ soit bijectif. Supposons en outre les M^ projectif s et Mg de type fini.
Alors M = lim M^ est un K-module projectif de type fini tel que P homomorphisme canonique

M®^Ao->Mo soit bijectif.
(i) II existe un A-module libre de type fini L tel que M soit isomorphe à un facteur

direct de L; comme L est séparé pour la topologie 3-préadique, il en est de même de
tout sous-module N de L puisque y'^NcS^14"1!.; en particulier M est séparé pour
cette topologie, et comme l'homomorphisme surjectif f:I^-^M. est continu pour la
topologie 3-préadique, son noyau N est fermé pour la topologie induite par celle de L;
puisque L est complet et f un morphisme strict, on en conclut que M est complet
(Bourbaki, Top. gén., chap. IX, 2e éd., § 3, n° i, prop. 4).

(ii) II résulte du lemme de Nakayama que si Mg est engendré par une famille
finie (^.o) de r éléments et si pour tout n, x^ est un élément de M^ dont x^^ est l'image
dans M^_i, alors (^J (i^î'^r) est un système de générateurs de My^ (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. II, § 3, cor. 2 de la prop. 4). Cela étant, pour tout n, posons L^=A^; si (^-Ji^^r
est la base canonique de L^, soit u^ : L^-^M^ l'application A-linéaire telle que u^ ( .̂J = x^
pour tout i. Par hypothèse on a une suite exacte scindée

TVT vy* T un •\ /To -^ N^ -> 4 -^ M,, -^ o

lis
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et comme L^L^/y4-1!^^ et M^= M^/3n+lM„.^, les flèches verticales dans
le diagramme commutatif

N ^n+l -,- Un+i , -
n+l ——> ^n+1 ——> Mn+1

N,
»>>

4 M,

sont toutes trois surjectiues. Or on a M==limM^ et L=A r=limL^; si l'on pose
N==limN^, u=limu^, y==lim ^, on a, en vertu de (Oni, 13.2.2), la suite exacte

(18.3.2.2) o — N - ^ L ^ M - ^ o .

En outre, comme pour tout n, v^ est inversible à gauche et que M^ est un A^-module
projectif, il résulte de (0, 19.1.8) que la suite exacte (18.3.2.2) est scindée, ce qui
prouve le lemme.

Cela étant, montrons d'abord que le foncteur de l'énoncé de (18.3.2) est pleinement
fidèle. Posons, comme dans le lemme, A^^A/y^; soient B, G deux A-algèbres finies
et étales, et posons, pour tout n, B^==B®^A^, C^==C®^A^; en vertu de (18.3.1) et
(18.3.2.1), B et G sont séparés et complets pour la topologie 3-préadique, et l'on a
B==limB^, C=limC^; en outre tout homomorphisme de A-algèbres u : B->C est
continu pour les topologies ^-P^adiques, et donne donc un système projectif d'homo-
morphismes de A^-algèbres u^=u®ï : B^G^ dont il est la limite projective; la réci-
proque étant évidente, on a donc une bijection canonique

Hom .̂ (B, G) ̂  Um Hom .̂ (B,, CJ.

Mais comme B et G sont des A-algèbres étales, il résulte aussitôt de (18. i .2) que l'appli-
cation canonique

Hom^.aiJB^i, C^) ^Hom^.aig.(B^ GJ

est bijective pour TZ^O, ce qui achève de prouver que l'application canonique
H011^- .̂ (B. G) -> Hom^.aig. (Bo, Go) est bijective.

Pour achever de démontrer (18.3.2)3 il suffit de voir que pour toute Aç-algèbre
finie et étale Bo, il existe une A-algèbre finie et étale B et un Ao-isomorphisme BO^B®^A().
Or, il résulte de (18.1.2) qu'il y a un système projectif (BJ tel que By^ soit une A^-algèbre
étale et que les homomorphismes ^n+i^An+i^n^^n soient bijectifs. Il résulte de (18.3. i)
et (18.3.2.1) que la A-algèbre B==limB^ est un A-module projectif de type fini et
que Bo est isomorphe à B®^A(). Pour prouver que B est une A-algèbre étale, il suffît,
en vertu de (18.2.5), de montrer que pour tout idéal maximal m de A, B^/mB^ est
une (A/m)-algèbre séparable. Or, puisque 3 est contenu dans le radical de A (Oj, 7.1.10),
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on a 3cm et si mo=m/3, on a Ao/mo=A/m et BJmB^= (Bo)^/nîo(Bo)^; la
conclusion résulte donc du fait que Bg est une A^-algèbre étale (18.2.5).

Exemple (18.3.3). — La prop. (18.3.2) s'applique en particulier lorsque A est
un anneau local séparé et complet, 3 étant l'idéal maximal de A, de sorte que Ao est un
corps et la catégorie des Ag-algèbres finies et étales identique à celle des Ao-algèbres finies
et séparables, donc isomorphes à des composées directes de corps, extensions séparables
et finies de A^. En particulier, si le corps Ag est séparablementclos, ces extensions sont toutes
identiques à A(), et par suite tout revêtement étale de Spec(A) est trivial (18.2.7) en
vertu de (18.3.2).

Théorème (18.3.4). — Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal de A tel que A s'oit séparé
et complet pour la topologie ^-préadique, Ao=A/3. Posons S==Spec(A), So=Spec(Ao).
Soit X un S-schéma propre sur S, et posons Xo=XXgSo. Alors le fondeur

^ "̂  /-* Xx-?s^o

de la catégorie des ^.-schémas finis et étales sur X dans la catégorie des ^-schémas finis et étales
sur XQ, est une équivalence de catégories.

Montrons d'abord que ce foncteur est pleinement fidèle. Soient donc Z' et Z" deux
X-schémas finis et étales sur X. Posons S„=Spec(A/3n+l), X^=XXgS^, Z^=:Z'XgS^
Z^Z^XgS^ pour tout TZ^O. Il résulte de (III, 5.4.1) que l'on a une bijection cano-
nique Homx(Z', Z") ̂  lim Hom^(Z^, Z^). Or, en vertu de (18.1.2), l'application
canonique Homx^(Z^, Z^i) -> Honix^Z^, Z^') est bijective, ce qui achève de
prouver notre assertion.

Il reste à prouver que si 88 ̂  est une (P^-Algebre finie et étale, il existe une ^x-Algèbre
finie et étale S8 et un isomorphisme 88 ̂  ̂  SS^Q ^xo- ^ résulte de (18.1.2) qu'il y a un
système projectif (<â?J, où ̂  est une é^n-Algèbre finie et étale, et le deuxième théorème
de comparaison (ni, 5.1.4) prouve l'existence d'un (P^-Modviie cohérent S8 et d'un
système projectif d'isomorphismes 3S^ ̂  â?®^ C^- La donnée d'une structure d'Algèbre
sur un Module y étant équivalente à celle d'un homomorphisme y^y-^SF rendant
commutatifs des diagrammes où n'interviennent que des puissances tensorielles de ^r,
il résulte de (III, 5.1.3), (I, 10.11.4) et (I, 10.11.7) que 88 est muni de façon naturelle
d'une structure de é^-Algèbre pour laquelle l'isomorphisme SS^ 88^Q Q^ est un
isomorphisme d'Algèbres. De plus, 88 est un ^-Module localement libre'., cela résulte encore
de (m, 5.1.3), (I, 10.11.4), (I, 10.11.7) et du fait que, dans la catégorie des fi^^odules
cohérents, les ^"M^ules localement libres y peuvent être définis comme ceux pour
lesquels le foncteur ^->J^^ (^, ^) est exact. Enfin, pour voir que 88 est une 6^-Algèbre
étale, il suffit (18.2.5) de montrer que pour tout point fermé A:eX, 88 ̂ Q k(x) est
une k{x) -algèbre séparable. Mais comme le morphisme structural /: X-^S est propre,
f(x) est un point fermé de S, donc appartient à S^, puisque 3 est contenu dans le radical
de A (Oi, 7.1.10); la conclusion résulte donc de ce que X^J'^So) et de ce que 88^
est une 0^-3.}gèbre finie et étale.
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18.4. Structure locale des morphismes non ramifiés et des morphismes
étales.

Lemme (18.4.1). — Soient A un anneau, B une A-algèbre finie monogène, u un générateur
de la A-algèbre B, FeA[T] un polynôme tel que ¥{u)=o, F' le polynôme dérivé; posons
u'==F\u). Alors l'idéal de B, annulateur de Î2^, contient ^B; il est égal à u'B si U idéal 3
de A[T] formé des polynômes G tels que G{u)=o, est engendré par F, autrement dit si l'homo-
morphisme surjectif canonique <p : A[T]/F.A[T]-^B transformant l'image de T en u, est
bijectif.

Posons C=A[T], de sorte que B==C/3. On a la suite exacte (0, 20.5.12. i)

S/y^/A^oB^^-^o

et t2^ s'identifie donc au quotient B/3', y étant l'idéal engendré par les éléments G(u),
où G' parcourt un système de générateurs de l'idéal 3 (0, 20.5.13); d'où aussitôt le
lemme.

Proposition (18.4.2). — Les notations étant celles de (18.4.1), soit q un idéal premier
de B. Alors :

(i) Si q ne contient pas u ' , Bq est une A^-algèbre formellement non ramifiée (p étant l'image
réciproque de q dans A); en d'autres termes, Spec(B^) est formellement non ramifié sur Spec(A).

(ii) Supposons de plus que F soit unitaire et engendre 3. Alors, pour que Spec(B) soit étale
sur Spec(A) au point q, il faut et il suffit que u'^q.

L'hypothèse que ^q entraîne que 0^^==o (0,20.5.9), donc (i) résulte
de (17.2.1). En outre, sous les hypothèses de (ii), B est un A-module libre en vertu
de la division euclidienne; comme l'annulateur 3' de ûgM est alors égal à ?/'B en vertu
de (18.4.1) et que Qg^ est un B-module de présentation finie (16.4.22), l'annulateur
de ÛB ̂  est égal à u'î^ (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 2, n° 4, formule (9)), et (ii)
résulte donc de (i) et de l'implication c ) =>a) dans (17.6.1).

Corollaire (18.4.3). — Les notations étant celles de (18.4.2), supposons que F soit unitaire
et engendre 3. Alors, pour que B soit une A-algèbre étale, il faut et il suffit que u' soit inversible
dans B (ou, ce qui revient au même, que l'idéal de A[T] engendré par F et F' soit égal
à A[TJ).

Compte tenu de (18.4.2), (ii)), dire que Spec(B) est étale sur Spec(A) signifie
en effet que u1 n'appartient à aucun idéal premier de B, i.e. qu'il est inversible dans B.

On dit qu'un polynôme unitaire FeA[T] tel que l'idéal de A[T] engendré par F
et F' soit égal à A[T] lui-même, est séparable', il est immédiat que cette définition coïncide
avec la définition usuelle (Bourbaki, Alg., chap. V, § 7, n° 6) lorsque A est un corps.

Lemme (18.4.4). — Soient A un anneau local, B une A-algèbre finie monogène, u un
générateur de la A-algèbre B. Soient n» (i^î^r) des idéaux maximaux de B tels que Spec(B)
soit formellement non ramifié sur Spec(A) aux points n^. Alors il existe un polynôme unitaire
FeA[T] tel que î{u)==o et î'(u)^^ pour tout indice i (i^z^r). En outre, si k est le corps
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résiduel de A, fek[T] le polynôme minimal de Vimage de u dans B®^, il existe un FeA[T]
dont fest l'image canonique et tel que F(^)==o; un tel polynôme F vérifie les conditions î'{u)^vt
pour î^i^r.

L'idéal maximal m de A est l'image réciproque de chacun des n^ (II, 6.1.10);
soit L==B®^Â:, qui est une Â:-algèbre finie. Soit Ç l'image de u dans L, et soit n le rang
de L sur k, le polynôme minimal ^/eÂ:[T] de S; sur k est donc de degré n, et L est isomorphe
à k[T]lf.k[T], Si n^n^/mB, l'hypothèse entraîne que Spec(L) est étale sur k aux
points n^- (i^î'<r) en vertu de (17.6.1, c)), donc y(Ç)^n^ en vertu de (18.4.2, (ii)).
Notons maintenant que mB est contenu dans le radical de B; comme i, Ç, . .., ^n-l

forment une base de L sur k, il résulte du lemme de Nakayama que i, u, . . . ,^n - l

engendrent le A-module B, et par suite il existe un polynôme unitaire FeA[T] de
degré n, tel que F(z/)==o; en outre, comme Ç est racine de l'image canonique de F
dans k[T], cette image est nécessairement égale à y. Mais alors l'image de F'Çu) dans L
esty'(Ç), ,et comme y(Ç)<^n^, on a F'^^n, pour tout i.

Proposition (18.4.5). — Soient A un anneau locale k son corps résiduel, B une A-algèbre
finie (resp. finie et de présentation finie). On suppose en outre, ou bien que le corps k est infinie
ou bien que B est un anneau local. Soit n le rang de L === B®^A sur A. Pour que B soit une A-algèbre
formellement non ramifiée (resp. étale), il faut et il suffit qu'il existe un polynôme unitaire séparable
FeA[T] (18.4.3) tel que B soit isomorphe à un quotient de A[T]/F.A[T] (resp. isomorphe
à A[T]/F.A[T]). En outre, on peut supposer que F est de degré n (resp. F est nécessairement
de degré n).

Les conditions sont suffisantes en vertu de (18.4.2), sans supposer k infini ni B
local. Pour voir que les conditions sont nécessaires, notons que si B est une A-algèbre for-
mellement non ramifiée, L est une algèbre finie et séparable sur k, donc composée directe
d'un nombre fini d'extensions finies et séparables ky de k ( i ̂ 7^ r), ky étant donc engendrée
par un élément î^, de polynôme minimal fy (i ̂ j^r) (Bourbaki, Alg., chap. V, § 11, n° 4,
prop. 4). Montrons qu'en vertu des hypothèses faites sur k ou B, il existe un élément Ç de L
engendrant la Â;-algèbre L. C'est immédiat si B est local, puisque alors r==i . Sinon,
k étant supposé infini, on peut supposer que les polynômes irréductibles fj^k[T] sont tous
distincts (en remplaçant au besoin chaque ̂  par ^+^•3 pour un élément convenable a^ek) ;
si l'on pose f==f^fz. . -fr, il est clair que L est isomorphe à ^[T]/y.A:[T] dans les deux
cas envisagés, donc est engendrée par un élément Ç de polynôme minimal fek[T] de
degré n. Si z/eB est un élément d'image Ç dans L, le lemme de Nakayama montre que
les éléments i, u, ..,,un~l engendrent le A-module B; ceci montre déjà qu'il existe
un polynôme unitaire FeA[T] de degré n tel que F(u) == o, u engendrant la A-algèbre B,
qui est par suite isomorphe à une algèbre quotient de A[T]/F.A[T] ; en outre B est un
anneau semi-local et en chacun de ses idéaux maximaux n,, on a ï'(u')^\\^ d'après
(18.4.4)3 ce qui prouve que F'(^) est inversible dans B, donc que F est un polynôme
séparable. Enfin, si B est une A-algèbre étale, B étant un A-module plat de présentation
finie (i .4.7) est un A-module libre, et i, u, . . . , M"""1 forment une base du A-module B
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3, n° 2, prop. 5), autrement dit la A-algèbre B est
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isomorphe à A[T]/F.A[T], et pour tout autre polynôme unitaire GeA[T] tel que B
soit isomorphe à A[T]/G.A[T], G est nécessairement de degré n.

Théorème (18.4.6) (Chevalley). — (i) Soient f: X-^Y un morphisme localement de
type fini, x un point de X, y=f{x}, et posons A==(P^y. Pour que Q^ soit une A-algèbre formelle-
ment étale (resp. formellement non ramifiée), il faut et il suffit qu'il existe un polynôme unitaire
FeA[T] et un idéal maximal n de B==A[T]/F.A[T] (resp. d'une algèbre quotient B de
A[T]/F.A[T]) tels que (9^ ^ soit A-isomorphe à B^ et que, si u est l'image de T dans B, on ait
F'(^n.

(li) Supposons en outre que f soit localement de présentation finie. Alors, pour que f soit étale
au point x, il faut et il suffit de plus que l'on puisse prendre B=A[T]/F.A[T].

Les conditions sont suffisantes en vertu de (18.4.2). Pour voir qu'elles sont néces-
saires, on peut évidemment se borner au cas où X et Y sont affines, et, compte tenu de
la remarque (17.4. i .2), au cas où/est formellement non ramifié et quasi-fini. Comme/
est affine, il résulte de (8.12.8) qu'il existe une A-algèbre finie G et un idéal maximal r
de G (nécessairement au-dessus de l'idéal maximal m de A) tels que G^ ^ soit
A-isomorphe à Cy. En outre (17.4.1.2) le corps résiduel C/r=CJrCr est une extension
finie séparable de Â;=A/m, donc de la forme k [v], où v est séparable sur k. Soient
r , ( i ^ î^A) les idéaux maximaux de Panneau semi-local G autres que r; il existe un
élément ueC appartenant à tous les ^ et tel que son image dans C/r soit égale à v
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i, n° 2, prop. 5). Nous allons montrer que la sous-A-
algèbre B=A[zz] de G et l'idéal (nécessairement maximal puisque G est finie sur B)
î t==rnB de B répondent à la question.

Pour traiter le cas où O^y est une A-algèbre formellement ramifiée, il suffira de
prouver que B^ est isomorphe à Cy ; en effet, B^ sera alors formellement non ramifié sur A
et l'existence du polynôme F eA [T] ayant les propriétés de l'énoncé résultera de ( 18.4.4).
Notons maintenant que, puisque / est formellement non ramifié, C/r est isomorphe
à la A-algèbre CJmGr (17.4.1.2). On est ainsi ramené à prouver le lemme suivant :

Lemme ( 18 .4 .6 .1 ) . — Soient A un anneau local, m son idéal maximal, G une A-algèbre
finie, r un idéal maximal de G. Soit u un élément de G appartenant à tous les idéaux maximaux
de G distincts de r, n'appartenant pas à r, et tel que CJmCy soit une algèbre monogène sur k = A/m,
engendrée par l'image de u dans Cy/mCr. Posons ~B=A[u], n=rnB. Alors l'homomorphisme
canonique B^-^Cy est un isomorphisme.

Posons R = B — n , S = G — r , de sorte que B^R-^B et C^S-^G; Phomo-
morphisme canonique By—^Cy peut s'écrire comme le composé

R^B-^R^G-ts^G

et il suffit de montrer que chacun de ces deux homomorphismes est bijectif.
Montrons d'abord que h : R~1C -> S~1G=C^. est bijectif $ il suffit de voir que les

images dans R^G des éléments de S sont inversibles, ou encore que tout idéal maximal p
de R^G a une image réciproque dans G ne rencontrant pas S, donc nécessairement
égale à r. Or, comme R^C est une (R^B) -algèbre finie, l'image réciproque de p dans
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R-1B=B^ est l'unique idéal maximal nB^ de cet anneau, donc l'image réciproque de p
dans B est égale à n. Mais d'autre part, si q est l'image réciproque de p dans C, on a
q n B = n, et comme n est maximal dans B et G une B-algèbre finie, q est nécessairement
un des idéaux maximaux de G; en outre, on a u^q puisque u^X et que z/eB, donc
par hypothèse on a nécessairement q^=r.

D'autre part, comme BCC, l'homomorphisme g : ÎL~1B -> R^G est injectif
(Oi, 1.3.2); pour voir qu'il est surjectif, notons que R^C est un (R^B)-module de
type fini, et d'autre part que mR'^B est contenu dans l'idéal maximal de l'anneau
local R^B; en vertu du lemme de Nakayama, il suffit de prouver que l'homomorphisme
R'^/TnR'^B -> R^C/mR^C est surjectif. Mais en vertu de la première partie de
la démonstration, R^C/mR^C s'identifie à Cr/mCy; par hypothèse cette À-algèbre
est engendrée par l'image de u, et a fortiori elle est égale à l'image de R'^B/mR'^B.

Considérons en second lieu le cas où y est étale au point x. En remplaçant X par un
voisinage de x, on peut supposer que X est un voisinage de n dans Spec(B) (1.7.2) .
Posons B' == Spec (A [T] /F. A [T] ) et soit n' l'image réciproque de n dans B' ; comme l'image
de F'(T) dans B' n'appartient pas à n' par hypothèse, le morphisme Spec(B') ->Spec(A)
est étale au point n' par (18.4.2, (ii)). Comme par hypothèse Spec(B) —^ Spec (A) est
étale au point n, on en conclut (17.3.4) que Spec(B) —> Spec(B') est étale au point n;
mais comme ce morphisme est une immersion, il ne peut être étale en un point que si
c'est un isomorphisme local en ce point (17.9.1), donc B^ et B^ sont isomorphes.

Enfin, supposons que fi^a; s01^- une A-algèbre formellement étale; avec les notations
précédentes, il résulte de (17.1.5) que B^ est une B^-algèbre formellement étale; mais
puisque rhomomorphisme B^^B^ est surjectif, cela ne peut avoir lieu que si cet homo-
morphisme est bijectif (0, 19.10.3, (i)). Ceci achève la démonstration de (18.4.6).

Corollaire (18.4.7). — Soient y :X—^Y un morphisme localement de type fini, x un
point de X. Pour que f soit formellement non ramifié au point x, il faut et il suffit qu^il existe un

voisinage ouvert U de x tel quef\ U se factorise en U -> X' -> Y, où h est un morphisme étale etj une
immersion fermée.

On peut évidemment se borner au cas où Y= Spec(R) est affine etf de type fini.
Si A==é ?Y,y5 avec y==f{x), la condition pour que y soit formellement non ramifié au
point x équivaut, en vertu de (17.4.1.2), à dire que 0^ ^ est une A-algèbre formellement
non ramifiée. S'il en est ainsi, on peut appliquer (18.4.6, (i)) ; remplaçant au besoin Y
par un voisinage affine de y^ on peut supposer (avec les notations de (18.4.6)) que le
polynôme F est l'image dans A[T] d'un polynôme unitaire GeR[T]. On pose alors
X'==Spec(R[T]/G.R[T]) ; soit x ' l'image du point n de Spec(B) par le morphisme
correspondant à Phomomorphisme composé R [T] /G. R [T] ->A [T] /F. A [T] —^B. Il
résulte de (18.4.2) que le morphisme h : X'->Y correspondant à l'homomorphisme
canonique R-^-R[T]/G.R[T] est étale au point x, donc, en restreignant au besoin X'
et Y à des voisinages ouverts de x ' etjy respectivement, on peut supposer h étale. D'autre
part, en vertu de (I, 6.5.1, (ii)) et de (1.7.2), il résulte du fait que l'on a un homo-
morphisme local 9 : 6 '̂ x ' ^ ^ x x çi^ cet homomorphisme correspond à un mor-
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phisme j : U->X' d'un voisinage ouvert U de x dans X'; restreignant aa besoin U, on
peut, en appliquant (I, 6.5.1, (i)), supposer que Ao;==/|U, donc j est de type fini
(I, 6.3.4, (v)); enfin, Phomomorphisme 9 est surjectifpar (18.4.6, (i)), donc il résulte
de (I, 6.5.4, (i)) qu'on peut, en restreignant encore U et X', supposer quej est une immer-
sion fermée. Cela prouve donc la nécessité de la condition énoncée; sa suffisance est
immédiate (17.1.3, (i) et (ii)).

Corollaire (18.4.8). — Soit /:X->Y un mor phisme localement de présentation finie.
Pour que f soit non ramifié (resp. étale), il faut et il suffit qu'il existe une famille de
morphismes plats g^ : Y^->Y et, pour chaque a, un ouvert U^ dans X^^XXyY^, tels
que., si g^ : X^->X et f^ : X^—^Y^ sont les projections canoniques, les ^a(Ua) forment un

recouvrement de X, et que chacun des morphismes composés U^ —• X^ —> Y^ soit une immersion
fermée (resp. ouverte). On peut de plus alors prendre les gy^ étales.

La nécessité de la condition pour les morphismes étales est triviale, en prenant
un seul Y^ égal à X, le morphisme g^ correspondant étant égal à y, et l'ouvert U C X XyX
étant la diagonale. Lorsque f est non ramifié, la nécessité de la condition résulte de
(18.4.7); on prend un recouvrement ouvert (VJ de X tel que pour chaque a, f\Vy, se

factorise en VQ( —> Y^ -> Y, où jy^ est une immersion fermée et gy^ un morphisme étale.
Alors jy^ : V^—^Y^ se factorise en V^ -°> X^ -°> Y^, où ^ est une V^-section de X^, et
comme le morphisme g^ : X^->X est étale, ^ est une immersion ouverte (17.4.1), et
il suffit de prendre V^=s^{V^) pour répondre à la question.

La suffisance des conditions résulte de (17 .7 .1) ; on en conclut que f est non
ramifié (resp. étale) en chaque point de ^'(UJ, donc dans X tout entier puisque
les ^'(UJ recouvrent X.

Proposition (18.4.9). — Soient S un préschéma, f: X—^S un morphisme, h : Y—^S
un morphisme localement de présentation finie, g : X-^-Y un S-morphisme, x un point de X, y==g(x).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) h est étale au point y et g est plat au point x.
b) h est non ramifié au point y et f est plat au point x.
Comme f= ho g, a) entraîne que^est plat au point x (2. i . 6), et évidemment que h

est non ramifié au pointa, donc a) implique b).
Pour prouver que b) entraîne a), on peut d'abord supposer que h est non ramifié

(en remplaçant Y par un voisinage dey) ; puis, en remplaçant S par un voisinage ouvert
de s == h{y) ==f(x), on peut supposer qu'il existe un morphisme étale u : S'—^S, unpointj/
de Y'^Y^,) au-dessus de y et un voisinage ouvert V de y ' dans Y" tel que, si
h' ==A/s« : Y'—^S7, la restriction de A' à V soit une immersion fermée (18.4.8). Si l'on
prouve alors que h est étale au point _/, il en résultera que h est étale au pointa (17.7.1,
(ii)); d'ailleurs, f =f^ : X^g^ -> S' est plat en tout point x ' au-dessus de x. Comme
les projections v : Y'->Y, w : X'->X sont des morphismes étales (donc plats), si l'on
prouve que g ' ^ g ^ ' ) : ^(s') -> Y(S') est P^1 au P011^ xf^ il résultera de (2.2.11, (iv))
que g sera plat au point x. On peut donc se borner au cas où h est une immersion fermée
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de présentation finie, fêtant supposé plat au point x. Soit / l'Idéal quasi-cohérent de
type fini de 6^ qui définit le sous-préschéma fermé Y de S. L'hypothèse que f est plat
au point x entraîne que l'homomorphisme ^g s~^^x x est mjectif (Oi, 6.5.1); a fortiori
rhomomorphisme ^s.s^^Y.y est injectif, ce qui signifie que ^s==o, puisque c'est le
noyau de l'homomorphisme précédent. Puisque / est de type fini, il y a un voisinage
ouvert U de s dans S tel que ^[U=o (Oj, 5 .2.2) . On peut donc supposer que h est
une immersion ouverte, et alors il est clair que g est plat au point x.

Proposition (18.4.10) . — Désignons par P(f,x) une propriété vérifiant les conditions
suivantes :

i° Pour tout morphisme f: X->Y et tout isomorphisme local h : Y->Z, P(f^x) est
équivalente à P{hof, x) pour A:eX.

2° Pour tout morphisme f: X->Y, tout morphisme étale g : Y'—^Y, tout point ^eX,
si l'on pose X^XXyY', f'=f^ : X'—^Y' et si ^'eX' est au-dessus de x, les propriétés
P{f, x) et P(f, x') sont équivalentes (« invariance par changement de base étale »).

Soient alors S un préschéma., y: X—^S et A : Y — ^ S deux morphismes, g : X-^-Y un
^-morphisme, x un point de X, Jy=:g(x), et supposons h étale au point y. Alors les propriétés
PQ/, x) et P( ,̂ x) sont équivalentes.

Avec les mêmes notations que dans la démonstration de (18.4.9) et en rempla-
çant S (resp. Y) par un voisinage de s == h[y) (resp. dej^), on peut ici, en vertu de (18.4.8),
trouver un morphisme étale u : S'—^S tel que h' soit une immersion ouverte; si .v'eX'
est au-dessus de x, ?(./', x ' ) (resp. P{g\ x ' ) ) est alors par hypothèse équivalente à P(V, x)
(resp. P(g, x)). On peut donc se borner au cas où h est une immersion ouverte. Comme
l'hypothèse entraîne que P(g, x) est alors équivalente à P(hogy x), on en déduit la
conclusion.

Exemples (18.4.11). — On peut prendre pour propriété P(f, x) l'une quelconque
des suivantes, compte tenu de (17.7.4, (ii)) :

(i) f est plat au point x (2.2.11, (iv));
(ii) f est localement de présentation finie et de coprofondeur ^n au point x

(6.8.1 et 6.7.8);
(iii) f est localement de présentation finie et de Cohen-Macaulay au point x

(6.8.1 et 6.7.8);
(iv) f est localement de présentation finie et possède la propriété (SJ au point x

(6.8.1 et 6.7.8);
(v) y est localement de présentation finie et possède la propriété (RJ au point x

(6.8.1 et6.7.8);
(vi) y est localement de présentation finie et normal au point x (6.8.1 et 6.7.8) ;
(vii) f est localement de présentation finie et réduit au point x (6.8.1 et 6.7.8);
(viii) j^ est non ramifié au point x (17.7.4);
(ix) f est lisse au point ^ (17 .7 .4 ) ;
(x) y est étale au point x (17.7.4).
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Corollaire (18.4.12). — (i) Soient /:X-^Y un morphisme localement de type fini,
x un point de X. Si fest plat et formellement non ramifié au point x, alors, dans toute factorisation

f\V : U -> X' -> Y, où U est un voisinage ouvert de x, j une immersion fermée et h un morphisme
étale (18.4.7), l'homomorphisme ^x'^-^x^ correspondant à j est bijectif (en particulier 0^ ^
est une ^yj^-^gèbre essentiellement étale (18.6. i)).

(ii) Pour qu'un morphisme f : X->Y soit étale, il faut et il suffit qu'il soit localement de
type fini, formellement non ramifié et plat.

(i) Gomme l'homomorphisme Q^'^}~^^x,x est surjecdf, il suffit de prouver qu'il
est injectif, et pour cela qu'il fait de Q^ un (Py ^mod\de fidèlement plat, ou seulement
plat (Oi, 6.5.1 et 6.6.2); autrement dit, il s'agit de montrer que j est un morphisme
plat au point x; mais puisque hoj=f est par hypothèse plat au point x et que h est étale,
cela résulte de (18.4.10) et (18.4.11, (i)).

(ii) II n'y a à prouver que la suffisance des conditions énoncées. Pour tout xe^K,
on a donc dans un voisinage ouvert U de x une factorisation de/|U ayant les propriétés
considérées dans (i). Comme par hypothèse f est plat et formellement non ramifié en
tous les points de U, le résultat de (i) s'applique non seulement à x mais à tous les points
de U; cela signifie que si / est l'Idéal quasi-cohérent de (0^, correspondant au sous-
préschéma fermé de X' associé àj, on a /^ ==o pour tout zeU, doncj est une immer-
sion ouverte, et f est par suite étale en tout point de U, donc en tout point de X.

Corollaire (18.4.13). — Soient f : X-^Y un morphisme localement de type fini, x un point
de X, y =.f{x}. Supposons que y admette un voisinage ouvert qui soit un préschéma réduit et n'ayant
qu'un nombre fini de composantes irréductibles. Alors, pour que f soit étale au point x, il faut et il
suffit que f soit plat et formellement non ramifié au point x.

Il n'y a à démontrer que la suffisance de la condition. La question étant locale
sur X et Y, on peut supposer (18.4.7) que/se factorise en X-^X'->Y où A est étale
et j une immersion fermée, et en outre que Y est réduit et n'a qu'un nombre fini de
composantes irréductibles. Alors X' est réduit (17.5.7) et, en remplaçant au besoin X'
par un voisinage ouvert de j[x), on peut supposer que X' n'a qu'un nombre fini de
composantes irréductibles : en effet, on peut supposer h quasi-fini (17.6.1) et comme les
points maximaux de X' sont au-dessus des points maximaux de Y (2.3.4) leur nombre
est fini. Tout revient à montrer, avec les notations de la démonstration de (18.4.12),
que l'on a / ^ , = o pour tous les points x ' d'un voisinage de j{x) dans X', sachant que
/^=Q. Or, en remplaçant X' par un voisinage affine de j{x), on peut supposer que
toutes les composantes irréductibles de X' contiennent j {x) ; si X' == Spec(A'), et si p' est
l'idéal premier de A' correspondant au point j\x), le morphisme Spec(Ap,)->Spec(A')
est dominant, donc l'homomorphisme correspondant A'-^Ap. est injectif puisque A' est

<~»̂
réduit (I, 1.2.7). Si /==Z, où 3 est un idéal de A', 3 s'identifie donc à une partie
de 3p', et l'hypothèse 3^==o entraîne donc ^==0.

Corollaire (18.4.14). — Soient A un anneau local d'idéal maximal m, de corps résiduel k,
B une ^.-algèbre finie.
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(i) Pour que B soit une A-algèbre formellement non ramifiée, il faut et il suffit que B®^Â:
soit une k-algèbre étale.

(ii) Pour que B soit une A-algèbre étale, il faut et il suffit que B®^Â; soit une k-algèbre
étale et que B soit un A-module plat (ce qui équivaut à dire (Oi, 6.3.3) que pour tout idéal
maximal n de B (nécessairement au-dessus de m), B^ est un A-module plat).

On n'a évidemment à prouver que la suffisance des conditions énoncées. Il est
clair que (ii) résulte de (i) et de (18.4.12, (ii)), compte tenu de (17.1.2, (i)). Pour
prouver (i) remarquons que si B®^Â: est une ^-algèbre étale, on a îî^ ^ = o (17.2.1).
Or on a Û^^^^^^B/A^B^ (°3 20.5.5) et puisque B est une A-algèbre de type fini,
tig^ est un B-module de type fini (0, 20.4.7). Mais comme B est une A-algèbre finie,
mB est contenu dans le radical de B (Bourbaki, Alg. comm.y chap. V, § 2, n° i, prop. i),
donc le lemme de Nakayama prouve que Q^ == o, et par suite B est une A-algèbre
formellement non ramifiée (17.2.1).

i8.5. Anneaux locaux henséliens (1).

(18.5.1) Soient X un préschéma, ë un (P^-Module localement libre de rang\^
fini; le dual S=^omQ [S, 0^) est donc un ^x-Module localement libre dont le
rang en tout point de X est égal à celui de ë en ce point, et Phomomorphisme cano-
nique ê -> ^oniQ (<?, éy ==(<?)" est bijectif. Pour tout morphisme X'->X, posons
(?(x')=<^®^^x' qui est un (Py-Module localement libre, et considérons l'ensemble
r(X', ^x')) des sections de ce ^'"Module au-dessus de X\ Nous allons voir que l'on
définit ainsi un fondeur contr avariant représentable

(18 .5 .1 .1 ) ^X^I^X',^))

de la catégorie des ^.-préschémas dans celle des ensembles (Oni? 8.1.8).
Tout d'abord, on a bien défini un foncteur, car si /: X^—^X' est un X-mor-

phisme de X-préschémas, on a S^"}=f\^{x'})^ d^U ( O i 5 4 - 4 - 3 - 2 ) une application
^{X\^)^^(X\f^^))=^^ff,^) qui achève de définir le foncteur tV.
Montrons ensuite que le X-préschéma V(^) (II, 1.7.8) représente le foncteur tV. II est
immédiat en effet que Pon a (^(x'))" ^(^(x')? donc ^^^x^^^^x'))"); compte
tenu de (1,3.3.14), on est ramené à définir une bijection r(V(<?)/X) ̂  F(X, <?),
et à vérifier que la bijection r(V(<?(x,))/X') '^ r(X', ^x7)) est fonctorielle en X'. Or, on
a une bijection canonique de r(V(<?)/X) sur Hom^, (<?, 0^ (II, 1.7.8), et la transposi-
tion u^u est une bijection canonique de Hom^ (<?, é^) sur Hom^ (fi^, <?)=r(X, SY

s/ ^ ^

en raison de l'identification de (<^)v et de ê. La vérification de la propriété fonctorielle
est immédiate.

(1) La notion d'anneau local hensélien est due à AZUMAYA, celle de hensélisation à NAGATA, à qui l'on doit
aussi les principaux résultats de cette théorie.
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Notons encore que, conformément à la théorie générale (Oni ,8 . i .6) l'automor-
phisme identique de V(<?) correspond canoniquement à une section c de ^iw\\
au-dessus de V(<?), c'est-à-dire (II, 1.4.1) à un homomorphisme de S^ (<?)-Modules
u : S^(<?) -> S^(<?)®^<T; pour tout ouvert affine W de X, si l'on pose F(W, (P^)=A,
si on identifie F(W, S^(<?)) à une algèbre de polynômes C=A[Ti, . . ., TJ, de sorte
que les T, forment une base de F(W, <?), et si enfin on désigne par (e,) la base duale
de (T,) dans F(W, <^)=r(W, <?)", on voit aussitôt que u correspond à F homomorphisme

n

de C-modules tel que u{î)== 2 T^®^.

Si X'==Spec(A) est affine et tel que <^ soit isomorphe à ^, F(X', ^x'))
est un A-module libre de rang n; de façon imagée, on peut dire que l'objet V(<?)
représente « l'ensemble des points de l'espace affine tordu sur X défini par ê ».

(18.5.2) Rappelons (II, 1.7.8) que l'on a par définition V(<?)==Spec(S^ (<?)).
Soit / un Idéal quasi-cohérent de S^p (<?), de sorte que Spec(S(p (<?)/^) est un sous-
préschéma fermé de V(<?); nous allons l'interpréter comme représentant un fondeur de la
catégorie des X-préschémas dans celle des ensembles. Notons pour cela qu'une section
^er(X, <?) s'identifie canoniquement à un fi^'homomorphisme u\(9^->ê, auquel
correspond par transposition un (Pyhomomorphisme ^ : <?-^x? et P3-1' suite un homo-
morphisme de 6?x-Algèbres v : S^(<?)-^x- SoitAl(X, ê, / } l'ensemble des ueFÇX, S}
tels que / soit contenu dans le noyau de u; il résulte aussitôt de ces définitions que

X'^AUX',^,^^)

est un foncteur représenté par Spec(S^(<?)/^). Si X'== Spec(A) est affine et tel que ë^
soit isomorphe à 6^ ^(x•\ ^(x7)) peut s'identifier à l'ensemble A1, et /®Q (9^. à un
^x'-Module de la forme 3, où 3 est un idéal de l'anneau de polynômes A[Ti, . . ., TJ ;
l'ensemble A1(X', ê^, /^o^Q^) s'identifie alors à la partie de A* formée des points
(^i? • • "> 0 tels que P(^, . . ., ^)=o pour tous les polynômes PG^; de façon imagée
on peut donc dire que l'objet Spec(S^(<?)/^) représente « le sous-ensemble algébrique
de l'espace affine tordu F(X, <?) formé des points annulant l'idéal F(X, / ) ». On note
encore ce X-préschéma Al(<?, / ) . On notera que si / est un Idéal de type fini de S^ (<?),
AÏ(«^5 / } est un X-préschéma de présentation finie, puisque Sg, (^) est une ^x-^gc^c
de présentation finie.

Lemme (18.5.3). — Soient S un préschéma, f : X->S un morphisme fini et localement
libre (18.2.7). Considérons le fondeur contraoariant de la catégorie des S-préschémas dans la catégorie
des ensembles

(18.5.3.1) S'^O^XXgS')

où O^XXgS') est l'ensemble des parties à la fois ouvertes et fermées de l'espace sous-jacent à XXgS'.
Alors ce foncteur est représentable par un S'préschéma Of(X), qui est affine, étale et de présentation
finie sur S.
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On a par hypothèse X==Spec(^), où âS=f^x) est une ^s-^gèbre finie
et localement libre. Posons X^XXgS', /'==/^, SS'^=.S®Q ^=/^(^x^ de sorte
que X^Spec^') ; il y a alors une bijection canonique, fbnctorielle en S', de
l'ensemble Of(X7) sur l'ensemble Id(^') des idempotents de l'anneau F (S', âê') == r(X', ̂ )-
En effet, en vertu de Ï'équivalence de la catégorie des S'-schémas affines sur S' et de la
catégorie opposée de la catégorie des ^g.-Algèbres quasi-cohérentes (II, 1 .2 .7 et 1.3.1),
il y a correspondance biunivoque canonique entre les décompositions de X' en somme
X^uXg de deux sous-préschémas induits sur des ouverts de X' et les décompositions
de 3S' en composée directe de deux Idéaux SS'^ SS'^\ ces dernières à leur tour forment un
ensemble en correspondance biunivoque canonique (et fbnctorielle en S') avec Id(â?').
Il suffit donc de prouver le lemme pour le foncteur S'-^Id^').

Pour cela, nous allons montrer qu'il existe un Idéal de type fini / de Sg, {38}
tel que Id(^) soit de la forme A^S', ̂ ', /^^ 0^ (18.5.2). Notons à cet effet que
puisque S8 est une ^g-Algèbre, son image réciproque S8^^ est une ^y/^-Algèbre, et
l'on peut donc former le carré c2, dans cette Algèbre, de la section canonique c (18.5.1);
elle correspond canoniquement à un homomorphisme ^(2) : S^p (SS} -> S^ {SS) ®<p Se
de Sff (^)-Modules, et on vérifie aussitôt que pour un ouvert affine W de S, avec les
notations de (18.5.1), u^ correspond à l'homomorphisme de C-modules tel que
^(i^Z^S^T,^)®^, où (^.^) est la table de multiplication de l'algèbre F(W, SS).

^ *»? ^
Montrons que l'Idéal / de S^p {âS) engendré par le noyau de l'homomorphisme u—u^
répond à la question. Il suffit en effet de noter que l'idéal F(W, / } de G est engendré
par les polynômes P^(Ti, .... TJ=T^—S^T^Ty et que les idempotents de r(W, S§)
sont précisément les éléments S^ de cette algèbre tels que (^, . . . ,^) annule tous«
les polynômes P/g {ï^i^n). On déduit donc de (18.5.2) que le S-préschéma affine de
présentation finie Of(X)==Al(^, / ) représente bien le foncteur (18.5.3.1). Il reste
à prouver que Of(X) est étale sur S, ou, ce qui revient au même, qu'il ^formellement
étale sur S. Mais si S' est un S-préschéma, SQ un sous-préschéma fermé de S' défini
par un Idéal localement niipotent de <?g. (et ayant donc même espace sous-jacent
que S7), il est clair que X^XXgS' et Xo=XXgSo ont même espace sous-jacent, donc
l'application canonique O^X^—^O^Xo) est bijective, ce qui achève la démons-
tration (17.1.1).

Proposition (18.5.4). — Soient S un préschéma, Sg un sous-préschéma fermé de S; consi-
dérons les propriétés suivantes :

a) Pour tout morphisme fini g : S'-^S, l'application canonique

( 1 8 . 5 . 4 . 1 ) O^-^O^XgSo) (cf. (18.5.3))

est bijective.
a') Pour tout morphisme fini et localement libre g : S'-^S, Inapplication (18.5.4.1)

est bijective.
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b) Pour tout morphisme étale et séparé g : S'->S, l'application canonique

(18.5.4.2) nS'/S^nS'XsSo/So)

est bijective.
La condition b) entraîne a') ; si de plus S est quasi-compact et quasi-séparée la condition a)

entraîne b).
Prouvons d'abord que b) entraîne a ' ) . Supposons donc b) vérifiée, et soit

g : S'->S un morphisme fini et localement libre; posons S^S'XgSp, de sorte que
g^==g^ : SQ-^SQ est fini et localement libre. Alors il résulte de (18.5.3) que P==Of(S')
est un S-préschéma étale et séparée en outre, la définition du foncteur Of montre aussitôt
que si l'on pose Po=Of(So) (pour la catégorie des So-préschémas), on a Po=PXgSo.
Cela étant, on a par définition le diagramme commutatif

F(P/S) —> r(Po/So)

î l

Of{S') —> Of(So)

où les flèches verticales sont les bijections canoniques. Comme l'hypothèse b ) , appliquée
au morphisme P->S, entraîne que la première ligne est une bijection, il en est de même
de la seconde, ce qui établit notre assertion.

Avant de prouver que a) entraîne b) lorsque S est quasi-compact et quasi-séparé,
nous établirons le

Lemme (18.5.4.3). — Si S et Sp vérifient la condition a) de (18.5.4), alors, pour tout
morphisme fini g : S'->S, S' est Vunique voisinage de So==^~" l(So)=S /XsSo dans S'.

En effet, il revient au même de dire que si T' est une partie fermée de S' telle
que T/r^SQ=0, alors T'=0. Or, si l'on désigne encore par T' un sous-préschéma
fermé de S' ayant T7 pour espace sous-jacent, le morphisme composé h : T' -> S' -> S
est fini et A^^Sg) est vide; la condition a) appliquée au morphisme h entraîne que T
est nécessairement vide.

Ce lemme étant démontré, prouvons d'abord que, sous l'hypothèse a ) , l'applica-
tion (18.5.4.2) est injective. En effet, si u\ u" sont deux S-sections de S', le fait que le
morphisme S'—^S soit non ramifié entraîne que le préschéma des coïncidences de u'
et u" est induit sur un ouvert U de S (17.4.6). Si les restrictions à So de u' et u"
sont les mêmes, le fait que u' et u" sont des immersions ouvertes (17.4.1) entraîne
que U contient Sç, donc est égal à S en vertu du lemme (18.5.4.3) appliqué au cas
où S'=S.

Reste à montrer que sous l'hypothèse a ) , l'application (18.5.4.2) est surjective
(S étant quasi-compact et quasi-séparé). Soit donc UQ : Sp-^Sg une Sç-section de SQ;
^o(So) étant quasi-compact dans S', peut être recouvert par un nombre fini d'ouverts
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affines V^ tels que la restriction g \ V^ soit un morphisme de type fini ; si V est la réunion
des V^ on en conclut que g\V : V-^S est un morphisme de présentation finie, étant séparé
et localement de présentation finie par hypothèse (1 .6 .1) . Remplaçant S' par V, on
peut donc supposer que g est de présentation finie. Gomme S est quasi-compact et quasi-
séparé et g quasi-fini et séparé (17.6 .1)3 il résulte du « Main theorem » (8.12.6)
que g se factorise en S' —>- S'7 —> S, où j est une immersion ouverte et f un morphisme
fini. Posons SQ'==8" X^SQ, Jo=J\s^]: SQ-^SQ', qui est une immersion ouverte et
f^=f^ : SQ'->SO, qui est un morphisme fini. Alors UQ est aussi une So-section de SQ'.
Comme go : So-^So est étale, UQ est une immersion ouverte de So dans So (17.4.1),
donc ^o(^o) est ouvert dans So, et a fortiori dans S^; mais d'autre part, comme /Q est un
morphisme fini, donc séparé, UQ est une immersion fermée de So dans So' (I, 5.4.6),
donc XQ== Uo{So) est à la fois ouvert et formé dans Sç'. En vertu de l'hypothèse a ) , il existe
un sous-ensemble à la fois ouvert et fermé X de S" tel que XnSo'=Xo. Montrons
d'abord que le morphisme /: S"->S est étale aux points de X : en effet, l'ensemble U
des points de X où/jX est étale est ouvert et contient par hypothèse XoCSo. Mais
le lemme (18.5.4.3) appliqué au morphisme fini y [X prouve que U==X. D'autre
part, S' nX est ouvert dans X et contient XQ par hypothèse, donc le même raisonnement
prouve que S'nX==X, c'est-à-dire XcS\ II reste à montrer que, pour tout seS,
le nombre géométrique n(s) de points de X n^"1^) est égal à i, car il en résultera que/] X
est radiciel et surjectif, et comme/[X est étale, on aura montré (17.9.1) que^jX est
un isomorphisme de l'ouvert XcS' sur S, dont l'isomorphisme réciproque u sera la
S-section cherchée prolongeant UQ. Mais comme ./|X est étale et fini, s~->nÇs) est continue
dans S (18.2.8), et comme XnSo==Xo, on a n{s)==ï dans So; l'ensemble des
points seS tels que n{s)==ï étant ouvert dans S et contenant So, il est égal à S
par (18.5.4.3). C.Q.F.D.

Remarque (18.5.4.4). — On peut montrer que l'énoncé (18.5.4) reste valable
lorsque, dans la condition b ) , on suppose seulement le morphisme g étale (mais non
nécessairement séparé) [43, exp. XII].

Définition (18.5.5). — On dit qu'un préschéma S et un sous-préschéma fermé So de S
forment un couple hensélien s'ils vérifient la condition a) de (18.5.4) .

Compte tenu de (I, 5. i .8), il revient au même de dire que (S, So) est un couple
hensélien ou que (S^? (So)red) en est un*

Proposition (18.5.6). — (i) Si (S, So) est un couple hensélien, alors, pour tout morphisme
fini f: S'-^-S, si SQ est le sous-préschéma f~l(SQ) de S', le couple (S', So) est hensélien.

(ii) Soient S == II S^ une somme de préschémas, SQ un sous-préschéma fermé de S, somme
V.

des sous-préschémas fermés S^ des S^. Pour que le couple (S, So) soit hensélien, il faut et il
suffit que chacun des couples (S^, S^) le soit.

L'assertion (i) est conséquence immédiate de la définition, puisque pour tout
morphisme fini g : y—^S'.fog : S^-^S est un morphisme fini. De même, sous les condi-
tions de (ii), pour qu'un morphisme g : S'—^S soit fini, il faut et il suffit que chacune
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de ses restrictions g^ : S'^^-^S^) -> S^ le soit, et si l'on pose S^g^ÇSo),
So^^Cg^)"1^00)? il y a correspondance biunivoque entre les parties ouvertes et
fermées U (resp. Uo) de S' (resp. S;) et les familles (U^) (resp. U^) où U^ (resp. U^)
est une partie ouverte et fermée de S7^ (resp. S^), d'où l'assertion (ii).

Remarque (18.5.7). — Soient S=Spec(A) un schéma affine, So un sous-schéma
fermé de S défini par un idéal 3 de A. Alors, si le couple (S, So) est hensélien, l'idéal 3
est nécessairement contenu dans le radical de A. En effet, si m est un idéal maximal de A,
m doit appartenir à V(3)=So, en vertu de (18.5.4.3)3 autrement dit on doit avoir
3 Cm, d'où la conclusion. En particulier, supposons que So soit réduit à un point, c'est-à-dire
que l'idéal 3 soit maximal:, alors 3 doit être le radical de A, autrement dit A doit être un
anneau local, So étant l'unique point fermé de Spec(A).

Définition (18.5.8). — On dit qu'un anneau A est hensélien s'il est semi-local et si, en
désignant par r le radical de A, le couple (Spec(A), Spec(A/r)) est hensélien. On appelle schéma
local hensélien un schéma isomorphe au spectre d'un anneau local hensélien.

Proposition (18.5.9).— (i) Pour qu'un anneau semi-local A soit hensélien, il faut et il suffit
qu'il soit composé direct d'anneaux locaux henséliens.

(ii) Pour qu'un anneau local A soit hensélien, il faut et il suffit que toute A-algèbre finie B
soit isomorphe à un produit d'anneaux locaux.

(i) En effet, la définition, appliquée à S==Spec(A) et So=Spec(A/r) montre,
puisque So est un ensemble fini discret et fermé dans S, que S est réunion d'un nombre
fini de parties ouvertes et fermées S, {i^i^n) deux à deux disjointes, dont chacune
contient exactement un des idéaux maximaux rr^ de A; la conclusion résulte de
(18.5.6, (ii)) et de la remarque (18.5.7).

(ii) Tout morphisme fini S'->Spec(A) est de la forme Spec(B)->Spec(A), où B
est une A-algèbre finie. Si k est le corps résiduel de A, Spec(B®^Â;) est un spectre
d'anneau artinien, donc fini et discret. Dire que le couple (Spec(A), Spec(A)) est hensélien
signifie donc que B est composé direct d'anneaux A^ tels que Spec(A^®^Â;) soit réduit
à un point, c'est-à-dire que A, (qui est une A-algèbre finie) ne doit avoir qu'un seul idéal
maximal (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° i, prop. i).

L'étude des anneaux henséliens est donc essentiellement ramenée à celle des
anneaux locaux henséliens.

Proposition (18.5.10) . — Si A est un anneau hensélien, toute A-algèbre finie B est un
anneau hensélien (donc composé direct d'anneaux locaux henséliens (18.5.9)).

En effet, si r' est le radical de B, l'image réciproque de r' dans A est le radical r
de A, et tout idéal de B au-dessus d'un idéal maximal de A est un idéal maximal de B,
donc l'ensemble V(r') dans Spec(B) est l'image réciproque de l'ensemble V(r) dans
Spec(A). La proposition est alors une conséquence de (18.5.6, (i)).

Théorème (18 .5 .11) . — Soient A un anneau local, m son idéal maximal. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) A est hensélien, autrement dit, toute A-algèbre finie B est isomorphe à un produit d'anneaux
locaux.
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a') La condition a) est satisfaite pour toutes les A-algèbres B de la forme A[T]/F.A[T],
où FeA[T] est un polynôme unitaire.

b) Soient S=Spec(A), So=Spec(Â;). Pour tout morphisme étale g : S'—^S, si l'on
pose SO=S'®^Â:, toute S^-section UQ de Sç est la restriction d'une S-section u de S'.

c) Pour tout morphisme f: X->S, séparé et localement de type fini, et tout point xe^i tel
que f{x) soit égal au point fermé s de S et que f soit quasi-fini au point x (Errm, 20), X est
somme de deux préschémas X', X" tels que X7 =Spec(^x,J ^ que /|X7 : X'—S soit un
morphisme fini.

c') Pour tout morphisme localement de type fini f: X->S, et tout point xeX tel que f soit
quasi-fini au point x, et quef{x) soit égal au point fermé s de S, (9^ est une algèbre finie sur (0^ ^ == A.

c") Pour tout morphisme localement de présentation finie f: X->S, et tout point A:eX
tel que f soit quasi-fini au point x, et que f{x) soit égal au point fermé s de S, 0^ ^ est une algèbre
finie et de présentation finie sur ^g 3 == A.

Notons d'abord que la condition c ' ) (resp. c")) est équivalente à la même condition
où on suppose de pï\isf séparé, la question étant locale sur X. De même, la condition b)
est équivalente à la même condition où l'on suppose de plus g séparé : en effet, il suffit
d'appliquer cette dernière à la restriction de g à un voisinage ouvert affine du point ^o(^o)
dans S\ Bornons-nous donc désormais au cas où, dans b ) , c ' ) et c " ) , les morphismes
donnés sont séparés.

Le fait que a) implique b) et que b) implique a ' ) est un cas particulier de (18.5.4).
Montrons en outre que a ' ) implique a). Il s'agit de prouver que si ^ est un idempotent
de C==B®^/;, il existe un idempotent é?eB dont CQ est l'image canonique. Si b est un
élément de B dont l'image dans G est é?o, la sous-A-algèbre A[è]==B' de B est finie,
et l'image canonique G' de B'^A; dans G contient <?o- Or, B'®^A; est une A-algèbre
finie, donc composée directe de A-algèbres locales finies, et par suite ^ est l'image dans G'
d'un idempotent CQ de B'®^Â;. On est ainsi ramené au cas où B est monogène, et par
suite isomorphe à une A-algèbre quotient d'une algèbre de la forme A[T]/F.A[T],
où F est un polynôme unitaire. Or, en vertu de a ' } , A[T]/F.A[T] est composée directe
d'anneaux locaux, donc il en est de même de toutes ses algèbres quotients, ce qui achève
de prouver l'existence de l'idempotent e,

II est immédiat que c ) entraîne a ) , comme on le voit en raisonnant par récurrence
sur le nombre d'idéaux maximaux de l'anneau semi-local B. Pour voir que a) implique c ) ,
on peut, en vertu de (13. i .4), se borner au cas où/est un morphisme affine et quasi-fini.
Alors, par application du « Main theorem » (8.12.8), /peut s'écrire comme un morphisme
composé X -> Y -> S, où g est un morphisme fini etj une immersion ouverte. Gomme
Y=Spec(B), où B est une A-algèbre finie, il résulte de a) que B est composée directe
d'anneaux locaux, qui sont évidemment des A-algèbres finies, et (9^ ^ s'identifie à l'un
de ces anneaux locaux puisque f{x) ==.$•; en outre, tout ouvert de Y contenant x contient
nécessairement Spec(^xJ*

II est trivial que c ) implique c ' ) , en vertu de la remarque du début. Prouvons
que c ' ) implique c " ) . Supposons en effet c ' ) vérifiée, et prouvons que sous les conditions
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de c " ) , l'ensemble Z=Spec(^x,J s'identifie alors à une partie ouverte et fermée de X,
ce qui établira c " ) (I, 2.4.2). En premier lieu, le morphisme composé Z 4. X 4. S, où^*
est le morphisme canonique (I, 2.4.1), est fini et de présentation finie par hypothèse,
et comme/est séparé et localement de présentation finie, j est aussi un morphisme fini
et de présentation finie ((H, 6.1.5) et (i .4.3)) ; j est par suite un morphisme fermé
(II, 6.1.10), ce qui prouve que Z est fermé dans X. Il résulte alors de (I, 2.4.2) et
(I, 4 .2 .2) quej est une immersion fermée. Mais si / est l'idéal de 0^ définissant Z,
on a alors par hypothèse ^=o, donc aussi ^==0 en tout pointa d'un voisinage ouvert V
de x dans X, puisque par hypothèse / est un (P^-Module quasi-cohérent de type fini
((1.4.7) et (Oi, 5 .2 .2)) . Or, un tel voisinage contient Z, donc Z est ouvert dans X
puisque ^|V=o.

Enfin, c " ) implique a ! ) : en effet, si B=A[T]/F.A[T], le morphisme
X=Spec(B)-^Spec(A) ==Y est fini et de présentation finie, et la démonstration précé-
dente montre que B est composée directe des A-algèbres finies (9^ ^., où les x, sont les
points de la fibre du point fermé de Y.

Corollaire (18.5.12). — Soient A un anneau semi-local, r son radical ; posons S = Spec(A),
SQ == Spec(A/r). Pour que A soit hensélien, il faut et il suffit que, pour tout morphisme fini / : X-> S
et tout morphisme étale et séparé g : Y—S, si l'on pose Xo==XXgSo et Yo=YXgSo,
Inapplication canonique

Homg(X, Y)-> Homg^Xo, Yo)
soit bijective.

La suffisance de la condition résulte de l'équivalence de a) et b) dans (18.5.11)3
en appliquant cette condition au cas où f== ig. Pour voir que la condition est néces-
saire, notons que si A est hensélien, le couple (X, Xo) est hensélien par (18.5.6, (i)) ;
en outre Homg(X, Y) = F(XXgY/X) et Hom^Xo, Y,)= F(XoXg,Yo/Xo) ; comme
XXgY est étale et séparé sur X, la conclusion résulte de ce que a) implique b)
dans (18.5.4).

Remarque (18.5.13). — Les conditions équivalentes a ) , a ' ) , b ) du théorème
(18.5.11) sont encore équivalentes à la suivante (« lemme de Hensel ») :

a") Pour tout polynôme unitaire FeA[T], d'image canonique Fo£Â:[T], et toute décompo-
sition Î'Q==GQÏÎQ de Fo en un produit de deux polynômes unitaires étrangers Go, Hp de ^[T],
il existe un couple unique (G, H) de polynômes unitaires de A[T] possédant les propriétés suivantes :
Go et Ho sont les images canoniques respectives de G et H, on a F=GH, et l'idéal de A[T]
engendré par G et H est égal à A[T].

Nous établirons d'abord le lemme suivant :
Lemme (18.5.13. i ). — Soient A un anneau local de corps résiduel k, FeA[T] un polynôme

unitaire, B la A-algèbre A[T]/F.A[T]. Il existe une correspondance canonique entre les décompo-
sitions de B en composée directe de deux A-algèbres quotients B', B" et les décompositions F==GH
de F en produit de deux polynômes unitaires G, H de A[T], tels que P idéal engendré par G et H
soit égal à A[T]; les algèbres quotients B', B" correspondant à un tel couple de polynômes G, H
sont respectivement A[T]/H.A[T] et A[T]/G.A[T].
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Si F=GH et si G et H engendrent l'idéal A [T], il y a deux polynômes P, Q
de A[T] tels que i =PG+QH. On en déduit que l'intersection des idéaux principaux
a=G.A[T] et b=H.A[T] est égale à c=F.A[T]: en effet, si ReG.A[T] nH.A[T],
on peut écrire R=PRG+QRH; or RH (resp. RG) est un multiple de F puisque R
est un multiple de G (resp. H), donc ReF.A[TJ. Comme A[T]=a+b, A[T]/C est
somme directe des idéaux a / ( anb) et b / ( a n b ) , canoniquement isomorphes respec-
tivement à A[T]/b et A[T]/a.

Inversement, supposons donnée une décomposition de B en composée directe
de deux A-algèbres B', B", qui s'identifient canoniquement à deux idéaux ^B, e"^ de B,
correspondant à une décomposition \=et-\-e" de i en idempotents orthogonaux e\ e"
de B. Posons encore BO=B®^Â:=A;[T]/FO.Â;[T], où FQ est l'image canonique de F
dans Â:[T], de même degré n que F; si ^, e^ sont les images canoniques de <?', e" dans B(),
ce sont deux idempotents orthogonaux tels que i=^+^o'5 et BQ est donc composée
directe de BO=^BQ et B^^'Bo. Soient t et ^ les images canoniques de T dans B
et Bo; comme B^ (resp. B^) est une ^-algèbre finie engendrée par ^=^^ (resp. t^^e^to),
elle admet une base de la forme {^, ^, ^2, . . ., ^s-1} (resp. {^', ^', ^2, . . ., ^r-l})
avec r-\-s=n. D'autre part, B étant un A-module libre (de base { i , t, . . . ,F~1}),
B' et B" sont des A-modules projectifs, donc libres puisque A est un anneau local
(Bourbaki, Alg. comm^ chap. II, § 5, n° 3, cor. de la prop. 5) ; il résulte donc de ce qui
précède et de Bourbaki, Alg. comm.y chap. II, § 3, n° 3, prop. 5, que si l'on pose t ' = - e ' t )
t"=-e"t, [e\ t\ ...,r8-1} (resp. [ e " , t " , . . ., F'-1}) est une base du A-module B'
(resp. B"). Il y a donc un polynôme unitaire H (resp. G) de degré s (resp. r) de A[T]
tel que ^H(^)=o et effG{tff)=o', comme th=tfîl+tffh pour tout entier A ^ i , et
t ^ ^ e ' t ^ , t"^=e"t"^, on a aussi G(^)=^G'(r) et îi{t)=ettîi(t"), d'où G(^H(^)=o;
on en conclut que le polynôme G(T)H(T) est divisible par F(T); mais comme les degrés
de ces deux polynômes unitaires sont les mêmes, on a GH==F. En outre, B' (resp. B") est
isomorphe à A[T]/H.A[T] (resp. A[T]/G.A[T]). Enfin, il y a deux polynômes R, S
deA[T] tels que ^=R 00 et ^'==S(^; comme R{t)=efR{t/)+effR(tff), on a nécessaire-
ment ^ / / R(^ / )=o et de même efS(tf)=o, de sorte que, par définition de G et H,
R=QH et S=PG, où P, (^appartiennent à A [T]; la relation i=R(t)+S{t) dans B
donne donc par définition PG + QH == i + LF pour un certain polynôme LeA[T],
et comme F=GH, cela prouve que l'idéal engendré par G et H est A[T], et achève
de démontrer le lemme.

Ce lemme étant établi, il suffit de l'appliquer à l'anneau local A d'une part, au
corps k de l'autre, pour voir aussitôt que les conditions a! ) et a" ) sont équivalentes.

Proposition (18.5.14). — Tout anneau semi-local A, séparé et complet pour la topologie
X-préadique {où X est le radical de A) est hensélien.

En effet, A est composé direct d'anneaux locaux séparés et complets (Bourbaki,
Alg. comm., chap. III, § 2, n° 13, cor. de la prop. 19), donc on est ramené au cas où A
est un anneau local. Vérifions le critère a ' ) de (18.5.11). Gomme B est un A-module
libre de type fini, il est évidemment séparé et complet pour la topologie r-préadique,
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qui est aussi la topologie s-préadique, où s est le radical de l'anneau semi-local B, car B/rB
est un anneau artinien de radical $/rB. On sait alors (Bourbaki, Alg. comm., chap. III,
§ 2, n° 13, cor. de la prop. 19) que B est composé direct d'anneaux locaux.

Proposition (18.5.15). — Soient A un anneau hensélien, X son radical. Alors le foncteur
B-^B/ïB est une équivalence de la catégorie des A-algèbres finies et étales avec la catégorie des
(A ji)-algèbres finies et étales.

Le fait que le foncteur de l'énoncé soit pleinement fidèle est un cas particulier
de (18.5.12). Pour montrer que ce foncteur est une équivalence de catégories, on peut
se borner au cas où A est local; il suffit alors d'appliquer (18. i. i) (pour les morphismes
étales), à S=Spec(A) et So=Spec(A/r), réduit à un seul point.

Remarques (18.5.16). — (i) Nous ignorons si la proposition (18.5.15) se généralise
à un couple hensélien (S, Sg), même lorsque S est affine et noethérien.

(ii) Soient A un anneau noethérien, 3 un idéal de A tel que A soit séparé et complet
pour la topologie 3-préadique. Alors le couple (Spec(A), Spec(A/3)) est hensélien :
en effet, pour toute A-algèbre finie B, B est séparé et complet pour la topologie
3-préadique (Oj, 7.3.6). Remplaçant B par A et ^B par ^ tout revient donc à
voir que l'application qui, à tout idempotent de A, fait correspondre sa classe mod.3?
est bijective. Or on a A===lim (A/y). Notons Idem (A) l'ensemble des idempotents
de A, et pour tout homomorphisme d'anneaux <p : A->B, soit Idem (9) l'appli-
cation de Idem (A) dans Idem(B) restriction de <p; il résulte de la définition de
la limite projective que l'on a Idem(A) ==lim Idem^A/y) pour les applications
^ : Idem^A/y^-^Ideiï^A/y) restriction des applications canoniques A/y^A/y.
Mais puisque SpecÇA/^^-^SpecÇA/y*) est un homéomorphisme, les 4'mn sont des
bijections (comme on l'a vu dans la démonstration de (18.5.3)) ; cela prouve donc notre
assertion.

Théorème (18.5.17) . — Soient A un anneau local hensélien, S=Spec(A), s le point
fermé de S. Pour tout morphisme lisse f: X->S, l'application canonique

F(X/S) -> r(x^(.))
{où X^y"1^)) est surjective.

La donnée d'une k(s) -section de X, équivaut à celle d'un point xeX au-dessus
de s rationnel sur kÇs), et il s'agit de prouver qu'il existe une S-section u : S->X telle
que u{s) ==x. Compte tenu de (17.16.3, (i)), on peut supposer que/est étale. Alors la
conclusion résulte du critère (18.5. n, b)). (Le lecteur notera qu'en vertu de ce critère,
la validité de (18.5.17) pour un anneau local donné A est nécessaire et suffisante pour
que A soit hensélien).

Remarque (18.5.18). — Les conditions de (18.5.11) sont encore équivalentes à la
suivante :

d) Pour tout morphisme localement de type fini f : X-^S et tout point xeVL tel que f{x)
soit le point fermé s de S et que ^xl^^x solt un ^P5 canoniquement isomorphe à k{s} ==A,
il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel quef\\J soit une immersion fermée.
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II est immédiat que d) implique la condition b) de (18.5.11) car une immersion
fermée étale est une immersion ouverte (18.9.1). Inversement, supposons vérifiées les
conditions de (18.5.11) et prouvons d). L'hypothèse de d ) implique que/est quasi-fini
au point x ÇErr^, 20), en vertu de (13.1.4). Donc en vertu de la condition c )
de (18.5.11), (9^ est une A-algèbre finie et Spec(û?x,J un voisinage ouvert U de x
dans X. En outre, comme ^x^/^^x.a; est isomorphe à Â:=A/îrtg, le lemme de Nakayama
prouve que l'homomorphisme A->^x,a; est surjectif, donc que/|U est une immersion
fermée.

Proposition (18.5.19). — Soient A un anneau local noethérien et hensélien, S==Spec(A),
s le point fermé de S, f: X^-S un morphisme propre ; posons Xg^y"1^). Alors l'application
Y-»YnXg est une bijection de lî'ensemble des composantes connexes de X sur l'ensemble des compo-
santes connexes de Xg.

En considérant un sous-préschéma fermé de X ayant pour espace sous-jacent
une composante connexe de X, on est ramené à prouver que si X est connexe et non vide,
alors Xg est connexe et non vide. Le fait que Xg soit non vide résulte de (II, 7 .2 .1 ) ;
pour prouver que Xg est connexe, raisonnons par l'absurde, en considérant la facto-
risation de Stein j^X-^S'-^S du morphisme propre y (III, 4.3.3) ; par hypothèse,
l'ensemble discret fini ^"~l(.s>) contiendrait au moins deux points. Puisque A est hensélien
et g séparé et de type fini, il résulterait alors de (18.5.11, c}) que S' serait somme
de deux préschémas non vides S^, Sg (puisque l'intersection de l'un d'eux avec g^1^) est
réduite à un seul point). Puisque f est surjectif (III, 4.3.1), on en conclurait que X
est somme de deux préschémas non vides, contrairement à l'hypothèse.

18.6. Hensélisarion.

(18.6.1) Étant donné un anneau local A, nous dirons qu'une A-algèbre locale B
est essentiellement étale s'il existe une A-algèbre étale G et un idéal premier n de G tels
que B soit A-isomorphe à C^ et que l'homomorphisme composé A->C->C^ soit local
(autrement dit, que n soit au-dessus de l'idéal maximal m de A); cela entraîne (17.6.1)
que n est le seul idéal premier de B au-dessus de m puisque B est un anneau local; si B, B7

sont deux A-algèbres locales essentiellement étales, tout A-homomorphisme B->B'
est donc local.

Si A' est une A-algèbre locale essentiellement étale et A" une A'-algèbre locale
essentiellement étale, alors A" est une A-algèbre locale essentiellement étale. En effet,
on a par hypothèse A'=B^ où B est une A-algèbre étale et n un idéal premier de B
au-dessus de l'idéal maximal de A, et A'^B^, où B7 est une A'-algèbre étale et n' un
idéal premier de B' au-dessus de l'idéal nB^. Si l'on pose S=B—n, de sorte que
A^S^B, B7 est de la forme S^G, où G est une B-algèbre de présentation finie. Par
suite G est une A-algèbre de présentation finie et A" est de la forme Cy, où r est un idéal
premier de G au-dessus de l'idéal maximal de A. Comme A' est une A-algèbre formelle-
ment étale et A" une A'-algèbre formellement étale, A" est une A-algèbre formellement
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étale (pour les topologies discrètes (i 7. i . 3)) ; le morphisme Spec(G) -> Spec(A) est donc
étale au point r (17.6. i), et il y a par suite un élément geG tel que Cg soit une A-algèbre
étale, ce qui prouve que A" est une A-algèbre essentiellement étale.

Étant donné un anneau local A, il existe un ensemble (£ de A-algèbres locales essen-
tiellement étales tel que toute A-algèbre locale essentiellement étale soit A-isomorphe
à une algèbre appartenant à (g. Il suffit évidemment pour le voir d'observer qu'il existe
un ensemble g de A-algèbres de type fini tel que toute A-algèbre de type fini soit
isomorphe à une algèbre appartenant à g; on peut prendre g égal à l'ensemble des
quotients des algèbres de polynômes A[Ti, . . ., TJ (/zeN).

Dans ce qui suit, si A et B sont deux anneaux locaux, nous noterons Hom.loc(A, B)
l'ensemble des homomorphismes locaux de A dans B.

Lemme (18.6.2). — Soient A, A' deux anneaux locaux, k, k' leurs corps résiduels respectifs^
cp : A-^A' un homomorphisme (local) faisant de A' une A-algèbre essentiellement étale (18.6. i)
et tel que Vhomomorphisme correspondant k->k1 soit bijectif. Alors; pour tout anneau local hensé-
lien B, l'application canonique

Hom(<p, ig) : Hom.loc(A', B) -> Hom.loc(A, B)
est bijective.

Posons S = Spec(A), Y = Spec(B), et soient s et y les points fermés de S et Y respec-
tivement. Par hypothèse, A' est isomorphe à un anneau local (9^ ^ d'un S-schéma X étale
sur S, en un point xeX. au-dessus de s. Supposons donné un homomorphisme local
^ : A->B, faisant de Y un S-schéma; il s'agit de voir qu'il existe un et un seul S-morphisme
/:Y->X tel que f(jy)==x. Posons X'^XXgY, et notons que puisque k{x)=k(s),
il existe un seul point x ' e X au-dessus de x et dej^, et que fc(^')==fe(j/). Il faut prouver
qu'il existe une seule Y-section/7 de X' telle que /'(j/) ==x\ Or, le morphisme g : X'->Y
est étale et séparé, et la fibre X^^"1^) a pour anneau local au point x ' le corps
k{x'} = fe(j/). Si l'on pose YQ== Spec(fe(^)), il existe donc une unique Yo-section/o de Xç
telle que j^(j;)=^', et la conclusion résulte de ce que B est supposé hensélien et
de (18.5.11, éj).

Nous dirons qu'une A-algèbre locale A' vérifiant les conditions de (18.6.2) est
strictement essentiellement étale. Notons que le critère (18.5.11,^)) signifie que, pour que A soit
hensélien, il faut et il suffit que toute A-algèbre strictement essentiellement étale soit A-isomorphe à A.

Lemme (18.6.3). — Soient A un anneau local. Ai, Ag deux A-algèbres locales strictement
essentiellement étales.

(i) II existe au plus un A-homomorphisme (nécessairement local) de A^ dans Ag.
(ii) II existe une A-algèbre locale strictement essentiellement étale A^ et deux A-homo-

morphismes A^—^Ag, A^->A^.
Posons S==Spec(A)$ par hypothèse il y a deux S-schémas étales sur S, Xi, Xg,

et deux points ^eXi, x^eX^ au-dessus du point fermé s de S et tels que A^Q^ ^ ,
^2=^x,,a;,- Posons X3=XiXgX2; les hypothèses k{x^==k{x^)==k{s) entraînent qu'il
existe un seul point ^3^X3 au-dessus de x-^ et x^ et que k{xs)=k{s) (I, 3.4.9). En outre,
X3 est étale sur S (17.3.3), donc A^==Q^^ vérifie les conditions de (ii). Par ailleurs,

136



§ 18 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 137

on a vu qu'un A-homomorphisme de A^ dans Ag est nécessairement local; il correspond
à un S-morphismeyde X2==Spec(A2) dans X^ tel que f(x^)=x-^, ou encore, en posant
X^XiXgXg, à une Xg-section/' de Xg telle que f'Çx^^x^. Comme k{x^)=k(x^)
et que Xg est connexe, l'unicité àef résulte de (17.4.9), d'où (i).

(18.6.4) Désignons par G le sous-ensemble de l'ensemble (£ défini dans (18.6.1)
formé des A-algèbres strictement essentiellement étales appartenant à (S. Il résulte
de (18.6.3) que la relation « il existe un A-homomorphisme de A^ dans Ag » est une
relation de préordre dans S et fait de (5 un ensemble filtrant croissant. En indexant S
par lui-même au moyen de l'application identique, il résulte de (18.6.3, (i)) que si À^pi
dans S, il existe un A-homomorphisme unique cp^ : A^->A^ et (A^, cp^) est évidemment
un système inductif de A-algèbres locales, les <p^ étant des homomorphismes locaux. En
outre, il résulte de (17.3.5) que pour À^(JL, A^ est une A^-algèbre strictement essen-
tiellement étale.

Définition (18.6.5). — On appelle hensélisé d'un anneau local A et on désigne par hA
la A-algèbre limite inductive du système inductif (A^, <p^) défini dans (18.6.4).

Cette définition ne dépend qu'en apparence du choix de (£; si (£' est un autre
ensemble de A-algèbres locales essentiellement étales ayant la même propriété que (£,
S' le sous-ensemble de (£' formé des A-algèbres strictement essentiellement étales, il
résulte de (18.6.3, (ii)) que, pour les relations de préordre envisagées, S et ©' sont cofinaux
à ©'^©uS', donc donnent la même limite inductive à un isomorphisme près. Nous
allons voir d'ailleurs ci-dessous (18.6.6, (i) et (ii)) que^A et l'homomorphisme canonique
A^A forment une solution d'un problème universel, et par suite sont déterminés à
isomorphisme unique près.

On remarquera que si A est un corps, on a évidemment hA = A. Dans le cas général,
hA est aussi le hensélisé de toutes les A-algèbres strictement essentiellement étales A^ (Xe6),
car si B est une A^-algèbre strictement essentiellement étale, B est aussi une A-algèbre
strictement essentiellement étale (18.6.1), donc (à un A-isomorphisme près) une des A^
pour (JL^À, et les A^ telles que [JL^X et que A^ soit une A^-algèbre strictement essentielle-
ment étale forment un ensemble cofinal dans l'ensemble préordonné des A^, en vertu
de (18.6.1) et (18.6.3).

Théorème (18.6.6). — Soient A un anneau locale hA son hensélisé.
(i) hA est un anneau local hensélien et l'homomorphisme structural A—^A est local.
(ii) Pour tout anneau local hensélien B, l'application canonique

Hom.loc^A, B) -> Hom.loc(A, B)
est bijective.

(iii) ^A est un A-module fidèlement plat, et si m est l'idéal maximal de A, m.^A est l'idéal
maximal de hA, et l'homomorphisme A/mA—^A/m.^A des corps résiduels est bijective.

(iv) Si A et (^A) ̂  sont les séparés complétés des anneaux locaux A et hAy l'homomorphisme
Â-^A)^ déduit de l'homomorphisme structural A-^A par complétion est bijectif.

(v) Pour que hA soit noethérien, il faut et il suffit que A le soit.
(vi) Si A est hensélien^ l'homomorphisme canonique A-^A est bijectif.
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Soit m^ l'idéal maximal de A^; il résulte du fait que, dans (17.6.1), a) implique c ' } ,
que pour X^;(JL, on a w.^==myA^ l'homomorphisme A^/în^-^A^/m^ est bijectif et A^
est un A^-module plat. Le fait que hA soit local, que l'homomorphisme A-^A soit
local, l'assertion (iii) et la suffisance de (v) résultent donc de (Ojjjî 10.3. i .3); la nécessité
de (v) résulte de ce que ^A est un A-module fidèlement plat (Oj, 6.5.2).

Pour prouver que ^A est hensélien, appliquons le critère (18.5.11, b}). Posons
donc S^Spec^A), S^SpecÇ^A/m.^A), et soit g : S'->S un morphisme étale; posons
So^g'1^), et soit /Q : SQ->SQ une So-section de So. Raisonnant comme dans (18.5.4),
on peut supposer que g est de présentation finie. Il résulte alors de (8.8.2) et (17.7.5)
qu'il existe un indice XeS, un morphisme étale g^: S'^->S^ == Spec(A^) et, si l'on
pose SW==Spec(A,/mA,) et So^-W), une S^-section fW: SW->S^ tels
que S^S'^X 8(31)8,^=^ x i et fo^f^X i. Soient s le point fermé de S, x=f^s),
x^ la projection de x dans S'^; comme x^ est au-dessus du point fermé s^ de S^\
l'anneau local C^ de S'^ au point x^ est une A^-algèbre essentiellement étale;
en outre, comme f^^^^x^y on a k{x^)==k(s^), autrement dit, G^ est une A^-algèbre
locale strictement essentiellement étale, et par suite (18.6.1) est A^-isomorphe à une
A-algèbre A^ avec (JL^À. Il y a donc un A^-homomorphisme C^—^A, c'est-à-dire
un S^-morphisme h : S->S^ tel que h{s)===x^^ et par suite il existe bien une S-section^
de S' telle que f{s)==x, ce qui achève de prouver (i).

Pour prouver (ii), il suffit de noter que l'on a Hom. loc^A, B) ̂ lim Hom. loc(A^, B)
et que par (18.6.2) les homomorphismes canoniques Hom.loc(A^, B)<-Hom.loc(A, B)
sont bijectifs.

Pour démontrer (iv), notons que pour tout À et tout entier n>o, rn^^îr^A^,
et {m.hA)n==mn.hA==limm^. On en conclut, par l'exactitude du foncteur lim dans
la catégorie des A-modules, que hA|{•m.hA)n=lim (A^/rn^), et par suite, il suffit de
montrer que, pour tout entier n, et tout indice À, Phomomorphisme A/rr^—^A^/înS est
bijectif. Or, cela est vrai par hypothèse pour n == i ; d'autre part, puisque A^ est un
A-module plat, on a

m;/mr1 = Wm^1) O^A, - (m^/m^1) ̂  (A,/mA,)

et comme A/m->A^/mA^=A^/în^ est bijectif, l'homomorphisme Tr^/rr^'^—^înî/rn^4'1

est lui aussi bijectif; la conclusion résulte donc de Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2,
n° 8, cor. 3 du th. i.

Enfin, si A est hensélien, il résulte de la remarque qui précède (18.6.3) que les
homomorphismes A->A^ sont bijectifs, ce qui prouve (vi) par définition de ^A.

(18.6.7) Soient maintenant A un anneau semi-local, rr^(i^^r) ses idéaux
maximaux. On appelle hensélisé de A et l'on note encore hA l'anneau produit rP(A^.)
des hensélisés des anneaux locaux A^.. C'est un A-module fidèlement plat et une
A-algèbre semi-locale, dont les idéaux maximaux sont les nx^A en vertu de (18.6.6,
(iii)); en outre, si r=nm» est le radical de A, il résulte de ce qui précède que r.^A
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est le radical de hA et que l'application canonique A/r-^A/r.^A est bijective. Gomme
le séparé complété A de A pour la topologie ï-préadique est le produit des séparés
complétés Â .̂ (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 2, n° 13, prop. 18) Phomomorphisme
canonique A—^A)^ est bijectifpar (18.6.6, (iv)), et il est clair par (18.6.6, (v)) que
pour que ^A soit noethérien, il faut et il suffit que A le soit.

Pour obtenir l'analogue de la propriété universelle (18.6.65 (ii)), convenons,
lorsque A et B sont deux anneaux semi-locaux de radicaux respectifs t, 5, d'appeler homo-
morphisme semi-local de A dans B tout homomorphisme 9 tel que <p(r)cs. Dans le cas
particulier où B est un produit d'anneaux locaux B .̂ {i^j^n), la donnée d'un tel homo-
morphisme revient à celle de ses projections <py : A-»Bp qui sont des homomorphismes
soumis à la seule condition que <p,(r)cn,, où riy est l'idéal maximal de B .̂. D'ailleurs,
si m, {î^i^m) sont les idéaux maximaux de A, l'idéal premier 9y~l(n,) doit contenir
l'un des m, puisqu'il contient leur intersection r, donc il est égal à l'un des m^ et <p.

<Py

se factorise en A-^A^.-^By, où ^'j est un homomorphisme local. Si Hom.sloc(A, B)
désigne l'ensemble des homomorphismes semi-locaux de A dans B, on peut donc identifier
cet ensemble à II (U Hom.loc(A^., B-)) dans le cas considéré; comme un anneau semi-
local hensélien est produit direct d'anneaux locaux henséliens, on voit que la propriété
universelle (18.6.63 (ii)) est encore valable pour un anneau semi-local A, lorsqu'on y
remplace les homomorphismes locaux par les homomorphismes semi-locaux.

Proposition (18.6.8). — Soient A un anneau semi-local, B une A-algèbre semi-locale et
entière sur A. Alors B®^^) est une B-algèbre semi-locale isomorphe à ^B.

Comme B®^A) est entier au-dessus de hA, chacun de ses idéaux maximaux est
au-dessus d'un des idéaux maximaux de ^A, donc au-dessus d'un idéal maximal de A,
et comme B est entière sur A, les idéaux premiers de B au-dessus d'un idéal maximal de A
sont des idéaux maximaux de B, si bien que finalement un idéal maximal de BO^A)
a pour projections dans Spec(^A) et Spec(B) des idéaux maximaux; compte tenu de
(18.6.6, (iii)) et de (I, 3.4.9)5 on conclut que l'anneau B®^A) est semi-local. En outre,
pour tout anneau local hensélien G, Hom.sloc(B ©^A), G) est en correspondance
biunivoque avec l'ensemble des couples (9, ^) d'homomorphismes semi-locaux y : B—^G,
^ : ̂ A->G tels que les composés A — ^ B - ^ G . A - ^ ^ A - ^ C soient égaux. Mais en vertu
de la correspondance biunivoque entre Hom.sloc(A, G) et Hom.sloc^A, G) on voit
que pour tout (peHom.sloc(B, G) il existe un ^ et un seul ayant la propriété précédente,
donc l'application Hom.sloc(B®^(7lA), G) -> Hom.sloc(B, G) est bijective, ce qui prouve
la proposition en vertu de l'unicité de la solution d'un problème universel.

Théorème (18.6.9). — Soit A un anneau semi-local.
(i) Pour que ^A soit réduit (resp. normal), il faut et il suffit que A le soit.
(ii) Supposons A noethérien. Alors, pour tout idéal premier p de A, Panneau (^A)^/?. (^A)p

est composé direct d^un nombre fini d9 extensions algébriques séparables de fe(p) (ce qui entraîne
que les fibres du morphisme canonique Spec^A) -> Spec(A) sont géométriquement
régulières).
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(i) Comme ^A est un A-module fidèlement plat, il résulte de (2.1.13) que si ^A
est réduit (resp. normal), il en est de même de A. Pour prouver la réciproque, on peut
se borner au cas où l'anneau A est local, de sorte qu'avec les notations de (18.6.4),
on a ^A^limA,. Or, il résulte de la définition des A, et de (17.5. 7) que si A est réduit
(resp. intègre et intégralement clos), il en est de même des A^; en outre, les homomor-
phismes A.^Ap pour oc^ ? sont injectifs en vertu de (Oi ,6 .5 . i ) puisque Ap est un
A^-module fidèlement plat; donc les morphismes Spec(Ap) -^ Spec(AJ sont dominants,
et on conclut de (5.13.2) (resp. (5.13 • 4)) que ^A est réduit (resp. intègre et intégralement
clos).

(ii) On peut se borner au cas où A est local. En vertu du fait que le foncteur lim
permute au produit tensoriel, la fibre du morphisme Spec^A) -> Spec(A) en un pointa
est limite inductive des fibres des morphismes Spec(AJ -> Spec(A) en ce point. Gomme ^A
est noethérien, on voit, compte tenu de (17.6.2), que l'on est ramené à prouver le lemme
suivant :

Lemme (18 .6 .9 .1) . — Soient (BJ un système inductif d'anneaux artiniens, B=limB^
sa limite inductive. Si B est noethérien, alors B est artinien ; si de plus, pour oc^ (B, les homomor-
phismes <p^ : B^Bp sont injectifs, alors il existe \ tel que, pour a>À le nombre des composants
locaux B^ de B^ soit constant, que cppJB^cBg) pour tout i et que les B^^limB^
soient les composants locaux de B. >

Soient en effet Y^=Spec(BJ, Y=Spec(B), qui, en tant qu'espace topologique,
est égal à HmY,, (8.2.10). Les espaces Y^ sont finis et discrets; en outre, si les ̂  sont
injectifs, les morphismes canoniques Yp->Y^ sont dominants, donc surjectifs. Le lemme
résultera donc du lemme purement topologique suivant :

Lemme (18.6.9.2) . — Soit (Y^, <^p) un système projectif d'espaces topologiques finis et
discrets. Si Y=UmY^ est noethérien, Y est fini et discret. Si de plus les ^3 sont surjectifs, il
existe \ tel que pour a^À, le nombre d'éléments de Y^ soit constant et égal au nombre d'éléments
de Y.

En effet, Y étant compact et noethérien, toute partie de Y est compacte, donc
fermée, ce qui implique que Y est discret, donc fini puisqu'il est compact. Si de plus
les ^p sont surjectifs, il en est de même de ^ : Y-^Y^, donc Card(Y)^Gard(YJ,
et comme Card(YJ est fonction croissante de a, il existe À tel que pour a^À,
Card(YJ=Card(Y^); les ^p sont alors bijectifs pour a^À et on a donc
Card(Y)=Card(Y^).

Corollaire (i 8 .6 .10) . — Soit A un anneau local noethérien. Pour que hA. possède une des
propriétés suivantes :

a) être un anneau de Cohen-Macaulay (0, 16.5.3);
b) vérifier la propriété (SJ (5.7.3) ;
c) être régulier ;
d) vérifier la propriété (RJ (5.8 .2) ;

il faut et il suffit que A possède cette même propriété.
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Cela résulte aussitôt de ce que les fibres du morphisme Spec^A) -> Spec(A) sont
géométriquement régulières (18.6.9) et de (6.4.1), (6.5.1) et (6.5.3).

Corollaire (18.6. n), — Soit A un anneau semi-local noethérien. Pour qu'un idéal premier p
de ^A appartienne à Ass(^A), il faut et il suffit que pnA appartienne à Ass(A).

Compte tenu de la description des fibres du morphisme Spec^A) —^ Spec(A),
cela résulte aussitôt de (3.3.1).

Proposition (18 .6 .12 ) . — Soit A un anneau local ; les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) A est unibranche (0, 2 3 . 2 . 1 ) (resp. réduit et unibranché).
b) Pour toute A-algèbre locale strictement essentiellement étale A', Spec(A') est irréductible

(resp. intègre).
c) Spec(^A) est irréductible (resp. intègre).
Notons d'abord que \A^)=(hA)^ car '(A.J^A^A^ (18.6.8), et

comme h(A^) est réduit (18.6.9), il est égal à (^A)^. Ceci permet, dans la démons-
tration, de considérer seulement le cas où A est réduit, donc aussi A' (17.5.7) et
^A (18.6.9).

Avec les notations de (18.6.4), la condition b) signifie que tous les A^ sont intègres;
on en conclut que ^A==lim.A^ est intègre (5.13.3), donc b ) entraîne c ) .

Il est clair que si ^A est intègre, il en est de même des A^C ^A, donc c ) entraîne b ) .
Montrons que c ) entraîne a). Notons d'abord que AChA est intègre; soient K et L
les corps des fractions de A et ^A respectivement. Il suffit de voir que pour toute A-algèbre
finie BCK, B est un anneau local. Or B est un anneau semi-local, dont le hensélisé est
donc B®^A) (18.6.8). Par platitude, B®^A) s'identifie à un sous-anneau de
K®^(^A) et ce dernier à un sous-anneau de L, donc ^B est intègre. Mais comme ^B
est un anneau semi-local hensélien, il est composé direct d'anneaux locaux (18.5.9),
donc ne peut être intègre que s'il est local, ce qui entraîne bien que B est local.

Prouvons enfin que a) implique c ) . Soit C la clôture intégrale de l'anneau intègre A.
Comme C est un anneau local par hypothèse, CO^^A) est le hensélisé de C (18.6.8),
donc est intègre et intégralement clos (18.6.9). Gomme A est un sous-anneau de C,
hA s'identifie à un sous-anneau de ^C par platitude, donc est lui aussi intègre, ce qui
achève la démonstration.

Corollaire (18 .6 .13) . — Soit A un anneau local hensélien. Alors, pour que A soit uni-
branche, il faut et il suffit que A^ soit intègre.

Proposition (18.6.14) . — (i) Toute limite inductive filtrante d^ anneaux locaux henséliens
(où les homomorphismes de transition sont locaux) est un anneau local hensélien.

(ii) Le foncteur A->^A dans la catégorie des anneaux locaux (où les morphismes sont
les homomorphismes locaux) commute aux limites inductives filtrantes.

(iii) Tout anneau local hensélien A est limite inductive d^un système inductif filtrant d^ anneaux
locaux henséliens et noethériens A^ (les homomorphismes de transition A^->A étant locaux).

(i) Soit (A^) un système inductif filtrant d'anneaux locaux henséliens, où les
homomorphismes de transition sont locaux. Montrons que A'==limA^, qui est local
(Oui? 10.3.1.3) est hensélien. Or, soient G une A'-algèbre étale, n un idéal premier
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de G au-dessus de l'idéal maximal m' de A', tel que G^ soit strictement essen-
tiellement étale sur A' (18.6.1)5 autrement dit que kÇm^-^kÇn) soit un isomor-
phisme. En vertu de (8.8.2, (ii)) et de (17.7.8), il existe un indice À et une A^-algèbre
étale G^ tels que C==G^®^ A' à isomorphisme près; en outre, si n^ est l'image réciproque
de n dans G^, et m^ l'idéal maximal de A^, on peut, en vertu de (8.8.2.4) et de la
transitivité des fibres (I, 3.6.4), supposer que (C^)- est strictement essentiellement
étale sur A^; puisque A^ est hensélien, (C^)^ est nécessairement isomorphe à A^
(18.5.11, b}) ; il existe par suite un voisinage de n^ dans Spec(C^) isomorphe à Spec(A^)
(I, 6.5.4); on en conclut qu'il y a un voisinage de ît dans Spec(C) isomorphe à Spec(A/),
donc que C^ est isomorphe à A', ce qui prouve que A" est hensélien (18.6.2) et achève
la démonstration.

(ii) Supposons que B=limB^, où les B^ sont des anneaux locaux, les homo-
morphismes de transition B^->B^(X^[JL) étant locaux. Posons A^^B^; les A^ sont
des anneaux locaux henséliens (18.6.6, (vi)), et en vertu de (18.6.6, (ii)) les homo-
morphismes de transition B^->B^ déterminent de façon unique des homomorphismes
locaux A^->A^, de sorte que (A^) est un système inductif. Tout revient à voir que
A'==limA^ est canoniquement isomorphe à A==^B. En vertu de (18.6.6, (ii)) et de
la définition des limites inductives, on a, pour tout anneau local hensélien E,

Hom.loc(A', E)=limHom.loc(A^ E)=lim Hom.loc(B^ E)==Hom.loc(B, E).

Mais comme A' est hensélien par (i), cela prouve notre assertion.
(iii) L'anneau A est limite inductive filtrante de ses sous-anneaux locaux noethé-

riens B^, les homomorphismes de transition étant locaux (5.13.3, (iii)). Comme les ^B^
sont des anneaux locaux henséliens et noethériens (18.6.6, (v)) et que A==^A (18.6.65
(vi)), il suffit d'appliquer (ii) au système inductif (B^).

Corollaire (18.6.15). — Soient A un anneau local hensélien, X un A-préschéma de présen-
tation finie sur A. Il existe alors un anneau local noethérien et hensélien AQ , un homomorphisme

local A()->A, un préschéma X^ de type fini sur AQ et un A-isomorphisme XQ®^A^X.

Cela résulte de (18.6.14) et de (8.8.2, (ii)).

18.7. Hensélisation et anneaux excellents.

(18.7.1) Nous désignerons dans ce numéro par P(Z, k) une propriété de la
forme considérée dans (7.3.1), où nous supposons en outre que la propriété 0(A, k}
satisfait à la condition suivante :

Pour toute extension algébrique séparable k' de k, et toute A'-algèbre locale
noethérienne A, la propriété Q(A, k) est équivalente à (?(A, A;').

Il est immédiat que toutes les propriétés P considérées dans (7.3.8) vérifient la
condition précédente, compte tenu du fait que si K est une extension finie de k, Â:'®^K
est composé direct d'extensions algébriques séparables de K.
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Proposition (18.7.2). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que ^A soit un P-anneau
(7 .3.13)3 il faut et il suffit que A le soit.

En effet, en vertu de (18.6.63 (iv)), le complété À de A est aussi le complété de ^A
et l'on a donc Ac^AcA. D'après (18.6.9)3 pour tout ^eSpec(A), la fibre en x du
morphisme Spec(^A) -> Spec(A) est discrète et finie, et en chacun des points j^ de cette
fibre, Jc(^) est une extension algébrique séparable de k{x). La fibre formelle de A au
point x est donc un préschéma somme des fibres formelles de ^A aux points^.. La conclusion
résulte alors de l'hypothèse faite sur P dans (18.7.1).

Corollaire (18.7.3). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que ^A soit universellement
japonais, il faut et il suffit que A le soit.

En effet, pour un anneau local noethérien B, il revient au même de dire que B est
universellement japonais, ou que les fibres formelles de B sont géométriquement réduites
(7.6.4 et 7.7.1); la conclusion résulte donc de (18.7.2).

Corollaire (18.7.4). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que les fibres formelles
de ^A soient géométriquement régulières, il faut et il suffit que celles de A le soient.

C'est un cas particulier de (18.7.2).
Proposition (18.7.5). — Soit A un anneau local noethérien. Si A est universellement caté-

naire (5.6.2) (resp. formellement caténaire (7 .1 .9 )3 resp. strictement formellement caténaire
(7.2.6)), il en est de même de ^A.

Avec les notations de (18.6.4), si A est universellement caténaire, il en est de même
des A^, qui sont des A-algèbres essentiellement de type fini (5.6.3). Pour prouver que
dans ce cas ^A est universellement caténaire, il suffira donc d'établir le lemme suivant :

Lemme (18 .7 .5 .1 ) . — Soit (B^, <p )̂ un système inductifd''anneaux noethériens et supposons
que, pour oc^ (B, 9^^ fasse de Bp un B y-module fidèlement plat et que B==lim B^ soit noethérien.

Alors, si les B^ sont caténaires (resp. universellement caténaires), il en est de même de B.
Dire que B est universellement caténaire équivaut à dire que B[Ti, . . ., TJ est

caténaire pour tout n (5.6.2)5 et il est immédiat que le système inductif (B^[Ti, . . ., TJ)
vérifie les mêmes conditions que (BJ $ il suffit donc de prouver que si les B^ sont caténaires,
il en est de même de B. Si pçDpiD . . . Dpy est une chaîne saturée d'idéaux premiers
de B, les images réciproques poa^Picp • • • ^Pra de ces idéaux dans B^ forment une
chaîne d'idéaux premiers, et il sufffit de montrer que pour a assez grand, cette chaîne est
saturée. Or, chaque p^ est un idéal de type fini, donc il existe un X tel que, pour a^ X, on ait
Pt^Pta-K- On a donc i ==codim(V(p,), V(p^))==codim(V(pJ, V(p,^J) puisque B
est un B^-module plat ((6.1.4) et (Oi, 6.2.3)) , ce qui achève de prouver le lemme.

Supposons maintenant A formellement caténaire. Soient p un idéal premier de ^A,
q son image réciproque dans A, de sorte que q.^Acp, et par suite ^A/p est un anneau
quotient de ^A/q.^A. Il suffit donc de prouver que ^A/q.^A est formellement caténaire
pour tout idéal premier q de A (7.1.9), et comme ^A/q.^A^^A/q) par (18.6.8),
il suffit (7.1.11) de voir que si A est intègre et formellement caténaire, ^A ^formellement
équidimensionnel. Mais comme le complété de ^A est égal à A, cela résulte de l'hypothèse
que A est formellement caténaire.
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Supposons enfin A strictement formellement caténaire; alors on vient de voir
que ^A est formellement caténaire, et il reste à prouver que les fibres du morphisme
Spec(A) -> Spec(^A) vérifient la propriété (Si) (7.2.5, b}). Mais cela résulte de l'hypo-
thèse sur A et de (18.7.2) appliqué au cas où P(Z, k) est la propriété (S^) pour Z.

Corollaire (18.7.6). — Si un anneau local noethérien A est excellent (7.8.2), il en est

de même de hA.

Remarque (18.7.7). — II peut se faire que ^A soit un anneau local excellent sans que A soit universellement
caténaire (ni par suite excellent). Pour le voir, reprenons l'exemple de l'anneau A de (5.6.11), avec les mêmes
notations. L'anneau E construit dans (5.6.11) est excellent lorsque ko est de caractéristique o (7.8.3, (ii) et (iii));
considérons deux anneaux E^, Eg isomorphes à E, et« recollons» Spec(Ei) et Spec^Eg) de sorte que si m^ et w.\ sont
les idéaux maximaux de E^ (i= i, 2) correspondant à m et m', le point m^ soit« recollé» à rrig et le point m^ à m[',
de façon précise, si e^ et e^ sont les homomorphismes canoniques de E -̂ sur fe(m^) et fe(m^) (i= i, 2), le schéma
obtenu est Spec(R), où R est le sous-anneau de E^ X Eg formé des couples (^, x^) tels que £3(^2)= ^iC^i)) et

e[(x-^)=a^(x^)). On vérifie aisément (par exemple à l'aide de (17.6.3)) que R est une G-algèbre finie et étale,
et qu'il y a deux idéaux maximaux r^, r^ de R au-dessus de l'idéal maximal n de G, les complétés de R^ et R^
étant canoniquement isomorphes à celui de A = Gyi ; R^ est donc une A-algèbre strictement essentiellement étale,
et par suite son hensélisé est égal à hA. En outre, on a vu (7.8.4, (ii)) que les fibres formelles de A sont géométri-
quement régulières, donc il en est de même de celles de ^A (18.7.2). Enfin, l'anneau R est universellement caténaire,
car ses quotients par ses deux idéaux premiers minimaux sont isomorphes à E, d'où la conclusion par (5.6.3, (iii)).
L'anneau R,. est donc excellent, et il en est par suite de même de ^A (18.7.6), alors que A n'est pas universellement
caténaire.

18.8. Anneaux strictement locaux et hensélisation stricte»

Proposition ( 18 .8 .1 ) . — Soit A un anneau local. Les conditions suivantes smt équivalentes :

a) A est un anneau hensélien et son corps résiduel k est séparablement clos,

b) A est un anneau hensélien et tout revêtement étale de S==Spec(A) est trivial.

c) Pour tout morphisme étale f: X—^S et tout point A:eX tel que f[x) soit le point fermé s

de S, il existe une S-section u : S—^X de X telle que u{s)=x.

L'hypothèse c ) implique que pour tout morphisme étale f: X->S, les corps rési-
duels aux points de f"1^) sont tous isomorphes à k, et en outre que la condition b)
de (18.5. n) est vérifiée. Donc A est hensélien, et le fait que tout revêtement étale de S
est trivial résulte de (18.2.10, (ii)); donc c ) implique b ) . Gomme les revêtements étales
de Spec(Â:) sont triviaux si et seulement si k est séparablement clos, b) implique a) en
vertu de (18.5. n, b)). Enfin, il résulte aussi de (18.5. i l , b)} que a ) implique c ) .

Définition (18.8.2). — On dit quun anneau local est un anneau strictement local s'il
vérifie les conditions équivalentes de ( 1 8 . 8 . 1 ) . On appelle schéma strictement local un schéma

isomorphe au spectre d'un anneau strictement local.

Remarque (18.8.3). — Les conditions de (18.8.1) sont encore équivalentes à la
suivante :

d) Pour tout morphisme localement de type fini f: X->S et tout point A;eX tel que f[x)

soit le point fermé s de S et que ^xl^s^x^x soît un ^A^ extension finie séparable de k{s)=k,
il existe un voisinage ouvert U de x dans X tel que f\U soit une immersion fermée.
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(On notera que l'hypothèse de d ) est vérifiée si f est formellement non ramifié au
point x (17.4.1.2).)

Nous laissons au lecteur la démonstration, qui est substantiellement la même que
celle de (18.5.18).

Lemme (18.8.4). — Soient A, A' deux anneaux locaux, 9 : A—^A un homomorphisme
local faisant de A' une A-algèbre essentiellement étale (18.6. i). Alors', pour tout anneau strictement
local B, tout homomorphisme local ^ : A-^B et tout homomorphisme de k{A)-algèbres
a : kÇA^-^kfK), il existe un et un seul homomorphisme local ^f : A'->B tel que (p=^'ocp
et que a soit égal à l) homomvrphisme <j/ déduit de i[/ par passage aux quotients,

Avec les notations de (18.6.2)31'homomorphisme a correspond à un fe(j)-morphisme
Spec(fc(j^))-> Spec(fe(^)), donc à un point x ' bien déterminé dans X' au-dessus dej^.
L'existence de la Y-section/' de X' telle que f\y)==x' résulte donc de (18.8.1, c ) )
puisque// est étale et B strictement local, et son unicité résulte de ce que/' est séparé
et de (17.4.9).

Lemme (18.8.5). — Soient A un anneau locale A^, Ag deux A-algèbres locales essentiellement
étales, K un corps, extension de fe(A).

(i) Pour tout fe(A) -homomorphisme ^ : k(A^) —^(Ag), il existe au plus un A-homomorphisme
(nécessairement local) ^ : A^—^Ag tel que y soit l'homomorphisme ^ déduit de ^ par passage aux
quotients.

(ii) Pour tout couple de A-homomorphismes locaux pi : A^—^K, (Bg : Ag—^K il existe
une A-algèbre locale essentiellement étale A^, deux A-homomorphismes 9^ : A^—^Ag, 93 : Ag—^Ag
et un A-homomorphisme (B : Ag—^K tels que Pi== (B°<pi et pg= poçg.

Avec les notations de (18.6.3), les homomorphismes Pi, (Bg dans (ii) correspondent
à deux S-morphismes Spec(K)^Xi, Spec(K)->X2, d'images respectives x^, x^, on en
déduit un S-morphisme bien déterminé Spec(K)—^Xg (I, 3 .2 .1 ) d'image ^3 au-dessus
de x-^ et A:2; la A-algèbre Ag^^ xs et l'homomorphisme Ag—^K correspondant à
ces données répondent aux conditions de (ii). D'autre part, la donnée de y dans (i)
correspond à un S-morphisme Spec(k(x^)) -> Spç.c(k(x-^) ou encore à un point ^3 de Xg
au-dessus de x^', l'unicité de ^ résulte de l'unicité d'une Xg-section de X^ passant
par x^ (;i7.4.9).

(18.8.6) Soient A un anneau local, m son idéal maximal, k son corps résiduel,
Q une clôture séparable de k. Considérons l'ensemble ® de A-algèbres essentiellement étales
défini dans (18.6.1)3 et désignons par L l'ensemble des A-homomorphismes locaux A'-^O,

(ÙT,
où A' parcourt ®; on notera qu'un tel homomorphisme se factorise en À : A'-> k{A) -> û,
où co^ : kÇA)—>0. est un A-homomorphisme (puisque mA' est l'idéal maximal de A');
inversement la donnée d'un tel homomorphisme œ^ détermine uniquement un homo-
morphisme ÀeL. Pour tout ÀeL, nous désignerons par A^ la A-algèbre essentiellement
étale appartenant à (£ sur laquelle X est défini. L'ensemble L est préordonné par la relation
« il existe un A-homomorphisme <p^ : A^—^A^ tel que ^=^°y^ »? et il résulte
de (18.8.5, (i)) que cet homomorphisme <p^ est unique. En outre, L est filtrant croissant
pour la relation de préordre précédente (que l'on note encore X^pt), en vertu
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de (18.8.5, (ii)). Il est clair que (A^, 9^) est un système inductif de A-algèbres locales,
les 9^ étant des homomorphismes locaux; en outre, il résulte de (17.3.5) que
pour X^pi, A^ est une A^-algèbre essentiellement étale. Si 9^ : fe(A^) —- fc(AJ est
le A-homomorphisme déduit de 9^ par passage aux quotients, (fe(A^), 9^) est un système
inductif d'extensions algébriques séparables de k, et les co^ : fe(A^) ->î2 forment un système
inductif de ^-homomorphismes. En outre, la limite inductive
(18 .8 .6 .1 ) œ : lim fe(A^) ->Q

est un k-isomorphisme. Il suffit en effet de prouver que pour toute extension finie séparable k '
de k, il existe une A-algèbre essentiellement étale A' telle que k ' soit le corps résiduel
de A' et que Phomomorphisme k->k' se déduise de A->A' par passage aux quotients.
Mais cela résulte de (18.1.1) appliqué aux morphismes étales, compte tenu de ce que
Spec(A) est le seul voisinage de son point fermé.

Notons maintenant que si m^ est l'idéal maximal de A^, il résulte de (17.6.1)
que pour X^[JL, on a în^==m^A^ et que A^ est un A^-module plat. Donc il résulte
de (uni, 10.3.i .3) que Panneau lim A^ est locale que Phomomorphisme canonique
w : A—^lim A^ est local, et que l'on a un Â;-isomorphisme canonique

lim k(A^) ̂  fe(lim A^) ;

identifiant ces deux corps, on en déduit un k-isomorphisme canonique

(18.8.6 .2) û)-1: Q^fe(limA^).

Définition (18.8.7). — Soient A un anneau local, k == fe(A) son corps résiduel, i : k->0.
un homomorphisme de k dans une clôture séparable 0. de k ; on appelle hensélisé strict de A relati-
vement à z, et on note ^A^) (où ^A lorsque cela ne prête pas à confusion) la limite inductive
du système inductif (A^, 9^) défini dans (18.8.6).

Gomme on a un A;-isomorphisme canonique co~1 : 0. ̂  k^A^), iî est muni
canoniquement d'une structure de ^A^-algèbre par Phomomorphisme local

^A^i^A^a
Comme dans (18.6.5) on voit que la définition donnée dans (18.8.7) ne dépend

qu'en apparence du choix de l'ensemble ®; nous allons voir encore ci-dessous (18.8.8, (i)
et (ii)) que ^A^.) est un objet représentant un foncteur entièrement défini par la donnée
de A et de i (Om 5 8. i .8), et est donc défini comme tel à isomorphisme unique près.

Proposition (18.8.8). — Soient A un anneau local, k son corps résiduel, i : k->Çl un
homomorphisme de k dans une clôture séparable de k, ̂ A^) le hensélisé strict de A correspondant à i.

(i) ^A^ est un anneau strictement local (18.8.2) et l'homomorphisme structural
w : A—^A^) est local.

(ii) Pour tout homomorphisme local u : A-^B, où B est un anneau strictement local, et
tout k-homomorphisme ^ : Q-^Je(B), il existe un et un seul A-homomorphisme v ^A^-^B

tel que ^ se factorise en û ̂  k^A^) -^ fc(B), où ~v est déduit de v par passage aux quotients.
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(iii) ^A^ est un A-module fidèlement plat, et si m est l'idéal maximal de A, m.^A/n est
r idéal maximal de ^A^, et k^A^) est une clôture séparable de k.

(iv) Pour que ^A^ soit noethérien, il faut et il suffit que A le soit.
(v) Si A est strictement local (donc Q=k), on a ^A^A.
(vi) Si i1 \k->0! est un second homomorphisme de k dans une clôture séparable de k, pour

tout k-isomorphisme a : 0. ^? i2', le A-homomorphisme correspondant {par (ii)) Vy : ̂ A/^ —^ ^A/^
est un isomorphisme.

On a déjà vu ci-dessus que ^A^ est un anneau local et que w est un homomor-
phisme local; le fait que ^A^ soit hensélien (et par suite strictement local) se démontre
comme dans (18.6.6). Les assertions de (iii) découlent encore de (Ojn, 10.3.i.3),
ainsi que la suffisance de la condition (iv) ; la nécessité de cette condition résulte de ce
que ^A^ est un A-module fidèlement plat (Oi, 6.5.2).

Pour prouver (ii), remarquons, avec les notations de (18.8.6), que pour tout ÀeL,
il existe un et un seul A-homomorphisme local L\ : A^->B, tel que le composé

(Ù^ (p

fe(A^) -> Q -> fe(B) soit déduit de v^ par passage aux quotients, en vertu de (18.8.4)
et de l'hypothèse que B est strictement local. L'unicité de v^ entraîne en outre que les v^
forment un système inductif, d'où l'existence de l'homomorphisme v répondant aux
conditions de (ii); son unicité résulte de (17.4.9). L'unicité de v entraîne aussitôt l'asser-
tion (vi), en considérant les composés VyOVy-i et Vy^ioVy. Enfin, si A est strictement local,
et A'=B^ une A-algèbre locale essentiellement étale, où B est une A-algèbre étale, il
résulte de (18.8.1) qu'il existe une Spec (A)-section de Spec(B) prenant la valeur n
au point fermé de Spec(A), donc on déduit de (17.4.1) que l'homomorphisme A->A'
est bijectif, ce qui prouve (v).

(18 .8 .8 .1 ) Soit C la catégorie des anneaux strictement locaux, avec pour mor-
phismes les homomorphismes locaux; pour tout BeC, désignons par F(B) l'ensemble
des couples {u, ^) formés d'un homomorphisme local u : A->B et d'un A-isomorphisme
^ : Q->fe(B) tels que le composé k{A)=k -> û -> fc(B) soit déduit de u par passage aux
quotients. On peut dire que l'objet ^A^ représente le foncteur covariant F : C->Ens
(Oni, 8 .1 . i l ) .

On remarquera qu'en vertu de (18.8.8, (vi)) les hensélisés stricts ^A^) sont tous
A-isomorphes (pour les divers A;-homomorphismes i de k dans des clôtures séparables
de À;), mais pour i et i' donnés, il y a en général une infinité de A-isomorphismes
^A^^Ï^Alyy De façon précise, le groupe des A-automorphismes de ^A/^ est
isomorphe au groupe de Gai ois de û sur k.

(18.8.9) Soient maintenant A un anneau semi-local, îîîy ( i ̂ J^ ^) ses idéaux
maximaux, et pour tout indice j, considérons un homomorphisme iy : fe(A^.)->Q.
de fe(A^.) dans une clôture séparable de ce corps. On appelle hensélisé strict de A relatif

aux iy et l'on note ^A (lorsqu'il n'en résulte pas de confusion) le produit El (^(A^.))

des hensélisés stricts des anneaux locaux A^. relativement aux homomorphismes i..
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C'est donc, en vertu de (i 8.8.8), un A-module fidèlement plat et une A-algèbre semi-
locale dont les idéaux maximaux sont les m^.^A et le radical r.^A (si r désigne le
radical de A). Enfin, la propriété universelle (18.8.8, (ii)) subsiste en remplaçant
« homomorphisme local » par « homomorphisme semi-local » (18.6.7), et en rempla-
çant û par IlO..

Proposition (18.8.10). — Soient A un anneau semi-local, B une A-algèbre finie.
Soient n, (i<;<r) les idéaux maximaux de B. Alors il y a, pour chaque j, un idéal maximal q.
de B®^(^A) au-dessus de n,, tel que ^B soit isomorphe au composé direct des anneaux locaux
(B^(^A)^.(i^r).

On peut évidemment se borner au cas où A est local, en remplaçant A par A^.,
où m, est l'idéal maximal de A image réciproque de n,. Posons d'autre part C=B^;
en vertu de la définition de ^B (18.8. i), tout revient à voir que ^C est C-isomorphe
à (C®^(^A))^ où q est un des idéaux maximaux de C®^(^A). Soient k et K les
corps résiduels de A et G, 0 celui de ^A, qui est par définition une clôture séparable
de k, comme K est une extension finie de k, on peut supposer K et 0. contenus dans une
même clôture algébrique de k', il est alors immédiat que K®j,0 est composé direct
d'un nombre fini de corps, tous isomorphes à la clôture séparable KO. de K. D'autre
part, l'anneau ^A étant hensélien, C®^A) est composé direct des anneaux locaux
(C®^A))^, où q,(i^j) parcourt les idéaux maximaux de C^^A), et ces anneaux
locaux sont henséliens (18.5.10) et ont KO pour corps résiduel, donc sont strictement
locaux (18.8.1). Posons pour abréger C'^COO^A) et C,'=C,,, qui est donc un
anneau quotient de G'; soient /: C-^C', g : ̂ A^G', 9, : C'-^C,' les applications
canoniques.

Soit v : C-^C l'homomorphisme canonique; il existe un homomorphisme
local et un seul u : ̂ A-^C qui, par passage aux quotients, donne l'injection canonique
O^KO et tel que le composé A-^G^^C soit égal au composé A-^A-^C (18.8.8);
donc il existe un unique homomorphisme local WQ : C'-^C tel que w^g==u, w^f==v,

et puisque ^C est un anneau local, cet homomorphisme se factorise en G' -^ G' -^ ^C
pour un indice i bien déterminé, w étant un homomorphisme local. D'autre part,
l'anneau G,' étant strictement local, il existe un homomorphisme local ^/^G—C'.
qui, par passage aux quotients, donne Pautomorphisme identique de KO et qui est'
tel que w'ov^^of (18.8.8). On déduit d'abord de là que wow' est un endomorphisme
de ^G qui, par passage aux quotients, donne l'automorphisme identique de KO, donc est

148



§ 18 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 149

l'identité (i 8.8.8). D'autre part, on a w'owo^of^w'ov^^of, et wfowo^og=wfou==^og^
d'où w'o^o<p^=(p^ autrement dit w'ow est l'automorphisme identique de C^. C.Q^.F.D.

Remarque (it.S.n). — La démonstration de (18.8.10) utilise le fait que B est
entière sur A, mais n'utilise le fait que B est une A-algèbre finie, que pour établir que
K®^û est composé direct d'un nombre fini de corps. Or, cette dernière propriété est
encore vérifiée lorsque l'on suppose que B est une A-algèbre entière semi-locale dont les
idéaux maximaux n, ont des corps résiduels de degrés séparables [fe(n,) : k] g finis.

Proposition (18.8.12). — Soit A un anneau semi-local.
(i) Pour que ^A soit réduit (resp. normal), il faut et il suffit que A le soit.
(ii) Supposons A noethérien. Alors, pour tout idéal premier p de A, Panneau (^A)?/?. (^A)p

est composé direct d'un nombre fini d'extensions algébriques séparables de k{p) (ce qui entraîne
que les fibres du morphisme canonique Spec(7lsA) -> Spec(A) sont géométriquement régu-
lières et sont des espaces discrets).

Corollaire (18.8.13). — Soit A un anneau local noethérien. Pour que ^A possède une des
propriétés suivantes :

a) être un anneau de Cohen-Macaulay (0, 16.5.3);
b) vérifier la condition (SJ (5.7.3);
c) être régulier;
d) vérifier la condition (RJ (5.8.2);

il faut et il suffit que A possède cette même propriété.
Corollaire (18.8.14). — Soit A un anneau semi-local noethérien. Pour qu'un idéal premier p

de ^A appartienne à Ass^A), il faut et il suffit que pnA appartienne à Ass(A).
Les démonstrations sont les mêmes que celles de (18.6.9), (18.6.10) et (18.6.11)

respectivement.
Proposition (18.8.15). — Soit A un anneau local ; les propriétés suivantes sont équivalentes :
a) A est géométriquement unibranche (resp. réduit et géométriquement unibranche).
b) Pour toute ^.-algèbre locale essentiellement étale A', Spec(A') est irréductible (resp.

intègre).
c) Spec(^A) est irréductible (resp. intègre).
On se ramène comme dans (18.6.12) au cas où A est réduit, en utilisant la relation

^(A^^^A)®^^ (18.8.11), et l'équivalence de b) et c ) se prouve comme
dans (18.6.12); il en est de même du fait que a) entraîne c ) , en tenant compte
de (18.8. n) et de la définition d'un anneau local intègre géométriquement unibranche.
Enfin, pour démontrer que c ) entraîne a ) , gardons les mêmes notations que dans
(18.6.12); il s'agit encore de voir que ^B est intègre. Mais, par (i 8.8.10), ^B est un
anneau localisé de l'anneau semi-local BO^A), qui s'identifie encore par platitude
à un sous-anneau du corps L, donc est intègre; il en est par suite de même de ^B, ce
qui achève la démonstration.

Corollaire (i 8.8.16). — Soit A un anneau local hensélien (resp. strictement local). Pour
que A soit unibranche (resp. géométriquement unibranche), il faut et il suffit que Spec(A) soit
irréductible.
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Proposition (18.8.17) . — Soit A un anneau local noethérien. Si A est universellement
caténaire, il en est de même de ^A.

La démonstration est la même que celle de (18.7.5).
Proposition (i 8.8.18). — (i) Toute limite inductive filtrante d^ anneaux strictement locaux

(où les homomorphismes de transition sont locaux) est un anneau strictement local.
(ii) Le foncteur A-^^A dans la catégorie des anneaux locaux (où les morphismes sont

les homomorphismes locaux) commute aux limites inductives filtrantes.
(iii) Tout anneau strictement local A est limite inductive d^un système inductif filtrant d9 anneaux

strictement locaux noethériens (les homomorphismes de transition étant locaux).
Les démonstrations sont calquées sur celles de (18.6.14).

x8.9« Fibres formelles des anneaux noethériens henséliens.

Théorème (18 .9 .1 ) . — Soit A un anneau local noethérien hensélien, dont les fibres formelles
sont géométriquement normales. Alors les fibres formelles de A sont géométriquement intègres (donc
géométriquement connexes).

Les deux assertions de l'énoncé sont en fait équivalentes, un préschéma localement
noethérien connexe et normal étant intègre. Gomme toute A-algèbre intègre finie
est un anneau local hensélien (18.5.9 et 18.5.10)3 il résulte de (7.3.16.2) que l'on
est ramené à prouver que si l'on suppose de plus A intègre., alors la fibre du morphisme
Spec(A) -> Spec(A) au point générique de Spec(A) est intègre, ce qui résulte du

Corollaire (18.9.2). — Soit A un anneau local noethérien hensélien intègre, dont les fibres
formelles sont géométriquement normales. Alors A est intègre.

En effet, il résulte de (i 8.8.16) que A est unibranche, donc le théorème résulte
de l'hypothèse faite sur les fibres formelles de A et de (7.6.3).

Corollaire (18.9.3). — Sous les hypothèses de (18.9.2), le corps des fractions L de A
est une extension séparable du corps des fractions K de A, et K est algébriquement fermé dans L.

Cela résulte de ce que la fibre du morphisme Spec(A) -> Spec(A) au point géné-
rique de Spec(A) est géométriquement intègre et de (4.3.2) et (4.3.5).

Corollaire (18.9.4). — Soit A un anneau local noethérien, hensélien et dont les fibres formelles
sont géométriquement normales (par exemple un anneau local noethérien hensélien et
excellent}, et posons A'=A. Soient X un A-préschéma, X'=X®^A', g : X'—^X la projection
canonique. Alors l'application U-»,§^"~1(U) est une bijection de l'ensemble des parties à la fois
ouvertes et fermées de X sur ? ensemble des parties à la fois ouvertes et fermées de X'.

Comme g est un morphisme fidèlement plat et quasi-compact, on sait (2.3.12)
que la topologie de X est quotient de celle de X' par la relation d'équivalence définie
par y. Tout revient donc à voir qu'une partie ouverte et fermée U' de X' est saturée pour
cette relation. Or, comme le morphisme Spec(A') -> Spec(A) a ses fibres géométrique-
ment connexes (18.9.1), les fibres de g sont connexes, d'où aussitôt notre assertion.

En particulier, si X est localement connexe (ce qui sera le cas si X est localement
noethérien), alors, pour toute composante connexe U de X (qui est ouverte et fermée
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dans X), g~\V) est connexe (Bourbaki, Top. gén., chap. 1̂  36 éd., § n, no 3, prop. 7).
Si l'on désigne par TT^X) l'ensemble des composantes connexes de X, l'application
^(X') -^(X) déduite canoniquement de g est donc bijective.

Corollaire (18.9.5). — Sous les hypothèses de (18.9.4), le fondeur

(18.9 .5 .1) Z->Z®^A'

de la catégorie des préschémas étales sur X, dans celle des préschémas étales sur X' est pleinement
fidèle.

Soient Z^ Zg deux préschémas étales sur X, et posons Z^Z^A' ( ^ = = 1 , 2 ) ;
il s'agit de prouver que tout X'-morphisme Z^Zg provient, par changement de base,'
d'un X-morphisme unique Z^Zg. Supposons d'abord que Z^ soit séparé sur X; alors,
comme Homx(Zi, Z^) s'identifie à ^(ZiXxZ^/Zi), et que Z^Z^ est étale et séparé
sur Zi, Homx(Zi, Zg) s'identifie fonctoriellement, en vertu de (17.9.3), à l'ensemble
des parties ouvertes et fermées U de Z^XxZg telles que la restriction à U de la projec-
tion p : ZiXxZa-^Zi soit un morphisme surjectif et radiciel. L'assertion résulte donc
dans le cas considéré de (18.9.4) et de ce que Z[x^={Z^Z^^'.

Passons au cas général : il suffira de prouver que le graphe F' d'un X'-morphisme
Z^->Zg qui est ouvert (17.9.3) dans Z[x^ est de la forme F^A', où F est induit
sur une partie ouverte de Z =Zi XxZg. En effet, la restriction à F de la projection p : Z ->TL^
est alors un isomorphisme, car par changement de base A->A' cette restriction devient
l'isomorphisme restriction à F' de la projection p ' : Z'->Z[ (avec Z'=Z®^A'), et il
suffit d'appliquer (2.7.1, (viii)); la conclusion résulte alors de la caractérisation des
graphes de morphismes (I, 5.3).

Si q : Z'->Z est la projection canonique, pour prouver que F' est de la forme
^(F), où F est ouvert dans Z, il suffit, puisque q est un morphisme fidèlement plat
et quasi-compact, de prouver qu'il existe un ensemble UcZ tel que F'^-^U)
(2.3.12). Posons Z'^Z'XzZ^ZXxX", où X^X'XxX', et soient ^ : Z'^Z',
?2:Z"-^Z' les projections canoniques. Appliquant (4.5.19.1), il suffit de montrer
que ^(r^^^r'). Mais c'est une propriété qui est vraie si et seulement si elle
l'est après chaque changement de base Spec(le(^))->X, où x parcourt X. Autrement
dit, il suffit de prouver le corollaire lorsque X est le spectre d'un corps, mais comme tout
X-préschéma étale est alors automatiquement séparé sur X (17.6.2, c ' ) ) , on est ramené
au cas envisagé au début de la démonstration.

Remarques (18.9.6). — (i) II est possible que, si le corps résiduel de A est de carac-
téristique o, le foncteur (18.9.5.1) induise même une équivalence de la catégorie des
revêtements étales de X et de la catégorie des revêtements étales de X'. On peut en tout
cas le démontrer lorsque A est excellent, en utilisant la résolution des singularités de
Hironaka (M. Artin). Il est plausible que l'énoncé analogue soit encore vrai sans restric-
tion sur la caractéristique du corps résiduel, à condition de se borner aux revêtements
« galoisiens principaux » dont le groupe est d'ordre premier à la caractéristique rési-
duelle (cf. [41]).
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(ii) On ignore si les fibres formelles de A sont géométriquement connexes (voire
géométriquement irréductibles) lorsque A est un anneau local hensélien quelconque.
Il suffirait que, pour tout anneau local noethérien, hensélien et intègre A, Spec(Â) soit
irréductible. On ignore s'il en est toujours ainsi.

(iii) On ignore si lorsque A est un anneau local excellent, son hensélisé strict ^A
est excellent. On peut voir que, pour élucider cette question, on peut se ramener au
cas où A==A;[[Ti, .. ., TJ], k étant un corps de caractéristique p>o. Compte tenu
de (18.8.17), la question est de savoir si les fibres formelles de ^A sont géométriquement
régulières. La réponse est affirmative lorsque n== i, mais n'est pas connue pour n==2.
On peut montrer que la réponse est affirmative chaque fois que, pour tout schéma Y^
fini sur Y=Spec(A), on peut résoudre les singularités de Y^ (7.9.1).

L'assertion de connexité faite dans (18.9.1) se généralise de la façon suivante :
Théorème (18.9.7). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, p : A->B un

homomorphisme local, /: Spec(B)=X-> Spec(A)==Y le morphisme correspondant. Supposons
vérifiées les conditions suivantes :

(i) fest plat et toutes les fibres Xy ̂ f"1^) (j^eY) sont géométriquement réduites (4.6.2).
(ii) Ou bien U anneau A est géométriquement unibranche (0, 23.2.i), ou bien /''anneau A

est unibranche (0, 23 .2 .1 ) et fe(B) est une extension primaire (4 .3 .1) de fe(A).
Alors, si 73 est le point générique de Y, X^ est connexe, et pour toute partie fermée T de X

telle que f(T) soit rare dans Y, X—T est connexe.
Les deux conclusions énoncées sont en fait équivalentes; en effet, l'hypothèse

que/(T) est rare entraîne que ./(T) ne contient pas Y]; d'autre part, comme {•/]} est
proconstructible (1.9.6) et que/ est plat, X^ est dense dans X (2.3.10), et par suite
si X^, est connexe, il en est de même de X—T qui le contient. Inversement, lorsque U
parcourt l'ensemble des voisinages ouverts affines de T) dans Y, X^ est limite projective
des sous-préschémas induits sur les ouverts /"^(U) de X (8.1.2, a ) ) ' , si l'on suppose
que X—T est connexe pour toute partie fermée T de X telle que/(T) soit rare dans Y,
lesjF'^CU) sont connexes, donc il en est de même de X^ (8.4.1).

Montrons d'abord qu'on peut se limiter au cas où A est intègre et Y=Spec(A)
géométriquement unibranche (6.15.1) (ce qui implique que A est géométriquement
unibranche, mais n'est pas équivalent à cette condition (6.15.2)). Il est clair qu'on
peut d'abord supposer Y réduit, en considérant le morphisme XXyY,.ed —^ Yred? déduit
de / par changement de base, qui est plat, et a mêmes fibres que /. On peut donc
supposer A intègre et unibranche; si K est le corps des fractions de A, il existe alors
une sous-A-algèbre finie A" de K telle que, si A7 est la clôture intégrale de A, le
morphisme Spec(A') -> SpecÇA") soit radiciel (0,23.2.5); on en conclut (6.15.5)
que Spec(A") est géométriquement unibranche. Comme A est unibranche, A' est un anneau
local, donc il en est de même de A"; montrons que l'anneau B'^B^A" est aussi un
anneau local. En effet, B" est une B-algèbre finie, donc un anneau semi-local noethérien;
si k" est le corps résiduel de A", les idéaux maximaux de B' sont les points de Spec(B")
au-dessus du point fermé de Spec(B), donc les points de Spec{k{'E)®^kf') (I, 3.4.9)
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puisque le point fermé de Spec(A") est le seul point au-dessus du point fermé
de Spec(A). Or, lorsque A est géométriquement unibranche, k" est une extension
radicielle de k{A), donc Spec^B)®^)^) est radiciel sur Spec(/e(B)) et ne
comprend donc qu'un seul point. Lorsque A est unibranche et le(B) extension primaire
de h{A), Spec(fc(B)®k(A)^') est irréductible (4.3.2) et comme c'est un espace fini
et discret (I, 6.4.4) il est encore réduit à un point, ce qui montre que dans les deux
cas envisagés B" est local. Si Y"=Spec(A"), X / '==Spec(B")==XXyY' / , le morphisme
f'^frï") : X^-^Y" est plat et a ses fibres géométriquement réduites; en outre, si T]"
est le point générique de Y", k(r\"}== fe(7])===K par définition, donc les fibres X^ et X^,,
sont isomorphes. Il suffit donc de prouver que X^, est connexe.

Remarque (18.9.7.1). — Lorsque l'anneau A est japonais., on peut, dans ce qui
précède, prendre A"=A' par définition (0, 23 .1 .1) ; on voit donc que dans ce cas
on serait même ramené à prouver le théorème lorsque A est intégralement clos.

(18.9.7.2) Supposons donc désormais que Y soit intègre et géométriquement
unibranche. Notons que si T est une partie fermée de X telle quey(T) soit rare dans Y,
T ne contient aucun point maximal de X puisque^est plat (2.3.4), donc est rare dans X;
comme X est un schéma local, donc connexe, pour prouver que X—T est connexe,
il suffit, en vertu de (15.5.6.1) de montrer que pour tout ^eX tel que f{x}^^,
Spec(^x,J—{x} est connexe. Posons y==f{x), A^==(P^,yï ^i^^x.xï Yi=Spec(A^),
Xi=Spec(Bi), f^ : XI->YI le morphisme correspondant à Phomomorphisme local
AI->BI déduit de p; il est clair que^i est plat, et il résulte de (4.6.1) que ses fibres
sont géométriquement réduites; en outre A^ est intègre et géométriquement unibranche
(6.15.1) et dim(Ai)^i. On est ainsi ramené à prouver le

Lemme (18.9.7.3). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, Y==Spec(A),
X=Spec(B), p : A->B un homomorphisme local, f : X->Y le morphisme correspondant. On
suppose vérifiées les conditions suivantes :

(i) f est plat et toutes les fibres Xy (^(=Y) sont géométriquement réduites.
(ii) A est intègre, géométriquement unibranche et dim(A)^i.
Alors, si b est le point fermé de X, X—{é} est connexe.
Notons d'abord qu'en vertu du théorème de Hartshorne (5.10.7), X—{b} est

connexe si l'on a prof(B)^2. Or on a (6.3.1)

(18.9.7.4 ) prof(B) == prof(A) + prof(B®^)

en désignant par k le corps résiduel de A. D'autre part, puisque A est intègre et
dim(A)^i, on a prof(A)^i, donc prof(B)^2 sauf lorsque prof(B®^A:)==o; d'ailleurs
~K0^k est réduit par (i), donc la relation prof(B®^A;)==o signifie que B®^A est un
corps (0, 16.4.7). On supposera donc désormais que cette dernière condition est vérifiée.
On commencera par traiter un cas où la démonstration est très simple.

A) Cas où A est intégralement clos. Alors, si dim(A)^2, on a prof(A)>2 (0,16.5.1),
donc prof(B)^2. On n'a donc qu'à considérer le cas où dim(A)==i et où B0^Â; est
un corps; A est alors un anneau de valuation discrète, donc régulier, et puisque B®^
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est un corps et que y est plat, B est régulier (0, 17.3.3)5 mais en outre (6.1.1.1), on a
dim(B)==dim(A)+dim(B®^Â:)=dim(A) = i, donc B est aussi un anneau de valuation
discrète. Mais alors X—{&} est réduit à un seul point, d'où le lemme (18.9.7.3)
dans ce cas.

On observera que cela prouve l'énoncé du théorème (18.9.7) lorsqu'on suppose
en outre que, dans cet énoncé, l'anneau A est japonais, car en vertu de la remarque
(18.9.7. i), on est ramené au cas où A est intégralement clos, et alors, dans la réduction
qui précède (18.9.7.3), l'anneau A^==(Py,y est ^ul aussi intégralement clos et on peut
appliquer le résultat qui vient d'être démontré.

B) Cas où dim(A)^2. Le résultat de (18.9.7.3) résultera alors des deux lemmes
suivants :

Lemme (18.9.7.5). — Soient A un anneau semi-local noethérien et réduit. A' sa fermeture
intégrale dans son anneau total des fractions, X=Spec(A), X'^SpecÇA'); soient S U ensemble
des points fermés de X et U=X—S. Supposons que pour tout point ^'eX' au-dessus d''un point
de S, on ait dim(^x' a/ )^ 2? a^ors l'^^^u A^^ r(U, fi^x) est entler sur A et est une A-algèbre
isomorphe à une sous-algèbre de A'.

Rappelons que si p^ ( i ^z^m) sont les idéaux minimaux de A, A' est le composé
direct des clôtures intégrales A^ des anneaux intègres A^==A/p^, de sorte que X'
est la somme des schémas X^=Spec(A^'). Si Xy est la somme des schémas
X^=Spec(AJ ( i^z<m) et UQ l'image réciproque de U dans Xç, l'homomorphisme
canonique r(U, (?x) ~^ ^(^05 ^Xo) est mjectif puisque X est réduit et le morphisme
XQ-^-X (donc aussi le morphisme UQ—^U) surjectif. Comme r(Uo, ^x,,) est œmposé
direct des r(U^, ^x») Çî^i^m), où U, est l'image réciproque de U dans X^, tout
revient à prouver que pour chaque i, r(U,, ^x») est isomorphe à une sous-A^-algèbre
de A^. Autrement dit, on est ramené au cas où A est un anneau semi-local noethérien
intègre. Comme X est réduit et le morphisme X'-^X surjectif, l'homomorphisme
F(U, (P^^rÇV, (P^) (où U' est l'image réciproque de U dans X7) est injectif, et tout
revient à voir que l'homomorphisme canonique A'== r(X', 0^ —>• r^LT, 0y) est bijectif.
Or (I, 8.2.1.1) , r(U', (Py) est l'intersection des anneaux locaux Ap,, où p7 parcourt U',
et en vertu de l'hypothèse, parmi ces anneaux locaux figurent tous ceux pour lesquels p'
est de hauteur i. Mais le raisonnement de (0, 23.2.7) s'applique aussi à un anneau semi-
local intègre noethérien, donc A' est un anneau de Krull semi-local, et est donc l'intersection
des anneaux locaux Ay., où p' parcourt l'ensemble des idéaux premiers de hauteur i
de A' (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § i, n° 6, th. 4); a fortiori. A' est l'intersection
des Ap» pour p'eU', ce qui achève la démonstration du lemme.

Remarque (18.9.7.6). —On sait (0, 23.2.5) qu'il existe une sous-A-algèbre/^ A"
du corps des fractions K de A telle que le morphisme Spec(A') -> Spec(A^) soit radiciel;
comme ce morphisme est aussi entier et dominant, donc surjectif (II, 6.1.10), c'est un
homéomorphisme (2.4.5). En vertu de l'interprétation géométrique de à.im{0^ ^) (5. i .2)3
on a donc, pour tout point x" de X"=Spec(A") au-dessus d'un point xeX,
dim^x" a;")==dlm(^x' x1)^'2 sl xt est l'unique point de X' au-dessus de x. Cela
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étant, il résulte d'abord de (0, 16.1.5) et (0, 16.1.4.1) que la relation dim((?x^)^2
entraîne dim(^x,a;)^2. Inversement, supposons que dim(^xa;)^2 et que A soit
universellement caténaire (5.6.2); alors il en est de même de (9^ ^ (5.6.3), donc
dim{(P^^)==dim((P^^)^2 en vertu de (5.6.10) et on a donc alors dim(^x' x ' ) ^ 2 -
La même conclusion est valable si 0-^^ ^géométriquement unibranche, car la fibre du
morphisme X'->X au point x est alors réduite à un seul point, et (9^, ^ est une
éx.aT^gèbre entière:, il suffit donc d'appliquer (0, 16.1.5).

Lemme (18.9.7.7). — Soient A un anneau local noethérien, de dimension ^2, intègre et
géométriquement unibranche, Y==Spec(A), y le point fermé de Y. Soient X un préschéma locale-
ment noethérien et connexe, f : X->Y un morphisme plat. Alors, pour toute partie fermée Tç/"1^),
X—T est connexe.

Le même raisonnement qu'au début de ( 18.9.7.2) ramène à prouver que, pour tout
point xef^Çjy), Spec^x.a;)—{x} est connexe. On peut donc se borner au cas où
X=Spec(B), B étant un anneau local noethérien et l'homomorphisme A—^B correspon-
dant à/étant local; posons U=Y—{^}, et notons que V^/'^U) est dense dans X
(2.3. i o) ; il suffit donc de prouver que V est connexe. Gardons les notations de (18.9.7.5),
et posons donc A^rÇU, G^), Yl==Spec(A(l)), Xl=XxYYl=Spec(B®^A(l)), de sorte
qu'on a le diagramme commutatif

X <9- X,

4 [fly y

Y ^ Y ,

En vertu de (2.3.1) et de la définition de A^, on a un isomorphisme canonique
r'(V, ^x) -> B^A^, et il suffit donc de prouver que ce dernier anneau est local, un tel
anneau ne pouvant être le produit de deux anneaux non réduits à o (III, 7.8.6.1).
Mais on a vu (18.9.7.5) que A^ est une sous-A-algèbre de la clôture intégrale A'
de A, puisque dim(A)^2. L'hypothèse que A est géométriquement unibranche entraîne
que le morphisme Spec(A') -> Spec(A) est radiciel au pointa (6.15.3); a fortiori
g : Yi-^Y est radiciel au pointa, et par suite g-^ est radiciel au point fermé x de X; comme
en outre g^ est un morphisme entier, les points fermés de X^ sont au-dessus de x, donc il
n'existe qu'un seul point fermé de Xi, ce qui achève la démonstration de (18.9.7.7).

Il est clair que (18.9.7.7) démontre (18.9.7.3) lorsque dim(A) ̂  2 (même sans
supposer les fibres Xy géométriquement réduites).

G) Cas où dim(A)==i. On a vu au début de la preuve de (18.9.7.3) que l'on
peut supposer dim(B®^)==o, et par platitude (6.1 .1 .1)3 on a donc

dim(B) = dim(A) + dimÇB®^ k) = i.

Puisque A est intègre, Y se compose de deux points, le point générique Y] et le point
fermé a. En outre, puisque / est plat, toute composante irréductible de X domine Y
(2.3.4), donc X—{é}, qui est l'ensemble des points maximaux Ç, de X, est égal à
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l'ensemble sous-jacent à/"^), et la fibre f~l{r^ est somme des Spec(/e(^)). L'hypothèse
sur les Xy et le fait que ces fibres sont de dimension o, montrent qu'elles sont géométriquement
régulières (6.7.6), et a fortiori géométriquement normales, autrement dit f est un morphisme
normal. Mais puisque A est intègre et géométriquement unibranche, il résulte alors de
(6.15.10) que B est intègre et géométriquement unibranche, donc y - l(7])=X—{é}
est réduit à un seul point, et a fortiori connexe; ceci termine donc la démonstration
de (18.9.7.3) et celle de (18.9.7).

Remarque (18.9.7.8). — Dans le cas G) de la démonstration de (18.9.7.3), on
peut éviter de faire appel au délicat résultat (6.15.10) en raisonnant de la façon
suivante : puisque A est intègre et de dimension i, il résulte du théorème de Krull-
Akizuki (Bourbaki, Alg. comm.^ chap. VII, § 2, n° 5, prop. 5) que sa clôture intégrale A'
est un anneau noethérien. Le même raisonnement qu'au début de la démonstration
de (18.9.7) montre alors que B'^B^A' est un anneau local; en outre, par platitude,
B' est contenu dans l'anneau total des fractions R de l'anneau réduit B (3.3.5). Or, le
raisonnement qui prouve le théorème de Krull-Akizuki (Bourbaki, loc. cit.) s'applique
également à un anneau local noethérien réduit de dimension i, et montre que pour un
tel anneau B, tout anneau compris entre B et son anneau total des fractions est noethérien.
L'anneau B' étant un anneau local noethérien et le morphisme Spec(B') -^Spec(A')
étant normal, B' est un anneau intègre et intégralement clos (6.5.4), et on conclut
comme au début de la preuve de (18.9.7).

Corollaire (18.9.8). — Avec les notations de (18.9.7) , supposons vérifiée la condition (i)
de (18 .9 .7) et l'une des deux conditions suivantes :

(ii7) A est un anneau strictement local (18.8.2) .
(ii") A est un anneau local hensélien et k(B) est une extension primaire de fc(A).
Alors toutes les fibres Xy (j^eY) sont géométriquement connexes.
Soit p l'idéal premier de A correspondant au pointa, et posons A'=A/p et

B'=B®^A'==B/pB, qui sont évidemment des anneaux locaux noethériens ; il est
clair que le morphisme // : Spec(B') -> Spec(A') vérifie la condition (i) de (18.9.7) ;
commet est le point générique de Spec(A/) et que k(A)=k(A), k ^ K ' ) = k(TÎ), on
voit qu'il suffit de vérifier que, dans le cas (ii') (resp. (ii")), A' est géométriquement
unibranche (resp. unibranche). Mais A' est intègre, et dans le cas (ii') (resp. (ii^))
il est strictement local (resp. hensélien) en vertu de (18.5.10). On en conclut
que A' est géométriquement unibranche (resp. unibranche) en vertu de (18.8.15)
(resp. (18.6.12)).

Corollaire (18.9.9). — Soit A un anneau local noethérien hensélien^ universellement japonais
(i.e. ((7.6.4) et (7.7.2)), dont les fibresformelles ( 7 . 3 .13 ) sont géométriquement réduites) ;
alors les fibres formelles de A sont géométriquement connexes.

Il suffit d'appliquer (18.9.8) au cas où B==A, puisque B est un A-module plat
et que k(K)=k{A).

Remarque (18.9.10). — Les démonstrations de (18.9.4) et (18.9.5) n'utilisent
que le fait que les fibres formelles de A sont géométriquement connexes. Les conclusions
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de ces deux propositions sont donc encore valables lorsqu'on suppose l'anneau local A
noethérien, hensélien et universellement japonais.

Corollaire (18.9.11). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, Y étant supposé
géométriquement unibranche et X connexe. Soit f: X-^Y un morphisme réduit (i.e. (6.8. i) plat
et à fibres géométriquement réduites). Alors, pour toute partie fermée T de X telle que /(T)
soit rare dans Y, X—T est connexe.

Comme/est plat et que/(T), étant rare, ne peut contenir de point maximal de Y,
T ne peut contenir de point maximal de X (2.3.4), donc est rare dans X. Utilisant
{ î 5 ' 5 ' 6 t I ) , u suffit de montrer que, pour tout xeT, Spec(^x,J—{^} est connexe.
Posons y=f{x), qui n'est pas un point maximal de Y. Comme l'anneau (Py y est géomé-
triquement unibranche, on peut appliquer (18.9.7) au morphisme

/i : Spec(^,J-> Spec(^),

qui vérifie les conditions (i) et (ii) de ce théorème, et à la partie fermée {x} de Spec(^xJ,
puisque f^([x})=.{y} est rare dans Spec^i,).

18.10. Préschémas étales sur un préschéma géométriquement unibranche
ou normal»

Théorème (it.r.i). — Soient f: X->Y un morphisme localement de présentation finie,
x un point de X, y=f[x). Supposons que Y soit intègre et géométriquement unibranche au point y.
Alors, pour que f soit étale au point x, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

(i) f est non ramifié au point x ;
(ii) Phomomorphisme ^y.y-^^x est injectif.
De plus, s'il en est ainsi, X est intègre et géométriquement unibranche au point x.
Enfin, si ^y.y es^ noethérien, on peut, dans le critère précédent, remplacer la condition (ii)

par la condition
(ii bis} On a dim (Py ^dim (9^ ^
Le fait que, si/est étale, X soit intègre et géométriquement unibranche au point x

est un cas particulier de (17.5.7). Il est clair d'autre part que les conditions (i) et (ii)
sont nécessaires pour que/soit étale au point x, puisque G^ est alors un ^y, y-module
fidèlement plat (17.6.1). Prouvons que ces conditions sont suffisantes.

Posons A=^,A'=^A (18.8.7), Y /=Spec(A /), X' ̂ XXyY',/'^ : X'^Y'.
Soient y le point fermé de Y', x ' un point de X' au-dessus de x et dej/; puisque le mor-
phisme g ' . Y ' - ^ Y est plat (18.8.8), tout revient à voir que/' est étale au point x '
(17.7.1, (ii)). L'hypothèse (ii) entraîne que le morphisme Spec(^x,J -^ Spec(^y.y) est
dominant (I, 1 .2 .7 ) ; comme É^y est intègre, Spec(éy,y) a un seul point générique y^,
et il y a donc une générisation x^ de x dans X au-dessus dej;i. Le morphisme projection
X'-^X étant plat, il existe une générisation x[ de x ' au-dessus de x^ (2.3.4); posons
J^/'^i); on a par suite g[y[)=y^ Or, l'hypothèse sur^ entraîne que A' est intègre
(18.8.15), donc Y' a un seul point générique Y], nécessairement au-dessus dej^ puisque g
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est plat (2.3.4); d'autre part, r\ est aussi point générique de ^"^i) (Oj, 2.1.8), et on
sait par ailleurs que les fibres de g sont des espaces discrets (18.8.12), donc ^"^J^^^},
et par suite jy[==^. Le morphisme Spec^x'.a/) -> Spec^y',^) restriction de/7 est
donc dominant, et puisque (Py^y^A' est intègre, l'homomorphisme correspondant
^Y/,!/''->^x',a;' est mjectif (1,1.2.7). D'autre part, y est non ramifié au point x\
(donc (18.8.3, d}), il y a un voisinage U de x ' dans X' tel que/'|U soit une immersion
fermée de U dans Y'; a fortiori Phomomorphisme ^Y',y'~^^,a;' est surjectif, et puisqu'il
est injectif, il est bijectif. Mais alors ^x\a/ est un ^^y'-v^od\i}e plat, et /' est donc étale
au point ^ ' (17.6 .1) .

Enfin, lorsque ffy. y est noethérien, on sait que si f est étale au point x, on a
dim ^Y^==dim (?x,a; ^ 7 ' ^ ' 4 ) ' Réciproquement, supposons vérifiées les conditions (i)
et (ii bis)^ et montrons qu'elles entraînent (ii). Soit 3 le noyau de l'homomorphisme
canonique ^Y,y~^^x,a;5 restreignant au besoin Y à un voisinage dej/, on peut supposer
que 3==^y, où / est un Idéal de (Py; si Y^ est le sous-préschéma fermé de Y défini
par / ^ on peut, en restreignant encore au besoin X et Y à des voisinages de x et y
respectivement, supposer que/se factorise en X 4- Y^ -» Y (I, 6.5. i). Il est clair que/i
est encore non ramifié au point x, donc (17.4.1) quasi-fini en ce point; la démons-
tration de (5.4.1, (i)) prouve alors que l'on a dim(^x,J<dim(^y^/3). Mais si l'on
avait 3=t=o, on en conclurait que dim{(P^yiy)<dim{(PY^y) puisque Y est intègre
(0, i 6 . i . 2 . 2 ) ; on aurait par suite dim 0^<dïm (P^y contrairement à l'hypothèse,
ce qui prouve (ii).

Remarques (i8.io.ss). — (i) Lorsque A=ffly^y est noethérien, et que l'on sait que
son complété À est intègre (par exemple si A est régulier), on peut, dans la démonstration
précédente, remplacer A' par A.

(ii) Lorsque Y est localement noethérien, on peut donner de (18.10. i) une démons-
tration plus rapide, n'utilisant pas la hensélisation stricte, mais faisant intervenir les
résultats assez délicats des §§ 14 et 15. Comme/est quasi-fini au point x par hypothèse
(17.4.1), on peut, en remplaçant X par un voisinage ouvert de x, supposer que

/-1(J/)=.[A:}. L'hypothèse (ii) entraîne, comme on l'a vu, l'existence d'une composante
irréductible Z de X contenant x et dominant l'unique composante irréductible Y() de Y
contenant j. Le morphisme /| Z étant quasi-fini au point x, donc équidimensionnel
en ce point (13.2.2), il résulte de l'hypothèse sur Y et du critère de Chevalley (14.4.4)
que g==f\Z est universellement ouvert au point x. Par ailleurs puisque/ (donc aussi g)
est non ramifié au point x, g^1^) est géométriquement réduit surfe(^) (17.4.1); comme
ffl^y est intègre, on conclut de (15.2.3) que g est plat au point x, donc/est étale en ce
point (18.4.9).

(iii) Les notations et les hypothèses sur Y étant celles de (i 8.10.1)3 supposons
seulement que/soit localement de type fini (et non nécessairement localement de présen-
tation finie). Alors, pour que 0^ soit une Sy algèbre essentiellement étale (18.6.1),
il faut et il suffit que/vérifie les deux conditions suivantes :
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i° fest formellement non ramifié au point x ;
2° l'homomorphisme O^^O^ est injectif.
Il n'y a encore à prouver que la suffisance de ces conditions. Tenant compte

de (i 8.4.12), il suffit de montrer que f est plat au point x. Or, en reprenant la démons-
tration de (i 8.10. i) et les notations utilisées dans cette démonstration, il suffit de montrer
que/' est plat au point x ' (2.5. i) ; par ailleurs/' est formellement non ramifié au point x '
(17.1.3); on peut donc se borner à faire la démonstration lorsque Y==Spec(A), où A
est strictement local et y==f{x) le point fermé de Y. Utilisant alors (18.8.3) on voit que
l'homomorphisme Q^^->(Q^ est surjectif, donc bijectif en vertu de l'hypothèse, et cela
suffit à montrer la platitude de / au point x.

Supposons de plus que Y soit localement intègre au pointa (I, 2.1.8). Alors les condi-
tions i° et 2° précédentes (jointe au fait que Y est géométriquement unibranche an point y
et/localement de type fini) entraînent déjà que/est étale au point x. En effet, cela résulte
de ce qui précède et de (18.4.13).

Corollaire (18.10.3). — Soient Y un préschéma intègre et géométriquement unibranche,
T] son point générique, X un préschéma connexe, /: X—^Y un morphisme localement de type fini
et tel quef~1^) soit non vide. Alors, si f est formellement non ramifié, f est étale, et X est intègre
et géométriquement unibranche.

Il résulte de l'hypothèse et de (18.4.13) que/est étale en tous les points où il
est plat, et en particulier aux points de/"^T]), puisque 0^^=k(7\) est un corps.
L'ensemble ouvert U des points de X où/est étale est donc non vide. Montrons d'autre
part que pour tout xeV, l'homomorphisme Sy^-^ffl^x est injectif. Soit en effet s une
section de ffy au-dessus d'un voisinage ouvert de f[x), qu'on peut toujours supposer
être Y lui-même (la question étant locale sur X et Y), et supposons que son image
tër(Y,/^x)) == r(X, ^x) alt un germe nul au point x, donc s'annule dans un voisinage
ouvert V de x', alors la restriction de t à l'ouvert UnV+ 0 est nulle $ mais la restric-
tlon /|(UnV) est étale, donc W==/(UnV) est ouvert dans Y et contient par suite
le point générique T) $ l'homomorphisme ^-^x^ étant injectif pour tout point
^f"1^)^ l'hypothèse que ^ | (UnV)==o entraîne que s^=o, et comme Y est
intègre, cela entraîne s=o, d'où notre assertion. Appliquant maintenant (18.10.2,
(iii)), on conclut que / est plat au point x, autrement dit xeV, et U est donc à
la fois ouvert et fermé dans X; comme il est non vide et que X est connexe, on
a U=X.

Notons maintenant que puisque/est étale, donc localement quasi-fini et que Y est
irréductible, les points maximaux de X appartiennent à/"^-/]) (2.3.4) et pour tout A:eX,
il y a un voisinage de x qui ne contient qu'un nombre fini de ces points maximaux;
autrement dit l'ensemble des composantes irréductibles de X est localement fini. Mais
par (i 8.10.1) X est intègre et géométriquement unibranche en tout point, donc tout
point de X n'appartient qu'à une seule composante irréductible, et puisque ces dernières
forment un ensemble localement fini, elles sont ouvertes (et fermées) dans X; puisque X
est connexe, il est intègre.
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Remarque (18.10.3.1) . — Si y :X—^Y est localement de présentation finie,
dominant et quasi-compacte la fibre y" ̂ T]) est non vide en vertu de (1.1.5). Par contre, si
l'on ne suppose pas f quasi-compact, f peut être non ramifié et dominant sans que f soit étale
(en supposant toujours vérifiées les hypothèses de (i 8.10.3) pour X et Y). C'est ce que
montre l'exemple suivant : on prend pour Y le plan affine Spec(C[T, U]) ; on considère
d'autre part une famille (Xj)^çz de préschémas isomorphes à la droite affine Spec(C[T]),
et on forme le préschéma obtenu en « recollant » Xgy et X^i au point — i et Xgy_^
et Xg^g au point +1. Définissons d'autre part y:X->Y comme étant égal sur X^-
à l'immersion fermée dont l'image est la droite d'équation y = 27, transformant le
point — i en (2;— i, 2J) et le point + i en (2J+ i? 2J*) ; sur X^..^,^ est l'immersion fermée
dont l'image est la droite d'équation x=2J-}- i, transformant le point — i en (27 + I? 2?)
et le point — i en (2;+Ï5 2j+ 2). Il est clair que f est une immersion locale (donc est non
ramifié) et est dominant mais la fibre du point générique de Y est vide et/n'est pas étale.

Corollaire (18.10.4) . — Soient g:Y—>S, À : X->S deux morphismes localement de
présentation finie, f: X->Y un S-morphisme, x un point de X, jy=f(x), s==g(jy)==h{x). On
suppose que h est plat au point x et g"1^) normal au point y. Alors., pour que f soit étale au point x,
il faut et il suffit que f soit non ramifié au point x et que dimy/l'~l(s)=àimyg~l{s).

Les conditions sont nécessaires en vertu du fait que si f est étale au point x, il en
est de même de fg : h"1^) -> g"1^)^ et la conclusion résulte alors de ce quej^ est plat
et quasi-fini au point x (6.1.2). Inversement, si les conditions de l'énoncé sont vérifiées,
pour voir que f est étale au point x, il suffit, en vertu de (17.8.3) de voir quej^ l'est.
On peut donc se borner au cas où S est le spectre d'un corps. Il résulte alors de l'hypo-
thèse dinZpX = diniyY et du fait que y est non ramifié au point x que l'on a (par (5.2.3)
et (17.4.1)) dim (P^^=dim ^y,y; puisque y est quasi-fini au point x et (P^^y intègre,
on déduit de (Oi, 7.4.4) et (0, 16.3.10) que l'homomorphisme ^y^-^x.a; est injectif;
il suffit alors pour conclure d'appliquer (18.10.1).

Corollaire (18.10.5) . — Avec les notations de (18.10.4) , on suppose que h est plat et
que g'"1^) est normal pour tout jeS (ce qui sera par exemple le cas si g est lisse). Pour que f
soit une immersion ouverte^ il faut et il suffit que f soit un monomorphisme et que, pour tout A;eX,
on ait dim^h^l{s)==dimyg~l{s), où y==f{x) et s == g[y) = h{x).

On n'a à prouver que la suffisance des conditions; or, il résulte de (17.1.3) qu'un
monomorphisme localement de présentation finie est non ramifié, donc les hypothèses
entraînent que y est étale (18.10.4); on conclut alors par (17.9.1).

Lemme (18.10.6) . — Soit f: X->Y un morphisme plat et localement quasi-fini
(Errm, 20).

(i) U ensemble Max(X) des points maximaux de X est en correspondance biunivoque cano-

nique avec l9 ensemble II f~l( y)." yGM^Y)^ ^ f

(ii) Si Y est irréductible et de point générique T], V ensemble des composantes irréductibles
de X est en correspondance biunivoque canonique auecf"1^), et en particulier est fini si et seulement
si f~i{'^) est fini.
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(iii) Si l'ensemble des composantes irréductibles de Y est localement fini, il en est de même
de l'ensemble des composantes irréductibles de X, et en particulier X est localement connexe.

L'assertion (i) résulte aussitôt de (2.3.4) et (Oi, 2.1.6) et du fait que les fibres
f~1^) sont ^es ensembles discrets. Il est clair que (ii) est un cas particulier de (i). Enfin,
pour prouver (iii), on peut, en vertu de (i), se borner au cas où y est quasi-fini et où Y
est irréductible (Oi, 2.1.6) et la conclusion résulte alors de (ii) et du fait que les fibres
dey sont des ensembles finis (II, 6.2.2).

Proposition (18.10.7). — Soient Y un préschéma géométriquement unibranche et irréductible
(resp. intègre), f: X->Y un morphisme étale. Alors X est isomorphe à une somme de préschémas
irréductibles (resp. intègres) X^, où \ parcourt la fibre f~l(^) du point générique T] de Y. Les X^
sont géométriquement unibranches ; si Y est normal, les X^ sont normaux.

En effet, X est géométriquement unibranche (17.5.7)5 donc tout point de X
n'appartient qu'à une seule composante irréductible; en outre, en vertu de (18.10.6)
et (17.6.1) l'ensemble des composantes irréductibles de X est localement fini, donc
(Oj, 2. i . 6) ce sont les composantes connexes X^ de X (Àe/"^)), et X est somme des X^;
en vertu de ( 17.5.7), si Y est intègre (resp. normal), les X^ sont intègres (resp. normaux).

Proposition (18.10.8) . — Soient Y un préschéma normal et intègre, de point générique T),
K=/e(7]) son corps de fonctions rationnelles, f: X->Y un morphisme étale. On suppose quef~l^r^
est finie et non vide, de sorte que le IS.-schémaf"1^) est le spectre d'une 'K-algèbre finie séparable L,
composée directe d'un nombre fini de corps K^ ( i ̂  ̂  n), extensions finies séparables de K ( 17.6.2) .
Soit Y7 la fermeture intégrale de Y dans L, isomorphe à la somme des fermetures intégrales Y^ de Y

dans les K^ (II, 6.3.6). Alors le morphisme f se factorise d'une seule manière en f: X -> Y'-^ Y,
tel que la restriction f^ :f^l(r^—^g~l(r^) soit V isomorphisme canonique. En outre f est un
isomorphisme local ; pour que f soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que f soit séparé.

En vertu de (18.10.7), on peut se borner au cas où X est intègre et normal,
L son corps de fonctions rationnelles, y étant dominant. L'existence et l'unicité de la facto-
risation considérée de/résultent alors de (II, 6.3.9). Gomme y est birationnel et locale-
ment quasi-fini, les dernières assertions résultent de (8.12.10).

Corollaire (18.10.9). — Sous les hypothèses de (18.10.8), pour que f soit un morphisme
fini (autrement dit, pour que X soit un revêtement étale de Y), il faut et il suffit que X soit
isomorphe à la fermeture intégrale Y' de Y dans L.

Si f est fini, l'injection canonique j : X->Y7 (qui est une immersion ouverte)
est aussi un morphisme fini (II, 6.1.5, (v)), donc un morphisme fermé (II, 6.1.10),
et comme j(X) est dense dans Y' par (i 8.10.8), on a j(X)==Y'. Inversement, comme Y
est normal et L composé direct d'extensions finies séparables de K, Y' est fini sur Y
(Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § i, n° 6, cor. i de la prop. 18), d'où le corollaire.

(18.10.10) Soient Y un préschéma normal et intègre, K==R(Y) son corps de
fonctions rationnelles. Nous dirons qu'une K-algèbre de rang fini L est non ramifiée sur Y
si : i° L est une K-algèbre séparable, donc composée directe d'extensions finies sépa-
rables K^ de K {i^i^n); 2° la fermeture intégrale Y' de Y dans L (somme des pré-
schémas fermetures intégrales de Y dans les KJ est non ramifiée sur Y (ce qui, par (18.10.3),
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équivaut à dire que Y7 est étale sur Y). Lorsque Y= Spec(A), où A est un anneau intègre
et intégralement clos, K son corps des fractions, on dira encore (par abus de langage,
et lorsqu'une confusion avec la terminologie de (17.3.2, (ii)) n'est pas à craindre)
que L est non ramifiée sur A au lieu de « non ramifiée sur Y ».

Remarque (18.10.11). — Au lieu de dire que L est non ramifiée sur Y certains
auteurs disent aussi que L est « non ramifiée sur K »; nous nous garderons de suivre
cet usage qui prête à confusions.

On peut alors exprimer (18.10.9) sous la forme suivante :
Corollaire ( 18 .10 .12 ) . — Soient Y un préschéma normal et intègre, K = R(Y) son corps

de fonctions rationnelles. Alors le fondeur X-^R(X) est une équivalence de la catégorie des revê-
tements étales de Y, et de la catégorie des K-algèbres finies étales qui sont non ramifiées sur Y.
On obtient un fondeur quasi-inverse en faisant correspondre à toute K.-algèbre finie étale L, non
ramifiée sur Y, la fermeture intégrale Y' de Y dans L.

Proposition ( 18 .10 .13 ) . — Soient Y un préschéma normal et intègre, K==R(Y) son
corps de fonctions rationnelles.

(i) Le corps K est une K-algèbre non ramifiée sur Y.
(ii) Soit L une extension finie de K, non ramifiée sur Y, et soit Z la fermeture intégrale

de Y dans L. Alors, si M est une 'L-algèbre non ramifiée sur Z, M est aussi une 'K.-algèbre non
ramifiée sur Y (« transitivité » de la non-ramification).

(iii) Soient Y' un préschéma normal et intègre, K/ son corps de fonctions rationnelles,
g : Y'->Y un morphisme dominant. Si L est une 'K.-algèbre non ramifiée sur Y, alors L®^K'
est une K.'-algèbre non ramifiée sur Y' (propriété de « translation »). Si de plus Y==Spec(A)
et Y'==Spec(A') sont affines, et si G est la fermeture intégrale de A dans L, alors C'=C®^A'
est la fermeture Intégrale de A7 dans L®^K/.

L'assertion (i) est immédiate, Y étant par hypothèse son propre normalisé dans K.
Pour prouver (ii), soit Z' la fermeture intégrale de Z dans M, qui est par hypothèse un
revêtement étale de Z. Comme Z est étale et séparé sur Y, il en est de même de Z' (17.3.3)
qui est évidemment la fermeture intégrale de Y dans M. Comme M est une K-algèbre
finie et séparable, il résulte de (18.10.10) que M est non ramifiée sur Y. Enfin, pour
démontrer (iii), notons que si Z est la fermeture intégrale de Y dans L, ZXyY' est étale
et séparé sur Y' (17.3.3), fini sur Y' puisque Z est fini sur Y, et admet pour anneau de
fonctions rationnelles L®^' (1,3.4.9); comme Y7 est normal, il en est de même
de ZXyY' (17.5.7), qui est donc la fermeture intégrale de Y' dans L®^K', ce qui
achève la démonstration.

Corollaire ( 18 .10 .14 ) . — Soient Y et Y7 deux préschémas normaux et intègres, K, K' leurs
corps de fonctions rationnelles respectifs, g : Y'—^Y un morphisme dominant, de sorte que K.' est une
extension de K. Soient L une extension finie de K non ramifiée sur Y, L^ une extension composée (Bour-
baki, Alg., chap. VIII, § 8, déf. i) de L et de K'. Alors L^ est une extension de K/ non ramifiée
sur Y'. Si de plus Y==Spec(A), Y'==Spec(A') sont affines, et si G est la fermeture intégrale
de A dans L, alors le sous-anneau Ci==A[G, A'] de L^ est la fermeture intégrale de A' dans L^.

En effet, L®^^' est composée directe d'extensions finies séparables de K', et L^
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est l'une de ces extensions; donc la fermeture intégrale de Y dans L est somme de
préschémas dont l'un est la fermeture intégrale de Y dans Lp Le corollaire résulte donc
aussitôt de (18.10.14).

Lorsque par exemple A est l'anneau des entiers d'un corps de nombres algébriques K,
K' et L des extensions algébriques de K, il y a des exemples classiques montrant que la
relation Ci=A[C, A7] est en défaut lorsque L n'est pas non ramifiée sur A[ ].

(18.10.15) Supposons que Y=Spec(A) soit affine, A étant intègre et intégrale-
ment clos; soient K son corps des fractions, L une extension finie séparable de K, et
supposons que la fermeture intégrale G de A dans L soit un A-module projectif de type
fini (ce qui sera par exemple le cas si A est un anneau de Dedekind (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. VII, § 4, n° 10, prop. 22)). Dire que L est non ramifiée sur A signifie que G est
étale (18.10.10) et en vertu de (18.2.7, (il)), cela équivaut donc à dire que le discrimi-
nant d^ de Spec(C) sur Spec(A) est inversible dans A. Dans le cas particulier où C est
un A-module libre et (^)i^^ une base de G sur A, cela signifie que det(Tr^(^-))
est inversible dans A.

Théorème (18 .10 .16) . — Soient Y un préschéma intègre, 73 son point générique, f : X—^Y
un morphisme séparé et localement de type fini. On suppose que toute composante irréductible de X
domine Y et que la fibre générique X^ ==f~1^ est un préschéma fini sur K = ̂ (73), donc (X^),^
est égal à Spec(L), où L=nL, est un produit d'extensions finies L, de K. On pose

n= [L : K] =S [L, : K], ^==S [L, : K]g (somme des degrés séparables des L,).

Soit y un point géométriquement unibranche de Y, et désignons par n{y) la somme des
degrés séparables sur kÇy) des corps résiduels des points isolés def'1^). Alors :

(i) On a n {y)^n^n.
(ii) Supposons X réduit et le point y normal dans Y. Pour que n{y) == n, il faut et il suffit

qu'il existe un voisinage ouvert U dey dans Y tel que la restriction /^(U) ->U de f soit un mor-
phisme étale et fini.

A) Réduction au cas où f est quasi-fini. — On sait (13.1.4) que l'ensemble Z des
points xeX. isolés dans/"^/^)) est ouvert dans X et par hypothèse Z contient/"^).
Puisque/"1 (73) est fini, Z est réunion filtrante croissante d'ouverts quasi-compacts V\
contenant/"1 (73) (donc denses dans X par hypothèse). Si n^y) est la somme des degrés
séparables sur h[y) des corps résiduels des points de V^n/"1^), on a n[y) ==sup n^{y);

A
pour prouver (i), il suffira donc de montrer que n^{y)^n^ D'autre part, si n{y)=n,
il y a un indice X tel que n-^y) = n. Supposons démontré qu'il existe alors un voisinage
ouvert U dey dans Y tel que la restriction V^n/'^LQ—U de/soit un morphisme
étale et fini. Puisque/est séparé, l'injection canonique V\n/~l(U)->/-l(U) est alors
aussi un morphisme fini (II, 6.1.5, (v)), donc V^n/-l(U) est fermé dans /"^V)
(II, 6.1.10); mais étant partout dense dans/'^U), il lui est nécessairement égal.

B) Réduction au cas où X est réduit, f fini et Y= Spec(^y J- — On notera que l'hypo-
thèse sur / entraîne qu'elle est aussi vérifiée pour /^ et que la conclusion de (i) ne
concerne que/ea. On peut donc remplacer partout/par/^ et supposer donc X réduit.
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D'autre part, en vertu de (i 8.12.13) (1), on peut (après avoir remplacé Y par un voisi-
nage ouvert affine V dej^ et/par sa restriction /"^(V) ->V) factoriser/en X-^X'-^Y,
où g est fini et j une immersion ouverte. Puisque X est réduit, on peut remplacer X'
par le sous-préschéma fermé réduit d'espace sous-jacent^(X) (I, 5.2.2) , donc supposer X'
réduit et tel que toute composante irréductible de X' domine Y. En outre, ̂ (X) est un
ouvert dense dans X7 et n'a qu'un nombre fini de composantes irréductibles en vertu de
l'hypothèse; donc (Oi, 1 .2 .7 ) les composantes irréductibles de X7 sont les adhérences
de celles dej(X), et par suite la fibre g~l{f\) s'identifie à/"^^). Si on suppose le théorème
démontré lorsqu'en outre/est un morphisme fini, on pourra l'appliquer à g, et comme
y"1^) s'identifie à un sous-préschéma de g~l[y)^ la relation (i) pour g entraîne la même
relation pour/. Supposons d'autre part que n[y) =n'y alors, en vertu de ce qui précède,
on peut appliquer la conclusion de (ii) au morphisme g, et en remplaçant au besoin Y
par un voisinage ouvert dej^, on peut supposer g étale, et il en est par suite de même de/;
en outre, on a alors f~l{y) =g~l[y)' Gomme le morphisme g est fermé et quej(X) est
ouvert dans X', il existe un voisinage U dejy dans Y tel que ^(X)^'""1^) ̂ (/"^U))?
ce qui prouve que (ii) est vrai aussi pour/.

On est ainsi ramené au cas où/est en outre un morphisme fini. Il est immédiat que,
pour prouver (i), on peut se borner au cas où Y ==Spec{0y^y). Montrons qu'il en est
de même pour prouver (ii). En effet, supposons prouvé que la condition n{y) == n entraîne
que XXySpec^y,!/) est étale et fini sur Spec(^Y,î/)? comme cela entraîne que/est plat
et formellement non ramifié aux points de f~l{y)^ et que Y est intègre, on conclut
de (18.4.13) que/est étale aux points de f~l(Jy), donc aussi dans un voisinage ouvert V
de/"1^) dans X; mais puisque/est un morphisme fini, donc fermé, V contient un ouvert
de la forme /"^(U), où U est un voisinage ouvert dejy dans Y.

G) Réduction au cas où Y=Spec((9y^) et O^^y est strictement local. — Posons A =^Y,Î/?
et soit A'^^A le hensélisé strict de A (18.8.7)5 qui est un anneau local intègre et
géométriquement unibranche (i 8.8.16). Soit Y^SpecÇA7), et soient y le point fermé
et f}' le point générique de Y'; y est au-dessus dej^ et puisque le morphisme g : Y'—^Y
est plat (i 8.8.8), 73' est au-dessus de ̂  (2.3.4). Posons X^XXyY',/^/^) : X'—Y';
/' est fini et puisque g est plat, toute composante irréductible de X7 domine Y' (2.3.7).
Si n ' [ y ' \ n' et n[ sont les nombres définis pour/' de la même façon que n[y\ n et n^ pour/,
on a n[=n^ et n'{j'^ =n{y) (I, 6.4.8)3 et il revient donc au même de prouver l'asser-
tion (i) de l'énoncé pour/ou pour/'. En outre, si X est réduit et y un point normal
de Y (donc A intégralement clos), alors A' est intégralement clos (18.8.12). D'autre part
il résulte de la définition (18.8.7), de la remarque (8. i. 2, a)) et du théorème de la double
limite inductive, que A' est limite inductive d'anneaux A^ tels que les morphismes
Spec(AJ ->Spec(A) == Y soient étales; par suite X' est limite projective des X^ = X®^A^,
qui sont étales sur X, donc réduits puisque X l'est (17.5.7); par passage à la limite,

(1) Le lecteur vérifiera que (18.10.16) n'est pas utilisé dans la démonstration de (18.12.13). Si/est supposé
localement de présentation finie (resp. quasi-projectif), on peut remplacer (18.12.13) par (8.12.8) (resp. (8.12.6)).
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on en déduit que X7 est réduit (8.7. i). Cela étant, si n{y) =n, on a n,==n et par suite
les corps résiduels aux points de X^ sont nécessairement séparables sur k{7^) ; les corps
résiduels aux points de X^ sont par suite algébriques et séparables sur kÇ^') (4.6.1)3
autrement dit n[ = n' == n, et on a donc en vertu de ce qui précède n ' [ y ' ) == n ' . Le mor-
phisme/' a donc les mêmes propriétés que/, et si l'on prouve que/' est étale, il en résultera
que/est étale par (17.7.1).

D) Fin de la démonstration. — Supposons donc A strictement local. Puisque A est
hensélien et le morphisme/fini, il résulte de (18.5. n) que si Xy Çi^j^m) sont les points
distincts de/""^), X est somme des sous-préschémas ouverts Spec^x^^X., qui sont
donc les composantes connexes de X. Par hypothèse, chacune d'elles domine Y, donc
rencontre/""1 (•/]), et par suite le nombre de points de/"1 (•/)) est ^m-, a fortiori on a n^m.
Mais puisque k{y) est séparablement clos et que les k(Xy) sont algébriques sur k{y), ce
sont nécessairement des extensions radicielles de k[y), donc m==n{y), et cela prouve (i).
Supposons maintenant vérifiées les hypothèses de (ii) ; les relations n{y) = n, = n entraînent
d'abord, puisque toute composante irréductible de X domine Y, que chacun des X. est
irréductible', en outre, comme les X, sont réduits, ils sont intègres, enfin les relations m = n^ = n
entraînent que pour le point générique ^ de Xy, k{^) est une extension séparable de k{r^)
de degré i, donc isomorphe à k{r^; autrement dit, la restriction /[ X, : X.->Y de/
est un morphisme/mz et birationnel', en outre, X .̂ est intègre et par hypothèse Y est normal;
donc (8.12.10. i)/| Xy est un isomorphisme, ce qui prouve que/est étale, et termine la
démonstration de (18.10.16).

Remarque (18.10.17). — La méthode de « localisation étale » utilisée dans la
démonstration de (18.10.16) permet aussi d'améliorer les résultats de (15.5.1) en
éliminant l'hypothèse noethérienne. On a tout d'abord le résultat suivant qui
généralise (15.5.2) :

( 1 8 . 1 0 . 1 7 . 1 ) Soient /: X->Y un morphisme séparé et quasi-fini, y un point de Y tel
que f soit universellement ouvert aux points àe f~^^y}. Alors, pour toute générisation y' de y, on a
n^)^n(f).

On peut remplacer Y par le sous-préschéma fermé réduit Z ayant pour espace
sous-jacent {y} et X par/'^Z), donc supposer Y intègre de point générique y ' . Utilisant
(18.12.13) comme dans (18.10.16, B)), on peut supposer que X est ouvert dense dans
un préschéma X' et que/est la restriction à X d'un morphisme/î'm g : X'->Y. Montrons
que l'on a g"1^) =f~l{y'^ En effet, soit i : g'^f)-^^ l'injection canonique, qui est
un morphisme plat puisque y ' est point générique de Y (I, 3.6.5); on peut écrire
/"^(y) =i~l{x•)9 D'autre part, l'injection canonique j : X->X' est un morphisme de
type fini puisque le composé goj ==/ est de type fini et que g est séparé (1.5.4); donc X est
un ouvert rétrocompact dans X', et par suite est pro-constructible dans X' (1.9.5, (v)).
On conclut donc de (2.3.10) que l'on a ^(X) === ̂ (X) autrement dit/'^y) est dense
dans g~l{y); mais comme g'1^) est discret, on a nécessairement /"^(V) =<?'~j(y)•

On est ainsi ramené à prouver que la somme des nombres [k(x~) : k(y)]g où x par-
court l'ensemble des points de g~l{y) où g est universellement ouvert, est au plus égale
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au nombre n{y'} (pour le morphisme g). Utilisant ensuite le fait que la propriété d'être
universellement ouvert en un point se conserve par changement de base, on montre,
comme dans (18.10.16, G)) que l'on peut se ramener au cas où Y = Spec(6?y^), avec fl?y y
strictement local. Alors, avec les notations de (18.10.16, D)), X est somme des sous-
préschémas ouverts X,=Spec((î^.), où Xy parcourt <§~l(^); l'hypothèse que g est
ouvert en un de ces points Xy entraîne que le sous-préschéma X, correspondant domine Y
(1.10.3); on termine comme dans (18.10.16, D)).

On tire ensuite de ( 1 8 . 1 0 . 1 7 . 1 ) que les conclusions de ( 1 5 . 5 . 1 ) sont encore valables
lorsqu'on ne suppose plus Y localement noethérien, mais seulement que f est séparée quasi-fini et de
présentation finie.

En effet, pour prouver l'assertion (i) de (15.5.1)3 on remarque que, puisque/
est de présentation finie, l'ensemble E des points ^eY tels que n[^n{y) est localement
constructible (9.7.9); pour montrer que y est intérieur à E, il suffit, en vertu de ( i . 10. i),
de voir que toute générisationy dejy appartient à E, ce qui n'est autre que (18.10.17.1).

Pour prouver l'assertion (ii) de (15.5.1), on peut, puisque/est de présentation
finie, utiliser (8.10.5, (xii)) appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)), et on peut donc
déjà supposer que Y=Spec(fi?Y,î/)- Appliquant ensuite (2.7.1, (vii)), on voit qu'on peut
par le changement de base fidèlement plat Y'—Y, où Y^Spec^y,^ supposer
que l'anneau ^y,y est strictement local. Appliquant (18.5.11, c}), on voit alors que si
^•(^J^) sont 1e'3 points de y"1^), X est somme de n sous-préschémas ouverts
Xy==Spec(^x,ay) Ç1111 sont finis sur Y, et d'un préschéma ouvert X". Si on prouve que
X"=0, on aura démontré que/est fini, donc propre. Or, les corps k{Xy) étant des
extensions algébriques de k[y}, sont radicielles, et par suite n{y) =n; comme/est ouvert
en chacun des points Xy, X.y domine Y (1.10.3), donc la restriction de/à X-, étant un
morphisme fini, est surjectif (II, 6. i. 10). L'hypothèse que z-^(^) est constant dans Y
entraîne donc que X^n/"1^) ==0 pour tout ^:eY, c'est-à-dire X"=0.

Enfin, la preuve de (iii) reproduit sans changement celle donnée dans (15.5.1).
(18.10.17.2) Par des méthodes analogues utilisant la hensélisation stricte, on peut,

dans la plupart des résultats des §§ 14 et 15, se débarrasser des hypothèses noethériennes.
Lemme (18.10.18) . — Soient X, Y deux préschémas, f : X-^Y un morphisme bira-

tionnel (1), x un point de X. Pour que f soit un isomorphisme local au point x, il faut et il suffit quef
soit étale au point x. Pour que f soit une immersion ouverte, il faut et il suffit que f soit étale et séparé.

Les conditions énoncées étant trivialement nécessaires, tout revient à voir qu'elles
sont suffisantes. Pour la première assertion, la question est locale sur X et Y, donc on
peut supposer/étale, X et Y affines, SLOW f séparé, et on est ramené à prouver la seconde
assertion. En vertu de (17.9.1), il s'agit de prouver que/est radiciel. Soit donc jeY et
prouvons que/""^) est radiciel sur k{jy). Le changement de base Spec(^y^)->Y ne
changeant pas le fait que/est étale, séparé et birationnel, on peut se borner au cas où
Y=Spec(A), avec A==0y^y. Soit alors A^^A, qui est un anneau local et un A-module

(1) Nous entendons par là la notion définie dans (6.15.4), mais où on ne suppose pas X et Y réduits.
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fidèlement plat (18.8.8), rhomomorphisme A->A' étant local. Posons Y'=Spec(A'),
X'^X^.f^f^: X'-^Y', de sorte que/7 est étale et séparé; en outre, comme le
morphisme Y'->Y est plat, le raisonnement de (6.15.4.1) montre que/' est aussi
birationnel. Si y est le point fermé de Y', il suffira, en vertu de (2.6.1, (v)), de prouver
que/^O/) est radiciel sur k{f), puisque/7 est étale, il suffira de prouver que/'-^y)
contient au plus un point (17.6.1, c ' ) ) .

Supposons donc Y==Spec(A), A étant strictement local, / séparé, étale et bira-
tionnel et montrons que/-1^) ne peut contenir plus d'un point. En effet, s'il existait
dans/"1^) deux points distincts x-^, x^, il existerait deux Y-sections u-^, u^ de/telles que
^100=^1 et u^{y)=x^ ( 18.8.i); mais puisque /est étale et séparé, ^ et ^ seraient des
isomorphismes de Y sur deux composantes connexes (ouvertes) de X (17.9.4) et il y
aurait donc deux points maximaux au moins de X au-dessus de tout point maximal
de Y, ce qui contredit l'hypothèse que / est birationnel.

Proposition (18 .10 .19) . — Soient Y un préschéma réduit dont l'ensemble des composantes
irréductibles est localement fini, f : X—Y un morphisme séparé, localement de type fini et formelle-
ment non ramifié, g une Y-section rationnelle de f (i.e. une Y-application rationnelle de Y dans X),
U le domaine de définition de g (I, 7.2. i), et soit Z l'adhérence de g(V) dans X. Alors, pour tout
point y e Y — U tel que Y soit géométriquement unibr anche au point y, on a Z = Z n/~1 (j/) == 0.
En particulier, si Y est géométriquement unibranche, gÇU) est une partie à la fois ouverte et fermée
de X. Si, pour toute partie fermée irréductible T de X, /(T) est fermé dans Y, g est définie en
tout point géométriquement unibranche de Y.

Puisque Y est réduit et/séparé, il résulte de (I, 7 .2.2) qu'il existe une U-section u
de/'^U) appartenant à la classe g', d'ailleurs (17.4.1.2), puisque/est formellement
non ramifié, u est un isomorphisme de U sur le préschéma induit sur l'ouvert z/(U) de X.
Si on note encore Z le sous-préschéma réduit de X ayant Z pour espace sous-jacent,
^(U)==^(U), étant réduit, est induit aussi par Z, donc la restriction /'==/|Z de/est
un morphisme birationnel de Z dans Y, d'ailleurs formellement non ramifié, puisque/
l'est (17.1.3). La question étant locale sur Y, puisque Y est réduit et géométriquement
unibranche (donc intègre) au pointa, on peut se borner (en remplaçant Y par un voisi-
nage ouvert dey) au cas où Y est intègre', alors uÇU) est irréductible, donc aussi Z, et par
suite Z est aussi intègre. Alors (I, 8.2.7) puisque /' est dominant, l'homomorphisme
^Y^-^^Z,^ est injectifpour tout xeZy, et on conclut de (18.10.2, (iii)) que/' est un
morphisme étale; étant séparé et birationnel, c'est un isomorphisme local au point x
en vertu de (18.10.18); mais cela entraînerait que la U-section u serait prolongeable
à un ouvert distinct de U, contrairement à la définition de ce dernier. On a donc néces-
sairement Zy==0, ce qui établit la première assertion; la seconde en est une conséquence
évidente. En outre, sous les hypothèses de la dernière assertion de l'énoncé, comme Z
est fermé et irréductible, /(Z) est fermé dans Y, donc égal à Y, i.e. on a Z 4= 0 pour
tout je Y, ce qui achève la démonstration.

Remarque (18.10.20). — Soit Y un préschéma localement noethérien. On dit
qu'un morphisme /: X—Y est essentiellement propre s'il est localement de type fini et si,
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pour tout Y-schéma de la forme Y'== Spec(A) où A est un anneau de valuation discrète,
l'application canonique (II, 7 .3 .2 .2) relative au Y'-préschéma XXyY', est bijective.
Le raisonnement de (II, 7.3.8) prouve qu'il revient au même de dire que / (supposé
localement de type fini) est séparé et que pour tout changement de base Y"-^Y, où Y"
est localement noethérien, l'image par j^y") : X^)^Y" de toute partie fermée irréductible
de X" ^fermée. Dire que / est propre (pour Y localement noethérien) signifie donc que/
est essentiellement propre et de type fini (II, 7.3.8); mais on rencontre des exemples importants
de morphismes essentiellement propres qui ne sont pas de type fini (par exemple certains
« préschémas de Picard » ou certains « préschémas de Néron-Severi » (chap. VI)). Il
résulte évidemment de (18.10.19) que si Y est localement noethérien., réduit et géométriquement
unibranche, et si le morphisme /: X-^Y est essentiellement propre et non ramifié, alors toute
^[-section rationnelle de f est partout définie.

La proposition suivante généralise le critère (17.15.5) de lissité d'un morphisme
X-»Y lorsque Y n'est pas le spectre d'un corps :

Proposition (18 .10 .21) . — Soient f: X->Y un morphisme localement de présentation
finie, x un point de X, y ==/(^) et supposons l'anneau ^y, y intègre et géométriquement uni-
branche. Soit r le nombre minimum de générateurs du Q^ yrmodule (û^/y)^ {^ë^ au r^ë du
le(^)-espace vectoriel (ûx/y)a;®<p ^W). Alors, pour que f soit lisse au point x, il faut et
il suffit que, si y' est le point générique de Punique composante irréductible de Y contenant y, il existe
une générisation x' de x telle que f^x')=y' et à.im^f~l(yf)^r.

Si/est lisse au point x, il l'est aussi dans un voisinage ouvert U de x, donc en toute
générisation x ' de x et dim^(/~'l(/(^/)))=r en chacun de ces points, en vertu de (17.10.2).
Comme / est en outre plat dans U, il existe une générisation de x au-dessus de toute
générisation dey (2.3.4)5 ce qui prouve que la condition est nécessaire. Pour montrer
qu'elle est suffisante, notons d'abord que par (17.5.1), il suffit de prouver que le mor-
phisme déduit de/par le changement de base Spec^y y)~^^ est ^lsse au point x; on
peut donc supposer que Y=Spec(^y^).

La question est locale sur X, donc ((16.4.22) et (Oj, 5 .2 .2)) on peut supposer
que X est affine, et qu'il existe r sections ^ ( i^z^r ) de 0^ au-dessus de X telles que les
sections û^x/YC^) engendrent ûx/y. Soit

^:X-.Z=Y[Tl,...,TJ=Vry

le Y-morphisme correspondant à l'homomorphisme ^-^/(^x) de ^y-Modules défini
par les ^ (considérées comme sections de/(^x) au-dessus de Y) (II, 1.2.7). On a la
suite exacte (16.4.19)

^(ÛZ/Y) ^x/Y-^x/z-^ 0.

Comme les dT^ ( i^z<r) engendrent ûg/y, il résulte de la définition de g que l'homo-
morphisme ^"(ûg/y) —^ÛX/Y est surjectif, donc -0x/z=oî et g est P3-11 smte non ramifié
(17.4.1). Nous allons voir que g est étale au point x, et compte tenu de (17.3.8)3 cela
prouvera que/est lisse au point x. Comme fi^y est supposé intègre et géométriquement
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unibranche, il en est de même de ^z,^1?^-?) où ^=g{x}, puisque le morphisme
structural Z-^Y est lisse (17.3.8). En vertu de (18.10.1), il suffît de montrer que
rhomomorphisme ^z,2-^^x,a; est injectif; il revient au même de voir que le morphisme
Spectre) ^Spec(fi^) correspondant est dominant, puisque (9^ est intègre (I, 1 .2.7) .
Soit y ' le point générique de Y=Spec(^y,y) et soit ^ le point générique de
Z^Spec^Y^r1!? • • • ? TJ) qui est intègre; si h : Z->Y est le morphisme structural,
on a h(^)==y. Il suffit de prouver qu'il existe dans /""^V) une générisation x '
de x telle que Pimage de x ' par le morphisme gy'^f"1^)-^h"1^) soit égale
à ^. D'ailleurs ^ est aussi le point générique de Â'^y) ==Spec(/e(y) [T^, . . ., TJ);
comme le morphisme gy, est non ramifié, donc quasi-fini (17.4.2), il en est de même
de sa restriction à toute composante irréductible de/"1^'); comme /"^y) et h^fy)
sont localement noethériens et que dim{h~i{y))=r, il résulte de (5.4.1) que la restric-
tion de gy. à toute composante irréductible de dimension ^r de/"^') est un morphisme
dominant. Or, il existe par hypothèse une telle composante contenant une générisation
de x; a fortiori son point générique est une générisation de x, d'où la conclusion.

18.11. Application aux algèbres locales noethériennes complètes sur un
corps»

Le lemme suivant généralise (0, 21.9.1) et (0, 21.9.2) :
Lemme ( 18 .11 .1 ) . — Soient k un corps; A un anneau local noethérien complet qui est une

k-algèbre, K le corps résiduel de A.

(i) Si le K-espace vectoriel Q^/fc est de rang fini, le A-module Ô 1 ^ est de type fini.
(ii) Si de plus A est une k-algèbre formellement lisse (pour la topologie adique), Ô.^ est

un A-module libre de rang égal à

dim(A) + rgK(Q^)-rgK(YK/^

En outre, pour tout sous-corps k^ de k tel que û^ soit un k-espace vectoriel de rang fini,

^1/fco est un A-module libre de rang égal à

dim(A) + rgK(t2^) -rg^r^) + rg,(̂ J.

L'assertion (i) n'est mise que pour mémoire, ayant été prouvée dans (0, 20.7.15).
Pour prouver (ii), notons que cette assertion a été en fait établie par la démonstration
de (0, 21.9.2), l'énoncé de (0, 21.9.2) faisant seul intervenir la finitude du degré de
transcendance de K sur k (par l'intermédiaire de l'égalité de Cartier (0, 2i .7. i)).

Lemme (18.11.2) . — Soient k un corps de caractéristique p>o, C une k-algèbre locale
noethérienne, complète, dont le corps résiduel est une extension finie de k, et qui est intègre ; soient n
sa dimension, L son corps des fractions. Alors û^ et Y^ sont des L-espaces vectoriels de rang
fini, et Von a

(^•"•^.i) %(^)-rgL(Y^)^.
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Supposons en outre que [k : A29] < + °o. Alors on a F égalité

( 1 8 . 1 1 . 2 . 2 ) ^gL^l^—^L^Lik)^^

En outrey û^ est alors isomorphe à î^^, donc ( 1 8 . 1 1 . 1 ) est un G-module de type fini.
On sait en effet (0, 19.8.9) qu'il existe une sous-A-algèbre Go de C isomorphe à une

algèbre de séries formelles A;[[Ti, . . ., TJ] et telle que G soit une Co-algèbre finie. Par
suite, L est une extension finie du corps des fractions Lo==A:((Ti3 . . . ,TJ) de Go.
Or, on a la suite exacte de L-espaces vectoriels obtenue en appliquant (0, 20.6.17.1)
au sous-corps premier de k et aux trois corps AcLçCL (et en tenant compte de
(0, 20.6.2l, (i))

O-TW^L,L^Y^^Y^^^®L.L^^/^^/L,^°-

Puisque L est une extension finie de LQ, 0^^ et Y^ sont des L-espaces vectoriels de
rang fini ayant même rang, en vertu de l'égalité de Cartier (0, 2i .7. i). Gomme Lg est
séparable sur k (0, 21.9.6.4), on a Y^=o (0, 20.6.3); on déduit donc déjà de la
suite exacte précédente que Y^ est de rang fini et que l'on a dans tous les cas
(Oui, n. 10.2)

fglX^) —fgL^L/fc) = ̂ Lo^U —^ëL^L^) •

Pour prouver (18.11.2.1) ou (18.11.2.2), on peut donc se borner à prouver
ces relations en remplaçant G et L par Go et L(). Comme LQ est séparable sur k
(0, 21.9.6.4), on a Y^ --= o (0, 20.6.3) ; d'autre part ̂  = ̂ ®c, LO (0, 20.5.9).
On sait (0,21.9.4) que si Ci==A[[Tf, . . .^T^], Û^ s'identifie à i2^; d'autre part,
on a Û^=Q^] (0,21.1.5), et comme G^^[[:Tf, . . ., T^]], on a ^[C^CCi,
avec égalité lorsque [k : kp]<+co. Or, on a une suite exacte û^ç^-> û^-> o
(0, 20.5.7), d'où une suite exacte îî^ -> Q^®^ L() -> o. Comme Q^ est un Co-module
libre de rang n (0, 21.9.3)3 on voit que l'on a dans tous les cas rg^(î2^)^n, avec
égalité lorsque [k : kp]<-{-o^; ceci prouve déjà (18.11.2.1) et (18.11.2.2).

Enfin, pour voir que 01^ est isomorphe à Ô^ lorsque [k : A^^+oo, il suffit de
prouver que Q^ est un G-module de type fini, puisque G est un anneau local noethé-
rien complet (Oi, 7.3.3). Puisque Q^ est isomorphe à û^[c^] et que k[CP] C^CF],
tout revient à prouver que G est un ^[G^j-module de type fini (0, 20.4.7); mais cela
résulte de ce que G est un Go-module de type fini et Go un k [G^] -module de type fini
en vertu de l'hypothèse [k:kP]<+co.

Lemme ( 18 .11 .3 ) . — Soient k un corps, p son exposant caractéristique., et supposons que
[k : A^^+oo. Soit A une k-algèbre locale noethérienne complète, dont le corps résiduel est une
extension finie de k. Soit p un idéal premier de A tel que Ap soit géométriquement régulier sur k
(6.7.6), de sorte qu'ail existe un seul idéal premier minimal q de A contenu dans p. Alors (î2Jt/fe)p
est un Ay-module libre de rang égal à dim(A/q).

Comme A est noethérien, et Spec(A) régulier (et a fortiori intègre) au point p,
p n'appartient qu'à une seule composante irréductible de Spec(A), donc ne contient
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qu'un seul idéal minimal q de A, et en outre on a qp==o. Si l'on pose B=A/q, la
suite (0, 20.7.20)

q/q^lAK-^B/^o

est exacte, en effet, û^ est un A-module de type fini (i 8.11.1), donc on a
Ql/fe0AB=ûl/Â;(g)A:B==iîl/fc/Cî•nl//i;5 e^ comme ce B-module est de type fini, tout
sous-B-module en est fermé (Oi, 7.3.5), compte tenu de (0, 20.4.5). Comme l'image
de q/q2 est dense dans le noyau de Phomomorphisme Ûj^ê^B -> Ô^ (0, 20.7.20),
elle est nécessairement égale à ce noyau, d'où notre assertion. En localisant en p la suite
exacte précédente, on voit en outre que l'homomorphisme canonique (Ûj^)y -> (Û^)^
est bijectif. On voit ainsi qu'on peut se borner au cas où q = o, autrement dit au cas où A
est intègre. Distinguons alors deux cas :

I) p>i. Alors on peut appliquer (18.11.2) à l'algèbre quotient C==A/p, dont
le corps des fractions K n'est autre que le corps résiduel de Ap; on voit donc que l'on a

( 1 8 . 1 1 . 3 . 1 ) ^K("K/.)-^gK(ÏK/.)==dim(A/p).

Notons maintenant (0, 19.6.6) que Ap est une ^-algèbre formellement lisse pour sa
topologie pAp-préadique; par suite 0^ ^ est formellement projectif (0, 20.4.9) pour la
topologie p-préadique (0,20.4.5); d'autre part, ^l^=(^l/fe)p (0,20.5.9) est un
Ay-module de type fini, en vertu de (18.11.2) appliqué à A. Pour tout entier j,
^fklP^101^ est donc un (Ay/p^ ̂ -module projectif de rang m=rg^{^ /^ K)
(0, 19.2.4); on conclut donc de (Oui, 10.2.1 et 10.1.3) que ^/^ est un Ay-module
libre de rang m. Soit A'=(Ap)" l'algèbre complétée de Ay pour sa topologie pA p-préadique;
A' est encore une A-algèbre formellement lisse (0, 19.3.6) pour sa topologie adique, et
il résulte de (0, 20.7.14) et de (0, 20.4.5) que Û^==Û^ ^; on en conclut que Ù\,^
est un A'-module libre de rang m. Mais il résulte alors de (18.11.1) et de ce que
din^A^din^Ap) (0, 16.2.4) que l'on a

(18.11.3.2) ^=dim(Ap)+(rgK(^)-rgK(ÏK/,))

d'où, en vertu de (18.11.3.1)

m == dim(A/p) + dim(Ap).

Mais puisque A est un anneau local noethérien complet, c'est un quotient d'anneau
régulier (0,19.8.8), donc (0,16.5.12) on a dim(A)=dim(A/p)+dim(Ap), ce qui
achève la démonstration dans ce cas.

II) p = i. On a, comme ci-dessus dim(A) = dim(A/p) + dim (Ay) ; posons
^=dim(A), r==dim(A/p), ^=dim(Ap); nous allons voir que (Ôj^)p est un Ap-module
libre de rang n. Nous allons d'abord prouver le lemme suivant :

Lemme (18.11.3.3). — Soient A un anneau local noethérien, p un idéal premier de A tel
que Ap soit un anneau de Cohen-Macaulay. Pour tout système de paramètres (^)i^^s de À il existe
une suite (^)i^^s d'éléments de p tels que les x^ fassent partie d'un système de paramètres de A
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et que, pour tout i, x^ï soit congru à ^ modulo l'idéal ^Ap+. • •+^-iAp. En particulier,
si Ap est régulier et si les ^forment un système régulier de paramètres de Ap, il en est de même
des A^/I.

Ce lemme sera lui-même une conséquence du suivant :
Lemme ( 18 .11 .3 .4 ) . — Soient A un anneau local noethérien, p un idéal premier de A,

x un élément de A; alors il existe un élément x'eA tel que x' \\ =x\\ dans A? et que x' ^appar-
tienne à aucun des idéaux premiers minimaux de A non contenus dans p.

Montrons d'abord comment (18.11.3.4) entraîne (18.11.3.3). En multipliant
au besoin les ^ par des éléments inversibles de Ap, on peut supposer qu'ils sont de la
forme xji, avec x^ep pour i^i^j. Raisonnons par récurrence sur s; comme ^ fait
partie d'un système de paramètres de Ap, il n'appartient à aucun des idéaux premiers
minimaux de Ap (0, 16.5.5), donc aucun x^eA tel que ^ / i==^ ne peut appartenir
à un idéal premier minimal de A contenu dans p. En vertu de (18. n .3.4), on peut en
outre choisir x[ tel que x[fi == t^ (donc x[ep) et que x[ n'appartienne à aucun idéal premier
minimal de A, donc fasse partie d'un système de paramètres de A (0, 16.3.4 et 16.3.7).
On raisonne ensuite par récurrence, en considérant l'anneau A'=A/^A et l'idéal
premier p^p/^A de cet anneau; comme Ap.==Ap/^Ap, Ap. est aussi un anneau
de Gohen-Macaulay (0, 16.5.5), et les images t\ (2^2^) des ^ dans Ay, forment un
système de paramètres de cet anneau; il suffit d'appliquer à A' et aux t[ (2^i^s) l'hypo-
thèse de récurrence. La dernière assertion de (18. il .3.3) résulte de ce que dans Ap, un
système de paramètres qui engendre l'idéal maximal est un système régulier de para-
mètres (0, i7. i . i).

Prouvons donc (18. n .3.4). Soit (pfe)i^fe^r la suite des idéaux premiers minimaux
de A non contenus dans p et tels que xep^y et soit (p,)i^,^ ^a sm^ des idéaux premiers
minimaux de A autres que les p^; on peut supposer que r^i . Comme p^ ne contient
pas H p., il existe un élément ye FI p, qui n'est contenu dans aucun des p'j,y l^ '^n'7 5 J l ^ y ^ n ' 7 ^ '"
(Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § i, n° i, prop. 2); d'ailleurs yfï appartient à tous les
idéaux premiers minimaux de Ap, donc est niipotent; si (7/1)^=0, l'élément x ' =x-}-^
répondra aux conditions de l'énoncé, car d'une part V^p^ pour i^k^r, et par définition
des p^ on a bien x ' ^ p ^ pour î^k^r, et d'autre part, si py est un idéal premier minimal
de A non contenu dans p mais tel que x ^ p y , on a aussi x ' ^ p j puisque J^p,.

Revenons à la preuve de (18.11.3) lorsque j & = i . En vertu de (18.11.3.3), il
existe un système régulier de paramètres (^)i^^g de Ap tel que ^==^/ i , où les
x^ (is^'O) appartiennent à p et font partie d'un système de paramètres (^)i^,^n ^e ^L-
Posons Ao=/;[[Ti, . . ., TJ]; comme A est une /;-algèbre complète et que les Xy appar-
tiennent à l'idéal maximal m de A, il existe un À-homomorphisme local u : AQ ->A tel
que u(Ty)=Xj pour ï^j^n (Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 4, n° 5, prop. 6); si n
est l'idéal de A engendré par les Xy ( i^j^Tî), c'est par hypothèse un idéal de définition
de A; on déduit donc de (Oi, 7.4.4 et 7.4.3) que u fait de A une Ap-algèbre finie.

s

Posons po=SAoTy,Bo=(Ao)^ et B=A®^BQ, de sorte que u^ : BQ->B fait
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de B une B^-algèbre finie; en outre, si p' est Pidéal de B engendré par p, on a B^=Ap;
comme p' contient pgB par construction, il est au-dessus de l'idéal maximal poBo de Bç.
Montrons que le morphisme Spec(B) -> Spec(Bo) est non ramifié au point p7 : cela résulte
en effet de ce que ^(p') est une extension finie du corps ie(po) de caractéristique o, donc
est nécessairement séparable, et que l'on a B^/poBp,=/e(p') en vertu du choix des x
pour i^j^.y (17.4.1).

Notons maintenant le lemme suivant :
Lemme (18.11.3.5). — Soient k un corps, R, S deux k-algèbres locales noethériennes

complètes, telles que, si K est le corps résiduel de S, ti^/fe solf ^ rang fini sur K; soit u : R—^S
un k-homomorphisme faisant de S une ^-algèbre finie ; alors on a t2^R==^s/R5 et ^a smte

( 1 8 . 1 1 . 3 . 6 ) "R/ÂS^S/^S/R-^O

(cf. (0, 20.7.17.3)) est exacte.
La première assertion résulte de ce que Q1^ est un S-module de type fini (0, 20.4.7)

et de (Oi, 7.3.6). D'autre part, on sait (0, 20.7.17.3) que l'image de v est dense dans
Ker(w) et que w est surjectif; mais il résulte de (18.11.1) que Ù\^ est un S-module
de type fini; on en conclut que tout sous-S-module de figng est fermé (Oi, 7.3.5)5 d'où
le lemme.

Appliquons ce lemme au cas où R=Ao, S=A, et notons que âj^ est un A^-module
libre de rang n (0,21.9.3); donc on a Ûj^®^A=ÔJ^®^A et ce A-module est
libre de rang n. Puisque Spec(B) est non ramifié sur Spec(Bo) au point p', on a
(^l/Ao^^^Bp./B,^0 (^^.lô et 17.4.1). Si on localise la suite exacte (18.11.3.6)
(appliquée à AQ et A) en p, on obtient donc un homomorphisme surjectif

^^^/^^^(Ô^),

d'où l'on conclut que le Ay-module {^ii^p admet un système de n générateurs. Mais
le A-module 0.^ est de rang n, en vertu de (0, 21.9.5)3 qui est applicable à l'anneau
complet et intègre A en raison du théorème de Cohen (0, 19.8.8, (ii)) et du fait que le
corps des fractions de A est de caractéristique o. Le Ay-module (Ûl/fc)p est donc aussi
de rang n, et comme son quotient par son sous-module de torsion admet un système
de n générateurs, ce quotient est nécessairement libre; on en déduit aussitôt que les n géné-
rateurs de (tii/fe)p obtenus ci-dessus forment un système libre, d'où la conclusion.

Lemme ( 1 8 . 1 1 . 4 ) . — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne complète,
dont le corps résiduel est une extension finie de k. Soit k' une extension quelconque de k, et posons
A=A®^k'. Alors :

(i) A7 est un anneau semi-local noethérien complet, composé direct d'anneaux locaux complets
A[ Çi^if^r) qui sont des A-modules fidèlement plats, et dont les corps résiduels sont des extensions
finies de k' ; si m est l'idéal maximal de A, mA' est un idéal de définition de A'-, on a
dim(A^)=dim(A) pour tout i.

(ii) Pour tout i, tî  est canoniquement isomorphe à ^l/fe®^^'-
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(i) Les premières assertions résultent aussitôt de (7.5.5) et de (Oj, 6.6.2); le fait
que TîîA' soit un idéal de définition de A' résulte aussi de (7.5.5)5 car si K est le corps
résiduel de A, K®^' est une ^'-algèbre finie. Enfin A^/mA^' est un des anneaux locaux
artiniens composants directs de K®^7 (7.5.5), donc est de dimension o; comme A^.
est un A-module plat, l'égalité des dimensions de A et de A,' résulte de (6.1.2).

(ii) Comme ûj^ est, en vertu de l'hypothèse sur K, un A-module de type
fini (18.11.1), ^l/fc®A^' est complet et s'identifie au produit tensoriel complété
ÛJ^®^A'; en vertu de l'associativité du produit tensoriel complété (Oi ,7 .7 .4) ,
^l/À^^^l/fe^^^) s'identifie à Û^®^'. Mais ^1^®^ s'identifie à ÛJ^,
où A'^A®^' (0, 20.5.5)3 et comme A' est par définition le séparé complété de A",
le séparé complété de Î2^/^ s'identifie par construction à celui de t^//^ (0,20.7.4);
autrement dit, on a un isomorphisme canonique

^-^"I/AA'.
La conclusion de (ii) résulte maintenant de ce que O^'/jc' est somme directe des ûj^^
(0, 20.4.13)3 et si r est le radical de A', la topologie r-préadique sur ûj^ s'identifie
au produit des topologies rr^-préadiques sur les ^/^ (où m[ est l'idéal maximal de A^) ;
finalement, il en résulte que le séparé complété H '̂ pour la topologie ï-préadique
s'identifie au produit des séparés complétés 0-^' pour les topologies m^-préadiques, et
il suffit d'utiliser (0, 20.4.5).

Proposition (18.11.5). — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne et complète
dont le corps résiduel est une extension finie de k, p un idéal premier de A, distinct de V idéal maximal m,
tel qu^il existe un idéal premier minimal qCp pour lequel dim(A/q)==dim(A) (ce qui aura
lieu en particulier lorsque A est équidimensionnel), m un entier ^o. Les conditions suivantes
sont équivalentes : ^\

a) Le A^-module (H^)? admet un système de m générateurs.
b) II existe un k'homomorphisme local u : B->A, où B==A;[[Ti, . . ., T^]], faisant de A

une Tî-algèbre finie ̂  et tel que le morphisme correspondant Spec(A) -> Spec(B) soit non ramifié
au point p.

Pour prouver que b) entraîne a), notons qu'en vertu du lemme (18.11.3.5),
on a alors la suite exacte

^®BA-^Û^->ÛI/B->O

puisque A est une B-algèbre finie; localisant en p et notant que par hypothèse on a alors
(Q^yg)p==o (17.4.1), on obtient un homomorphisme surjectif (^B/fe^B^p-> (^l/fc)p5 et

la conclusion résulte de ce que ûg^ est un B-module libre de rang m (0, 21.9.3).
Pour prouver que a) implique b}, prouvons d'abord les lemmes suivants.
Lemme (18.11.5.1). — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne et complète^

dont le corps résiduel est une extension finie de k, p un idéal premier de A, q un idéal minimal de A
contenu dans p. Alors le nombre minimum de générateurs du ^-module (û^)p est au moins égal
à dim(A/q).
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Posons 7î=dim(A/q), et soit m le nombre minimum de générateurs du A -
(^i/fc)p. qui est égal à rg^Û^^kÇp)) (Bourbaki, Alg. comm., chap. II,
no 2, cor. 2 de la prop. 4). Notons que l'on a (^U=(Û^®^A^, donc le nombre
minimum de générateurs du A^-module (Ûj^ est au plus égal à m. Il suffit par s
considérer le cas où p=q est minimal. En second lieu, montrons qu'on peut se
au cas où k est algébriquement clos. En effet, soit k' une clôture algébrique de k, et
A'=A®^', qui est composé direct de //-algèbres locales A,' ( i^ î^r) , dont les
résiduels sont isomorphes à k ' , et qui sont des A-modules fidèlement plats (18.
Appliquant (2.3.4) et (6. i . i), on voit que dans un A,' donné, il existe un idéal mini
au-dessus de q tel que Tz^dimÇA'/q^dimÇA/q)^:^. D'autre part (18.11.4;

module
", § 3,
nombre
suite de
borner

minimal

posons
corps

.4).
Iq.'
on
dua (tily/<;')q;•=:=(ol/fc)q@Aq(A^/)q;.5 donc le nombre minimum m' de générateur;

(A^-module (Ûj^)^, est au plus égal à m\ d'où notre assertion.
Supposons donc k algébriquement clos, et montrons qu'on peut en outre se t

au cas où q == o. En effet, on a ^A/^/A == o (0, 20.4.12), donc la suite exacte ( 18.11
fournit un homomorphisme surjectif (^^(A/cO — ^A/q)/^ d'où on déduit ai
que le nombre minimum de générateurs du K-module (Ô^^)®^K, où K est le
des fractions de A/q, est au plus égal à w.

bprner
3.6)

aussitôt

Mais si A est intègre et K son corps des fractions, K est séparable sur le corps
briquement clos k, donc une Â;-algèbre géométriquement régulière (6.7.6) ; on peut
appliquer (18.11.3) pour p==o en observant que k^k^ puisque k est algébriqi
clos, et dans ce cas on a m==n.

algé-
donc

algébriquement

Lemme ( 18 .11 .5 .2 ) . — Soient k un corps., A une k-algèbre locale noethérienne c.
dont le corps résiduel est une extension finie de k, m son idéal maximale pcm un idéal premier

famille
) de A
'module.

dans
is de

déterminer
suppo-

W)
.ison

poursuivre la
canonique

linéaire
fe(p)
-8(^)

-• i5)
^(P);

de A. Soit m le nombre minimum de générateurs du A^-module (Û^)p, et soit (^)i^^ une
d'éléments de m n'appartenant pas à p. Alors il existe m éléments inversibles u, (ï^i^m)
tels que si Von pose y^=u^, les images canoniques des dy, dans (Û^)p engendrent cet Ay-î

Pour tout xeA, désignons par S{x) l'image canonique de dx {==d^x)
<.QllA|k)p@AykW=ol\|k@AkW:> comme ce fe(p)-espace vectoriel est par hypothèse
rang m, il suffit (en vertu du lemme de Nakayama) de prouver qu'on peut déte
les Ui tels que les S(^) forment un système libre. Raisonnons par récurrence et
sons que, pour un entier r<m, on ait déterminé les u,{i^i^r) tels que les
pour i^i^r soient linéairement indépendants sur le(p) ; si 8(^+1) n'est pas comb
linéaire des 8(^) pour i<î^r, il suffit de prendre u^^==i pour poursu
récurrence. Dans le cas contraire, notons que pour ueA, S{ux^^) est l'image can
de (^)^+i+^(^r+i)5 comme u{dx^^) a une image canonique combinaison 1
des S(^) pour i^<r, et que d'autre part l'image canonique de x^^ dans
est 4=0, on voit qu'il suffit de prouver qu'il existe un élément inversible ueA tel qu
ne soit pas combinaison linéaire des S(^) pour i^î'^r. Or, il résulte de (0, 20
et de (Oi, 7.2.9) que les S{x) engendrent le fe(p)-espace vectoriel (Ô^®^

combinaison

• /
i
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comme par hypothèse r<m, il existe donc ^eA tel que S(^) ne soit pas combinaison
linéaire des 8(z/^) pour i^r. Si ^m, on prendra ^==^; sinon, i+^ est inversible
et on a 8(i+^)=8(^) puisque d{i+^)=d^ on prendra alors u==i+^ ce qui
achève de prouver (18.11.5.2).

Revenons maintenant à la démonstration de l'implication a) ̂ b) dans (18.11.5).
Notons d'abord que puisque p+m, il existe un système de paramètres (^)i^^ de A
(avec 7z=dim(A)) tel que ^p pour i^i^n : en effet, on ne peut avoir ^ep pour
tout i, sans quoi A/p serait de longueur finie, et p serait maximal, contrairement à
l'hypothèse. Mais si par exemple ^p, il suffit, pour chaque indice i tel que ^ep,
de remplacer x, par x-^+x,, pour avoir un système de paramètres dont aucun élément
n'appartient à p. L'hypothèse a) et la relation dim(A/q)=% entraînent, en vertu
de (18.11.5.1), que m^n\ on peut donc considérer une famille (^)i^^ d'éléments
A:^p, dont les n premiers forment un système de paramètres de A. Multipliant en outre
les x, par des éléments inversibles u, de A, on peut, grâce à (18.11.5.2) supposer que
les images des dx, Çï^i^m) dans (^)p engendrent cet Ap-module, et la multiplication
par les u, n'a pas altéré le fait que les x, pour i^i^n forment un système de paramètres.
Considérons alors le A:-homomorphisme local u : B-^A tel que u{T,)=x, pour ï<^i^m
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 4, n° 5, prop. 6) ; comme les x, engendrent un idéal
de définition de A, il résulte de (Oi, 7.4.4 et 7.4.3) que u fait de A une B-algèbre finie.
On a donc (18.11.3.5) la suite exacte

(^^A^Û^^^^o

Mais les d^ sont les images canoniques par v des éléments d^î^i (0, 20.5.2.6).
Si on localise la suite exacte précédente en p, on voit donc que yp : (0^)0^ A -> (Ô^)
est surjectif, et par suite on a O-^J^^/B,. (où r est l'image réciproque de p
dans A, cf. (16.4.15)). En vertu de (17.4.1), cela entraîne la propriété b) de
(18.11.5). C.Q.F.D.

Remarque (18.11.6). — Dans l'énoncé de (18.11.5), on ne peut supprimer
l'hypothèse p4=m. En effet, pour tout A-homomorphisme local u : B-^A, où
B==/;[[Ti, . . ., TJ] (r entier quelconque) faisant de A une B-algèbre finie, m est
le seul point de Spec(A) au-dessus de l'idéal maximal n de B; le morphisme
Spec(A) -> Spec(B) ne peut être non ramifié en m que si A/îtA est un corps, extension
séparable de k (17.4. i), ce qui implique que le corps résiduel K de A est une extension
séparable de k. Si cette condition n'est pas remplie, la conclusion de (18. n .5) ne peut
jamais être vérifiée pour p==Tn, quel que soit l'entier m.

Corollaire (18.11.7). — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne complète
équidimensionnelle, dont le corps résiduel est une extension finie de k, p un idéal premier de A. Alors
le nombre minimum de générateurs du K^-module (Ûj^)p est au moins égal à dim(A).

C'est un cas particulier de (18.11.5.1).
Plus particulièrement :
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Corollaire ( 1 8 . 1 1 . 8 ) . — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne complète
intègre, dont le corps résiduel est une extension finie de k. Si K est le corps des fractions de A, on a
rgK((^)®AK)^dim(A).

Il suffit de faire p==o dans (18.11.7).
Corollaire ( 1 8 . 1 1 . 9 ) . — Soient k un corps, A une k-algèbre locale noethérienne complète

de dimension n, dont le corps résiduel est une extension finie de k. Soit p un idéal premier de A distinct
de l'idéal maximal, et contenant un idéal premier minimal q tel que dim(A/q)=yz. Supposons
que le A^-module (^jc)p admette n générateurs. Alors :

(i) Le Ay-module (^jc)p est libre de rang n.
(ii) II existe un k-homomorphisme local u : B—^A, où B==k[[T-^, ...,TJ], faisant

de A une ï-algèbre finie, et tel que le morphisme correspondant Spec(A) —>- Spec(B) soit étale au
point p.

(iii) La k-algèbre Ap est géométriquement régulière.
Prouvons d'abord (ii) ; en vertu de (18.11.5), il existe un hoinomorphisme local

u : B==Â:[[T\, .. ., TJ]—^A faisant de A une B-algèbre finie, et tel que le morphisme
correspondant Spec(A)->Spec(B) soit non ramifié au point p; posons r=^-- l(p).
L'hypothèse sur qcp, et le fait que A soit un quotient d'anneau régulier (0, 19.8.8)
impliquent que l'on a dim{Ay)==n—dim(A/p) (0, 16.5.12). On a de même
dim(Br)==7z—dim(B/r). Enfin, puisque le morphisme Spec(A)—^Spec(B) est non
ramifié au point p, la fibre de ce morphisme au point r est de dimension o, donc (0, 16.3.9)
on a dim(A/p)^dim(B/r) etparsuite dim(B,.)^dim(Ap). On conclut donc de (18.10. i)
que le morphisme Spec(A)->Spec(B) est étale au point p.

L'assertion (iii) résulte de ce que Ap est formellement lisse sur By et que By est
formellement lisse sur k (pour les topologies préadiques) (0, 19.3.4 et 19.3.5), donc Ap
est formellement lisse sur k pour sa topologie préadique, et par suite est géométriquement
régulier sur k (0, 22.5.8).

Prouvons enfin (i). Soit /:' une extension algébriquement close de k, et considérons
la À'-algèbre semi-locale A^A®^'. Si l'on considère A comme B-module de type fini
au moyen de l'homomorphisme u, on peut donc écrire, à un isomorphisme canonique
près, A'=A®B(B®^Â:') ( (7 .5 .7 .1) , dans l'énoncé duquel on rappelle qu'il n'est pas
nécessaire de supposer que le corps résiduel de B soit une extension finie de k). Posons
B'=B®^', qui s'identifie canoniquement à l'algèbre de séries formelles ^[[T^, . . ., TJ].
Puisque le morphisme Spec(A) -> Spec(B) est fini et étale au point p, le morphisme
Spec(A') -> Spec(B') est fini, et étale en tout point p' au-dessus de p (17.3.3); d'ailleurs,
A' est composé direct d'anneaux locaux A^ de dimension n ( i^z^r) (18.11.4) et p7

s'identifie à un idéal premier p^ de l'un des A,'. Le même raisonnement que ci-dessus
prouve alors que (A^)y, est géométriquement régulier sur k ' , et comme k ' est parfait,
il résulte de (18.11.3) que (ÛJ^)^ est un (A^.-module libre de type fini. Mais
puisque (A^/J^. est isomorphe à (Ô^)p®^ (A^ (18.11.4) et que (A^ est un
A^-module fidèlement plat, on voit que (ÛJ^)p est un Ap-module libre de type fini (2 .5 .2) ;
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d'ailleurs, en vertu de (18.11.5.1) et de l'hypothèse dim(A/q)=7z, on conclut que
(Ûj^)p est un Ay-module libre de rang n. C.Q.F.D.

Théorème (18.11.10). — Soient k un corps d'exposant caractéristique p, A une k-algèbre
locale noethérienne complète^ dont le corps résiduel est une extension finie de k, p un idéal premier
de A distinct de Vidéal maximal. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour toute extension k' de k, et tout idéal premier p' de A^A®^' au-dessus de p,
Ap, est un anneau régulier.

a') II existe une extension parfaite k ' de k et un idéal premier p' de A'==A®^' au-dessus
de p, tels que Ap» soit régulier.

b) Soit n la plus grande des dimensions des composantes irréductibles de Spec(A) auxquelles
appartient p; alors (tii^)p est un Ay-module libre de rang n.

Supposons en outre que 7z==dim(A) (ce qui sera le cas si A est équidimensionnel) ; alors
les conditions précédentes sont aussi équivalentes à :

c) // existe un k-homomorphisme local u : B->A, où B==/;[[Ti, . . .5 TJ], faisant de A
une ï-algèbre finie, et tel que le morphisme correspondant Spec(A) ->Spec(B) soit étale au point p.

Chacune des conditions a), a'), b) entraîne la suivante :
d) U anneau Ap est géométriquement régulier sur k.
Si de plus [k : kî)]<-{-co, la condition d) est équivalente à a), a') et b).
Le fait que d ) entraîne b) lorsque [k : kp]<-}-co n'est autre que (18. n .3). Il est

clair que a) entraîne trivialement a ' } ; montrons que c ) entraîne a) lorsque dim(A) =n.
Avec les notations de a), on a alors A'=A®gB', où B'^BÔ^^Â^ITi, ...,TJ]
(7.5.7.1) . Le morphisme Spec(A') -> Spec(B') est alors fini et étale au point p', et le
raisonnement qui prouve (18.11.9, (iii)) montre que A^ est régulier.

Le fait que b) entraîne c ) lorsque dim(A)=?z résulte de (18.11.9). Montrons
que a ' ) entraîne b) lorsque dim(A)==n. On sait que A' est un A-module plat (18. n .4)
et dim(A')==dim(A)==7z; il résulte de (2.3.4) et de (6. i . i) qu'il existe un idéal premier
minimal q' de A' contenu dans p', au-dessus de q et tel que dim(A //q /)=dim(A/q)=%.
Par ailleurs, il résulte de (18.11.4) que (^i^)p'^"(^i/^p^A Ap^ comme k' est
parfait, l'hypothèse que A^ est régulier entraîne qu'il est géométriquement régulier sur k '
(6.7.7). Puisque kfp=kt, on peut appliquer à A' et p' le fait que d ) entraîne b ) ,
donc (iîl'/y)p/ est un A^-module libre de rang n'y par fidèle platitude (18. n .4 et 2 .5.2) ,
on en conclut que (t2i/fc)p est un Ay-module libre de rang n.

Ceci montre l'équivalence de a), a ' } , b) et c ) lorsque dim(A) = n. Il reste à prouver
que a), a ' } et b ) sont encore équivalentes dans le cas général. Soit 3 l'idéal de A, noyau
de l'homomorphisme canonique A—^Ap, et posons Ai=A/3; on a nécessairement
3cp, et si l'on pose pi=p/3, l'homomorphisme canonique Ap->(Ai)^ est bijectif',
on en conclut (I, 6.5.4) que l'injection canonique Spec(Ai) -> Spec(A) est un isomor-
phisme local au point pi, et l'on a 3p = o. On voit comme dans (18.11.3) que l'on a une
suite exacte

W^^l/^A^â^o
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et en localisant en p, il vient un isomorphisme (tîi/fc)p ̂  (^li/fc)pi- Ceci montre que la
condition b) pour l'anneau A et l'idéal p est équivalente à la condition b) pour l'anneau Ai
et l'idéal pi. D'autre part, avec les notations de a)^ on a A^A^^^A'/^A" à isomor-
phisme près ( (7 .5 .7 .1 )5 où l'hypothèse sur le corps résiduel de B est superflue); si p'
est un idéal premier de A' au-dessus de p, tout élément de 3A' annule un élément
de A'—p', donc ^A'cp', et si l'on pose p^p'/^A', p^ est au-dessus de pi et (A^
s'identifie canoniquement à Ap.; ceci montre donc que la condition a) (resp. a' ) ) pour
l'anneau A et l'idéal p est équivalente à la condition a) (resp. a' )) pour l'anneau Ai et
l'idéal pi. Or, tous les idéaux premiers minimaux de A contenus dans p contiennent 3
puisque Spec(Ai) -> Spec(A) est un isomorphisme local au point pi; d'autre part les
idéaux de Ass^(A/3) sont les idéaux de Ass(A) qui sont contenus dans p (Bourbaki,
Alg. comm.^ chap. IV, § i, n° 2, prop. 6) ; donc les idéaux premiers minimaux de Ai sont
tous contenus dans pi, et on a par suite dim(Ai)==7z. Il suffit alors d'appliquer à Ai
et à pi ce qui a été prouvé plus haut.

Remarques (18. n .11). — (i) L'équivalence des conditions d ) et b) dans (18.11.10)
n'est plus valable lorsqu'on ne suppose plus que \k : /;p]<+oo. En effet, dans l'exemple
de (0, 22.7.7, (ii)), l'anneau B=A/q est intègre et de dimension i; d'autre part, la
suite

(q/q2) ®A L ̂  îîl/A L -> Û^®s L -> o

est exacte (même démonstration que dans (18.11.3)), et on sait quej n'est pas injectif^
donc j^o puisque (q/q2)®^!. est de rang i. On en conclut que rg^^Bik^B^)^2'
Comme By est une Â:-algèbre géométriquement régulière, on voit qu'ici la condition d )
n'entraîne pas b).

(ii) Les notations étant celles de (18.11.10), supposons que n==dim(A) et soit
C^K^n un système de paramètres de A n'appartenant pas à p; on en déduit un
Â;-homomorphisme local u : B->A tel que u(T^==x^ pour i^i^n, faisant de A une
B-algèbre finie. Pour que le morphisme correspondant Spec(A) -> Spec(B) soit étale
au point p, il faut et il suffit que les images des d^ dans (til/fc)p forment un système de
générateurs de cet Ap-module. En effet, on a vu dans la démonstration de (18. n .5) que
si le morphisme Spec(A) -> Spec(B) est non ramifié au point p, l'homomorphisme
canonique (ûg^®gA)p -> (til/&)p est surjectif et les images des éléments Û^T,®!, qui
engendrent (Ôg^)®gA, sont les d^x^ d'où la nécessité de la condition. Inversement,
le même raisonnement montre que si cette condition est vérifiée, le morphisme
Spec(A) -> Spec(B) est non ramifié en p, et le raisonnement de (18. n .9) prouve en fait
que ce morphisme est étale en p.

Corollaire (18.11.12). — Soient k un corps d'exposant caractéristique p tel que
\k : k^ < +00, A une k-algèbre locale noethérienne complète et intègre^ qui n'est pas un corps., et dont
le corps résiduel est une extension finie de k. Il existe alors une extension finie radicielle k ' de k telle
qu'en posant A'==A®^A;', la k'-algèbre A^ et l'idéal premier o de cette algèbre vérifient les
conditions équivalentes a), a'), b), c) et d) de (18.11.10). En particulier, si n =dim(A) ==dim(A'),
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il existe un k'-homomorphisme local B' ̂ '[[T^ .. ., TJ] -> A^ faisant de A^ ̂  B'-algèbre
finie, et tel que le corps des fractions K' de A^ soit une extension finie séparable du corps des
fractions A;'((Ti, . . ., TJ) de B'.

Le morphisme Spec(A') -> Spec(A) étant radiciel et fini, A' est un anneau local
complet et son nilradical est le seul idéal premier au-dessus de l'idéal o de A; par platitude,
A' s'identifie à un sous-anneau de K®^', qui est d'ailleurs l'anneau total des fractions
de A'; on a par suite K'^K®^')^. Il s'agit de prouver, vu l'équivalence d ) o c )
de (18.11.10), qu'il existe une extension radicielle finie k ' de k telle que (K®^Â/)^
soit une extension séparable de k ' (6.7.6). Or on sait (0, 19.8.9) que sous les hypothèses
faites, il existe une sous-Â-algèbre C=k[[T-^, . . ., T^]] de A telle que A soit une C-algèbre
finie; K est donc une extension finie du corps des fractions Ki=Â;((Ti, . . . ,T^))
de G, qui est séparable sur k (0, 21.9.6.4). Si p est l'exposant caractéristique de k, on
peut donc écrire K®^"^!^®^!^®^"00) et K^®^"00 est un corps, extension
radicielle de K^; on en conclut que K®^"00 est une algèbre finie sur le corps
K.i®^"00, donc un anneau artinien. La conclusion résulte donc du lemme plus général
suivant :

Lemme ( 1 8 . 1 1 . 1 2 . 1 ) . — Soient k un corps de caractéristique j&>o, K une extension
de k. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Vanneau K®^"00 est artinien.

b) II existe une extension k1 de k de type fini telle que (K®^)^ soit une k'-algèbre
séparable.

c) II existe une extension finie radicielle k1 de k telle que (K®^Â;'),.ed ^it une extension
séparable de k'.

Montrons d'abord que c ) entraîne a). L'anneau A^K®^' est alors un anneau
artinien local, et si 9Î est son nilradical, le corps résiduel L==A/9Î est séparable sur k1;
par suite L®^~°° est un corps, et comme il est égal à (A®^"00)^®^^00), on
voit que îl®^"00 est le nilradical de A^À^^K®^"00; comme ?l est un idéal
de type fini, le nilradical de K®^^"00 est donc de type fini, ce qui entraîne que
l'anneau K®^"00 est artinien.

Inversement, prouvons que a) entraîne c ) . Soit 9î le nilradical de l'anneau local
artinien B^K®^"00, qui est par hypothèse engendré par un nombre fini d'éléments
de la forme ^=SA^®Ç^, où A^.eK, Ç^.eP"00. Soient k ' l'extension radicielle finie
de k engendrée par les S^, 9îo l'idéal de Bo==K®^Â:' engendré par lesj^; il est clair que
les j^ sont niipotents dans Bo; d'autre part, on a SR^®^^"00 ==9î, et par suite 9înBo=9îo,
9îo contient le nilradical de B^, donc il lui est égal. Comme B/SR^Bo/îîo)®^"00 est
réduit, on en conclut que Bo/Sîo^K®^)^ est séparable sur k (4.6.1).

Il est clair que c ) entraîne b ) . Inversement, supposons b) vérifiée, et notons qu'il
existe une extension séparable k-^ de k telle que k ' soit une extension radicielle finie de k^\
posons KI== K®/^, qui est un corps. Appliquant l'équivalence de a) et c ) à l'extension K^
de /:i, on voit que K^®^ Àf00 est un anneau artinien; mais cet anneau est égal
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à K®^^oo=(K®^p"oo)®^a>Â;^OQ, donc K®^"00 est aussi artinien (Bourbaki,
Alg. comm^ chap. I, § 3, n° 5, cor. de la prop. 8); on a ainsi prouvé que b) entraîne a),
ce qui achève la démonstration de (18.11.12.1) et de (18.11.12).

i8.i2. Applications de la localisation étale aux morphismes quasi-finis
(généralisations de résultats antérieurs)»

Les résultats de ce numéro nous ont été communiqués par P. Deligne.
Théorème (18.12.1). — Soient f: X—>Y un morphisme localement de type fini, x un point de X, y =f(x). Supposons

que x soit un point isolé de V espace f~^^y}. Alors, il existe un morphisme étale Y'—»-Y, un point x' de X' = X X y Y' au-dessus
de x et un voisinage ouvert V de x' dans X' tel que, si f ==/(Y7) : X'—^Y', /' | V soit un morphisme fini. Si de plus f est séparé,
V est à la fois ouvert et fermé, et X' est donc somme de deux sous-préschémas induits sur des ouverts de X', dont Vun est fini sur^'
et contient x''.

La dernière assertion résulte de ce que, si/est séparé, il en est de même de/'; donc, si f : V'—^X' est l'injec-
tion canonique, le fait que le morphisme // [ V =//oj/ soit fini entraîne qu'il en est de même de y (II, 6.1.5),
et par suite V7 =fÇV/} est fermé dans X' (II, 6. i. 10).

La question étant locale sur X, on peut supposer Y == Spec(A) et X = Spec(B) affines, B étant une A-algèbre
de type fini, donc de la forme C/3, où G =A[Ti, ..., Ty] et 3 est un idéal de G; /est donc séparé, et on peut en
outre supposer que f~1 (,}>)== { x } . Soit (3^) la famille des idéaux de type fini de G contenus dans 3, de sorte que 3
est la réunion filtrante des ,3^. Si X et les X^ = Spec(G/3^) sont considérés comme des sous-préschémas fermés
de Z = Spec(C), on a donc, pour les espaces sous-jacents, X = H X^; si /^ : X^-»Y est le morphisme structural,

on en déduit que f^1^) = ̂ /^OOî et comme les ensembles /^(jO sont fermés dans l'espace noethérien
Z —Spec(fe(^)[Ti, ..., Ty.]), il existe un indice X tel que /^(jO =/-l(^) = { x } . On peut donc supposer que
les X^ vérifient la même condition que X au point x; si l'on prouve la proposition pour un tel X^, elle en résultera
pour X, car si x ' est un point au-dessus de x dans Z' == Z XyY', X^ =p~l('K^), où p : Z'->Z est la projection (de
sorte qu'on a aussi X' ==^—1(X)), s'il existe un voisinage ouvert V^ de x' dans X^ qui est fini sur Y7, a fortiori la
restriction de/^ au sous-préschéma fermé X' n V^ de V^ sera un morphisme fini. On est donc ramené au cas où/est
de présentation finie. Notons en outre que l'ensemble des points de X isolés dans leur fibre est ouvert
dans X (13.1.4), donc / est quasi-fini au point x, et on peut par suite se borner au cas où / est quasi-fini. Soit A"
l'anneau local hensélisé de ^y, y , et posons Y" = Spec(A"). Si X" = X X y Y", /" =/(y") : X^-^Y" est séparé,
quasi-fini et de présentation finie; comme A^ est hensélien, il y a pour tout ^"eX" au-dessus de x un voisinage
ouvert et fermé V" de x" dans X" qui est fini sur Y" (18.5. n, c ) ) ; comme l'immersion V'-^-X" est ouverte et
fermée, elle est quasi-compacte, donc de présentation finie (1.6.2), donc/" | V" est de présentation finie.

Cela étant, par définition. A" est limite inductive d'une famille filtrante (A^) de ^y, ̂ -algèbres strictement
essentiellement étales (18.6.5); chaque A^ est lui-même limite inductive d'une famille filtrante (B^) de (Py, ̂ -algèbres
étales ((18.6.1) et (8.1.2, û^)). Enfin, comme B;̂  peut être supposée une ^y ^-algèbre de présentation finie, il
résulte encore de (8. i .2, a)) et de (17.7.8) que B^^ est limite inductive d'une famille filtrante (C^) de A-algèbres
étales. Finalement, on voit, en utilisant le théorème de la double limite inductive, que Y" est limite projective d'une
famille filtrante (YQ() de schémas affines étales sur Y. Si x^ est la projection de x" sur Xgç = X XyY^, on peut
supposer que le voisinage V", qui est quasi-compact, est de la forme VQ( X y^Y" où Vgç est un voisinage ouvert de x^
dans Xgç (8.2.11). Enfin, V" étant de présentation finie sur Y", on conclut de (8.10.5, (x)) que pour un a conve-
nable, V^ est fini sur Y^. C.Q..F.D.

Remarque (18.12.2). — Dans la démonstration précédente, on voit (compte tenu de (18.6.2)) que l'on a
construit un Y' répondant à la question, et tel en plus que si j/^/^X'), l'homomorphisme k(y) —>k(Y) soit bijectif.

Corollaire (18.12.3). — Soient f: X—>-Y un morphisme localement de type fini et séparé, y un point de Y tel que le sous-
espace f~1(y) soit fini et discret. Il existe alors un morphisme étale Y'—>-Y, un point y G Y' au-dessus dey, tel que k(Y) = k{y),
et une décomposition de X' en somme de deux sous-préschémas X^, Xg induits sur des ouverts de X', tels que la restriction de
/'=/Y,) : X' —> Y' à X[ soit un morphisme fini et que l'on ait X^ ̂ //-l(y))= 0.

Si n est le nombre de points de/""^), on raisonne par récurrence sur n, le corollaire étant trivial pour n = o.
Soit x un point de/""1^) ; en vertu de (18.12.1) et (18.12.2) il y a un morphisme étale Yi-^Y, un pointa de Yi
au-dessus dey tel que k{y^=k(y) etsil'onpose S^ = X X yY^,/i =/(g^ : S^ -> Yi, il existe un point x^ de /r1^)
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tel que S^ soit somme de deux ouverts V^, X^, V^ étant fini sur Y^ et un voisinage de x^. En vertu de la relation
k{y^)==k(y), la fibre /i"1^) dans S^ estisomorphe à/"1^), donc Xi n/i"1^) est fini, discret et a n— i points.
Comme y, | X^ est localement de type fini et séparé, on applique l'hypothèse de récurrence à ce morphisme : il y a
un morphisme étale Y'—>Yi, un point y £ Y' au-dessus de y^ tel que fe(y)== fe(j'i)» et, si X^XXyY' et si
p : X'—>-Si est la projection canonique, on a une décomposition dep~l(K^) en somme de deux sous-préschémas U'
et Xg induits sur des ouverts de X' tels que Xg n/'""^./) == 0 et que U' soit fini sur Y'. Par ailleurs V^/^^Vi)
est fini sur Y/ et X' est somme de U', V et Xg ; on répondra donc à la question en prenant X.[ somme de U' et V.

Le corollaire suivant améliore (8.11.1) ;
Corollaire (18.12.4). — Pour qu'un morphisme f: X—>-Y soit fini, il faut et il suffit qu'il soit séparé, universellement

fermé, localement de type fini et que, pour tout y eY, f~l(y) soit un espace fini discret; en particulier, un morphisme propre et quasi-
fini est fini.

En effet, on peut appliquer le corollaire (18.12.3) à un point quelconque y de Y. Avec les notations de ce corol-
laire,^ est un morphisme fermé, donc, puisque Xg est fermé dans X^/^Xg) est fermé dans Y' et ne contient pas y;
il existe par suite un voisinage ouvert LT dey dans Y' tel que U'—^Y soit de type fini et que / /—1(U /)=XXYU /

soit fini sur U'. Soit U l'image de U' dans Y, qui est un ouvert de Y en vertu de (11.3.1) puisque le
morphisme Y'—>-Y est étale, donc plat et localement de présentation finie; on a évidemment encore
XXyU^XXyU' ==/""'1 (U) X u U'. Puisque maintenant le morphisme LT —> U est fidèlement plat et quasi-compact,
on déduit de (2.7.1, (xv)) que le morphisme /^(U)—»-!-]', restriction de/, est fini, ce qui prouve le corollaire.

Remarque (18.12.5). — On notera que dans la démonstration de (18.12.4) on n'a pas utilisé l'hypothèse
que y est universellement fermé sous sa forme générale, mais seulement que ffy,\ est un morphisme fermé pour tout
morphisme étale Y'->Y.

Corollaire (18.12.6). — Soit /: X—>-Y un morphisme de préschémas. Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) f est une immersion fermée.
b) f est un monomorphîsme propre.
c) / est propre et, pour tout jyeY, le k{y) -préschéma X^/"^) est radiciel et géométriquement réduit sur k(y)

{c'est-à-dire vide ou k{y}-isomorphe à Spec(k{y)).
Gela se déduit de (18.12.4) comme (8.11.5) se déduit de (8.11. i).
Proposition (18.12.7). — Soient f: X->Y un morphisme localement de type fini, y un point de Y. Pour qu'il existe

un voisinage ouvert U de y tel que la restriction /^(U)—^!! de f soit une immersion fermée, il faut et il suffit que X. soit un
k(y)-préschéma radiciel et géométriquement réduit sur k(y) {c'est-à-dire vide ou k{y) -isomorphe à Spec{k{y))) et qu'il existe un
voisinage ouvert V dey tel que la restriction f~lÇy)—>V de f soit un morphisme universellement fermé.

Les conditions étant évidemment nécessaires, prouvons qu'elles sont suffisantes. On peut se borner au cas
où Xy=t= 0. En vertu de la seconde condition, on peut déjà supposer y universellement fermé. Montrons en outre
qu'on peut supposer / affine, donc séparé; cela résulte du lemme suivant :

Lemme (18.12.7.1). — Soient f: X—>-Y un morphisme fermé, yeY un point tel que tout voisinage de Xy contienne
un voisinage affine de Xy (condition toujours vérifiée lorsque Xy est vide ou réduite à un seul point). Alors il existe un voisinage
ouvert affine U dey tel que la restriction f~l(U) ->U de f soit un morphisme affine.

En effet, soit Ug un voisinage ouvert affine de y dans Y et soit V un voisinage ouvert affine de Xy contenu
dans/~l(Uo). Puisque y est fermé, il existe un voisinage ouvert affine UcUp dey tel que /"^(L^cV. Comme la
restriction g : V->UQ de y est un morphisme affine, il en est de même de sa restriction /"^(U)—^!! (II, 1.2.5).

Supposons donc/affine et universellement fermé, et montrons qu'il existe un voisinage ouvert U dey tel que
la restriction /"^(LO—^U soit un morphisme fini; comme on peut supposer Y et X affines, on peut supposer/de
type fini, donc propre, et il suffit de prouver qu'il existe un voisinage U dey tel que f~l{U)—>'U soit un morphisme
quasi-fini (i 8.12.4). Mais il existe un voisinage V de l'ensemble Xy (réduit à un seul point) tel que/|V soit quasi-
fini (13. i .4), et comme/est fermé il y a un voisinage U dey tel que f~l(U) CV, ce qui achève la démonstration,
compte tenu de (18.12.6).

Proposition (18.12.8). — Soit /: X->Y un morphisme de préschémas. Pour que f soit entier, il faut et il suffit que f
soit affine et universellement fermé.

Les conditions sont nécessaires (II, 6. i. 10) ; prouvons qu'elles sont suffisantes. On peut supposer Y == Spec(A)
affine, donc aussi X = Spec(B), et il faut prouver que tout élément b eB est entier sur A (II, 6.1.1). Soit B' la
sous-A-algèbre de B engendrée par b, qui est une A-algèbre de type fini; posons X'=Spec(B'), de sorte que

g h
/ : X-»Y se factorise en X -> X/ —> Y, où A est de type fini, et g est dominant puisque l'homomorphisme B'—^B
est injectif (I, 1.2.7). Gomme h est séparé et ho g universellement fermé, g est universellement fermé (II, 5.4.3 et
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5.4.9), donc surjectif puisqu'il est dominant; on en conclut (II, 5.4.3 et 5.4.9) que h est aussi universellement fermé,
donc propre puisqu'il est de type fini et séparé. Mais alors, pour tout j^EY, le morphisme h~l(y)—> Spec(k(y))
déduit de h est propre et affine, donc fini (III, 4.4.2), autrement dit h est quasi-fini; on déduit donc de (i 8.12.4)
que h est fini, ce qui prouve que B' est une A-algèbre finie, et par suite que b est entier sur A. C.Û.F.D.

Remarque (18.12.9). — II se peut qu'un morphisme /: X->Y soit entier lorsqu'on le suppose seulement
séparé, universellement fermé et tel que pour tout j^eY, le morphisme /—100 —> SpecÇkÇjy)) déduit de/soit
entier. Il faudrait pour cela prouver que ces conditions impliquent que/est affine, ou encore que toute fibre ~Ky est
contenue dans un voisinage ouvert affine.

Corollaire (18.12.10). — Un morphisme /: X—>Y qui est injectif et universellement fermé est entier.
Il suffit, par (18.12.8), de prouver que/est affine, ce qui résulte du lemme (18.12.7.1) et de l'hypothèse.
Corollaire (18.12.11). — Soit f: X—>-Y un morphisme de préschémas (resp. un morphisme localement de type fini}.

Pour que f soit un homêomorphisme universel (2.4.2), il faut et il suffit que f soit entier (resp. fini), radiciel et surjectif.
On sait que les conditions sont suffisantes (2.4.5); elles sont nécessaires en vertu de (18.12.10) et (i 8.12.4).
La proposition suivante améliore (8.11.2):
Proposition (18.12.12). — Tout morphisme f '. X—>Y qui est quasi-fini et séparé est quasî-affine.
Posons ^/==/*(^x)î ci111 est une ^-^gebre quasi-cohérente puisque/est quasi-compact et séparé (1.7.4);

g h
soit Z=Spec(*Q^) (II, 1.3.1) de sorte que/se factorise canoniquement en X —> Z —» Y, h étant affine et g
correspondant à l'automorphisme identique de ^ (II, 1.2.7); il suffira de prouver que g est une immersion ouverte,
ou, ce qui revient au même (17.9.1) que g est étale et radiciel. Il suffira évidemment de montrer que, pour tout y eY,
le morphisme g est étale et radiciel en chaque point de/"1^). Or, pour tout y eY, on peut appliquer à/le résultat
de (18.12.3), dont nous conservons les notations; puisque le morphisme Y'—^-Y est plat, et que/est quasi-compact
et séparé, on a, à un isomorphisme canonique près, f^{Q^i) == ^®(T) ^ y ' = ̂ f (2.3.1), donc Z' = Z X yY' s'iden-

g ' V
tifie à Spec(/^(^x/)), et dans la factorisation canonique X' —> Z' -> Y' de/' (II, 1.2.7), on a h'=h^^ et g ' ^ g ^ ' •
Cela étant, la décomposition de X' en somme de deux sous-préschémas X.[, Xg entraîne la décomposition de ^f

en produit direct des deux ^y-Algèbres quasi-cohérentes ̂ i, J^a » images directes respectives de O^i et 0^', de sorte
que Z' s'identifie à la somme Z^ U Zg, où Z^ == Spec(^) et ^'(X^) cZ^ pour i = i, 2. Comme X.[ est fini sur Y',
g^ ==g^ ( X^ est un isomorphisme de X^ sur Z^, puisque/' | X^ est affine; comme Xg ̂ f/~l(y) = 0, on voit que g '
est étale et radiciel en chaque point de/'™^,/). Le morphisme Y'—>Y étant plat et localement de présentation finie,
on déduit donc d'abord de (17.7.4) que g est étale en tous les points de X projections de points de /'^(V),
c'est-à-dire en tous les points de/"1^) (I, 3.5.2). D'autre part, le morphisme g^, '.f^1^) —>• h''1^) déduit
de g est radiciel; comme fe(y) == fe(j/), le morphisme gy : f~l{y} -> h~l{y) est aussi radiciel, autrement
dit g est radiciel en chaque point de/"1^), ce qui achève de prouver la proposition.

L'énoncé suivant améliore de même (8.12.6) :
Corollaire (18.12.13) (« Main Theorem » de Zariski). — Soient Y un préschéma quasi-compact et quasi-séparé,

f'. X—>Y un morphisme quasi-fini et séparé. Alors il existe une factorisation de f

g u
X->Z -^Y

où g est une immersion ouverte (nécessairement quasi-compacte) et u un morphisme fini.
En effet, il résulte de (i 8.12.12) que/est quasi-affine, donc quasi-projectif. On peut alors appliquer (8.12.8),

où l'hypothèse de l'existence d'un ^y-Module ample peut en fait être remplacée par la seule hypothèse que Y est
quasi-compact et quasi-séparé : en effet, il résulte de (8.12.3) que l'existence de la factorisation annoncée dans
(8.12.8) est une propriété locale sur Y, et qu'il suffit donc de la prouver lorsque Y est affine.

Remarque (18.12.14). — On peut donner de (18.12.13) une démonstration analogue à celle de (18.12. i2)
n'utilisant pas (8.12.8) (mais utilisant (18.12.3), donc (18.5.11), qui lui-même se sert du « Main theorem » sous sa
forme locale (8.12.9)). Gardons en effet les notations de la démonstration de (i 8.12.12), et soit Se la ^-Algèbre quasi-
cohérente,/^rw^yr^ intégrale de Q^ dans s^ (II, 6.3.2). Si l'on pose T=Spec(^*), il suffit, en vertu de (8.12.3),
de prouver que le Y-morphisme g : X—>T correspondant à l'injection canonique SS—>s^ est une immersion, et
pour cela il suffit de montrer (17.9.1) que g est étale et radiciel. Avec les notations de (i 8.12.12), on peut supposer

/^s^

que Y==Spec(C) et Y'=Spec(C') sont affines, C' étant une C-algèbre étale (17.3.2); donc ja^=A, où A est
/-^/ /^-/

une G-algèbre, j^'=A7 avec A'=A®cG', et ^===B, où B est la fermeture intégrale de G dans A. L'algèbre A'
est isomorphe au produit A[ X Ag, où A[ est une G'-algèbre finie. Il suffira de prouver que B' = B ®c C', qui
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s'identifie par platitude à une sous-C'-algèbre de A', contient A[, en effet, B' se décomposera alors en produit A[ xA^
où A^ est une sous-C'-algèbre de Ag, et si l'on pose Tg' = SpecÇAg'), T' == T XyY' sera somme de Z[ = Spec(Ai)
et de Tg, et gf \ X.[ sera un isomorphisme de X.[ sur Z[, ce qui permettra de conclure comme dans (18.12.12).

Pour prouver que B' contient A[, il suffit évidemment de prouver la proposition suivante, qui étend partielle-
ment (6.14.4) lorsqu'on ne fait plus d'hypothèses noethériennes :

Proposition (18.12.15). — Soient G un anneau. G' une G-algèbre étale, A une C-algèbre, B la fermeture intégrale de G
dans A; on pose A^A^G', B^B®^', B' s'identifiant à une sous-algèbre de A'; alors B' est la fermeture intégrale
de G' dans A'.

En considérant la famille filtrante croissante des sous-G-algèbres de type fini de A et raisonnant comme
dans (6.14.4, II)), on peut d'abord supposer que A est une C-algèbre de type fini, donc de la forme E/3, où
E = G[Ti, ..., Ty] et 3 est un idéal de E; on a alors A'= E'/^E', où E'= G^T^, .... TJ. Soit (3^) la famille
filtrante croissante des idéaux de type fini de E contenus dans 3, de sorte que A est limite inductive des E/3^; si B^
est la fermeture intégrale de G dans E/3^, B est limite inductive des B^, comme le montre le raisonnement de (5.13.4).
De même la fermeture intégrale de G' dans E'/^E' est limite inductive de la fermeture intégrale de G' dans E'/^E';
si on prouve que cette dernière est égale à B^çC', il en résultera que B' ̂ lin^B^cC') sera la fermeture

intégrale de G' dans A7. On est ainsi ramené à prouver la proposition lorsque A est une C-algèbre de présentation
finie.

Montrons ensuite qu'on peut se ramener au cas où G est noethérien. En effet, G est réunion filtrante de ses sous-
Z-algèbres de type fini G^, donc il résulte de (17.7.8) qu'il existe un indice a et une C^-algèbre étale C^ tels que
G'^C^^G; en outre G'est limite inductive des Gp==G^®c ^3 P0111' P^a- On peut en outre supposer,
puisque A est une G-algèbre de présentation finie, que A^A^Op G, où A^ est une C^-algèbre de type fini,
et A est limite inductive des Ap = Agç ®ç Gp pour P ̂  a (8.9. i ). Le raisonnement de (5.13.4) montre alors
que B est la limite inductive des fermetures intégrales Bp des Cp dans Ap. De même A' est limite inductive des
Ap=Ap(x)ç G^=A^®c Cp pour P^a, donc le même raisonnement que ci-dessus montre qu'il suffira de
prouver que B^ ==B^®c G^ est la fermeture intégrale de G^ dans A^.

Une fois ramené au cas où G est noethérien, la proposition devient un cas particulier de (6.14.4). Il faut
toutefois observer que, lorsque G' est supposé étale sur G noethérien, la démonstration de (6.14.4) n'exige plus le
délicat théorème (6.14. i). En effet, les réductions successives de la preuve de (6.14.4) ramènent sans utiliser (6.14.1),
au cas où G est intègre, A le corps des fractions de G. Comme alors B est un anneau normal et que le morphisme
Spec(B/)->Spec(B) est étale, il résulte de (i 7.5.7) que B7 est un anneau normal; le raisonnement se termine en faisant
appel seulement au lemme élémentaire (6.14. i. i), mais non à la partie difficile de la preuve de (6.14. i).

Proposition (18.12.16) . — Soient g : Y-»S un morphisme quasi-compact, f: X—>Y un morphisme séparé et quasi-fini.
Pour tout (P y-Module inversible ^, ample relativement à S (II, 4.6. i), le Q^- Module /*(oâ?) est ample relativement à S.

En effet, en vertu de (i 8.12.12), le morphisme/est quasi-affine, donc (II, 5. i .6) le G^-Module ^x est ample
pour/. On en déduit (II, 4.6.13, (ii)) que ^®(T) /"(Jê?®^ =/*(JS?®n) est ample relativement à S pour un n

assez grand. Mais comme /"(J^®^) = (/"(oS?))®^ cela entraîne que f*W est ample relativement à S
(II, 4.6.9, (i)).

Corollaire (18.12.17) . — Soient Z un schéma affine, h : X->Z un morphisme de type fini, ̂  un (P^-Module inversible.
Avec les notations de (II, 4.5.2),^ conditions de (II, 4.5.2) (qui équivalent au fait que ̂  est ample} sont aussi équivalentes
à chacune des suivantes :

b") h est séparé, on a G(e) == X et le morphisme canonique u : G(s)—>-Proj(S) a ses fibres finies et discrètes.
b'̂ ) On a G (s) == X et le morphisme canonique u est radiciel.
Si Z=Spec(A), l'anneau S est canoniquement muni d'une structure de A-algèbre graduée, donc on a un

morphisme structural g : Proj(S)—^Z qui est séparé (II, 2.4.2), et on a h=gou.
Comme tout morphisme radiciel est séparé (1.8.7.1), V) entraîne que h est séparé, donc entraîne b " ) .

Comme la condition b) de (II, 4.5.2) entraîne évidemment V), il reste à voir que b " ) entraîne que oS? est ample.
Puisque h==gou est de type fini par hypothèse et que g est séparé, u est aussi de type fini (I, 6.3.4), donc l'hypo-
thèse h") entraîne que u est quasi-fini et séparé (I, 5.5.1). Pour prouver que ^ est ample, nous allons appliquer
(18.12.16). Posons Y=Proj(S). Comme X est quasi-compact, il existe un entier n>o et un nombre fini d'élé-
ments /,-eS^ tels que les images réciproques u~l(D_^(fj)) recouvrent X; on peut donc considérer u comme un
morphisme quasi-fini et séparé de X dans l'ouvert Y' == UD_^(/-) de Y. Considérons alors le Q^, -Module inversible

^/ = 6y (n) | Y' (II, 2.5.8) ; il est très ample relativement à Z (II, 4.4.3), et M* (^/) n'est autre par définition que ̂ (8)n
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(II, 3.7.9, (i)). En vertu de (18.12.16), J$?®n est donc ample relativement à Z (ce qui équivaut à dire qu'il est
ample (II, 4.6.6)), et par suite il en est de même de J^ (II, 4.5.6, (i)).

Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer de même des conditions équivalentes à celles de (II, 4.6.3) pour
les ^x"^00^-1^ relativement amples.

§ 19. IMMERSIONS RÉGULIÈRES ET PLATITUDE NORMALE

Le présent paragraphe est consacré, d'une part à une étude des immersions régulières
(16.9.2) Y—^X de préschémas, notamment dans le cas où X et Y sont plats sur un
même préschéma S; d'autre part, il donne des compléments sur les suites M-régulières
et la platitude normale, en généralisant notamment des résultats de platitude établis
par H. Hironaka dans sa théorie de la résolution des singularités [35].

i9.i. Propriétés des immersions régulières.

Proposition (19 .1 .1 ) . — Soient X un préschéma localement noethérien, j : Y->X une
immersion, y un point régulier de Y. Pour que j soit une immersion régulière au point y\ il faut et il
suffit que X soit régulier au point j {y).

Compte tenu de (16.9.10), on est ramené à prouver le
Corollaire (19 .1 .2 ) . — Soient A un anneau local noethérien, 3 un laea^ de A; on suppose

que Panneau quotient B =-- A/3 soit régulier. Pour que A soit régulier, il faut et il suffit que l'idéal 3
soit régulier.

En effet, si A est régulier, on sait (0, 17.1.9) que 3 est engendré par âne partie
d'un système régulier de paramètres de A, donc 3 est régulier. Inversement,
si 3 est régulier, et si (^)i^^^ est une suite A-régulière engendrant 3î (^) ^alt partie
d'un système de paramètres de A (0, 16.4. i), donc on déduit de (0, 17.1.7) que A est
régulier.

Définition (19.1.3). — Soient X un préschéma, Y un sous-préschéma de X, U un ouvert
de X contenant Y et tel que Y soit défini par un Idéal / de (9^\ on suppose que /\ /^ soit un
6^\ /-Module localement libre (ce qui est le cas si Y est quasi-régulièrement immergé
dans X). Pour tout j^eY, on appelle codimension transversale de Y dans X au point y et on note
codim^(Y, X) le rang du [Gyl^-module libre / y\/^ Si f\ Z-^X est une immersion
damage Y, on appelle de même codimension transversale de f au point ^;eZ la codimension tranversale
dans X au point f{^) du sous-préschéma Y.

Proposition (19.1.4). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
de X régulièrement immergé ; alors, pour tout j/eY, on a

(19.1.4.1) codim^ (Y, X) == codiniy (Y, X).

En vertu de (5.1.3.2), codim^(Y, X) est égal à la plus petite valeur des dimen-
sions des anneaux locaux A== 0^ g, où ^ est point générique d'une composante irréduc-
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tible de Y contenante; comme un tel point ^ est contenu dans tout voisinage dey dans X,
/ ^ / ^ z est un A-module libre de rang n==codim^(Y, X); tout revient à voir que
dim(A)=7z. Or, puisque ^ est point maximal du sous-préschéma Y défini par / , on a
dim(^x,2/^)==°3 donc / ^ est un idéal de définition de l'anneau local noethérien A;
en outre, l'hypothèse que / est quasi-régulier entraîne que ^^/^F4'1 est un

(A/^)-module libre de rang ( ) ; si r est la longueur de l'anneau artinien A/^,\ n—i /

la longueur de / ' ^ l / ' ^ ^ 1 est donc r\ n~ï}\ le polynôme de Hilbert-Samuel de A

pour la filtra don ^-préadique est donc bien de degré n, ce qui prouve la proposi-
tion (0, i6.2.3).

En vertu de (19.1.4), on dira désormais « codimension » au lieu de « codimension
transversale » lorsqu'il s'agira d'un sous-préschéma Y régulièrement immergé dans X
{même lorsque X n'est pas localement noethérien).

Proposition ( 19 .1 .5 ) . — (i) Pour qu'une immersion j : Y-^X soit ouverte, il faut et il
suffit quelle soit régulière et de codimension o en tout point.

(ii) Soient f: Y->X une immersion régulière (resp. quasi-régulière) g : X'->X un
morphisme plat., Y'^YXxX7 ; alors le morphisme f'=f^ •' Y'—^X' est une immersion régu-
lière (resp. quasi-régulière) ;, et pour tout j/eY7, si y est la projection dey' dans Y, la codimension
de f au point y' est égale à la codimension de f au point y. Inversement, si f est une immersion et
g : X'->X un morphisme fidèlement plat et quasi-compacte alors, si f est une immersion quasi-
régulière^ il en est de même de f.

(iii) Si y:Y->X et g : Z->Y sont des immersions régulières, alors fog : Z->X est
une immersion régulière, et pour tout ^:eZ, la codimension de fog au point ^ est la somme de la
codimension de g au point ^ et de la codimension de f au point g{^). De plus, la suite d'homomorphismes
canoniques ( 1 6 . 2 . 7 . 1 )

(19. i .5. i) o-^*(^Y/x) ̂ ^z/x-^z/Y--0

est exacte, et pour tout ^.eZ, il existe un voisinage de ^ dans Z dans lequel les restrictions des homo-
morphismes de cette suite forment une suite scindée.

(iv) Soient X un préschéma localement noethérien, f : Y->X et g : Z->Y deux immersions,
^ un point de Z. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) g est une immersion régulière au point ^ et f une immersion régulière au point g{^)-
b) g et fog sont des immersions régulières au point .̂
c) fog est une immersion régulière au point ^,f est une immersion régulière au point g{€), et

la suite d^homomorphismes canoniques (19. i . 5 . 1 ) 3 restreinte à un voisinage ouvert asse^ petit de ^
dans Z, est exacte et scindée.

(v) Soient X un préschéma localement noethérien, f: Y->X, g : Z->Y deux immersions,
^ un point de Z ; supposons que y ==g{^.) soit un point régulier de Y et x =f{g{^)) un point régulier
de X (ce qui entraîne, par (19.1.1), que/est une immersion régulière au point g{^)) ; alors,
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pour que f og soit une immersion régulière au point z, il faut et il suffit que g soit une immersion
régulière au point z-

L'assertion (i) est une autre manière d'exprimer (16.1.10). Pour démontrer la
première assertion de (ii), on peut se borner au cas où Y est un sous-préschéma fermé
de X défini par un Idéal régulier (resp. quasi-régulier) / ; alors Y' est le sous-préschéma
fermé de X' défini par l'Idéal g { / ) ^ , (I, 4 •4.5) qui s'identifie ici à g\/) puisque g
est plat; en remplaçant X par un ouvert affine assez petit, on peut supposer que /
admet une suite régulière (resp. quasi-régulière) de générateurs /; (sections de (9^
au-dessus de X). Si la suite (/,) est régulière, il en est de même de la suite (f,® i) (qui
engendre g\/W en vertu de (0, 15.2.5); le résultat analogue pour les suites quasi-
régulières découle aussitôt de la platitude de g et du critère (16.9.4). De même, si g
est fidèlement plat et quasi-compact, et si g { / ) est quasi-régulier, / est de type fini
en vertu de (2.5.2) ; par platitude, on a g \ / } l g ( / Y = g { / l / 2 } , donc, puisque
g { / i ^ ) est localement libre par hypothèse (16.9.4), il en est de même de / j f2 (2.5.2).
Enfin, la condition (iii) de (16.9.4) relative à g\/) entraîne la même condition pour /
en vertu de la fidèle platitude de g (2.2.7). On conclut donc de (16.9.4) que / est
quasi-régulier.

Pour prouver (iii), on peut de même supposer que Y et Z sont des sous-préschémas
fermés de X, définis respectivement par des Idéaux / , JT de <Q^ tels que ,/Cjf; de plus,
on peut supposer qu'il existe des sections f, (i ̂ <m) de / au-dessus de X engendrant V

*-i
et telles que pour^ i^m, l'endomorphisme de ^/(S^.^x) défini par^ soit injectif,

et des sections fi{m+i^n) de Jf/,^ au-dessus de X engendrant Jf/^ et telles

que pour m+i^n, l'endomorphisme de W/)l{.^fW/}) défini par ̂

soit injectif. Pour tout ^eZ, soit U un voisinage ouvert de z dans X tel qu'il existe
une section f, de JT au-dessus de U, dont jÇ|U soit la classe dans F(U, SSTj/)

pour m+i^n; alors (<W)/(. S (^/^)), restreint à U est isomorphe à
(-1 ,-i î-»»+i r

^/((^|U)+^2;^^.^)==^u/(^<9u), et on voit donc que la suite (/,) ,̂̂  est régu-

lière dans (î\j; comme elle engendre .T|U, cela prouve la première assertion de (iii).
Pour prouver la dernière assertion de (iii), on peut se borner (avec les mêmes notations)
au cas où les images f, des ^ dans Jf/^f2 (pour ï^i^n) forment une base de
cet ^x/̂ -Module (16.9.5); pour la même raison, on peut supposer que les t,
tels que î^i^m sont les images canoniques des éléments d'une base du O^C^-
Module g\/f/2), et que les images canoniques t, des t, dans (^l/)j(^f/Y pour
m+ifii^n forment une base de cet ffl^-JT-Module. Cela achève de prouver (iii).

Passons à la démonstration de (iv). Le fait que a/implique c) résulte de (iii).
Prouvons que c) implique a). Posons encore A=0^^, de sorte que (î'Y,^)=A/3,
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(0^ ̂ ==A/A avec 3c^ï. Par hypothèse, 3 et ^ sont des idéaux réguliers de A et on a
une suite exacte scindée

o^sis^w^w^im)2^
(cf. (16.2.7)). Gela entraîne qu'il existe des éléments fy ( i^j^r+j) de S{ dont les
images f^ dans ^/^t2 forment une base de cet (A/^)-module, et tels en outre que les^.
d'indice j^r appartiennent à 3 et sont ^l8 q^e leurs images dans 3/3^ forment une
base de cet (A/^-module. Les fy pour î^:j^r-{-s engendrent donc S{, et les fy pour
ï^j^r engendrent 3 puisque A est noethérien (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 3,
n° 2, prop. 5) ; comme ̂  est un idéal régulier, il résulte de (16.9.5) que la suite (^) i^^r+s
est régulière. Par définition, les images de/^^.^, . . .,/^+s dans ^1/3 forment donc une
suite régulière dans cet (A/3)-module, ce qui achève de prouver que c ) entraîne a)
dans (iv).

Enfin, compte tenu de (16.9.10), il est immédiat que (v), ainsi que l'équivalence
de a) et b) dans (iv), résultent du

Corollaire (19. i. 6). — Soient A un anneau local noethérien, 3? ̂  deux idéaux de A contenus
dans son idéal maximal m et tels que 3C^5 A/=A/3, ^'==^/3- Alors :

(i) Si 3 ^ ^/ sont des idéaux réguliers, il en est de même de S{.
(ii) Si S{ et K sont des idéaux réguliers, il en est de même de 3-

(iii) Supposons les anneaux A et A'==A/3 réguliers. Pour que V idéal S{ soit régulier,
il faut et il suffit que K le soit.

L'assertion (i) est un cas particulier de (19.1.5, (iii)). Pour démontrer (ii), consi-
dérons l'homomorphisme surjectif canonique u : ,ft/.ft2—^ ̂ 7•^/2==•^/(^2+3)• Comme
par hypothèse S{/S{2 et ^'/^/2 sont ^es (A/^-modules libres, dont nous désignerons les
rangs respectifs par p-\-q et y, le noyau de u est un (A/ft) -module projectif (Bourbaki,
Alg., chap. II, 3e éd., § 2, n° 2, prop. 4), donc libre de rangj^ puisque A/^ï est un anneau
local noethérien (Om, 10.1.3); autrement dit, il existe une base de ft/<ft2 dont les
p premiers éléments forment une base de (ft2+3)/^2• Cela signifie encore (en vertu
du lernme de Nakayama) qu'il existe un système de générateurs (fi)i^i^p+q de S{,
formant une suite régulière dans A, telle que la suite (j^)i^^ soit formée d'éléments de 3;
il s'agit de montrer que cette dernière suite engendre 3- Pour cela, désignons par 3'C3
l'idéal qu'elle engendre; en considérant l'anneau A/3', on voit qu'on est ramené à
prouver le lemme suivant :

Lemme (19.1.6.1) . — Soient B un anneau local noethérien d'idéal maximal n, {gy)i^j^q
une suite régulière dans B d'éléments de n, b V idéal quelle engendre, ccb un idéal tel
que les images canoniques des gy dans B /C forment encore une suite régulière dans cet anneau. Alors
on a c==o.

Le lemme étant trivial pour q=o, raisonnons par récurrence sur q. L'hypothèse
de récurrence, appliquée à l'anneau B/^B et aux images canoniques des g y ^ ^ J ^ q )
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et de c dans cet anneau quotient, montre que CC^B. Soit b l'idéal de B formé des xeîï
tels que g-^xec; on a donc c=^ib; mais comme par hypothèse^ est régulier dans B/C,
on a nécessairement b = c, donc c ==^iC. Comme c est de type fini et que g-^ est contenu
dans le radical de B, le lemme de Nakayama montre que c == o.

Démontrons enfin l'assertion (iii) de (19.1.6). En vertu de (i) et de (19.1.2) ,
il suffit de voir que si K est régulier, il en est de même de ^'. Notons que 3 est régulier
(19.1.2), et raisonnons par récurrence sur le rang q du (A/3)-module libre 3/32.
Si q-==Q, on a 3=o par le lemme de Nakayama et l'assertion est triviale. Comme A
et A/3 sont réguliers, on sait (0, 17.1.9) que 3 est engendré par une partie à q éléments
d'un système régulier de paramètres de A, donc, si/est un des éléments de ce système
de générateurs de 3, A^= A//A est régulier et /<^m2 (0, 17. i . 8). Soient 3i, ̂  les images
canoniques de 3, ^ dans A^; on a 3iC^, Ai/3i=A/3, donc Ai/3i est régulier et par
suite 3i est un idéal régulier (19.1.2). Montrons que ̂  est un idéal régulier dans A^;
comme S{ est un idéal régulier dans A, il suffit de montrer que / fait partie d'un système
régulier de générateurs de ^, et pour cela (16.9.5) il suffit de montrer que l'image de/
dans S{|(S{2+mS{)=S{|mS{ fait partie d'une base de cet (A/m)-espace vectoriel, autre-
ment dit que /^mft, ce qui résulte en effet de /^m2. Alors, comme 3i/3^ est un
(Ai/3i)-module libre de rang q—î, l'hypothèse de récurrence montre que Mi=Ai/3i
est un idéal régulier de Ai/3i, et comme ^' s'identifie à S{[ dans l'isomorphisme cano-
nique entre A/3 et Ai/3i, ^' est régulier. C.Q.F.D.

Remarques (19.1.7). — (i) Nous ignorons si le composé de deux immersions quasi-
régulières est quasi-régulière.

(ii) Dans un espace annelé en anneaux locaux X, pour tout Idéal / de Q^
^xl/ est de type fini et a donc un support fermé dans X (Oi, 5.2.2). On peut par suite
définir comme dans (1,4.1.3 et 4.2.1) les notions de sous-espace annelé (localement
fermé) de X défini par un Idéal / d'un faisceau 0^, où U est un ouvert de X, et la notion
d'immersion. Les définitions d'immersions quasi-régulières et régulières, de codimension
transversale s'appliquent alors sans modification, et les résultats de (19.1.4, (i) à (iv))
sont encore valables, en supposant dans la seconde assertion de (i) et dans (iv) que le
faisceau Q^ soit cohérent et les anneaux locaux 0^ ^ noethériens, quant à (ii), il faut
définir Y' comme le sous-espace annelé défini par le é^'Idéal g{/}\ les démonstrations
sont inchangées.

(19.1.8) Nous avons déjà signalé (notamment dans (16.9.6, (ii))) que dans les
anneaux non noethériens, la notion de « suite régulière » d'éléments de l'anneau ne
possède pas les propriétés qui la rendraient utilisable. De récentes recherches semblent
montrer que la notion qui doit dans ce cas se substituer à celle de suite régulière est
celle de suite f=(/, ...,/,) ayant la propriété que le complexe de l'algèbre exté-
rieure Ko(f, M) (III, 1.1.3) ait son homologie nulle en degrés >o (cf. (III, 1.1.4)); voir
en particulier A. Grothendieck, Séminaire de géométrie algébrique, 19663 à paraître
prochainement.
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19.2. Immersions transversalement régulières.

Définition (19.2.1). — Soient u : X->S un morphisme de préschémasy S^ un 0y Module
quasi-cohérent. On dit qu'une suite (^)i<«^ de sections de ̂  au-dessus de X est transversalement
^-régulière relativement à S {pu relativement à u) si la suite (^) est ^-régulière et telle
que les QyModules ^/( S^.j^') soient S-plats pour o^i^n. On dit qu9 un Idéal quasi-cohérent ^

de (Px es^ transversalement régulier relativement à S {pu relativement à u) en un point
A:eSupp(^x/^) s^il existe un voisinage ouvert U de x et une suite finie (f^) de sections de /
au-dessus de U qui est transversalement G-y-régulière relativement à S et qui engendre ^|U.

Dans une A-algèbre B, on dit qu'un idéal 3 est transversalement régulier relativement
/—'w»

à A si ^==3 est transversalement régulier relativement à S==Spec(A) en tout point
de V(3) dans Spec(B).

Définition (19.2.2). — Soient S un préschéma, X, Y deux S-préschémas, u : Y—^X
un ^-morphisme qui est une immersion. On dit que u est une immersion transversalement régulière
relativement à S en un point j^eY s9 il existe un voisinage V de u{jy) dans X tel que le sous-préschéma
induit sur ^fY)nV par le sous-préschéma de X associé à u soit défini par un Idéal de (Py trans-
versalement régulier relativement à S au point u{y).

Il est clair que l'ensemble des points de Y où une immersion est transversalement
régulière relativement à S est ouvert dans Y; s'il est égal à Y, on dit simplement que u
est une immersion transversalement régulière relativement à S.

Si S->T est un morphisme plat, alors, si / est un Idéal de ^x transversalement
régulier relativement à S en xeX, il l'est aussi relativement à T (Oi ,6 .2 . i ) . Une
S-immersion Y->X transversalement régulière en un point j^eY relativement à S est
donc aussi une T-immersion transversalement régulière relativement à T en ce point.

Proposition (19.2.3). — Soient S un préschéma, X, Y deux S-préschémas, u : Y->X
un S-morphisme qui est une immersion transversalement régulière relativement à S en un point jeY.
Alors, pour tout changement de base S'->S, sillon pose X^XXgS', Y'^YXgS', l'immersion
u' = u^ : Y' -> X" est transversalement régulière relativement à S'en tout point y' eV au-dessus dey.

Gela résulte aussitôt de la définition et de (0, 15.1.15).
Proposition (19.2.4). — Soient S un préschéma, X, Y deux S-préschémas, u : Y->X

un S-morphisme qui est une immersion. On suppose, soit que S et X sont localement noethériens,
soit que les morphismes structuraux ^:X->S, h : Y—^S soient localement de présentation finie.
Soient y un point de Y, s son image dans S. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) u est transversalement régulière relativement à S au point y.
b) Les morphismes g et h sont plats au voisinage des points u{y) et y respectivement, et si

r on pose ^==g'~l{s), yy===h~l{s), l'immersion Uy : Yg->Xg est régulière au point y.
b7) Les morphismes g et h sont plats au voisinage des points u[y) et y respectivement, et, pour

tout changement de base S'-»S, si Von pose X'^XXgS', Y'^YXgS', l'immersion
u'==u^ : Y'->X' est régulière en tout point de Y' au-dessus de y.

c) Le morphisme h est plat au voisinage du point y, et l'immersion u est régulière au voisinage
du point y.
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c7) Le morphisme h est plat au voisinage du point y, et l'immersion u est quasi-régulière
au voisinage du point y,

On a déjà prouvé dans (19.2.3) que a) entraîne V ) sans hypothèse de finitude,
et il est trivial que V ) entraîne b). Montrons que b) entraîne c ) . On peut pour cela
(la question étant locale sur X et sur S) supposer que Y est un sous-préschéma fermé
de X défini par un Idéal quasi-cohérent / de 0^, et u l'injection canonique. L'hypothèse
que O^f/ est ^-plat entraîne que la suite

o -> /®^{s) -> O^^kÇs) -> W/)®^k{s) -> o

est exacte (Oi, 6. i .2)3 donc Yg est le sous-préschéma fermé de Xg défini par l'Idéal / ^
de Q^Q^Q^[s) qui s'identifie à /®o^[s)-=/Im,/. Considérons une suite
finie (^) de sections de / au-dessus d'un voisinage dey dans X, dont les images dans
/ y l ( ^ s / y + / l } forment une base de ce (^x,y/(m^x.y+^))-module (qui est libre
en vertu de l'hypothèse b)). Puisque Xg est localement noethérien, il résulte de (16.9.11)3
(16.9.5) et de l'hypothèse b) que les images [f^=f^ï, sections de /^==/®^ k{s)
au-dessus d'un voisinage dey dans Xg, forment une suite régulière engendrant la restric-
tion de / ^ à ce voisinage. Comme mg^x,y est contenu dans le radical de 0^ , et que
dans les deux cas envisagés / y est un idéal de type fini de Q^y, il résulte du lemme
de Nakayama que les [f^)y engendrent aussi /y\ comme / est un Idéal de type fini
de ^x dans les deux cas envisagés, il y a un voisinage U de y dans X tel que les f^ \ U
engendrent /\V (Oj, 5 .2.2) . Le fait que b) entraîne c ) est alors conséquence
de (0, i5. i . 16) lorsque S et X sont localement noethériens, et de (11.3.8) lorsque g et h
sont localement de présentation finie; dans ce dernier cas, (11.3.8) prouve aussi l'équi-
valence de c) et c ' ) (qui est triviale lorsque X et S sont localement noethériens
(0, 15.1.11)). Enfin, si c) est vérifiée, pour prouver a), on peut encore se borner au cas
où Y est un sous-préschéma fermé de X défini par /', et par hypothèse, il y a une suite
régulière (^) de sections de / au-dessus d'un voisinage de y dans X telle que les f^
engendrent /\\3 et que h soit plat dans U; pour voir que c ) entraîne a), il suffit encore
d'appliquer (0, 15.1.6) lorsque S et X sont localement noethériens, et (i i . 3.8) lorsque g
et h sont localement de présentation finie.

Remarques (19.2.5). — (i) Lorsque dans la condition b ) , on supprime l'hypothèse
que h est plat au voisinage de y, la condition ainsi modifiée n'entraîne plus a). Il suffit
de prendre pour S le spectre d'un anneau local qui n'est pas un corps, pour s le point
fermé de S, et Y==X,.

(ii) Supposons que Y soit un sous-préschéma fermé de X défini par un Idéal quasi-
cohérent / de fi^x • O11 a prouvé au cours de la démonstration de (19.2.4) que, lorsque
les conditions équivalentes de cette proposition sont remplies, alors, pour tout système (^)
de sections de / au-dessus d'un voisinage de y dans X, tel que les images des f^ dans
/ y l ^ s / y ^ - / ^ ) forment une base de ce (^x^/^s^x.y+^^cdule, il existe un
voisinage ouvert U de y dans X tel que les fi\V vérifient les conditions de la
définition (19.2.1).
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Corollaire (19.2.6). — Supposons, soit que S et X jw^ localement noethériens, soit ̂ ^
^ A soient localement de présentation finie. Supposons en outre que les fibres Xg et Yg soient des
préschémas réguliers aux points u[y) et y respectivement, et que les morphismes g et h soient plats au
voisinage de u{y) et y respectivement. Alors l'immersion Y—^X est transversalement régulière au
point x.

En effet, il résulte de (19.1.1) que l'immersion Yg->X^ est régulière au point x,
et il suffit d'appliquer (19.2.4, b)).

Proposition (19.2.7). — (i) Toute S-immersion ouverte est transversalement régulière
relativement à S.

(ii) Soient /:Y^X une S-immersion, g : S'->S un morphisme et posons X'==X(gn,
Y^Y^s^y^y^) : Y' -> X'. Si/est une immersion transversalement régulière relativement à S,
f est une immersion transversalement régulière relativement à S'. La réciproque est vraie si g est
fidèlement plat, et si de plus X et Y sont localement de présentation finie sur S.

(iii) Si f: Y->X et g : Z->Y sont des immersions transversalement régulières relativement
à S, il en est de même de fog : Z->X.

(iv) Soient X un S-préschéma, /:Y-^X, g : Z—^Y deux ^-immersions. On suppose,
soit que S et X soient localement noethériens, soit que X, Y et Z soient localement de présentation
finie sur S. Alors, si g et fog sont transversalement régulières au point ^:eZ relativement à S,f est
transversalement régulière au point g(^) relativement à S.

(v) Sous les conditions générales de (iv), supposons que X et Y soient S-plats, Yg régulier
au point g(^) et Xg régulier au point g{^) ; alors, si fog est transversalement régulière au point ^,
il en est de même de g.

L'assertion (i) est immédiate, et la première assertion de (ii) résulte aussitôt de
(19.2.3). Pour démontrer la seconde assertion de (ii), appliquons (19.2.4) : X' et Y' étant
localement de présentation finie sur S', il résulte d'abord de ce critère que X' et Y'
sont plats sur S', donc X et Y sont plats sur S (2.5.1) ; d'autre part, pour tout seS,
si j'eS' est un point au-dessus de s, Y^—^X,, est par hypothèse une immersion régu-
lière, et on déduit donc de (19.1.5, (ii)) qu'il en est de même de Y,->X,, puisque
ces préschémas sont localement noethériens et qu'il revient alors au même de dire que
l'immersion Yg->Xg est régulière ou quasi-régulière. Pour prouver (iii), on se ramène
au cas où Z est un sous-préschéma fermé de Y et Y un sous-préschéma fermé de X, et
on forme comme dans (19.1.5, (iii)) un système de générateurs de l'Idéal de 0^ définis-
sant Z. Pour prouver (iv), on remarque que l'hypothèse jointe à (19.2.4) montre d'abord
que X, Y et Z sont S-plats dans un voisinage de ^, et il suffit en outre, si s est l'image de ^
dans S, de prouver que l'immersion fy : Yg->X^ est régulière au point ^, sachant qu'il
en est de même de gg : Zg-^Yg et de/g0^; mais cela résulte de (19.1.5, (iv)). Enfin,
pour (v), on raisonne de la même manière que pour (iv); l'hypothèse s\ir fog implique
déjà par (19.2.4, b)) que Z est S-plat dans un voisinage de ^, et il en est de même de X
et Y par hypothèse ; on est alors ramené à prouver que gg est régulière au point ^, sachant
qu'il en est de même defgOg^ ce qui découle de (19. i .5, (v)), vu les hypothèses faites
sur X, et Y,.

192



§ 19 ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 193

Proposition (19.2.8). — Soient X un S-préschéma, Y un sous-préschéma fermé de X défini
par un Idéal quasi-cohérent / de 0^ u : Y->X l'injection canonique. Si u est transversalement
régulière relativement à S, les G) ̂ -Modules /n et /n I/m (o^n<m) sont S-plats aux points
de Y. Pour tout changement de base S'—^S, si X^X/gn, Y^Y/gn et u'=u,^, on a
<^rn[ut} = ̂ "n^)®^ ^s' à isomorphisme près pour tout n>o.

En effet, (9^ et Q^/ sont par hypothèse S-plats aux points de Y, et f l / ' ' ^ 1

est un (é?x/,/)-module localement libre (16.9.3), donc est S-plat aux points de Y. La
première assertion résulte alors de (Oj, 6.1.2) et la seconde de (11.2.9.2).

La proposition suivante généralise et précise (17.16.1) :
Proposition (19.2.9). — Soient f: X-^S un morphisme, x un point de X, s=f{x).

Supposons que f soit de présentation finie au point x, et soit un morphisme de Cohen-Macaulay
au point x (6.8. i ). Alors il existe un sous-préschéma Y de X contenant x et ayant les propriétés
suivantes :

(i) L'injection canonique j : Y->X est transversalement régulière relativement à S.
(ii) Le morphisme g=foj : Y-^S est de Cohen-Macaulay (ce qui équivaut à dire,

compte tenu de (i), que toutes les fibres g"1^^)) de g sont des préschémas de Cohen-
Macaulay).

(iii) Le point x est point maximal de Yg^^""1^).
Posons X^/"^); par hypothèse, l'anneau (P^s.x est de Gohen-Macaulay $

soit (^)i^^,, un système de paramètres de cet anneau, qui est donc une suite régulière
(0, 16.5.7). Il y a un voisinage ouvert U de A; dans X et des sections h^ï^i^n) de (9^
au-dessus de U telles que les .̂ soient les images canoniques des (h^ dans l'anneau quo-
tient ^x,,a? de ^x,a;- Soit / l'Idéal de ffl^j engendré par les h^ et prenons pour Y le sous-
préschéma fermé de U défini par / . On peut supposer que/| U est localement de présen-
tation finie, et il en est donc de même de g par définition de Y; il résulte alors de
l'équivalence de c ) et a) dans (11.3.8) que la suite ((^)J est régulière dans 0^ ^ et
que ^y,a; est P^ sur ^s,s5 en vertu de (n .3. i)/et g sont donc plats dans un voisinage
de x et il résulte de (19.2.4) quej est une immersion transversalement régulière relati-
vement à S (en remplaçant au besoin Y par YnV pour un voisinage ouvert V de x
dans X). On a ainsi prouvé (i) et on voit qu'on peut supposer que g : Y-^S est un
morphisme plat. Comme ^Y,,a;î quotient de 0^^ par l'idéal engendré par les ^,, est arti-
nien par construction (0, 16.3.6), x est point maximal de Yg. Enfin, l'anneau C^,^
étant artinien, est un anneau de Gohen-Macaulay (0, 16.5.1), donc, en remplaçant
au besoin Y par son intersection avec un voisinage ouvert de x dans X, on peut supposer
que g est un morphisme de Cohen-Macaulay, en vertu de (12.1.7, (iii)).

En particulier, on retrouve l'existence des « quasi-sections » plates Y d'un
morphisme /: X->S en un point A:eXg qui est fermé dans Xg et tel que/soit
plat au point x et que ^xj,» solt un anneau de Cohen-Macaulay (17.16.1) et
on voit en outre que l'immersion Y->X est transversalement régulière relativement
à S. Ce dernier complément est aussi valable pour la quasi-section étale définie
dans (17.16.3, (i)).
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19.3. Intersections complètes relatives (cas plat),

Définition (19.3.1). — Soit A un anneau local noethérien. On dit que A est un anneau
d'intersection complète (ou encore, anneau d'intersection complète absolue, s'il y a danger de
confusion) si le complété A est isomorphe au quotient d'un anneau local noethérien complet régulier B
par un idéal régulier (i.e. (16.9.7) un idéal engendré par une suite régulière d'éléments de B).

Tout anneau local régulier est un anneau d'intersection complète.
On dit qu'un préschéma localement noethérien X est intersection complète (absolue)

au point ;veX si l'anneau 6^ ^ est un anneau d'intersection complète.
Proposition (19.3.2). — Soient B un anneau local noethérien régulier, 3 un idéal de B.

Pour que A == B/3 soit un anneau d'intersection complète, il faut et il suffit que l'idéal 3 soit régulier
(i.e. (16.9.7) engendré par une suite régulière d'éléments de B).

On peut écrire A == B/3B et puisque B est un B-module fidèlement plat et B noethé-
rien, 3B est régulier si et seulement si 3 ̂ est { I 9 ' I f 5 9 (ii))* Ceci montre (en vertu de
(0, 17.1.5)) d'une part que la condition de l'énoncé est suffisante, et d'autre part que
pour prouver qu'elle est nécessaire, on peut se borner au cas où A et B sont complets.
Par hypothèse, il existe alors un anneau local noethérien complet régulier B' tel que A
soit isomorphe à un quotient B73'? où 3' est un idéal régulier de B'. Considérons alors le
produit fibre Bx^B'^B" pour les homomorphismes surjectifs B—^A, B'—^A (0, 18. i .2);
nous prouverons d'abord le lemme suivant :

Lemme (19.3 .2 .1) . — Soient A, E, F trois anneaux, f\ E->A, g : F—-A deux homo-
morphismes, et posons G = E x^ F (0, 18 . i. 2).

(i) Si f est surjectif et si E et F sont des anneaux noethériens, il en est de même
de G.

(ii) Si A, E et F sont des anneaux locaux et sifet g sont des homomorphismes locaux, G est
un anneau local et les homomorphismes canoniques G—^E, G—^F sont locaux.

(iii) Si les conditions de (i) et (ii) sont vérifiées, si g est surjectif, et si E et F sont des anneaux
locaux noethériens complets, il en est de même de G.

(i) Compte tenu de (0, 18.1.3 et 18.1.5), G est un A-anneau augmenté sur F,
dont l'idéal d'augmentation 3' s'identifie canoniquement au noyau 3 de y, la structure
de G-module sur 3' s'identifiant à celle de E-module sur 3 au moyen de l'homomorphisme
canonique G->E. Si a est un idéal quelconque de G, a/Çar^) est isomorphe à
(a+3')/3'î donc à un idéal de F, et par suite est de type fini; d'autre part, an3' est
isomorphe à un idéal de E contenu dans 3î donc est aussi de type fini, ce qui prouve
que a est de type fini, donc G est noethérien.

(ii) Soient r, 5 les idéaux maximaux de E et F respectivement; l'ensemble m ==1X^5
est évidemment un idéal de G, image réciproque de r par la projection G->E et de 5
par la projection G-^-F. On en déduit aussitôt que les éléments de m sont non inversibles
dans G. D'autre part, si (^ jQ^m, et si par exemple x^ï, f{x) n'appartient pas à l'idéal
maximal de A, donc, puisque g[y) ==f{x), et que g est local, on a aussi j^s; on en
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conclut que x etjy sont inversibles, donc il en est de même de ( x , y ) , ce qui achève de
prouver (ii).

(iii) L'image de m par l'homomorphisme surjectif G—^E est l'idéal maximal r
de E, donc l'image de n^n^' est t^n^, et comme 3 est fermé (donc complet) pour
la topologie induite par la topologie r-adique de E (Oi, 7.3.5)5 3' est complet pour la
topologie induite par la topologie m-préadique de G. D'autre part, G/37, muni de la
topologie m-préadique, est isomorphe à F muni de la topologie s-adique, donc est
complet pour la topologie quotient de la topologie m-préadique de G. On en déduit
aussitôt que G est complet pour la topologie m-préadique.

Ce lemme étant établi, il résulte du théorème de Cohen (0, 19.8.8) que B" est
isomorphe à un quotient d'un anneau local noethérien complet régulier C. Il résulte
alors de (19. i .2) que l'immersion Spec(B') -^ Spec(C) est régulière; comme par hypo-
thèse il en est de même de l'immersion Spec(A) -> Spec(B'), on conclut de (19.1.5, (iii))
que l'immersion Spec(A) -> Spec(G) est régulière; mais cette immersion s'écrit aussi
comme composée Spec(A) — Spec(B) -> Spec(C). Or comme B est régulier par hypo-
thèse, l'immersion Spec(B) -> Spec(C) est régulière (19.1.2); donc il en est de même de
Spec(A)-> Spec(B) par (19.1-55 (iv))-

Corollaire (19.3.3). — Soit X un préschéma localement noethérien localement immersible
dans un préschéma régulier. Alors l^ ensemble des xe^K. où X est une intersection complète est ouvert
dans X et contient l'ensemble des points réguliers de X.

On peut en effet se borner au cas où X=Spec(B/3), où B est un anneau régulier
et 3 un idéal de B. L'ensemble des pD3 dans Spec(B) tels que 3p soit régulier dans Bp
est alors ouvert (16.9.5), et c'est l'ensemble des points de Spec(B) où X est une inter-
section complète en vertu de (19.3.2).

Corollaire (19.3.4). — Soient k un corps, X un préschéma localement de type fini sur k,
k' une extension de k, X' == X®^'. Soient x' un point de X', x sa projection dans X. Pour que X
soit intersection complète en x, il faut et il suffit que X' soit intersection complète en x\

La question étant locale sur X, on peut supposer que X=Spec(A), où A est une
A-algèbre de type fini, donc quotient d'une algèbre de polynômes A;[Ti, . . ., TJ, si bien
que X est sous-préschéma fermé du schéma régulier Y == Spec (k [T^, ..., TJ ) (0, 17.3.7).
Si l'on pose Y'==Y0feÂ;' ==Spec(/;'[Ti, .... TJ), Y' est aussi un schéma régulier. Or,
puisque Spec(Â:') est fidèlement plat sur Spec (A), il résulte de (19.1.5, (ii)) et du fait
qu'il s'agit de préschémas noethériens que l'immersion Y->X est régulière au point x
si et seulement si l'immersion Y'—^X' l'est au point x\ La conclusion résulte donc du
critère (19.3.2).

Corollaire (19.3.5). — Soient A, G deux anneaux locaux noethériens, p : A->G un
homomorphisme local, B = G/3 un anneau quotient de G, k le corps résiduel de A. On suppose
que çfait de G un A-module plat, et que V'anneau C®^k est régulier. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes ;

a) L'idéal 3 est transversalement régulier relativement à A.
b) B est un ^.-module plat, et B®^A: est un anneau d'intersection complète.
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En vertu de (19.2.4)3 la condition a) équivaut à dire que B est un A-module plat
et que S^A^ {V11 s'identifie à un idéal de C®^k en vertu de la platitude de B sur
A (Oi, 6.1.2)) est régulier dans cet anneau. Gomme l'anneau C€)^k est régulier, il revient
au même, en vertu de (19.3.2), de dire (lorsque B est un A-module plat) que 3®^
est un idéal régulier de C^k, ou que B®^Â;= (C®^A)/(3®^Â;) est un anneau d'inter-
section complète; d'où le corollaire.

Définition (19.3.6). — Soit f: X-^-S un morphisme plat localement de présentation
finie. On dit que X est une intersection complète relativement à S en un point x, si la fibre
f"1^/^)) es^ une intersection complète (absolue) au point x. On dit que X est une intersection
complète relativement à S, ou que le morphisme f est un morphisme d'intersection complète, si X est
intersection complète relativement à S en chacun de ses points.

Proposition (19.3.7). — Soient ^ : X->S, h :Y->S deux morphismes plats localement
de présentation finie, f: Y->X une ^-immersion, y un point de Y, x==f(jy), s==g(x)==h{jy).
On suppose que la fibre Xg^^""1^) soit régulière au point x. Alors, pour que f soit une immersion
transversalement régulière au point y, il faut et il suffit que Y soit une intersection complète relativement
à S au point y.

Dire que f est transversalement régulière au point y revient, en vertu de
(19.2.4), à dire que fy : Y^-^Xg est une immersion régulière au pointa. Mais
comme Xg est régulier au point x==f[y), cela équivaut, en vertu de (19.3.2),
à dire que Yg est intersection complète (absolue) au point y, d'où la proposition.

Corollaire (19.3.8). — Soit f: X-^-S un morphisme plat localement de présentation
finie. U ensemble U des ^eX en lesquels X est une intersection complète relativement à S est ouvert
dans X. Si de plus f est propre, V'ensemble E des seS tels que Xg^j^"1^) soit intersection
complète en chacun de ses points est une partie ouverte de S.

Comme E=Y—f(K—U), la seconde assertion résulte de la première et du
fait que f est une application fermée. La première assertion est locale sur X, donc on
peut supposer que X est un sous-préschéma fermé d'un préschéma de la forme
Z =S[T\, . . ., TJ (T, indéterminées). Ce dernier étant lisse sur S (17.3.8), ses fibres Z,
sont régulières, et il revient donc au même, en vertu de (19.3.7), de dire que xeV
ou que l'immersion X->Z est transversalement régulière au point A:; on en conclut
donc le corollaire par (19.2.2).

Proposition (19.3.9). — (i) Toute immersion ouverte est un morphisme d^ intersection
complète.

(ii) Soit y:X->S un morphisme plat et localement de présentation finie qui est un morphisme
d^ intersection complète. Pour tout changement de base g : S'-^S, f'==f^ : X^gn-^S' est un
morphisme d9 intersection complète. La réciproque est vraie si g est fidèlement plat et quasi-
compact.

(iii) Si f \ X->Y et g : Y->Z sont deux morphismes plats localement de présentation
finie qui sont des morphismes d) intersection complète, il en est de même de gof". X-^-Z.

L'assertion (i) découle aussitôt de la définition (19.3.1). Pour prouver (ii),
remarquons d'abord que si f est plat et localement de présentation finie, il en est de
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même de/' (2.1.4), la réciproque étant vraie si g est fidèlement plat ((2.5.1) et
(2 .7 .1) ) ; en outre pour tout s'eS^ si s ^ g ^ s ' ) , il est équivalent de dire que
f^l{s) est une intersection complète ou que f ' ^ 1 ^ ' ) est une intersection complète
(19.3.4); d'où (ii), compte tenu de ce que g est surjectif lorsqu'il est fidèlement
plat.

Enfin, sous les hypothèses de (iii), .go/est plat et localement de présentation finie.
Par définition (19.3.6), on est donc ramené au cas où Z est le spectre d'un corps, et à
prouver alors que les anneaux locaux C?x,a; sont des anneaux d'intersection complète,
ce qui est contenu dans le résultat plus général suivant :

Corollaire (19.3.10). — Soient /: X->S un morphisme plat localement de présentation
finie qui soit un morphisme d^ intersection complète, x un point de X, s==f{x). Si ^g , est un
anneau noethérien d^ intersection complète, il en est de même de (P^ y.

On peut évidemment se borner au cas où S==Spec(A) avec A=(Pg g. Montrons
en outre qu'on peut se borner au cas où l'anneau local A est complet. En effet,
posons A'==A, X'=X®^A', et soit s ' l'unique point fermé de S'=Spec(A'), qui
est l'unique point de S' au-dessus de s, si f'==f^ : X'-^S', la fibre f"1^) est
isomorphe canoniquement à/"1^), puisque A et A" ont même corps résiduel (I, 3.6.4);
il y a donc un seul point ^'eX' au-dessus de x et de s\ et on a par suite (9^, ^ == 0-y^ ^^A.'.
On en déduit que les anneaux locaux Q^ et (9^. ^ ont des complétés isomorphes, car de
façon générale, si E est un anneau local qui est une A-algèbre (l'homomorphisme A->E
étant local), le séparé complété (E®^Â)^ de l'anneau EOO^Â muni de la topologie
produit tensoriel est isomorphe au séparé complété de Ê®^Â^Ê, donc au séparé
complété E de E (Oi, 7.7. i). En vertu de la définition (19.3. i), il revient donc au même
de dire que Q^ est un anneau d'intersection complète, ou que ^x',a/ est un anneau
d'intersection complète.

Supposons donc A complet, on peut en outre supposer que X=Spec(B), B étant
quotient d'une algèbre de polynômes C=A[Ti, . . . ,Ty]. Comme les anneaux de
polynômes sur un corps sont des anneaux réguliers (0, 17.3.7), il résulte de (19.3.7)
que l'immersion X->Z=Spec(C) peut être supposée transversalement régulière relati-
vement à S; donc on peut supposer que B = C/3, ou 3 est engendré par une suite régu-
lière (â)i^^n d'éléments de G. D'autre part, puisque A est complet, on peut par hypo-
thèse l'écrire A'/^t, où A' est un anneau local régulier et S{ un idéal de A7 (0, 19.8.8),
et l'hypothèse que A est un anneau d'intersection complète entraîne que S{ est
engendré par une suite régulière C/,)i^,^ (19.3.2). Dans l'anneau de polynômes
C^A^TI, .. . ,TJ, les éléments fj{î^j^m) forment encore une suite régulière
engendrant l'idéal S{'==S{[T^, . . ., Ty] (0, 15. i .4); comme G' JS{'= G, on voit que si,
pour chaque i, g[ est un élément de G' d'image ̂  dans G, la suite formée des fy (i ̂ j^m)
et des &' Çi^i^n) est régulière dans G'; si 3' est l'idéal de G' qu'elle engendre, on a
B=C'/3', d'où la conclusion en vertu de (19.3.2), puisque G' est un anneau régulier
(0, I7.3.7).
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19 4. Application ; critères de régularité et de lissité pour les préschémas
éclatés.

(19.4.1) Soient X un préschéma, Y un sous-préschéma fermé de X, défini par
un Idéal quasi-cohérent / de ^- Rappelons (H, 8.1.3) que le X-schéma X' obtenu
en faisant éclater Y est le préschéma

X'==Proj(^), où y= ® /n.
H ̂  0

Si / est de type fini, le morphisme structural /: X'^X est projectif. Sans hypothèse
sur / , le sous-préschéma fermé

Y'=/-i(Y)

de X' est défini par l'Idéal quasi-cohérent /Q^. de 0^., canoniquement isomorphe à
<?x'(1); de façon plus précise, on a une suite exacte

(19.4.1.1) o^^x-^^x'-^Y'^o

où /G^ est l'image de ^o (H, 8. i. 7 et 8. i .8). Gomme au voisinage d'un point de X',
le (^'-Module 0^.{i) est libre de rang i, /Oy est engendré dans un tel voisinage par
une section inversible de Q^. et /O^l/2^, est par suite un (Px'/^x'-Module libre
de rang i. Ceci prouve la première assertion du lemme suivant :

Lemme (19.4.2). — L'immersion canonique Y'-^X' est régulière et de codimension i,
et Y' est canoniquement isomorphe au ^-schéma Proj(gr*c(fi'x)).

La seconde assertion résulte de (H, 3.5.3) appliqué à l'injection canonique Y^X,
compte tenu de ce que ^'®^^=gr^.(^) par définition, puisque ̂  est isomorphe
à G^i/ et /^W/) à ^"/^»+1.

Corollaire (19.4.3). — Si l'immersion canonique Y-^X est quasi-régulière, la restriction
g : Y' ->Y du morphisme f est lisse.

En effet, ^TY/X= / ' I \ / 2 est alors un ^y-Module localement libre de rang fini
et gr>(é'x) est isomorphe à S^(./Ty/x) (16.9.8), donc Y' est Y-isomorphe à P(^y/x)
et par suite est lisse sur Y (17.3.9).

Nous verrons plus tard (chap. V) que g est encore lisse lorsque l'immersion Y->X
« ne présente que des singularités ordinaires ».

Proposition (19.4.4). — Avec les notations de (19.4.1) , supposons que X soit localement
noethérien et que le morphisme g : Y'-^Y, restriction de f, soit lisse. Soient x' un point de Y',
x=g{x'). Pour que Y soit régulier au point x, il faut et il suffit que Y' soit régulier au point x'\
lorsqu'il en est ainsi, X' est alors régulier au point x'.

La première assertion résulte de (17.5.8) et la seconde de (19. i. i) et (19.4.2).
Corollaire (19.4.5). — Sous les hypothèses générales de (19.4.4), supposons que Y soit

régulier au point x. Alors, pour toute gemmation ^ de x dans X n'appartenant pas a Y, X est
régulier au point x^. Si Reg(X) est ouvert ((6.12), par exemple si X est excellent (7 8.6,' (iii)))
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et si Y est régulier, alors il existe un voisinage ouvert U de Y dans X tel que X soit régulier aux
points de U—Y.

Pour prouver la première assertion, on peut se borner au cas où X est un schéma
local de point fermé x; l'hypothèse entraîne alors que Y est régulier (0, 17.3.2), donc il
en est de même de Y' par (19.4.4). Notons maintenant que le morphisme f: X'—^X
est projectif, donc propre, et par suite (II, 7 .2 .1) , si l'on considère Punique point x[
de X' au-dessus de x-^ (II, 8.1.3), il existe une spécialisation de x[ appartenant à Y7;
en lui appliquant (19.4.4) et utilisant (0, 17.3.2) on en conclut que X' est régulier au
point x[, donc X régulier au point ̂ puisque X'—Y' est isomorphe à X—Y (II, 8.1.3).
Si Y est régulier, tout point de X—Y qui est générisation d'un point de Y appartient
donc à Reg(X) ; si Reg(X) est ouvert, U ==Yu Reg(X) est donc localement constructible
et stable par générisation, donc ouvert (Oui? 9-2.5) et répond à la question.

Proposition (19.4.6). — Soient g : X->S un morphisme, Y un sous-préschéma fermé
de X défini par un Idéal quasi-cohérent ^, X' le ^.-schéma obtenu en faisant éclater Y, Y' l'image
réciproque de Y dans X'.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) gr^r((?x) est une Q^-Algèbre g-plate.
b) Pour tout n^-o, le G^-Module ^x/^"4'1 sst g-plat (en d'autres termes, le n-ème voisi-

nage infinitésimal Y^ de Y dans X (16 .1 .2 ) est S-plat).
c) Pour tout changement de base Si-»S et tout entier n^i, si l'on pose Xi=XXgSi,

Vhomomorphisme canonique ^n®^ 0^ -> /n®^ es^ ^iJ^if'
Lorsqu'il en est ainsi. Y' est S-plat, et pour tout changement de base Si->S, si Y^ est l'image

réciproque de Y dans X^, le préschéma X^ obtenu en faisant éclater Y^ dans Xj^ est canoniquement
isomorphe à X'XgS^.

(ii) Supposons que les conditions équivalentes de (i) soient satisfaites et de plus que les mor-
phismes X-»S et Y—^S soient localement de présentation finie. Alors y==@ ^n est une

n^O
0^-Algèbre de présentation finie, le morphisme X'-^-X est de présentation finie, l'immersion cano-
nique Y'-^X7 est transversalement régulière de codimension i relativement à S, et l'ensemble des
points de X (resp. X7) où X (resp. X') est S-plat, est un voisinage de Y (resp. Y').

(i) L'équivalence de a) et b) résulte aussitôt de (Oi, 6.1.2); pour montrer l'équi-
valence de b) et c ) , on peut se borner au cas où S == Spec(A) et X== Spec(B) sont affines,

/^^/
avec ^==3, où 3 est un idéal de B; la suite exacte des Tor montre alors que la condi-
tion ̂  implique que Tor^B/y4'1, A')==o pour tout entier n^-Q et toute A-algèbre A';
en prenant pour A' une algèbre somme directe A ©M, où M est un A-module quel-
conque et où la multiplication est définie par {a, m} [a', w')=(ûa', am'-^-a'm) on voit que
la condition précédente équivaut à Tor^B/y"1"1, M)=o, donc au fait que B/^4"1 est
un A-module plat. Si l'on pose /i=/®o ^s ? on a alors © /î^{@ /^^o ^ss w ^ O w ^ O s i
et l'assertion relative au préschéma éclaté X^ s'en déduit aussitôt. Enfin, pour prouver
que Y7 est S-plat, on peut encore se borner au cas où S et X sont affines; si l'on pose
C==-gr^(B), tout point de Y' admet alors, en vertu de (19.4.2) et de (H, 2.3.6), un
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voisinage ouvert affine dont l'anneau est de la forme C^, où t est un élément homogène
de degré i de G; comme par hypothèse G est un A-module plat, il en est de même de son
anneau de fractions G( et de la composante de degré o, C^, de ce A-module gradué,
d'où notre assertion.

(ii) On peut toujours se borner au cas où S et X sont affines, B étant donc une
A-algèbre de présentation finie, 3 un idéal de type fini de B. En vertu de (8.9. i), (8.6.3)
et (i i. 2.9), il existe un sous-anneau noethérien \ de A, une A^-algèbre de type fini B^,
un idéal 3o de Bo tels que B = Bo^A 3 ==^0^ que gr^(Bo) soit un Ao-module^ et que
g^(B)=gr^(Bo)®^A. En vertu de (i), on a alors @T==( ©3?)®^= ( ® 3S)®B B;

w ̂  0 w^ 0 w^ 0
comme ®3? est une Bo-algèbre engendrée par l'idéal de type fini 3o de B(), donc une
Bo-algèbre de type fini, et par suite de présentation finie puisque B() est noethérien, on
en déduit que ® y est une B-algèbre de présentation finie. De même, le morphisme
Proj( © 3") -> Spec(Bo) est de type [fini (II, 2.7. i), jet par suite de présentation finie;
donc le morphisme X'-^X, qui s'en déduit par changement de base, est de présentation
finie. On sait déjà (19.4.2) que l'immersion canonique Y'->X' est régulière; comme Y'
est S-plat, ainsi qu'on l'a vu dans (i), on déduit de (19.2.4) que l'immersion Y'—^X'
est transversalement régulière relativement à S et que X" est S-plat aux points de Y',
donc (n .3. i) dans un voisinage ouvert de Y'. D'autre part, le fait que gr^-^x) est un^
^x-Algèbre S-plate entraîne, par (11.3.4), que X est S-plat aux points de Y, donc (11.3.1)
dans un voisinage de Y.

Corollaire (19.4.7). — Soient g : X->S un morphisme localement de présentation finie,
Y un sous-préschéma fermé de X tel que le morphisme composé Y->X->S soit localement de pré-
sentation finie ; supposons en outre que Y soit S-plaf et que (?x soit normalement plat le long de Y
(11.3 .4) . Alors (avec les notations de (19.4.1)) , le morphisme X'->X est de présentation
finie, V immersion canonique Y'->X' est transversalement régulière de codimension i relativement
à S, Y' est Y-plat (donc S-plat) et l^ ensemble des points de X (resp. X') où X (resp. X7) est
S-plat est un voisinage de Y (resp. Y').

En effet, par hypothèse gr^-(^x) est un (^x/^)"M°dule plat, donc est S-plat
puisque Y est supposé être S-plat. On peut par suite appliquer les résultats de (19.4.6, (i)
et (ii)). Comme Y' est Y-isomorphe à Proj(gr^(^x)) ( tQ-é-s ) , le même raisonnement
que dans (19.4.6) montre que Y' est Y-plat.

Proposition (19.4.8). — Supposons vérifiées les hypothèses de (19.4.7) et en outre que
le morphisme Y'-^Y soit lisse. Soient x' un point de Y', x son image dans Y. Pour que Y soit
lisse sur S au point x, il faut et il suffit que Y' soit lisse sur S au point x' ; lorsqu'au en est ainsi,
X' est alors lisse sur S au point x\

Les conclusions précédentes sont en particulier vérifiées lorsque le morphisme X-^S est
localement de présentation finie et que l ) immersion Y-^-X est transversalement régulière relativement
à S.

Compte tenu de la compatibilité de la formation d'un préschéma éclaté avec les
changements de base dans le cas envisagé (19.4.6, (i)) et de (17.5.1) et (17.7.1) ,
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il suffit de considérer le cas où S est le spectre d'un corps algébriquement clos. Mais
alors il revient au même de dire qu'un S-préschéma localement de type fini est lisse
sur S en un point ou qu'il est régulier en ce point (17.15.1), donc les conclusions résultent
de ( I9 .4-4)-

Lorsque X->S est localement de présentation finie, et que l'immersion cano-
nique Y->-X est quasi-régulière, cette immersion est par définition de présentation finie
puisque l'Idéal qui définit Y est de type fini, donc le morphisme composé Y—^X-^S
est localement de présentation finie. On a déjà vu (19.4.3) que dans ces conditions le
morphisme Y'—^Y est lisse; en outre, on sait alors que ^y/x est un ^y"^0^^ localement
libre et que gr^r(^x) est isomorphe à S ,̂ (^y/x)? donc est un ^y-Module plat. Les hypo-
thèses de (19.4.7) sont donc toutes vérifiées et l'on peut appliquer les conclusions de
l'énoncé de (19.4.8).

Corollaire (19.4.9). — Sous les hypothèses générales de (19.4.8), supposons en outre
que Y soit lisse sur S au point x. Alors, pour toute générisation x-^ de x dans X n'appartenant pas à Y,
X est lisse sur S au point x-^. Si Y est lisse sur S, alors il existe un voisinage ouvert U de Y dans X
tel que X soit lisse sur S aux points de U—Y.

Pour la première assertion, on peut se borner au cas où X est un schéma local de
point fermé x, et l'hypothèse entraîne alors que Y est lisse sur S, tout voisinage du point
fermé de Y dans Y étant nécessairement Y lui-même; on conclut donc par le même raison-
nement que dans (19.4.5), utilisant le fait que l'ensemble des points où X7 est lisse sur S
est ouvert dans X\ Pour prouver la seconde assertion, on peut se ramener au cas où S
est noethérien, et X de type fini sur S, grâce à (8.9.1), (8.6.3), (11.2.9) et (17.7.6);
on conclut alors comme dans (19.4.5), en utilisant le fait que l'ensemble des points où X
est lisse sur S est ouvert dans X.

Remarque (19.4.10). — Dans (19.4.6, (ii)), remplaçons l'hypothèse que X et Y
sont localement de présentation finie sur S par celle que S et X (donc aussi Y) sont
localement noethériens. Alors il est clair que © /n est une 0^-Algebre de type fini, que le
morphisme X'->X est de type fini, et il résulte encore de (19.2.4) appliqué aux pré-
schémas localement noethériens, que l'immersion Y'—^X' est transversalement régulière
relativement à S et que X' est S-plat aux points de Y\

Proposition (19.4.11). — Soient X un préschéma, ê un 0^-Module quasi-cohérent,
u : S-^(9^ un homomorphisme de 0^-Modules, /=u{<S) l'Idéal quasi-cohérent de (9^ image
de u, Y le sous-préschéma fermé de X défini par / . Soit X' le ^.-schéma obtenu en faisant éclater Y.
D'autre part, soient P==P(^) le fibre projectif sur X défini par S (H, 4.1.1), p :P-^X
le morphisme structural, a* : p*[S) -> ^p(i) P homomorphisme canonique (II, 4.1.5.1) et ̂  son
noyau, de sorte qu'on a la suite exacte

a#
Q-^^P ->p\€} -^p(l) ->Q.

Enfin, soit JT l'Idéal quasi-cohérent de ép image de la restriction v : ^->Q^ de p*(u), et soit Z
le sous-préschéma fermé de P défini par ^\
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(i) L'image de X7 par l'immersion fermée j : X'-^P^) correspondant à l'homomorphisme
surjectif de OyAlgèbres graduées S(p (<^) -> S ,̂ { / ) ->• © /n (II, 3.6.2) est un sous-préschéma^ x w^ o
y^yW ûfe Z.

(ii) Si S est un G-^-Module localement libre de rang m, ^ est un Q-p-Module localement
libre de rang m—i.

(iii) On suppose que X soit localement noethérien^ que ê soit localement libre de type fini,
que le sous-préschéma Y soit régulier, et qu'en tout point xeY, l'immersion canonique i : Y—>-X
soit régulière et de codimension égale à rg^ ( ê^) (ce que nous exprimerons en disant que l'homo-
morphisme u est régulier au point x (cf. chap. V)). Alors l'image de X' par l'immersion fermée
j : X'->P est le sous-préschéma fermé Z de P; en tous les points de X'—Y' (Y' image réciproque
de Y dans X') l'immersion j est transversalement régulière relativement à X; enfin en tous les points x9

de Y', X' est régulier, V immersion j est régulière et de codimension rg^ {^z) où ^ ==J (^') (autrement
dit rhomomorphisme v : ^->(Pp est régulier en ^).

Toutes les questions étant locales sur X, on peut se borner au cas où X=Spec(A)
/^/

est affine et <f=E, où E est un A-module. Pour faire la vérification de (i), on peut en
outre se borner à examiner ce qui se passe dans un ouvert affine de P de la forme D^_ {t),
où tëE==Si(E) (11,2.3.14). Si l'on pose S==S^(E), on a alors F{D^{t), ^p)=S^
(II,2.4.i), et /(^)[D+(^)==(E®^S^)^. Si l'on se reporte à la définition de a*
(H, 2.6.2.2) , on voit qu'à tout élément a =2;;^® ((4^. . .^))/^) de E®^)

(où x^ et les xf sont dans E) ocf fait correspondre l'élément 2; {x^x^. .. x^) ̂
de (S(i))^. Il s'agit (pour prouver (i)) de montrer que si ce dernier élément est nul,
alors il en est de même l'image de a'^vÇa^^ïiuÇx^Çx^. .x^)!^ par l'homomor-
phisme canonique S/n -> (z/(E))^ (11,3.6.2). Or, cette image n'est autre que
ïlu{x{i))u(xw)...u{xw)|{u(t))n dans l'anneau A^), c'est-à-dire le produit de l'élé-

ment u(f) et de l'image canonique de ^(x^x^.. ,x{^)|tn+l par l'homomorphisme
i

d'algèbres, prolongement canonique à S^ de l'homomorphisme u : E->A de A-modules.
Gela prouve donc (i).

Pour établir (ii), notons que l'on peut supposer que E est un A-module libre
de rang m; puisque af : E®^S^) -> (S(i))^ est surjectif et que (S(i))^ est un
S^-module libre de rang i, la suite exacte

ft
O^H^E®^)"^!))^-^

est scindée, et H(^ est donc un S^-module projectif de rang m—i, d'où (ii).
Pour prouver (iii), examinons d'abord ce qui se passe au-dessus d'un point ^eX—Y.

Alors u : S —f(9^ restreint à un voisinage de x, est surjectif, donc on peut se borner au cas
où ^==^x? cas ou ^-/ s'identifie canoniquement à X. Pour voir alors que le sous-
préschéma fermé de P image de X' s'identifie à Z, on peut se borner comme au début
au cas où X==Spec(A) est affine, et en outre E^A^, de sorte que S==A[To, . . . ,T^_J .
On peut en outre, avec les notations du début, supposer u(f)^o (les valeurs de teE
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qui vérifient cette condition engendrant l'algèbre symétrique S^(E)) ; changeant au besoin
de base dans E, on peut donc supposer que t=To, et u(T,)=o pour i^i^m—i,
de sorte que S^ s'identifie canoniquement à A[Ti, . . ., T^_J. Les éléments de H
sont alors les éléments de la forme SLJT^T" de E®^A[T\, . . . ,T^_J où les

(X

La(T)=Àao+^alTl+. . •+^«,w-lTm-l doivent être tels que SLJT^T^O dans
_ _ Q(

A[Ti, . . . ,T^_i]. On vérifie aisément que lorsque la condition \o=o est remplie,
les valeurs des \Q peuvent être prises arbitrairement pour |a| ̂  i, et on peut toujours alors
déterminer les À^ pour î> i de façon à vérifier la condition SL^T^^O. Les

a
éléments de l'idéal S{ correspondants sont alors les polynômes SA^T" sans terme constant,

V.

et comme (S^(A))^ s'identifie à A, ces polynômes sont exactement les éléments du noyau
de l'homomorphisme (S^(E))^ -> (S^(A))^. On a ainsi prouvé (19.2.1) que l'immer-
sion j : X'-»P est transversalement régulière relativement à X en tous les points de X'—Y'
et que j(X')=Z en ces points.

Reste à examiner ce qui se passe au-dessus d'un point xeY. L'hypothèse de « régu-
larité » de u en ce point faite dans (iii) équivaut (en vertu de (19.1.1) et de (0, 17.1.7))
à dire que X est régulier au point x et que l'homomorphisme u^® i : S^>Q k(x) -> m /m2

est injectif. Cela étant, comme le morphisme p : P->X est lisse (17.3.9), pour tout ^eP
au-dessus de x, P est régulier au point ^ (17.5.8); en outre (0, 17.3.3) l'homomorphisme
canonique

(i9-4.".i) (în./îît]D®k(.)^) ^m,/mj

est injectif. On en déduit que l'homomorphisme

(^A,^p,J®^fc(^)->m,/înj^x,x J-'^ ^p,^

déduit de p*(u) est aussi injectif, car il s'écrit comme le composé

(^^W)®k(.)^) -> (m,/m^(^) ->m,/mj

où la première flèche est injective par platitude et la seconde est l'homomorphisme injectif
(19.4.11.1). Comme ^ est (dans un voisinage de ^ dans P) facteur direct de
^®o^=p\^), l'homomorphisme v,®i : ̂ ®^ ^(^) -> ntjmj est aussi injectif, ce
qui établit la « régularité » de l'homomorphisme v au point z. Reste à voir que l'image
par j de X' est identique au sous-préschéma fermé Z. Il suffira pour cela de montrer
d'une part que l'image par j des points de q^{x) (où q : X'->X est le morphisme
structural) sont exactement ceux de Znp^1^) et d'autre part qu'en chacun de ces
points ^=;(^), l'homomorphisme surjectif ^z,z-^x',^ est bijectif. Mais, compte tenu
de l'hypothèse et de (19.4.3), la restriction Y'-^Y de q est lisse, et puisque ffy ^ est
supposé régulier, il en est de même de O^.^. (17.5.8); en outre, l'immersion Y'^X'
est régulière (19.4.2), donc (9-^,^, est aussi un anneau régulier (19.1.1). Pour prouver
que Phomomorphisme Q^->(Q^^ est bijectif, il suffit donc de montrer que les dimen-
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sions de ces deux anneaux réguliers sont égales (0, 17.1.9). Mais en vertu de (0, 17.3.3),
cela équivaut aussi à l'égalité des dimensions des deux anneaux (9^ ̂  k{x) et
^x^'®^ ^W? si bien que finalement on peut remplacer X' et Z par les fibres q'1^) et
Znp'1^) respectivement, et se ramener à prouver que le morphisme q'1^) ->Z n^"1^)
déduit de j est un isomorphisme. Or, on peut ici se borner au cas où X=Spec(B)
avec B=6^ e! E^B^, d'où S=B[Ti, ..., TJ; en outre, Phypothèse signifie qu'il
existe un système régulier de paramètres (^)i^,^ de B tel que ^(T,)=^. pour
i^i^m (0 ,17.1 .7) ; soit 3 l'image de u\ si m est l'idéal maximal de B, on a
3n®B(B/m)=3n/m3n=(3n/3n+l)®B(B/m) et par suite (16.9.4.1), (@y)^k{x)

Tt^ 0

s'identifie à k{x)[T^ ...,TJ, d'où résulte que l'immersion q"1^) -^p'1^) est ici
un isomorphisme', ceci implique a fortiori que le sous-préschéma fermé Znp'1^) est
identique à la fibre j^""1^), et termine la démonstration de (19.4.11).

i9 •5» Critères de M-régularité.

Nous reprenons ici, en les complétant, les critères pour qu'une suite d'éléments
d'un anneau A soit M-régulière ou M-quasi-régulière (M étant un A-module), déjà
étudiés dans (0, 15. i ).

Théorème (19 .5 .1 ) . — Soient A un anneau, f=(j0i^^ une suite d'éléments de A,
M un A-module. Considérons les propriétés suivantes :

a) La suite f est M-régulière.
b) On a H,(f,M)=o pour tout i>o (III, 1 . 1 . 3 ) .
b') On a Hi(f,M)=o.
c) La suite f est M-quasi-régulière.
Alors on a les implications

a ) ^ > b ) ^ b ' ) et a ) ^ > c ) .
n i

Posons 3== S^A. Si les modules M,==M/( S^.M) sont séparés pour la topologie

^-préadique (resp. si tout module quotient d'un sous-module de M est séparé pour la topologie
^-préadique), alors on a aussi l'implication c) =>a) (resp. b') =>a)).

Les implications a) ^c ) , et c ) ^ a ) lorsque les M^ sont séparés pour la topologie
3-préadique, ont déjà été prouvées (0, 15.1.9), et ne sont données que pour mémoire.
On a aussi montré (III, 1.1.4 et 1.1.3.3) que a) entraîne b), et b) implique triviale-
ment b ' ) . Il reste donc à voir que lorsque tout module quotient d'un sous-module de M
est séparé pour la topologie 3-préadique, b 1 ) entraîne a). Raisonnons par récurrence
sur n. Pour n=i, l'assertion résulte trivialement des définitions, car alors Hi(f, M)
n'est autre que le noyau de l'homothétie ^->f^ dans M (III, i . i . i et i . i . 2). Supposons
donc ^2, et posons f'=(^)i^^n_i; avec les notations de (III, 1 .1 .2) , on a
K.(f, M)=K.(/J®^K.(r, M). On a donc (III, 1 .1.4.1) la suite exacte

(19 .5 .1 .1) o ->Ho(/,, H,(f, M)) ^Hi(f, M) -^H,(/,, Ho(f, M)) ^o.
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La relation Hi(f, M)=o implique donc Ho(^, Hi(r, M))=o et Hi(^, Ho(r, M))=o.
La première de ces deux relations signifie que l'on a ^Hi(r, M)=Hi(f', M) (m,
1.1.3.5). Or, par définition (III, 1.1.1), Hi(f, M) est isomorphe à un quotient d'un
sous-module N de Mn~'l; prenant sur M"-1 la filtration des M7 pour j^n—i, sur N
la filtration induite et sur Hi(f, M) la filtration quotient de celle de N, on obtient sur
Hi(f, M) une filtration finie dont les quotients sont isomorphes à des quotients de
sous-modules de M, donc sont séparés pour la topologie 3-préadique par hypothèse.
Comme la relation ^Hi(f, M^H^f7, M) implique a fortiori 3Hi(r, M)=Hi(r, M),
on déduit de l'hypothèse et des remarques précédentes que Hi(f, M)==o. L'hypothèse
de récurrence prouve alors que la suite f est M-régulière. D'autre part, la relation

n—l
îîl{fn•>îîo{{^M))=o signifie que ̂  est (M/(S^.M))-régulier, donc la suite f est
M-régulière.

Corollaire (19.5.2). — Supposons que A soit un anneau noethérien, que les f., Çï^i^n)
appartiennent au radical de A et que M soit un A-module de type fini. Alors les quatre conditions a),
b), b'), c) de ( 1 9 . 5 . 1 ) sont équivalentes.

On sait en effet alors (Oi, 7.3.5) que tout A-module de type fini est séparé pour la
topologie .S-P^adique.

Proposition (19.5.3). — Soient

o-^M'-^M-^M'-^o
n

une suite exacte de A-modules, f==(j^.)^^ une suite M-régulière, 3= S^.A. Considérons les
propriétés suivantes : t=l

a) La suite f est W-régulière.
b) La filtration ^-préadique de M' est induite sur M.' par la filtration ^-préadique de M

(autrement dit, l'homomorphisme canonique gr^(M') ->gr^(M) est injectif).
n n

c) L'homomorphisme canonique M'/^Sj^.M') -> M/( Sĵ .M) est injectif.

Alors on a les implications a) =>b) =>c), et a) entraîne en outre que la suite f est M.'-régulière.
Si tout quotient d'un sous-module de M." est séparé pour la topologie ^-préadique, les

conditions a), b) et c) sont équivalentes.
Il est clair que c ) est conséquence de b). Prouvons que sous les hypothèses de la

dernière assertion, c ) entraîne a) : puisque f est M-régulière, on a, par (19.5.1),
Hi(f, M)=o, d'où une suite exacte, portion de la suite exacte d'homologie

o -> Hi(f, M") -> Ho(f, M') -> Ho(f, M).

Or, la condition c ) exprime que l'homomorphisme Ho(f, M') -> Ho(f, M) est injectif
(III, 1.1.3.5); elle équivaut donc à Hi(f, M'^o, d'où, en vertu de l'hypothèse de
séparation et de (19.5. i), le fait que fest M"-régulière.

Montrons ensuite que a) entraîne c ) et le fait que f est M'-régulière, en procédant
par récurrence sur n. Pour n == i, f^ étant M-régulier est aussi M'-régulier et la propriété c )
n'est autre que le lemme (3.4.1.4). Pour TZ>I , l'hypothèse de récurrence montre que
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si l'on pose f'^/i, . . .5^^1)5 la suite f est M'-régulière et l'on a, en vertu de c )
appliqué à f, une suite exacte

n—l n—1 n—1

o -^ M7( S /.M') -^ M/( S f,M) -> M"/( 2 /,M") -> o.
i==l i = 1 î'^1

n-1 n-1

Par hypothèse,^, est (M/( S/, M))-régulier et (M"^ S /, M7'))-régulier, donc le même
n—1

raisonnement montre d'une part que f^ est (M'/( S ̂  M'))-régulier, et d'autre part,
en vertu de (3.4.1.4)3 que la suite

n n n

o-^M'^S/.M') ->M/(S^.M) -^"/(S^M") ->o

est exacte, d'où c).
Montrons enfin que a) entraîne b). Gomme la suite f est alors M-régulière et

M'-régulière, donc M-quasi-régulière et M'-quasi-régulière, on a des isomorphismes
canoniques

gr^M') ̂  gr^(M') [T^, ..., TJ, gr^M) ̂  gr^(M) [T^, ..., TJ

(0, i5. i .7)5 et comme on a vu ci-dessus que gr^(M') -> gr^(M) est injectif, il en est de
même de gr^M') -^gr^M).

On notera encore que l'équivalence des conditions a), b), c ) de (19.5.3) est valable
en particulier lorsque A est noethérien, M" un A-module de type fini et que les f^ appartiennent
au radical de A.

(19.5.4) Dans la suite de ce numéro, nous conservons les notations A, f, M, 3
de ( i 9 < 5 . i ) î et nous supposons de plus M muni d'une filtration décroissante (M^) formée
de sous-A-modules, telle que Mo == M. Rappelons (0, 15.1.5) que l'on définit alors sur M
une seconde filtration décroissante formée des sous-modules

M,=M,+3M^+...+:?~X+3'Mo

et que, si gr.(M) et gr^(M) sont les A-modules gradués associés aux filtrations (M^)
et (M^) respectivement, on définit un homomorphisme gradué surjectif de degré o
(0, I5.I.5-2)

^M: (gr.(M)(^(A/3))ri\, ...,TJ -^gr:(M)

Rappelons aussi que l'on a Phomomorphisme canonique surjectif (0, 15.1.1.1)

9,r.(M) : (gr.(M)®^(A/3)) [Ti, ..., TJ -^ g^(gr.(M))

Théorème (19.5.5). — Avec les notations de (19.5.4), considérons les propriétés suivantes :
a) La suite f est gr,(M) -régulière.
b) U homomorphisme canonique ̂  est bijectif.
c) D homomorphisme canonique 9gr.(M) est bijectif (autrement dit (0, 15.1.7) , la suite f

est gr. (M) -quasi-régulière).
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On a alors les implications (l)

a)^b)=>c).

En outre, si, pour tout entier k^o, les modules quotients des sous-modules de gr^(M) sont séparés
pour la topologie ^-préadique (ce qui est le cas lorsque A est noethérien, que les f, sont dans
le radical de A et que les gr̂ M) sont des A-modules de type fini), alors les conditions a), b)
et c) sont équivalentes.

L'implication a)^b) a été démontrée dans (0, 15.1.8) ; l'implication c)^a)
sous l'hypothèse de séparation est un cas particulier de (0, 15. i .9). Il reste à prouver
que b) implique c), ce qui va se faire en plusieurs étapes.

n

Nous désignerons par 3 l'idéal S^A engendré par les f,; pour toute suite
n

S^ (?i5 • • - 5 ?n) de n entiers >o, on posera |q[ == 2 q. et {q == f^i f^ f^
• — ' a ^-< — *-'1 «^2 * * *J n *

('D-S-S-i) Pour que l'application ̂  soit injective (et par suite bijective), il faut et il
suffit que pour p~^ o et q^-o la condition suivante soit vérifiée :

(I,J Pour toute famille (^)|,,_, d'éléments de Mp, la relation
s

S f^e S "y'M -+M'
|,|_, 1 i.^0 " " - P - ^ I ^ P + q + l

implique .^eMp^+^Mp pour tout q tel que \q\=q.
On procède comme dans (0, 15. i. 6) en considérant le sous-A-module Q.̂  (resp. Q;̂ )

des termes de degré k au premier (resp. second) membre de (0, 15. i .5.2). On munit Q,
de la filtration

^ ̂ J-. (i)?.,̂ -^)^ (A/3))TQ

et Q:, de la filtration image formée des (̂(Q,,).) == (Q:,),; il suffit encore de prouver
que les homomorphismes (̂ . : gr.(QJ-^gr.(Q^) sont injectifs. Or, on a

gr•(o•^=lilS-/(M<•/M<+l)®A(A/3))T'=^_2^(M,/(3M,+M,^))T';

d'autre part, (Q:,).̂  est l'image de ^ 3&——'-1M^^, dans M,/M^. Écrire que
(^M)&< est injectif équivaut donc à écrire la condition (I,_..,..); d'où notre assertion.

('9 • 5 • 5 • a ) Pour que la suite t soit gr. (M) -quasi-régulière, il suffit que, pour p^o et ?> o,
la condition suivante soit vérifiée :

(S,,p) Pour toute famille (̂ )|,|,, d'éléments de Mp, la relation 2 {VeM
implique ^eMy+^+^Mp pour tout q tel que \q\==q. ''l'"9 " p

Par définition, dire que f est gr.( M)-quasi-régulière signifie que, pour tout p^o
et tout qïso, une relation

^f^eM^+^M,

repJlo^S^ ̂ ^^^r^ de séparation sur les grft(M)' est due à p- Del^e' dont nouil
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pour une famille (^)|q|=ç d'éléments de Mp entraîne ^eM^^+^My pour tout q
tel que | q | == q. Or l'hypothèse sur la suite (^) signifie qu'il existe une famille
W |q| =î d'éléments de gMp telle que l'on ait S f^—j^eM^i. La condition (S^p)

entraîne alors ^—^eMp+^+^My pour tout q tel que lq |=^ d'où A^eM^^+^M^;
on voit donc que les conditions (S^y) entraînent que la suite f est gr.( M)-quasi-
régulière.

Il suffit donc de prouver la proposition suivante :
(19.5.5.3) Pour tout r^o, si les conditions (I^p) sont vérifiées pour p-\-q<r, alors

les conditions (S y) sont vérifiées pour p-\-q<^r.
Introduisons les conditions
{\p) Pour toute famille (^)|q|=ç d'éléments de My, la relation S f^eM ^

q \^=(l
implique S f^e S y-M^,.

|q| ==q î = l
II est clair que la conjonction de (A^p) et de (Iç,p) implique (S ). D'autre part,

les conditions (A^) et (So^y) sont triviales. Par suite, (19.5.5.3) résultera de la proposi-
tion suivante :

(19.5.5.4) Quels que soient p^o et q^-i, la condition (Aç_^p) est entraînée par la
conjonction des conditions (A^), (I^_^+i), (^-2^+2). • • .. (Io,p+ç)-

En effet, une fois prouvée cette proposition, les conditions (I^p) supposées vérifiées
pour p-\-q<r entraîneront, pour chaque p^r, la condition (A^) pour i ^ ^ < r — p ,
par récurrence sur q.

Prouvons donc (19.5.5.4). Notons que la condition (A^y) équivaut aussi à

(19.5.5.5) yM.nM^cSy-M^.t == i

Soit donc TTîey^M^nM^^cyMpnMp.^. Appliquant la condition (Ag^,), on
voit qu'il existe, pour chaque i tel que i^i^q, une famille (j^'^iqi =q-i d'éléments
de Mp.^. telle que

^=S( S f^4-1).
^ l ' I q l ^ î - z •7q

Supposons que, pour ï^i<j (j^i), on ait prouvé que

j^<SM^,+M^,^ (pour |q|=y-z).

On en déduit par définition (19.5.4)

"-^J,-^06^-^15

Puisque par hypothèse (Ig_,p4.,) est vérifiée, on en déduit

j^e3M^,+M^,^

208



§ iQ ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 209

et, par récurrence surj, on voit donc que cette condition est vérifiée pour tout j tel que
i^j^<7. On a donc

ç î+ i
^yOM.^+M^^^^S^-^M,^

et on a ainsi prouvé (Aç^y) et terminé la démonstration de (19.5.5).
Remarques (19.5.6). — (i) Les résultats de ce numéro gardent un sens et sont

valables lorsque, au lieu d'un A-module M et d'éléments ^<=A, on prend un objet M
d'une catégorie abélienne quelconque, et n endomorphismes f^ de M qui commutent
deux à deux; les démonstrations s'adaptent sans peine à ce cas plus général. L'hypothèse
de séparation pour un A-module N relativement à la topologie 3-préadique doit ici être
remplacée par l'hypothèse que tout sous-objet de N contenu dans tous les S^(N) (r entier

i

arbitraire) est nécessairement nul. La même remarque s'applique aux résultats de 19.7.
(ii) Supposons que A soit un anneau gradué à degrés ^o. Si M (resp. chaque

grp(M)) est un A-module gradué à degrés bornés inférieurement et si les^ ne contiennent
pas de composant homogène de degré o, l'hypothèse de séparation de (0, 15.1.9) est
ipso facto vérifiée pour M (resp. chaque grp(M)), et on voit donc que dans ce cas on a
l'implication c ) =>a) dans (19.5.1) (resp. (19.5.5)).

(iii) Rappelons que, sans hypothèse de séparation, l'implication c ) ^>b) n'est plus
valable même pour n=i (0, 15.1.12, (iii)).

19.6. Suites régulières relativement à un module filtré quotient.

(19.6.1). Soient A un anneau, {=(f^, . . ., /J une suite finie d'éléments de A,
3 ==yiA + .. . +ynA l'idéal qu'elle engendre, et considérons une suite exacte de A-modules

o - > R - ^ N - ^ M ^ o

où l'on suppose que N est muni d'une filtration décroissante (N^) formée de sous-
A-modules, avec NQ==N. On pose R^=RnN^ (filtration induite par (N^)), M^=j&(N^)
(filtration quotient de (N^)), et on désigne par gr.(N), gr.(R) et gr.(M) les A-modules
gradués associés à ces trois filtrations. On pose d'autre part pour tout k,

N,-N,+3N,_,+... +^-^+^N0

de sorte que M^=j&(N^)=M^+3M^_i+ . . . ̂ -S^M^^Mo; on pose d'autre part
R^ = R n N^ (filtration induite par (N^)), et on note gr:(N), gr^(M) et gr:(R) les A-modules
gradués associés à ces trois filtrations; on a donc un diagramme commutatif de suites
exactes

o —> gr.(R) ^l gr.(N) -^ gr.(M) —^ o

(i9-6-i-i)

o -^ gr:(R) -^ gr:(N) ̂  gr:(M) —> o
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où les flèches verticales sont les homomorphismes canoniques d'un module gradué associé
à une filtration dans le module gradué associé à une filtration moins fine.

On notera que si l'on pose

R^R.+SR^+.-.+S^RI+S^RO

on a évidemment R^'cR^, mais les filtrations fR^) et (R^) sont en général distinctes;
on notera gr^'(R) le A-module gradué associé à la filtration (R^').

(19.6.2) On a défini en (0, 15.1.5.2) les homomorphismes surjectifs gradués
de degré o

+N : (gr.(N)®^(A/3))[T,, . . ., TJ -^gr:(N)
^M : (gr.(M)(x^(A/3))[T,, . . ., TJ ->gr:(M)
k : (gr.(R)®A(A/3))[Ti, . . ., TJ ^gr:'(R)

dont les deux premiers sont déduits des deux dernières flèches verticales de (19.6.1.1).
Comme la filtration (R^) est plus fine que (R^) sur R, on a un homomorphisme cano-

nique y : g^'W -^g^Wî nous désignerons par ̂  l'homomorphisme composé Y°^R-
II résulte alors aussitôt des définitions que l'on a un diagramme commutatif

(gr.(R)(^(A/3)) [Ti, . . ., TJ -^> gr:(R)

y ' \ \ëT'[j)
y y

(19.6.2.1) (gr.(N)0^(A/3))[T,, ...,TJ -^ gr:(N)

P^ ^r'(p)

(gr.(M)®^(A/3))[Ti, . . ., TJ -^ gr:(M)

o o

où les colonnes sont exactes.
Proposition (19.6.3). — Avec les notations précédentes, supposons que la suite f soit

gr.(N) -régulière. Considérons les propriétés suivantes :
a) f est gr,(M) -régulière.
b) ^ est bijectif.
c) ^R est surjectif (autrement dit gr^(R) est engendré comme gr^ (A)-module par

Im(gr.(R)->gr:(R))).
d) ^R est injectif.
d') U homomorphisme (^o ^ gf.ÇR)^^/^) "^g1'!^) obtenu en restreignant ^ aux

polynômes de degré o, est injectif.
e) ^R est bijectif.
f) j ' est injectif.
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F) L'homomorphisme gr^R)®^^) -^ gr.W<s)A{AI(S) obtenu en restreignant j1 aux
polynômes de degré o, est injectif.

g) Lafiltration ^-préadique de gr.(R) est induite par celle de gr.(N).
h) Les filtrations (R^) et (R^') sur R sont identiques.
On a alors les implications suivantes :

a) => e) => b) o c) o h)
^ ^

g) => d) o d') o f) o F)

2?7Z o^r^, lorsque tout module quotient d'un sous-module d'un gr^(M) est séparé pour la topo-
log^ "S-préadique (ce qui sera le cas lorsque A est noethérien, que les f^ appartiennent au
radical de A et que les gr^(M) sont des A-modules de type fini), alors les conditions a) à h)
sont toutes équivalentes.

Notons que d'après (19.5.5), de l'hypothèse que f est gr.(N) -régulière, il résulte
que ^ est bijectif', comme gr'(j) est injectif, l'équivalence de d) et f) résulte du
diagramme (19.6.2. i), ainsi que celle de d ' ) etf) $ par ailleurs/^) etf) sont trivialement
équivalentes, ce qui montre l'équivalence de d ) , d ' ) , f ) etf).

Gomme on sait déjà que ^ est surjectif et ^ bijectif, l'équivalence de b)
et c ) découle aussi du diagramme (19.6.2.1) par un cas particulier du lemme
des cinq.

La relation +R==YO^ (19.6.2) et le fait que ^R est surjectif montrent que la
condition c ) équivaut à dire que y est surjectif, ce qui équivaut encore à la condition h) ;
on a donc prouvé l'équivalence de b), c) et h).

Il est trivial que e ) équivaut à la conjonction de c ) et d ) , donc aussi de b) et d ) .
Notons maintenant que a) implique b) et que b) implique a) sous l'hypothèse de sépa-
ration (19.5.5). D'autre part, les implications a) =>g) =>f), et l'implication f) =>a)
sous l'hypothèse de séparation, résultent de (19.5.3). On a donc prouvé que a) entraîne e )
(équivalente à la conjonction de b) e t f ' } ) , et aussi que toutes les conditions sont équi-
valentes sous l'hypothèse de séparation. C.Q.F.D.

Corollaire (19.6.4). — Soient S{ un idéal de A, fi = g + ̂ . Supposons que lafiltration (N^)
{donc aussi (M^)) soit lafiltration K-préadique, de sorte que les filtrations (M^) et (N^) sont les
filtrations Q-préadiques. Considérons gr.(R) (resp. gr^(R)) comme un module gradué sur gr^(A)
(resp. gr;(A)).

(i) Soit S une partie de gr.(R) qui engendre gr.(R) comme gr^(A) -module. Alors la condi-
tion c) de (19.6.3) équivaut à la condition suivante :

c') L'image de S dans gr^(R) par ^ engendre gr^(R) comme gr^(A) -module.
(ii) Supposons vérifiée la condition e) de (19.6.3), et de plus que les quotients des gr^(R)

soient séparés pour la topologie ^-préadique (ce qui sera le cas lorsque A est noethérien, les f^
dans le radical de A et les gr^(N) des A-modules de type fini). Alors, pour qu'une partie S
^ gï*. (R) formée d'éléments homogènes engendre gr.(R) comme gr^(A) -module, il faut et il suffit
que son image par ̂  engendre gr^(R) comme gr^(A) -module.

211



212 A . G R O T H E N D I E C K Chap. IV

(i) Considérons l'homomorphisme de degré o

^ : (g^(A)®^(A/3))[T^ ..., TJ -^ gr:(A)=gr^(A)

(0, 15. i .5.2). Le fait que cet homomorphisme soit surjectif entraîne que la sous-
gr; (A)-algèbre de gr^(R) engendrée par S'=^(S) n'est autre que Im(^4), d'où l'équi-
valence de c ) et c ' ) .

ii) Puisque e ) est vérifiée, il en est de même de c ) . , et en vertu de (i), il reste à
prouver la suffisance de la condition de l'énoncé. Or, comme ̂  est bijectif, dire que S'
engendre gr^(R) considéré comme gr^(A)-module équivaut à dire que S engendre
(gr.(R) ®^ (A/3)) [TI, . . ., TJ comme gr^ (A) -module, et en vertu de la surjectivité de ̂ ,
on peut dans cet énoncé remplacer l'anneau gr^(A) par (gr^(A)®^ (A/3)) [T^, .... TJ.
Il revient évidemment au même de dire que S engendre gr.(R)®A(A/3) en tant que
module sur l'anneau gr^(A)®^(A/3), ou aussi en tant que gr^ (A)-module. Or, si T
est le sous-gr^ (A)-module gradué de gr.(R) engendré par S, et si l'on pose T'^gr^R^T,
on a par hypothèse T'/^T'^o, ou 3T= T' ; mais T' est un module gradué, et chaque Tp
est un quotient de gry(R), donc séparé pour la topologie ^S-P^dique; l'hypothèse
3Ty==Tp entraîne donc Tp=o pour tout entier p, donc T'===o, ce qui achève de
prouver le corollaire.

19.7. Critère de platitude normale de Hironaka.

Théorème (19.7.1) (Hironaka).—Soient A un anneau, S{ un idéal de A, f==(/^, . . .,^)
une suite d'éléments de A qui est (A /<ft) -régulière, ^=f^A+. . . +^A l'idéal engendré par f,
fl=3+A, M un A-module.

On a dans ce cas (g^(M))®^(A/3)=(g^(M))®^ (A/fi) =(gr^(M))®^ (A/fi), car
(^nM/An+ lM)®A(A/3)=^nM/(^n+ l+3ftn)M=AnM/(^+ l+fi^n)M, et la dernière
égalité résulte de Bourbaki, Alg., chap. II, 3e éd., § 3, n° 7, cor. 2 de la prop. 6.

Considérons les conditions suivantes :
a) gr^(M) est un (A/K)-module plat.
b) gr^(M) est un (A/^ -module plat et V homomorphisme canonique (0, 15.1.5.2)

+M : ((g^(M))(^(A/fi)))[T,, . . ., TJ -> gr^(M)
est bijectif.

c) (gr^(M))®^(A/fi) est un (A / '&) -module plat et la suite î est (g4(M)) -régulière.
d) grs(M) est un {AIQ,)-module plat, et pour tout peAss^(A/£), (gr^(M))p est un

(A J K ) y-module plat.
On a alors les implications

a) => c) => b)
^

d)

Lorsque tout quotient d'un sous-module d'un gr^(M) (p^o) est idéalement séparé pour 3
(Bourbaki, Alg. comm., chap. III, § 5, n° i), les conditions a), b) et c) sont équivalentes.
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Enfin^ lorsque A est noethérien, que les f^ appartiennent au radical de A, que la suite f est
gr^(A) -régulière et que M est un A-module de type fini, les conditions a), b), c), d) sont
équivalentes.

L'implication a) =>c) est immédiate (0, 15.1.13). Si c) est vérifiée, il résulte
de ( I9 -5 -5) q^ ^M est bijectif; en outre, gr^(M)®A(A/fi)=gr^(M)®^(A/S) est
un (A/fi)-module plat, donc il en est de même de (gr^(M)®^ (A/û))[Ti, ...,TJ,
et par suite de gr^(M) puisque 4'M est un (A/fi)-isomorphisme; donc c ) entraîne b).
Le fait que a) implique b) montre aussitôt que a) implique aussi d ) .

Lorsque tout quotient d'un gr^(M) est idéalement séparé pour 3, il résulte
de (19.5.5) que la condition b) entraîne que fest (gr^(M))-régulière; en outre, comme
{gr^{M)<2^(AIS))[T^ • • - 5 fnL isomorphe à grg(M), est alors un (A/fi)-module plat,
il en est de même de gr^(M)®^(A/fi), qui en est un facteur direct; cela prouve donc
que b) entraîne alors c ) . D'autre part, sous la même hypothèse, c ) entraîne a) en vertu
de (0, i5. i .21) (où on peut remplacer l'hypothèse noethérienne par l'hypothèse que M
est idéalement séparé pour 3, en vertu de (uni? 10.2.1)).

Il reste donc à prouver que lorsque A est noethérien, M de type fini et que les f^
appartiennent au radical de A, d) entraîne a).

Il existe par hypothèse un A-module libre de type fini N et une suite exacte
o-^R->N->M->o. Il suffit de prouver que d) entraîne b ) , puisque tout quotient d'un
sous-module d'un gr^(M) est alors idéalement séparé pour 3, en vertu du fait que gr^(M)
est un A-module de type fini, que 3 est contenu dans le radical de A, et que A est noethé-
rien (Bourbaki, Alg. comm^ chap. III, § 5, n° i); en d'autres termes, il s'agit de voir
que ^ est bijectif.

Comme par hypothèse la suite fest gr^ (A)-régulière, elle est aussi gr^(N)-régulière;
on peut par suite appliquer (19.6.3)3 car tout module quotient d'un sous-module d'un
gr^(M) est alors séparé pour la topologie 3-préadique puisque les f^ appartiennent au
radical de A par hypothèse. Le diagramme commutatif (19.6.2.1) s'écrit donc ici

o

\
(gr;(R,N)^,,(A/S))[Ti, ...,T.] ^i»gr;(R,N)

\ \
( 1 9 . 7 . 1 - 1 ) (gr;(N)®^(A/S))[T,, ..., TJ À gr;(N)

\ \
(gr«(M)g>^,(A/S))[T,, ...,TJ -1-. gr;(M)

l l
0 0

où gr^(R, N) (resp. gr^(R, N)) est le gradué associé à R pour la filtration des Rn^N
(resp. Rnfi^N); rappelons que dans ce diagramme les colonnes sont exactes et que ̂
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est bijectif. Il s'agit, en vertu de (19.6.3), de prouver que ̂  est surjecfif, ce qui va être
fait en plusieurs étapes.

(19.7.1.2) Posons B=gr^A®^(A/fi), P=gr^(N)®^(A/fi), Q=gr,s(R,N);
puisque ^ est bijectif, P[Ti, ...,TJ s'identifie à gr^N), et Q à un sous-
B[Ti, ..., TJ-module de P[Ti, ..., TJ; nous allons d'abord voir que l'on a

(^.P.i.S) Q-(Q^P)I:TI, ...,TJ.

Pour cela, posons Z=Q/((QnP)[Ti, ..., TJ); c'est un sous-B[T,, ..., TJ-
module de P[Ti, .^. ,TJ/((QnP)[Ti, . . . ,TJ)=(P/(QnP))[T,, ...,TJ. En tant
que (A/£)-module, il est donc isomorphe à un sous-module d'une somme directe de
(A/û)-modules isomorphes à P/(ÇLnP)==(P+QJ/ÇL. Mais (P+QJ/Q est un
(A/fi)-module isomorphe à un sous-module de P[Ti, . . . , TJ/Q, qui n'est autre que
gr^(M) en vertu du diagramme (19.7.1.1). On a donc

(19.7. i .4) Ass^(Z) CAss^(gr;(M)).

Mais chacun des gr^(M) est par hypothèse un (A/fi)-module plat de type fini,
donc projectif puisque A/fi est noethérien, et on a par suite Ass^(gr^(M)) CAss^(A/fi).
Pour voir que Z==o, il suffit par suite (Bourbaki, Alg, comm., chap. IV, § i, n° i, cor. i
de la prop. 2 et n° 3, prop. 7) de voir que pour tout q£Ass^(A/fi), on a Zq==o. Mais
les idéaux de Ass^s(A/fi) sont les idéaux de la forme p/(fî/<ft), où peAss^(A/fi),
et il revient donc au même de voir que Zp == o pour tout peAss^(A/£). Or, si p == r/<ft,
où r est un idéal premier de A, on a (g4(M))p=gr^(M,.) et (A/K)p==AJKr, et
les images des^ dans \ forment une suite gr^ (A,;)-régulière (0, 15.1.14); appliquant
à Ay, ^ et Mr l'implication a)=>b) de l'énoncé, on voit que l'hypothèse d ) entraîne
que ^ est bijectif, donc aussi ^ en vertu de (19.6.3); en d'autres termes,
Q^Q^r1^ • • • î T J , où on a posé Q;=gr^(R, N)®^(A/£), qui est ici un sous-
B-module de P; en particulier Q^=Q^nPr, donc finalement on a bien Z^=Zp=o,
ce qui achève de démontrer (19.7.1.3).

(^•P- t^) En vertu de (19.7.1.3), pour prouver que ^ est surjectif, il suffit
de montrer que tout élément homogène de degré m de Qn P est l'image d'un élément
de même degré de gr^(R, N)®^(A/fi). Or, les éléments de degré m de P s'identifient
(par ^) 3-ux éléments de gr^(N) qui appartiennent à (^N+y-^N)/^-1-1]^; ceux qui
sont images d'éléments de gr^(R, N)€^(A/fi) s'identifient aux éléments de gr^(N)
appartenant à ((Rn^wN)+£m+ lN)/ûm+lN. II suffira donc finalement de prouver,
pour tout entier m>o, l'inclusion

((RnfiwN)+fiw + lN)n(^WN+fiw+ lN)C(Rn^w lN)+fiw + lN.

Comme 5tCfi, on vérifie aussitôt que le premier membre de cette relation est égal
à (Rn^N+fl^N^+fi^N, si bien que tout se réduit à prouver

(19.7.1.6) Rn(^WN+fiw+ lN)C(Rn^wN)+£m+ lN.
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Nous procéderons par récurrence sur m, supposant donc (19.7. i .6) vérifiée lorsqu'on
remplace m par un entier m'<w. Nous considérerons d'autre part, pour m fixé et pour
un entier rf^o, la relation

(*^) Rn^N+Û^N^Rn^Nnfl^+fi^N.

II est clair qu'il suffit de démontrer (*^) pour d==m, et d'autre part (*o) est trivia-
lement vraie. Nous prouverons (*J par récurrence sur d\ autrement dit, nous supposons,
pour un rf^o fixé (avec d<m), que (*^) est vraie, et nous voulons prouver

(*^J Rn(^WN+flw + lN)C(Rn^+ lNnfiw lN)+ûw + lN.

Considérons pour cela, pour un A^o, la relation

(**d+i,/J Rn(^WN+fiw + lN)C(Rn(^+ lN+^fi / iN)n£WN)+fiw + lN

L'hypothèse (*^) implique que (**d+i,o) est vra1^' Nous prouverons par récurrence
sur h que (**d+i,J est vraie pour tout Â^o. Mais on a le

Lemme (19.7.1.7). — Soient A un anneau noethérien^ N un ^.-module de type fini,
E, F deux sous-modules de N, fi un idéal de A. Pour tout k>o il existe h>o tel que
EnÇF+fi^N^Er^+^N.

En effet, soit <p : N-> N/(EnF)=Ni l'homomorphisme canonique, et posons
Ei=<p(E), Fi=ç(F), de sorte que E^uFi^o et y(En (F+^N^Ein (Fi+^Ni).
On sait (Oi, 7.3.2) qu'il existe h tel que (Ei+Fi) n^NiCS^Ei+Fi) ; si h est ainsi
choisi et si ^i^Ei est tel qu'il existe j^sFi pour lequel x^—j^efi^Ni, on en déduit
d'après ce qui précède qu'il existe u^eS^E-^ et ^eû^Fi tels que x-^==u-^ et ^1=^1;
donc Eir^Fi+Û^N^C^Ni, ce qui prouve le lemme.

Il suffit alors d'appliquer ce lemme avec E=Rnfi w N, F:^^^ et de
prendre k==m-{-î pour en déduire qu'avec la valeur de h correspondante, (**d+ih)
entraîne (^+1)-

Nous supposons donc dans tout ce qui suit que (**d+i,J est vérifiée.
(19 .7 .1 .8) Démonstration de (^d+ih+i) : Premier cas : h^m—d.
Partons donc d'un élément

(19 .7 .1 .9) ^eRn^^N+ftWrinfi-N

congru mod.fi^^N à un élément ^eRn (^N+fi^^N); on a donc

(19.7.1.10) ^Ê^N+fi^N.

Il suffira de prouver que g est aussi congru mod.fi^'^N à un élément
^Rn^^N+^fl^N),

car cela entraînera ^e^N, puisque l'on aura ^efi^N et g^—geQ^^îi. Dans le
cas h^m—d que nous considérons, il suffit de démontrer la relation

(19.7.1.11) (^N+fi^+^n^Nc^-^^N+^'N
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car les relations (19.7.1.9) et (19.7.1.10) entraînent que g appartient au premier
membre de (19.7.1.11), et comme h^m—d, on a Qm~d+lcSh+l, ce qui établira
(**d+M+i)- D'ailleurs on a ^Nc^N, et la relation
(19.7.1.12) fl^Nn^Ncfi^-^N

entraînera (19.7.1.11). Comme N est un A-module libre de type fini, on voit qu'il
suffit donc de prouver
(19.7.1.13) fi^n^CÛ"1-^1^.

Il suffira de prouver que, de façon générale, pour d<m, on a

(19.7.1.14) aw+ln^dcfiw-d+l^+^+l.
En effet, comme ^c£, donc <jyn-d+lS{d^Q^+l^ la relation précédente entraînera

fi^+^^cfi^-^+^^+fi"14-^^^1

et par récurrence sur d^m, on en conclura

fiw4-ln^dc£w-d+l^d+^M+l

d'où (19.7.1.13), puisque ^-^cfi^-^4-1^.
Gomme £=3+5^, la relation (19.7.1.14) s'écrit aussi

(19.7.1.15) (T+l+y^+...+3^+^w+l)n^c
^m-d+l^_^y-^d+l_F_^^m_^^m+l_^^+l^y-d+l^_^^+l^

Nous allons voir que cette inclusion est elle-même conséquence de
(19.7.1.16) ^a36n^tt+lc^+136-l

valable pour û^o, é^i. En effet, il suffit, pour prouver (19.7.1.15) de montrer que
pour o<q^:d, on a

(19.7.1.17) (3M+l+y^+...+3^w+^l+l)n^c
^m+l-^^y-î^+l^___^m+l^^d

car pour q==d, cela entraînera (19.7.1.15). Or, pour prouver (19.7.1.17), il suffit
de procéder par récurrence sur q en supposant la relation vraie pour q^d\ un
élément du premier membre s'écrit donc par hypothèse y-\-^ avec ye<y^+l~qS{q,
^m-q^q+ij^ _^m+i^ comme ^+^e^c^4-1, on en déduit ^e^4-1, puisque
^e^4'1; tenant compte de (19.7.1.16), on a yey~qS{q+l, donc

^+^y~W+l+...+^w^+l, et y+^e^

par hypothèse, ce qui prouve (19.7. i . 17) où q a été remplacé par q + i.
Reste donc à établir (19.7.1.16). Un élément du premier membre s'écrit

^fi-^-' ' ' +^^5 où les di appartiennent à S^^"1, tenant compte de ce que la suite f
est (^/W4*1) -régulière par hypothèse, donc aussi (^V^04'1) -quasi-régulière (0, 15.1.9),
il résulte de la définition (0, 15.1.7) que la relation a^f^+. . . +^^e^a+l, où les a^S^,
entraîne nécessairement ^e^4'1, donc ^(E^^^n^^1; il suffit de raisonner par
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récurrence sur b pour b^i (le cas b==î étant trivial) pour achever de prouver
(19.7.1.16) et par suite aussi (^d+i zi+i) pour h^m—d.

(19.7.1.18) Démonstration de (**d+i^+i) ; Deuxième cas : h>m—d.
Nous allons tout d'abord démontrer que, pour tout A^o, on a

(19.7.1.19) Rn^+^+M'fi^cfi^Rn^^+^+^N+^^'N.

Considérons pour cela un élément ^ du premier membre de (19.7. i . 19). Notons
que l'on a ^^N+^^N^^-^N+^^N puisque fi=^+3; nous allons
considérer la classe ^ de ^ dans gi^(gr^(N)), qui, en vertu de (19.5.5) et de l'hypo-
thèse sur f, s'identifie à un sous-(A/fi)-module de gr^^ÇN). Du fait que ^;eR, nous
allons montrer que l'on a même (avec l'identification précédente)

(19.7.1.20) ZEgr^(R,N).

En effet, on a noté, dans la démonstration de (19.7.1.3) que, pour tout idéal
premier r de A tel que p =r/fteAss^(A/fi), l'application (J4 est bijective, et par suite
la relation (19.7.1.6), où l'on remplace tous les modules par leurs localisés en r, est
vraie. Comme ^ appartient à Rn (^N^-fl^^N), son image ^/i dans Ry appartient
à (RrUM^NJ+fl^4-1^, donc l'image Z/i de ~Ï dans gr^(NJ appartient à
gr^(R,,N,)=(gr;(R,N)),=(g^(R,N)),, où q=r/fi. En d'autres termes l'image
de Z par l'application canonique (gr^(N))q-> (gr^(M))q est nulle pour tout
qeAss^(A/fi). Comme on a vu dans la démonstration de (19.7.1.3) que
Ass^w(gr^(M)) cAss^(A/fi), on en déduit bien (Bourbaki, Alg. comm^ chap. IV,
§ i, n° i, cor. i de la prop. 2 et n° 3, prop. 7) que l'image de ^ par l'application cano-
nique gr^(N) -> gr^(M) est nulle, c'est-à-dire que l'on a la relation (19.7.1.20).

Cela étant, on peut écrire par définition

( 1 9 . 7 . 1 . 2 1 ) J^== S ^mod.^-^Nv y / ' \f\=h p

où on pose comme d'ordinaire p = Q&i, .. ., A,), {v =f^f/2.. .f^, \ p \ ==pi+ . . . +A et

où <:pe^N. En outre, comme ^ identifie gr;(N) à (gr^(N)®^(A/fi)) [T^, ...,TJ,
les Cp sont déterminés mod. .ft^fiN, et si 7p est la classe de c^ mod.-ft^fiN, on a, par l'identi-
fication précédente,
(19.7.1.22) Z=^7/P.

Utilisant ( 19.7. i . 3), on en déduit que l'on a nécessairement, pour tout p tel que | p [ = h
(7 étant cette fois identifié par ̂  a un élément de gr^(N))
(19.7.1.23) 7pegr^(R,N).

Mais puisque d<m, l'hypothèse que (*^) est vraie implique que 7p appartient à l'image
de ^R, donc qu'on peut supposer que ^(Rn^^+^fiN. La relation (19.7.1.21)
donne alors

^e^Rn^^+^WfiN+^^N

et comme .S^? cela prouve (19.7. i. 19).
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En particulier, on peut donc écrire

ê=t+g2

avec tëfl^RnA^N) et ^eA^N+A^N; en outre, comme tëR et geR, on a ^eR.
D'autre part, utilisant l'hypothèse h^m—d+i, on voit que tëfi"14"1^ L'élément g^
répond donc à toutes les conditions énoncées au début de (19.7. i .8), ce qui achève la
démonstration de (19.7.1).

Remarques (19.7.2). — (i) Lorsque l'on suppose que gr^(A) est un (A/A)-module
plat, l'hypothèse que la suite/est (A/A)-régulière entraîne qu'elle est aussi gr^ (A)-régulière
(0, 15.1.14). On notera que ce sera le cas lorsque A et A/A sont des anneaux réguliers
(0, 17.3.6) : en effet, A est alors un idéal régulier de A (19.1.2), donc quasi-régulier,
et en localisant aux idéaux maximaux de A contenant A et utilisant (0, 15.1.7)3 on
voit que gr^(A) est un (A/A)-module projectif.

(ii) II serait intéressant de pouvoir prouver la dernière conclusion de (19.7.1)
en supposant seulement qu'il existe une A-algèbre B qui est un anneau noethérien, pour
lequel ^B est contenu dans le radical de B, et que M est un ^-module de type fini.

Corollaire (i 9.7.3). — Soient A un anneau local noethérien, m son idéal maximal, A un
idéal de A tel que Panneau A/A soit régulier et de dimension n, M un ^.-module de type fini. Les
conditions suivantes sont équivalentes :

a) gr^(M) est un {Af^-module plat.
b) Si P(T) et Q,(T) sont les séries de Poincaré des {Alm)-modules gradués gr^(M) et

gr^(M)®^(A/m), on a

(19.7.3.1) Qcr^PcrKi-ir.
Soit f=(/, . . .,/) une suite d'éléments de A tels que les images des/, dans A/A

forment un système régulier de paramètres de A/A (0, 17.1.6), de sorte que f est une
suite (A/A)-régulière; en outre, si 3 est l'idéal engendré par f, on a 3+Â==m, et
comme A/m est un corps, gr^(M) est un (A/m)-module plat. Gomme A est noethé-
rien et M un A-module de type fini, on peut appliquer l'équivalence de a) et b)
dans (19.7.1). En outre, comme A/m est un corps, et que ̂  est surjectif, le fait que
^ soit bijectif équivaut à dire que pour tout A^o, gr^(M) et le sous-module des
éléments de degré h de (gi^(M)®^(A/m)) [T^, . . . ,TJ ont même rang sur A/m;
mais pour le second de ces modules le rang en question est évidemment égal à

^("^^^^(^"'(^^(A/m)). Comme (i -T)-^^^^1)^, cela

prouve que la relation (19.7.3. i) est nécessaire et suffisante pour que ̂  soit bijectif.
Corollaire (19.7.4). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma

fermé de X, régulier et connexe, y un Q^-Module cohérent normalement plat ( 6 .10 .1 ) le long
de Y. Alors il existe une série formelle R£Q,[[TJ] (indépendante de xeY) telle que, pour
tout xeY, la série de Poincaré de gr^ (̂ ) soit donnée par la formule

(19 .7 .4 .1 ) P,(^)(T)=R(T)(i-T)-71 où ^dim(̂ ).
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Soit / l'Idéal cohérent de 0-^ définissant Y; l'hypothèse sur y signifie que gr^(J^')
est un ^Y" Module plat. On peut donc, pour tout xeY, appliquer (19.7.3) en prenant
A==6?x,a;î ^=<^^a!5 M=^; l'hypothèse a) étant remplie par hypothèse, la série de
Poincaré P^)(T) est donc égale à R,(T)(i —T)-", où R^(T) est la série de Poincaré
de gr^- (^)®0 k{x). Or, chacun des ^-Modules / ^ y ^ / ^ ^ y est plat et cohérent
par hypothèse, donc localement libre (2.1.12), et puisque Y est supposé connexe,
chacun des / ^ y ^ / ^ ^ ^ y est de rang constant dans Y, ce qui prouve que la série de
Poincaré Rc(T) est indépendante de xeY.

Corollaire (19.7.5). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un sous-préschéma
fermé de X, Z un sous-préschéma fermé de Y; on suppose Y et Z réguliers. Soit 3^ un 0^-Module
cohérent.

(i) Si 3F est normalement plat le long de Y aux points de Z (cf. (11.3.4) pour la
définition de la platitude normale en un point), alors y est normalement plat le long
de T..

(ii) Supposons en outre que Z soit connexe et que (9^ soit normalement plat le long de Y aux
points de Z (ce qui aura lieu en particulier si X est régulier aux points de Z). Si 3F est
normalement plat le long de Z et s^il existe un point ^;eZ tel que ^ soit normalement plat le long
de Y au point ^, alors y est normalement plat le long de Y aux points de Z.

Soient C^ et JSf^jf les Idéaux cohérents de (Q^ définissant respectivement Y et Z.
Pour tout point ^:eZ, l'immersion canonique Z->Y est régulière au point ^5 puisque Y
et Z sont réguliers en ce point (19.1.1); autrement dit, il existe une suite (^)i<i<n
d'éléments de é^ q111 est ^-régulière et est telle que ^=^+S^x,2-

(i) L'hypothèse signifie que gr^- (^) est un (Py ^-module plat; elle entraîne
donc que gr^> (e^J est un fi^, g-module plat, en vertu du fait que dans (19.7.1),
a) entraîne b ) .

(ii) L'hypothèse supplémentaire sur X entraîne que la suite (^) est gr^- (^)-régu-
lière en tout point ^:eZ (19.7.2). D'autre part, Z étant régulier et connexe, est intègre,
et si gr^- (3Fg) est Gy g-plat en un point ^;eZ, alors, comme le point générique Ç de Z
est une générisation de ^, on en conclut que grj^- (^r^) est (Py^'pl^ (Oi? 6.3.1). On en
déduit que si en tout point ^' de Z, grj^» ,(J \̂.) est un 0^ gr-module plat, alors grj^ ,{3F ^}
est un (9^ ^-module plat, car on peut appliquer l'équivalence de a) et d ) dans (19.7. i).

19.8. Propriétés de passage à la limite projective.

Dans ce numéro, les notations et conventions sur les limites proj écrives sont celles
de (8.5.1) et de (8.8.1).

Proposition (19.8 .1) . — Supposons que les morphismes de transition S ->S^ (^p-) soient
plats, et en outre que l'une des deux hypothèses suivantes soit vérifiée :

i° Les préschémas S^ sont localement noethériens.
2° Les morphismes de transition S^—^S^ sont surjectifs ( donc fidèlement plats ).
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Dans ces conditions :
(i) Supposons S^ quasi-compact. Soit ̂  un 0^-Module quasi-cohérent, que Von suppose

en outre de type fini quand l'hypothèse 10 est vérifiée. Soit f^Ji<^n une suite finie de sections
de y^ au-dessus de S^. Pour que la suite des sections f^ du 6g- Module ^ au-dessus de S, corres-
pondant aux f^ {i^i^n), soit ^-régulière, il faut et il suffit qu'il existe À^a tel que la suite
des sections f^ de ̂  au-dessus de S^ soif ^\-régulière.

(ii) Supposons X^ quasi-compact, et soit j\ : X^-^S^ une immersion, que Von suppose
localement de présentation finie lorsque l'hypothèse 2° est vérifiée. Alors, pour que l'immersion corres-
pondante j : X->S soit régulière, il faut et il suffit qu'il existe Â^a tel que j\ : X^->S^ soit
régulière. ^ ^

(i) Si p^ : S-^S^ est la projection canonique, on a ^/( S f^) =j^(^/( Sy^\)),

donc on est ramené au cas n == i, auquel cas on supprime l'indice i. Le fait que la condi-
tion soit suffisante résulte de ce quej^ est plat (8.3.8) et de (0, 15. i .5). Dans le cas 2°,
p^ est fidèlement plat (8.3.8) et la nécessité de la condition résulte encore de (0, 15.2.5),
avec X=oc. Dans le cas i°, notons ^T^ (resp.c/T) le noyau de l'homomorphisme ^x-^^x
(resp. y-^^), multiplication par/^ (resp. par/); puisque e^\ est cohérent par hypo-
thèse, il en est de même de ^r^, donc l'hypothèse ^F==o entraîne ^*^===o pour
un À^a en vertu de (8.5.8, (ii)).

(ii) Gomme p^ est plat, la suffisance de la condition résulte de (19.1.5, (ii)).
Pour prouver sa nécessité, notons que, puisque Jo^a) est quasi-compact, il est contenu
dans un ouvert quasi-compact de S^ et on peut donc se limiter au cas où S^ est aussi
quasi-compact etj\ une immersion fermée, de sorte que l'image de X^ est définie par un
Idéal quasi-cohérent / ^ de ^g , qu'on peut en outre supposer de type fini dans les cas i°
et 2° (ja étant localement de présentation finie dans le cas 2°) ; l'image de X^ (resp. X)
dans S^ (resp. S) est alors définie par f^=/^)^ (resp. / = / ^ ) ^ qui est encore
de type fini. On peut en outre, compte tenu de (8.2.11), supposer que / est engendré
par une suite régulière (^)i^,^^ de sections au-dessus de S, qui définissent par suite un
homomorphisme surjectif u : Q^ / . Compte tenu de (8.5.2, (i)) et (8.5.7), il existe
un À^a et un homomorphisme surjectif u^\(9^->/^ tels que u=p\(u^, donc les /
sont les images canoniques de sections f^ de /^ au-dessus de S^ engendrant cet Idéal.
En vertu de (i), il existe donc pi^À tel que la suite (f^) soit ^g -régulière, donc l'immer-
sion j^ est régulière.

Proposition (19.8.2). — Soient X^ un S y-'préschéma quasi-compact et localement de pré-
sentation finie.

(i) Soient ̂  un 0^ Module quasi-cohérent de présentation finie, (/•Ji^t^n une sulte ^e

sections de 0^ au-dessus de X^. Pour que la suite de sections^ de (9^ au-dessus de X, correspondant
aux fia) solt ^-transversalement régulière relativement à S (19.2.1), il faut et il suffit qu'il
existe À^ a tel que la suite des sections f^ de 0^ au-dessus de X^ soit ^-^-transversalement régulière
relativement à S^.

(ii) Soient Y, un S y-préschéma quasi-compact, j\ : Y^->X^ une S ̂ -immersion localement
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de présentation finie. Pour que la ^-immersion correspondante j : Y->X soit transversalement
régulière relativement à S, il faut et il suffit qu'il existe À^a tel que j\ : Y^->X^ soit transver-
salement régulière relativement à S^.

(i) La suffisance de la condition résulte de (0, 15.1.15). Pour prouver qu'elle
est nécessaire, il suffira de montrer que tout point xe^K possède un voisinage ouvert V(A:)
pour lequel il existe un indice À=À(A:)^(X et un voisinage ouvert V\ de l'image x^ de x
dans X^ tels que 'V(x) soit l'image réciproque de V\ et que la suite des restrictions à V\
desj^ soit (^\|V\) -transversalement régulière relativement à S^ : en effet, il suffira alors
d'appliquer (8.3.4) à l'ensemble ouvert U^ de X^, défini par la condition d'être le plus
grand ouvert tel que les restrictions à U^ desj^ forment une suite (^]U^)-transversale-
ment régulière relativement à S^. Soient s l'image de x dans S, et pour tout X^a, soit s^
l'image de s dans S^. Alors la fibre X, est limite projective des fibres (X^) et est localement
noethérienne puisque le morphisme X->S est localement de présentation finie; comme
en outre (XJg^ est quasi-compact et que les morphismes de transition (X^)g -> (X^),
sont plats (puisqu'il en est ainsi de Spec(fe(^)) -> Spec(fe(^))) on peut appliquer aux
sections /,® i de ^=^®^fcM au-dessus de X^ le résultat de (19.8.1, (i)); d'où
l'existence d'un À^a tel que les sections f^i de (e^\) = ffi\®^ k{s^) au-dessus
de (X^)^ forment une suite (<^\) ̂ -régulière. En outre (11.2.6), on peut supposer
que ̂  est S^-plat au point x^. Il résulte alors de (11.3.8) qu'il existe un voisinage
ouvert V^ de x^ dans X^ vérifiant les conditions requises.

(ii) La suffisance de la condition résulte de (19.2.7, (ii)). Pour prouver sa nécessité,
il suffit encore de montrer que tout point xej(Y) admet un voisinage ouvert V(;c) pour
lequel il existe un indice X = \(x) ̂  a et un voisinage ouvert V\ de l'image x^ de x dans X^
tels que V{x) soit l'image réciproque de V^ et que la restriction J^V^-^V^ de j\
soit transversalement régulière relativement à S^. Soient s l'image de x dans S, et pour
tout À^a, soit ^ l'image de s dans S^. Gomme X^ (resp. YJ est limite projective des
fibres (X^ (resp. (Y^)^), on peut comme dans (i) utiliser (19.8.1, (ii)), et comme
par hypothèse l'immersion Y^->Xg est régulière, il existe un indice À(J) tel que pour
À^X(^) l'immersion (Y^ -> (X^ soit régulière. En outre, en vertu de (19.2.4) il
existe un voisinage ouvert quasi-compact W(;c) de x dans X tel que les morphismes
structuraux W(x)->S et YnW(^)->S soient plats; appliquant (n .2.6) et (8.2. n),
on peut supposer qu'il existe un À^X(j-) et un voisinage ouvert quasi-compact W(^)
de x^ dans X^, tels que W(A:) soit l'image réciproque de W(^) et que les restrictions à
W(^) et à Y^nW(^) respectivement des morphismes structuraux X^->S^ et
Y^-^S^ soient plats. On conclut donc de (19.2.4) qu'il existe un voisinage ouvert V^
de x^ répondant à la question.

Remarque (18.8.3). — Les démonstrations précédentes montrent que les énoncés
de (19.8.1) et (19.8.2) subsistent lorsqu'on remplace les conditions concernant la
régularité ou la régularité transversale dans tout X (resp. X^) par ces conditions dans
un voisinage d'un point ^eX (resp. dans un voisinage de ^, projection de x).
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19.9. Suites ^-régulières et profondeur»

(19.9.1) Rappelons que si X est un préschéma localement noethérien, y un
^x- Module cohérent, T une partie de X, on pose (5.10.1)
(19.9. i. i ) pro£,(^) = ̂  profOT.

On pose d'autre part, pour tout point teT

(19.9.1.2) profvt^)== inf profit,),
' y v ' v Tï^ j zGTnSpec((Px,<)

et on dit que profrr <(e^) est la T-profondeur de y au point t'y il est clair que l'on a
(19.9.1.3) profT(^)=^profT.,(^).

Lemme (19.9.2). — Soient A un anneau noethérien^ M un A-module de type fini., 3 un
idéal de A. Afin que, pour tout idéal premier pD3? on ait pro4 (Mp)^r, il faut et il suffit
qu'il existe une suite M-régulière de r éléments appartenant à 3.

La suffisance de la condition résultant aussitôt de (0, 16.4.5), prouvons sa nécessité.
Raisonnons par récurrence sur r (il n'y a rien à démontrer si r==o) : puisque

pro4 (Mp)^r—i pour tout p33î il existe par hypothèse une suite M-régulière
(&)i^«r-i formée d'éléments de 3. Posons N==M/(^iM+. . .+^r_iM) $ pour tout
pD3? les images des g^ dans Ap appartiennent donc à l'idéal maximal pAp, et forment
une suite Mp-régulière (0,15.1.14); on conclut donc de (0,16.4.6) que l'on a
pro4 (Np)==pro4 (Mp)—(r—1)^1, et on voit que tout revient à prouver le lemme
pour r = = i . Or l'hypothèse signifie alors que, pour tout pD3? pAp n'est pas associé
à Mp (0, 16.4.6)3 donc (Bourbaki, Alg. comm^ chap. IV, § i, n° 2, prop. 5), p n'est pas
associé à M. Autrement dit, 3 n'est contenu dans aucun des idéaux premiers de Ass(M),
donc il n'est pas contenu dans leur réunion (Bourbaki, Alg. comm.y chap. II, § i, n° i,
prop. 2). Mais comme cette réunion est l'ensemble des éléments qui ne sont pas
M-réguliers (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § i, n° i, cor. 2 de la prop. 2), cela prouve
le lemme.

Proposition (19.9.3). — Soient X un préschéma localement noethérien, y un Oy Module
cohérente Y une partie fermée de X,j^ un point de Y, n un entier >o. Les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) II existe un voisinage ouvert U de y dans X tel que profYnu(^|U)^7L
b) II existe un voisinage ouvert U de y dans X et une suite (^|U) -régulière de n sections f^

de 0^ au-dessus de U, telles que f^x)=o (Oi, 5 .5 .1 ) pour i^i^n en tout point xeVnY.
c) On a pro{^y{^')^n.
En outre, l'ensemble des yeY vérifiant ces conditions est ouvert dans Y.
La dernière assertion résulte trivialement de a). L'équivalence de a) et b) découle

de (19.9.2) appliqué à un voisinage ouvert affine dej/ dans X et de (0, 15. i. 14). Il est
clair que a) entraîne c ) , tout voisinage ouvert dejy dans X contenant Spec(^x,y) 5 montrons
inversement que c ) implique b ) . Il résulte de c ) et de la définition (19.9.1.1) que l'on
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peut appliquer (19.9.2) à l'anneau ffl^y, au (P^y-mod\de ^y et à l'idéal / y de Q^y,
donc il existe une suite ^y-régulière (^)i^»^n de n éléments de / y . Il y a donc un voisi-
nage ouvert U dej/ dans X et une suite (^)i^^n de sections de / au-dessus de U telles
que les ^ soient les germes des^ au pointa; utilisant (0, 15.2.4), on en déduit qu'il
existe un voisinage ouvert U'cU de y dans X tel que les fi\V forment une suite
(^[U^-régulière.

Corollaire (19.9.4). — Avec les notations de (19.9.3), la fonction j^profy y(^)
est semi-continue inférieurement dans Y.

Proposition (19.9.5). — Avec les notations de (19.9.3), soient X' un préschéma localement
noethérien, ^ îX'-^X un morphisme plat, Y'^'^Y), y=g*^). Alors, pour tout point
yeY' au-dessus de y, on a profY^^(^'/)=profY^(^').

En effet, pour tout ^Spec^x^)? il résulte de (6.3.1) que l'on a
prof(e^)^prof(^^), et si ^" est un point maximal de la fibre g^^g^)), générisation
de ^ (donc appartenant aussi à Spec^x',^))? on a (^oc' c l t ' ) Prof(^-)=Prof(^(2n)•
La proposition résulte alors de ce que l'on a <g(Spec(^x' w^^Spec^x g[y}) puisque
g est plat (2.3.4).

Proposition (19.9.6). — Soient f: X->S un morphisme localement de présentation finie,
Y une partie fermée de X, y un 0^-Module de présentation finie et f-plat, n un entier >o. Pour
tout point j^eY, les conditions suivantes sont équivalentes {en désignant par X./ \ la fibre de f au
point f {y), par 3^^ V image réciproque de y dans X^, et en posant Y^==X^nY) :

a) On a profy^,^^)^.
b) 77 existe un voisinage ouvert U de y dans X et une suite (&-)i^^ de n sections de Gy^

au-dessus de V, qui soit transversalement ^-régulière relativement à S (cf. (19.2. i) pour la termi-
nologie) et telle que g^x)===o pour i^i^n et pour tout A-eUnY.

D ensemble V^ des y eY vérifiant ces conditions est ouvert dans Y; si de plus Y est localement
constructible dans X, V^ est rétrocompact dans X (Om, 9 . 1 . 1 ) .

En vertu de (19.9.3)3 la condition a) équivaut à l'existence d'un voisinage ouvert U
de y dans X et d'une suite (^}(y)| (Un X^)) -régulière (A,)^.^ de sections de 0^
au-dessus de UnX^ telles que A^)==o pour tout ^eUnY^. Si on désigne encore
par Y un sous-préschéma fermé de X ayant Y pour espace sous-jacent, par / l'Idéal
quasi-cohérent de (9^ définissant Y, on peut encore dire que l'on a h^/^ pour
ï^i^n. Comme on peut remplacer U par un voisinage affine plus petit dej^, on peut
supposer que les À, sont les images d'une suite (&)i^^n de sections de y au-dessus de U,
de sorte que les germes (^)y appartiennent à l'idéal maximal \Uy de ^x,y L'équivalence
de a) et b) résulte alors de (11.3.8), qui prouve aussi que l'ensemble V^ est ouvert
dans Y. Reste à prouver la dernière assertion; comme il s'agit encore de propriétés
locales sur X, on peut supposer S=Spec(A) affine et X de présentation finie sur S;
il existe alors un sous-anneau noethérien Ag de A, un préschéma Xp de type fini sur
So==Spec(Ao) et un (P^-ModuÏe cohérent e^o tels que X=X^X^S et ^=^®^ 0^
(8.9. i )$ on peut en outre supposer que, si fo : X^-^So est le morphisme structural,
^o est/o-plat (11.2.6). Puisque Y est constructible, on peut en outre (8.3.11) supposer
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que Y==p~~ (YJ, où p : X->Xo est la projection canonique. Alors, pour tout j/eY,
il résulte de (19.9.5) et de la transitivité des fibres que l'on a

ProfY/(.)^(^))=Prof(yo)/.(,.),.o((^o)^^^^^
en posant j^==^(j/); si V^ est l'ensemble des j^eYo pour lesquels le second membre
de cette relation est ^n, on a donc V,^-1^). Comme Xo est noethérien, V^ est
un ouvert rétrocompact dans Xç, et par suite (cf. démonstration de (1.8.2)) V^ est
rétrocompact dans X.

Corollaire (19.9.7). — Sous les hypothèses générales de (19.9.6), la fonction
^profy^^y(^y)) est semi-continue inférieurement dans Y. Si de plus Y est localement
constructible, cette fonction est localement constructible.

Proposition (19.9.8). — Soient f: X-^S un morphisme localement de présentation finie,
Z une partie fermée de X, ^ un 0^Module de présentation finie etf-plat, ^ un (Q ̂ -Module quasi-
cohérent. Supposons que, pour tout xeZ, on ait prof((^)J^i (resp. prof((^)J^2).
Alors, si j : X—Z->X est l'injection canonique, etsionpose ^==^'®g, /*(^), U homomorphisme
canonique p^ : ̂  ->J*(/W) relatif à j est injectif (resp. bijectif).

La question est évidemment locale sur X et S, et il suffit de démontrer la proposition
dans un voisinage d'un point xeZ. Autrement dit, on peut se borner au cas où X et S
sont affines. Grâce à (19.9.6)3 on peut supposer qu'il existe une section transversalement
^-régulière ̂  de 0^ au-dessus de X relativement à S (resp. une suite transversalement
^-régulière (^i,^) de deux sections de 0^ au-dessus de X relativement à S) telle que
si Z' est l'ensemble des x'eX pour lesquels g^x') =o (resp. g^x') ==^(^) ==o), on ait
ZcZ7.

Cela étant, revenons à la démonstration de (19.9.8); en vertu de (19.9.6) on a
encore prof((^)J^i (resp. prof((^)J^2) pour tout xeZ\ Si la proposition est
prouvée en remplaçant le couple (X, Z) par (X, Z7) et (X—Z, Z'n(X—Z)), il est
immédiat qu'elle le sera aussi pour (X, Z) ; on peut donc se borner à la prouver pour X
et Z'. Autrement dit, on peut se borner à démontrer (19.9.8) lorsque S=Spec(A),
X == Spec(B), où B est une A-algèbre de présentation finie, Z = V(3), où 3 est un idéal
de type fini de l'anneau B, ^'==M et ^==N, où N est un A-module et M un B-module
de présentation finie qui est un A-module plat. On peut en outre se ramener au cas où N
est un A-module de présentation finie. En effet, N est limite inductive d'un système inductif
filtrant de A-modules de présentation finie N^ (par double limite inductive) si l'on pose
^ ==N^ ^ est limite inductive des J^== ̂ ®^/'(^J ; commet et/ commutent aux
limites inductives et que lim est un foncteur exact dans la catégorie des Modules quasi-
cohérents, si la proposition est prouvée pour chacun des ^f\, elle le sera pour Jf.

Il suffit en outre de prouver que l'homomorphisme canonique

F(X, jf) -> F(X—Z, jf)
est injectif (resp. bijectif). Il existe alors un sous-anneau noethérien \ de A, une
Ao-algèbre de type fini Bo, un idéal 3o de KO et un Bo-module de type fini Mo qui est
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un Ao-module plat et un A^-module N(), tels que B=Bo®^A, g^^B, M=M()®^ A
et N=No®^A (8.9.1, 8.5.H et 11 .2 .7) . De plus, soit (A^) la famille des sous-
Ao-algèbres de type fini de A, de sorte que A==limA^; posons B^==Bo®^ A^,

Sx-SoB^ M^=Mo®^A^Mo®B,B^N^=No®A,Ax e7s^=Spec(A^),X,=Spec(B^),
Z^=V(3^); si j^:X->X^ est la projection canonique, on a donc Z=p^l(Z^), et
X—Z=^1(X^—Z^). Comme X^—Z^ est quasi-compact et quasi-séparé, on en
conclut (8.5.2) que si l'on pose ^=M^ et jf\ = (M^N^, les homomor-
phismes lim r(X^ ^) -> r(X, J^) et Hm r(X^-Z^, ̂ ) -> F(X-Z, J^) sont
bijectifs', en vertu de l'exactitude du foncteur lim, il suffira donc de prouver que pour
tout À assez grand, l'homomorphisme canonique F(X^, Jf^) -> r(X^—Z^, jf7^) est
injectif (resp. bijectif). Mais pour tout xeZ, si x^ est la projection de x dans Z^, on a
prof((^)J=prof(((^)^^) en vertu de (4.2 .7) et (6 .7.1) ; pour être ramené
à démontrer (19.9.8) dans le cas où A est noethérien, il faut prouver que, pour À assez
grand on a prof(((^)^^)^)^ i (resp. ^2) pour tout point ^eZ^. Or, notons Z^
l'ensemble des points x^eZ^ tels que, pour toute générisation ̂ de ̂  dans Z^n (X^). / ^ ,
on ait prof(((^)^^)^)^i; si p^ : Z^->Z^ est la projection canonique pour X^[JL,
il résulte de l'hypothèse et de (19.9.5) que l'on a Z^j^Z^) et Z^^-^Z^); d'autre
part, il résulte de ( 19.9.6) que Z^ est oz/^ dans Z^, donc notre assertion résulte de (8.3.4).

Pour terminer la démonstration lorsque A est noethérien, notons qu'en vertu de
l'hypothèse de platitude et de (6.3.1), on a alors profz(JT)^i (resp. profz(J^)^2);
mais la conclusion de (19.9.8) résulte dans ce cas de (5.10.2) (resp. 5.10.4)).

Remarque ( ig -9-9) -— La même démonstration, jointe aux résultats du chap. III,
3e partie sur la profondeur et la cohomologie locale, permet d'établir la généralisation
suivante de (19.9.8) :

Sous les conditions générales de (19.9.8), supposons que, pour tout xeZ, on ait
prof((^^)J^A:; alors F homomorphisme canonique

H^X, ̂ ) -> H^X—Z, ̂ \ (X—Z))

est bijectif pour i^k—2 et injectif pour i=k—î (ce qui, exprimé à l'aide de la notion
cohomologique générale de profondeur introduite au chap. III, s'écrit aussi profz(JT)>A;).

§ 20. FONCTIONS MÉROMORPHES ET PSEUDO-MORPHISMES

20.0. Introduction»

La plupart des notions et résultats des §§ 20 et 21 se rattachent directement au
chap. I, et ne dépendent guère des chap. II à IV, sauf en ce qui concerne l'usage
occasionnel de la notion de profondeur et d'anneau local régulier (dans (20.6), (21. n),
(21.13) et (21.15)), du « Main theorem » de Zariski dans (20.4) et (21.12), et des
propriétés des immersions transversalement régulières dans (20.6) et (21.15).
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Au § 20, nous introduisons plusieurs variantes de la notion d'application ration-
nelle, déjà étudiée dans (I, 7) d'un point de vue encore assez proche du point de vue
classique, et pour cette raison assez mal adaptée au cas des préschémas non nécessairement
réduits. Les notions et résultats du § 20 sont utilisés pour développer au § 21 (n08 21.1
à 2 i . 7) la notion générale de diviseur et ses propriétés les plus élémentaires. Cette notion
est surtout commode lorsque les anneaux locaux des préschémas considérés sont noethé-
riens et intégralement clos, et surtout lorsqu'ils sont en outre factoriels (21.6 et 21.7)3
en raison de son identification dans ce dernier cas avec la notion de cycle i -codimensionnel
(combinaison linéaire de sous-préschémas irréductibles de codimension i). Dans (21.9),
on détermine les diviseurs sur un préschéma noethérien de dimension i mais non néces-
sairement normal, ce qui est utile pour diverses applications. Les n08 21.11 et 21.12
donnent deux théorèmes importants, dus respectivement à AusIander-Buchsbaum et
Van der Waerden, et se rattachant à la notion d'anneau factoriel (les n083 (21.9), (21.11)
et (21.12) sont indépendants les uns des autres). Dans les n08 (21.13) et (21.14), égale-
ment indépendants des trois précédents, nous étudions une variante utile de la notion
d'anneau local factoriel, celle d'anneau local parafactoriel^ qui s'introduit notamment [41]
dans le développement de théorèmes de comparaison du groupe de Picard d'un préschéma
projectif X sur un corps k et d'une « section hyperplane ». On verra dans (21.14.1)
(théorème de Ramanujam-Samuel) que les anneaux locaux parafactoriels sont bien plus
nombreux que l'on ne pouvait s'y attendre a priori.

Dans (20.5), (20.6) et (21.15), nous reprenons les notions précédentes mais d'un
point de vue « relatif » à un préschéma de base fixé. Pour l'instant ces notions ne sont uti-
lisées qu'assez rarement; en particulier la notion de diviseur relatif n'est guère employée
que lorsqu'il s'agit de diviseurs positifs, et dans ce cas elle s'explicite avantageusement sans
le secours de la notion de fonction méromorphe relative, à l'aide de la notion d'immersion
transversalement régulière de codimension i. On aura donc avantage à omettre ces
sections en première lecture.

20.1. Fonctions méromorphes.

(20. i. i ) Soit (X, fly un espace annelé, et soit y un sous-faisceau d''ensembles
de ^x- Pour tout ouvert U de X, considérons Vanneau de fractions F(U, ^x)IT(U, e^)"1]
(Bourbaki, Alg. comm^ chap. II, § 2, n° i). Il est immédiat que l'application
U~»r(U, (P^)[rC[J, ^)~1] est un préfaisceau d'anneaux (Oi, 1.5.1 et 1.5.7). On note
^xE^7""1] \^ faisceau d'anneaux associé à ce préfaisceau et on dit que c'est le faisceau d^ anneaux
de fractions de (9^ à dénominateurs dans y \ c'est un ^"Module plat. Il est immédiat que pour
tout A:eX, on a un isomorphisme canonique

( 2 0 . 1 . 1 . 1 ) (^xE^-1])^^^-1]

car le raisonnement de (Oi, 1.4.5) se généralise aussitôt au cas où l'on a un système
inductif (A^, 9^) d'anneaux, et pour chaque indice a une partie S^ de A^ telle que
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9pa(Sa)cSp pour a^p; on prend alors pour S la limite inductive dans A==limA
du système inductif de parties (SJ.

{20.1.2) Soit maintenant ^ un ^"Module. On pose alors

(20 .1 .2 .1 ) ^[^l]=^®^x[t^~l]

et on dit que c'est le faisceau de modules de fractions de y à dénominateurs dans ^\ il est
immédiat qu'il est associé au préfaisceau de modules U->F(U, ^')[r(U, ^)~1], et que
pour tout ^eX, on a un isomorphisme canonique

(20.1.2.2) (^E^-1])^^^-1].

(20.1.3) Nous allons nous intéresser ici au cas où y est le sous-faisceau <^(^x)
de ^x tel q^ P0111' tout ouvert U, r(U, e^) soit Y ensemble des éléments réguliers de l'anneau
^U, ^x) 5 il est immédiat qu'il s'agit d'un faisceau (et non seulement d'un préfaisceau)
la régularité d'une section de 0^ au-dessus de U se vérifiant « fibre par fibre » (i.e. signi-
fiant que le germe de la section en x est régulier dans (9^ pour tout xeU) autrement dit
^{^x)x n5est autre que l'ensemble des éléments réguliers de (9^ ̂  Le faisceau d'anneaux
correspondant

^x-^x[y~1]

est appelé le faisceau des germes de fonctions méromorphes sur X, et les sections de e^fx au-dessus
de X sont appelées ̂ fonctions méromorphes sur X; elles forment un anneau que l'on note
M(X). Pour tout Qy Module ̂ ,

^®^x=^[^-1]

est encore noté e^x^) et appelé le faisceau des germes de sections méromorphes de ^\ ses
sections au-dessus de X forment un M (X)-module noté M(X, ^r), dont les éléments
sont appelés sections méromorphes de y au-dessus de X. Ces définitions impliquent que pour
tout ouvert U de X, on a un isomorphisme canonique ^x(^) \^ ^-^u^l11)? en

particulier e^x I U ̂  ̂ u.
(20.1.3.1) Si X est un préschéma réduit, on notera que si un élément jer(U, ^x)

est tel que s^ o pour tout point maximal Ç de U, alors s est régulier. En effet, si st=o
pour un teF(V, 0^, on a s^==o, donc ^==o puisque ^x,ç est un corps, et dire
que ^ = o pour tout point maximal Ç de X signifie que t == o : en effet, on est aussitôt
ramené au cas où U est affine, et un élément d'un anneau réduit qui appartient à tous
les idéaux premiers minimaux est nul par définition. La réciproque est vraie si l'ensemble
des composantes irréductibles de X est localement fini. On est en effet aussitôt ramené au cas
où X==Spec(A) est affine; si p, {i^i^n) sont les idéaux premiers minimaux de A et
sl seVi P0111* un indice i, il existe teA tel que tepy pour j=4= i et ^p, (Bourbaki,
Alg. comm., chap. II, § i, n° i, prop. i); on a donc step^ pour tout i, et par suite ^==0
puisque A est réduit; s est donc non régulier.

(20.1.4) Pour tout ouvert U de X, l'homomorphisme t^tji de F(U, ^x)
dans F(U, ^[I^U, ^)""1] (qui n'est autre que Vanneau total des fractions de

227



228 A . G R O T H E N D I E C K Chap. IV

r(U, é^x)) est injectif; ces homomorphismes définissent donc un homomorphisme canonique
injectif

(20.1.4.1) i:^x^^x

qui permet d'identifier (9^ à un sous-faisceau de ^x- Étant donnée une fonction méro-
morphe <peM(X), on dit que y est définie dans un ouvert U de X si 9 [U est une section
de (P-y au-dessus de U; les axiomes des faisceaux montrent qu'il y a, pour une section y
donnée, un plus grand ouvert dans lequel cp est définie; on l'appelle domaine de définition
de 9 et on le note dom(cp).

(20. i .5) Pour tout ex- Module ^r, on déduit de (20. i .4. i) un di-homomorphisme
formé de i et de l'homomorphisme de faisceaux de groupes additifs

(20.1.5.1) i^®z:^^.^x(^)-^®^x-

On notera que ce dernier n'est plus injectif en général; lorsqu'il est injectif, on dit que y
est strictement sans torsion : cela signifie que pour tout ouvert U de X et toute section
jer(U, é^x) V11 est un élément régulier de cet anneau, l'homothétie ^->s^ de r(U, ^r)
est injective; cette condition est évidemment remplie si y est localement libre.

Proposition (20.1.6). — Soient X un préschéma localement noethérien, 3^ un (0-^-Module
quasi-cohérent. Pour que ^ soit strictement sans torsion^ il faut et il suffit que Ass(J^) cAss(^x)-

On est en effet aussitôt ramené au cas où X=Spec(A) est affine, j^=M, et on
sait que les éléments s de A appartenant à un idéal de Ass(M) sont exactement ceux pour
lesquels l'homothétie ^—>s^ n'est pas injective (Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § i,
n° i, cor. 2 de la prop. 2).

(20. i.7) Si u est une section de ^x(^) au-dessus de X, on dit que u est définie en
un point ^eX s'il existe un voisinage ouvert V de x dans X tel que u \ V soit l'image d'une
section de ^ au-dessus de V par le di-homomorphisme (20.1.5.1). On dit que u est définie
dans un ouvert U de X si elle est définie en tout point de U ; il y a encore un plus grand
ouvert dans lequel u est définie, appelé domaine de définition de u et noté dom(^). Lorsque y
est strictement sans torsion, de sorte que ^ s'identifie par (20. i .5. i) à un sous-faisceau
de ̂ x(^')5 dire que u est définie dans U signifie que u \ V est une section de y au-dessus de U.

(20.1.8) Conformément aux notations générales (Oi, 5 .4 .7)3 on note e^x 1e

faisceau de groupes multiplicatifs tel que r(U,^x) solt (pour tout ouvert U de X) le
groupe des éléments inversibles de r(U, e^x)- ^e faisceau n'est autre que le faisceau ^(^x)
défini en (20.1.3) : en effet, si seTÇU, ^(^x))? pour tout xe\J, il existe un voisinage
ouvert VcU de A: tel que s\V soit un élément régulier dans Vanneau total des fractions
de F(V, ^x) et on sait qu'un tel élément est nécessairement inversible dans cet anneau
de fractions. Nous dirons que les sections de e^x au-dessus de X sont les fonctions méro-
morphes régulières (on notera que nous nous écartons ici de la terminologie suivie par
certains auteurs, qui nomment fonctions méromorphes « régulières » celles qui sont des
sections de ^x? identifié à un sous-faisceau de <^x)*

Soit J? un G^-Module inversible (Oj, 5 .4.1); alors il est clair que ^x^)= ̂ ^o «^x
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est un jy^-Module inversible. Soit U un ouvert tel que oSf|U soit isomorphe à 6^; comme
tout automorphisme de JK^ est la multiplication par un élément inversible de F(U, JK^)
(°i5 5 - 4 - 7 ) ? i1 revient au même de dire qu'une section seT^V,^^^}) a une image
inversible dans r(U,^x) P^ un isomorphisme ou par tout isomorphisme sur r(U,^x)î
on dira dans ce cas que s est une section méromorphe régulière de oSf au-dessus de U; une
section s de JSf au-dessus de X sera appelée une section méromorphe régulière de JSf si, pour
tout ouvert U tel que JSf | U soit isomorphe à (9^, s U est une section méromorphe régu-
lière de Jâf au-dessus de U. On notera (^xC0^))* 1e sous-faisceau de ̂ x^) tel q^ P0111'
tout ouvert U, F(U, (e^x^))'18) ^it l'ensemble des sections méromorphes régulières
de JSf au-dessus de U. Soit s une section méromorphe de JSf au-dessus de X (i.e. une
section de ^x(°^))5 eue définit un homomorphisme Ag :JK^ -^^x(°^) qm, à toute
section t de e^x au-dessus d'un ouvert U, fait correspondre {s\U)t. Il résulte aussitôt
de ce qui précède que, pour que s soit régulière, il faut et il suffit que h, soit injectif, et en
fait Ag est alors un homomorphisme bijectif de <^x sur ̂ x^)^ et sa restriction à e^x est

une bijection sur (^x^))*- O11 en conclut que l'homothétie t->ts est un isomorphisme
de M(X) sur M(X, ̂ ).

(20.1.9) Soit s une section méromorphe régulière du ^x-Module inversible S
au-dessus de X; alors, pour tout ^x" Module e ,̂ s définit de même un homomorphisme
A,®i^:^xW -^^xG^'^x0^ ^ est encore bijectif.

(20.1.10) Soit s une section méromorphe d'un 6^- Module inversible JSf au-dessus
de X; pour que s soit régulière, il faut et il suffit qu'il existe une section méromorphe s '
de JSf~1 au-dessus de X telle que l'image canonique de s ^ s ' dans e^x (Oi? 5-4-3) solt

la section unité, et cette section s ' est alors unique : en effet, la nécessité de l'existence
locale d'une telle section est évidente, et son unicité locale entraîne son existence (et
unicité) globale; en outre, l'existence de s ' est trivialement suffisante pour que s soit
régulière. On posera s'==s~1.

Enfin, si S ' est un second Oy Module inversible, s (resp. s ' ) une section méromorphe
régulière de JE? (resp. oSf') au-dessus de X, s® s ' est évidemment une section méromorphe
régulière de cSf®JSf' au-dessus de X.

(20. i. il ) Si /: X'->X est un morphisme d'espaces annelés, il n'y a pas en général
d'application naturelle associant à une fonction méromorphe sur X une fonction méro-
morphe sur X\ Par exemple, si X est le spectre d'un anneau local intègre A, X' celui
de son corps résiduel A, il n'y a aucun homomorphisme naturel du corps des fractions K
de A dans k, et on ne peut faire correspondre à un élément de K un élément de k que s'il
est déjà dans A.

De façon générale, si /==(^, 6), notons, pour tout ouvert U de X, ^(U) l'ensemble
des sections régulières jer(U, 0^) telles que l'image de s par

r(6ft) : F(U, ^x) -> rcr.^u), ̂ )
soit une section régulière. Il est immédiat que U-^^(U) est un sous-faisceau du faisceau
d'ensembles ^(^x). que l'on note ^. On pose ^=^x[^/~1]; c'est un sous-faisceau
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d'anneaux de^xî et on déduit canoniquement de 6^ : +*(^x)~^x' un homomorphisme
de faisceaux d'anneaux 6^ : ^j/G^/)-^-^x' prolongeant 6^ (Bourbaki, Alg. comm.y
chap. II, § 2, n0 i, prop. 2); d'où, en se rappelant que /*(^)==^j/t(.^)®^ ^ffly,
un homomorphisme canonique de (PyAlgebres

(20. i. 11. i ) f*{^f) -^x' •

Pour toute fonction méromorphe 9 sur X, qui est une section de e^fp r(Q^){^) est une
fonction méromorphe sur X', dite image réciproque de 9 par f, et notée <po/ si cela n'entraîne
pas confusion.

De même, si ^ est un ffyModMie, on pose ^(^')==^'®^ Jt., et on déduit
aussitôt de ô'^ un homomorphisme canonique (qu'on écrit aussi u^uof)

r(x, ̂ (^)) -^ r(x', ̂ x-(,r(^))).
En outre, si ^er(X, .^(^r)) est définie (20.1.7) en un point x, u coïncide, dans un
voisinage U de x, avec une section de la forme S^®(^/^), où les h^ appartiennent à

i

r(U, ̂ ), les ti à r(U, ^x) et les ^ à fW, ̂ ). Comme par hypothèse les images des ^
dans I^/'^CU), ^x') sont régulières, on voit que uof est définie en tout point de/~l(U);
autrement dit, on a

(20. i . 1 1 . 2 ) f~'l{dom{u)) cdom{uof).

Nous verrons plus loin (20.6.5, (i)) des exemples (avec ^==C}^) où les deux membres
de (20.1.11.2) peuvent être distincts.

Considérons en particulier le cas où ^.=^xî alors, si cJêf est un (PyM.od\ûe
inversible, l'image dans ^x'(/*(°^))5 P^ r^'^)? d'une section méromorphe régulière
de oâf au-dessus de X (20.1.8) est une section méromorphe régulière de^*(JSf) au-dessus
de X', comme il résulte aussitôt de la définition de ces sections, et du fait qu'un homo-
morphisme d'anneaux transforme un élément inversible en un élément inversible.

Soit f : X^-^X' un second morphisme d'espaces annelés, et supposons que
^^=^^ et e^==c-^x/î alors, si l'on pose f" ==f°f\ on a aussi e^,==^x5 et l'on voit
aussitôt que pour toute section méromorphe u de y au-dessus de X, on a uof"=(uof)of\

Proposition (20.1.12). — Si le morphisme f : X7 ->X est plat (Oj, 6.7. i ) on a .̂  = ̂ x?
et l9 homomorphisme <p~><po/ est défini dans M(X) tout entier. En outre, si f est un morphisme
(plat) d'espaces annelés en anneaux locaux^ on a dom^oj^r^/'^dom^cp)) ; si de plus f est
surjectif (donc fidèlement plat), l^ homomorphisme <p~»(pojf est injectif.

La première assertion résulte de ce que, si B est une A-algèbre qui est un A-module
plat, tout élément de A non diviseur de o dans A est non diviseur de o dans B (Oi, 6.3.4).
Pour prouver les autres assertions, notons que, pour tout ^c'eX', si ^==/(A:'), 0^ ^ est
un ^x aï-module plat, et comme l'homomorphisme (9^ y,—^(Q^ y,' est local par hypothèse,
il est injectif (Oi, 6.5.1 et 6.6.2); si l'on pose A==^x x-> B:^^ x ' ^ de sorte que A
s'identifie à un sous-anneau de B, (/"(^x))^ est é^ à S"•"1A®^B=S•~1B, où S est
l'ensemble des éléments réguliers de A, (^x^ est ^ë^ a T'^B, où T est l'ensemble
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des éléments réguliers de B, et comme on a vu que S c T, l'homomorphisme S^B -^T^B
est injectif; autrement dit, cela prouve que l'homomorphisme (20. i. 11. i) /"(e^x) ->^^'
est injectif (d'où la dernière assertion de l'énoncé). Le quotient f^^l^x1 s'identifie à
un sous-fi^-Module de ^l^x^ et CA^x) l^x' s'identifie à (e^x/^xL ̂  ^x^x"
Supposons alors que ^dom(y); l'image de q^ dans (-^x/^xL est donc 4=0; par fidèle
platitude, on en déduit qu'il en est de même de l'image de (yo/)^ dans (^x'/^x7)^
donc ^dom(cpo/), ce qui achève la démonstration.

Remarque (20.1.13). — Soit X un espace analytique complexe réduit; alors la
notion de fonction méromorphe sur X définie ci-dessus coïncide avec la notion usuelle.
Considérons d'autre part un préschéma Y, localement de type fini sur le corps C; on sait
alors qu'on peut associer à Y un espace analytique Y^ ayant même espace topologique
sous-jacent, et que le morphisme canonique /îY^-^Y est plat [37]$ en vertu de
(20. i . 12), l'homomorphisme canonique u->uof de M(Y) dans MÇY^) est donc partout
défini et est injectif; mais il n'est pas surjectif en général. Par exemple, lorsque Y=Vç
(En-iu, 14) est l'espace affine de dimension r sur C, M (Y) s'identifie canoniquement
au corps R(Y) des fonctions rationnelles sur Y (20.2.13, (i)), tandis que M^Y^) est
le corps des fonctions méromorphes usuelles sur CY. En raison de ce fait, il est souvent
préférable, en Géométrie algébrique, de s'abstenir de la terminologie introduite dans
cette section, et d'utiliser la terminologie équivalente de « pseudo-fonction » qui va
être définie ci-dessous.

20.2. Pseudo-morphismes et pseudo-fonctions.

Les seuls espaces annelés dont il sera question dans cette section sont les préschémas.

(20.2.1) Rappelons (n. 10.2) que dans un préschéma X, on dit qu'un ouvert U
est schématiquement dense si, pour tout ouvert V de X, l'homomorphisme canonique
W ^x) -^ r(VnU, ^x) est injectif.

Considérons deux préschémas X, Y, deux ouverts schématiquement denses U, U' de X$
on dit que deux morphismes u : U->Y, u' : U'->Y sont équivalents s'il existe un ouvert
U^cUnU' , schématiquement dense dans X, tel que ^[U'^î/'jU". Gomme il résulte
aussitôt de la définition des ouverts schématiquement denses que l'intersection de deux
tels ouverts en est un autre, il est immédiat que la relation précédente est bien une relation
d'équivalence. Une classe d'équivalence suivant cette relation s'appelle un pseudo-morphisme
de X dans Y, ou une application rationnelle stricte de X dans Y.

Si S est un préschéma et X, Y deux S-préschémas, on appelle pseudo-S-morphisme
la classe d'équivalence (pour la relation précédente) d'un S-morphisme d'un ouvert sché-
matiquement dense de X dans Y. Un pseudo-morphisme n'est donc autre chose qu'un
pseudo-S-morphisme pour S == Spec(Z).

On note Ps.hom(X, Y) (resp. Ps.homg(X, Y)) l'ensemble des pseudo-morphismes
(resp. des pseudo-S-morphismes) de X dans Y.
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(20.2.2) II résulte de la définition rappelée ci-dessus que si U est un ouvert schéma-
tiquement dense dans X, alors, pour tout ouvert V de X, U n V est schéma-
tiquement dense dans V. Si deux morphismes u : U —^Y, u' : U'->Y d'ouverts schéma-
tiquement denses de X dans Y sont équivalents il s'ensuit donc que leurs restrictions
^ j ( V n U ) et ^ ' [ (VnU' ) sont aussi des morphismes équivalents (pour le préschéma
induit sur V) ; leur classe est dite la restriction à V du pseudo-morphisme co, classe
de u, et on note ce pseudo-morphisme co U. Si WcV est un ouvert de X, il est clair
que (œ|V) |W=co[W. Ceci montre que les applications de restriction définissent
un préfaisceau d'ensembles U^Ps.hom(U, Y); on notera que ce préfaisceau n'est pas
un faisceau en général (cf. (20.2.16)); le faisceau associé se note <^%.Àom(X, Y). Pour
les pseudo-S-morphismes, on voit de même que U~->Ps.homg(X, Y) est un préfaisceau
d'ensembles, dont on note ^%.Âomg(X, Y) le faisceau associé.

Si V est un ouvert schématiquement dense dans X, alors, pour tout ouvert U schéma-
tiquement dense dans X, U n V est aussi schématiquement dense dans X, donc l'appli-
cation û)-^œ|V est une bijection de l'ensemble Ps.hom(X, Y) (resp. Ps.homg(X, Y))
sur Ps.hom(V,Y) (resp. Ps.homg(V, Y)).

(20.2.3) Étant donné un pseudo-S-morphisme 0 de X dans Y, on dit qu'il est
défini en un point ^eX s'il existe un voisinage ouvert V de x dans X, un ouvert UcV
contenant x et schématiquement dense dans V, et enfin un S-morphisme u : U->Y dont la
classe dans Ps.homg(V,Y) soit égale à co[V (20 .2 .2) ; on appelle domaine de définition
de co et on note domg(co) (ou simplement dom( CD ) si S=Spec(Z)) l'ensemble des ^cX
où co est défini; c'est évidemment un ouvert de X. En outre, pour tout ouvert W de X,
on a

(20.2.3.1) domg(co | W) = (domg(œ)) n W

en vertu de la propriété des ouverts schématiquement denses rappelée dans (20 .2 .2 )
Proposition (20.2.4). — Supposons que X, Y soient des S-préschémas tels que le morphisme

structural Y—?-S soit séparé ; alors, si co est un pseudo-S-morphisme de X dans Y, domg(co) est
le plus grand des ouverts schématiquement denses U de X tels qu'il y ait un S-morphisme u : U—^Y
appartenant à la classe co.

Il suffit évidemment de prouver que si U, U' sont deux ouverts schématiquement
denses dans X tels que deux S-morphismes u : U—^Y et u' : U'—^Y soient équivalents,
alors les restrictions de u et u' à Un U' sont égales. Or il existe par hypothèse un ouvert
U"cU n U', schématiquement dense dans X et dans lequel u et u' coïncident; comme U"
est aussi schématiquement dense dans UnU', notre assertion résulte de (n . 10. i, d } ) .

Corollaire (20.2.5). — Soient S un S^-schéma, X, Y deux S-préschémas tels que le morphisme
composé Y-^-S-^So soit séparé (ce qui implique (I, 5 . 5 . 1 ) que Y->S l'est aussi). Pour tout
pseudo-S-morphisme co de X dans Y, on a alors domg(co)==domg^(œ). En particulier^ si Y
est un schéma, on a domg(co)==dom(co).

En effet, il est clair que domg(œ) cdomg^(û)) sans hypothèse de séparation; en
vertu de (20.2.4), il suffit de prouver que si un So-morphisme UQ : UQ—^Y d'un ouvert
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schématiquement dense Uo de X dans Y est tel que le composé VQ : Uo -^ Y -> S
coïncide avec la restriction du morphisme structural WQ : UQ->S dans un ouvert UcUo
schématiquement dense dans X, alors on a VQ=WQ. Mais en vertu de l'hypothèse que
le morphisme S-^So est séparé, cela résulte encore de (n . io . i , d)}.

Corollaire (20 .2 .6) .—Sous les hypothèses de (20.2.4) , le préfaisceau U-^Ps.honig(U, Y)
est un faisceau,

En effet, soient U un ouvert de X, (UJ un recouvrement de U par des ouverts
de U; supposons donné pour chaque a un pseudo-S-morphisme co^ de U^ dans Y, de sorte
que pour tout couple d'indices a, p, les restrictions (20 .2 .2) des pseudo-S-morphismes co^
et û)p à U^nUp soient égales; en vertu de (20 .2 .3 .1) , cela entraîne que
domg(coj nUp==domg(cop) nU^. Soit alors W la réunion des ouverts domg(œj, et,
pour tout a, soit u^ le S-morphisme unique domg(œj —Y appartenant à la classe œ^
(20.2.4) ; en raison de l'hypothèse et de (20.2.4), les restrictions de u^ et u^ à
domg(û)J ndomg(o)p) sont égales, donc il existe un morphisme u : W->Y dont la
restriction à chaque ouvert domg(coj est égale à u^\ il est clair que W est schématique-
ment dense dans U, donc définit un pseudo-S-morphisme œ de U dans Y dont les restric-
tions aux U^ sont les œ^.

Remarque (20.2.7). — On sait (11.10.4) que lorsque X est réduit, il revient au même
de dire qu'un ouvert de X est dense dans X ou qu'il est schématiquement dense dans X;
la notion de pseudo-morphisme (resp. pseudo-S-morphisme) de X dans Y coïncide alors
avec celle d''application rationnelle (resp. ^-application rationnelle) de X dans Y (I, 7 . 1 . 2 ) .
Dans le cas général, la notion de pseudo-morphisme semble plus utile que celle d'appli-
cation rationnelle.

(20.2.8) On appelle pseudo-fonction sur X un pseudo-morphisme de X dans
Spec(Z[TJ) (T indéterminée), ou, ce qui revient au même, un X-pseudo-morphisme
de X dans X®^Z[T]; il revient aussi au même (I, 3.3.15) de dire qu'une pseudo-
fonction sur X est une classe d''équivalence de sections de (P-^ au-dessus ûTouverts schématiquement
denses de X, deux sections ^er(U, G^), g'ET(\]\ 0^) au-dessus de tels ouverts étant équi-
valentes s'il existe un ouvert V'cUnU 7 , schématiquement dense dans X, où g et g '
coïncident. On peut ici appliquer (20.2.4) avec S==X et Y=X®zZ[T]; donc, pour
toute pseudo-fonction çp sur X, il existe un plus grand ouvert schématiquement dense
dom(cp) dans X tel qu'il y ait une section de (9^ au-dessus de dom(çp) appartenant à la
classe y. Il est clair que le faisceau ^.Âowx(X, X®^Z[T])) est ici un faisceau d'anneaux,
et même une 0^-Algèbre, que nous noterons e^xî n fesulte de (20.2.6) que, pour tout
ouvert U de X, r(U,^x) est é^l à l'ensemble des pseudo-morphismes de U dans
Spec(Z[T]) ; on pose M'(X) = F(X, ̂ x)- Dire qu'une section 9 de ̂ x au-dessus de U
est inversible dans l'anneau r(U,e^x) signifie qu'il existe un ouvert U' schématiquement
dense dans dom(cp), donc dans U, tel que, si g est l'unique section de Q^ au-dessus de
dom(cp) appartenant à 9, g U' soit inversible dans r(U', ^x)- II résulte de (I, 3.3.15)
que, dans la correspondance canonique entre F(V, (P^) et Hom(V,Z[T]) (V ouvert
de X) les éléments inversibles de r(V, ^x) correspondent aux morphismes qui se
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factorisent en V -> Spec(Z[T, T-1]) -> Spec(Z[T]). On en conclut que le faisceau ̂
des germes de sections inversibles de e^x s'identifie canoniquement au faisceau
^.^mx(X,X®zZ[T,T~1]).

Lemme (20.2.9). — Soient U un ouvert de X, s un élément régulier de Vanneau r(U, (P^) ;
û/orj- l'ensemble ouvert U, <fc ^eU tels que s(x)^o est schématiquement dense dans U.

En effet, soient V un ouvert de U, t une section de 0^ au-dessus de V telle que
^ | (VnUJ==o. Pour tout ouvert affine WcV, il existe alors un entier n tel que
snt W=o (I, 1.4. i ) ; mais puisque s est un élément régulier de F(U, 0^), cela entraîne
t\W=o, d'où t==o.

(20.2.10) Considérons une fonction méromorphe fe M(X) (20.1.4); alors dom(/)
est schématiquement dense dans X : en effet, tout point de X admet un voisinage ouvert U
tel qu'il existe une section jer(U, ̂ ) qui est un élément régulier de cet anneau, et
pour laquelle j(/|U)er(U, éy; comme s\V, est inversible, on en conclut que
/|U,er(Ug, ^x)? donc UîCdomC/) par définition (20.1.4), et notre assertion résulte
donc du lemme (20.2.9). On peut donc associer à/la pseudo-fonction égale à la classe
de la section de (9^ au-dessus de dom(/), restriction de/; opérant de même en rempla-
çant X par un ouvert quelconque de X, on obtient ainsi un homomorphisme canonique
de G^-Algèbres

(20 .2 .10 .1) J(^->J(^

qui, par restriction, donne évidemment un homomorphisme de faisceaux de groupes
abéliens

(20.2.10.2) Ji^-^Ji'^

pour les faisceaux de germes inversibles de sections de JK^ et JK^.
Proposition (20.2.11). — (i) U homomorphisme canonique (20.2.10.1) (et par suite

aussi (20.2 .10.2)) est injectif.
(n) Supposons, soit que X soit localement noethérien, soit que X soit réduit et que l'ensemble

de ses composantes irréductibles soit localement fini. Alors V homomorphisme canonique (20.2.10. i)
(et par suite aussi (20.2.10.2)) est bijectif.

Les questions envisagées étant locales sur X, on peut se borner à considérer le cas
°ù X==Spec(A) est affine, et à montrer alors que l'homomorphisme canonique
M(X)-^M'(X) est toujours injectif, et qu'il est bijectifdans les cas considérés dans (ii).
Compte tenu de la définition du faisceau JK^ (20.1.3), on peut d'ailleurs remarquer
que (20.2.10.1) provient en fait d'un homomorphisme de préfaisceaux

F(U, ^x)[r(u, ^)-1] -^ r(u,^x)
et il suffit de montrer que, pour U affine, ce dernier est injectif (resp. bijectif sous les
hypothèses de (ii)). Notant S l'ensemble des éléments réguliers de A (de sorte que S^A
est Vanneau total des fractions de A), on doit donc considérer l'homomorphisme canonique

( 2 0 . 2 . 1 1 . 1 ) S^A—M^X)
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et montrer qu'il est injectif (resp. bijectifsous les conditions de (ii)). Or, on peut écrire
S^A^limA^, où t parcourt l'ensemble des éléments réguliers de A, ordonné suivant

<
la relation « t est un diviseur de t1 » (Oi, 1.4.5); on peut aussi écrire A(= F(D(^), Q^).
D'autre part on a par définition 'M./(X)=}.im r(U, ^x)? ou ^ parcourt l'ensemble des

i^
ouverts schématiquement denses de X (ordonné par la relation D), et l'application
(20.2.11.1) n'est autre que l'application canonique provenant du fait que les D(^)
constituent une partie de l'ensemble des ouverts schématiquement denses dans X (20.2.9).
Notons que par définition d'un ouvert schématiquement dense, l'homomorphisme
r(U, ff-^-^-rfJJ', ex) pour deux tels ouverts U'cU est toujours injectif, donc il en est
de même des homomorphismes F(U, (?x) -^M'(X), et on en conclut que (20 .2 .11 .1)
est injectif. Pour prouver que (20.2 .11. i) est bijectif, il suffit de montrer que l'ensemble
des D(^) est cofinal à l'ensemble des ouverts schématiquement denses, autrement dit que
pour un tel ouvert U, il existe t régulier dans A tel que D(^)cU. Or, lorsque X est
réduit et que les composantes irréductibles de X forment un ensemble localement fini,
cet ensemble est fini puisque X a été supposé affine, autrement dit A n'a qu'un nombre
fini d'idéaux premiers minimaux p^; comme A est réduit, l'intersection des p .̂ est réduite
à o, et dire que t est régulier équivaut donc à dire que t n'appartient à aucun des p^;
on conclut donc par le raisonnement de (I, 7. i . 9. i ). Lorsque A est noethérien, dire
que U = = X — Y (où Y==V(3) est fermé dans X) est schématiquement dense signifie
(5. io .2) que Y ne rencontre pas Ass^x)? et en vertu de Bourbaki, Alg. comm.y chap. IV,
§ i, n° 4, prop. 8, cela entraîne l'existence d'un te^ tel que t soit A-régulier, donc
UDD(^).

On a en outre prouvé au cours de cette démonstration le
Corollaire (20.2.12). — Si X==Spec(A), où A est noethérien, ou réduit et n'ayant qu'un

nombre fini d'idéaux premiers minimaux, les ouverts schématiquement denses dans X sont ceux qui
contiennent un ouvert de la forme D(^), où t est régulier dans A, et M(X)=]VT(X) est l'anneau
total des fractions S^A, où S est l'ensemble des éléments réguliers de X.

Remarques (20.2.13).—(i) Soient y un élément de M (X), y'son image dans M'(X) ;
on a évidemment, par définition ((20.1.4) et (20.2.8)) dom(ç) cdom(cp') $ mais en
fait on a l'égalité dom(cp) == dom(q/), car il existe une section de (9^ au-dessus de doni(cp'),
appartenant à la classe 9', et la fonction méromorphe correspondante est égale à 9
(20.2. il , (i)), donc dom(q/) cdom((p).

(ii) On a déjà noté que lorsque X est réduit, on a ^x = <^(X) (faisceau des fonctions
rationnelles sur X (I, 7 .3 .2) ) ; si en outre les composantes irréductibles de X forment
un ensemble localement fini, on a ^x ==^x=== ̂ (X). En général, puisque tout ensemble
ouvert schématiquement dense est dense, on a un homomorphisme canonique ^^-^^ÇK),
mais même lorsque X est localement noethérien, cet homomorphisme n'est pas néces-
sairement injectif. Par exemple, si X=Spec(A), où A est un anneau noethérien tel
que Ass(A) contienne des idéaux premiers immergés (ce qui entraîne que A n'est pas
réduit), on a vu que M(X) et M'(X) s'identifient à l'anneau total de fractions S^A,
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où S est l'ensemble des éléments réguliers de A, complémentaire de la réunion des idéaux
peAss(A); par contre, R(X) s'identifie à Q/^A, où Q est le complémentaire de la
réunion des idéaux premiers minimaux de A (I, 7. i .9), et l'homomorphisme canonique
A-^Q-^A (et a fortiori S-^A-^Q^A) n'est donc pas injectif, puisqu'il existe dans A—Q
des éléments + o de A annulés par des éléments de Q, (Bourbaki, Alg. comm,, chap. IV,
§ i, n° i, cor. 2 de la prop. i).

(iii) On notera que même lorsque X est localement noethérien, le G ̂ -Module -^x nsest P^ nécessairement quasi-
cohérent. Considérons par exemple un anneau local noethérien A de dimension ^ 2, dont l'idéal maximal m est
tel que meAss(A) et que si l'on pose X=Spec(A), le schéma induit sur l'ouvert U de X, complémentaire de { m } ,
soit intègre. Les seuls éléments réguliers de A sont alors les éléments inversibles, donc F(X, ̂ x)= M(X)==A;
si jy^ était quasi-cohérent, il serait donc égal à 0^ mais comme U est un schéma intègre, J^^ |U=R(U) est
un faisceau simple (I, 7.3.5), alors que Q^ n'est pas un faisceau simple puisque dim(A)^2.

Reste à donner un exemple d'anneau A ayant les propriétés précédentes. Il suffit de considérer un anneau
local intègre B de dimension ^= 2 et de corps résiduel k, et de prendre A == B@k avec la loi de multiplication
(b, x)(b\ x ' ) = [bb\ bx' + Vx).

(iv) Si X est localement noethérien, il résulte de (5.10.2) que les ouverts schéma-
tiquement denses dans X sont ceux qui contiennent l'ensemble Ass(é?x)-

(20.2.14) Soient X un préschéma, y un (P^-Moduïe quasi-cohérent et strictement
sans torsion (20.1.5), de sorte que ^ s'identifie à un sous- (9y Module de ^x(^)- pour

toute section méromorphe u de ^ au-dessus de X, on appelle Idéal des dénominateurs de u
l'annulateur / de la section ~u image de u dans JK^^j^. L'Idéal / est quasi-cohérent :
en effet, la question étant locale sur X, on peut se borner au cas où X est affine, et il
existe une section j'er(X, ^(^x)) teue q^ v==sueT(X, ̂ ). Dire que, pour un ouvert
UcX, une section /eF(U, ̂ ) appartient à F(U, / } signifie que /(^U)er(U, ̂ ),
et puisque s\V est un élément régulier de F(U, 0^) et que ̂  est strictement sans torsion,
la relation précédente équivaut encore à /((^)|U)er(U, s^}\ si ~v est la section
de y\sy, image canonique de v, on voit donc que / est le noyau de l'homomorphisme
Q^->y\sy obtenu par multiplication par la section ~o. Comme ^' js^' est quasi-cohérent,
il en est de même de ^.

II résulte aussitôt de la définition précédente que dom(zz) est l'ouvert complémentaire
du sous-préschéma fermé de X défini par U Idéal des dénominateurs de u.

Proposition (20.2.15). — Soient /:X'->X un morphisme, ^ un 0^- Module quasi-
cohérent, 9 une section de Jl^} au-dessus de X (20. i . n). Alors /"^(dom^)) est schémati-
quement dense dans X'.

La question étant évidemment locale sur X et X', on peut supposer X==Spec(A),
X'=Spec(A') affines, ^'==M, et 9=A®(i/ j -) , où heM et s est un élément régulier
de A dont l'image s ' dans A' est un élément régulier. On sait alors (20.2.9) que D(^)
est un ouvert schématiquement dense dans X', et c'est l'image réciproque par/de D(J),
qui est contenu dans dom((p).

Remarque (20.2.16). — Lorsque Y n'est pas séparé, le préfaisceau U-> PS . homg(U, Y) sur X n'est pas néces-
sairement un faisceau, même lorsque X est noethérien, comme le montre l'exemple suivant. Nous allons prendre
pour X un spectre d'un anneau semi-local noethérien A de dimension ^2, ayant exactement deux idéaux
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maximaux m', m" (donc tel que X ait exactement deux points fermés x\ x"), de sorte que m' et m" appartiennent
à Ass(A) et que Rouvert U = = X — { x ^ x ^ } soit intègre. Soient U ' = X — { x ' } , V =X—{x^}, de sorte que
U == U7 fi LT'. Notons que les seuls ouverts schématiquement denses dans X sont ceux qui contiennent x/ et x^
(20.2.13, (iv)), donc ils sont nécessairement identiques à X. Pour avoir un contre-exemple, il suffira donc de
définir deux S-morphismes vf : IV—^-Y, u^ : U^-^-Y (avec S = X) dont les restrictions à U appartiennent au même
pseudo-morphisme de U dans Y, mais qui sont tels que, pour tout voisinage V^ de x" dans U' et tout voisinage V"
de x' dans LT', les restrictions de u' et u" à V^ fi V" soient distinctes. Pour cela, considérons une partie fermée
irréductible Z de X contenant x ' et x", distincte de X; soit Y le X-préschéma obtenu en recollant deux préschémas Y',
Y^ isomorphes à X le long de l'ouvert partout dense X—Z (I, 2.3. i). On prendra alors pour u' et u" les restrictions
respectives à LT et U" des isomorphismes réciproques des isomorphismes structuraux Y/ —> X, Y" —> X. Comme V
et V" contiennent le point générique de Z, les restrictions de u' et vf' à V/ n V sont distinctes, mais les restrictions
de u' et u" à U—(XJ n Z) sont égales, et U—(XJ n Z) est un ouvert dense dans U, donc schématiquement dense
puisque U est réduit.

Reste donc seulement à définir A et Z de façon à avoir les propriétés précédentes. Soient Xo=Spec(B) un
schéma affine intègre (par exemple le plan affine sur un corps k), Y une partie fermée irréductible de Xg (par exemple
une droite affine) contenant deux points fermés distincts x/ et x^, correspondant aux idéaux maximaux n', n" de B.
On considère Panneau G =B(^(B/n/<^B/n'/) avec la multiplication (b, z){b\ z ' ) = {bb\ h^-\- b'z). Si Xi=Spec(C),
on a XQ = (Xi)red et X^ est réduit sauf aux points x\ x'\ II suffit alors de prendre A = R^C, où R est le complé-
mentaire de la réunion des idéaux maximaux de G aux points x\ x", et pour Z la trace de Y sur X = Spec(A).

20.3» Composition des pseudo-morphismes.

(20.3. i ) Soient X, Y, Z trois préschémas, co un pseudo-morphisme de X dans Y,
/: Y—^Z un morphisme. Il est clair que si U', U" sont deux ouverts schématiquement
denses dans X, u' : U'-^Y, u" : U"->Y deux morphismes de la classe co, les morphismes
fou' et fou" sont équivalents (pour la relation définie dans (20.2. i)), donc, pour tous
les morphismes u de la classe œ, les morphismes fou appartiennent à une même classe
d'équivalence, que l'on note/ou et que l'on appelle le pseudo-morphisme de X dans Z
composé de/et de œ. On a dom(/oco)=dom(co). Si g : Z^T est un morphisme, il est
clair que l'on a go(fo^)=(gof)o^'

(20.3.2) Supposons maintenant donnés un pseudo-S-morphisme co de X dans Y,
où Y est séparé sur S, de sorte qu'il existe un S-morphisme u : domg(œ) —Y de la classe co
(20.2.4). Soit y^X'-^X un S-morphisme tel que Rouvert V^/'^donig^)) soit
schématiquement dense dans X'; alors on dit que la classe (pour la relation d'équivalence
de (20 .2 .1) ) du S-morphisme uo[f\\]1) (classe qui est définie en vertu de l'hypothèse
précédente) est le pseudo-S-morphisme composé de œ et de/ et on le note coo/'; il est clair
que l'on a

(20.3.2.1) /^(dom^co^cdomg^o/).

Pour /:X'->X donné, on note Ps.homg(X, Y)^ l'ensemble des pseudo-
S-morphismes co de X dans Y qui vérifient la condition précédente. Si œ est un tel
pseudo-S-morphisme, il est clair que pour tout ouvert V de X,

f-\dom^ | V)) =f-l(y n domg(œ)) =f-W ny-^domg^))

est schématiquement dense dans /"^(V), donc, si /Y ^"'^(V^V est la restriction
de/, le composé (œlV^o/7 est défini et égal à (coo/) [/"^(V). On définit ainsi une
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application canonique de restriction Ps.hom.g(X, Yy-^Ps.honigÇV, Y)^, ce qui
permet de définir un préfaisceau d'ensembles V-^Ps.homgÇV, Y)^ sur X, sous-
préfaisceau de V-^Ps.homg(V, Y), d'où un faisceau d'ensembles associé que l'on
note ^s.hom^ÇK, Y/. En outre, pour tout ouvert V de X, on a une application co^coo/7

de Ps.homg(V, Y^dans Ps.homg^'"1^), Y), qui définit donc un f-morphisme de
faisceaux d'ensembles

^.Âowg(X, Y)7 ->^.Âomg(X', Y).

(20.3.3) Soit maintenant f : X"->X' un S-morphisme tel que l'ouvert
ff~~l{f~l^oIÏÎ•sW)} solt schématiquement dense dans X"; alors ^o{foff) est défini
et uofof' appartient à ce pseudo-S-morphisme ; en outre, en vertu de (20.3.2.1),
/'""^(domg^o/)) est a fortiori schématiquement dense dans X", donc (cûo/^o/' est aussi
défini et uofof appartient ace pseudo-S-morphisme, donc on a {^of)ofr==^o(f(>ff).

D'autre part, pour tout S-morphisme g : Y—^Z, on a doms(^oco)=^domg(co)
(20.3.1)5 donc (^o(û)o/ est défini, et gouof appartient à ce pseudo-S-morphisme,
ce qui montre que (^oœ)o/'=^o(œo/').

(20.3.4) Le cas le plus important dans la définition (20.3.2) est celui où l'on a
^.Aomg(X, Yy^ÉPs.hom^CK, Y) : il suffit pour cela que pour tout ouvert U de X, et
tout ouvert V schématiquement dense dans U,y~'l(V) soit schématiquement dense dans
/'^(V) ; lorsqu'il en est ainsi, alors, pour tout ouvert U de X et tout pseudo-S-morphisme
eu : U->Y, on peut définir le composé coo/^, même si Y nest pas séparé sur S. En effet,
si u' : U'->Y et u" : U"-^Y sont deux morphismes de la classe co, ils coïncident
dans un ouvert VQ schématiquement dense dans U, donc les morphismes composés
y-i(U') ->U' ̂  Y et /-^U") -.U" ̂  Y coïncident dans/^Uo), qui est par hypothèse
schématiquement dense dansy'^U); on peut donc définir ^of^ comme la classe d'un
quelconque des morphismes /'"^(U^—^U' -> Y, où u' appartient à co.

Proposition (20.3.5). — Soient X, X' deux préschémas, y:X'->X un morphisme.
Alors, dans chacun des trois cas suivants, pour tout ouvert U de X et tout ouvert V schématiquement
dense dans U, /'"^(V) est schématiquement dense dans ./̂ (U) :

(i) f est plat et localement de présentation finie.
(ii) f est plat et ^espace sous-jacent à X est localement noethérien.
(iii) X' est réduit, l9 ensemble des composantes irréductibles de X est localement fini, et toute

composante irréductible de X' domine une composante irréductible de X.
L'assertion (i) résulte de (11.10.5, (ii), b}); l'assertion (ii) résulte de (11.10.5,

(ii), a}), car alors tout ouvert V dans U est rétrocompact, autrement dit l'injection cano-
nique j : V-»U est un morphisme quasi-compact. Enfin, pour prouver (iii), notons
que puisque X' est réduit, il suffît de montrer que pour tout ouvert U de X et tout ouvert V
dense dans U, /"^(V) est dense dans /"^U). Or, pour que /"^V) soit dense dans
y^U), il suffit que y~l(V) contienne tous les points maximaux de X7 appartenant
à/'^U); la conclusion résulte donc de l'hypothèse que l'image par/ de tout point
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maximal de X' appartenant à/'^V) est un point maximal de X appartenant à U,
donc à V puisque l'ensemble des composantes irréductibles de X est localement
fini.

(20.3.6) Soient X, Y deux S-préschémas ; supposons que X vérifie l'une des deux
hypothèses suivantes :

a) X est localement noethérien',
b) X est réduit et l'ensemble de ses composantes irréductibles est localement fini.
Alors, pour tout xe'X, le S-morphisme canonique j : Spec((^x J-^X est plat et

vérifie la condition (ii) de (20.3.5) dans le cas a), la condition (iii) de (20.3.5) dans
le cas b ) . Pour tout pseudo-S-morphisme œ de X dans Y, le composé cooj est donc défini
et est un pseudo-S-morphisme de Spec(^x,J dans Y, appelé la restriction de co
à Spec(^x,J- Notons maintenant que si X vérifie la condition a) (resp. b))
de (20.3.6), il en est de même de tout préschéma induit sur un ouvert U de X
contenant x. Par passage à la limite inductive, on déduit donc, des applications cano-
niques PS . hoing(U, Y) ->Ps. honig(Spec(^x, x)^ Y) ainsi obtenues, une application
canonique

(20.3.6.1) {^s.hom^-K, Y))^Ps.homg(Spec(^xJ, Y)

où le premier membre est la fibre au point x du faisceau ^s.hom^X., Y), ensemble des
germes en x de pseudo-S-morphismes de voisinages ouverts de x dans Y.

Proposition (20.3.7). — Sous les hypothèses de (20.3.6), l'application canonique
(20.3 .6 .1) est injective. Si en outre Y est localement de présentation finie sur S, l'application
(20.3.6. i ) est bijective.

Par application de la méthode de (8.1.2, a)), cette proposition sera un cas parti-
culier de la suivante :

Proposition (20.3.8). — Les notations étant celles de (8.8. i), supposons X^ quasi-compact
(resp. quasi-compact et quasi-séparé) et Y^ localement de type fini (resp. localement de présentation
finie) sur S^. Supposons en outre que l'une des conditions suivantes soit vérifiée :

(i) Les morphismes de transition S^-^S^ [pour À^) sont plats, et les X^ et X sont
noethériens.

(ii) Les X^ sont réduits, l'ensemble des composantes irréductibles de X et de chacun des X^
est fini, et, pour \^\L, toute composante irréductible de X^ domine une composante irréductible
deX^.

Alors, l'application canonique

(20 .3 .8.1) lim PS . homg^(X^, Y^) -> PS . homg(X, Y)

est injective (resp. bijective).
Notons d'abord que, dans le cas (i), les morphismes X^-^X^ (pour Â^pi) et

X—X^ sont plats, donc il résulte de (20.3.4) et (20.3.5) que les applications
canoniques

Ps.homg,(X,, Y,) -> Ps.homg^(X,, YJ
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pour X^pi et Ps.homg(X^, Y^) -> Ps.homg(X, Y) sont définies (sans hypothèse de
séparation sur les Y^ ni Y); il en est par suite de même de l'application (20.3.8.1).
La proposition va résulter du lemme suivant :

Lemme (20.3.8.2). — Les notations étant celles de (8 .8 .1) , supposons X^ quasi-
compact, et soit U^ un ouvert dans X^; soient U\ et U ses images réciproques dans X^ et X
pour À^a. Supposons que l'une des conditions (i), (ii) de (20.3.8) soit vérifiée. Alors, pour que U
soit schématiquement dense dans X, il faut et il suffit qu'il existe À^a tel que U^ soit schémati-
quement dense dans X^, et dans ce cas U^ est schématiquement dense dans X^ pour [JL^I.

Supposons d'abord vérifiée la condition (i) ; désignons par j\ : U^->X^ et
j : U-^-X les injections canoniques, par /\ le noyau de l'homomorphisme canonique
^^""^(jÀU^uJ- L'immersion j\ étant quasi-compacte et quasi-séparée, (j\)J^u ) est

un é^ "Module quasi-cohérent, donc / ^ est un Idéal quasi-cohérent de (9^ , et
puisque X^ est noethérien, ^>\ est cohérent, donc de type fini. D'autre part, le morphisme
de transition p^ : X^->X^ (resp. p^ : X—^X^) étant plat, il résulte de (2 .3 .1 ) que
l'on peut identifier CU(^) à ̂ ((Â)J^)) (resp. j^u) à ^((jx),(^))). L'assertion
résulte alors de la définition d'un ouvert schématiquement dense et de (8.5.85 (ii)).

Pour établir (20.3.8.2) lorsque la condition (ii) est vérifiée, nous prouverons
d'abord deux lemmes.

Lemme (20.3.8.3). — Sous les hypothèses de (8.2.2), soit M^ (resp. M) l'ensemble
des points maximaux de S^ (resp. S). Supposons que pour tout X, l'ensemble M^ soit fini, et que
les M^ forment un système projectif d'ensembles. Alors M est limite projective du système des M^.

Montrons d'abord qu'un point .yelim M^ est maximal dans S : en effet, si s '
est une générisation de s, l'image s^ de s ' dans S^ est une générisation de l'image s^ de s,
donc égale à s^ pour tout À, ce qui implique s ' =s, puisque l'ensemble sous-jacent à S
est limite projective des ensembles sous-jacents aux S^ (8.2.9). Inversement, soit s un
point maximal de S et prouvons qu'il appartient à lim M^. Soient s-^ l'image de s dans S^,
M^ l'ensemble des points maximaux de S^ qui sont des générisations de j^; les M^ sont
des ensembles finis non vides, qui forment un système projectif, donc M'^lim M^ n'est
pas vide et l'application M'-^M^ est surjective (Bourbaki, Eus., chap. III, 2e éd., § 7,
n° 4, Exemple I). D'autre part, on a Spec((î^g)=lim Spec(^g ) en vertu de (8 .2 .12)
et (8.2.9)3 donc les points de lim M^ sont aussi points maximaux de Spec((9g g) d'après
la première partie du raisonnement. Donc M7 = lim M^ se réduit nécessairement au
point j; on en conclut que M'̂  se réduit au point s^ et par suite les s^ sont maximaux
dans les S^, ce qui achève de prouver le lemme.

Lemme (20.3.8.4). — Les hypothèses étant celles de (20.3.8.3), supposons en outre S^
quasi-compacte soit V^ un ensemble ouvert de Sy^y et soient V\ et V ses images réciproques dans S^
pour À^a et dans S. Si U^ est dense dans S^, U^ est dense dans S^pour À^a et U est dense
dans S. Inversement, si U est dense dans S et si de plus l'ensemble M des points maximaux de S est
fini, il existe À^a tel que U\ soit dense dans S^.

En effet, puisque M^ est fini, l'hypothèse que U^ est dense dans S^ entraîne que
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M^cU^, donc M^cU^ pour À>oc et McU en vertu de (20.3.8.3)3 ce qui prouve
la première assertion. Inversement, supposons M fini et U dense dans S, donc McU;
notons que les U\ sont ouverts, donc ind-constructibles et les M^ finis, donc pro-
constructibles (1.9.6). La seconde assertion résulte alors de (8.3.2).

(20.3.8.5) Fin de la démonstration de (20.3.8.2). — Supposons la condition (ii)
vérifiée, et notons que X est alors réduit en vertu de (8.7.1); il revient donc au même
de dire que U\ (resp. U) est schématiquement dense dans X^ (resp. X) ou qu'il est
dense dans X^ (resp. X), et la conclusion résulte de (20.3.8.4) appliqué aux X^ et
à X.

(20.3.8.6) Fin de la démonstration de (20.3.8). — Pour montrer que l'application
(20.3.8.1) est injective, considérons deux morphismes u'^ u^ d'un ouvert schématique-
ment dense U^cX^ dans Y^, et supposons que leurs images u\ u" ' , morphismes de U
dans Y, coïncident dans un ouvert schématiquement dense V de U. En outre, dans
l'une ou l'autre des hypothèses (i), (ii), on peut supposer V quasi-compact; c'est évident
si X est noethérien; sinon, comme X n'a qu'un nombre fini de points maximaux et est
réduit, il suffit de remplacer V par la réunion d'un nombre fini de voisinages ouverts
affines de ces points maximaux (contenus dans V par hypothèse). Alors il existe un À^a
tel que V soit l'image réciproque d'un ouvert quasi-compact V\ de X^ (8.2.11), et il
résulte de (20.3.8.2) qu'en prenant À assez grand, on peut supposer que V^ est schéma-
tiquement dense dans X^. Il résulte alors de (8.8.2, (i)) qu'en prenant À assez grand,
u^ et u^ coïncident dans V\, donc appartiennent au même pseudo-homomorphisme.

Prouvons enfin que l'application (20.3.8.1) est surjective. On considère mainte-
nant un morphisme u d'un ouvert schématiquement dense U de X, dans Y; comme
ci-dessus, on peut supposer U quasi-compact et quasi-séparé (U pouvant être remplacé,
dans le cas (ii), par une réunion d'un nombre fini d'ouverts affines deux à deux disjoints).
On peut donc encore supposer qu'il existe un À^a tel que U soit l'image réciproque d'un
ouvert quasi-compact U^ de X^ (8.2.11) qui est automatiquement quasi-séparé, et
par (20.3.8.2) on peut supposer en outre que U^ soit schématiquement dense dans X^.
Puisque les Y^ sont supposés localement de présentation finie, il résulte de (8.8.2, (i))
qu'il existe un À tel que u soit l'image d'un morphisme u^ : U\->Y^; d'où la conclusion.

Remarques (20.3.8.7). — (i) Pour prouver que l'application (20.3.8.1) est injec-
tive, il n'est pas nécessaire, dans l'hypothèse (i) de (20.3.8), de supposer X noethérien.
En effet, le lemme (20.3.8.2) n'utilise pas cette hypothèse. Avec les notations de
(20.3.8.6), soit Z^ le sous-préschéma des coïncidences de u^ et u^, et soit Z le sous-
préschéma des coïncidences de u' et u" \ il résulte de la définition (17.4.5) et de
(I, 3.3.10. i) que Z est limite projective des Z^ pour pi^X. Or, par hypothèse, Z majore
un ouvert schématiquement dense dans X; il en résulte que Z est lui-même induit sur
un ouvert de X en vertu du lemme suivant :

Lemme (20.3.8.8). — Soit T un préschéma. Alors tout sous-préschéma W de T qui majore
un ouvert schématiquement dense V de T est induit sur un ouvert (schématiquement dense) de T.

En effet, le sous-espace de T sous-jacent à W est localement fermé, donc ouvert
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dans son adhérence, ce qui prouve déjà que l'espace sous-jacent à W est ouvert dans T;
la conclusion résulte alors de (11.10.1, c ) ) .

Ce lemme étant établi, on en conclut que pour [JI^À assez grand, Z^ est induit
sur un ouvert de X^ en vertu de (8.6.3)3 car Z^, en tant que sous-préschéma d'un
préschéma noethérien, est de présentation finie sur X^ (1.6.2) , et il en est donc de
même des Z^ pour pi^X sur X^ et de Z sur X. On peut maintenant appliquer (20.3.8.2)
qui montre que pour [I^À assez grand, Z est schématiquement dense dans X, d'où la
conclusion.

(ii) Si, dans l'hypothèse (i) de (20.3.8), on supprime la condition que X est
noethérien, on voit que le raisonnement de (20.3.8.6) montre encore que l'image
de (20.3.8.1) est formée des pseudo-S-morphismes ayant un représentant qui est un
S-morphisme U->Y, où U est schématiquement dense dans X et quasi-compact et quasi-
séparé.

Corollaire (20.3.9). — Supposons vérifiées l'une ou Vautre hypothèse a), b) de (20.3.6)
sur X, et que Y soit localement de présentation finie sur S. Alors, pour qu'un pseudo-S-morphisme œ
de X dans Y soit défini au point x (20.2.3), il faut et il suffit que sa restriction à Spec(^x a;) solt

partout définie (autrement dit, soit un S-morphisme de Spec(^x,a;) dans Y).
Le résultat suivant, qui nous servira dans la démonstration de (20.3.11), utilise

la théorie de la descente fidèlement plate du chap. VI. Le lecteur pourra vérifier
que les résultats de (20.3) ne seront pas utilisés dans cette théorie.

Lemme (20.3.10). — Soient f: X'—^X un S-morphisme fidèlement plat et quasi-compacte
X'^X7 XxX', p^ et p^ les projections canoniques de X" dans X', Y un préschéma séparé sur S.
Soient U un ouvert de X, U'^-^U), U^^f^U^j^U'), et supposons que U" soit
schématiquement dense dans X". Soit g : U->Y un S-morphisme', alors, si go(f\ U) se prolonge
en un S-morphisme X'->Y, g se prolonge en un S-morphisme X—^Y.

On notera que les hypothèses entraînent que U (resp. U') est schématiquement
dense dans X (resp. X7) (11.10.5, (i)); on peut donc encore dire que si œ désigne le
pseudo-S-morphisme classe de g, l'énoncé de (20.3.10) signifie que si uof est partout
défini, il en est de même de co.

Pour prouver (20.3.10)3 désignons par g ' un S-morphisme X'-^Y qui prolonge
go{f\U), et posons g^g'op,: X"^Y (z=i, 2). Si l'on pose f^fop^fop, : X"->X,
il est clair que g'^ et g'^ coïncident dans V avec g0^" U"). Mais comme Y est séparé
sur S et U" schématiquement dense dans X", on a g['=g^ ( i i . i o . i , d}). Comme y
est fidèlement plat et quasi-compact, il résulte de la théorie de la descente (chap. VI)
qu'il existe un unique S-morphisme h : X-^-Y tel que hof^g'^ comme la restriction
U'-^U dej^ est un morphisme fidèlement plat et quasi-compact et que U'^U'XyU',
le résultat d'unicité précédent, appliqué à U au lieu de X, montre que h U==g, ce
qui prouve le lemme.

Proposition (20.3.11). — Soient Y un S-préschéma séparé sur S, co un pseudo-S-morphisme
de X dans Y, f: X'—^X un S-morphisme. Supposons que f soit plat, et que l'une des conditions
suivantes soit réalisée :
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(i) fest un morphisme ouvert, ou surjectif et quasi-compact, et domg(œ) contient un ouvert U
schématiquement dense dans X et rétrocompact dans X.

(ii) / est localement de présentation finie.
(iiï) Y est localement de présentation finie sur S, et X vérifie l'une des conditions a), b)

de (20.3.6).
Alors, /^(domgÇœ)) est schématiquement dense dans X', de sorte que œo/ est

défini (20.3.2) et l'on a

(20.3. n. i) domg(coo/)=/--l(domg(œ)).

Prouvons d'abord que/'^donig^)) est schématiquement dense dans X'. La question
étant locale sur X et X', on peut supposer X et X' affines et puisque/est plat, il suffit
de voir, en vertu de (11.10.5, (ii), a}) que domg(co) contient un ensemble ouvert U
rétrocompact et schématiquement dense dans X. Cela résulte de l'hypothèse dans le cas (i),
et de (20.2.12) dans le cas (iii), compte tenu du fait que dans un schéma affine, tout
ouvert de la forme D{t) est rétrocompact; enfin, dans le cas (ii), on voit directement
que/'^domg^)) est schématiquement dense dans X' en appliquant (20.3.5, (i)).

Prouvons maintenant (20.3.11.1), autrement dit que, pour tout point

A:'edoirLg(coo/),

on a x=f(xf)edom^). Notons d'abord qm'on peut se borner au cas où / est fidèlement
plat et quasi-compact. C'est en effet l'hypothèse dans le second cas de (i) ; dans les autres
cas, la question est locale sur X', et on peu: donc supposer déjà X et X' affines, donc/
quasi-compact. Dans le premier cas de (i) et dans le cas (ii) / est un morphisme ouvert
(n. 3.1), donc on peut, en remplaçant X par l'ouvert/(X'), supposer/surjectif, donc
fidèlement plat. Dans le cas (iii), en utilisant (20.3.9), on peut se borner à prouver que
la restriction de co à Spec(^x,J est partout définie, et on peut donc remplacer X par
Spec(éx,J, X' par X' XxSpec(^x,J e t /par sa restriction à ce dernier préschéma,
qui est un morphisme surjectif (2.3.4), donc fidèlement plat.

Supposons donc/fidèlement plat et quasi-compact; avec les notations du lemme
(20.3.10), il suffit de voir alors que U" est schématiquement dense dans X", en prenant
pour U un ouvert schématiquement dense dans X, contenu dans domg(co); cela sera
le cas, en vertu de (n . 10.5, (ii), a)) si U est pris rétrocompact dans X (puisque le mor-
phisme /" : X"->X est plat). Or l'existence d'un tel ouvert U fait partie de l'hypothèse
dans le cas (i); dans le cas (iii) elle résulte de (20.2.12) et du fait que dans un schéma
affine Spec(A), tout ouvert de la forme D(^) est rétrocompact. Enfin, dans le cas (ii),
prenons U=domg(û)) et montrons directement que U" est schématiquement dense
dans X" : il suffit pour cela de remarquer que /" : X"->X est plat et localement de
présentation finie et d'appliquer (11.10.5, (ii), b)).

Corollaire (20.3.12). — Soit 9 une pseudo-fonction sur un préschéma X. Alors, pour tout
morphisme plat et localement de présentation finie /: X'—^X, la pseudo-fonction <po/ est définie
et l'on a dom((po/)==/-l(dom(y)).
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Remarque (20.3.13). — Lorsque X vérifie l'une des conditions a), b) de (20.3.6)3
alors on a vu (20.2. n) que les pseudo-fonctions sur X s'identifient aux fonctions méro-
morphes sur X. En vertu de (20. i . 12) et de (20.2.13, (i)), si l'on suppose seulement que
le morphisme f: X'—^X est plat, alors, pour toute pseudo-fonction 9 sur X, <poy est
définie et l'on a dom(yo/)=/''"~l(dom(cp)).

20.4. Propriétés des domaines de définition des fonctions rationnelles.

(20.4. i) Soient X, Y deux S-préschémas, œ un pseudo-S-morphisme de X dans Y.
Soit u un S-morphisme U->Y appartenant à co, où U est schématiquement dense dans X,
et considérons le graphe 1 ,̂ so as-préschéma de U X g Y (I, 5.3. n), donc sous-préschéma
de XXgY. Supposons que ce sous-préschéma admette une adhérence (1,9.5.11) dans
XXgY; si j : r ^ — ^ X X g Y est l'injection canonique, ce sera le cas lorsque le
^xx y-Module j (^p) est quasi-cohérent; il résulte de la définition de la classe d'équi-
valence co (20.2 .1) que j (<!??) ne dépend pas du représentant u considéré, donc le
préschéma adhérence de F^ est alors bien déterminé par œ ; on dit que ce sous-préschéma
fermé de XXgY est le graphe du pseudo-S-morphisme œ et on le note F^. On notera
que r^ est défini s'il existe un morphisme u : U->Y de la classe <o tel que U soit rétro-
compact dans X et si de plus Y est quasi-séparé sur S, car alors l'injection j est un morphisme
quasi-compact et quasi-séparé ( ( 1 . 2 . 2 ) et (1 .7 .4)) ; la première hypothèse sera toujours
vérifiée lorsque X est localement noethérien. Notons aussi que lorsque X est réduit, il en
est de même de 1 ,̂ qui est isomorphe à U (I, 5.3.11); alors 1̂  existe et n'est autre
que le sous-préschéma réduit de XXgY ayant pour espace sous-jacent l'adhérence dans
XXgY de l'espace sous-jacent à 1̂  (I, 5.2. i et 5.2.2).

Notons enfin que si Y est séparé sur S, 1̂  est fermé dans U XgY (I, 5.4.3), donc est
induit par F^ (lorsque ce dernier existe) sur l'ouvert F^ n (U XgY) (I, 9.5.10) ; par contre,
ce préschéma induit est en général différent de 1̂  lorsque Y n'est pas séparé. En parti-
culier, si v : X—^Y est un S-morphisme, le graphe F^ de la classe œ de v peut être distinct
du graphe I\. Aussi allons-nous dans ce qui suit, lorsqu'il sera question du graphe d'un
pseudo-S-morphisme, nous borner au cas où Y est séparé sur S.

(20.4.2) Supposons donc F^ défini et Y séparé sur S; notons^ et q les restrictions
à r^ des projections canoniques

r
p/ Y

X Y

Alors, si U cdomg(co), la restriction ^^(U) ->U de p est un isomorphisme (I, 5.3.11);
réciproquement, si U est un ouvert de X ayant cette propriété, et si u est l'isomorphisme
réciproque de la restriction j^^U) ->V de p, qou est un S-morphisme de U dans Y qui
coïncide avec un morphisme de la classe o dans Undomg(co). On en conclut que
domg(œ) est le plus grand ouvert U de X tel que la restriction ^'^(U)-^ de p soit un
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isomorphisme. Soit v : domg(œ)->r^ le S-morphisme réciproque de la restriction
^^(donig^)) ->• domg(co) dep; on note parfois p~~1 le pseudo-S-morphisme de X dans F^,
classe de v (dont l'application rationnelle associée (20.2.13, (ii)) est alors birationnelle) ;
comme ̂ "^(domgÇco)) est le graphe du S-morphisme u=qov : domg(co) ->Y, il est schéma-
tiquement dense dans F^ (11.10.3, (iv)), donc œ peut être considéré comme le composé
qop~1 (20.3.2). Pour toute partie M de l'espace sous-jacent à X, on pose parfois
o)(M)=y(^~ l(M)), ce qui revient alors à considérer o comme une application de X
dans ^P(Y) (ou, comme disent certains auteurs, une « fonction multiforme »). On notera
que lorsque A:edomg(<o), û)({;c}) est l'ensemble [u{x)}; en général, pour un ^eX quel-
conque, si l'on désigne par s l'image de x dans S, par Yg la fibre au point s du morphisme
structural Y—^S, l'ensemble ^({x}) est une partie du préschéma Yg.

(20.4.3) Dans tout le reste de ce numéro, nous allons nous borner au cas où X
est réduit, de sorte qu'il y a alors identité entre pseudo-S-morphismes et ^-applications
rationnelles (20.2.7). En outre, le graphe de toute S-application rationnelle de X dans Y
est alors défini (20.4.1).

Proposition (20.4.4). — Soient X un S-préschéma localement intègre, Y un S-préschéma
localement de type fini et séparé sur S, co une S-application rationnelle de X dans Y, p : r^-»X
la projection canonique. Alors, si xe'K est un point normal tel que l9 ensemble p~l{x) contienne
un point isolé, co est définie au point x.

En effet, la première projection p-^ : XXgY->X est alors un morphisme séparé
et localement de type fini, donc il en est de même de sa restriction p : F^—^X, qui est
en outre birationnel et comme 1̂  est réduit et X intègre, F^ est intègre', il résulte donc
de (Brr^y, 30) que l'hypothèse sur x entraîne l'existence d'un voisinage ouvert U
de x tel que la restriction ^""^(U^—^U de p soit un isomorphisme $ d'où la conclu-
sion (20.4.2).

On notera que l'énoncé (20.4.4) est la formulation originelle donnée par Zariski
à son « Main theorem » (à cela près qu'il se restreignait aux schémas algébriques sur un
corps de base).

Proposition (20.4.5). — Les hypothèses et notations étant celles de (20.4.4), supposons
en outre X normal, et soient X' un préschéma réduit, f : X'-^X un morphisme localement de type
fini et universellement ouvert. Alors œo/ est défini, et Von a domg(coo/) =/~l(dom(c^)))
(en d'autres termes, si ^'eX' et x=f[x'}, alors, pour que co soit définie au point x,
il faut et il suffit que œo/ le soit au point x ' ) .

Comme X' est réduit et/'^donig^)) partout dense dans X' en vertu de (2.4. n),
le composé (ùof est défini; pour prouver que, lorsque coo/ est définie au point x ' , œ l'est
au point x, on peut évidemment remplacer X7 par un voisinage ouvert de x ' ' , donc supposer
c^of partout définie, en outre, comme /(X') est ouvert dans X, on peut supposer f surjectif.
En vertu de l'hypothèse sur/, le morphisme /(Y) : ̂ / XgY -> XXgY est alors ouvert,
donc f^ÇM^^f^ÇM) pour toute partie M de XXgY; prenant pour M l'ensemble 1̂ ,
où u : domg(œ) -^Y est la restriction de œ à domg(co), il résulte de la relation précédente
et de (I, 5.3.12) que l'ensemble sous-jacent à F^ est égal à/^rj; comme on sait
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que r^< est un préschéma réduit (20.4. i), on voit que le X'-préschéma r^ est égal à
(F^ XxX')^. Mais comme par hypothèse le morphisme composé I\^ -> F^ XxX7 -^ X'
est un isomorphisme, p^ est nécessairement radiciel; comme / est surjectif, il en est
de même de p : r^-»X (I, 3.4.8), donc p"1^) est un ensemble réduit à un point
(I, 3.6.4); il résulte alors de (20.4.4) que <o est définie au point x.

La proposition suivante donne un critère valuatif pour qu'une application rationnelle
soit définie en un point :

Proposition (20.4.6). — Soient S un préschéma, X, Y deux S-préschémas ; on suppose X
localement noethérien, Y localement de type fini sur S. Soient U un ouvert dense dans X, h : U—^Y
un S-morphisme, ^eX—U un point normal de X, h^ : Spec{k(x))->Y un S-morphisme. Afin
que h puisse être prolongé en un S-morphisme A' : U'—^Y, où U' est un ouvert de X contenant U

et x, et où le morphisme composé Spec(kÇx)) -> U' -^ Y est le S-morphisme donné h'^ il faut et
il suffit que la condition suivante soit vérifiée :

(P) Pour tout spectre Si d'un anneau de valuation discrète, de point fermé a et de point
générique b, et tout morphisme u : S^—^X tel que u{a)=x, u{b)eV, le morphisme composé
h^=hoÇu\[b}) : {é}=^~l(U)-^Y, se prolonge en un morphisme h[ : Si—^Y tel que le
diagramme

Spec(7e(û)) ——> Si

h'i

Spec(feM) —> Y
h'x

soit commutatif.
De plus, si cette condition est vérifiée, et si h" : V'-^Y est un morphisme vérifiant les

mêmes conditions que h', alors il existe un ensemble ouvert contenant Uu{.y}, et dans lequel h'
et h" coïncident.

Prouvons d'abord la dernière assertion; on peut supposer h' et h" définis dans le
même ouvert Uo3Uu{.r}. Le sous-préschéma Z des coïncidences de h' et h" (17.4.5)
contient U et x, donc il y a un voisinage ouvert V de x dans Uç tel que le sous-
préschéma induit par Z sur l'ouvert Z n V soit un sous-préschéma fermé du préschéma
induit par X sur V; comme ce préschéma ZnV majore le sous-préschéma induit par V
sur l'ouvert U n V, et que ce dernier est schématiquement dense dans V, Z n V est
nécessairement égal à V (20.3.8.8), ce qui prouve que h' et A" coïncident dans UuV.

La nécessité de la condition de l'énoncé étant évidente, prouvons qu'elle est suffi-
sante. En vertu de la correspondance biunivoque entre S-morphismes de X dans Y
et X-sections de XXgY (I, 3.3.15), on peut se borner au cas où S=X et où A est donc
une U-section de Y; on notera qu'alors Y est localement noethérien, et on peut évidem-
ment (puisque X est localement intègre et localement noethérien) supposer X = S
irréductible. En outre, compte tenu de (20.3.7), on peut supposer que X=Spec(A),
où A est un anneau local noethérien, intègre et intégralement clos.
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Notons que pour tout x ' e V , h{x') est une spécialisation de h^[x)==y. En effet,
il existe un spectre S^ d'anneau de valuation discrète et un morphisme u : Si->X tel
que uÇa)==x, u(b)=xt (II, 7.1.9). Appliquant la condition de l'énoncé, on obtient
aussitôt notre assertion, puisque h[x') = h-^{b) == h[(b) et y==h[[a). Si Y' est un voisinage
ouvert affine de y y on a donc Â(XnU)cY' ; on peut par suite remplacer Y par Y',
autrement dit supposer Y affine^ donc séparé sur X. Soit co la X-section rationnelle de Y
à laquelle h appartient, de sorte que son graphe a ici pour ensemble sous-jacent l'adhérence
de A(U) dans Y. Puisque Y est séparé sur X, on peut appliquer (20.4.4) à co : il suffira
de prouver que, si p : F^—^X est la projection canonique, p"1^) est réduit à un seul
pointa et que h^Çx) ==j\ En effet, par (20.4.4) h se prolongera en une section A' au-dessus
d'un ouvert U' contenant Uu{^}, telle que h'{x)=y^ et comme alors il n'existe qu'un
seul X-morphisme Spec(fe(^))—^Y transformant x enj^, cela prouvera l'identité de hy
et du composé de h' et de Spec(fe(^))->U'.

Puisque pour ^'eXnU, A(A:') est une spécialisation de j^, on a j^e^""1^). Supposons
alors que ^ soit un point quelconque de ^~'l(^). Comme F^ est l'adhérence de h(U) et
que A(U) est formé de points adhérents à A(Ç), où Ç est le point générique de X, F^ est
l'adhérence de A(Ç) dans Y. On prend alors un spectre S^ d'anneau de valuation discrète
et un morphisme v : Si->Y tels que v{a)==^, v{b)==h{^) (II, 7. i .9)3 et on pose u=poVy
de sorte que u{a)===x, u{b)=^. Appliquant à u la condition de l'énoncé, on voit que
l'on obtient un morphisme h[ : S^—^Y tel que h[{a)=y et A^(é)=Â(Ç); mais cela
entraîne ^=y en vertu de (II, 7.2.3), puisque Y est séparé sur X et que v et h[ doivent
donc coïncider, puisqu'ils sont égaux au point b. C.Q.F.D.

Corollaire (20.4.7). — Les hypothèses sur S, X, Y, U et h étant celles de (20.4.6),
soit E une partie de X—U telle que X soit normal en tout point de E, et pour chaque xeîL,
soit h^ : Spec(fe(A;))->Y un ^-morphisme, tel que la condition (P) de (20.4.6) soit vérifiée.
On suppose en outre que la réunion F des graphes des h'^ {identifiés à des parties de XXgY)
pour xeE, soit contenue dans la réunion d'un nombre fini d'ouverts V^ de XXgY qui sont séparés
sur X (condition automatiquement vérifiée si Y est séparé sur S, ou si X est quasi-compact
et Y de type fini sur S). Alors il existe un S-morphisme h' : U'->Y, où U7 est un ouvert de X
contenant UuE, tel que^ pour tout xeE, le composé

Spec(fe(^)) ->U'-^Y

soit égal à Ap.
Notons d'abord que, dans (20.4.6), si Y est supposé séparée il y a un plus grand

ouvert UoDU, égal au domaine de la S-application rationnelle correspondant à A,
dans lequel h peut être prolongé, et ce prolongement est unique (I, 7 .2 .2 ) ; d'où la
conclusion dans ce cas, grâce à (20.4.6). Dans le cas général, soit E^ l'ensemble des xeE
tels que (x, ^(A:))eV,. En vertu de (20.4.6), pour tout xeE, il y a un prolongement h^
de À à UuW^, où W^ est un voisinage de x dans X tel que le graphe de /^[W130

soit contenu dans tous les V^ tels que xeE^ Puisque V, est séparé sur X et X réduit,
pour deux points x ' , x" de E^, h^ et h^'^ coïncident dans W^ n W^0 puisqu'ils
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coïncident dans Fouvert partout dense UnW^n^W^^ de cet ensemble. Il y a donc
un morphisme Â^:UuU,-^Y qui prolonge A à un ouvert UuU^, contenant E^;
en outre, pour tout couple d'indices i, j, les graphes des restrictions AJ(U^nUy) et
Ay | (U^nUy) sont contenus dans V^nVy; comme V^nVy est séparé sur X et que les
morphismes précédents coïncident dans un ouvert partout dense U n U^ n U, de U^ n Up
ils sont égaux. Le morphisme A' égal à h dans U, à h^ dans chacun des U,, répond à la
question.

Remarque (20.4.8). — Lorsque E=X—U, il est clair que si, pour tout ouvert
affine T de X, il existe un S-morphisme hy : T-^Y prolongeant Â | ( U n T ) et tel

h!s
que le composé Spec{kÇx)) —^T -> Y soit égal à h^ pour tout xeT—(U nT), alors les /?rp
sont les restrictions d'un S-morphisme h' : X->Y (partout défini) en vertu de l'assertion
d'unicité dans (20.4.6). Pour prouver l'existence de A', on est donc ramené au cas où X
est affine, et alors il suffit que l'ensemble F, réunion des graphes des h'^ soit quasi-compact
dans XXgY pour que l'on puisse appliquer (20.4.7). Il en sera ainsi lorsque les h^
sont de la forme SpecÇkÇx)) ->î -^ Y, où Z est un sous-préschéma fermé de X ayant
X—U pour espace sous-jacent, et h^ un S-morphisme.

Corollaire (20.4.9). — Soient S un préschéma localement noethérien, X un préschéma
localement noethérien, f : X->S un morphisme plat, g : Y->S un morphisme localement de type
fini. Soient U un ouvert dense dans S, h '.f'1^) ->Y un S-morphisme, T = S—U, Z le sous-
préschéma fermé réduit de X ayant /"^T) comme espace sous-jacent, ho : Z->Y un S-morphisme.
Supposons X normal en tous les points de Z. Afin qu'il existe un S-morphisme (nécessairement
unique) h' : X->Y prolongeant h et ho, il faut et il suffit que la condition suivante soit
satisfaite :

Pour fout spectre Si d'un anneau de valuation discrète, de point fermé a et de point générique b,
et fout morphisme u : Si-^S tel que u{a)eT et u(b)e\], il existe un S^-morphisme
h[ : X(g^ -> Y(S^) qui prolonge h^ :f^{b) -^ Y^ et est tel que le diagramme

Spec(fe(^)) —> Z^

M(si)

^Si) ———^ ^Si)^i

soit commutatif pour tout ^eZ^.
L'hypothèse que/est plat entraîne en effet que/'^U) est dense dans X (2.3. io),

et il suffit alors d'appliquer (20.4.8).
Corollaire (20.4.10). — Sous les hypothèses de (20.4.6)3 supposons en outre Y séparé

et localement quasi-fini sur S. Soient U un ouvert dense dans X, h : U—^Y un S-morphisme,
(ù la ^-application rationnelle correspondante, xeX.—U un point normal de X. Afin que co
soit définie au point x, il faut et il suffit que la condition suivante soit vérifiée : il existe un spectre Si
fun anneau de valuation discrète, de point fermé a et de point générique b, et un morphisme u : S^-^X
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tels que u{a)==x, u{b)eU et que la ^-application rationnelle cùou soit partout définie.
En effet, par hypothèse toutes les fibres du morphisme projection XXgY->X sont

formées de points isolés, et pour appliquer (20.4.4) il suffit de savoir que la fibre p"1^)
est non vide dans F^. Or si h^ est l'unique morphisme de la classe <ùou, l'unique point
de XXgY au-dessus de x et de h-^(a) appartient à F^, d'où la conclusion.

Proposition (20.4.11). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y un S-préschéma
affine sur S, U un ouvert de X, Z==X—U. Supposons que l'on ait profz(^x)^2 (5- I o - I)^
alors tout S-morphisme f: U—^Y se prolonge de façon unique en un ^-morphisme de X
dans Y.

On peut se borner au cas où S et X sont affines et (en vertu de (I, 3.3.14)) au cas
où S=X; on a donc X=Spec(A), Y==Spec(B), B étant une A-algèbre de type fini.
Gomme B est quotient d'une algèbre de polynômes A[(T^)]^çL? Y est un sous-préschéma
fermé de Y'=X[(T^)]^çL- D'autre part, l'hypothèse sur Z entraîne que U est schéma-
tiquement dense dans X en vertu de (20.2.13, (iv)) et (5.10.2). Si l'on prouve que tout
X-morphisme u : U—^Y se prolonge de façon unique en un X-morphisme v ' : X—^Y',
il en résultera que v ' se factorisera en X ->Y —^Y' : en effet, le sous-préschéma z/'^Y)
est fermé et majore U (I, 4.4. i), donc est identique à X (20.3.8.8). Dans ces conditions,
v sera l'unique S-morphisme de X dans Y prolongeant u. On peut donc se borner au cas
où Y=Y'. Mais alors il y a correspondance biunivoque entre les X-morphismes d'un
ouvert U C X dans Y' et les familles (s^) ̂ ç ̂  de sections de (9-y^ au-dessus de U (II, 1.7.9);
la conclusion résulte donc de (5.10.5).

Corollaire (20.4.12). — Soient X un S-préschéma localement noethérien réduit et vérifiant
la condition (Sg) (5.7.2) (par exemple un S-préschéma localement noethérien et normal
(5.8.6)), Y un S-préschéma affine sur Syfune ^-application rationnelle de X dans Y; alors toute
composante irréductible de X—dom(y) est de codimension i dans X.

Il revient au même de dire que si Z^ est l'ensemble des A:eX tels que dim(^x x ) ^ 2 )
alors, pour toute partie fermée ZcZ^ de X, tout S-morphisme de X—Z dans Y
se prolonge en un S-morphisme de X dans Y; or, cela résulte de l'hypothèse sur X (5.7 .2)
et de (20.4. n).

20.5. Pseudo-morphismes relatifs»

(20.5.1) Soient X, Y deux S-préschémas. Il résulte des définitions (n . io .8)
que l'intersection de deux ouverts U, U' de X, universellement schématiquement denses par
rapport à S, possède encore cette propriété. On définit donc une relation d'équivalence
entre S-morphismes u : U->Y en remplaçant dans (20.2. i) « schématiquement dense »
par « universellement schématiquement dense par rapport à S ». Une classe d'équivalence
suivant cette relation s'appelle un pseudo-morphisme de X dans Y relativement à S, et l'ensemble
de ces classes se note Ps.hom.x/g(X, Y).

(20.5.2) Comme tout ouvert de X universellement schématiquement dense par
rapport à S est en particulier schématiquement dense, les éléments d'un pseudo-morphisme
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de X dans Y relativement à S sont équivalents au sens de (20.2. i), d'où une application
canonique
(20.5.2. i ) PS . homx/g(X, Y) -> PS . homg(X, Y).

Proposition (20.5.3). — Supposons Y séparé sur S. Alors• :
(i) Inapplication (20.5 .2 .1) est injective et identifie Ps.homx/g(X, Y), au sous-ensemble

de PS. ho;m.g (X, Y) formé des pseudo-S-morphismes co tels que domg(co) soit universellement
schématiquement dense relativement à S.

(ii) Le préfaisceau U->-Ps.homuyg(U, Y) sur X est un faisceau.
L'assertion (i) est immédiate, car dire que deux S-morphismes u : U-^Y, u1 : U'-^Y

sont équivalents au sens de (20.2. i) signifie alors que ce sont les restrictions d'un même
morphisme domg(co)->Y (20.2.4), et si U et U' sont universellement schématiquement
denses par rapport à S, il en est de même a fortiori de domg(co). Pour prouver (ii), notons
que U~»Ps.homg(U, Y) est alors un faisceau (20.2.6); d'autre part, étant donné un
recouvrement ouvert (UJ de U, et un pseudo-S-morphisme û) de U dans Y, pour que
domg((o) soit universellement schématiquement dense dans U relativement à S, il résulte
aussitôt des définitions (cf. (20.2.1)) qu'il faut et il suffit que chacun des ensembles
domg(œ) nU^==domg(œ]UJ soit universellement schématiquement dense dans U^
relativement à S; d'où (ii).

Lorsque Y est séparé, on notera ^.Âowx/g(X, Y) le sous-faisceau
U->Ps.homu/s(U,Y)

de ^%./^g(X,Y).
Lorsque X est plat et localement de présentation finie sur S et Y séparé sur S, les pseudo-

morphismes de X dans Y relativement à S s'identifient encore aux pseudo-S-morphismes œ
tels que, pour toute fibre Xg du morphisme X->S, domg(co)nXg soit schématiquement
dense dans Xg (i i . 10.10).

(20.5.4) Un cas particulièrement important où Y est séparé sur S est le
cas où Y=S[T]==S®zSpec(Z[T]) (T indéterminée). Il y a alors correspondance
biunivoque entre les pseudo-S-morphismes de X dans Y et les pseudo-fonctions sur X
(20.2.8) en vertu de la définition d'un produit de Z-préschémas. Les pseudo-
morphismes de X dans Y relativement à S s'identifient alors, en vertu de (20.5.3),
aux pseudo-fonctions <p sur X telles que dom(ç) soit universellement schématiquement dense
relativement à S. Le faisceau ^s.hom^ÇKy Y) est un sous-faisceau d^ anneaux de ^K^ que
l'on note <^x/s*

On pose alors Ps.homx/g(X, Y)=M'(X/S) et on dit que ses éléments sont les
pseudo-fonctions sur X relatives à S.

(20.5.5) Soient X, Y, Z trois S-préschémas, y:Y->Z un S-morphisme. On
peut, dans le raisonnement de (20.3.1)3 remplacer partout « schématiquement dense »
par « universellement schématiquement dense relativement à S »; pour tout pseudo-
morphisme coePs.homx/s(X, Y), les morphismes fou, où u parcourt œ, appartiennent
donc à une même classe d'équivalence (pour la relation définie dans (20.5. i)), que Pon
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appelle le pseudo-morphisme de X dans Z, relativement à S, composé de/et de co et que
Pon note/oœ. Si g : Z->T est un morphisme, il est immédiat que go(fo^)=={gof)ooï.

(20.5.6) Supposons Y séparé sur S, et soit co un pseudo-morphisme de X
dans Y relativement à S. Si /: X'-^X est un S-morphisme tel que/-^(donigÇœ))
soit universellement schématiquement dense dans X' relativement à S, il résulte de (20.3.2)
que le pseudo-S-morphisme oo/a un domaine universellement schématiquement dense
relativement à S, donc (20.5.3) peut être considéré comme un pseudo-morphisme
relativement à S. Lorsque X7 est plat et localement de présentation finie sur S, la condition
que/'^doms^)) soit universellement schématiquement dense relativement à S équivaut
encore à dire que pour tout se S, (/^(donigÇco))), (notation de (i i . 10.10)) est schéma-
tiquement dense dans X^, ou encore, en notant /g : X^-^X^ le morphisme déduit de/
par changement de base, que l'image réciproque par/ de (domg(co))^ soit schématique-
ment dense dans X^. Cette dernière condition sera en particulier remplie si, pour tout
jeS, Xg, X^ et/ vérifient l'une des trois conditions (i), (ii), (iii) de (20.3.5).

(20.5.7) Supposons maintenant que X et X' soient tous deux des S-préschémas
plats et localement de présentation finie sur S, et que /: X'-»X soit un S-morphisme plat
(ou, ce qui revient au même (11.3.10), que pour tout seS, / : X^—X^ soit un
morphisme plat). Alors, pour tout ouvert U de X et tout ouvert VcU universellement
schématiquement dense dans U relativement à S, il résulte de (11.10.5) et (11.10.9)
que/'^V) est universellement schématiquement dense dans/^^U) relativement à S.
Pour tout pseudo-morphisme co de X dans Y relativement à S, il résulte de (20.3.4)
que le pseudo-S-morphisme œo/ est défini et est un pseudo-morphisme de X' dans Y
relativement à S, même lorsqu'on ne suppose pas Y séparé sur S. On en déduit que dans ce cas,
pour tout S-morphisme g : Y->Z, {gou)of est encore défini et égal à goÇ^of) (avec
les définitions de (20.5.1)), et est donc un pseudo-morphisme relativement à S.

(20.5.8) Soient X un S-préschéma, S'-^S un morphisme quelconque, X'=X^,
g : X'->X la projection canonique. Alors, pour tout ouvert U de X et tout ouvert VcU
universellement schématiquement dense dans U relativement à S, V = g~ ̂ V) est univer-
sellement schématiquement dense dans U'^'^U) relativement à S' par définition
(i i. 10.8). Soit alors œ un pseudo-morphisme de X dans un S-préschéma Y relativement
à S; si z/i, u^ sont des S-morphismes de la classe co, définis respectivement dans des
ouverts U^, Ug de X, universellement schématiquement denses dans X relativement à S,
il résulte de ce qui précède que les morphismes u^^u^o^g-1^^) et u^==u^o{g\g~l(\J^)
coïncident dans un ouvert U^ universellement schématiquement dense relativement à S7.
Or, si Y'^Y^) et si h : Y'—Y est la projection canonique, u[ et ^ se factorisent
canoniquement en u[==hov^ u^==hov^ et v-^ et ^ sont deux S'-morphismes dans Y' qui
coïncident dans Ug. On voit donc que lorsque u-^ parcourt la classe co, les S'-morphismes v^
correspondants appartiennent à un même pseudo-morphisme relativement à S', dit image
réciproque de œ par le morphisme changement de base S'->S et noté (o/g.). Il est clair
que si S"-^S' est un second morphisme, on a (cO(s/))(sm===tô/s,M (pour le morphisme
changement de base composé S^-^S'-^S).
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20.6. Fonctions méromorphes relatives.

(20.6. i ) Soient S un préschéma, X un S-préschéma qui est plat et localement de
présentation finie sur S; pour tout je S, nous noterons Xg la fibre au point s du morphisme
structural X->S. En général, si <p est une fonction méromorphe sur X, il n'est pas possible
de lui associer de façon « naturelle », pour chaque je S, une fonction méromorphe
« induite » sur X, (20. i . n). Pour tout ouvert U de X, notons Tx/s(U) l'ensemble des
sections feF(V, <?x) telles q^? pour tout je S, l'image t, de t par l'homomorphisme
canonique r(U, ffl^)-^r(Ur\X^ ^x,) soit une section régulière', cela implique d'ailleurs,
par l'équivalence de a) et b) dans (11.3.7), que t est elle-même une section régulière.
Il est clair que U->Tx/g(U) est un sous-faisceau du faisceau d'ensemble y=y[Q^
(notation de (20. i .3)), que l'on note ^x/sî on pose

(20 .6 .1 .1 ) ^x/s=^xE^x~/s1]

(notation de (20.1.1)) et on dit que ce faisceau d'anneaux est le faisceau des germes de
fonctions méromorphes sur X relatives à S; ses sections au-dessus de X sont appelées ̂ fonc-
tions méromorphes sur X relatives à S et leur ensemble est noté M(X/S). II est clair que c^x/s
est un sous-faisceau de ^x^^xt^"1]? pour ^ute fonction méromorphe <peM(X/S)
et tout je S, l'image réciproque de <p par le morphisme injection canonique j^ : Xg->X
est alors définie (20. i . n), et notée cpg.

(20.6.2) Soit maintenant y un ^"Module quasi-cohérent; on pose

(20.6.2.1) ^x/sW-^^x/iJ-^^As;

les sections de ^x/s(^) sont dites sections méromorphes de S^ au-dessus de X, relatives à S
et leur ensemble est noté M(X/S, F). L'homomorphisme canonique ^->^x/s(^')
n'est pas nécessairement injectif; lorsqu'il l'est, on dit que y est sans torsion relativement
à S : cela signifie que pour tout ouvert U de X et toute section ^eTx/s(U), t est
{y \V)-régulière, cette condition est remplie a fortiori lorsque y est strictement sans torsion
(20.1.5). Dans ce dernier cas, il résulte aussitôt des définitions (20.1.2) que l'homo-
morphisme canonique de ^"Modules

(20.6.2.2) ^X/sW^^x(^)

est injectif, de sorte que les sections méromorphes de y relatives à S sont des sections méro-
morphes de y au sens de (20.1.3).

Proposition (20.6.3). — Limage par P homomorphisme injectif ( 20 .2 .10 .1 ) du sous-
faisceau ^x/s ̂  ̂ x est ^ sous-faisceau ^x/s ^es pseudo-fonctions sur X relatives à S (i.e. des
pseudo-fonctions dont le domaine de définition est universellement schématiquement dense relativement
à S (20.5.4)).

On peut évidemment se borner à prouver que l'image de M(X/S) par l'homo-
morphisme canonique M(X)-^]Vr(X) est égale à M'(X/S); la proposition est alors
conséquence de la proposition plus générale suivante :
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Proposition (20.6.4). — Soit y un 0-^-Module quasi-cohérent de présentation finie et
strictement sans torsion. Alors, pour qu'une section méromorphe 9 de y au-dessus de X soit une
section méromorphe relative à S, il faut et il suffit que dom((p) soit universellement schématiquement
dense relativement à S.

La nécessité de la condition résulte de (20.2.15) appliqué à chaque injection
canonique Xg->X (jeS), compte tenu de (11.10.9). Pour voir que la condition est
suffisante, il faut prouver que pour tout ^eX, il existe un voisinage ouvert U de x dans X
et une section de ^x/s(^) au-dessus de U dont la restriction à Undom(9) coïncide
avec 9 dans un ouvert schématiquement dense de Undom(y). Considérons l'Idéal
des dénominateurs / de 9 (20.2.14), qui est quasi-cohérent, et qui définit un sous-
préschéma fermé de X dont l'espace sous-jacent est X—dom(9). Par hypothèse, si s
est l'image de x dans S, dom((p)nXg est schématiquement dense dans le préschéma
localement noethérien Xg, donc (20.2.13, (iv)) contient Ass(^); cela implique donc
que l'idéal / ^ de ^x.a; a une image dans (9^ ^^ffl^x^o ^M ç^i n5est contenue dans
aucun des idéaux premiers p^eAss(^x,,a;) (en nombre fini); donc (Bourbaki, Alg. comm,,
chap. II, § i, n° i, prop. 2) il existe un élément t^e/^ dont l'image dans G^^n'a.pp^r-
tient à aucun des p^, et est par suite régulière dans cet anneau noethérien. Soit t une section
de / au-dessus d'un voisinage ouvert affine U de x, dont ^ soit le germe au point x;
puisque X est plat et localement de présentation finie sur S, on peut supposer (11.3.8)
que f est une section régulière de (9^ au-dessus de U et que, pour tout s ' e S , l'image de t
dans r(UnX^, 6^) solt aussi régulière', autrement dit, on a tëTx/g(U). Mais alors,
par définition de / ^ puisque y est strictement sans torsion, ^(<p | (Undom(cp))) est
une section u de y au-dessus de Undom((p); d'autre part, Undom(<p) contient
l'ensemble ouvert U^ des points x'eU où t(x')4= o, et ce dernier contient x et est schéma-
tiquement dense dans U (20.2.9). On voit donc que dans U^, <p coïncide avec la restric-
tion à U< de la section ujt de ̂ x^^) au-dessus de U. G.Q^.F.D.

Remarques (20.6.5). — (i) Soit 9 une fonction méromorphe sur X relative à S,
de sorte que pour tout je S, cpg est une fonction méromorphe sur Xg (20.6. i) ; en vertu
de (20. i . i l . i), on a

(20.6.5. i ) dom(y) n Xg cdom^).

Mais il convient de noter que même lorsque S est le spectre d'un anneau de valuation
discrète A et X==S[T] (T indéterminée), les deux membres de (20.6.5. i) ne sont pas
nécessairement égaux : par exemple, si TC est une uniformisante de A, il est immédiat
que 9==7i:/T est une fonction méromorphe sur S relative à S, car si a et b sont le point
fermé et le point générique de S, T est régulier dans r(X^ 0^)==k[T] et dans
r(X^, ^xé)=K[T], k et K étant le corps résiduel et le corps des fractions de A. On a
dom(<p)=D(T) dans X, mais dom(<pJ=X^ puisque cpa==o.

(ii) Pour qu'une fonction méromorphe 9 relative à S soit inversible dans Vanneau
M(X/S), il faut et il suffit que pour tout seS, <pg soit inversible dans M(XJ (autrement
dit, que 9^ soit une fonction méromorphe régulière sur Xg (20.1.8)). La condition est
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en effet trivialement nécessaire. Inversement, si elle est vérifiée, et si x est un point quel-
conque de X, s son image dans S, il existe par hypothèse un voisinage ouvert U de x
dans X et deux sections u, t de (9^ au-dessus de U telles que ^Tx/g(U) et <p|U ==u\t\
l'hypothèse entraîne que si Uy est l'image de u dans r(UnXg, ^x,), Ug est régulière
au point x. En restreignant U, on peut donc supposer, en vertu de (11.3.8)3 que
^eTx/s(U), d'où la conclusion.

Lorsque 9 est inversible dans M(X/S), on dit encore que y est une fonction méro-
morphe régulière relative à S. On notera que <peM(X/S) peut être inversible dans M(X)
(autrement dit, être régulière au sens de (20.1.8)) sans l'être dans M(X/S), comme le
montre aussitôt l'exemple de (i).

(iii) Soit JS? un (^""Module inversible, et soit 9 une section méromorphe régulière
de S au-dessus de X (20.1.8); on dit que 9 est régulière relativement à S si, pour tout
ouvert U de X tel que oâf | U soit isomorphe à (9^ cp [ U correspond à un élément de
r(U, ̂ x) clul est régulière relative à S; en vertu de (ii), il est immédiat qu'il faut et il suffit
pour cela que, pour tout seS, 9^ soit une section méromorphe régulière (20.1.8) du
d)-^ -Module inversible JS^==cJS^€)^ k{s). Si 9' est l'inverse de 9 dans oSf"'1 (20.1.10),
9' est alors aussi régulière relative à S. Si c2\ est un second ff-^-M.odnïe inversible, 91 une
section méromorphe de Jâ^i au-dessus de X, régulière relativement à S, alors 9^91
est une section méromorphe de <^®oSfi au-dessus de X, régulière relativement à S.

Proposition (20.6.6). — Soient X un S-préschéma plat et localement de présentation finie
sur S, y un Oy Module localement libre de type fini ; pour tout. seS, on note X^, la fibre au point s
du morphisme structural f: X->S. Soit 9 une section méromorphe de ̂  au-dessus de X, relativement
à S, et supposons que 9 soit définie en tous les points xe^K tels que prof^xr/^J^ I- Alors 9
est partout définie.

Par hypothèse, dom(9)nXg est schématiquement dense dans X^ pour tout je S,
donc contient les points x de Xg tels que prof^x^J^o ( ô - 1 0 - 2 ) ? l'hypothèse signifie
donc que si l'on pose Z==X—dom(9), on a prof(^x^ ^J^2 en tous 1e8 points de Z.
Il suffit donc d'appliquer (19.9.8).

(20.6.7) Soient X, X' deux S-préschémas plats et localement de présentation
finie sur S, f=={^, 6) : X'->X un S-morphisme. Pour tout ouvert U de X, notons T^(U)
l'ensemble des sections ^Tx/gÇU) dont l'image dans rÇ/'^U), (P^) appartienne
à Tx^/^U)); il est immédiat que U->T^(U) est un sous-faisceau du faisceau
d'ensembles e^x/s? clue ^on note e^"/* ̂ n pose «^x/sj^^xl^/"1]? C5est un sous-faisceau
d'anneaux de ^x/s? et on déduit canoniquement de 6^: ^{^x)~^^x' un homomor-
phisme de faisceaux d'anneaux 6'^ : ̂ *(^x/s,/) "^^x'/s prolongeant 6^. Si une fonction
méromorphe 9 sur X, relative à S, est une section de ^x/s,/? ^'(^'^(p) est une fonction
méromorphe sur X', dite image réciproque de 9 par f, et notée 90^ si cela n'entraîne pas
confusion. On étend aussitôt de même les définitions de (20.1.11) relatives aux
^x-Modules.

Proposition (20.6.8). — Avec les notations de (20.6.7)3 si le ^-morphisme f: X'-^X
est plat, on a ^x/s /^^x/s? et l^homomorphis me (ç^^of est défini dans M(X/S) tout entier.
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En effet, l'hypothèse entraîne, en vertu de (11.3.10), que pour tout seS,
fs: ̂ s-^^s est P^? donc3 pour toute section ^eTxys(U), si t' est son image réciproque
dans ^(/-1(U), (9^), t^ qui est l'image réciproque de ^, est une section régulière de 0^
au-dessus de /-^L^nX^, en vertu de (20.1.12); on en conclut que par définition
^^^^(/"^U)), d'où la proposition.

On déduit de là, comme dans (20.1.12), un homomorphisme canonique de
6^-Algèbres

(20.6.8.1) r(^x/s)->^x,s.

(20.6.9) Considérons enfin un morphisme quelconque S'->S, et posons
X^XXgS', qui est plat et localement de présentation finie sur S'; soit p : X'->X
la projection canonique. Soient U un ouvert de X, t une section appartenant à Tx/g(U),
t' son image dans F^-^U), É^); pour tout ^eS', si seS est l'image de s\ on a
^=^8^ (8)^(^)3 donc 1^ morphisme X^-^X^ est plat, et par suite (20.1.12)
l'image réciproque t[. de t, dans r^-^L^nX^, 6^) est régulière; ceci prouve que
l'on a ^eTx^(J&"'l(U)). Ceci permet de définir canoniquement, comme dans (20.6.8),
un homomorphisme canonique de (P^-Algèbres

(20.6.9.1) J^x/s) ^^x7s-

Moyennant l'identification permise par (20.6.3), cette notion de changement de
base pour les fonctions méromorphes relatives est un cas particulier de la notion analogue
pour les pseudo-morphismes relatifs (20.5.8).

§ ai. DIVISEURS

Sur le contenu du présent paragraphe, voir les commentaires de l'introduction
du § 20. Pour les propriétés globales des diviseurs, le lecteur se reportera au paragraphe
qui leur est consacré au chap. V.

2i.i. Diviseurs sur un espace annelé.

(21.1.1) Soient (X, fi^) un espace annelé, Ji^ le faisceau des germes de fonc-
tions méromorphes sur X (20. i .3), JK^ le faisceau (de groupes multiplicatifs) des germes
de fonctions méromorphes régulières sur X (20.1.8). Il est clair que le faisceau (de
groupes multiplicatifs) 0^ des germes de sections inversibles de (9^ s'identifie canonique-
ment à un sous-faisceau (de groupes multiplicatifs) de JK*^.

Définition (21. i. 2) — On appelle faisceau des diviseurs sur X et on note Qiv^ le faisceau
quotient (de groupes commutatifs) ^/^x5 les sections de ce faisceau au-dessus de X se nomment
les diviseurs sur X; ils forment un groupe commutait/noté Div(X). Pour toute section/de Jt^
au-dessus de X (autrement dit, toute/onction méromorphe régulière sur X (20. i .8)) on appelle
diviseur de f et on note div(/) (ou divx(/)) le diviseur sur X image de f par F homomorphisme
canonique F(X, Jt^ -> r(X, Qiiv^.
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Le support d'un diviseur D est l'ensemble fermé des xeX tels que D^=t=o. On le
note Supp(D).

Pour tout ouvert U de X, on a évidemment ^x|U==c^j, ff^\V == 0^, donc
Qiv^\\]=Qw^, et par suite le faisceau Qiv^ est égal au préfaisceau U-^Div(U).

Lorsque X=Spec(A) est affine, on écrit Div(A) au lieu de Div(Spec(A)).
(21.1.3) Nous noterons toujours additivement le groupe Div(X) des diviseurs sur X.

Pour deux fonctions méromorphes régulières f, g sur X, on a donc

(21. i .3. i) divC/g) ==div(/) +div(^),

(21.1.3.2) divCr^-divC/).

Par définition, pour toute fonction méromorphe régulière f sur X, on a l'équi-
valence

(21.1.3.3) div(/)=o o/er(X, ̂

d'où, pour deux fonctions méromorphes régulières/, g sur X

(21.1.3.4) div(/)=div(^) ^-^(X, ̂ ).

(21.1.4) Soit maintenant oSf un 0^- Module inversible, et soit s une section méro-
morphe régulière (20. i .8) de S au-dessus de X. Tout A:eX possède un voisinage ouvert U
tel que JS?[U soit isomorphe à fi\j? donc «^x(°^)|U isomorphe à JK^\\]\ par un de
ces isomorphismes, s\U correspond à une section /eTÇU,^^), et puisque deux isomor-
phismes de oSf|U sur 6^ ne diffèrent que par la multiplication par un élément de
t^U, ^x) (Oi, 5.4.3), l'élément divy(/) de r(U, Qiv^ est indépendant de l'isomorphisme
choisi; il est clair que ces éléments (pour U variable) sont les restrictions d'une section
de Qiv^ au-dessus de X, que l'on appelle le diviseur de s et que l'on note div(J) (un tel
diviseur n'est pas nécessairement de la forme div(^) pour une fonction méromorphe
régulière g sur X; voir (21.2.9)) . Pour ^=0^ la définition de div(^) coïncide avec
celle de (21.1.2) . Si JSf, S ' sont deux Q^- Modules inversibles, s (resp. s ' ) une section
méromorphe régulière de oSf (resp. JSf') au-dessus de X, il est immédiat que l'on a

(21.1.4 .1) div(j®j-') == div(j-) + div(j-')

(21.1 .4 .2) à.iv{s®n)=n.div{s) pour tout neZ

{s~1 étant la section méromorphe régulière de JS?"1 au-dessus de X définie dans (20. i . 10))
et, pour deux sections méromorphes régulières s, s ' de oSf au-dessus de X, on a la relation

(21.1.4.3) div(J)==div(j') os'=:ts avec ^er(X,^x)-

(21.1.5) Le faisceau <^(^x) (20.1.3) dont les sections au-dessus d'un ouvert U
de X sont les éléments réguliers de r(U, (P^) est un sous-faisceau de monoïdes de e^xî on P^1

écrire

(21 .1 .5 .1) ^(éy-^x^x.
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Si on note ^(^x)~1 1e faisceau dont les sections au-dessus de U sont les
inverses dans r(U,^x) des éléments de F(U, <^(^)), il est clair que l'on a
F(U, ^x))nr(U, ̂ x)-1)-!^, ̂ ), donc

( 21 .1 .5 .2 ) ^W^^W-^X-

Définition (21.1.6). — Z^ sous-faisceau d'ensembles de Qiv^, image canonique du sous-
faisceau y{0^ de ^x? est noté Qiv^\ ses sections au-dessus de X sont appelées diviseurs positifs
sur X, et leur ensemble est noté Div^X).

Puisque ^(^x) est un faisceau de monoïdes (multiplicatifs), on a
(21.1.6.1) Div-^X) + Div-^X) cDiv-^X)

et d'autre part, en vertu de (21.1.5.2) et (21.1.3.3)
(ai. i.6.2) Div-^X^—Div^X))^}.

Ces deux relations montrent que Div-^X) est l'ensemble des éléments positifs
pour une structure d'ordre sur le groupe Div(X), compatible avec cette structure de
groupe; on note cette relation d'ordre D^D', autrement dit, on a
(21.1.6.3) D^o o DeDiv^X).

Nous supposerons toujours dans ce qui suit que Div(X) est muni de cette structure
d'ordre; il est clair que Qiv^\\J = Qiv^, donc F(U, ^^)==Div+(U), et on peut
donc dire que Qiv^ définit sur Qiv^ une structure de faisceau de groupes ordonnés. La fibre
(^x^ en un point x du faisceau Qiv^ est un sous-monoïde du groupe (^xL? ensemble
des éléments ^o pour une structure d'ordre compatible avec la structure de groupe;
pour un diviseur D sur X, il revient au même de dire que D^o ou que D^o pour
tout ;ceX.

Par définition, pour toute fonction méromorphe régulière/sur X, on a la relation
(21.1.6.4) ' div(/)^o o/er(X,^(^))

autrement dit, div(/)^o signifie que / est une section régulière de Q^, ou encore une
section de Q^ inversible dans M(X).

Plus généralement, étant donné un diviseur D sur X, la relation div(/)^D
est équivalente à la suivante : pour tout ouvert U de X tel que D|U=div(^), où
geT{V,JK^), il existe un élément régulier t de F(U, 0^) tel que f\U=tg.

(21.1.7) Soient S un (P^-Module inversible, s une section méromorphe régulière
de JSf au-dessus de X; on a la relation

(21 .1 .7 .1 ) div(^o o ^er(X,J^)nr(X, (^x(^)D

comme il résulte aussitôt des définitions (21.1.4) et (21.1.6).
Proposition (21. i. 8). — Soient X un préschéma localement noethérien, D un diviseur sur X.

Supposons que pour tout xeX tel que prof'(^x,J=1 on ait D^o (resp. D^=o). Alors
on a D^o (resp. D==o).

La question étant locale sur X, on peut supposer que D=div(/), /étant une
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fonction méromorphe régulière sur X; la relation D^o équivaut à xedom{f) donc
l'hypothèse signifie que si T=X—dom(/), on a prof(^x,J^2 pour tout xeT (car
dom(/) contient les points maximaux de X). Par suite (5.10.5) Phomomorphisme de
restriction F(X, ^x) -> r(X—T, ^x) est bijectif, ce qui montre qu'il existe une section s
de ^x au-dessus de X telle que f==s\ (X—T). Mais par définition de T, cela entraîne
T=0, donc f==s et D^o. L'assertion relative à la relation D^==o s'en déduit aussitôt
en appliquant ce qui précède à —D, en vertu de (21.1 .6 .2) .

Corollaire (21. i .9). — Soient X un préschéma localement noethérien, D un diviseur sur X.
Soit S le support de D. Alors^ pour tout point maximal x de S, on a prof(^x a;)^1-

Posons en effet Xi=Spec(^x a;) 5 compte tenu de (20.2.11) et (20.3.6)3 le fais-
ceau e^x es^ induit sur X^ par e^x? donc on peut se borner au cas où X==X^, auquel
cas, comme A:eS et que x est point maximal de S, on a nécessairement S =={x}. Si l'on
avait alors prof(^x a;)=t= ^ on en conclurait, en vertu de (21.1.8)5 que D==o, ce qui
contredit la définition de S.

Proposition ( 2 1 . 1 . 1 0 ) . — Soit A un anneau local noethérien; pour que Div(A)==o,
il faut et il suffit que prof(A)==o {autrement dit^ que l'idéal maximal m de A soit associé à A
(0, 16.4.6)).

En effet, dire que Div(A)==o signifie que dans A tout élément régulier est inver-
sible, ou encore que tous les éléments de m sont diviseurs de zéro, ce qui signifie que
meAss(A) (Bourbaki, Alg. comm.y chap. IV, § i, n° i, cor. 3 de la prop. 2).

21.2. Diviseurs et Idéaux fractionnaires inversibles»

(21.2.1) Soit (X, ^x) un espace annelé. On appelle Idéal fractionnaire sur X un
sous-O^-Module du 0^-ÎAoduïe ^x ^es germes de fonctions méromorphes sur X. Un
Idéal fractionnaire / sur X qui est un 0-^-Module inversible est appelé Idéal fractionnaire
inversible.

Proposition (21.2.2). — Pour qu^un Idéal fractionnaire / sur X soit inversible^ il faut
et il suffit que pour tout ^eX, il existe un voisinage ouvert U de x et une section feTÇUy^^)
tels que /\V=0^f.

La condition est évidemment suffisante, l'application .î^-îC/IV) de F(V, ^x)
dans r(V, /^ étant évidemment bijective pour tout ouvert VcU. Pour voir qu'elle
est nécessaire, notons qu'il existe par hypothèse un voisinage ouvert U de y: et un isomor-
phisme de fi^-^dules (Q^/\V. Si/est l'image de la section ier(U, ^x) P^ cet

isomorphisme, on peut supposer, en restreignant U, que l'on a f==uls, où ^er(U, 0^
et jer(U, ^(^x))? et l'isomorphisme considéré fait alors correspondre, à toute section
yer(V, ^x) (ou ̂  est un o^ert contenu dans U) la section v{u\\)f(s\\)\ dire que
l'application ainsi définie est bijective signifie que u \ V est un élément régulier de F(V, ^x)?
donc /6r(U,^x)-

On notera que pour tout ouvert U de X tel que /\V ==^u./ avec /er(U,^x),
la section/ est déterminée à la multiplication près par un élément de r(U, ^x)? puisque la
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multiplication par ces éléments fournit tous les automorphismes du 6\j-Module (P^
(Oi, 5 -4 -3 ) -

Corollaire (21.2.3). — (i) Soit / un Idéal fractionnaire inversible; alors le 0^-Module
inversible /^s'identifie canoniquement à VIdéal fractionnaire /' {transporteur de / dans Q-y^
défini de la façon suivante : pour tout ouvert U de X tel que ^|U==^j.y, où yer(U,^x)?
on a /'{V^^.f-1.

(ii) Si /^ et / ̂  sont deux Idéaux fractionnaires inversibles^ Inapplication canonique
^i® /^->/\/ï est un isomorphisme de Q^-Modules.

L'assertion (ii) résulte aussitôt de (21.2 .2) . D'autre part, la remarque faite à la
fin de (21.2.2) prouve qu'il existe bien un Idéal fractionnaire / ' et un seul défini par
la condition de l'énoncé; l'isomorphisme canonique de / ' sur /~l=^^>omQ (^5 ^x)
s'obtient en faisant correspondre à toute section •5'C/~1[V) de F(V, / ' } (où V est un
ouvert contenu dans U et ^eF(V, ^x)) l'homomorphisme t{f\V)^st de r(V, / )
dans F(V, ^)-

En vertu de (21.2.3, (i)), on identifiera généralement les ^"Modules inversibles / '
et ^~"1, considérant donc /~^ comme un sous-Q^-Module de ^x-

(21.2.4) II résulte de (21.2.3) que l'ensemble Id.inv(X) des Idéaux fraction-
naires inversibles sur X est muni d'une structure de groupe commutatif pour la loi de compo-
sition (^i, / ï)^ /\/^ l'élément neutre de ce groupe étant 0^. Il est clair que pour
tout ouvert U de X, on a { / ^ / ^ ) |U===(^'i|U)(^'2[U), donc l'application de restric-
tion / ^ / ^ est un homomorphisme de groupes Id.inv(X) -> Id.inv(U); on définit
donc ainsi un préfaisceau de groupes commutatifs U^Id.inv(U) ; il est immédiat qu'en fait
ce préfaisceau est un faisceau de groupes commutatifs^ que l'on note ^d.inv^.

(21.2.5) Pour toute fonction méromorphe régulière /er(X,^x)î ^ résulte
de (21.2 .2) que ^{f) = ̂ x-f est un Idéal fractionnaire inversible, et on a évidemment
<^(./i/2)==^(/i)^(/2)3 autrement dit l'application f->/[f) est un homomorphisme
du groupe commutatif r(X,^f^) dans le groupe commutatifId.inv(X). Remplaçant X
par un ouvert quelconque U de X et notant que les homomorphismes obtenus sont
compatibles avec les opérations de restriction, on obtient un homomorphisme canonique
de faisceaux de groupes commutatifs :

(21 .2 .5 .1 ) Iç : ̂ ^ -> ^d.inv^.

Notons que si feFÇK, ^x)î on a ^(/)==^x5 on en déduit aussitôt que l'homo-
morphisme IQ se factorise en

(21.2.5.2) ^x ->^x/^x=:=^^^;x~>t^û?•^n^;x

où I est un homomorphisme du faisceau de groupes additifs Qiv^ dans le faisceau de
groupes multiplicatifs ^d.inv^ on a donc pour tout ouvert U de X un homomorphisme
^ : Div(U)-> Id.inv(U) de groupes commutatifs, tel que, pour toute section
/(=r(U,^x)î on ait

(".2.5.3) ^u(divuC/))=^./.
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On en conclut que ^(D), pour tout diviseur DeDiv(X), est l'idéal fractionnaire
inversible défini de la façon suivante : pour tout ouvert U de X tel que D | U = divy(y),
où /er(U, ^x)? ^xW\^ est l'Idéal fractionnaire inversible 6\j-/- On a donc,
en vertu de (21.1.6), pour toute fonction méromorphe régulière fer(K,^y^), la
relation

(21.2.5.4) /er(X,^x(D)) ^ div(/)^D.

Proposition (21.2.6). — U homomorphisme 1 : Qw^-^ ^d.inv^ est bijectif.
On définit en effet un honiornorphisme Ix de Id.inv(X) dans Div(X) en faisant

correspondre à tout Idéal fractionnaire inversible / sur X le diviseur Ix(^) défini
de la façon suivante : pour tout ouvert U de X tel que ^]U=6\j./, où /er(U,^^)
(21.2 .2) , on prend Ix(^) |U =divu(/) ; en vertu de la remarque suivant ( 2 1 . 2 . 2 ) 3
cette définition est indépendante du générateur f choisi dans / \ U, et détermine bien
un diviseur sur X. En outre, cette définition montre aussitôt que les homomorphismes ̂ x
et Ix sont réciproques l'un de l'autre. Remplaçant X par un ouvert quelconque U, on
en déduit la définition de l'isomorphisme I7 : ̂ d.inv^ -> Qiv^ réciproque de I, d'où la
proposition. On posera Ix(^)=div(^), de sorte que l'on a, pour toute fonction méro-
morphe régulière f sur X

(21.2.6.1) div(^/)-div(/).

(21.2.7) On identifiera souvent les faisceaux Qiv^ et ^d.inv-^ (resp. les groupes
Div(X) et Id.inv(X)) au moyen des isomorphismes 1 et I' (resp. <^x et Ix) précédents.
On notera que l'on a la relation

(21 .2 .7 .1) D^o oJ^x(D)c^x P0111' DeDiv(X)

comme il résulte aussitôt des définitions (21.1.6) et de (21 .1 .5 .1 ) ; en d'autres termes,
l'image ^'^{'Div'^ÇK.)) est l'ensemble des Idéaux de (9-^ (dits aussi parfois Idéaux entiers}
qui sont des Éx"^°dules inversibles : un tel Idéal / est encore caractérisé par le fait que
pour tout A;eX, il y a un voisinage ouvert U de x dans X tel que /\\!-=Q^.f, ouf
est un élément régulier de F(U, ^x)- L'ensemble J^Div^X)) de ces Idéaux est donc
un sous-monoïde de Id.inv(X), égal à l'ensemble des éléments positifs pour une relation
d'ordre compatible avec la structure de groupe de Id.inv(X), et il est immédiat que cette
relation n'est autre que la relation opposée à l'inclusion; autrement dit, on a

(21.2.7.2) Ac^2^div(^i)^div(^)

pour /^ / ^ dans Id.inv(X).
(21.2.8) Pour tout diviseur D sur X, on pose

(21.2.8.1) ^(D)=(^x(D))-1;

(?x(D) est donc un Idéal fractionnaire inversible, défini de la façon suivante : pour tout
ouvert U de X tel que D|U=divu(/), où /er(U,^x)< ^(^^ est l'Idéal frac-
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tionnaire inversible O^J~1, en vertu de (21.1.6), pour toute fonction méromorphe
régulière/, on a la relation

(21.2.8.2) /er(X,^x(D)) odiv(/)^-D.

En outre, il est clair que l'on a des isomorphismes canoniques (21.2.3)

(21.2.8.3) (^(o)=^ ^(D+D^^D^D') ̂ W)®W)
[ ^xW={W)r^{W))@n

pour tout entier yzeZ, et pour deux diviseurs quelconques D, D' sur X.
(21.2.9) Soit / un Idéal fractionnaire inversible sur X. L'injection canonique

/'->^x définit par tensorisation un homomorphisme de ^"Modules

(21.2.9.1) ^x{/)-/®^x^^x®^x=^x

qui est un isomorphisme : en effet, si U est un ouvert de X tel que /\V =Q^.f, où
/er(U,e^x)5 rhomomorphisme (21 .2 .9 . i ) restreint à U n'est autre que l'isomorphisme
qui à toute section t de ^{/} |U =JK^\V au-dessus de VcU, fait correspondre
la section t(f\V)~1 du même faisceau. Dans l'isomorphisme (21.2.9 .1) , aux sections
méromorphes régulières de / au-dessus de X correspondent les fonctions méromorphes
régulières sur X.

Considérons en particulier le cas où /=.O^Q\ où D est un diviseur sur X;
on a alors un isomorphisme canonique

(21.2.9.2) ^x(^x(D))^^X

et on désigne par ̂  la section méromorphe régulière de ffl^(D) au-dessus de X qui corres-
pond par cet isomorphisme à la section i de e^x- si u est un ouvert de X tel que
^x(D)|U=^j-/~1, où /er(U,^x). on a ^ |U=i dans F(U,^x); comme alors
on a D[ U=divu(/), on en déduit (21.1.4) que l'on a

(21.2.9-3) div(^)=D.

D'autre part, on déduit aussitôt des isomorphismes canoniques (21.2.8.3) les
formules

(21.2.9.4) SQ=Ï, ^D+D'^D0^ ^D-̂  (^Z).

(21.2.10) Considérons, entre deux couples (JSf, .$•), (JSf', j'), où Jâf et oS^ sont
deux (P^-Mod\des inversibles, s (resp. s ' ) une section méromorphe régulière de oSf (resp. oSf')
au-dessus de X, la relation : « il existe un isomorphisme u : JSf ̂  JSf' tel que u{s)==s' »,
où u : r(X,^x(^)) ̂  ̂ (X,.^^7)) est l'isomorphisme déduit de u (on notera que
l'isomorphisme u vérifiant cette condition est alors déterminé de façon unique). Il est
clair que c'est une relation d'équivalence, et puisqu'il existe un ensemble de fi^-Adules
inversibles tel que tout (P^-Modnïe inversible soit isomorphe à un élément de cet ensemble
(Oi, 5 -4 -7 ) ? on peut parler de l'ensemble D(X) des classes d'équivalence des couples (JSf, s)
pour la relation précédente. Pour tout ^x-^dule inversible S et toute section méro-
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morphe régulière s de oS? au-dessus de X, on notera cIÇoS^ j1) l'élément de D(X) corres-
pondant au couple (oSf, s). Il résulte de (Oi 5 5.4.3) que si j, ^ sont deux sections méro-
morphes régulières de oSf au-dessus de X, la relation cl(oSf, ^)=cl(oS^, s ' ) équivaut à
l'existence d'une section ^er(X, 6?x) tene çi^ s ' ^ t s .

Il est immédiat que si (oSf, s) est équivalent à (0^1,^1) et (oS?7, ^') à (oSf^, ^), les
couples (oSf®,^^®^) et (J?\®oS^, ^i®^) sont équivalents; on définit donc dans D(X)
une loi de composition en posant

(21.2.10.1) cl(J^7,J)cl(JSf/,^)=cl(JSf®JSf/,J®^)$

il est immédiat que c'est une loi de groupe commutatif, dont l'élément neutre est cl^x? I )
et où l'inverse de cl(JS^, s) est cl(JSf-1, j®^).

Proposition (21.2.11). — Z^y applications

(21.2.11.1) D->cl(^x(D)^ cl(JSf,j)^divM

JOT^ ûfcj isomorphismes réciproques de Div(X) sur D(X) et de D(X) jz/r Div(X) respectivement.
Compte tenu de (21.2.8.3), (21.2.9.4) et (21.2.10.1) , il suffit de voir que les

composés de ces deux applications sont les identités dans Div(X) et D(X) respectivement.
La première assertion n'est autre que (21.2.9.3) . D'autre part, soit D==div(J), où s
est une section méromorphe régulière de JSf au-dessus de X, et soit U un ouvert de X tel
qu'il existe un isomorphisme de oSf|U sur Q^ transformant s\U en y<=r(U,.^x)î
de sorte que D[U=divu(/), ^(O) IU=6\j./~1 et ^[U est l'élément unité de
r(U,e^x)- II y a donc un isomorphisme v^j : jy\V —^ (Py.f~l=(!}^{'D)\V tel que ~v^
(notation de (21.2.10)) transforme s\V en /./"•'̂  i ; on voit aussitôt que ces isomor-
phismes sont compatibles avec les opérations de restriction, donc définissent un isomor-
phisme yîJSf-^^13) tel que ~u{s)==s^. G.Q^.F.D.

On peut transporter par le premier des isomorphismes (21 .2 .11 .1 ) la structure
de groupe ordonné de Div(X) à D(X); les éléments ^o de D(X) sont donc les
classes cl(JS^, s) telles que div(j-)^o, c'est-à-dire (21.1 .7 .1) telles que

,er(X,J§f)nr(X,(^(^))').

(21.2. i2) Soit D un diviseur positif sur un préschéma X; l'Idéal fractionnaire ^x(D)
est donc un Idéal de (P-^y qui est un ^'Module inversible', soit Y(D) le sous-préschéma fermé
de X qu'il définit. Pour tout ^eY(D), il y a par hypothèse un voisinage ouvert U de A:
dans X et une section régulière tëFCU.^x) l^ çi^ J^x(^ ))|U=^u•^ ( ^ - ^ . y ) ; en
d'autres termes, l'immersion canonique Y(D) —^X est régulière et de codimension i (19.1.4)
en tout point de Y(D). Inversement, si Y est un sous-préschéma fermé de X, régulièrement
immergé dans X et de codimension i en tout point de Y, il existe un diviseur positif et un
seul D tel que Y(D) ==Y, car pour tout xeY, il y a un voisinage U de A: dans X tel que
YnU soit défini par un Idéal de Q^ de la forme (P^j.t, où t est régulier dans F(U, O^).

On notera que l'on a alors Supp(D)==Y(D), car dire que D^+o signifie que ^
(avec les notations ci-dessus) n'est pas inversible, c'est-à-dire que ^eY(D).
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21.3. Équivalence linéaire des diviseurs»

(21.3.1) On dit qu'un diviseur D sur X est principal s'il est de la forme div(/),
où/est une fonction méromorphe régulière sur X; les fonctions xnéromorphes régulières/'
telles que divf/') == D sont alors toutes celles de la forme tf, où te F(X, (P^) (21.1.3.4).
L'ensemble des diviseurs principaux est un sous-groupe de Div(X), noté Div.princ(X),
isomorphe à r(X,c^x)/r(X, ^)- Deux diviseurs D, D' sont dits linéairement équivalents
si D—D' est un diviseur principal; les diviseurs principaux sont donc les diviseurs
linéairement équivalents à o.

(21.3.2) Rappelons (Oi, 5 -4 -7 ) que l'on peut parler de l'ensemble des classes
d'équivalences des (P^-Mod\iles inversibles pour la relation d'isomorphie ; on désigne
cet ensemble par Pic(X), et pour tout ffx-Module inversible oSf, on note cl(^) la classe
d'équivalence des ^"Modules isomorphes à JSf; en outre, Pic(X) est un groupe commutatif
pour la multiplication définie par cl^cl^) = cl^®^'). Il est clair que l'application

(21.3-2.1) r:cl(JS^)->cI(^)

est un homomorphisme du groupe D(X) (21.2.10) dans le groupe Pic(X). Par composition,
on en déduit donc un homomorphisme

(21.3.2.2) / : Div(X) ̂  D(X) ̂  Pic(X)

(aussi noté /x) te! que? pour tout diviseur D, on ait

(21.3.2.3) ^(D)=cl(^x(D)).

Notons enfin que, si u : X'->X est un morphisme d'espaces annelés, o^, o^o
deux ^x-^dules inversibles isomorphes, les 0^. -Modules inversibles ^(oSfi) et u*(^^
(ûi? 5.4.5) sont isomorphes; comme d'autre part, pour deux ^x-Adules inversibles
quelconques ̂  JS^ on a ^(Jâfi®^)=^(^)®^(^) à isomorphisme canonique
près (GI, 4.3.3), on voit que le morphisme u définit canoniquement un homomorphisme
de groupes commutatifs

(21.3.2.4) Pic(M) : Pic(X) -> PicÇX').

Proposition (21.3.3). — (i) Le noyau de U homomorphisme canonique l : Div(X) -> Pic(X)
est le sous-groupe Div.princ(X), autrement dit, pour que (P^{'D) et ^{D') soient isomorphes,
il faut et il suffit que D et D' scient linéairement équivalents. On a donc un homomorphisme injectif
canonique

(21.3.3.1) Div(X) /Div. princ(X) -> Pic(X)

déduit de l.
(ii) Pour qu'un 0^ Module inversible ,Sf soit tel que d{^) soif de la forme /(D), ou encore

pour que oS? soit isomorphe à un 0^-Module de la forme (P^(D), il faut et il suffit qu'il existe une
section méromorphe régulière de oSf.
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La proposition résulte aussitôt des définitions et de (21 .2 .10 ) .
Proposition (21.3.4). — Soit X un préschéma vérifiant l'une des deux hypothèses suivantes :
a) X est localement noethérien et Ass(^x) es^ contenu dans un ouvert affine de X.
b) X est réduit et P ensemble de ses composantes irréductibles est localement fini.
Alors rhomomorphisme canonique l : Div(X)->Pic(X) est surjectify et donne par passage

au quotient un isomorphisme

Div(X)/Div.princ(X) ^Pic(X).

Il suffit de montrer que tout 0^-M.oà^e inversible JSf admet une section méromorphe
régulière au-dessus de X (21.3.3). Dans les deux cas, il suffira, grâce à (20.2.11, (ii)),
de définir une section s de (c^x(°^))* au-dessus d'un ouvert schématiquement dense U de X,
ou encore dans le cas a), d'un ouvert U contenant Ass((Px) (20.2.13, (iv)). En effet,
soit alors V un ouvert quelconque de X tel que oSf|V soit isomorphe à ^y, de sorte qu'il
existe un isomorphisme de ^^{^)\V sur ^xl^? transformant j | (UnV) en une
sectionj^v de e^x au-dessus de U n V. Comme U n V est schématiquement dense dans V,
il résulte de (20.2.11) qu'il existe une fonction méromorphe régulière et une seule g^
dans V telle que g^\ (UnV)==/v, et cette section correspond donc par l'isomorphisme
considéré à une section méromorphe régulière z/y de oSf au-dessus de V telle que
z /v | (UnV)=j - [ (UnV) . En outre, si V est un second ouvert de X tel que oSf|V
soit isomorphe à ^yr, les restrictions de u^ et u^, à VnV sont égales, car elles corres-
pondent par isomorphisme à deux fonctions méromorphes qui coïncident dans un ouvert
schématiquement dense UnVnV, et on conclut encore par (20.2.11); les u^ sont
donc bien les restrictions d'une section de (^x(°^))* au-dessus de X.

Cela étant, dans le cas b ) , on prend pour chacun des points maximaux x^ de X
un ouvert U\ contenant x^ ne rencontrant aucune composante irréductible de X dis-
tincte de [x^} et telle que °â^|U\ soit isomorphe à 6\j ; on prendra pour s la section telle
que s\U^ soit la section de °Sf|U\ qui correspond par l'isomorphisme précédent à la
section unité de ( P ^ .

Dans le cas a), on peut prendre pour U par hypothèse un ouvert affine (donc
/"»-fc/

noethérien), autrement dit, supposer que X=Spec(A), où A est noethérien, et JSf=P,
où P est un A-module projectifde rang i. Si S est l'ensemble des éléments réguliers de A,
ona ^ÇK,^)=S~1A (20.2 .12) et I^X,^^))^"'11'; or S est l'ensemble des
éléments n'appartenant à aucun des idéaux associés à A, donc S^A est un anneau
semi-local dont les idéaux maximaux proviennent des éléments maximaux de Ass(A),
et S^P est un S~ ̂ -module projectif de rang i, donc ici libre de rang i (Bourbaki,
Alg. comm.^ chap. II, § 5, n° 3, prop. 5) $ un élément formant une base de ce S~ ̂ -module
est par suite (20. i .8) une section méromorphe régulière de JSf au-dessus de X.

Corollaire (21.3.5). — Si X est un préschéma noethérien^ tel qu^il existe un Q^-Module
inversible ample (II, 4.5.3) (par exemple un préschéma quasi-projectifsur un spectre d'anneau
noethérien (11,5.3.1 et 4.6.6)), l'homomorphisme canonique l : Div(X)-^Pic(X) est
surjectif.
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En effet (11,4.5.4), il existe alors un voisinage ouvert affine de l'ensemble fini
Ass(^).

Remarque (21.3.6). — Rappelons (Oi, 5.4.7) que l'on a un isomorphisme canonique TC : H^X, (ÎÇ) ̂  Pic(X)
défini de la façon suivante. On part d'un i-cocycle (c^p) à valeurs dans 6Ç correspondant à un recouvrement
ouvert (UQ() de X, c^ étant un élément de r(U^ n Up, ^), et on lui associe la classe du O^-Module inversible
obtenu en recollant les ̂  suivant les isomorphismes ̂  | (U^ n Up) ̂  0^ \ (U^ n Up) définis par la multiplica-
tion par c^. D'autre part, on déduit de la suite exacte de faisceaux de groupes commutatifs

i —>• (P^ —>J(^ —> 2iv^ —> o

l'homomorphisme bord de la suite exacte de cohomologie

(21.3.6.1) ô : DivCX^H^X, ̂ ).

Montrons que l'homomorphisme composé
ô n

Div(X) ->• H^X, ̂ ) ̂  Pic(X)

n'est autre que l'homomorphisme / défini dans (21.3.2.2). En effet on doit partir d'un diviseur D et d'un recouvre-
ment ouvert (U^) de X tel que D[Ua =div^(^), où g^ est une fonction méromorphe régulière au-dessus de U^;
ô(D) est la classe de cohomologie du cocycle (<*ocp)» où ^ap^alp ^plîc » ^alp désignant la restriction de ̂  à U^ n Up.
Il est clair que l'image par TC de cette classe de cohomologie est la classe de l'Idéal fractionnaire inversible ^ tel
que pour tout a, oSf|Ua==^u •ê'oc1» c{m nîçst autre par définition que (P^(D) (21.2.8).

21.4. Images réciproques de diviseurs»

(21.4.1) Soit /:X'-^X un morphisme d'espaces annelés; proposons-noas de
donner des conditions permettant d'associer à un diviseur D sur X un diviseur D' sur X',
image réciproque de D par/. Notons d'abord pour cela que pour toute section tëF(X, ^x)?
l'image de t par l'homomorphisme canonique F(X, ^x)-^r(X', éy) est encore inver-
sible, autrement dit appartient à r(X', (^). Considérons alors D comme donné par
la classe d'équivalence d'un couple (oSf, j), où J§f est un ^'Module inversible et s une
section méromorphe régulière de JSf au-dessus de X (21.2.11) . Formons le ^-Module
inversible /*(oS^) =JSf'; dire que l'image réciproque sof de s par/existe (20. i . 11) et est
une section méromorphe régulière de JSf7 au-dessus de X' revient à dire que les images
réciproques par/de s et de s®^^ existent, autrement dit que jer(X,^(J§f)) et
^®(-i)er(X,^(JSf~1)); la remarque faite ci-dessus montre alors que si (JSf^, s^) est
un couple équivalent à (oS^, s) au sens de (21.2.10), l'image réciproque s-^of existe et
est une section méromorphe régulière de ^[=f*^^ au-dessus de X', et les couples
(JS^'.jo/) et (oS^, ^o/) sont équivalents. On peut donc poser la définition suivante :

Définition (21.4.2). — Étant donné un morphisme /: X'->X d'espaces annelés, on dit
que l'image réciproque par f d'un diviseur D sur X existe si l'on a ^^(^-^X^1^)) et

j_Der(X,^(^x(—D))) (cf. (20.1.11)). On appelle alors image réciproque de D par f et
l'on notef*(D) le diviseur sur X' qui correspond canoniquement (21.2.11) à la classe du couple(r^x(D)),^o/).

Il résulte aussitôt de cette définition que si D et D' ont des images réciproques par/
il en est de même de —D et de D+D' (compte tenu de (21.2.9 .4)) et que l'on a
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f{D+Df)=f\D)+f\Df). Autrement dit, l'ensemble Div^X) des diviseurs sur X dont
l'image réciproque par/existe est un sous-groupe de Div(X), et l'application D->/*(D)
est un homomorphisme croissant du sous-groupe ordonné Div^X) dans le groupe ordonné
Div(X'), rendant commuta tif le diagramme

Div^X) -^> Pic(X)

(2I .4 .2 .I) /* Pic(/)

Div(X') —> Pic(X/)
ïx'

(21.4.3) La définition (21.4.2) montre aussitôt que, pour que/*(D) existe, il
faut et il suffit que pour tout ouvert U de X, l'image réciproque par /v './"'^(U^—^V
(restriction de f) de D|U existe. Or, si D=div(^), où g est une fonction méromorphe
régulière sur X, dire que l'image réciproque de ^ par f existe et est une section méro-
morphe régulière de f* {(P^(D)) signifie (21.2.9) que l'image réciproque de g par^ existe
et est une fonction méromorphe régulière sur X'. On en déduit aussitôt une seconde
description de Div^X) et def*(D) : on considère le sous-faisceau de groupes de ^xî
noté ^Ç*, formé des germes de fonctions méromorphes régulières sur un ouvert de X
et dont l'image réciproque par f existe et est régulière sur l'ouvert image réciproque
(20. i . 11). Alors si f== (^, 6), l'homomorphisme canonique (20. i . 11) 4*(1^/) -^^x'
donne par restriction un homomorphisme de faisceaux de groupes ^*(^^*)->^^.
Posant Qiv^==JK^{B^ on a Div^X)^ F(X, Qivt^, et l'application D^/*(D) corres-
pond à l'homomorphisme de faisceaux de groupes ^*{^T) l^*{^x) ->«^x'/^x' ==^^x'
déduit du précédent par passage aux quotients.

(21.4.4) II résulte aussitôt des définitions précédentes que si f : X"-^X' est un
second morphisme d'espaces annelés, D un diviseur sur X tel que les images réciproques
/"(D) et/^CAD)) existent, alors C/o/^^D) existe et est égal à/'V^D)).

Proposition (21.4.5). — Soit j^X'—^X un morphisme d^ espaces annelés. Dans chacun
des trois cas suivants^ l'image réciproque par f de tout diviseur sur X est définie :

(i) / est plat.
(ii) X et X' sont des préschémas localement noethériens et Von a y(Ass(^x')) cAss(^x)-
(iii) X et X' sont des préschémas^ l^ ensemble des composantes irréductibles de X est localement

fini, X' est réduit et toute composante irréductible de X' domine une composante irréductible de X.
Il suffit en effet de montrer que dans les trois cas on a ^==^x? dans le cas (i),

cela résulte de (20.1.12). Dans le cas (iii), on peut se borner au cas où X==Spec(A)
et X/=Spec(A/) sont affines; si seA est régulier, il n'appartient à aucun idéal premier
minimal de A (20. i .3. i), donc l'hypothèse entraîne que son image dans A' n'appartient
à aucun idéal premier minimal de A', et est par suite un élément régulier de A' (20.1.3.1).
Dans le cas (ii) les fonctions méromorphes sur X' s'identifient aux pseudo-fonctions
sur X' (20.2.11), et l'hypothèse, jointe à (20.2.13, (iv)) assure que l'image réciproque
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par f de tout ouvert schématiquement dense dans X est un ouvert schématiquement
dense dans X'; on conclut donc par (20.3.12).

Corollaire (21.4.6). — Soit X un préschéma ayant Vune des propriétés suivantes :
(i) X est localement noethérien.
(ii) X est réduit et l'ensemble de ses composantes irréductibles est localement fini.
Alors, pour tout xeVL, on a un isomorphisme canonique

(21.4.6.1) (^xL^Div(^).

Cela résulte en effet de (20.2. il), (20.3.7) et de ce que (C^ s'identifie au groupe des
éléments inversibles de l'anneau ^x,a;-

(21.4.7) Soient X, X' deux préschémas, f: X'->X un morphisme. Si D est un
diviseur positif sur X tel que l'image réciproque/"(D) soit définie (21.4.2), alors le
sous-préschéma fermé Y(/*(D)) de X' n'est autre que l'image réciproque f"1 (Y (D));
cela résulte aussitôt des définitions (21.4.2) et (21.2.12) .

Proposition (21.4.8). — Soient X, Y deux préschémas; f: X—»-Y un morphisme fidèlement
plat. Alors, si un diviseur D sur Y est tel que f*(D)^o (l'existence de/*(D) résultant de
(21.4.5)), on a D^o. En particulier. Inapplication D-->/*(D) de Div(Y) dans Div(X) est
injective.

La question étant locale sur Y, on peut se borner au cas où D=div(ze/), avec
w==uv~1, u et v étant deux sections régulières de (Py au-dessus de Y. Par hypothèse on a
uQ^CvQ^, donc, pour tout ^eX, si l'on pose jy==f(x), on a UyO^CVyO^', on en
conclut que UyQ^^yCVyQ^^y en vertu de l'hypothèse que 0^ est un ^y-module fidèle-
ment plat et de Bourbaki, Alg. comm., chap. I, § 3, n° 5, prop. 10, (ii); d'où uO^Cvd)^
puisque y est surjectif, et par suite D^o.

21.5. Images directes de diviseurs.

(21.5.1) Soient X, X' deux préschémas, f: X'-^X un morphisme. Nous allons,
dans ce numéro, donner des conditions suffisantes pour qu'on puisse associer à tout
diviseur D' sur X' un diviseur D sur X, image directe de D' par/. Nous nous bornerons au
cas où/est un morphisme fini (pour des conditions plus générales, voir le chapitre de ce
Traité consacré à la théorie des intersections).

Lemme (21.5.2). — Soient A un anneau, E un A-module libre de rang fini. Pour qu'un
endomorphisme u de E soit injectif, il faut et il suffit que det(^) soit un élément régulier de A.

Cela est prouvé dans Bourbaki, Alg., chap. III, 3e éd., § 8, n° 2, prop. 3.
(2i 53 ) Supposons maintenant que le morphisme /: X'-^X soit fini, et en outre

que / vérifie l'une des deux propriétés suivantes :
I) f est un morphisme fini localement libre, autrement dit (18.2.7) le ^"Module

quasi-cohérent de type fini^(^x') est localement libre.
II) X est un préschéma localement noethérien réduit, le ^(X)-Module

/(^)®<p ^?(X) est localement libre, et pour toute section .y'e^(/•'l(U), 0^ ) (U ouvert
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dans X), N^^^') est une section de (9^ au-dessus de U (cf. (II, 6.5.1)). (On
rappelle que la condition (II) est vérifiée pour tout morphisme fini f lorsque X est un pré-
schéma localement noethérien normal (loc. cit.),)

On sait alors (II, 6.5.5) que pour tout (P^.-Module inversible S ' on définit la
norme -S^N^/x^') (q^ ^us écrirons aussi NÇjSf')), qui est un 0^-Mod\iïe inver-
sible. En outre, pour tout ouvert U de X et toute section régulière j'er^'^U), (P^.),
la norme Nx./x(^)=N^^/^(^) (que nous écrirons aussi N(.y')) est un élément
régulier de r(U, ^x) ? on est en effet ramené aussitôt au cas où U =X est affine, et alors
la conclusion résulte de (21.5.2) dans l'hypothèse (I) ; d'autre part, dans l'hypothèse (II),
le fait que ^(X) soit un ^"Module plat entraîne que la section j-'®! de
nU,/^^)®^^^)) est aussi régulière ( O i , 6 . i . 2 ) , et la conclusion résulte encore
de (21.5.2) appliqué à l'anneau r(U, ^(X)), compte tenu de la définition de la norme
d'une section (II, 6.5.3). Gela étant, soit u' une section méromorphe de oSf' au-dessus
de X'; le morphisme / étant affine, tout point xeX. admet un voisinage ouvert U tel
que M'J/'^U) soit de la forme t ' [ s ' , où t'erÇf'1^), oSf') et s ' est une section régulière
dans IV-^U), ^x0; l'élément N(r)/N(j') (où N(^) est la section de JSf définie dans
(II, 6.5.3)) est alors une section méromorphe de JSf au-dessus de U en vertu de ce qui
précède, et il résulte des propriétés multiplicatives de la norme (II, 6.5.3.1) que cette
section ne dépend que de ^'[/"^U) et non de son écriture sous la forme t ' I s ' ; pour la
même raison, lorsque U varie, les sections méromorphes de JSf au-dessus de U ainsi définies
sont les restrictions d'une même section méromorphe de oSf au-dessus de X, que l'on
appelle la norme de u' et que l'on note Nx./xM (ou simplement N(^)). L'application
ainsi définie

(21.5.3.1) Nx./x : r(x',^xW) -> r(x,^x(Nx-/x(^')))
prolonge la norme définie dans (II, 6.5.5.3); si v! est une section méromorphe régulière
de JSf' au-dessus de X', il résulte aussitôt de ce qui précède que N(z/') est une section
méromorphe régulière de JSf au-dessus de X, car (avec les mêmes notations) N(^) est
régulière si t ' l'est. Enfin, si J^, JS^ sont deux (Py-Modules inversibles, s[ (resp. jg) une
section méromorphe de oSf^ (resp. JSfg) au-dessus de X7, on a, en vertu de ce qui précède
et de (H, 6.5.3.1)

(21.5.3.2) N(^)=N(^®N(^).

(21.5.4) Supposons toujours que/vérifie l'une des hypothèses I), II) de (21.5.3).
Si (JS^, s[), (oS^î ^2) sont deux couples formés chacun d'un ^x'-Module inversible et d'une
section méromorphe régulière de ce Module au-dessus de X', qui en outre sont équivalents
au sens de (21.2.10), alors les couples (N(J^), N(^)) et (N(J^), N(^)) sont aussi équi-
valents, car un isomorphisme de ^x'-Modules inversibles a pour norme un isomorphisme
de leurs normes (II, 6.5.3), et on a vu plus haut que Nx./x transforme les sections de
r(X', ^x') en celles de F(X, ^x)- O11 P^ donc poser la définition suivante :
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Définition (21.5.5). — Étant donné un morphisme fini f: X'—^X de préschémas, vérifiant
l'une des conditions I), II) de (21.5.3), on appelle image directe (ou norme) d'un diviseur D'
sur X' parf, et Uon note J^(D') [ou Nx'/x(D')), le diviseur sur X qui correspond canoniquement
( 2 1 . 2 . 1 1 ) à la classe du couple (Nx^/x^x^'))? ^X'IX^D'))'

II résulte aussitôt de cette définition, compte tenu de (21.2.9.4) et de (21.5.3.2),
que si D^, Dg, D' sont des diviseurs sur X', on a

(21.5.5.1) f.W+^-fW+fW

et D'^o entraîne /JD^o, autrement dit, D'->/^(D') est un homomorphisme croissant
du groupe ordonné Div(X') dans le groupe ordonné Div(X). La définition (21.5.5)
montre d'ailleurs aussitôt que pour tout ouvert U de X, on a fv^t\f~l^))=f {D')\V
(/u étant la restriction /"^(U) ->V de/), et les homomorphismes f^, pour U variable,
définissent donc un homomorphisme de faisceaux de groupes ordonnés

(21.5.5.2) Nx./x :/,(^x') -> ̂ x-

En outre, pour tout ouvert U de X, tout ^'"Module inversible S" et toute section
méromorphe régulière s ' de JSf' au-dessus de/'^U), on a, d'après les définitions précé-
dentes et (21.1.4)

(21.5.5.3) div^N^))-/^^^^)).

Proposition (21.5.6). — Soit f: X'-^X un morphisme fini localement libre et supposons
que y^(^x') solt ae ranS constant n. Alors, pour tout diviseur D sur X,y(D) est défini et Von a

(21.5.6.1) /jr(D))=^D.

La première assertion résulte de ce que/est plat (21.4.5), et la seconde est consé-
quence immédiate des définitions et de (II, 6.5.3.2).

Proposition (21.5.7). — Soient f: X'->X un morphisme fini vérifiant l'une des hypo-
thèses I), II) de (21.5 .3) , f : X^—^X' un morphisme fini localement libre de rang constant n.
Alors f'^fof : X"->X vérifie la même hypothèse que f, et pour tout diviseur D" sur X", on a

(21.5.7.i) ^"(^^(//(D")).

Compte tenu de la définition (21.5.5), il suffit de prouver le résultat suivant :
Lemme (21.5.7.2). — Sous les hypothèses de (21 .5 .7) , on a un isomorphisme fonctoriel

(21.5.7.3) Nx./x^) ^NX^NX./X^''))

dans la catégorie des 0^,- Modules inversibles.
En effet, compte tenu de la définition de la norme d'une section de JSf" (H, 6.5.3)

et de la définition (21.5.5), on obtiendra aussitôt (21.5.7.1) . Pour prouver (21.5 .7 .2) ,
il suffit, compte tenu des définitions de (II, 6.5.2 et 6.5.3) de prouver que pour toute
section s de //'(^^/.(/^(^x")) au-dessus d'un ouvert U de X, on a

(21.5.7.4) N^ (^^) == N^)^(N^ ̂ if^{s) )
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La question est évidemment locale sur X, et on peut donc se borner au cas où
X=Spec(A) est affine ; on a alors X /==Spec(A /) et X / /=Spec(A / /), et on peut supposer
que A" est un A'-module projectif de rang n. Lorsque f est localement libre, on peut
supposer que A' est un A-module libre de rang m, et alors A" est un A-module projectif
de rang mn, et en restreignant X à un ouvert convenable, on peut supposer que A" est
un A-module libre de rang mn\ la formule (21.5.7.4) résulte alors de la transitivité
de la norme (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 12, n° 2, prop. 7). Lorsque / vérifie l'hypo-
thèse II), A est noethérien réduit, et si R est son anneau total de fractions, A'^R est
un R-module libre de rang m, donc A / /®^R=A' /®^(A /®^R) est un R-module projectif
de rang mn, et comme R est alors un anneau semi-local, ce R-module est libre; la proposi-
tion résulte alors encore de la transitivité des normes.

Proposition (21.5.8). — Soient f: X'-^X un morphismefini, g : Y—^X un morphisme ;
on pose Y^X'XxY, /' ==/(Y) : Y7 -^Y? g'=g(x} :Y'->X\ On suppose vérifiée l'une des
conditions suivantes :

(i) f est localement libre et g est plat.
(ii) f est localement librey X et Y sont localement noethériens, g{Ass{(Py)) cAss(^x) et

^(Ass(^))cAss(^).
(iii) /vérifie V hypothèse II) de (21.5.3), Y est localement noethérien, Y et Y' sont réduits

et toute composante irréductible de Y (resp. Y') domine une composante irréductible de X (resp. X').
Alors, pour tout diviseur D' sur X', ^(D') est défini, ̂ (/,(D')) est défini et l'on a

(21.5.8.1) ^(D^/^D')).

En effet, dans tous les cas, il résulte de (II, 6.5.8) que l'on a un isomorphisme
fonctoriel

^(Nx-/x(^'))^N^(r(^'))

dans la catégorie des (PyM.oduÏ.e inversibles; en outre (II, 6.5.4), si s ' est une section
de Q^, au-dessus dey'^U), s" la section correspondante de Q^, au-dessus de ̂ '""^./^(U))
(U ouvert de X), Ny/y^') est la section de (Py au-dessus de ^'"^(U) qui correspond à
la section Nx'/xC^) de (9^ au-dessus de U. La formule (21.5.8.1) résultera donc des
définitions si l'on prouve que ^*(D') et ^*(D) sont définis, quels que soient les diviseurs D'
sur X' et D sur X. En ce qui concerne D, cela résulte des hypothèses faites et de (21.4.5).
En ce qui concerne D', dans le cas (i) g ' est plat, donc dans tous les cas ^'"(D') est défini
en vertu de (21.4.5).

2i •6. Cycle i-codimensionnel associé à un diviseur»

(21.6.1) Soit X un préschéma localement noethérien, et soit 3(X) l'ensemble des
parties fermées irréductibles de X (qui est en correspondance biunivoque avec X par l'appli-
cation x->{x}). Dans le groupe produit Z^ considérons le sous-groupe 3C^) des
éléments (^Ja;çx te^ çi^ l'ensemble des {A*}e3(X) tels que ^=(=0 (ou, ce qui revient
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au même, l'ensemble des xeX tels que ^=t=o) soit localement fini. Il est clair que 3(X)
est un sous-groupe de Z^ qui contient le groupe somme directe Z^ (groupe libre ayant
pour base 3(X)), et lui est égal lorsque X est noethérien. Les éléments de 3(X) sont
appelés cycles sur X et ceux de 3(X) cycles premiers (ils ne forment pas en général une
base de 3(X) lorsque X n'est pas noethérien). On considère toujours 3(X) comme
ordonnépar l'ordre induit sur ce sous-groupe par l'ordre produit de Z^ et on notera 3'^(X)
l'ensemble des cycles ^o.

Pour tout cycle Ze3(X), égal à (^çx? on écrira par abus de langage,

z».̂ ..W;

on appelle multiplicité de Z au point x et on note mult^(Z) l'entier n^ (positif ou négatif). Dire
que Z^o signifie que multp(Z)^o pour tout xe^K. On appelle support de Z et on note
Supp(Z) la réunion des {x} tels que mult^(Z) + o$ par définition de 3(X), c'est une
partie fermée de X, comme réunion d'une famille localement finie de parties fermées.
On appelle dimension (resp. codimension) de Z et on note dim(Z) (resp. codim(Z)) la
dimension (resp. codimension dans X) de Supp(Z).

(21.6.2) On dit qu'une partie fermée Y de X est purement de codimension p (dans X)
si chacune de ses composantes irréductibles est de codimension p dans X. On dit qu'un
cycle est purement de codimension p, ou (par abus de langage) est un cycle p-codimensionnel
si son support est purement de codimension^. On note X^ l'ensemble des xe^K tels que
codim({^}, X) ==p, ou, ce qui revient au même (5 .1 .2 .1 )3 dim{(P^^)==p : les cycles
purement de codimension p forment un sous-groupe 3P(X) de 3(X), isomorphe au
sous-groupe de Zxp formé des (^)a;gx(p)te^ q^ l'ensemble des {x} (ou l'ensemble des x)
pour lesquels ^4=0 soit localement fini; ce sous-groupe contient le groupe libre Z^^ et
lui est identique lorsque X est noethérien. On note 3P+(X) l'ensemble des éléments ^o
de 3P(X). II est clair que le groupe ordonné 3(X) contient la somme directe des sous-
groupes ordonnés 3P(X), et est identique à cette somme directe lorsque X est noethérien;
dans ce dernier cas, on considère 3(X) comme gradué par les Z^X) pour j^eN.

(21.6.3) Soient Z= S ̂ '{x} un cycle sur X, U un ouvert de X; on appelle
a;£X __

restriction de Z à U et on note Z[U le cycle S ^a?.(Un{A:}) sur U; on a
Supp(Z|U)=Supp(Z)nU. Il est clair que Z-^Z|U est un homomorphisme de
groupes ordonnés de 3(X) dans 3(U) (resp. de 3TO dans 3^(11)), et que si V est
un ouvert contenu dans U, on a Z V==(Z|U) |V; l'application U-^3(U) (resp.
'U->y{V)) est donc un préfaisceau sur X de groupes ordonnés commutadfs. En fait
ce préfaisceau est un faisceau, somme directe des faisceaux (^)^(Z^), où x parcourt X
(resp. X^) et pour chaque A:eX, ^ est l'injection canonique {x}->X. et Z-^ est le
faisceau simple associé au faisceau constant Z sur l'espace {x} : cela résulte aussitôt de
la description des sections d'une somme directe de faisceaux de groupes commutatifs
(G, II, 2. 7). On note ce faisceau 3£^ (resp. ̂ ). On note 3£^ (resp. ̂ +) le sous-faisceau
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de monoïdes U^3-^(U) (resp. U-^^U)) de 3£^ (resp. ^). Le faisceau S^
est évidemment somme directe des faisceaux ̂ .

Notons enfin que les faisceaux 2£^ (donc aussi 3£^ sont flasques. Supposons en
effet donnée une section Z de 2£^ au-dessus d'un ouvert U, de sorte que l'ensemble S
des xeU tels que mult^(Z) 4=0 est localement fini dans U; cet ensemble est aussi locale-
ment fini dans X, car pour tout ^ eX et tout voisinage ouvert noethérien V de ̂  U n V est
noethérien, donc ne contient qu'un nombre fini de points de S. On définit donc une
section Z7 *de ̂  au-dessus de X en posant Z'= S mult^(Z) .{x} et puisque l'adhérence

__ x ç U
de x dans U est {x}nV, on a bien Z'jU^Z, d'où notre assertion.

(21.6.4) Nous nous proposons de définir un homomorphisme canonique

(21.6.4.1) c : Qiv^->S^

de faisceaux de groupes commutatifs. Il suffit évidemment de définir un homomorphisme
de JK^ dans 2£^, qui s'annule dans 0^ (21. i .2); or, par définition, J(^ est le symétrisé
du faisceau de monoïdes y{Q^)=(9^Ji^ et un homomorphisme -^x-^x est déter-
miné de façon unique par la donnée de sa restriction ^(^J-^^o q^ est un homo-
morphisme de faisceau de monoïdes soumis à la seule condition d'être nul dans G * ' il

À. 5

revient au même de dire que pour définir c, il suffit de définir un homomorphisme de
faisceau de monoïdes

(21.6.4.2) c : 2w^->S^.

(21.6.5) Or, on a vu qu'à tout diviseur positif D sur X on fait correspondre le
sous-préschéma fermé Y(D) de X, défini par l'Idéal ^{D) cffl^, et qui est régulièrement
immergé et de codimension i. En chacun des points maximaux x de Y(D), on a donc
((19.1.4) et (5.1.2)) codim({^}, X)==dim{(P^^==î, autrement dit xeX^; d'ailleurs
l'ensemble de ces points maximaux est localement fini dans X (3.1.6), et ^Y(D) x est
un anneau artimon. En tout point xeX.^ qui n'est pas point maximal de Y(D), on a
nécessairement A^Y(D), donc (Py^.=o. Posons

(21 .6 .5 .1 ) cyc(D)= S long(^J.{4
xç'X.W

qui est donc un élément de 31(X).
Proposition (21.6.6). — L'application D-^cyc(D) est un homomorphisme du monoîde

Div^X) dans 31(X).
Tout revient à voir que pour deux diviseurs positifs D, D', on a

cyc(D + D') = cyc(D) + cycÇD').

Or, on a (21.2.5) ^x(D+DO=t^x(D)J^x(D/) 5 tout revient à voir que si xeX.^,
si l'on pose A=^x,a;? et sl t et tf sont deux éléments réguliers de A, on a
long(A/^A)=long(A/^A)+long(A/^A); mais puisque t est régulier, ^A/^'A est
isomorphe à A/^A, d'où aussitôt la proposition.
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II résulte aussitôt des définitions que pour tout ouvert UcX, on a

Y(D|U)-Y(D)nU,

donc cyc(D[U)==cyc(D)|U, et les homomorphismes cyc : Div+(U)-> 31(U) défi-
nissent donc un homomorphisme de faisceaux de monoïdes (21.6.4.3), d'où Phomo-
morphisme cherché (21.6.4.1) de faisceaux de groupes.

On a Supp(cyc(D))cSupp(D) pour tout diviseur D et
(21.6.6.2) Supp(cyc(D))=Supp(D) lorsque D^o;

on a déjà vu en effet la seconde relation (21 .2 .12) ; lorsque D est quelconque, la relation
D^=o entraîne l'existence d'un voisinage ouvert U de x tel que D[U=o, d'où
cyc(D)|U==o, ce qui prouve notre assertion.

(21.6.7) L'homomorphisme (21.6.4.1) donne, par passage aux groupes de sections
au-dessus de X, un homomorphisme croissant de groupes ordonnés Div(X) -^(X), que nous
noterons encore D->cyc(D); le nombre mult,(cyc(D)) pour xeX^ se note encore
multç(D) ou mult^(D) et s'appelle multiplicité du diviseur D au point x, ou multiplicité
du cycle premier [x] dans D; c'est un entier positif ou négatif, égal comme on l'a vu à
long(^Y(D),J lorsque D est un diviseur positif', on a donc par définition

(21.6.7-i) cyc(D)= S mult,(D).{7},
a;ex(1)

et en vertu du fait que D->cyc(D) est un homomorphisme, on a

(21.6.7.2) mult^(— D) = —mult^(D), mult^D + D') == mult^(D) + mult^D')

pour deux diviseurs quelconques D, D'.
Pour toute fonction méromorphe régulière/sur X, on pose en particulier, pour

xeX^

(21.6.7.3) ^(/)=mult,(div(/))

et on dit que o^{f) (entier positif ou négatif) est l'ordre de f au point xeX^. Si f^O^^
(élément régulier de cet anneau local par hypothèse), on a donc

(2Ï'6'^'4) ^(/)=long(^,.//A.J;

pour deux fonctions méromorphes régulières /, /' sur X, on a

(21.6.7.5) ^W-^+^/Z o^f-^-o^f)

pour tout xeX^. Les cycles i-codimensionnels
z+(/)=.Jy]'•(/»+•M• z-(/)=.,s,.,('•.œ)-•M

sont appelés respectivement le cycle des ^éros et le cycle des pôles (ou cycle polaire) de/, et l'on
a évidemment cyc(div(/))=Z+(/)—Z-(/). Les cycles i-codimensionnels de la forme
cyc(div(/)) sont appelés principaux (ou linéairement équivalents à o) et forment un sous-
groupe 3^mc(x) ^e 31(x)• Les sections au-dessus de X de l'image c{Qiv^)cS^ sont
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appelées cycles localement principaux', un tel cycle Z est donc caractérisé par le fait que,
pour tout j^eX, il y a un voisinage ouvert U de y dans X et une fonction méro-
morphe régulière/sur U telle que Z|U== 2 ojn({x}nU). Si Z= S n .ix},

a;eunx(1) a?ex(1) '
il revient au même de dire que, pour tout j^eX, si l'on pose T—Spec(^xa;) et

Zy= S ^{{x} n Ty), Zy est principal, autrement dit il existe une fonction méromorphe
X €X\ ' (I Ty

régulière g sur Ty telle que Zy==cyc(div(^)). Cela résulte aussitôt en effet de la définition
précédente et de (20.3.7) qui établit une correspondance biunivoque entre les fonctions
méromorphes régulières sur Ty et les germes de fonctions méromorphes régulières sur les
voisinages ouverts dey dans X lorsque X est localement noethérien. On exprime encore
le fait que Zy est principal en disant que Z est principal au point y. L'ensemble des points
où Z est principal est évidemment ouvert, en vertu de ce qui précède.

On déduit de F homomorphisme canonique cyc : Div(X) -> 31(x) un homo-
morphisme canonique Div(X)/Diy.princ(X) -> 31(X)/ 3i^mo(x)5 en vertu de la défi-
nition de 3ïrino(x)• O11 dit que le groupe 31(x)/3^mc(x) est le groupe des classes de
cycles i-codimensionnels de X et on le note (£I(X). Deux éléments de 31(x) ayant même
image dans (£I(X) sont appelés linéairement équivalents.

(21.6.8) Considérons en particulier le cas où X==Spec(A), où A est un anneau
noethérien intègre et intégralement clos. Alors X^ est l'ensemble des idéaux premiers de hauteur i
de A, et 31(x) s'identifie donc au groupe des diviseurs (au sens de N. Bourbaki) de l'anneau
de Krull A (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § i, n° 3, cor. du th. 2 et n° 6, th. 3).

Comme d'autre part, les fonctions méromorphes régulières sur X s'identifient alors
aux éléments =t=o du corps des fractions K de A, l'application f->cyc(div(f)) de M(X)
dans 31(X) s'identifie à l'application notée f->div(f) dans Bourbaki (loc. cit., § i, n° i) ;
3^riIlo(x) s'identifie donc au groupe des diviseurs principaux de A au sens de Bourbaki,
et CI(X) au groupe des classes de diviseurs de A au sens de Bourbaki (loc. cit., § i, n° 2
et n° 10).

Théorème (21.6.9). — Soit X un préschéma localement noethérien normal.
(i) Uhomomorphisme canonique cyc : Div(X) -> 31(X) est injectif et son image est

formée des cycles localement principaux.
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
a) Uhomomorphisme cyc : Div(X) -> 31(x) est bijectif.
b) Tout cycle i-codimensionnel est localement principal.
c) Pour tout ^eX, /'anneau local (9^ ^ est factoriel.
(On dit alors que X est un préschéma localement factoriel.)
(i) II suffit de démontrer que

(21.6.9.1) cyc-^^X^Div^X),

puisque l'on a Div^X) n (—Div-^X))^ et 3'^X) n (^^(X))^. On est donc
ramené à prouver que si D est un diviseur sur X tel que multp(D)^o pour tout xeY^,
on a D^o. Or, pour tout xfX.^, l'anneau local (9^ ^ est intègre et intégralement clos et
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de dimension o ou ^2, donc on a prof(^x x)^0 ou P1'0^^ a;)^2 (O? 16.5. i). D'autre
part, aux points xeX.^, l'anneau (9^ ^ est un anneau de valuation discrète (II, 7.1.6),
donc prof(^x a?)= I (0, 16.5. i) ; les seuls points de X tels que prof((?x x)^ I sont d011^
les points de X^, et la conclusion résulte par suite de (21.1.8).

(ii) L'équivalence de a) et b) est claire en vertu de (i). D'après la caractérisation
des cycles localement principaux donnée dans (21.6.7), et la relation entre cycles
i-codimensionnels sur Spec(A) et diviseurs (au sens de Bourbaki) de l'anneau A lorsque A
est un anneau noethérien intégralement clos (21.6.8), la condition b ) équivaut à dire
que pour tout ^eX, tout diviseur de l'anneau (B^ ^ est principal, autrement dit que
l'anneau 0^ ^ est factoriel (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 3, n° i), d'où l'équi-
valence de b) et c ) .

(21.6.9.2) Lorsque A est un anneau noethérien factoriel, il est clair que X == Spec(A)
est localement factoriel (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § 3, n° 4, prop. 3). Si, dans ce
cas, on écrit un élément f^ o du corps des fractions K de A sous la forme r j s , où r et s sont
deux éléments étrangers de A, dont les diviseurs sont bien déterminés {loc. cit., § 3, n° 3),
ces diviseurs s'identifient respectivement au diviseur des ^éros et au diviseur des pôles
de/ (21.6.7).

Corollaire (21.6.10). — Soit X un préschéma localement noethérien normal.
(i) II existe un homomorphisme canonique injectif

(21.6.10.1) Pic(X) -> CI(X).

(ii) SiVL est localement factoriel, V homomorphisme ( 2 1 . 6 . 1 0 . 1 ) est bijectif, et réciproquement.
On a vu (21.6.7) que l'image de Div.princ(X) par l'homomorphisme

cyc:D(X) -^(X) est 3^mo(X) ; on déduit donc de (21.6.9) que l'homomor-
phisme Div(X)/Div.princ(X)-^31(X)/3^^o(X)=Cl(X) déduit de cyc est injectif,
et qu'il est bijectifsi et seulement si X est localement factoriel. La conclusion résulte donc
de ce que, lorsque X est localement noethérien et réduit, l'homomorphisme canonique
Div(X)/Div.princ(X) -^ Pic(X) (21.3.3.1) est bijectif (21.3.4, (ii)).

Corollaire (21.6.11) . — Soit X un préschéma localement noethérien et localement factoriel.
Alors le faisceau Qivy^ est flasque, et pour tout ouvert U de X, ï') homomorphisme canonique
Pic(X)-»Pic(U) est surjectif.

Tenant compte de (21.6.9, (ii)), la première assertion équivaut à dire que
le faisceau ̂  est flasque, ce qui a été vu plus haut (21.6.3). Pour tout ouvert U
de X, l'homomorphisme canonique 31(X) -> 31(U) est donc surjectif; comme en
vertu de (21.6.10), l'homomorphisme Pic(X) -> Pic(U) s'identifie canoniquement à
^(X^ri^X) ^^(U^rineW, il est aussi surjectif.

Proposition (21 .6 .12) . — Soit X un préschéma noethérien réduit.
Soit (U\)^çL une famille filtrante décroissante d'ouverts de X vérifiant les conditions

suivantes :
jo Si Y^=X—U\, on a codim(Y^, X)^2 pour tout XeL.
2° Pour tout xe D U\, Panneau 0^ ^ est factoriel.

ÀÇ L ' l
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Alors il existe des isomorphismes canoniques

(21.6.12.1) lim Div(U^) ̂  31(X), lim Pic(U^) ̂  (H(X)

tels que, pour tout ouvert V de X, fcj- diagrammes

lim Div(U^) -^ 31(X) lim Pic(U^) ^> SI(X)

(21.6.12.2)

UmDiv(U^nV) ^(V) limPic(U^nV) ̂  (H(V)

.yoî^ commutatifs,
L'hypothèse 1° sur U\ implique que pour tout ÀeL, on a X^cU^ (5.1.3.1)

donc l'homomorphisme de restriction 31PQ -> 31(U^) est bijectif et par suite on a
un isomorphisme canonique lim 31(U\) ̂  31(X)• Les homomorphismes canoniques
cyc : Div(U^) -> 31(U^) définissent donc, par passage à la limite inductive, le premier
des homomorphismes canoniques (21.6.12.1) , et le second s'en déduit par passage aux
quotients. En outre, il résulte de la condition i° que les U^ sont denses dans X, donc
schématiquement denses puisque X est réduit (11.10.4), et par suite toute fonction
méromorphe sur X est entièrement déterminée par sa rej friction à chaque U\; on déduit
aussitôt de là que dans l'isomorphisme 31W::^31(U^)5 l'image de 3^rinc(X) est
3^rmc(^), donc on a aussi un isomorphisme canonique lim SI(U^) ̂  (£I(X). Le
second des homomorphismes canoniques (21.6.12.1) sera donc un isomorphisme si le
premier l'est, et il reste donc à prouver ce dernier point, la commutativité des diagrammes
(21 .6 .12 .2) étant triviale.

Montrons d'abord que l'homomorphisme lim Div(UJ -> 31(X) est inj^tif. Posons
T== I I U ^ , et notons que les U^ forment un système fondamental de voisinages de T. En effet,
pour tout ouvert VDT, X—V est un sous-espace fermé de X, donc un espace noethérien
dont toute partie fermée irréductible admet un point générique; comme les ensembles
(X—V)n(X—U\) sont fermés dans X—V, forment une famille filtrante croissante
et ont pour réunion X—V, notre assertion résulte de (uni? 9-2 .4) . Cela étant, il
s'agit de voir que si DeDiv(U^) est tel que cyc(D)=o dans 31(U^), alors il existe (JL^X
tel que D|LL==o. En vertu de ce qui précède, il suffira de voir que pour tout A:eT,
on a D^ = o ; en effet, il y aura alors un voisinage W(A:) de x dans X tel que D | W(A:) = o,
et la réunion des W(^) pour xeT contient un U^. Compte tenu de (21.4.6), on est
donc ramené au cas où X=Spec(^x,a;) 5 mais par hypothèse ^x a; est tactoriel, donc
intègre et intégralement clos, et Spec(^x x ) es^ alors normal; donc la conclusion résulte
de (21.6.9, (i)).

Pour prouver que l'homomorphisme lim Div(U^) -^31(^) est bijectif, il suffira
de prouver de même que pour tout Z^^X) et tout xeT, il y a un voisinage W(;c)
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de x dans X et un diviseur D^ sur W(^) tel que cyc^D^^ZIW^). En effet, on
pourra alors recouvrir l'ensemble quasi-compact T par un nombre fini de W(^,), et en
vertu de la première partie de la démonstration, puisque les couples (i,j) sont en nombre
fini, il existera un indice X tel que dans chacun des W(^) nW(^.) n U\, les restrictions
de D^ et D^ coïncident; comme on peut supposer en outre que U^ est contenu
dans la réunion des W(^), on voit que les restrictions D^] (W(^.) nU^) sont les
restrictions d'un même diviseur DeDiv(U^) qui sera tel que cyc(D)=Z[U^. On est
donc ramené encore au cas où X == Spec(^x a;) S-YGC xeT, mais comme 0^ ^ est factoriel,
il en est de même de ses localisés (Bourbaki, Alg, comm., chap. VII, § 3, n° 4, prop. 3),
et il suffit d'appliquer (21.6.9, (ii)).

Corollaire (21.6.13). — Soit A un anneau local noethérien intègre et intégralement clos et
de dimension ^2. Posons X=Spec(A), et soient a le point fermé de X, U=X—{a}. Pour
que A soit factoriel^ il faut et il suffit que U soit localement factoriel et que Pic(U)==o.

En effet, dire que A est factoriel équivaut à dire que ŒI(X)==o (Bourbaki,
Alg. comm., chap. VII, § i, n° 4, cor. du th. 2 et § 3, n° 2, th. i ) ; il suffit donc d'utiliser
l'existence du second isomorphisme (21.6.12.1), en prenant la famille (U^) restreinte
au seul ouvert U.

Corollaire (21.6.14).—Soient A un anneau local noethérien de dimension ^2, X=Spec(A),
a le point fermé de X, U==X—-ta}. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) A est factoriel.
b) Pic(U)=o et prof(A)^2 (conditions que nous exprimerons plus loin (21.13)

en disant que l'anneau A est parafactoriel), et U est localement factoriel.
Il est clair que si A est factoriel, il est normal, donc prof (A) ̂  2 puisque dim(A) ̂  2

(0, 16.5.1) et (21.6.13) montre que a) implique b ) . Inversement, si b ) est vérifiée, il
suffit de voir que A est intégralement clos pour en conclure par (21.6.13) que b )
entraîne a). En vertu du critère de Serre (5.8.6), il suffit de vérifier pour X les condi-
tions (R^) et (Sg). Or, U étant localement factoriel vérifie ces conditions, et l'hypo-
thèse prof(A)^2 entraîne que X les vérifie également.

21.7. Interprétation des cycles positifs x-codixnensionnels en termes de sous-
préschémas.

(21.7.1) Soient X un préschéma localement noethérien, C= S 72 {x\ un
a;ex(1)

cycle i-codimensionnel positif (de sorte que l'on a n^-o pour tout ^eX^, et n^=o sauf
en un ensemble localement fini de points). Désignons par Y(G) le sous-préschéma fermé
de X, image fermée (I, 9.5.3 et 9.5. i) du préschéma somme Y'(G)= II Spec(^x xl^^)

x €?X» '
par le morphisme canonique, et par /^{G} (ou ^(C)) l'Idéal de (9^ définissant Y(G).

Proposition (ai .7.2). — Soit X un préschéma localement noethérien vérifiant la condition (R^)
(5.8.2). Pour qu'un sous-préschéma fermé Y de X soit de la forme Y(C), où G est un cycle
i-codimensionnel positif, il faut et il suffit qu'il vérifie les deux conditions suivantes :

(i) Y est purement de codimension i.
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(ii) Y vérifie la condition (S^), autrement dit (5.7.5) n'a pas de cycle premier associé
immergé.

On a alors

(21.7 .2 .1) multç(C)==]ong (Py,x'

L'application G-^Y(G) est une bijection de 31+(X) sur V ensemble des sous-préschémas fermés
de X vérifiant les conditions (i) et (ii).

Les conditions sont nécessaires (sans supposer que X vérifie (Ri)). En effet, la
question étant locale sur X, on peut supposer que X=Spec(A), où A est un anneau
noethérien; on a alors Y(G)==Spec(A/3), où 3 est) P^ définition (I, 9.5.1) le noyau
de rhomomorphisme canonique A-^OA^./P^Ap., où les p^ sont les idéaux premiers
correspondant aux points ^GX^ pour lesquels n^o, et où l'on a posé n^==n^ L'image
réciproque q^ de P^Ap. dans A est un idéal p^-primaire et on a 3==riq^. D'ailleurs,
comme les .yeX^ sont tels que {x} est de codimension i, aucun point de X^ ne
peut être adhérent à un autre point de X^. Donc les p, sont les idéaux premiers mini-
maux de A/3 et l'ensemble des p, est égal à Ass(A/3), ce qui prouve les conditions (i)
et (ii).

Les conditions sont suffisantes; désignant par / l'Idéal de 0^ définissant Y, l'hypo-
thèse (ii) implique que Ass(^x/<^) est identique à l'ensemble F des points maximaux
de Y, et l'hypothèse (i) implique que F est contenu dans X^; donc (3.2.6) 0-s]/
s'identifie à un sous-(Px" Module de @ ^{x), où pour chaque A:eF, ^(x) est un ^"Module

x ç F
irredondant tel que Ass(^(x))= {x}. Or, puisque X vérifie (Ri), pour chaque A:eF,
(PX x est un anneau de valuation discrète et par suite les idéaux primaires 4= o de cet
anneau sont les puissances m^ de l'idéal maximal; supposant encore que X==Spec(A),

^"/ ^on en conclut que ^==3, où 3 = = f l q ^ les q^ étant les images réciproques dans A
d'idéaux p^Ap., où les p, correspondent aux points de F. On voit donc bien que Y est
de la forme Y\C).

Corollaire (21.7.3). — Soit X un préschéma localement noethérien. Pour tout diviseur positifD
sur X, tel que X vérifie (Ri) aux points maximaux du sous-préschéma fermé Y(D) ( 2 1 . 2 . 1 2 ) ,
Y(D) majore le sous-préschéma fermé Y(cyc(D)) ( 2 1 . 7 . 1 ) . et a même espace sous-jacent; pour
que ces deux sous-préschémas soient égaux', il faut et il suffit que Y(D) vérifie la condition (Si),
ou encore que, pour tout ^eY(D) distinct d^un point maximal de Y(D), on ait prof((?x z)^2

(condition toujours vérifiée lorsque X est normal).
En effet, la question étant locale, on peut toujours supposer que ^x^î'^^Xî

t étant une section régulière de (n^ au-dessus de X; en tout point maximal x de Y(D),
appartenant nécessairement à X^, ^x,a? est P^ hypothèse un anneau de valuation
discrète, donc ^xa^111^ ou nx==m'a^tx^)' On peut supposer X=Spec(A), et
alors, si /^(cyc(D))==^ ^xW^S^ u résulte de ce qui précède et de (21 7. i) que 3
et 3' ont mêmes idéaux primaires non immergés^ donc 3'C?h puisque 3 est l'intersection
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de ces idéaux primaires (21.7.2). Gela prouve que Y(D) majore Y(cyc(D)) et que ces
deux sous-préschémas sont égaux si et seulement si Y(D) n'a pas de cycle premier associé
immergé (autrement dit vérifie (Si)). Comme pour tout A;eY(D), il y a par hypothèse
un voisinage ouvert U de x dans X et un élément régulier ter(U,(P^) tel que
^Y(D)l(UnY(D)) soit restriction à Y(D)nU de ^u/^j, dire que Y(D) vérifie (Si)
signifie aussi qu'en tout point ^eY(D) non maximal, on a proi(^x,A^x,J^1? c'est-à-
dire (0, i6.4.6) prof(^x,J^2. L'assertion concernant le cas où X est normal est alors
immédiate puisque X vérifie (Sg) et qu'aux points non maximaux ^ de Y(D) on a
dim(^x..)^2 (0,16.3.4).

(ai. 7.3.i) On voit donc que lorsque X est normal, Div^X) s'identifie canoni-
quement à l'ensemble des sous-préschémas fermés Y de X vérifiant les conditions (i) et (ii)
de (21.7.2) et régulièrement immergés dans X.

Proposition (21.7.4). — Soit X un préschéma localement noethérien, réduit en chacun de ses points isolés. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) Uhomomorphisme canonique c \Q!W^->^\ (21.6.4) est un isomorphisme de faisceaux de groupes ordonnés.
a') Tout cycle premier î-codimensionnel de X est l'image par cyc d'un diviseur positif, et Uhomomorphisme

canonique c : !2iv^—> ̂  est injectif.
a") Pour tout sous-préschéma fermé intègre Y de X, de codimension i, l'immersion canonique Y->X est régulière.
b) X est normal et l'homomorphisme cyc : Div(X) —> ^(X) est bijectif.
c) X est localement factoriel.
L'équivalence de b) et c) a été démontrée dans (21.6.9), ainsi que le fait que c) entraîne a). De plus

b) entraîne a " ) en vertu de (21.7.3. i ), et a) implique trivialement a ' ) . Il reste à voir que a ' ) ou a " ) entraîne c).
Supposons donc vérifiée la condition a ' ) , et montrons d'abord que X est normal. Notons en premier lieu que

si X vérifie a ' ) , il en est de même de tout schéma local Spec(^x, a;)' Considérons alors A-eX(1), de sorte que A = ^x a;
est un anneau local noethérien de dimension i. Appliquant la condition a ' ) à Spec(A) et au cycle premier
î-codimensionnel formé du point fermé de Spec(A), on voit que dans A l'idéal maximal est engendré par un seul
élément régulier dans A; donc (0, 17.1. i) A est un anneau régulier. Comme les anneaux localisés Ap sont aussi
réguliers (0, 17.3.2), on voit que X est régulier en tous ses points maximaux non isolés; comme il est aussi réduit
(donc régulier) en ses points isolés par hypothèse, on en conclut que X vérifie la condition (R^). Montrons en outre
que X vérifie aussi (S^), autrement dit que pour tout ^eX tel que dim((Px, a;) ̂  ̂  on a ^x ̂  ̂ (^x, a;) (0, 16.4.6).
En effet, l'hypothèse a ' ) appliquée à X^= Spec((Px, a;) montre qu'il existe sur ce préschéma au moins un diviseur =1= o,
autrement dit que l'on a ^xi+ O^, et il suffit d'appliquer (21. i . 10). On déduit donc déjà de ces résultats que X
est réduit (5.8.5). Prouvons ensuite qu'il vérifie la condition (Sg) (ce qui établira que X est normal, en vertu du
critère de Serre (5.8.6)). Raisonnons par l'absurde en supposant que l'ensemble E des points xeX. où X ne
vérifie pas (Sg) soit non vide, et soit xeE un point pour lequel dim((Px,a;) est la P1113 petite possible; puisque X
vérifie (Si), on a dim(^,a;)^2- D2ins xl=^P^(^y:), l'ouvert U ==X^—{x} vérifie (Sa); montrons que X^
vérifie (Sg), de sorte que l'on aura abouti à une contradiction. Il suffit, en vertu de (5.10.5), de montrer que
toute section/de ̂  au-dessus de U se prolonge en une section de ^xi au-dessus de X^. Gomme X^ est réduit et U
dense dans X^, U est schématiquement dense dans X^, et par suite/ est la restriction à U d'une section méromorphe
régulière ^eM(Xi). En outre, comme din^^a;)^2? on a cyc(div(^))^o puisque g\\J =/; comme l'homo-
morphisme cyc est injectif, on a nécessairement div(^)^o, donc (21.6.4) g est une section de 0^ au-dessus de X^,
ce qui établit notre assertion.

Pour montrer que a ' ) implique c ) , remarquons alors que la condition a ' ) implique que l'homomorphisme
canonique cyc : Dn^X)-^1^) est surjectif; puisque X est normal, il suffit d'appliquer (21.6.9).

Prouvons maintenant que a") entraîne c ) . Il résulte de (21.6.5) que a " ) entraîne que tout cycle premier
î-codimensionnel sur X est l'image par cyc d'un diviseur positif; la première partie du raisonnement fait ci-dessus
prouve donc encore que X vérifie (R^) et (S^). Il reste encore à voir que X est normal (la fin du raisonnement étant
alors la même), ̂ est-à-dire que si xeX est tel que dim(^x,a;)^2? on a P^^x x)^-2' Or, si^ est une générisation
de x telle que {y} soit de codimension i dans X, le sous-préschéma réduit Y de X ayant {y} pour espace sous-
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jacent est intègre, donc régulièrement immergé dans X par hypothèse. Cela entraîne qu'il existe un élément régulier t
de 6?x,a; te! q110 l^idéal <^x,a; solt l^déal premier définissant le préschéma Y^ image réciproque de Y dans
X^ == Spec(^x, a;)* Gomme Q^ xl^x, x es^ i^ègre, cela prouve que prof(^x, a;) ̂  2 et termine la preuve de (21.7.4).

Remarque (21.7.5). — On ne peut dans (21.7.4) remplacer la condition a ' ) par la condition plus faible que
tout cycle premier i-codimensionnel de X soit l'image par cyc d'un diviseur positif. C'est ce que montre l'exemple où
X est le schéma affine défini dans (14. i .5) (« réunion d'un plan et d'une droite qui le coupe ») qui ri'est pas normal,
avec les notations introduites dans (14. i .5), les cycles premiers i-codimensionnels de X sont ceux du plan X^ et les
points fermés de la droite Xg distincts du point commun à X^ et Xg; si ̂ , t^, t^ sont les images de T^, Tg, T^ dans A/a,
on voit donc que les cycles premiers i-codimensionnels de X sont définis par les idéaux premiers monogènes de
générateurs P(^,^) (P irréductible dans K[T^, Tg]) ou ^3—a, avec a=l=o dans K; ces éléments étant réguliers
dans A/a, tout cycle i-codimensionnel est bien l'image canonique d'un diviseur positif.

Corollaire (21.7.6). — Soit X un préschéma localement noethérien, réduit en chacun de ses points isolés. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

a) Uhomomorphisme canonique c : ^iv^—->^^ est un isomorphisme de faisceaux de groupes ordonnés, et on a
Div(X) =Div.princ(X).

a') Uhomomorphisme canonique c : Q!w^—>3S\ est injectif, et tout cycle premier ï-codimensionnel est l'image par cyc
d^un diviseur positif principal, autrement dit est de la j orme cyc(div(V)), où fest une section régulière de 0-^ au-dessus de X.

a7') Pour tout sous-préschéma fermé intègre Y de X, de codimension i, il existe une section régulière j de 0^ au-dessus de X
telle que Y soit défini par F Idéal fd)^.

b) X est normal et tout cycle premier ï-codimensionnel sur X est principal.
c) X est localement factoriel et Pic(X)==o.
d) X est normal, et pour tout ouvert U de X, 072 a Pic(U) == o.
L'équivalence de a), a ' ) , a^), b) et c) résulte aussitôt de (21.7.4) et de (21.6.11). En outre, il résulte aussitôt

de a " ) que tout ouvert non vide U de X vérifie encore les mêmes conditions, autrement dit ces conditions impli-
quent d). Reste à voir que d) entraîne b). Or, désignons par U^ les ouverts complémentaires des réunions finies
d'ensembles de la forme {x}, où dim(^x, a;) ̂  2 '-> ^ es^ c^alT ci116 ^es U^ forment une famille filtrante décroissante et
que pour tout xçC\\J^, on a dim^x.a;)^ I? donc ^x,x est un anneau principal en vertu de l'hypothèse. On peut
donc appliquer à la famille (U^) la proposition (21.6.12), qui montre que (£I(X) est isomorphe à limPic(U^),
donc £ï(X) == o en vertu de l'hypothèse, ce qui prouve b) par définition.

Remarque (21.7.7). — Lorsque X = Spec(A), où A est un anneau noethérien intègre, les conditions équiva-
lentes de (21.7.6) équivalent à dire que A est un anneau factoriel.

21.8. Diviseurs et normalisation,

Lemme ( 21 .8 .1 ) . — Soit j^X'—^X un morphisme entier de préschémas. Pour tout
(Py Module localement libre S' de rang constant n et tout A:eX, il existe un voisinage ouvert U
de x dans X tel que, si l'on pose U /̂'̂ U), ^"[U' soit isomorphe à %.

La question étant locale sur X, on peut se borner au cas où X==Spec(A) est affine,
auquel cas on a X'==Spec(A/), où A' est une A-algèbre entière. Alors A' est limite
inductive de ses sous-A-algèbres finies A^. Posant X^=Spec(A^) et désignant par
p^ .'X'-^X^ le morphisme structural, il résulte de (8.5.2) et (8.5.5) qu'il existe un
indice À et un 6^'"Module localement libre ë^ de rang n tel que ë'=^p\{ë'-^^ et il
suffira évidemment de prouver le lemme pour X^ et €^\ autrement dit, on peut se
borner au cas où le morphisme f est fini. Posons B==^x x et solt ^' l'anneau du schéma
affine Xç===X' XxSpec(^x a;) 5 comme B est un anneau local et que B7 est une B-algèbre
finie, B' est un anneau semi-local (Bourbaki, Alg. comm.y chap. V, § 2, n° i, prop. 3);
on en conclut que le 0^-Modu}e localement libre <^o==<^(x)^x/^x,a; est isomorphe
à 0^ (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 5, n° 3, prop. 5). Considérant Xç comme limite
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projective des préschémas induits par X' sur les ouverts/" ̂ U), où U parcourt l'ensemble
filtrant des voisinages ouverts affines de x dans X, suivant la méthode de (8.1.2, a}),
et appliquant (8.5.2.5), on obtient la conclusion cherchée.

Corollaire (21.8.2). — Soit f: X'-^X un morphisme entier de préschémas. Alors :
(i) On a Ryj^)=o (Om, 1 2 . 2 . i).
(ii) Le groupe Pic^X') est canoniquement isomorphe à H^X.y^x'))-
(i) R-y^x') est 1e faisceau associé au préfaisceau de groupes commutatifs

U^H^^'^U), ^x') sur ^ (^oc9 cit.)\ la fibre de ce faisceau en un point x peut
donc (Oi, 5.4.7) être identifiée au groupe commutatif lim Pic(y~"l(U)), où U
parcourt l'ensemble des voisinages ouverts de x, les homomorphismes de transition
PicC/'^U')) -^Pic^-^U)) pour deux ouverts UcU' étant définis par (21.3.2.4). Or,
pour tout ^eX, tout voisinage ouvert U' de x dans X, et tout élément Ç'ePic(y"~l(U/)),
il résulte de (21.8.1) qu'il y a un voisinage ouvert UcU' de x tel que l'image de Ç
dans PicÇ/'^U)) soit nulle. Donc la fibre de Ry^xO au point x est nulle.

(ii) La suite spectrale de Leray pour le foncteur composé y-^T^.f {y ' ) ) de
faisceaux de groupes commutatifs sur X' (T, 2.4) donne la suite exacte de termes de bas
degré (M, XV, 6)

o -> Hi(X,/^xO) -> HI(X', ̂ ) ̂  H°(X, R^x'))

et la conclusion résulte de (i) et de l'isomorphisme de PicÇX') et de I-PÇX', (P^) (Oi? 5 • 4 • 7) •
Proposition (21.8.3). — Soit f={^,Q) :X /-^X un morphisme entier de préschémas ;

supposons que, pour tout ouvert U de X, F homomorphisme r(6) : r(U, ^x) -> r'(^5/(^x'))
transforme les éléments réguliers en éléments réguliers, ce qui permet de prolonger canoniquement l^homo-
morphisme 6 : 6^ ->f (^x0 en un homomorphisme de faisceaux d9 anneaux 6' : ̂ x ~^f (^xOî a90u

des homomorphismes de faisceaux de groupes multiplicatifs 6* : (P^ ->f (^x') et ^/*: ̂ x ~^f (^xO?
donnant par passage aux quotients un homomorphisme 6"* : Qiv^ ->f(Qw^). On a alors un
diagramme commutatif

i ——> C?x ———> ^x ————> ^^x ———-> °

(21 .8 .3 .1 ) e* e" ^

i —>/X') —^/^x')-^/^^) —> o

dans lequel les deux lignes sont exactes.
Le seul point à vérifier est l'exactitude de la seconde ligne du diagramme, qui

résulte de l'application de la suite exacte de cohomologie pour le foncteur f à la suite
exacte de faisceaux de groupes commutatifs sur X'

i -> 0^ -> ̂ \, —> Qiv^, -> o

et de (21.8.2).
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Corollaire (21.8.4).—^, en outre des hypothèses ^(21.8.3), 1'homomorphisme Q' est un
isomorphisme de faisceaux d'anneaux, alors 6" : ̂  -^/,(^x') ^t injectif, 6"* : Qiv^ -^f(^Wy)
est surjectif et Ker(e"*) est isomorphe à Coke^ô*). "

C'est une conséquence immédiate du diagramme du serpent (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. I, § 2, n° 4, prop. 2) appliqué au diagramme (21.8.3.1).

Proposition (21.8.5). — Soient X, X' deux préschémas localement noethériens, f: X'-^X
un morphisme entier; on suppose qu'il existe un ouvert schématiquement dense U dans X tel quef^CU)
soit schématiquement dense dans X' (cf. (20.3.5)), et que le morphisme /^(U^U, restriction
de f, soit un isomorphisme. Alors :

(i) Uhomomorphisme 6' :<^x^/,(^x-) ^ défini et bijectif, l'homomorphisme

e^x->/X-)
est injectif, l'homomorphisme 6"* : Qiv^ ->f^3)w^ est surjectif, Ke^e"*) est isomorphe à
^ = Coke^e") et le support du faisceau de groupes multiplicatifs ̂  est contenu dans S == X—U.

(ii) Supposons de plus l'ensemble S discret et posons pour abréger ^=/(^)- ^ors on a
un diagramme commutatif

1 —> ff^sl^s ———j-————> Div(X) —^ Div(X') —> o

("•S-S.i) hx îx'

I —> (fl^^x.^/Imr^^) -7> Pic(X) —> Pic(X') ,—> o

oà fej /^TZ^ sont exactes et où la flèche verticale de gauche est F homomorphisme canonique.
(i) L'hypothèse entraîne que l'on a un isomorphisme canonique ^x^f^x')

pour les faisceaux de germes de pseudo-fonctions (20.2.2), d'où l'assertion relative à Q'
vu l'existence des isomorphismes canoniques JK^Jif^ et Ji^. ̂ Ji'^ (20.2.11). Le
reste de l'assertion (i) découle de (21.8.4), sauf ce qui concerne le support de ̂ , qui
résulte directement de l'hypothèse sur U.

(ii) Appliquant la suite exacte de cohomologie aux deux suites exactes de faisceaux
de groupes commutatifs

i -> ̂  -> Qivx ->f^Qw^} ->Q
(21.8.5.2)

i-^x^/X-)-^^-^
il vient respectivement les suites exactes

i -> F(X, ̂ T) -^ Div(X) -> Div(X') ̂  H^X, ̂ T)
(".3.5.3)

^(X/, ̂ ) -> F(X, ̂ T) -^ Pic(X) -> Pic(X') -> H^X, ̂ )

compte tenu de l'isomorphisme canonique Pic(X') ̂  H^X./J^')) (21.8.2). Or,
comme le support de jV est contenu dans l'ensemble discret S*, fermé dans X, on a
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H^X^^^S^jS) (G, 11,4.9.2) et îîl{S,^\S)=nH\{s},^)==o par défi-
nition de la cohomologie (G, II, 4.4). De même on a F(X, ̂ T) == II ̂  et ^==^x%/^x <
en vertu de la seconde suite exacte (21.8.5.2). Reste à préciser les injections j et j\
Or, on peut décrire une section t de ̂  au-dessus de X en prenant un recouvrement de X
formé de U et d'ouverts U, tels que U,n S soit réduit à un seul point j, et que U,n U.cU
pour i=)=J, puis en considérant pour chaque i une section ,̂ de ^ au-dessus de U,,
nécessairement telle que (^^xW^x,.. et Wx^0 aux points xeV,—{s,}. Le
germe ( .̂ provient d'une section z/, de (%' au-dessus de /"^(U,), qu'on peut aussi
considérer comme une section de e^x' au-dessus de/"1^.), donc une section de ^x
au-dessus de U, (en vertu de l'hypothèse) ; il correspond canoniquement à cette section
une section û?,er(U,, Qiv^ et comme dans/^UnU,) la restriction de ^ s'identifie
à une section de 0^ au-dessus de UnU, en vertu de l'hypothèse, les restrictions des d^
à UnU, sont toutes nulles, donc les û?, sont les restrictions d'un même diviseur de Div(X),
qui est l'image de la section t parj. De même, l'image de t par S : F(X, ̂ T) -> H^X, ̂ )
provient du cocycle égal à la restriction de ^ dans UnU, pour chaque î, à
(^|(U,nU,.))(^.[(U,nU,))~1 dans U.nU,, d'où l'expression de j ' { t ) et la commu-
tativité du diagramme (21.8.5.1).

Remarques (21.8.6). — (i) Les conditions d'application de (21.8.5, (i)) sont en
particulier remplies lorsque X est un préschéma localement noethérien réduit n'ayant qu'un
nombre fini de composantes irréductibles, X' son normalisé et que X' est aussi localement
noethérien (11,6.3.8); le (P^-Module Qiv^ est alors une extension def{Qiv^) par le
conoyau ^V de ^"^/«(^x')? q^ ̂ on Pevit considérer comme connus. Si de plus X est
une courbe algébrique (réduite) sur un corps k, on est dans les conditions d'application
de (21.8.5, (ii)).

(ii) Lorsque les conditions d'application de (21.8.5, (ii)) sont remplies et en outre
que l'homomorphisme canonique global r(X, Q-^ -> FÇK.', (Py) est bijectif, on voit que
les noyaux des homomorphismes surjectifs Div(X) -> DivÇX7) et Pic(X) -> Pic(X')
sont isomorphes.

(iii) Lorsque les conditions d'application de (21.8.5, (ii)) sont remplies, on voit
que l'homomorphisme Div(X) -> Div(X') ne peut être injectif (auquel cas il est bijectif)
que si ^,8=^x,s pour tout seS. Pour un seS tel que l'anneau (9^ y soit local (ce qui,
compte tenu du fait que X^Spec^) (II, 1.3), signifie qu'il n'existe qa'un seul point
j'eX' au-dessus de s ) cela entraîne nécessairement que les corps résiduels k{s) et k^s')
sont égaux et que i +m^ i +m^, donc finalement équivaut à la relation ^x.s^^x.s
ou encore (compte tenu de l'hypothèse) au fait qu'il y a un voisinage ouvert V de s
dans X tel que le morphisme /^(V)-^ soit un isomorphisme. Dans le cas général,
Panneau ^x,s est semi-local (c'est évident lorsque le morphisme / est fini et dans le
cas général cela résulte de (Oiy, 23.2.6)), l'homomorphisme canonique ^xg-^^g
définit, par passage aux quotients, un homomorphisme du groupe multiplicatif {k[s))*
dans le produit des groupes multiplicatifs {k^))\ les s'y étant les points (en
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nombre >i) de X' au-dessus de s. Il est immédiat que cet homomorphisme ne peut être
bijectif que si k(s) et tous les k^s'y) sont égaux au corps Fg à 2 éléments^ de plus, si cette
condition est vérifiée, il faut en outre que le groupe multiplicatif i + îîtg ait pour image
i +r, où r est le radical de ^x,s? ou encore que îng==r, ce qui entraîneque ^x.s®^ k{s)
est composé direct de corps isomorphes à k{s) (ce qui, lorsque le morphismeVest fini, entraîne qu'il
est non ramifié aux points s'y (17.4.1)). Si par exemple aucun corps résiduel de X n'est
isomorphe à Fg, F homomorphisme canonique Div(X) ->Div(X') ne peut être bijectif que
si/est un isomorphisme. Dans le cas où l'homomorphisme canonique F(X, 0^) -> F(X', ^x')
est bijectif, on conclut de ce qui précède et de (ii) que dans les considérations précé-
dentes, on peut remplacer F homomorphisme Div(X) -> D^X') par P homomorphisme
Pic(X)-^Pic(X').

21.9. Diviseurs sur les préschémas de dimension i.

(21.9.1) Soient X un espace topologique, x un point de X, ^ : {A;}->X l'injec-
tion canonique. Si A{x) est un groupe commutatif, on peut le considérer comme un
faisceau de groupes commutatifs sur l'espace [x} réduit à un seul point, et prendre son
image directe (zj (A(^)) qui est un faisceau de groupes commutatifs sur X (Oj, 3.4.1);
il résulte aussitôt des définitions que pour tout ouvert U de X, r(U, (^) (A(^))) ==A{x) si
A:eU, et est réduit à o dans le cas contraire; donc, pour jye{x} on a {(i^)^A{x))y==A{x),
et pour j^{x}, ((^(A(x))y=o.

Si maintenant y est un faisceau de groupes commutatifs sur X et Y une partie
de X, pour tout ouvert U de X, on a un homomorphisme canonique

(21.9.1.1) r (u , jn— n y^ n F(U, (zj (^))\ y f \ 5 ) a;çunY x a;eY v v a;/*v x t •

et comme ces homomorphismes commutent aux opérateurs de restriction, ils définissent
un homomorphisme canonique de faisceaux

("•9.1.2) À:^-^n^(^,).
Lemme (21.9.2). — Soient X un espace topologique localement noethérien, Xg l'ensemble

de ses points fermés^ ^ un faisceau de groupes commutatifs sur X. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

a) U homomorphisme canonique j^ : 3^ -> îl (^) (^) est injectif et a pour image
_ 3;çXo

® (î,) OT.a;ex.'•*'•' xl

a') II existe une famille de groupes commutatifs (A(.v))^gxo ^e ̂  ^ s0^ isomorphe
à ^fiUW).

b) Toute section de 3^ au-dessus d^un ouvert U de X a un support discret contenu dans XQ.
Lorsqù'il en est ainsi, pour fout ^eXg, le groupe A(x) est déterminé à isomorphisme unique

près et est isomorphe à y^. En outre, le faisceau 3F est alors flasque.
Comme les points de Xg sont fermés dans X, on a ((zJ^(A(^))y=o pour tout
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v+^eXo; cette remarque prouve l'assertion d'unicité relative aux groupes A(^), et il
est clair par ailleurs que a) implique a ' ) . Pour voir que a ' ) implique b ) , on peut se borner
au cas où U est noethérien; alors (G, II, 3.10) on a

^ ̂ Xo^^^W))-.^^^ (^W))'

donc toute section s de ^ au-dessus de U est somme directe d'un nombre fini de sections
•^n1-1? (^V^fc))) {î^k^n) avec ^eXo. Mais puisque ^ est fermé dans X, le
support de ^ est réduit à ̂ , donc le support de s est contenu dans l'ensemble fini des x^
qui est évidemment discret puisque les points ^ sont fermés dans X. Montrons enfin
que b) entraîne a ) ; pour tout ouvert noethérien U, tout support d'une section de y
au-dessus de U étant discret et quasi-compact, est fini. On déduit donc de l'hypothèse b)
que pour tout ouvert noethérien U, l'image de l'homomorphisme (21.9 .1 .1) (pour
Y=Xo) est contenue dans ̂  F(U, (^)J^J) et que cet homomorphisme est injectif,
ce qui établit a).

Enfin, pour montrer que ^ est flasque, considérons une section s de y au-dessus
d'un ouvert U de X; comme le support de s est un sous-espace discret et fermé dans X,
on prolonge s en une section s ' de y au-dessus de X en posant s^=o dans X—U.

Remarques (21.9.3). — (i) Dans la condition b) de (21.9.2) , il ne suffit pas de
supposer que le support de toute section de y au-dessus d'un ouvert quelconque de X
soit discrète c'est ce que montre l'exemple où on prend pour X un spectre d'anneau de
valuation discrète, avec un point fermé b et un point générique a, et pour y le faisceau
de groupes commutatifs tel que ^=o et ^=Z.

(ii) Les conditions de (21.9.2) étant supposées vérifiées, soit E une partie discrète
de Xo, et pour tout xeE, soit a{x) un élément de A(^). Il existe alors une section t de
© (z'JJA(^)) et une seule au-dessus de X telle que t^==a{x) pour tout xeE et que le

support de t soit contenu dans E. En effet, pour tout ouvert noethérien U, E n U est
fini, et il suffit de prendre pour t la section de ® (zJ^(A(A:)) dont la restriction à chaque
ouvert noethérien U est la somme des a{x) pour A:eEnU.

Proposition (21.9.4). — Soient X un préschéma localement noethérien de dimension ^i,
X^ l'ensemble des points xeX. tels que dim{(P^^)= i. On a alors un isomorphisme canonique

(21.9.4.i) ^x^^®(,(4),(Div(^.J)

et Qiv^ est flasque.
Compte tenu de l'isomorphisme (21.4.6.1), l'homomorphisme (21.^.4.1) est

défini par (21.9 .1 .2) : prouvons que c'est une bijection. Comme dim(X)^ il les points
de X^ sont les points fermés non isolés de X. On est ramené à prouver que : i° ^iv^ vérifie
la condition b) de (21.9 .2) ; 2° pour tout point isolé A:eX, on a {^iv^)^==o. Le second
point résulte de ce qu'alors (9^ est un anneau artinien et de ce que tout élément régulier
de ^x,a; est donc inversible. Pour le i°, il suffit de noter que pour tout ouvert U de X
tout diviseur DeDiv(U), les points maximaux du support S de D sont tels que

285



a86 A . G R O T H E N D I E C K Chap. IV

prof(<Px.»)== I (21.1.9), donc a fortiori appartiennent à X^nU; puisque dim(X)^i,
l'ensemble de ces points est égal à S, et S est donc discret, l'ensemble des composantes
irréductibles de S étant localement fini.

Corollaire (21.9.5). — Soit X un préschéma localement noethérien de dimension ^i.
Pour toute partie discrète EcX^ et foute famille (fi(x))^ç^ avec D^eDiv^x.J? il ex^
un diviseur D sur X et un seul tel que le support de D soit contenu dans E et que D^==D{x) pour
tout ^eE.

Cela résulte de (21.9.4) et de (21.9.3, (ii) ).
Corollaire (21.9.6). — Soit X un préschéma localement noethérien de dimension ^ i$

tout diviseur D sur X est de la forme D'—D^, où D', D" sont deux diviseurs ^o de supports
contenus dans celui de D.

En vertu de (21.9.5), on est aussitôt ramené au cas où X==Spec(A), où A est
un anneau local noethérien; il suffit alors d'observer que M(X) est l'anneau total des
fractions de A, et qu'une section de *^x au-dessus de X s'écrit par définition comme quo-
tient bfa de deux éléments réguliers de A.

Corollaire (21.9.7). — Soient X un préschéma localement noethérien de dimension ^i,
sans point isolée et U un ouvert dense dans X. Il existe alors un diviseur D>o sur X, de support
contenu dans U et rencontrant chacune des composantes irréductibles de X.

On peut supposer que U est réunion d'ensembles ouverts disjoints non vides U,,
dont chacun est contenu dans une seule composante irréductible de X$ il suffit alors
de prendre dans chaque U^ un point ̂  fermé dans X (il en existe puisque l'unique point
générique de U^ ne peut être isolé par hypothèse), et d'appliquer (21.9.5) à l'ensemble
discret des x^.

L'intérêt de ce corollaire est qu'il permettra de prouver qu'une courbe algébrique
séparée X sur un corps k est quasi-projective, le diviseur D^o défini dans (21.9.7)
étant alors nécessairement ample en vertu du théorème de Riemann-Roch pour les
courbes (chap. V). i

(21.9.8) Pour les préschémas localement noethériens X de dimension ^i la
prop. (21.9.4) ramène la détermination de Qiv^ au cas où X=Spec(A), A étant un
anneau local noethérien de dimension i.

Lorsque A est un anneau local régulier de dimension i (autrement dit, un anneau
de valuation discrète), le groupe Div(A) s'identifie canoniquement à Z (21.6.8); par
suite, en vertu de (21.9.2):

Proposition (21.9.9). — Soit X un préschéma localement noethérien régulier de dimension ^ i.
Alors le faisceau Qïv^ est canoniquement isomorphe à ®^)(4)»(^W)î oîi ^W es^ Ie ^^P6

additif Z considéré comme faisceau de groupes sur l'espace {x}.
(21.9.10) Supposons seulement que l'anneau local noethérien A de dimension i

soit réduit; alors, si A' est le normalisé de A (fermeture intégrale de A dans son anneau total
de fractions), A' est noethérien en vertu du théorème de Krull-Akizuki '(Bourbaki,
Alg. comm., chap. VU, § 2, n° 5, prop. 5), et on a vu dans (21.8.6) comment
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Div(A) peut s'obtenir comme extension de Dn^A') et ce dernier groupe est de la
forme Z\

Proposition ( 21 .9 .11 ) . — Soient X un préschéma noethérien, Xo un sous-préschéma fermé
de X ayant les propriétés suivantes :

i° dim(Xo)^i.
2° Pour toute partie localement fermée Y de X telle que YnXo soit discret, il existe une

partie Y' de ^.fermée dans X et ouverte dans Y, contenant YnXo.
Dans ces conditions :

(i) Soit ZQ la réunion des ensembles {^}nXo lorsque x parcourt la partie de Ass(.^x)
formée des points tels que {^}nXo soit fini. Alors, pour tout diviseur Do sur Xo, dont le support
ne rencontre pas Zg, il existe un diviseur D sur X dont l'image réciproque par l'injection canonique
XQ->X existe (21.4) et est égale à Dp; si de plus Dp^o, on peut supposer D^o.

(ii) Supposons en outre qu'il existe dans Xo un ouvert affine UQ contenant {Ass{(P^))uZQ
{condition automatiquement vérifiée lorsqu'il existe un Q^-Module ample (11,4.5.4)). Alors
l'homomorphisme canonique (21 .3 .2 .4 ) Pic(X) -> Pic(XJ est surjectif.

(i) Compte tenu de (21.9.6), on peut se borner à prouver l'assertion relative
aux diviseurs D(^O; en vertu de (21.9.4), le support T de Do est un ensemble/^'
discret et fermé dans Xo. On peut supposer Do 4=0, c'est-à-dire T=)=0, sans quoi il
n'y a rien à démontrer. Pour tout xeT, il existe un élément s^Oy^ ^ qui est non diviseur
de zéro dans cet anneau, appartient à son idéal maximal, et dont l'image dans [Qiv^ \
est (Do)a;. Il existe un voisinage ouvert affine U^ de x dans X et une section g^ de 0^
au-dessus de U^ tels que ^ soit l'image dans ffl^^ du germe {g^^^x x\ nous

allons voir qu'en prenant U^ assez petit, on peut faire en sorte que g^ ne soit pas
diviseur de zéro dans I^U^, 0^), autrement dit (3.1.9), en désignant par V^ la partie
fermée de U^ formée des y tels que ^(j)=o, que l'on ait V(a;)nAss(^x)=0. Or,
si ^eAss^x)? l'hypothèse X^ZQ entraîne que l'on a, ou bien x^[^}, ou bien que x
n'est pas isolé dans {^}nXo. En remplaçant U^ par un ouvert plus petit, on peut
supposer que c'est le second cas qui se produit pour un ^eV^nAss^x^ V^ contien-
drait donc une composante irréductible de dimension i de XouU^, contenant x;
mais cela signifierait que l'image g^ de g^ dans F(UnXo, ^x,) serait daiïs le nilra-
dical de cet anneau, et par suite ^ appartiendrait au nilradical de fi^o ^ ce Ç1111 est

absurde. On a donc xf{^} pour tout point ^eV^nAss^x)? et comme cet ensemble
est fini, on peut, en remplaçant U^ par un voisinage ouvert plus petit de ^, supposer
que V(a;)nAss(^x)=0•

En vertu du choix de U^, on peut définir un diviseur D'^ sur U^ par
D'^^divQ^); d'ailleurs on a vu ci-dessus que x est nécessairement isolé dans V^nXo,
donc en remplaçant encore U^ par un voisinage ouvert plus petit de x, on peut supposer
que V^nXo est réduit au point x. Mais il existe alors, en vertu de la condition 2°,
une partie W^- de V^, fermée dans X et ouverte dans V^, telle que W^nXo^A:}.
Remplaçant encore U^ par un voisinage ouvert plus petit de x, on peut donc supposer
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que W^ = V^, autrement dit que V^ est fermé dans X. On peut alors définir un
diviseur D^ ^r X par la condition que D^jU^D'^, et D^] (X—V^^o, ce
qui a un sens puisque dans U^r^X—V^) la restriction de g^ est une section
inversible, donc les restrictions à cet ouvert des deux diviseurs considérés sur U^ et
X—V^ sont égales. Il suffit alors, pour répondre à la question, de prendre D = S D^,
ce qui a un sens puisque T est fini.

(ii) Compte tenu du diagramme commutatif (21.4.2.1), la conclusion résultera
de (i) si l'on prouve que tout 6^-Module inversible oSf^ est isomorphe à un (P^-MoàMÏe
de la forme ^xo(^o) (21.2.8), où Dg est un diviseur sur Xç dont le support ne rencontre
pas ZQ. Or, comme Uo est schématiquement dense dans XQ (20.2.13, (iv)) il suffit poar
cela de prouver qu'il existe une section ^er(Uo,oS^o) telle que ^(^o)^0 aux points
de (Ass^x,,)) ̂ ^o (3.1.9). On peut donc se borner au cas où Xo==Spec(Ao) est affine;
mais alors oS^o est ample (II, 5.1.4) et comme l'ensemble Ass(^x,) u ̂ o est fi111? ̂  conclu-
sion résulte de (II, 4.5.4).

Corollaire (21.9.12). — Soient A un anneau local hensélien (18.5.8), S=Spec(A),
SQ le point fermé de S, f: X—S un morphisme séparé de présentation finie, et supposons que
F ensemble Xo--^/""1^) soit de dimension ^i. Alors; pour tout sous-schéma fermé X^ de X, ayant
Xg pour ensemble sous-jacent et de présentation finie sur S, U homomorphisme canonique (21 .3 .2 .4 )
Pic(X) -^ Pic(Xo) est surjectif.

Montrons d'abord qu'il suffit de prouver le corollaire lorsque l'anneau local hensé-
lien A est de plus noethérien. On sait en effet (18.6.15) que l'on peut écrire A==lim A^,
où les A^ sont des anneaux locaux noethériens et henséliens, les homomorphismes A^—^A
étant locaux; il existe en outre un indice a et un morphisme séparé de présentation finie
f^ : X^ -> S^=Spec(AJ tels que X et f soient déduits de X^ et^ par le changement
de base S->S^ (8.10.5, (v)); avec les notations habituelles (8.8.1), les morphismes
f^ : X^->S^ seront séparés pour À^oc et on aura X==X^Xg S. En outre, on peut
supposer que, si SQ^ est l'unique point fermé de S^, il y a un sous-schéma fermé X^ de X^,
ayant même ensemble sous-jacent que/^^oj, tel que Xo==X^Xg S (8.6.3); on a,
pour X^oc, dim(X^)==dim(Xo)^ i par transitivité des fibres et (4.1.4). Il s'agit de
voir que si l'on a prouvé que l'homomorphisme Pic(X^) -> Pic(X^) est surjectif pour
tout X^a, il en est de même de Pic(X) -> Pic(Xo). On a évidemment le diagramme
commutatif d'homomorphismes canoniques

pic(X^) —> Pic(X)

Pic(Xo,) -^ Pic(Xe)

Pour tout 0^, -Module inversible oâ^o, il existe un X^a et un ^'."Module inversible oêf^
tel que JStç s'en déduise par changement de base S->S^ (8.5.2 et 8.5.5); il suffit de
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considérer un 0^ -Module inversible oS^ tel que cl(JSf^) soit l'image de cl(JSf^) dans
Pic(X^), puis de prendre le ffl^-Mod\iïe inversible oSf déduit de oi?\ par changement de
base; en vertu de la commutativité du diagramme précédent, cl(JS^o) sera l'image de cl(JSf).

Supposons donc A noethérien, donc aussi X, et vérifions que X et XQ satisfont aux
conditions de (21.9.11, (ii)). On a par hypothèse dim(Xo)^ i ; d'autre part, pour vérifier
la condition 2° de (21.9.11), considérons un sous-préschéma Y de X ayant Y pour ensemble
sous-jacent; le morphisme g : Y->S, restriction de/, étant quasi-fini en chacun des
points x^ de YnX^ (i^î^Tz) , on peut appliquer (18.5. n, c}) et on voit que Y est somme
des sous-préschémas ouverts Y^=Spec(^Y,a;i) (i^î^) et d'un préschéma Y" tel que
V'nXt^O, et en outre que les injections canoniques j\ : Y^-^X sont telles que/o;^.
soit un morphisme fini. Comme / est séparé, j\ est aussi un morphisme fini, donc Y,
est fermé dans X; on répond donc à la question en prenant Y'== U Y^.

1 ̂  i ̂  n
II reste à vérifier l'hypothèse supplémentaire de (21.9.11, (ii)). Or, X^ étant une

courbe séparée sur le corps k(so), est un fe(^o)-schéma quasi-projectif (chap. V) (1), donc
il existe un ^-Module ample (II, 5.3.1), et cela achève la démonstration.

Remarque (21.9.13). — Sous les conditions de (21.9.12), supposant en outre
/propre, le morphisme/est même projectif : en effet, si oSf^ est un (P^-Mod\iÏ.e ample, il
existe, en vertu de (21.9.12) un fi^-Module inversible oS^ dont l'image réciproque dansX^
est isomorphe à JSfç, donc est ample. Puisque tout voisinage de SQ dans S est nécessaire-
ment S tout entier, on déduit alors de (9.6.4) que JSf est un (P-^'M.oàM\e ample, d'où la
conclusion (II, 5.3.1 et II, 5.5.3).

2i.io. Images réciproques et images directes de cycles i-codimensionnels.

Dans un chapitre ultérieur, consacré à la théorie des intersections, seront développées
de façon systématique les notions d'image inverse et d'image directe de cycles. Dans le
présent numéro, nous nous contenterons de définir ces notions dans certains cas parti-
culiers utiles, et pour les cycles i-codimensionnels, ces définitions étant choisies de telle sorte
qu'elles soient compatibles avec les définitions correspondantes pour les diviseurs (21.4
et 21.5), compte tenu de l'homomorphisme cyc défini en (21.6).

(ai.io.i) Soient X, X' deux préschémas localement noethériens, /: X'->X un
morphisme, T une partie de X; supposons que l'image par/ de tout point maximal
de X' soit un point maximal de X, et que, pour tout ^'eX'^ (i.e. tel que dim 0^, a;'=i),
on ait Yune des trois conditions suivantes pour le point x=f{xf) :

(i) ^T;
(ii) A-eX^ et ^x',a/ est un ̂  ̂ -module plat\
(iii) Vanneau (9^ ^ est factoriel et m^Ass((îx' a/)-
Sous ces conditions, nous nous proposons, pour tout cycle i-codimensionnel Z

sur X de support contenu dans T, de définir un cycle i-codimensionnel Z'==/*(Z), de sorte

(1) Le lecteur vérifiera que (21.9.12) n*est pas utilisé pour prouver cette propriété au chap. V.
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que Z-^/^Z) soit un homomorphisme de groupes ordonnés du sous-groupe de 31(X)
formé des cycles de support contenu dans T, dans le groupe ordonné 31(X/). Pour
cela, soit

( 2 1 . 1 0 . 1 . 1 ) Z= S n.]7}
a;eTHX(1) x ^ J

où la famille des ^eTnX^ tels que n^o est localement finie. Pour tout ^eX'^,
définissons un entier n^. de la façon suivante, en posant x --^-fÇx') :

i° si x^T, on prend n^==o',
2° si xeX^ et si 0^^, est un fi^a^odule plat, on sait (6.1.1) que

dim^x^MV^,^)^0? autrement dit ^x^x'l^x^x^x' est un ^x'.a/^odule de
longueur finie \,, et on prend n^=\,n^

3° si ̂ x est tactoriel et în^Ass(^x^), on sait (21.6.9) que F homomorphisme
canonique cyc : Div(^x,J -> 31(SPec(éx,J) est bijectif, et d'autre part comme
dim^x',^)^I et îîta^Ass^x^)? Ass^x'.a;') se compose uniquement des points
maximaux de Spec^x^a/)? donc l'hypothèse sur/implique que /(Ass(^x',a/)) cAss(6x J
et il résulte de (21.4.5, (ii)) que l5 homomorphisme f* : Div(^x,J -> Div(^x' x1) est

défini; enfin, ;v' étant Punique point fermé de Spec(^x^)? 31(Spec(<î)x' x ' ) ) est

canoniquement isomorphe à Z. On a donc un homomorphisme canonique composé

(21.10.1.2) ^(Spec^xJ) ̂  Div(^x,J -^ Div(^) -^ 31(Spec(^..')) ^>Z

Si Z, est le cycle ̂ ^^^V (WnSpec^x..)) sur Spec(^x.J, on prend
alors pour n^ l'image de Z^ par Phemomorphisme (21.10.1.2).

(21.10.2) Nous nous proposons de montrer que :
A) Lorsque deux des conditions i°, 2°, 3° de (21.10.1) sont simultanément satis-

faites, les valeurs correspondantes de n^, coïncident.
B) L'ensemble des ^'eX'^ tels que n^4=o est localement fini dans X'.
Pour démontrer A), supposons d'abord que x^T et que x vérifie l'une des condi-

tions 2° ou 3° de (21.10. i ) ; alors ^==0 et si l'on est dans le cas 2°, on a n^==o-, si on
est dans le cas 3°, on a Z^=o puisque Supp(Z) cT, donc encore n^=o. Il reste à consi-
dérer le cas où l'on est à la fois dans le cas 2° et dans le cas 3°; alors, puisque dim(^x x)== I?
^x,a; est un anneau de valuation discrète; si t est une uniformisante de cet anneau, le
diviseur correspondant à Z^ est div(^) dans Div((îxJî et son image dans Div(^x' a;')
est le diviseur de t ' ^ , où t ' est l'élément (régulier) de Oy ^ image de t. On peut évidem-
ment se borner au cas où n^== i, et alors la définition (21.6.5.1) montre que l'image
de Z^ par (21.10.1.1) est le nombre À^,, ce qui achève de prouver A).

Démontrons maintenant B). Posons To==Supp(Z) cT, T^y-^To); il suffit de
prouver que la relation n^^po implique que x ' appartient à l'ensemble des points
maximaux de T^, ce dernier étant localement fini dans X'. Il est immédiat que l'on a
nécessairement x'eT^ si x ' n'était pas maximal dans l'ensemble fermé T^, il existerait
une générisationj/ de x ' dans Tç, distincte de x\ et puisque ^'eX'^, y ' serait nécessaire-
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ment un point maximal de X' ; par suite y =/(./) serait point maximal de X par hypo-
thèse; mais cela est absurde puisque j^eTo et que To est purement de codimension i
dans X.

(21.10.3) On peut maintenant poser

'̂̂ ...."••M,
la somme du second membre ayant un sens en vertu de ce qu'on a prouvé dans (21.10.2);
on dit que le cycle i-codimensionnel/*(Z) est V image réciproque de Z par/. Il est immédiat
que l'application/* ainsi définie est un homomorphisme de groupes ordonnés. En outre,
si U est un ouvert de X, V un ouvert de X' tel que /(V) cU et // : V->U la restriction
de/, il résulte aussitôt des définitions que l'on a
(21.10.3.1) /-(ZIU^/^IV.

Désignons par -^(^x) 1e P^8 gi^nd sous-faisceau de groupes commutatifs de <2°x
de support contenu dans T; il résulte de la relation (21.10.3.1) que les applications
r(U, -TT^X)) -> r(V, ^x') q^ l5011 vient de définir, définissent un homomorphisme
de faisceaux de groupes commutatifs ordonnés sur X'

WT(^X)) -^ ̂

où ^ est l'application continue sous-jacente au morphisme /.
Proposition (21.10.4). — Supposons vérifiées les conditions de (21.10.1). Alors; pour

tout diviseur D sur X tel que Supp(D)cT et quef*(D) soit défini (21.4.2) , on a

( 2 1 . 1 0 . 4 . 1 ) cycCr(D))=T(cyc(D)).

La question étant locale sur X, on peut se borner au cas où X==Spec(A) est
affine, où D=div(^), où t est un élément régulier non inversible de A, et où le sous-
préschéma Y(D) (21 .2 .12) n'a qu'un seul point maximale, de sorte que cyc(D)==^.{_^},
où riy est la longueur de Q^yftyG^y (21.6.5.1). On a vu dans la démonstration de
(21.10.2, B)) que les points ^'eX' tels que mult^(/ilt(cyc(D))) =4=0 sont des points
maximaux de/"1^}). Si le point x ' est dans le cas 3° de (21.10. i), l'égalité des multi-
plicités en x ' des deux membres de (21.10.4.1) résulte de la définition de n^ au moyen
de l'homomorphisme (21.10.1.1) . Supposons au contraire que x ' soit dans le cas 2°
de (21.10.1), et soit ^==/(^'); puisque ^eX^n {jy}, on a nécessairement x=y.
Remarquons maintenant que /"(D)^?^), où t ' est l'image de t dans r(X', (Py),
et Y(f*{'D)):=f~l(y{'D)); la multiplicité de/^D) au point x ' est donc la longueur n^,
du (P^-module ^'/^x^; comme ^,x'K^x'^=^x,yl^y)®o^^x'^ il
résulte de (4.7.1) que l'on a n^=\.ny, donc les multiplicités au point x ' des deux
membres de (21.10.4.1) sont encore égales, ce qui achève la démonstration.

(21.10.5) Supposons maintenant que /: X'->X soit un morphisme de préschémas
localement noethériens, transformant tout point maximal de X' en point maximal de X,
et supposons en outre que pour toute partie fermée rare T de X, / vérifie les conditions
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de (21.10.1); cela signifie encore que pour tout ^'eX'^, ou bien x==fÇx') est point
maximal de X, ou bien x ' vérifie l'une des conditions (ii), (iii) de (21.10. i). Si on tient
compte de ce que tout cycle i-codimensionnel a un support rare dans X, on voit que./*(Z)
est défini pour tout cycle i-codimensionnel Z sur X; en vertu de (21.10.3.1)5 on a donc
défini ainsi un homomorphisme de faisceaux de groupes commutatifs ordonnés

^x)-^,.

Si de plus, pour tout diviseur D sur X, y*(D) est défini (21.4.5), le fait que le
support de D soit rare dans X (21.6.6) entraîne que (21.10.4) est applicable, et on a
donc la formule (21.10.4.1) pour tout diviseur D sur X. En particulier :

Proposition (21. lo. 6). — Soient X, X' deux préschémas localement noethériens, f: X'->X
un morphisme plat. Alors ./*(Z) est défini pour tout cycle i -codimensionnel Z ^rX,y*(D) est défini
pour tout diviseur D sur X et l'on a la relation ( 2 1 . 1 0 . 4 . 1 ) .

En effet, si ^'eX'^ est tel que x==f{x') ne soit pas maximal, il résulte de (6. i . i)
que l'on a nécessairement ^eX^, donc on est dans le cas (ii) de (21.10.1). On peut
donc appliquer (21.10.5), compte tenu de (21.4.5) et de (2.3.4).

Remarque (21.10.7). — L'existence dey*(Z) pour tout cycle i-codimensionnel Z
sur X résulte déjà de l'hypothèse que f est plat aux points x ' de X' de codimension ^ i dans X'
(i.e. tels que dim Q-^, ^^ i ) ; en effet, pour tout point maximal ^'eX', il résulte de
(6.1.1) que ^=/(^') est point maximal de X puisque dim ̂  g^dim^x' z ' ^ 0 - De
même, si ^'eX'^, x^f^x'} est maximal ou appartient à X^ par (6. i. i) ; on peut donc
encore appliquer (21.10.5).

Proposition (21.10.8). — Soient X, X", X" trois préschémas localement noethériens,
f: X'-^X, g : X^-^X" deux morphismes ; on suppose que f (resp. g) est plat en tout point de
codimension ^ i dans X' (resp. X77). Alors fog est plat en tout point de codimension ^ i dans X"
et pour tout cycle i -codimensionnel Z sur X, on a (f°g)*W==g*(f*W)'

La première assertion résulte de (6.1.1) et (2 .1 .6) . La seconde résulte de ce
que y (resp. g, resp. fog) transforme les points maximaux de X' (resp. X", resp. X")
en points maximaux de X (resp. X', resp. X) et de ce que, si ^"eX"^ est tel que
x^g^^eX.^ et ^/(OeX^, on a

long(^x-, x" l^x^ x"} = long(^x-, x" l^x' ^x11, x " ) • long(^, x1 /înA, x1)
En effet, si l'on pose A==^x,a;? A'=^x',a;'5 ^'^^x1'^1^ î^=îîîa;5 m'=m^, on a
A/7mA"==(A7mA/)®^A", et la formule

long^. (A'/mA") ̂ long^A'/mA') .long^A'/m'A")

résulte de (4.7.1) et de l'hypothèse de platitude de A" sur A'.
(21.10.9) Soient X un préschéma localement noethérien, A un groupe commutatif,

noté additivement, et considéré donc comme Z-module ; on notera encore par Z et A les
faisceaux simples sur X associés aux préfaisceaux constants égaux respectivement à Z
et A (Ci, 3.6). On appelle faisceau des germes de cycles i-codimensionnels à coefficients
dans A le faisceau de groupes commutatifs ^^®zA. Si A=Q, on dit que les sections
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de ^x^z Q. au-dessus de X sont les cycles î-codimensionnels à coefficients rationnels. Comme les
fibres de 2'^ sont des Z-modules sans torsion (21.6.3), Phomomorphisme canonique
^x^^x^zQ. est injectif, de sorte que les cycles î-codimensionnels s'identifient à des
cycles î-codimensionnels à coefficients rationnels.

(21.10.10) Nous allons voir que sous certaines conditions, on peut élargir la défi-
nition de/*(Z) donnée dans (21.10.3) pour un cycle i-codimensionnel Z sur X, mais à
condition de prendre pour/^Z) un cycle i-codimensionnel à coefficients rationnels sur X'.
Le cas plus général où nous nous plaçons est celui où/transforme tout point maximal
de X' en un point maximal de X, et où, en tout point ^'eX'^, on a l'une des condi-
tions (i), (ii), (iii) de (21.10.1) ou une quatrième condition (en posant x==f[x')) :

(iv) xeX^, m^Ass(éx,a;) et en outre-> sl ^on P036 A==6ix,ap A==(Px x^ et sl K

désigne Panneau total des fractions de A, alors A' est une A-algèbre finie et K'^A'^K est
un K--module libre.

Notons alors r^ le rang du K-module libre K', q^ le degré de k[xf)=k{Af) sur
k(x)==k(A), et posons ^ == r^ fq^.. Pour un cycle i-codimensionnel de support contenu
dans T, donné par (21.10.1.1) et tout ^'eX'^, on définit ^eQ, comme égal au
nombre n^eZ lorsque l'on est dans l'un des cas i°, 2°, 3° de (21.10. i) ; mais il reste ici
une quatrième possibilité :

4° si x ' vérifie la condition (iv) ci-dessus, on prend ^==(^^eQ,.
(21.10.11) II faut encore prouver que lorsque la condition 4° de (21.10.10)

est vérifiée en même temps qu'une des conditions i°, 2°, 3° de (21.10.1), on a n^==c^.
C'est évident si X(/=T puisque alors ^=o. Pour étudier les deux autres cas, notons que
^x^x'.x' est fermé pour la topologie m^-préadique, donc le complété de ^x^x'l^x^x^x'
pour cette dernière topologie est A'/rriçA'. Si l'on est à la fois dans le cas 2° et le cas 4°,
^ x ' ^ x ' l ^ x ^ x ' . x ' est discret pour la topologie m^-préadique, donc isomorphe à A'/m^A'.
Comme A' est une A-algèbre finie et plate (Oui, 10.2.3), c'est un A-module libre (Oui,
10. i . 3), et le rang de A'/m^A' sur A/rr^A = k{x) est égal au rang de A' sur A, donc aussi
à celui de K' sur K. D'autre part ce rang est aussi égal au produit de la longueur \.
de ^x^x'l^x^x'.x' (en tant que Qy ^-module, ou de k (^') -module) par le rang
[k{x') : k{x)]==q^, ce qui prouve la relation ^==r^/^=À^ dans ce cas.

Supposons enfin que l'on soit à la fois dans le cas 3° et le cas 4°. Alors, puisque
dim{(P^^)= i, ex, a; est un anneau de valuation discrète, donc régulier. D'autre part,
QX'.X' est de dimension i, et puisque în^Ass(^x',a;')5 ^x' x' est un anneau de Cohen-
Macaulay (0, 16.4.6); enfin, puisque A' est un A-module de type fini, A'/m^A' est un
k Çx) -espace vectoriel de rang fini; puisque (9^. ^/m^^x' x' est contenu dans A'/ntpA',
c'est aussi un k{x) -espace vectoriel de rang fini, donc un anneau artinien. L'application
de (6.1.5) montre alors que Gx'.x' est un (P^yrmod\ile plat, donc on est aussi dans le
cas 2°, et on conclut par ce qui a été vu plus haut.

Cela étant, dans le cas que l'on a considéré, on posera

/'(z>=...2<,l'•-M
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qui est donc un cycle i-codimensionnel sur X' à coefficients rationnels. On a encore défini
ainsi un homomorphisme/* de groupes ordonnés, vérifiant (21.10.3. i), et par suite un
homomorphisme de faisceaux de groupes commutatifs

^T(^X))->^®Z%.

Lorsque / vérifie les conditions précédentes pour toute partie fermée T rare dans X,
c'est-à-dire que pour tout ^'eX'^, ou bien x ==/(A;') est point maximal de X, ou bien x '
vérifie l'une des conditions (ii), (iii) ou (iv),f\Z) est alors défini pour tout cycle i-codimen-
sionnel Z sur X, et on a défini un homomorphisme de faisceaux de groupes commutatifs
ordonnés

^x)^^®z%

d'où, par tensorisation, un homomorphisme de faisceaux de Q^-espaces vectoriels ordonnés

(21. 10.II.I) ^X^zQJ^^X^zQ..

Remarque (21.10.12). — Lorsqu'on est dans la situation de (21.10.10), on peut
effectivement, pour des cycles i-codimensionnels Z sur X, avoir pour/*(Z) des cycles
i-codimensionnels à coefficients non entiers^ autrement dit les nombres (JL^, peuvent être
non entiers. On en a un exemple en prenant l'anneau intègre complet A de (6.15.11, (ii))
et sa clôture intégrale A' : le point fermé x ' de Spec(A') vérifie la condition (iv) de

(21.10.10) et l'on a ^==-.

Lemme (21.10.13). — Soient A un anneau local noethérien de dimension i, t un élément
régulier de A appartenant à V idéal maximal m [ce qui implique que m^Ass(A)).

(i) Pour tout A-module M de type fini, le noyau N((M) et le conoyau P((M) de Phomothétie
t^ : M->M de rapport t sont de longueurs finies. On pose û^(M)==long P((M)—long N((M).

(ii) Si o-^M'-^M-^IVr'-^o est une suite exacte de ^.-modules de type fini, on a
^(M^^MO+^M'').

(iii) On a û^(M)^o pour tout ^-module M de type fini ; pour que û^(M)=o, il faut
et il suffit que M soit de longueur finie.

(iv) Si K est Panneau total des fractions de A et si M®^ K est un K-module libre de rang n,
on a ^(M)=7z.^(A)=7z.long(A/^A).

(v) Si M vérifie les hypothèses de (iv) et si de plus t est M.-régulier, on a
long(M/?M) = n. long(A/^A).

(i) Spec(A) est formé du point m et des idéaux premiers minimaux p^; comme
par hypothèse t^ pour tout i (Bourbaki, Alg. comm.y chap. IV, § i, n° i, cor. 3 de la
prop. 2), l'image de t dans chacun des Ap. est inversible, et les supports des A-modules
de type fini N<(M) et P<(M) sont donc vides ou réduits à m; on en conclut (0, 16. i . lo)
que ces modules sont de longueur finie.

(ii) Puisque t est régulier, on a une suite exacte
<A io -̂  A -> A —^ A/?A ->• o
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et puisque Tor,À(M3A)=o pour z>i, la suite exacte des Tor donne d'une part la
suite exacte

o -> Tor^(M, AltA) -> M -^ M -> MftM -> o

et d'autre part, pour i>2,

o=Tor^M,A) -^ Tor^(M, A/^A) -> TorA_i(M, A)=o

donc on a N^(M)==Tor^(M, A/^A) et Tor^(M, A/^A)=o pour z>2; la suite exacte
des Tor donne une suite exacte

o -> Tor^M', AltA) -> Tor^(M, AftA) -> Tor^M", A/tA) ->
M'®A (A/^A) -> M®A (A/^A) -> M"^ (A/^A) -^ o

et cette suite s'écrit, d'après ce qui précède

o — N^M') -> N^(M) — N^M") -> P^(M') ̂  P,(M) -> P^M") -> o

ce qui prouve (ii).
Pour prouver (iii), notons qu'il y a une suite de composition (MJ de M dont les

quotients M,JM^i sont isomorphes à A/m ou à un des A/p, (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. IV, § i, n° 4, th. i), et pour que M soit de longueur finie, il faut et il suffit que tous
ces quotients soient isomorphes à A/m. Tout revient donc (en vertu de (ii)) à prouver que
^(A/m)=o et ^(A/p,)>o. Or, l'image de t dans A/m étant o, on a N^(A/m)==A/m
et P((A/m)==A/m, d'où la première assertion; d'autre part, l'image de t dans A/p,
est régulière, donc N^(A/p,)==o et P^(A/p,)==A/(^A+p,) qui n'est pas réduit à o,
d'où la seconde assertion.

(iv) II y a une base de M®^K de la forme (^-/^i^^n, où s est un élément régulier
de A et Ay-eM. Considérons l'homomorphisme u : A^M qui transforme l'élément
Cy (ï^j^n) de la base canonique de An en Xy et montrons que Ker(^) et Goker(^) sont
de longueur finie', en effet, pour tout i, l'image de s dans A .̂ est inversible, et comme
K^==A^., les images des Xyfs dans M .̂ forment une base de ce Ap.-module; donc
u^ : A^.->M^. est bijectif. Gomme dans (i), on en conclut que les supports de Ker(^)
et de Goker(^) sont contenus dans {m}, donc que ces modules sont de longueur finie.
Cela étant, il résulte de (ii) et (iii) que l'on a ^(M)=^(An)=7^.^(A)=7^.1ong(A/^A)
puisque t est régulier.

Enfin, il est clair que (v) se déduit aussitôt de (iv), puisque alors N((M)==O.
Ce lemme permet de généraliser (21.10.4) :
Proposition (21.10.13). — Supposons que f vérifie les conditions de ( 2 1 . 1 0 . 1 0 ) . Alors,

pour tout diviseur D sur X tel que Supp(D)cT et quef*(D) soit défini, on a

( 2 1 . 1 0 . 1 3 . 1 ) cyc(/'(D))=/'(cyc(D)).

Raisonnant comme dans (21.10.4), tout revient à voir (avec les mêmes notations)
que si x ' est dans le cas 4° de (21. lo. 10) et si Uy est la longueur de ^x,y/^x y? ^^ ̂
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longueur n^ de ^ . x ' I ^ ^ x ' . x ' est ^ë^ à ^^ ^x' étant le nombre rationnel défini
dans (21.10.10). Comme ^x^x'l^^x^x' est de longueur finie, il a même longueur que
son complété m^-préadique A'/ÇA', qu'on peut aussi écrire A'/^A'; d'ailleurs, comme Ç
est régulier par hypothèse dans 6^,3/3 u ^est aussl dans A' par platitude (Oj, 6.3.4),
et lorsque A' est considéré comme A-module, on peut aussi dire que t est A'-régulier.
Comme A est de dimension i et que A' est un A-module de type fini tel que A'®^K
soit un K-module libre de rang r^, on peut appliquer (21.10.13, (v)) à M=A' et à t ,
et la longueur de A'/^A' en tant que K-module est donc r^Uy. Gomme k{x') est un
fe(^)-espace vectoriel de rang q^, la longueur de A'/^A' en tant que A''-module est donc
r^nyjq^. == ̂ Uy, ce qui achève la démonstration.

(21.10.14) Soient maintenant X, X' deux préschémas localement noethériens,
f \ X'->X un morphisme ayant les deux propriétés suivantes :

a) f est fini;
b) l'image par / de tout point maximal de X' est un point maximal de X.
Pour tout xeY^\ les points x^f"1^) appartiennent alors tous à X'^, comme

il résulte de l'hypothèse b) et de l'inégalité (0, 16.3.9. i), la fibre/"^x) étant discrète.
Soit alors

Z'= 2^.{^
x'ex'W x k J

un cycle i-codimensionnel sur X'. Pour tout ^eX^, définissons un entier n^ par la
formule

^= 2 n ^ A k t x ' ) : kfx)]x x'ef-^x} x L ' / —

ce qui a un sens, les points de/"^) étant en nombre fini et fe(^') étant un corps de degré
fini sur k(x) (I, 6.4.4). En outre, l'ensemble des xeX^ tels que ^=ho est localement
fini dans X, car il est contenu dans l'image par / de l'ensemble des x'eX^ tels que
riy, 4= o, et la conclusion résulte de ce que le morphisme f est quasi-compact. On peut
donc définir un cycle i-codimensionnel sur X en posant

(21.10.14.1) f^Z')=^^.{x}

et on dit que /JZ') est Yimage directe de Z' par /. Il est clair que l'application
f^ : 31(X/) -> S^^-) ainsi définie est un homomorphisme de groupes ordonnés. En
outre, si U est un ouvert de X, /y î/'^U)-^ la restriction de/, il résulte aussitôt des
définitions que l'on a

(21.10.14.2) {fWU'^^f^V

donc, en désignant par ^ l'application continue sous-jacente au morphisme /, les appli-
cations IV-^U), 3£^} -> r(U, ^x) q^ l'on vient de définir définissent un homo-
morphisme de faisceaux de groupes commutatifs ordonnés sur X

,l, / ayi \ . ûyl
Y»^x^~>o^x•
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Proposition (21.10.15). — Soient X, X', X" trois préschémas localement noethériens,
f: X'->X, g : X'^X' deux morphismes vérifiant les conditions a) et b) de ( 2 1 . 1 0 . 1 4 ) . Alors
fog vérifie les mêmes conditions, et pour tout cycle i -codimensionnel TL" sur X", on a
(/^).(Z")=/,(^(Z")).

Gela résulte aussitôt des définitions.
Proposition (21.10.16). — Soient X, X', X^ trois préschémas localement noethériens,

f : X'-^X un morphisme vérifiant les conditions a) et b) de ( 2 1 . 1 0 . 1 4 ) , g : X^—^X un morphisme
plat. On pose X^==X' XxX^ (de sorte que X^ est localement noethérien) et on note f^ : X^->X^
et g^ : X^—^X' les projections canoniques. Alors, f^ vérifie les conditions a) et b) de ( 2 1 . 1 0 . 1 4 ) ,
et pour tout i-cycle codimensionnel Z' sur X', on a

( 2 1 . 1 0 . 1 6 . 1 ) ê{fW)={Â)M^f

II est clair que f^ est fini, et il vérifie la condition b) de (21.10.14) en vertu
de (2.3.7). Pour prouver (21.10.16.1), on est aussitôt ramené au cas où X, X' et X^
sont des spectres d'anneaux locaux noethériens de dimension i, A, A' et A^, A' étant
un A-module fini et A^ un A-module plat. Désignant par x, x ' et x^ les points fermés
de X, X' et X^ respectivement, il s'agit de voir que l'on a

( 2 1 . 1 0 . 1 6 . 2 ) SÀjfe(^) :^)]=UW :k(x)]
x!

où x[ parcourt l'ensemble des points fermés de X^ (i.e. l'ensemble des points à la fois
au-dessus de x ' et de x-^) et où \,=Ïong{(P^ x ' J ^ x ' ^ x ' x ' ) et ^x^^^ë^il^x^i)'
Comme on a

[k{x[) :fe(^)].[fe(^) : k{x)]=[k{x[) :^)].[^) :k{x)]
le premier membre de (21.10.16.2) s'écrit aussi

[k{x') : k{x)]
_ . ^ .. „ long^(A^m^) =long^(A^/Tn^)[/e î; . K^X)]

où on a posé A^=A'®^Ai. On a donc A^/în^A^=(A7Tn^)®A^i5 et comme A^ est
un A-module plat, on a par (4.7.1)

^gA^/îîV^) = l^gAÇA'/m^long^Ai/mAi)
=[^') :^)]-\

ce qui achève la démonstration.
Proposition (21.10.17). — Soient X, X' deux préschémas localement noethériens, f : X'-^X

un morphisme fini localement libre. Alors f vérifie la condition b) de ( 2 1 . 1 0 . 1 4 ) , et pour tout
diviseur D7 sur X', on a

( 2 1 . 1 0 . 1 7 . 1 ) /JcycÇD^cycC^D')).

Comme/est plat et fini, la condition b) de (21.10.14) et la relation /(X'^) cX^
résultent de (6. i . i). La définition (21.10.14. i) montre qu'on peut se ramener au cas
où X=Spec(A)=Spec(^x a;) P0111' un xe^^; alors X^SpecÇA'), où A' est une
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A-algèbre qui est un A-module libre de rang fini; en outre, on peut supposer que
D'=div(^), où t ' est un élément régulier de A'; on a alors ^(D /)=div(^), où ^==N^^(^)
est un élément régulier de A (21.5 .2) . On peut se borner au cas où t ' n'est pas inversible
dans A', ce qui équivaut au fait que t ne l'est pas dans A; l'anneau AftA est alors de
longueur finie et + o, et A' ftA' est composé direct d'anneaux locaux artiniens A[ ( i ̂  z^ r),
le corps résiduel de A^ étant fc(^), °ù ^ (i^z'^r) sont les points de X' au-dessus de x.
Si t[ (i<^r) est l'image de t ' dans A^, A / t ' A est composé direct des A^A^; comme
le produit long^,(A^A^). [k{x^) : kÇx)] est égal à long^(A^A^), on voit que la multi-
plicité au point x du premier membre de (21.10.17.1) est long^JA'/^A'), si bien que
la formule à démontrer se réduit à

(21.10.17.2) long^A'/rA^long^A/^A).

Cette relation découle du lemme plus général suivant :
Lemme (21 .10 .17 .3) . — Soient A un anneau local noethérien de dimension i, M un

A-module libre de rangfini., u un endomorphisme injectif de M. Alors on a

(21.10.17.4) long^(Coker z/)==long^(A/(det u)A).

Distinguons plusieurs cas.
I) A est un anneau de valuation discrète. Soit en effet TT une uniformisante de A, et

remarquons que long^A/T^A):^; si n est le rang de M et si n^ {i^i^n) sont les facteurs
invariants de u, Goker(^) est somme directe des A-modules A/T^'A, donc a pour longueur

n

w== S m^ et det(^) est produit d'un élément inversible et de ^3 d'où la conclusion dans
»==!

ce cas (Bourbaki, Alg^ chap. VII, § 4, n° 5, cor. i de la prop. 4).
II). A est un anneau complet intègre [de dimension i). On sait alors (0, 19.8.8, (ii))

qu'il y a un sous-anneau B de A, qui est un anneau de valuation discrète, tel que B—-A
soit un homomorphisme local faisant de A un B-module de type fini; comme ce B-module
est évidemment sans torsion, il est libre (Bourbaki, Alg. comm., chap. VI, § 3, n° 6, lemme i).
Notons M' l'ensemble M muni de sa structure de B-module (libre), par u' l'endomor-
phisme u considéré comme B-endomorphisme. Il résulte de I) que l'on a

(21.10.17.5) longB(Coker ^)==longB(B/(det ^)B).

Mais on a (Bourbaki, Alg., chap. VIII, § 12, n° 2, prop. 7)

det^^N^detz/),

donc, en appliquant (21.10.17.4) à l'homothétie x->{detu)x du B-module libre A,
il vient

longB(B/(det ^')B)=longB(A/(det u)A),

d'où, en portant dans (21.10.17.5) et divisant par [fe(A) : fc(B)], longueur du
B-module fe(A), on obtient (21.10.17.4) dans le cas envisagé.
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III) A est un anneau complet. Notons qu'on peut supposer en outre que m^Ass(A);
en effet, puisque det(^) est un élément régulier de A, si l'on avait îneAss(A), on en
déduirait det(^)^în, donc det(^) serait inversible, u un automorphisme de M, et la
formule (21.10.17.4) devient alors triviale, les deux membres étant nuls.

Dans ce qui suit, pour un endomorphisme v d'un module N sur un anneau R,
tel que Ker v et Coker v soient de longueur finie, on posera

5C(N,.)=longR(Ker(.))-long^(Coker(.)).

On notera que l'hypothèse sur u revient à dire que le complexe

K° :o ->N- !>N->o

a ses modules de cohomologie de longueur finie et que /(N, v) == /(H°(K0)) (Ojn, 11.10).
On en déduit que si N', N, N" sont trois R-modules, si l'on a un diagramme commutatif

o —> N' —» N -^ N" —> o

\v"

o —> N' —> N —> N" —> o
r s

dont les lignes sont exactes, et si deux des trois nombres ^(N, v), ^(N', v ' ) et /(N", v")
sont définis, alors il en est de même du troisième et on a

( 21 .10 .17 .6 ) x(N, v)=^\ ^+X(N", v'1}.

Cela résulte en effet aussitôt de la suite exacte de cohomologie.
Enfin, si N est un R-module de longueur finie, on a ^(N, ^)==o.
Avec ces notations, on a le lemme suivant :
Lemme ( 21 .10 .17 .7 ) . — Soient A un anneau local noethérien de dimension i dont l'idéal

maximal m est tel que m^Ass(A); soient p̂ . (ï^i^n) les idéaux premiers munmaux de A.
Soient M un A-module libre de type fini, u un endomorphisme de M tel que )c(M, u) soit défini;
pour chaque i, posons M^== M®^(A/p^.) et soit u^ r endomorphisme u®î^. de M,; alors
si )c(M^, ^) est défini pour chaque i, on a

n

(21. io. 17.8) ^(M, u) ==^Slong(A^) .^(M,, ̂ ).

Puisque m^Ass(A), on a une décomposition primaire réduite unique (o)== D c^.,
1 ̂  t ̂  n

où l'idéal q^ est p^-primaire pour 1^7^/2. Si l'on pose M^ ==M®^(A/qJ, on a donc
une suite exacte

o->M-^®M^ -^M" ->o

de A-modules, où M" est de longueur finie : en effet, en localisant la suite exacte précédente
en chacun des p,, on obtient M^.==o, car (c^.==o et (c^.)p.=Ap. pour j^i
(Bourbaki, Alg. comm., chap. IV, § 2, n° 4, prop. 6), donc (M^.=M^. et (M^.=o;
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le support de M" étant donc réduit à m, M" est de longueur finie (0, 16. i . 10). Si l'on
pose ^==^®IA/^? et sl u" est l'endomorphisme de M" déduit de @u\ par passage

n

aux quotients, on déduit de (21. lo. 17.6) que /(M, z^+^M", u")= S /(M,', ^'), et
puisque M" est de longueur finie, /(M", ^/ / /)==o. Pour prouver (21.10.17.8), on peut
donc se ramener au cas où n=i. On désignera alors par p l'unique idéal premier
minimal, qui est le nilradical de A; si Ao==A/p, M()=M®^AO, UQ==U®I^ , il s'agit
de prouver que si /(Mo, Uo) est défini, on a

(21.10.17.9) /(M,^)=longAp./(Mo,^o)-

Soit n,(o^j^r) la « puissance symbolique j-ème » de p, image réciproque dans A de
l'idéal (pAp^ de Ap(i^j^r) , avec rio==A et n,.==o; posons

M,=n,M/n,+iM (o^r—i),

et notons Vy l'endomorphisme de Mj déduit de u par restriction à n,M et passage aux
quotients. Nous allons d'abord montrer que chacun des nombres /(M,, Vy) est défini
et que l'on a
(21 .10 .17 .10 ) /(M, u) == S/(M,, y,).

La première assertion entraînera la seconde, en appliquant (21.10.17.6) à chacune
des suites exactes

o -> n,M/n,+iM -> M/n^M ->• M/n,M -> o.
Pour prouver la première assertion, on note que si m est le rang du A-module

libre M, M .̂ est isomorphe à (ny/ny+i)^, ou encore (puisque p annule chacun des quo-
tients n,/n,4.i), My est un A^-module isomorphe à Mo®^(n,/n,+i). Désignons par l^
le rang du AQ -module n,/n,+i; comme le corps des fractions Ko de AQ est le corps résiduel
de Ap, /, est aussi la longueur du Ay-module (pAp^/ÇpAp)^"*'1. Il y a un système de
générateurs du AQ -module My qui contient une base de My®^Ko; donc il y a un
AQ -homomorphisme

Wy : M^->Mj

dont le localisé en l'idéal (o) de AQ est un isomorphisme, de sorte que le support de Ker(w-)
et de Goker(^) est réduit à l'idéal maximal m/p de Ao; Ker(z^) et Coker(^) sont donc
des Ao-modules de longueur finie (0, 16.1.10). Comme par hypothèse ^(Mo, z/o) est
défini, il en est de même de /(Mo, ^)=/,/(Mo, Uo) et en vertu de (21.10.17.6) et du
fait que Ker(^) et Coker(^.) sont de longueur finie, on voit que /(My, Vj) est défini
et égal à ^/(MQ, Uo) ; la relation (21.10.17.10) donne alors

ÎC(M,^)=(Sy/(Mo,^),

et en vertu d'une remarque précédente, ïily n'est autre que la longueur de Ap, ce qui

achève de prouver le lemme (21.10.17.7).
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Pour appliquer ce lemme lorsque A est un anneau complet et m^Ass(A), on
observe que si u est injectif, il en est de même des ^ (avec les notations du lemme) :
en effet, det u est alors un élément régulier de A, donc n'appartient à aucun des p^.,
et son image det u^ dans A/p^ est par suite un élément 4=0 de cet anneau intègre, ce
qui prouve que ^ est injectif. Comme Coker(^.) est image de Coker(^), il est aussi de
longueur finie et )c(^»î M») est donc défini pour tout i, on a par suite la formule
(21.10.17.8). D'autre part, puisque det(z/) est un élément régulier de A, il n'est contenu
dans aucun des p^; l'idéal (det u)A est donc m-primaire et le quotient A/(det u)A de lon-
gueur finie. Appliquant le même raisonnement que ci-dessus à l'homothétie injective
t : Ç->(detz/)Ç de A et à ses images ^,=det^ dans les A/p,, il vient

x(A,^)==Slong(A,^x(A/p,,^).

Mais les anneaux A/p, sont intègres et complets, et en appliquant le résultat de II)
à chacun d'eux, on obtient encore la relation (21.10.17.4) pour M et u.

IV) Cas général. Posons A'=Â, M^M^A', u'==u®ï^.\ on a det(^)=det(zz),
et par platitude, Coker^^Goker^))^ et A'/(det ^)A'==(A/(det u)A)^; comme
la formule (21.10.17.4) est vraie pour A' et u' en vertu de III), elle est aussi vraie pour A
et u en vertu de (4.7.1).

Ceci termine donc la démonstration de (21.10.17).
Proposition (21 .10.18) . —Soient^, X' deux préschémas localement noethériens, f: X'-^X

un morphisme fini, transformant tout point maximal de X' en un point maximal de X, et vérifiant
pour tout A/eX' Vune des conditions (ii), (iii), (iv) de ( 2 1 . 1 0 . 1 0 ) . On suppose en outre qu'il
existe un entier n tel que, pour tout point maximal x de X, (f(^x'))x soî^ un Q^-module libre
de rang n. Alors, pour tout cycle î-codimensionnel Z sur X, on a

( 2 1 . 1 0 . 1 8 . 1 ) f^f\Z))=n.Z

(« formule de projection »).
En vertu des définitions, on est aussitôt ramené au cas où X est spectre d'un anneau

local noethérien A de dimension i, de point fermé x, et où Z == {^}; posons X'= Spec(A')
où A' est une A-algèbre finie, et, pour tout idéal premier minimal p, de A, A? est un
Ap.-module libre de rang n. Montrons qu'on peut se borner en outre au cas où A est
complet. Faisons en effet le changement de base h : Y->X, où Y=Spec(B), avec B=A,
et posons Y'==X' XxY=Spec(B<S^A') et g=f^ : Y'—^Y; le morphisme g est alors
fini, et comme h est plat, les points maximaux de Y sont au-dessus de ceux de X; au-dessus
de chacun des p^, il n'y a qu'un nombre fini d'idéaux minimaux p^. de B, et (B®^A')^..
est un Bp..-module libre de rang n. Enfin, si f vérifie l'une des conditions (ii), (iii) ou (iv)
de (21.10.10) en chacun des points x ' def^1^), g vérifie la condition correspondante
en l'unique pointa/ de .g"1^) au-dessus de x ' (en désignant parj/ le point fermé de Y) ;
c'est immédiat pour les conditions (ii) et (iv) ; pour la condition (iii), elle implique que A
est un anneau de valuation discrète, donc il en est de même de B, et la condition
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îîîy^Ass^Y^y') résulte, par platitude, de la condition m^Ass(^x',a/) ( 3 - 3 - i ) - Le mor-
phisme g vérifie donc les mêmes conditions quef; si l'on prouve la formule (21.10.18. i)
pour g et {j/}, la même formule sera valable pour f et [x}, en vertu de (21.10.16.1).

On peut donc supposer que A est complet; alors il en est de même de A' qui est donc
composé direct d'anneaux locaux complets; on peut par suite se borner au cas où A'
est un anneau local, et il reste à vérifier (21.10.18. i) dans chacun des cas (ii), (iii), (iv)
pour le point fermé x ' de X'. Dans le cas (ii), A' étant un A-module plat de type fini,
est un A-module libre (Om, 10.1.3), de rang n en vertu de l'hypothèse. Or, on a par
définition (21.10.1 et 21.10.3) f*^L}==-\,\x'\ où \, est la longueur du A'-module
A'/rn^A', puis ^(/^(Z))^}^^^) : k(x)]).{x}; mais \'[k{x') : k{x)] est la longueur
de A' Im^A'^A'^^kÇx) en tant que A-module, ou encore son rang en tant que kÇx)-
espace vectoriel, donc est égal à n.

Dans le cas (iii), A est un anneau de valuation discrète, donc régulier, et l'hypo-
thèse m^Ass(é^ ^) entraîne que A' est un anneau de Cohen-Macaulay (0, 16.4.6);
comme dim(A/)==dim(A)= i que A'/ntçA' est un anneau artinien, il résulte de (6.1.5)
que A' est un A-module plat et on est ramené au cas (ii).

Dans le cas (iv), si K est l'anneau total des fractions de A, K^A'O^K est par
hypothèse un K-module libre de rang n et par définition (21.10.10), on a
r(Z)==(^[fe(^):feW]).{7}. d'où ^(r(Z))=^.{4 C.Q.F.D.

On notera que la formule (21.10.18.1) est applicable en particulier lorsque le
morphisme / est fini et plat et tel que pour tout point maximal x de X, (/(^x'))a; solt

un (P^yrmcduïe libre de rang n.
Corollaire (21.10.19) . — Sous les hypothèses de ( 2 1 . 1 0 . 1 8 ) , soit D un diviseur sur X

tel que /"(D) soit défini (21.4.5) ; alors on a

( 2 1 . 1 0 . 1 9 . 1 ) ^(cyc(r(D)))=^.cyc(D).

Cela résulte de (21.10.18) et (21.10.13).

2i. il» Factorialité des anneaux locaux réguliers»

Théorème ( 21 .11 .1 ) (AusIander-Buchsbaum) — Un anneau local noethérien régulier
est factoriel.

La démonstration qui suit est due à I. Kaplansky.
Soit A un anneau local noethérien régulier de dimension n'y nous allons raisonner

par récurrence sur n. Pour n == o, A est un corps et pour n == i, un anneau de valuation
discrète, donc principal (et a fortiori factoriel). Supposons donc 72^2 et le théorème
démontré pour des anneaux réguliers de dimension <n. Posons X==Spec(A), désignons
par a le point fermé de X et posons U==X—{û}. En tout point j^eU, on a
dim(^x,y)<^—i? et puisque A est régulier, les anneaux (P^y le sont aussi (0, 17.3.2)5
donc l'hypothèse de récurrence entraîne qu'ils sont factoriels. De plus on a
prof(A)=dim(A)^2 puisque A est régulier, donc de Cohen-Macaulay (0, 17.1.3).
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Utilisant (21.6.14), on est ramené à prouver que Pic(U)==o. Considérons donc un
éu-Module inversible oSf, et prouvons qu'il est isomorphe à ^y. Il résulte de (I, 9.4.5)
qu'il existe un (P^Mod\ûe cohérent y tel que ^|U=^f. Comme A est régulier, donc
de dimension cohomologique finie (0, 17.3. i), il existe une résolution gauche finie de ^ :

o<- y^- ^l<-^2^- _^ fi^^-o

(0, 17.2.8 et 0, 17.2.2, (iii)). Par restriction à U, on a donc une résolution finie

(21.11.1.1) o^ ^<-(P^->^^- . . .<-^^-o.

Le théorème résultera alors des considérations générales suivantes. Sur un espace
annelé X, soit ê un Oy Module localement libre de rang fini; on désignera par A^c?
le (P^-Module inversible qui, au voisinage de chaque point de X, est égal à A^, en dési-
gnant par p le rang de ê dans ce voisinage (qui peut varier avec la composante connexe
de X). Avec cette notation, on a le

Lemme (21. n. i . 2). — Soient X un espace annelé en anneaux locaux^ et

o <- <?o Ï- É?i <- . .. <- ̂  <- o

une suite exacte de OyModules localement libres de rang fini; alors le Qy Module inversible
^^JA^^)®^1)' est isomorphe à (9^.

Montrons comment ce lemme permettra de conclure la preuve de (21.11.1) .
Il suffit de noter pour cela que, pour tout entier TZ, N"^{6^=^(9^ est isomorphe à fi^j,
ainsi que (B^^\ Comme d'autre part A" .̂̂ ^ pour tout (Py-ModMÏe inversible J§f,
le lemme (21 .11 .1 .2 ) , appliqué à la suite exacte (21.11.1.1) montre que ,Sf est iso-
morphe à (Py.

Reste à prouver (21.11. i . 2) ; on procède par récurrence sur h, le lemme étant trivial
pour Â = = I . Pour A>i , c/T==Ker(^) est un (PyModule localement libre de rang fini
(Oi? 5 - 5 - 5 ) ? et on a les deux suites exactes

o^- SQ^- <^i<-^r<-o
o<-^r<-<?2<- . . .< - .<^^ -o

En vertu de l'hypothèse de récurrence, (A" .̂̂ )^ ® (A™^,)^-1^"1) est isomorphe
2^ ( ̂  h

à ^x; u suffira donc de définir un isomorphisme canonique (A .̂/r̂ A111113 )̂ ̂ î A"1^^
pour achever la démonstration. Or, il existe un recouvrement ouvert (UJ de X tel
que dans tout U^, <?i|U^ soit somme directe de ^[U^ et d'un ^j -Module localement
libre ̂  (Oi, 5.5.5), d'où un isomorphisme canonique ^ :^a^ ^olUx- Comme on a
un isomorphisme canonique

r, : (A-3^ | UJ ® (A—.O ̂  (A—^) | U,

on en déduit au moyen de v^ un isomorphisme

^ : (A^J-IUJ^A^IUJ ̂  A^IU,
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et il s'agit de montrer que u^ et u^ coïncident dans U^nU^ pour deux indices quel-
conques a, p. Or, si ^ et v^ sont les restrictions à U^nUp de ^ et yp respectivement,
on a v'^v^w^ où w^ :̂ | (U^n Up) ^^p| (U<,n Up) est la « projection parallèle
à N » telle que pour toute section ^r(U<,nUp,^J, ̂ (^=^4-^ avec ^r(U^nUp, ^T) $
l'identité de u^ et de z/p résulte aussitôt de ce fait et de la définition de l'isomorphisme
canonique r^ (Bourbaki, Alg., chap. III, 3e éd.).

21.12. Le théorème de pureté de Van der Waerden pour Pensemble de rami-
fication d'un morphisme birationnel.

(21.12.1) Soient X et U deux préschémas, /: U->X un morphisme quasi-
compact et quasi-séparé, de sorte que/^u) est une 0^-Algèbre quasi-cohérente (1.7.4).
On appelle enveloppe affine du X-préschéma U le X-préschéma affine sur X

U°=Aff(U/X)=Spec(^(^))=Spec(^(U)) (II, i . i . i).

Si f° : U°-^X est le morphisme structural, on a donc par définition

^(U°) =fM =/^u) == ̂ (U),

et à l'isomorphisme identique de f^) il correspond par (II, 1.2.7) un X-morphisme
canonique

(21 .12 .1 .1 ) i^:V->V0.

Pour que z\j soit un isomorphisme, il faut et il suffit évidemment que le morphisme
f: V->X. soit affine.

Pour tout X-préschéma V affine sur X, l'application u->uoiy est une bijection

Homx(U°, V) ̂  Homx(U, V)

fonctorielle en V : cela résulte de l'existence des bijections canoniques

Homx(U, V) ̂  Hom^(V), ^(U))

et Homx(U°, V) ̂  Hom^(^(V), ^(U°)) (II, 1.2.7).
On peut donc dire que U° représente le foncteur covariant V->Homx(U, V) dans

la catégorie des X-préschémas affines sur X (Oni, 8.1.11). On en déduit (Om, 8.1.7)
que pour X fixé, U->Aff(U/X) est un foncteur covariant de la catégorie des
X-préschémas quasi-compacts et quasi-séparés sur X, dans la catégorie des X-préschémas
affines sur X; de façon plus précise, si Ui, Ug sont deux X-préschémas quasi-compacts
et quasi-séparés sur X, à tout X-morphisme g : Ui-^Ug correspond l'unique X-morphisme
g° : U?-^U^ rendant commutatif le diagramme

u, -^ u,
'̂Ui »Ua

u? —> u^
1 9° 2
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Plus généralement, considérons un diagramme commutatif

U —> V

4 l''T V

X —> X'
U

où les morphismes f, f sont quasi-compacts et quasi-séparés et le morphisme u affine.
Si l'on pose h=^uof, on a A ((Py)==u ÇfÇ(P^))==u (/°(^uo)) et uof° est un morphisme affine ;
on a par suite U°==Aff(V IX.') (relativement au morphisme À), d'où un unique
X'-morphisme y° : U0-^!^0 rendant commutatif le diagramme

U ^-> U'

»u tu'

u0 —> u'0
v°

Proposition (21 .12 .2) . — Soient f: U—^X ^ morphisme quasi-compact et quasi-séparé,
h : X'-^X ^ morphisme plat; on pose U^UXxX', f'==f^ .* U'->X\ ^4/orj o% a ^
X'-isomorphisme canonique

(21.12.2.1) Afi^U'/X') ^Aff(U/X)XxX'.

En effet, on a AffÇU'/X^SpecCf;^)), et Aff^/^XxX^Spec^^^u)))
(II, 1 . 5 . 1 ) ; Pisomorphisme de Pénoncé provient de Pisomorphisme canonique
h\fW)^f:W (2 .3 .1) .

Corollaire (21.12.3) . — Pour tout morphisme quasi-compact et quasi-séparé f: U—^X et
tout ^eX, on a, à un isomorphisme canonique près

UOXxSpec(^,J=(UXxSpec(^,J)o.

II résulte aussi de (21.12.2) que Pon a, à un isomorphisme canonique près, pour tout
ouvert V de X

(21.12.4) (/^(V))0^/0)-1^).

(21.12.5) Nous allons considérer en particulier le cas où /: U-^-X est une immer-
sion ouverte, U s'identifiant donc à un préschéma induit sur un ouvert de X. Comme le
morphisme y^U)—^ est l'identité, il résulte de (21.12.4) que le morphisme
(y^^CU) ->U restriction def° est un isomorphisme, ijj : U->U° étant donc une immersion
ouverte permettant d'identifier U à un préschéma induit sur un ouvert de U°.

Plus généralement, pour un ouvert V de X, la restriction C/0)''"1^)-^ de f°
est un isomorphisme de (/^"'^V) sur le préschéma induit sur l'ouvert VnU si et seule-
ment si l'immersion ouverte UnV-^V est un morphisme affine. Il est clair (II, 1.2.1)
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que la réunion de ces ouverts V est le plus grand d'entre eux, U\, qui contient U; en vertu
de ce qui précède, U\ est aussi le plus grand ouvert ne rencontrant pas l'ensemble

Daf(U/X)=/°(U°)—U

(« défaut d'affinité » de l'ouvert U relativement à X, qui est vide si et seulement
si U est affine sur X); autrement dit, l'ensemble fermé Z=X—U\ est Y adhérence de
l'ensemble Daf(U/X).

On notera que pour tout morphisme plat h : X'->X, si l'on pose U^A^U),
on a

(21.12.5.1) Da^U'/XO-A-^DafOJ/X))

comme il résulte aussitôt de (21 .12 .2 .1 ) et de (1,3.4.8). En particulier, pour tout
ouvert V de X, on a

(21 .12 .5 .2 ) Daf((UnV)/V)=Daf(U/X)nV

et pour tout ^eX,

(21.12.5.3) Daf((UnSpec(^,J)/Spec(^,J)-Daf(U/X)nSpec(^J.

Nous allons, lorsque X est localement noethérien, donner des précisions sur la
nature de l'ensemble Daf(U/X), qui montreront par exemple que lorsque U est partout
dense dans X, Daf(U/X) n'est pas un ensemble fermé rare quelconque :

Théorème (21.12.6). — Soient X un préschéma localement noethérien, U un ouvert non
vide de X, f: U->X l'injection canonique. Alors :

(i) L'adhérence Z = = X — U ^ de Daf(U/X) est de codimension ^2 dans X.
(ii) Si T = X — U D Z est de codimension ^2, le morphisme f° : U°->X est surjectif.
(i) Montrons d'abord que pour tout point ^eDaf(U/X) on a nécessairement

dim^x x ) ^ 1 ' ^n effet, x ne peut évidemment être point maximal de X, étant contenu
dans U — U ; il s'agit donc de voir que l'on ne peut avoir dim(^x a;)== I • Or, cette relation
entraînerait, par (21.12.5.3), ^eDafÇU^/Spec^x^))? où U^UnSpec^x.J-
Mais les seuls ouverts de Spec(^x a;) sont Spec(/?x x ) lui-même et les parties de l'ensemble
(fini) des points maximaux de Spec(^x,a;)- O^ l'ensemble ouvert réduit à un point
maximal de Spec(^x a;) es^ affine, par définition des préschémas; on en conclut que tous
les ensembles ouverts dans Spec(^x.a;) sont affi^s, donc DafÇU^/Spec^x.ï))^^
contrairement à l'hypothèse faite.

Pour prouver (i) il faut montrer davantage, savoir que si ^eX est tel que
dim{ffl^^)== i, il existe un voisinage ouvert W de x dans X tel que W ne rencontre
pas Daf(U/X), c'est-à-dire tel que l'injection canonique f^ : UnW->W soit affine.
Mais, avec les mêmes notations que ci-dessus, on vient de voir que l'injection canonique

y(a?) ^ ^j(x) _^ Spec^x x ) est ^fme. On peut évidemment se borner au cas où X est
noethérien; comme le morphisme / est de présentation finie, la conclusion résulte de
(8.10.5, (viii)) appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a}).
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(ii) II s'agit de prouver que pour tout point xeT, on a xef°(U°); nous allons
montrer d'abord qu'on peut se réduire au cas où X==Spec(A), où A est un anneau
local noethérien complet, et x le point fermé de X. Pour cela, il suffit de faire le changement
de base h : X /==Spec(A)—X, où A==ê^; si l'on pose U^Â-^U), f'=f^ est
l'injection canonique U'-^X', et puisque le morphisme h est plat, il résulte de (21 .12 .2 )
que si l'on prouve que x appartient à^^U'0), on en déduira que ^e/°(U°). En vertu
de (6.1.1), on a bien opéré la réduction cherchée.

Soit alors X^ un sous-préschéma fermé réduit de X ayant pour espace sous-jacent
une composante irréductible de X, de dimension maximale, parmi celles qui contiennent
une composante irréductible de T, et posons U^ == U n X^, T^ = T n X^ = X^ — Ui ; on a
donc codim(Ti3 Xi)^2 (0, 14 .2 .1 )3 et le couple (U\, X^) vérifie donc les mêmes
hypothèses que le couple (U, X) (X^ étant spectre d'un anneau quotient de A, donc local
noethérien et complet). On a par ailleurs un diagramme commutatif

Ui -^ U

"1 !'4> ^

Xi —> X

où i etj sont les injections canoniques, i étant donc un morphisme affine; on en déduit
(21.12.1) l'existence d'un morphisme j° : U^->U° rendant commutatif le diagramme

U? -^ U°

Xi —> X

et par suite, pour prouver que xef°(V°), il suffit de prouver que ^e/i°(U^). On peut
donc remplacer X par X^, et on peut par suite supposer que l'anneau A est en outre
intègre. Mais A est quotient d'un anneau noethérien régulier en vertu du théorème de
Cohen (0, 19.8.83 (i)) et puisqu'il est intègre, on peut appliquer (5.11.1) avec la
famille (^J réduite au seul point maximal de X; comme codim(T, X)^2 par hypothèse,
on voit que/(fly est un (P^'M.oà.vàe cohérent, donc le morphisme f° : U°->X est fini;
comme ce morphisme est dominant (U étant partout dense), il est surjectif (II, 6. i . 10),
et par suite ^eJ°(U0). C.Q.F.D.

Corollaire (21.12. 7). — Soient X un préschéma localement noethérien, U un sous-préschéma
induit sur un ouvert de X, j : U—^X F immersion canonique ; supposons que j soit un morphisme
affine. Alors toute composante irréductible de T=X—U est de codimension ^i (et par suite
de codimension i si U est partout dense).

Supposons en effet qu'une des composantes irréductibles T^ de T soit de codimen-
sion ^ 2 dans X. Remplaçant au besoin X par un voisinage ouvert du point générique
de TI, on peut supposer T irréductible et de codimension ^2. Mais alors l'hypothèse
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que j : U->X est affine implique que U° s'identifie à U etj° à j, autrement dit que
JO(UO)==U; or, cela contredit la conclusion de (21.12.6) qui, sous l'hypothèse de dimen-
sion faite implique que j° doit être surjectif.

(21.12.8) Soient A un anneau local noethérien Y=Spec(A), y l'unique point
fermé de Y, Y'==Y—{j/}. Considérons la condition suivante :

(W) Pour tout ouvert U de Y contenu dans Y', ne contenant aucune composante irréductible
de V et tel que l'immersion canonique U->Y' soit affine, U est lui-même un ouvert affine.

Cette condition est entraînée par la suivante :
(W) Pour toute partie fermée T de Y dont toute composante irréductible est de codimension i

dans Y, et tel que pour toute composante irréductible Y, de Y, on ait Y^.nT=t={j/}, l9 ouvert
U==Y—T est affine.

En effet, si (W) est vérifiée et si l'ouvert U de Y vérifie l'hypothèse de (W), il
résulte de (21.12.7) qu'aucune composante irréductible de T=Y—U ne peut être
de codimension ^ 2 ; comme par ailleurs U ne contient aucune des composantes irréduc-
tibles Y,—{j^} de Y', la condition (W) montre que U est affine.

On notera que la condition (W) se simplifie lorsque Y est irréductible et est alors
équivalente à la suivante :

(W") Pour toute partie fermée irréductible T de Y, de codimension i dans Y, Y—T est
un ouvert affine.

En effet, il est clair que (W) entraîne (W") lorsque Y est irréductible, et la réci-
proque est vraie en considérant les composantes irréductibles de T et en notant que
l'intersection d'un nombre fini d'ouverts affines est un ouvert affine (I, 5.5.6).

Exemples (21.12.9). — Si A est un anneau local noethérien factoriel, il vérifie (W)
(et a fortiori (W)), puisque tout idéal premier de hauteur i est principal (I, 1.3.6). Mais il y
a des anneaux locaux noethériens non factoriels vérifiant (W), par exemple ceux de dimen-
sion ^ i : en effet, on a remarqué dans la démonstration de (21.12.6, (i)) que tous
les ouverts de Y sont alors affines. On peut d'autre part prouver en utilisant la théorie
de la dualité locale (chap. III, 3e partie) que tout anneau local noethérien de dimension 2
vérifie (W).

L'intérêt de la condition (W) réside dans le résultat suivant :
Proposition (21.12.10). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens; g : X->Y

un morphisme,y un point fermé de Y, Y '=Y— [ jy }y yLt==g~l(Y/), supposons que le morphisme
g' : X'->Y' restriction de g soit une immersion ouverte^ et que Panneau local ^y,y vérifie la
condition (W) ( 2 1 . 1 2 . 8 ) . Alors, pour toute composante irréductible Z de X^^^"^), ou bien Z
est de codimension ^ i dans X, ou bien son point générique est isolé dans Z. Si Z est localement
de type fini sur k{y)y la seconde alternative implique que Z est réduit à un seul point.

La dernière assertion de l'énoncé résulte de ce que Z est alors un préschéma de
Jacobson (10.4.7), et comme l'ensemble des points fermés de Z est alors dense dans Z,
le point générique de Z ne peut être isolé dans Z que si Z est réduit à un seul point.

Supposons qu'il existe dans Xy une composante irréductible Z dont le point géné-
rique ^ n'est pas isolé dans Z, et telle que codim(Z, X)^2. La question étant locale
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sur X et Y puisque ^ est non isolé dans Z, on peut, en remplaçant X par un voisinage
ouvert de ^ dans X, supposer X et Y affines, Xy=Z irréductible, non réduit à un point et
telle que codim(Xy, X)^2. L'image ^(X—Xy)=U est un ouvert de Y' isomorphe
à X—Xy par hypothèse; montrons qu'en remplaçant au besoin X par un voisinage
ouvert de ^ dans X, on peut supposer que U ne contient aucune des composantes irréduc-
tibles de Y' dont l'adhérence contient^. En effet, on peut tout d'abord supposer que tous les
points maximaux de X sont des générisations de ̂  l'ensemble de ces points étant fini; donc
l'ensemble des points maximaux de U est l'ensemble des images^, par g des points maxi-
maux ̂  de X (aucun point maximal de X ne pouvant par hypothèse être contenu dans X^,
puisque dim(^x,J^2). Posons X,={^,}. Par hypothèse, on a -^eX, et puisque ^
n'est pas isolé dans Xy, il existe dans Xy un point x^=^ Comme X^+Z, il existe dans X,
un point t, tel que si l'on pose T, = {^,}, on ait dim(6^.^) == i (10.5.9); cela entraîne par
hypothèse ^Z, donc ^ n'est pas une générisation de ̂ . Remplaçant X par X'=X—UT,,
on voit que l'image par g de X'—Xy ne contient pas les images g{t,), donc ne contient
aucune des composantes irréductibles de Y' dont l'adhérence contient^. Cela étant, comme
X et Y sont affines, le morphisme g : X->Y est affine, donc il en est de même de la restric-
tion g ' : X'-^Y'; puisque g ' est une immersion ouverte, l'immersion canonique U—^Y'
est affine. Posons Yi=Spec(^), Y^Y^—^^Y'nYï, Ui=UnYi. Ce qui précède
prouve que l'immersion canonique U^-^Y^ est affine, donc U^ est un ouvert affine
dans YI en vertu de (W), en d'autres termes l'immersion canonique Ui-^Yi est affine.
Mais puisque cette immersion est de présentation finie (1.6.2), il résulte de (8.10.5,
(viii)) appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a}) qu'en restreignant au besoin Y à un
voisinage ouvert affine dej^, on peut supposer que l'immersion U—^Y est affine. On en
conclurait que l'ouvert X—Xy de X, isomorphe à U, serait affine, ce qui contredirait
(21.12.7); la proposition est ainsi démontrée.

Corollaire (21.12.11) . — Soient^, Y deux préschémas localement noethériens, X étant
supposé irréductible ; soit g : X->Y un morphisme localement de type fini, et soit V le plus grand
ouvert de X tel que la restriction g\\ : V-^Y soit un isomorphisme local. Supposons que pour
tout point jyeY, l'anneau local O^^y vérifie la condition (W) (21 .12 .8 ) . Alors toute composante
irréductible de T=X—V est, ou bien de codimension ^ i, ou bien telle que son point générique ^
soit isolé dans g~l{g{^))•

Posons g(^) ==j. La question ne dépendant que de la fibre .g"^) et de l'anneau 6^ ^
on peut par changement de base, se borner au cas où Y=Spec(C?Y,J et où X est affine
((I, 3.6.5) et (I, 4.5.5)); remplaçant éventuellement X par un voisinage ouvert de ^
dans X, on peut supposer que T est irréductible ; en outre on peut se borner au cas où V
est non vide. Le morphisme g peut donc être supposé séparé etjy fermé dans Y; puisque
la restriction g\V : V->Y est un isomorphisme local et que l'ouvert non vide V de X
est irréductible, il résulte de (I, 8.2.8) que <g'|V : V->Y est une immersion ouverte. La
restriction ^| (VnXy) : VnXy->{^}=Spec(le(j)) est donc aussi une immersion
-ouverte, ce qui montre que VnXy est, soit vide, soit réduit à un point x rationnel
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sur k[y), donc fermé dans Xy (I, 6.4.2). Remplaçant encore éventuellement X par un
voisinage ouvert plus petit de ^ dans X, on peut donc se borner au cas où VnXy==0,
autrement dit TDXy; comme d'autre part ^eXy est le point générique de T, on a
g{T)c[jy}=={y}, autrement dit T=Xy. On est alors exactement dans les conditions
d'application de (21.12.10), d'où la conclusion.

Théorème (21.12.12) (van der Waerden). — Soient X, Y deux préschémas localement
noethériens intègres, g : X->Y un morphisme birationnel et localement de type fini. On suppose
en outre que Y est normal et que pour tout jeY, Vanneau (Py^y vérifie la condition (W) de ( 2 1 . 1 2 ,8)
(conditions remplies en particulier lorsque Y est localement factoriel ( 2 1 . 1 2 . 9 ) ) . Si V
est le plus grand ouvert de X tel que la restriction g\V : V->Y soit un isomorphisme local, toutes
les composantes irréductibles de T=X—V sont de codimension i dans X.

On notera que puisque g est birationnel, l'ensemble ouvert V n'est pas vide; il
suffit donc de prouver qu'un point maximal ^ de T ne peut être isolé dans X^, où y ==<?(^).
Mais, quitte à se restreindre à un voisinage ouvert de ^, on peut se borner au cas
où T==Xy; alors toutes les fibres g"1^1) (j^Y) seraient vides ou réduites à un point
et il résulterait du « Main theorem » (8.12.10) que g serait un isomorphisme local,
contrairement à l'hypothèse -^eT.

Corollaire (21.12.13). — Supposons vérifiées les hypothèses de ( 2 1 . 1 2 . 1 2 ) et en outre,
supposons que g soit quasi-fini en chacun des points de X^ (on rappelle que ce sont les points
où dim(fix x)== I) '•> alors g es^ ̂  isomorphisme local, et si de plus g est séparé, g est une immersion
ouverte.

Il suffit de prouver la première assertion, la seconde étant une conséquence de la
première et de (1,8.2.8). Tout revient à prouver, avec les notations de (21 .12 .12) ,
que T==0; dans le cas contraire, un point générique ^ d'une composante irréductible
de T appartiendrait à X^ en vertu de (21.12.12) , et par hypothèse il serait isolé dans Xy
avec jy==g{e)^ mais on a vu dans la démonstration de (21.12.12) que cela n'est pas
possible.

Remarques (21.12.14). — (i) La conclusion de (21 .12 .12) s'applique lorsque Y
est régulier et intègre et X intègre, car en vertu du théorème d'AusIander-Buchsbaum
(21.11.1), Y est alors localement factoriel. Par contre, on connaît des exemples où X
et Y sont des schémas algébriques normaux de dimension 3, sur un corps algébriquement
clos de caractéristique quelconque, et où la conclusion de (21.12.12) n'est plus valable.

(ii) L'ensemble T de (21.12.12) est aussi l'ensemble des points où g est ramifié.
En effet, si g est non ramifié en un point A:eX, il est aussi non ramifié dans un voisinage
ouvert affine U de x (17.3.7), donc g\V est un morphisme séparé, quasi-fini et bira-
tionnel (17.4.3). Puisque Y est normal, on conclut du « Main theorem » (III, 4.4.9)
que g est un isomorphisme local au point x, donc A:GX—T. Réciproquement, g est évidem-
ment non ramifié en tout point où il est un isomorphisme local. Ceci justifie le titre donné
à cette section.

(iii) Sans supposer que Y soit localement factoriel, mais en supposant par contre
que X est intersection complète relativement à Y (chap. V), nous verrons au chap. V
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qu'on a un résultat plus précis que (21.12.12), en exprimant T comme cycle
i-codimensionnel d'une section d'un û^-Module inversible, canoniquement associée à g.
Ceci s'appliquera notamment quand X et Y sont tous deux réguliers, ou lorsque g est un
S-morphisme, X et Y étant des préschémas lisses sur S.

(iv) On peut se demander si (21.12.10) admet une réciproque; autrement dit,
pour un anneau local noethérien donné A, si l'on pose Y==Spec(A), y désignant le
point fermé de Y, et si, pour tout préschéma localement noethérien X et tout morphisme
g : X-^Y tel que g ' : X'—^Y' soit une immersion ouverte, toute composante irréduc-
tible de Xy est de codimension ^ i dans X ou est réduite à un point, alors est-il vrai
que A vérifie la condition (W) de (21.12.8)?

(v) Soient Y un préschéma intègre régulier, X un préschéma localement noethérien
normal, g : X—^Y un morphisme localement de type fini; supposons en outre que, si 73
est le point générique de Y, la fibre X soit étale sur k(r\), et soit T' le complémentaire
du plus grand ouvert V de X tel que g\V : V'—^Y soit étale; est-il vrai alors que toutes
les composantes irréductibles de T' soient de codimension i ? Il en est bien ainsi lorsqu'on
suppose en outre que g est localement quasi-fini (« théorème de pureté » de Zariski-Nagata).
On peut montrer que la conjecture précédente serait conséquence de la suivante (et lui
serait même équivalente si la conjecture de (iv) était vérifiée) : pour un anneau local
régulier A contenu dans un anneau local intègre et intégralement clos B, tel que B soit
un A-module fini, l'ouvert U des points de Spec(B) en lesquels Spec(B) est non ramifié
sur Spec(A) (ou, ce qui revient au même par (18.10.1), étale sur Spec(A)) est affine.

Proposition (21. i2.15). — Soient S un préschéma, g : X->S un morphisme plat et locale-
ment de présentation finie, dont les fibres ^.g==g~l(s) sont géométriquement irréductibles (4.5.2),
h : Y->S un morphisme lisse; on note Y^A"1^) les fibres de ce morphisme. Soit f : X->Y
un S-morphisme propre tel que, pour tout point maximal Y] de S, le morphisme f^ : X^-^Y^ soit
un isomorphisme. Alors f est un isomorphisme.

Puisque h est plat, tout point maximal de Y est au-dessus d'un point maximal
de S (2.3.4), donc la réunion des Y^, lorsque T] parcourt l'ensemble des points maximaux
de S, est dense dans Y; comme lesjG sont des isomorphismes, f est dominant et par
suite surjectif puisqu'il est propre. Il suffit donc de montrer que y est une immersion ouverte.
Compte tenu de (17.9.5)5 il suffit de prouver que pour tout seS.fg : Xg->Yg est une
immersion ouverte. Comme tout se S est générisation d'un point maximal T], on peut
déjà, en faisant le changement de base Spec(^g» ,)->S, où S' est le sous-préschéma
réduit de S ayant {•/]} comme espace sous-jacent, se ramener au cas où S est un schéma
local et intègre de point fermé s : les fibres aux points T] et s ne sont en effet pas changées
et les propriétés des morphismes g, h etfse conservent par changement de base. En outre,
la question est locale sur Y; remplaçant Y par un voisinage ouvert affine U dans Y d'un
point de Yg, et X par/"~l(U)3 qui est quasi-compact puisque/est propre, on voit qu'on
peut supposer en outre que X et Y sont de présentation finie sur S. Il existe alors un sous-
anneau local noethérien AQ de A = = = f f g y tel que A^-^A soit un homomorphisme local,
deux morphismes de type fini gQ : Xo->So=Spec(Ao), h^ : YQ->SQ et un So-morphisme
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fo : Xo->Yo tels que g, h et/se déduisent de go, ho,fo par le changement de base S—^SQ
((8.9.1) et (5.13.3)); on peut en outre supposer go plat (11.2.7), ho lisse (17.7.9)
etfo propre (8.10.5, (xii)). D'autre part, la projection sur So du point générique T] de S
est le point générique T^ de So et il résulte de (2.7.1, (viii)) que le morphisme
(/o)^, î (Xo)^ -> (Yo)^ est un isomorphisme ; enfin le point fermé s de S est au-dessus
du point fermé SQ de So, donc la fibre (Xo)g^ de go est géométriquement irréductible (4.5.6).
On voit donc qu'on peut se borner au cas où S est le spectre d'un anneau local intègre
noethérien, de point fermé s, affaiblir l'hypothèse sur les fibres en supposant seulement
que Xg et X^ sont géométriquement irréductibles, et prouver que sous ces hypothèses fy
est une immersion ouverte. Il y a alors un anneau de valuation discrète A' et un morphisme
S'= Spec(A') —^S qui transforme le point fermé a de S' en s et le point générique b de S'
en 7] (11,7.1.9); soient ^îX'-^S', h' : Y'-^S', /' : X'->Y' les morphismes déduits
de g, A, f par le changement de base S'->S, qui vérifient de nouveau les hypothèses
vérifiées par g, A, et/dans l'énoncé (21.12.15); si l'on prouve que /,' :X^-^Y^ est
une immersion ouverte, il résultera de (2.7.1, (x)) qu'il en sera de même de fg : Xg-^Yg.
On peut donc finalement se borner au cas où S est le spectre d^un anneau de valuation discrète.
Alors, puisque h : Y-^S est lisse, Y est régulier (17.5.8), et puisque la question est locale
sur Y, on peut se borner au cas où Y est intègre. Gomme g : X—^S est plat, les points
maximaux de X sont contenus dans X^ (2.3.4) et puisque /, est un isomorphisme, X est
irréductible et l'anneau local en son point générique est un corps; de plus, par platitude
(3.3.2), on voit que X n'a pas de cycles premiers immergés, donc X est réduit (3.2.1)
et par suite intègre et f est un morphisme birationnel et séparé. Pour prouver que/est une
immersion ouverte, on peut donc appliquer le critère (21.12.13); pour voir que/est
quasi-fini aux points de X^, on remarque que l'assertion est évidente en ceux de ces
points qui appartiennent à X^; le seul point de X^ appartenant à Xg est le point
générique x de Xg, en vertu de (6.1.1). Or, il résulte de (2.4.6) et de (14.2.2) que les
morphismes g et h sont équidimensionnels', comme X^ et Y^ sont isomorphes, les compo-
santes irréductibles de Xg et de Yg ont toutes même dimension. Mais par hypothèse Xg
est irréductible et on a vu que/est surjectif, donc il en est de même de fy : Xg-^Yg,
ce qui entraîne que Yg est aussi irréductible; si y est le point générique de Yg, on a donc
fÇx)=jy, et la relation dim(Xg)=dim(Yg) entraîne alors, en vertu de (5.6.6), que
àim(fy~l(Jy))=o, autrement dit/g (et par suite aussi/) est bien quasi-fini au point x,
ce qui achève la démonstration.

Corollaire (21.12.16). — Soient g : X->-S un morphisme propre, plat et de présentation
finie, h : Y->S un morphisme lisse, propre et de présentation finie, f: X->Y un S-morphisme.
On suppose que les fibres X^^^"1^) de g sont géométriquement irréductibles. Soit U /'ensemble
des seS tels que fy : Xg->Yg soit un isomorphisme. Alors U est ouvert et fermé dans S, et le
morphisme ^"^(V) ->Â"~1(U), restriction de f, est un isomorphisme.

La dernière assertion résultera de la première et de (17.9.5). On sait déjà (9.6.1,
(xi)) que U est localement constructible dans S. En vertu de ( i . 10. i), il suffit de prouver
que U est stable par spécialisation et par générisation. Pour démontrer ces assertions on
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peut, par un changement de base Spec(^g^) ->S, se ramener au cas où S est un schéma
local de point fermé s et de point générique T], et il faut montrer que, pour que fg soit
un isomorphisme, il faut et il suffit que^ le soit. Or, la suffisance de cette condition
résulte de (21.12.15). Pour montrer qu'elle est nécessaire, on raisonne comme dans
la démonstration de (21.12.15) (en remarquant, avec les mêmes notations, que la
projection du point fermé de S est le point fermé de So) pour se ramener au cas où en
outre S est noethérien', mais alors la conclusion résulte de (III, 4.6.7, (ii)).

Remarques (21.12.17). — (i) La conclusion de la proposition (21.12.15) n'est plus valable si on élimine
l'hypothèse que les fibres Xg sont irréductibles. Prenons en effet S=Spec(A), où A est un anneau de valuation
discrète, Y==P^, qui est propre et lisse sur S (17.3.9). Notons encore s et Y) le point fermé et le point générique
de S; soit z un point fermé de Yg, par exemple un point rationnel sur k == kÇs), et soit X le Y-préschéma obtenu en
faisant éclater le point z. Comme l'anneau de polynômes A[T] est régulier (0, 17.3.7) et de dimension 2, on voit
comme dans la démonstration de (15.1.1.6) que, si / : X—»-Y est le morphisme structural, y""1^) est isomorphe
à P1, et d'autre part, le complémentaire def~1^) dans Xg est isomorphe à Yg—{z} , donc Z^ =f~l(^) et Zg,
adhérence dans Xg du complémentaire de Z^, sont les deux composantes irréductibles de Xg. Par ailleurs, f est
évidemment propre et g ==hof est plat, car X est intègre (II, 8.1.4) et pour tout ouvert affine U de X, l'homo-
morphisme A—>-r(U, 0^) est injectif (I, 1.2.7), donc r(U, ^x) est un A-module sans torsion, et par suite plat
puisque A est un anneau de valuation discrète (0^, 6.3.4). Il est clair que f^ : X^—^Y^ est un isomorphisme, bien
que fg '. XS—>-YS n'en soit pas un.

(ii) La conclusion de (21.12.15) tombe aussi en défaut si, dans les hypothèses, on supprime l'hypothèse que y
est propre. Il suffit pour le voir de définir S et Y comme dans (i), mais de remplacer X par le complémentaire X'
de Zg dans le préschéma X défini dans (i),/par la restriction f : X'—^Y de/; le morphisme g/ : X'—^S, restriction
de g, est encore plat, et cette fois Xg est géométriquement irréductible; Xg est d'ailleurs isomorphe au complémentaire
d'un point fermé dans P^, donc est un schéma affine isomorphe à V^; comme son image dans Yg est réduite au point
fermé ^,,ff n'est pas propre (III, 4.4.2) etfg n'est pas un isomorphisme, bien que/' en soit un.

(iii) II se peut que l'énoncé de la proposition (21.12.15) reste valable quand on y
remplace le mot « isomorphisme » par « morphisme étale » (cf. (21.12.14, (v))). Il en
sera alors encore de même de (21.12.16).

21.13. Couples parafactoriels. Anneaux locaux parafactoriels.

Définition (21.13. i ). — Soient X un espace annelé, Y une partie fermée de X, U == X—Y.
On dit que le couple (X, Y) est parafactoriel si, pour tout ouvert V de X, le fondeur restriction
oS^^JSf^UnV), de la catégorie des (9^- Modules inversibles dans celle des 0^^-Modules inver-
sibles, est une équivalence de catégories.

Dire que le couple (X, Y) est parafactoriel signifie donc que, pour tout ouvert V
de X, les conditions suivantes sont vérifiées :

i° le foncteur ^-^^[(UnV) est pleinement fidèle, autrement dit, pour deux
^y-Modules inversibles JS ,̂ JS^', l'application de restriction

Hom ,̂ ̂ /) -> Hom^( l̂ (UnV), ̂ ((UnV))

est bijectiue;
2° le foncteur ^-^jy|(UnV) est essentiellement surjectif, autrement dit, pour

tout é^ y-Module inversible J^o, il existe un (P^-Module inversible JS^ tel que JS^o soit
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isomorphe à oSf|(UnV); cela s'exprime encore en disant que Phomomorphisme
canonique (21.3.2.4)

Pic(V) ->Pic(UnV)
est surjectif.

Lemme (ai .13.2). — Soit f: X'—^X un morphisme d'espaces annelés ; pour tout ouvert V
de X, on note /y ̂ "^^-^V la restriction de f. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout ouvert V de X, le fondeur ë^f^ê"} de la catégorie des 0^'Modules
localement libres de rang fini dans la catégorie des Q.-i^-Modules localement libres de rang fini,
est fidèle (resp. pleinement fidèle).

a') Pour tout ouvert V de X, le fondeur oSf-^j^oâf) de la catégorie des ^-Modules
localement libres de rang i dans la catégorie des (P^-i^-Modules localement libres de rang i est
fidèle (resp. pleinement fidèle).

b) Pour tout ouvert V de X, V homomorphisme canonique (Oi, 4.4.3.2) (^—^(./v),/*/^^))
est un monomorphisme (resp. un isomorphisme) pour tout G^-Module localement libre ê de rang fini,

b') L''homomorphisme canonique ^x^/C^x7) est un monomorphisme (resp. un isomor-
phisme) .

Supposons que l'homomorphisme canonique ^"^/(^x') solt bijectif; alors, pour qu'un
Qy Module localement libre de rang fini ê' soit isomorphe à un (Py Module de la forme ./*(<?),
où § est un <?x" Module localement libre de rang fini, il faut et il suffit que les deux conditions suivantes
soient remplies :

(i) f'(<?") est un Oy Module localement libre;
(ii) U homomorphisme canonique (Oi, 4.4.3.3) f*{f^'})->ê1 est un isomorphisme.
Lorsque ces deux conditions sont remplies, S est isomorphe àfj^ë').
Dire que le foncteur ê^f^ë} est fidèle (resp. pleinement fidèle) signifie

que pour deux ^y-Modules localement libres de rang fini <?i, ^3, l'application
Hom^ ((?i, ê^ -> tlonîff (f\é'^),f\^^) est injective (resp. bij écrive) ; comme ceci
doit avoir lieu en remplaçant V par un ouvert WcV et <?i, ^ par <^i|W, S^\\^y
et que Hom^ (<?i|W, é\\W)== r(W, ^bm^ (^, ë^\ la condition signifie encore que
Phomomorphisme canonique de faisceaux

(21.13.2.1) J^(<^, ̂ ) -> (/vU/v^^ î, ^2)))

est injectif (resp. bijectif). Mais puisque <?i et ê^ sont localement libres de rang fini,\^
^orriQ (<;?i, (^3), isomorphe à é\®Q S^ (Oj, 5.4.2) est aussi localement libre de rang
fini; cela montre déjà que b) entraîne a), et inversement b) est un cas particulier de a ) ,
compte tenu de Pisomorphisme ë^^om^ (^y, <?). Il est clair que a ' ) est un cas parti-
culier de a) et V ) un cas particulier de a 1 ) . Inversement, comme b) est une propriété
locale, on peut, pour la vérifier, se borner au cas où <^=^, et cela montre que V )
entraîne b).

Si Phomomorphisme canonique ^x^f^x') est bijectif, et si les conditions (i)
et (ii) sont remplies, il est clair que <?/==/'lt((?) avec ë^fj^ë'\ à un isomorphisme près.
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Inversement, supposons que g'=f*^\ avec ê localement libre; la question étant
locale sur X, on peut supposer que <E?=^, d'où ê'^(9^,, et les conditions (i) et (ii)
résultent de l'hypothèse que ^x-^(^) est un isomorphisme.

Dans ce numéro, nous appliquerons le lemme précédent à une injection cano-
nique j : U->X, où U est l'espace annelé induit par X sur un ouvert de X. Avec ces
notations, (21.13.2) se traduit en :

Corollaire (21.13.3 ). — Soient X un espace annelé, Y une partie fermée de X, U = X—Y,
J; '" U->-X l'injection canonique. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Pour tout ouvert V de X, le fondeur restriction <f-><?|(UnV) de la catégorie des
^"Modules localement libres de rang fini dans la catégorie des 0^ ̂ -Modules localement libres
de rang fini est fidèle (resp. pleinement fidèle).

a') Pour tout ouvert V de X, le fondeur restriction JS^JSf|(UnV) de la catégorie
des (9^-Modules localement libres de rang i dans la catégorie des G^^-Modules localement libres
de rang i est fidèle (resp. pleinement fidèle).

b) Pour tout ouvert V de X, P homomorphisme canonique ^->{j^) (^ | (UnV)) est
injectif (resp. bijectif) pour tout 0^-Module localement libre de rang fini ê.

b') U homomorphisme canonique ^x-^(^u) est injectif (resp. bijectif Y
Supposons que P homomorphisme canonique ^x—^J^v) soît bijectif. Alors, pour qu'un

Q^-Module localement libre de rang fini ̂  soit de la forme S\ U, où ê est un 0^-Module localement
libre de rang fini, il faut et il suffit quej^) soit un (9^-Module localement libre, et dans ce cas,
on peut prendre ë-==j (^r).

Lemme (21.13.4). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie
fermée de X, U==X—Y, j : U->X l'injection canonique. Pour que l^ homomorphisme canonique
^x-U(^u) soù injectif (resp. bijectif), il faut et il suffit que profy(^x) ̂  I (^sp. profy(^x) ̂  2)
(autrement dit, que prof(^x,J^i (resp. prof(^x,J^2) pour tout xeY).

Ces assertions sont en effet des cas particuliers de (5.10.2) et (5.10.5).
Proposition (21.13.5). — Soient X un espace annelé, Y une partie fermée de X, U == X—Y,

j : U-^X l'injection canonique. Pour que le couple (X, Y) soit parafactoriel, il faut et il suffit
que V homomorphisme canonique ^x~^7»(^u) solt bijectif, et que pour tout ouvert V de X et tout
Q^^-Module inversible oSf, OvU-^) soit un (9^-Module inversible {notation de (21.13.3)).

C'est une conséquence immédiate de la définition (21.13. i) et de (21.13.3).
Corollaire (21.13. 6). — Soient X un espace annelé, Y une partie fermée de X.
(i) Si le couple (X, Y) est parafactoriel, il en est de même de (W, YnW) pour tout

ouvert W de X. Inversement, si (WJ est un recouvrement ouvert de X tel que chacun des couples
(W^, YnWJ soit parafactoriel, alors le couple (X, Y) est parafactoriel.

(ii) Si le couple (X, Y) est parafactoriel, il en est de même de (X, Y') pour toute partie
fermée Y7 de Y.

(iii) Supposons que X soit un préschéma, et soient X' un préschéma, f: X'-^X un morphisme
fidèlement plat et quasi-compact; posons Y^/'^Y). Supposons que le couple (X', Y') soit
parafactoriel et que l'ouvert U==X—Y soit rétrocompact dans X (Om, 9.1.1). Alors le
couple (X, Y) est parafactoriel.
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(i) Comme le fait que l'homomorphisme canonique Q^->j (^u) solt bijectif est
une propriété locale sur X, tout revient à voir (en vertu de (21.13.5)) en désignant
par j^ l'injection canonique UnW^->W^, que l'on a la propriété suivante : si, pour
tout a et pour tout ^u-M°dule inversible ^f, (jaU^I C170^)) est un ^-Module
inversible, alors^(J§f) est un (P^-Module inversible. Mais la propriété d'être un (P^Modn\e
inversible est locale sur X, et (WJ est un recouvrement ouvert de X; comme on a
^(^)]W^(jJJJSf|(UnWJ), cela prouve notre assertion.

(ii) Posons U'==X—Y' et soit j ' : U'-^X l'injection canonique. Dire que
l'homomorphisme ^-^'(^ir) est bijectif revient à dire que pour tout ouvert V de
X, l'homomorphisme F(V, ^x) -^(V0^, ^x) est bijectif; mais l'homomorphisme
composé

r(v, ̂ ) -> i^vnu', ̂ ) -> r(vnu, éy
est bijecti par hypothèse (21.13.5) et en remplaçant V par VnU', on voit que
r(VnU', ^x) -^ r(VnU, ^x) est bijectif, donc F(V, ^x) -> r(VnU', ^x) est bijectif.
Notons ensuite que si j" : U-^U' est l'injection canonique et si JSf' est un 6^-Module
inversible, J§f'[U est un (P^-Module inversible, donc ^(^[^^'(^"(^'lU)) est par
hypothèse un ff^-Module inversible. Comme le couple (U', U'nY) est parafactoriel en
vertu de (i), on a ^"(JS^IU^JSf', donc j^S") est un (P^-Mod\iÏe inversible. Il suffit
alors pour conclure de remplacer dans le raisonnement précédent X, U et U' par V,
VnU et VnU', où V est un ouvert de X.

(iii) Posons U'^X'—Y'^J-^U) et notons que puisqu'il s'agit de préschémas,
on peut écrire U'=UXxX'; soit /u ^"^U)-^ la restriction de/et soit j ' : U'-^X'
l'injection canonique, qui s'écrit aussi j^. Montrons d'abord que l'homomorphisme
canonique p : ̂ x-^J^v) est bijectif; pour cela, notons que par hypothèse l'homomor-
phisme canonique ^x'^J^^v) est bijectif; mais puisque le morphisme j est quasi-
compact et séparé par hypothèse, et le morphisme / plat, ^(^^^(/T^u)) s'identifie
canoniquement à /*(^(^u)) en vertu de (2 .3 .1) ; comme ^x^/^x^ on volt q^
l'homomorphisme /"(p) :f*{(P^) ^f\J^}j)) est bijectif; on en conclut que p est bijectif
puisque/est fidèlement plat (2 .2 .7) . Considérons ensuite un 0^- Module inversible oSf,
et soit Jâf'==/^(JSf), qui est un ^-Module inversible. Par hypothèse J'J(/^(^)) est un
^x'-Module inversible, qui est isomorphe à/*(j (^f)) par (2.3.1) comme ci-dessus.
Mais puisque / est fidèlement plat et quasi-compact, cela entraîne que j (oSf) est un
^x- Module localement libre (2.5.2) . Pour achever la démonstration, il suffit de rem-
placer X par un ouvert V et X' par/'^V) dans ce qui précède.

Définition (21.13.7). — On dit qu'un anneau local A est parafactoriel si, posant
X==Spec(A) et désignant par a le point fermé de X, le couple (X, {a}) est parafactoriel.

Proposition (21 .13.8) . — Les notations étant celles de ( 2 1 . 1 3 . 7 ) 3 on pose U = X— {a}.
Pour que A soit parafactoriel, il faut et il suffit qu'il vérifie les conditions suivantes :

(i) U homomorphisme canonique A==F(X, 6?x) ~^ r(U, ffi-^) est bijectif,
(ii) Pic(U)=o.
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Si en outre A est noethérien, la condition (i) équivaut à

[ibis) prof (A) ̂ 2.

En effet, le seul ouvert de X contenant a est X lui-même, et par suite tout ^"Module
inversible est isomorphe à é^? autrement dit Pic(X)==o; la première assertion résulte
donc de la définition (21.13.1) et de (21.13.3). La seconde assertion n'est autre qu'un
cas particulier de (21.13.4).

Exemples (21.13.9). — (i) Un anneau local noethérien parafactoriel est nécessai-
rement de dimension ^2 en vertu de (21.13.8); en d'autres termes un anneau local
noethérien de dimension ^ i n'est pas parafactoriel.

(ii) Un anneau local noethérien factoriel A de dimension ^ 2 est parafactoriel,
comme il résulte de (21.13.8) et de (21.6.14).

(iii) Si A est un anneau local noethérien de dimension ^ 3 et parafactoriel, il n'est
pas nécessairement normal ni même réduit. Considérons un anneau local régulier B de
dimension ^3, et soit A==Dg(B) (0, 18.2.3), isomorphe à B[T]/(T2); on voit aussitôt
que l'on a prof (A) == prof(B) == dim(B) ̂  3. Pour montrer que A est parafactoriel, il suffit
donc, avec les notations de (21.13.8), de prouver que Pic(U)==o. Soit 3 1e noyau de
l'augmentation A->B, qui est tel que S^o et qui, en tant que B-module, est isomorphe
à B. Comme B==A/3, X==Spec(A) et Xo==Spec(B) ont même espace sous-jacent;

/^»»/
si /'==35 XQ est le sous-schéma défini par / \ nous noterons Uo le sous-préschéma induit
par XQ sur l'ouvert U. Pour tout ^(=3, posons cp (^ )== i+^ ; puisque ( i + ^ ) ( i — ^ ) = i ,
i 4-^ est inversible dans A et 9(3) est le noyau de Phomomorphisme surjectif canonique
de groupes multiplicatifs A*—^B*; en d'autres termes, on a une suite exacte de groupes
commuta tifs

-, ÇP . * _»*o ->3 ->A ~^B -> i

(les trois derniers groupes étant multiplicatifs, les deux premiers additifs). Pour la même
raison, pour tout te A, on a la suite exacte

o-3^(A,r->(v->i
en désignant par to l'image de t dans B, puisque B^==A^/3^ autrement dit, on a une
suite exacte de faisceaux de groupes commutatifs sur l'espace topologique X

0 -> / ̂  ̂  -^ ̂  -> I

d'où par restriction à l'ouvert U, une suite exacte
o->^|U->^<->i.

Par la suite exacte de cohomologie, on en déduit une suite exacte

(21.13.9.1) H^U, / ) -^(U, ̂ ) ^H^U, <).

Mais puisque 3 est un B-module isomorphe à B, on a H^U, ^^H^Uç, ffy, et il
résulte du chap. III, 3e partie (voir aussi [41, III, Exemple III-i]) que l'on a
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H^UQ, ^vj==o en fs-ison de la relation prof(B)^3. Par ailleurs, comme B est factoriel,
on a H^U, ^jj=Pic(Uo)==o; on tire donc bien de la suite exacte précédente que
Pic^^H^U/^^o.

(iv) II existe aussi des anneaux locaux noethériens de dimension 3 qui sont intègres,
intégralement clos et parafactoriels, mais non factoriels. Soit en effet B un anneau local
noethérien, complet, intègre et intégralement clos, de dimension ^2 et non factoriel
(par exemple le complété de l'anneau localisé de l'algèbre intègre k[V, V, W] /(W2—UV)
en l'idéal image de (U)+(V)+(W)). Alors il résulte de ce que l'on verra plus bas
(21.14.2) que l'anneau local A==B[[T]] des séries formelles en T sur B est parafactoriel,
mais il n'est pas factoriel, sans quoi B le serait en vertu de (21.13.12) ci-dessous.

(v) On peut montrer qu'un anneau local d'intersection complète absolue (19.3. i)
de dimension ^=4, est parafactoriel (cf. [41, XI, 3.13 (i))])-

(vi) On a vu (Remarque (ii)) que tout anneau local noethérien factoriel A de dimension 2 est parafactoriel.
Mais il y a des anneaux locaux noethériens de dimension 2 qui sont parafactoriels et non factoriels. On peut montrer
que, pour qu'un anneau local noethérien A de dimension 2 soit parafactoriel et non factoriel, il faut et il suffit qu'il
satisfasse aux trois conditions suivantes :

i° A est un anneau de Gohen-Macaulay (autrement dit prof (A) ==2).
2° A est intègre et si A' est sa clôture intégrale, A/ est factoriel et est une A-algèbre finie.
3° Soit 3 le conducteur de A dans A' (annulateur du A-module A'/A, ou encore le plus grand idéal de A/

contenu dans A); posons B==A/3, 1î/=A/|eS; alors dim(B)== i (ce qui implique A'4= A, autrement dit A n'est
pas intégralement clos), et l'application canonique Dh^B)—^^^^^') (21.4.5) est surjective.

On peut montrer en outre que ces conditions entraînent la propriété suivante :
4° L'anneau B' (et a fortiori BcB') est réduit, et le morphisme SpecÇB^—^-SpecÇB) est bijectif.
Si l'on pose X==Spec(A), X^SpectA"), Y==Spec(B), Y/==Spec(B/), de sorte que Y (resp. Y7) est défini

par l'idéal 3 de A (resp. A'), le morphisme structural f: X'-^X est un isomorphisme de X'—Y' sur X—Y
(Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § i, n° 5, cor. 5 de la prop. 16). On voit donc en vertu de 4° que/est un morphisme
bijectif', en d'autres termes, X est un préschéma unibranche (6.15.1) (et en particulier A' est un anneau local noethé-
rien) ; en général X n'est pas géométriquement unibranche. L'espace Y, de dimension i, est constitué par le point
fermé x de X et les points maximaux y^ (is^is^r) de Y, et l'unique pointa de Y' au-dessus de^ est aussi un point
maximal de Y'; comme B et B' sont réduits, on en déduit que l'on a m^x', z ' = m^' pour z==j^ et ^'^j^; cette
relation est aussi vérifiée de façon évidente pour ^Y et ^ l'unique point de/"1^), donc pour tout ^eU == X—{x}
et ^ l'unique point de/"1^). En particulier, si l'anneau A est de caractéristique o (0, 21. i . i) on voit que U' est
non ramifié sur U (mais non étale en général).

Nous nous bornerons ici à démontrer que les conditions i°, 2°, 3° ci-dessus sont suffisantes pour que A soit para-
factoriel. Or, en vertu de la condition i° et de (21.13.8), il suffit de montrer que Pic(U)=o.

Puisque A' est factoriel en vertu de 2°, on a Pic(U')=o, et on déduit de (21.8.5, (ii)) une suite exacte

1 -> ( "A^/^/Im r(U', ^,) -> Pic(U) -> Pic(ir) -> os e o

et il s'agit donc de montrer que le second terme de cette suite est réduit à l'élément neutre, en prenant pour S
^^/

l'ensemble des y^ (i^z'^r) et en notant qu'ici ^x^-A^xO est ^a ^x"^teèbre ^/- Soient p^, p^ les idéaux premiers
de A et A'' correspondant aux points y ^ , y\, et remarquons que p^ n A = p^ ; donnons-nous pour chaque i un élément
inversible a^s^ de App avec a^GA', s^p^ ; comme nous n'avons à examiner que les groupes quotients Ap^/Ap^-,
on peut supposer ^== i pour tout i ; soit ^GB^A'/S l'image canonique de d[, de sorte que h\\i est un élément 4= o
de fe(j^)== ^ Y ' , u ! • L'ensemble Un Y formé par lesj^- est un ouvert affine de la forme D(^) dans Y, avec ^Grn,
idéal maximal de A; il existe donc un élément inversible ^eB^ dont les b\\\ sont les images canoniques, et comme t
est régulier dans l'anneau intègre A', on peut supposer V de la forme b^l^, où b^çW est inversible. Soit a" un élément
de A' dans la classe b^y qui est donc nécessairement inversible; a^û^/^ est inversible dans A^ et pour tout t,
on a Ui=a"—û^e^, d'où tma\,=aff—^=^(1—a^"1^); mais a'^^e^cm, donc i—a^"1^ est un
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élément inversible de A, et les classes de û' et a\ dans A^/A^- sont les mêmes, ce qui achève la démonstration.
Pour avoir un exemple explicite d'anneau parafactoriel de dimension 2 obtenu de cette manière et nonjactoriel,

considérons Panneau E=R[[U, V]]/(U2+V2), dont la clôture intégrale E's'identifie à C[[U]] (6.15.11). Si l'on
pose A=E[[T]j, la clôture intégrale de A est l'anneau A'^E^IT]] (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § i, n° 4,
prop. 14) ; on vérifie aussitôt que le conducteur de E dans E7 est l'idéal maximal n de E, donc le conducteur 3 de A
dans A' est n[[TJ], et on a B==A/3^ R[[T]], B^ATa^CCpT]]. Il est alors immédiat que les conditions i°, 2°
et 3° énoncées ci-dessus sont bien vérifiées, mais A n'est même pas intégralement clos.

On peut varier cet exemple, et le lecteur verra sans peine que si k est un corps algébriquement clos, l'anneau A,
localisé de l'anneau À[U, V, Wj/QL^—WV2) en l'idéal maximal engendré par les images de U, V et W, vérifie
aussi les conditions i°, 2° et 3° ci-dessus.

Il se pourrait que ces trois conditions impliquent même que chacun des anneaux B'/p^ soit un anneau de valua-
tion discrète, ce qui entraînerait que A7 est même un anneau régulier.

Proposition (21.13.10). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie
fermée de X. Pour que le couple (X, Y) soit parafactoriel il faut et il suffit que, pour tout j/eY,
V'anneau local Q^y soit parafactoriel.

Posons U = X — Y et soit j :U->X l'injection canonique.
En vertu de (21.13.4)3 dire que rhomomorphisme canonique ^"^(^v) solt

injectif équivaut à dire que chacun des anneaux locaux (9^ y pour j^eY satisfait à la
condition (i bis) de (21.13.8).

Montrons d'abord que si le couple (X, Y) est parafactoriel 5 chacun des anneaux
^x y (j^^O est parafactoriel. Compte tenu de la remarque précédente, tout revient à
voir que, si l'on pose Ty=Spec(^x.y) et Uy^Ty—^}, tout (9^ -Module inversible JS^o
est isomorphe à ffl^j . Or, lorsque V parcourt l'ensemble des voisinages ouverts affines
dey dans X, il résulte de (8.2.13) et (I, 2.4.2) que le préschéma Vy est limite projective
des préschémas induits par X sur les ouverts V—(Vn{j^}) qui sont quasi-compacts
puisque X est localement noethérien. Comme les Uy==V—(Vn{j^}) sont séparés, il
résulte alors de (8.5.2, (ii)) et (8.5.5) qu'il y a un voisinage ouvert affine V dey dans X
et un (9^ -Module inversible oSfy lel que oS^o soit le faisceau induit par J?y sur Uy. Mais
l'hypothèse entraîne, en vertu de (21.13.6, (i) et (ii)), que le couple (V, Vn{j^})
est parafactoriel; on en conclut par définition (21.13.1) qu'il existe un ^y-Module
inversible J?y induisant oSfy sur ̂  Remplaçant au besoin V par un voisinage ouvert
plus petit dey, on peut supposer que oSfy est isomorphe à ^y, d'où on conclut que JSf^
est isomorphe à (P^j .

Inversement, prouvons que si tous les G^y (j^eY) sont parafactoriels le couple (X, Y)
est parafactoriel. On est évidemment ramené, compte tenu de la remarque du début,
à montrer que pour tout ^Module inversible JS?, j^} est un fflyModnIe inversible
(21.13.5). La question étant locale sur X, on peut supposer X noethérien. L'ensemble
des A-eX tels que la restriction dej^(oSf) à un voisinage ouvert de x dans X soit inversible
est évidemment ouvert dans X; il s'agit de montrer que V==X. Pour cela, supposons
le contraire et posons Z=X—V+0. Soit y un point maximal de Z; puisque ZCY
par définition, (9^ est par hypothèse un anneau parafactoriel. Remplaçant au besoin X
par un voisinage ouvert de y dans X, on peut supposer que la restriction de j'J-Sf)
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à V—(Vn{^}) est inversible; donc, avec les notations introduites ci-dessus, le
\- Module oâfo induit par^(JSf) sur Vy est inversible. Puisque Q^y est parafactoriel,
^o est induit par un ^-Module inversible JSf'; mais comme Ty est limite projective
des voisinages ouverts W d e j dans X, on peut de nouveau appliquer (8.5.2, (ii)) et
(^ô-ô)? prouvant l'existence d'un tel voisinage W et d'un É^-Module inversible S "
induisant ^f sur Ty, donc induisant Jâ^o sur Uy-, appliquant cette fois (8.5.2.5) et (8.5.2,
(i)), on en déduit qu'en remplaçant au besoin W par un voisinage ouvert plus petit
dej/, on peut supposer que les restrictions de^(JSf) et de JSf" à W—(Wn{ji}) soient
égales. Si l'on pose alors Vi==VuW et si l'on désigne par ̂  le ^-Module inversible
égal à jy dans W, à^(^)|V dans V, on a UcVi et ^\U=^\ On conclut alors
du fait que l'homomorphisme ^x-t/'^^u) est bijectifet de (21.13.2, b)) quej (Jâf) |Vi
est isomorphe à JSfi, donc inversible. Mais cela contredit la définition de V, et conclut
donc la démonstration de (21.13.10).

Corollaire (21.13. n ). — Soient X un préschéma localement noethérien, Y une partie fermée
de X, U=X—Y. Supposons que le couple (X, Y) soit parafactoriel et que U soit localement
factoriel; en d'autres termes (21.13.10), pour tout xeX, U anneau 0^^ est : i° parafactoriel
si xeY; 2° factoriel si ^Y. Alors X est localement factoriel (autrement dit, (9^ ^ est en fait
factoriel pour tout A:eX).

Supposons en effet le contraire, et soitj/ un point de Y tel que ffl^y ne soit pas
factoriel et ait une dimension minima parmi tous les points de Y ayant cette propriété.
Alors, si l'on pose T^Spec(^xJ, Uy=Ty—{^}, l'hypothèse que (P^y est parafactoriel
entraîne Pic(Uy)=o et prof(6?x,y)^2 (21.13.8); de plus le choix dejy entraîne que Uy
est localement factoriel. Mais alors (21.6.14) prouve que Q^y est factoriel, contrairement
à l'hypothèse.

Proposition (21.13.12). — Soient A, B deux anneaux locaux noethériens, p : A->B un
homomorphisme local faisant de B un A-module plat. Alors, si B est factoriel, il en est de même de A.

On sait déjà que A est intègre et intégralement clos (6.5.4), donc on peut se
borner au cas où dim(A)^2, et raisonner par récurrence sur 7z==dim(A). Soient
X=Spec(A), a le point fermé de X, X/==Spec(B),/: X'->X le morphisme structural,
u=x-{^}, u^y-^u).

Les anneaux locaux (9^,^, aux points x9ef^^o) sont factoriels et de dimension ^2
(6.1.2), donc parafactoriels (21.13.9, (ii)); on en conclut (21.13.10) que le couple
(^y"1^)) est parafactoriel. En vertu de (21.13.63 (ni)), cela montre que l'anneau A
est parafactoriel, donc prof(A)^2 et Pic(U)==o (21.13.8). Enfin, les anneaux locaux
de U étant de dimension <n, l'hypothèse de récurrence prouve que U est localement
factoriel', la conclusion résulte alors de (21.6.14).

(21.13.12.1) On notera que l'énoncé (21.13.12) où on remplace « factoriel »
par « parafactoriel » n'est plus exact, comme le montre l'exemple où A == k est un corps
et B l'anneau local factoriel À[[Ti, Tg]]. Cependant, il résulte de (21.13.6, (iii)) que,
sous les conditions de (21.13.12), si m désigne l'idéal maximal de A et si mB est un idéal
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de définition de B (autrement dit, si dim(B/mB)==o), alors, lorsque B est parafactoriel,
il en est de même de A. En particulier, si le complété A d'un anneau local noethérien
est parafactoriel, il en est de même de A.

Remarque (21.13.13). — Une partie des définitions et résultats précédents se
rattache à des considérations plus générales sur la cohomologie des faisceaux de groupes
commutatifs sur un espace topologique, développées au chap. III, 3e partie, et nous
n^en avons donné ici un exposé indépendant que pour la commodité du lecteur. En
effet, si X est un espace annelé, on a une équivalence canonique entre la catégorie des
Gy Modules inversibles et celle des faisceaux principaux homogènes sous le faisceau de groupes (9\
(16.5.15). Cette équivalence se définit en faisant correspondre à tout fflyMod\ûe inver-
sible oS? le faisceau ^==^som^ (^x? °^) des germes d'isomorphismes de 0^ sur oSf;
il est immédiat que oSf* est canoniquement muni d'une structure de faisceau principal
homogène sous (P^^^som^ {£>-^, ffl-^). La vérification du fait que le foncteur oS^^JSf*
est une équivalence de catégories est immédiate. Cela étant, considérons de façon générale
un espace topologique X et un faisceau de groupes ^ sur X; soit Y une partie fermée
de X, posons U = X—Y, et soit i un entier tel que o^ i^ 2 $ on dira que le couple (X, Y)
est i-pur pour ^ si, pour tout ouvert V de X, le foncteur restriction ^-><^|(UnV),
de la catégorie des faisceaux principaux homogènes sous le faisceau de groupes ^[V,
dans la catégorie analogue sous le faisceau de groupes ^[ (UnV), est fidèle (î=o), resp.
pleinement fidèle ( î==i ) , resp. une équivalence de catégories ( î=2). Dans le cas où X est un
espace annelé et ^=^x5 dire que (X, Y) est î'-pur signifie donc pour î=o, que
Phomomorphisme (P-^->J' (^u) est iuj^tif\ pour î = i , que cet homomorphisme est bijectif\
et enfin, pour i=2, que le couple (X, Y) est parafactoriel (21.13.3).

Revenant au cas général, rappelons que les morphismes de la catégorie des faisceaux
principaux sous ^S sont par définition les isomorphismes. Dire que le couple (X, Y) est
o-pur signifie donc que pour tout ouvert V de X, Phomomorphisme canonique
H°(V, ^) -> H°(UnV, ^) est injectif; dire que le couple (X, Y) est i-pur signifie que
Phomomorphisme canonique H°(V, ^) -> H°(UnV, ^) est bijectif (et alors Phomomor-
phisme canonique H^V, ^) -^H^UnV, ^) est injectif); enfin, on peut montrer que
pour que le couple (X, Y) soit 2-pur, il faut et il suffit que les homomorphismes
H^V, ^) -^H^UnV, ^) soient bijectifs pour i=o et î = = i . Lorsque ^ est un faisceau
de groupes commutatifs, en introduisant les faisceaux de cohomologie Jf^(^) définis
au chap. III, 3e partie, dire que (X, Y) est î-pur pour i^2 signifie que ^?(^)==o
pour p^i^ sous cette forme, la notion se généralise donc aussitôt pour tout entier i.

Proposition (21.13.14) . — Soient X un préschéma localement noethérien normal, (U^)^ç^
une famille filtrante décroissante d9 ouverts de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Tout cycle i-codimensionnel Z sur X tel qu'il existe un indice \ pour lequel Z[U\ soit
localement principal (21.6.7), est localement principal.

b) Pour tout xeVLtelque dim(^x,a;)^2 et que x n'appartienne pas à fi U ,̂ Vanneau ^x.a;
est parafactoriel.
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b') Pour toute partie fermée Y de X telle que codim(Y, X)^2 et telle qu'il existe À pour
lequel YcX—U^, le couple (X, Y) est parqfactoriel.

La propriété û^ peut encore s'exprimer de la façon suivante : si l'ensemble fermé N
des points xeX où Z n'est pas principal est contenu dans l'un des X—U^, alors Z
est localement principal. Comme X est normal, la condition dim(^x x ) ^ J entraîne
q^ ^x.x est un corps ou un anneau de valuation discrète, donc Z^ est principal; en
d'autres termes, on a nécessairement codim(N, X)>2 (5. i .3). La propriété a) est donc
équivalente à la suivante :

a ' ) S'il existe un ensemble fermé Y contenu dans un des X—U^, tel que
codim(Y,X)^2 et que Z |X—Y soit localement principal, alors Z est localement
principal.

Notons d'autre part que b) implique V ) en vertu de (21.13.10); inversement,
si b ' ) est vérifiée et si ^U^, alors Y=[x} est contenue dans X—U^ et on a
codim(Y, X)^2, donc il résulte encore de (21.13.10) que Q^^ est parafactoriel, ce qui
prouve l'équivalence de b) et V ) . On est ainsi ramené à prouver l'équivalence de a ' )
et de V ) . Notons que puisque X est normal, on a, pour toute partie fermée Y de X telle
que codim(Y, X) ̂  2, profy^x) ̂ 2 (5.8.6) ; si l'on pose U = X—Y, l'homomorphisme
^x-^^u) est donc bijectif (21.13.4); comme les conditions a ' ) et b ' ) sont locales, on
voit qu'il suffit de montrer l'équivalence des conditions suivantes, lorsque X est noethérien
et normal et Y fermé dans X et tel que codim(Y, X)^2 :

a " ) Pour tout cycle i-codimensionnel Z sur X, l'hypothèse que Z | U (où U = X —Y)
est localement principal entraîne que Z lui-même est localement principal.

b " ) L'homomorphisme canonique Pic(X) -> Pic(U) est surjectif.
Prouvons d'abord que a " ) entraîne b" ) ; un élément ÇoePic(U) a pour image dans

CLI(U) (21.6.11) la classe d'un cycle i-codimensionnel ZQ sur U, qui est localement
principal. L'hypothèse codim(Y,X)^2 entraîne que l'homomorphisme de restriction
3^X) -^^U) est bijectif, donc Zo==Z|U, où Z est un cycle i-codimensionnel sur X;
puisque ZQ est localement principal, il en est de même de Z en vertu de a " ) ; il résulte
de (21.6. n) que l'image de Z dans ŒI(X) est l'image d'un unique élément ÇePic(X),
et il est clair alors que Çç est l'image de Ç.

Inversement, prouvons que b " ) entraîne a " } . Soit donc Z un cycle i-codimensionnel
sur X tel que Z|U soit localement principal; l'image de Z[U dans ŒI(U) est donc
l'image d'un unique élément Ço(=Pic(U) (21.6.11). Par hypothèse il existe ÇePic(X)
dont l'image dans Pic(U) est Ço; l'image de Ç dans (£I(X) est donc la classe d'un cycle
i-codimensionnel Z' sur X tel que Z|U et Z ' j U soient linéairement équivalents. Mais
puisque U est schématiquement dense dans X l'image de 3^mc(x) P^ Fisomorphisme
S^X) ->31(u) est 3ïrinc(T•J), donc Z et Z' sont linéairement équivalents, et puisque Z'
est localement principal, il en est de même de Z.

Corollaire (21.13.15). — Soient X un préschéma localement noethérien et normal, S une
partie de X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) Tout cycle î'codimensionnel sur X qui est principal aux points de S est localement principal.

322



§ aï ÉTUDE LOCALE DES SCHÉMAS ET DES MORPHISMES DE SCHÉMAS 323

b) Pour tout ^eX qui n'est pas générisation d'un point de S {autrement dit, tel que

^x} n S = 0) et qui est tel que dim(^x, x) ̂  2? l'anneau (9^ ^ est parafactoriel.
Il est clair que l'ensemble S' des points de X générisations de points de S est l'inter-

section des voisinages ouverts de S. On peut se borner au cas où X est noethérien (les
propriétés a) et b) étant locales sur X); comme tout cycle i-codimensionnel sur X qui
est principal aux points de S l'est aussi aux points d'un voisinage ouvert de S, on voit
que la condition a) de (21.13.15) équivaut à la condition a) de (21.13.14) appliquée
à la famille (U^) des voisinages ouverts de S. Le corollaire résulte alors de l'équivalence
de a) et b) dans (21.13.14).

Remarque (21.13.16). — Sous les conditions générales de (21.13.14), supposons
de plus que l'on ait lim Pic(U\)==o. Alors la condition a ) de (21.13.14) est aussi équi-
valente à la suivante :

c) Tout cycle i-codimensionnel sur X dont le support est contenu dans un des ensembles X — U\
est localement principal.

On peut se borner au cas où X est irréductible et tous les U^ sont non vides. Il
est clair que a) entraîne c ) , car si le cycle i-codimensionnel Z sur X a son support
dans X—U\, Z[U\==o, donc Z|U\ est localement principal. Inversement c)
entraîne a) : soit en effet Z un cycle i-codimensionnel sur X tel que Z | U^ soit localement
principal; comme X est normal, Z[U\==cyc(D^), où D^ est un diviseur sur U^
(21.6.10, (i)), et l'hypothèse implique (en vertu de (21.3.4)) qu'il y a un ensemble
U^CU\ tel que D^=D;JU^ soit équivalent à o. Si D^=divfy^), où f^ est une fonction
rationnelle régulière sur U^, f^ peut être considérée comme une fonction rationnelle
régulière sur X. Si Z'=cyc(div(/J), on voit donc que Z'^Z—Z7 a son support
dans X—U^; en vertu de l'hypothèse, î" est localement principal, d'où la conclusion.

La condition limPic(U^)=o sera en particulier remplie si (U^) est la famille
des voisinages ouverts d 'un point -^eX, car pour tout ̂  -Module inversible J?\, il existe
par définition un U^cU^ tel que oSf^|U^ soit isomorphe à ( 9 ^ . On voit donc que, dans
l'énoncé de (21.13.15), si S =={-s}, les conditions a) et b) équivalent aussi à la suivante :

c) Tout cycle i -codimensionnel sur X dont le support ne contient pas ^ est localement principal.
Si de plus Pic(X)==o, on en conclura que cette condition entraîne que tout cycle

i-codimensionnel dont le support ne contient pas ^ ^principal.

21.14» Le théorème de Ramamijam-Samuel.

Théorème (21.14. i) (Ramanujam-Samuel). — Soit A un anneau local noethérien d'idéal
maximal m, tel que son complété A soit intègre et intégralement clos. Soient B un anneau local noethé-
rien tel que dim(B)>dim(A), p : A->B un homomorphisme local faisant de B une ^.-algèbre
formellement lisse {pour les topologies préadiques (0, 19 .3 . i)) et tel que le corps résiduel de B soit
fini sur celui de A. Alors tout cycle i -codimensionnel sur Spec(B) qui est principal au point p=mB,
est un cycle i -codimensionnel principal.

Si A;=A/m est le corps résiduel de A, B/mB est une ̂ -algèbre formellement lisse (pour
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sa topologie préadique) (0, 19.3.5), donc régulière, et en particulier intègre, autre-
ment dit p==mB est bien un idéal premier de B, ce qui justifie l'énoncé. Tout revient
évidemment à prouver que tout idéal premier q de B non contenu dans p est principal.

Soient A, B les complétés de A et B respectivement, de sorte que l'idéal maximal
de À est mÂ; on sait (0, 19.3.6) que Ê est une Â-algèbre formellement lisse pour les
topologies adiques. Soit k' le corps résiduel de B, extension finie de k\ il existe un homo-
morphisme local A->C, où C est un anneau local noethérien qui est un À-module fini
et plat (donc libre) et est tel que C/mC soit isomorphe à k' (Oni, 10.3. i); on en déduit
que G est complet, et il résulte alors de (7.5.1), (7.5.3) et (6.5.4, (ii)) que G est intègre
et intégralement clos. En outre, D=Ê®^G est un anneau semi-local complet, composé
direct d'anneaux locaux complets dont l'un, DQ, a pour corps résiduel k ' (puisque k ' ^ ^ k '
est composé direct d'anneaux locaux dont l'un est isomorphe à k ' ) . Comme D est formelle-
ment lisse sur G, il en est de même de Do; par suite Do/mDo est une //-algèbre formellement
lisse, de corps résiduel k\ ce qui entraîne qu'elle est ^'-isomorphe à une algèbre de séries
formelles A;'[[Ti, ...,TJ] (0, 19.6.4); on en conclut, par (0, 19.7.1.5), que Do est
C-isomorphe à C[[Ti, . . ., TJ], et par suite intigre et intégralement clos (Bourbaki, Alg.
comm., chap. V, § i, n° 4, prop. 14). Comme les morphismes Spec(Do) -> Spec(Ê) et
Spec(Do) -> Spec(B) sont fidèlement plats, on en déduit que B et B sont aussi intègres et
intégralement clos (2.1.13). Cela prouve que l'idéal qDg est divisoriel (Bourbaki, Alg. comm.,
chap. VII, § i, n° 10, prop. 15) et non contenu dans mD^, sans quoi on aurait
q==(qDo)nBc(mDo)nB==mB=p par fidèle platitude (Oi,6.5. i) . On en conclut
qu'aucun des idéaux premiers r^ de hauteur i dans DQ qui contiennent qD^ ne peut
être contenu dans mD^; si l'on prouve que ces idéaux sont principaux, il en résultera
que qDg est principal, les diviseurs (au sens de Bourbaki) de qDg et d'un produit de
puissances des r^ étant égaux (Bourbaki, Alg. comm., chap. VII, § i, n° 4, prop. 5).
Comme qDonB=q, on en déduit par fidèle platitude que q est principal (2.5.2) ,
en utilisant le fait que B est un anneau local.

On est ainsi ramené à prouver le théorème dans le cas particulier où A est complet et
B==A[[Ti, .. ., TJ], Montrons d'abord qu'on peut se ramener au cas où n==i. En effet,
procédons par récurrence sur n, et soit /eq un élément n'appartenant pas à p ==mB; il
suffira de montrer qu'il existe un A-automorphisme G de B tel que o{f) n'appartienne
pas à l'idéal p'=p+BTi+...+BT^i : en effet, si B'=A[[Ti, . . ., T^_J], B'est
complet et a pour idéal maximal mB'+B'Ti^- • • • ̂ -B'T^^m'. Gomme on a
B=B'[[TJ] et p^m'B, il résultera de l'hypothèse de récurrence (compte tenu de
ce que B' est intègre et intégralement clos) que l'idéal ^(q) est principal dans B, donc
aussi q. Or, si f^k[[T^, . . ., TJ] est l'image de/(« série réduite » de/), on sait (Bourbaki,
Alg. comm., chap. VII, § 3, n° 7, lemme 3) qu'il y a un A-automorphisme <r de B tel que
(o(/))(o, . . ., o, TJ=|=o, ce qui implique évidemment a[f)^.

Supposons donc n== i et écrivons T au lieu de T^, de sorte que B==A[[T]]. Il
suffit de montrer que dans l'anneau de polynômes A[T], l'idéal qnA[T] est principal;
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en effet, soitj^ un élément de q n'appartenant pas à mB; c'est une série formelle dont la
série réduite fo n'est pas nulle; donc, en vertu du théorème de préparation (Bourbaki,
Alg. comm., chap. VII, § 3, n° 8, prop. 5), pour tout ./eq, il existe geB et un polynôme
reA[T] tels que ,/==^^+r ^t on a donc reqnA[TJ; d'autre part (loc. cit., prop. 6)
il existe un polynôme distingué non constant FoeA[T] et un élément inversible ^eB
tels que fo==uFQ, donc on a aussi FoeqnA[T], ce qui prouve que q est engendré par
qnA[T]=qi. Puisque B est plat sur A[T] (Oi, 7.3.3)5 il résulte de Bourbaki, Alg. comm.,
chap. VII, § i, n° 10, prop. 15, que q^ est un idéal premier de hauteur i dans A[TJ.
En outre, on a nécessairement qinA==o; sinon, qiïïA serait nécessairement de hau-
teur >i, et il résulterait de (5.5.3) que l'on aurait qi=(qinA)A[T], Mais alors,
puisque qinAcm, on aurait qiCmA[T] contrairement à l'hypothèse sur q. Si K
est le corps des fractions de A, qiK[T] est donc un idéal premier distinct de o et de K[T]
dans K[T], donc de la forme A.K[T], où A(T)=TW+ûlTn- l+... +a^ avec m^ i
et les û,eK, h étant irréductible dans K[T]. Mais on a vu plus haut qu'il existe dans q^
un polynôme distingué non constant FoeA[T], Si t est la classe de T dans K[T]/qiK[T],
t est donc racine du polynôme Fp dans une extension de K et par suite h divise F() dans K[T] ;
mais puisque h et Fo sont unitaires, cela entraîne que les coefficients a^ de h sont entiers
sur A (Bourbaki, Alg. comm.y chap. V, § i, n° 3, prop. n), donc appartiennent à A
puisque A est intégralement clos. Autrement dit, on a AeA[Tj n qiK[T]=qi (Bourbaki,
Alg, comm.y chap. II, § i, n° 5, prop. 11) ; comme tout polynôme ge q^ est divisible par h
dans K[T] et que h est unitaire, les coefficients de gfh appartiennent à A, donc
qi=A.A[T]. C.Q.F.D.

L'énoncé (21.14.1) est équivalent au suivant :
Corollaire (21.14.2). — Sous les hypothèses de (21.14.1) sur A, B et p pour tout idéal

premier q de B non contenu dans p==înB et tel que dim(Bq)^2, Vanneau^ est parafactoriel.
En particulier, si dim(B®^Â:)>o {i. e. dim B>dim A ((0, IQ. 7. i) et (6. i. i))), Vanneau B
est parafactoriel.

En effet, on a vu dans la démonstration de (21.14. i) que les conditions de l'énoncé
entraînent que B est intègre et intégralement clos; l'équivalence des énoncés (21.14. i)
et (21.14.2) résulte alors de (21.13.15) appliqué à X==Spec(B) et S={p}.

Proposition (21.14.3). — Soient S un préschéma normal, y:X—»-S un morphisme lisse.
(i) Si S est localement noethérien {donc aussi X), alors, pour tout ^:eX tel que dim(̂ x,a;) ̂  2

et que x ne soit pas point maximal de sa fibre/^{f^x)). Vanneau 0^ est parafactoriel. Tout cycle
ï-codimensionnel Z sur X tel que Supp(Z) ne contienne aucune composante irréductible d'une fibre
y-^^^X^, est localement principal.

(ii) Soit Y une partie fermée de X ne contenant aucune composante irréductible d''une fibre Xg,
et telle que pour tout point maximal 73 de S, Y^=YnX^ soit de codimension ^2 dans X^.
Alors le couple (X, Y) est parafactoriel.

On notera que les conditions de (ii) sont remplies si Y est une partie fermée de X
telle que, pour tout se S, Y^==YnXg soit de codimension ^2 dans X,.

Pour prouver (21.14.3), notons d'abord que sous les hypothèses de (i), si l'on
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pose Y== {x}, il existe un voisinage ouvert V de x dans X tel que YnV et V vérifient
les conditions de (ii) : en effet, il résulte de l'hypothèse et de (9.5.3) que l'on peut
prendre V tel que VnY ne contienne aucune composante irréductible d'un Xg; d'autre
part, pour tout point maximal 73 de S tel que YnX^=f=0, les points de YnX^ sont
des spécialisations de x, donc en un tel point ^ on a dim(^x,z) ̂  ̂  et comme (9^^ = (B^ ^ ^
(S étant réduit au point T) en vertu de (2.1.13)), YnXy, est bien de codimension ^2
dans X. Comme le couple (V, YnV) est alors parafactoriel en vertu de (ii), on conclut
de (21.13.10) que l'anneau ^x a; est parafactoriel, c'est-à-dire la première assertion
de (i). Pour prouver la seconde, on peut se borner au cas où Z = {^}, où ^eX^;
comme O-^ y est un anneau local intégralement clos et de dimension i, c'est un anneau
de valuation discrète et Z est donc principal au point ^; pour tout autre point x de Supp(Z),
on a donc dim(^x x) ̂  2 et x n5est P3^ point maximal de sa fibre par hypothèse, donc ^x,x
est parafactoriel. Appliquons alors (21.13.15) en prenant pour S l'ensemble formé de ^
et des points maximaux des fibres def; il est clair que Z est principal aux points de S
puisque ^ est le seul point de S appartenant à Supp(Z) ; comme d'autre part la condition b)
de (21.13.15) est évidemment remplie, on en conclut que Z est localement principal.

On est donc ramené à prouver (ii). Posons U ==X—Y et soit j : U->X l'injection
canonique.

Comme les hypothèses et la conclusion sont locales sur S et sur X en vertu de
(21.13.6, (i)), on peut se borner au cas où S et X sont affines./étant donc de présentation
finie. Puisque les fibres de / sont régulières, l'hypothèse sur Y entraîne que, pour tout
point xeY, on a prof{(P^ ^==dim{0^ )^ i ; il résulte de (19 9 8) que l'homo-
morphisme canonique ^->J (^u) est inj^tif. De plus, remplaçant Y par une partie
fermée plus grande suivant la méthode de la démonstration de (19 9 8), et utilisant
(21.13.6, (ii)), on peut supposer que Y est défini par un idéal de type fini de l'anneau
de X, donc l'ouvert U=X—Y est quasi-compact et quasi-séparé et l'ensemble fermé Y
est constructible.

Pour prouver (ii), il suffit, pour tout ^-Module inversible S? et tout point xeY
donnés, d'établir l'existence d'un voisinage ouvert V de A: dans X tel que : i° l'homo-
morphisme canonique ^->Uv) (^unv) estsurjectif; 2° il existe un 6^-Module inver-
sible oâfy tel que ^v| (UnV)==^| (UnV) ((21.13.5) et (21.13.3)).

Posons s==f(x); nous allons voir qu'on peut se borner au cas où S=So=Spec(^g^).
Soit en effet (SJ un système fondamental de voisinages ouverts affines de s dans S, et
posons X^y-^SJ, Y^=YnX^, U^==X^—Y^,^:U^-^X^ étant l'injection cano-
nique; Xo==XXgSo est alors limite projective des X^, (8.1.2, û^l); supposons la propo-
sition vraie pour le morphisme f^ : XQ-^SQ et pour Yo =YnXo, et posons UQ == Xg—YQ,
Jo : Uo->Xo étant l'injection canonique. La projection p^ : XQ-^X^ étant un morphisme
affine, on a OoU^Uoî^^OvU^Uv)) W 1 ^- 2 ) et l'homomorphisme canonique
Pô : ̂ xo -^ OoU^Uo) n5est autre q^ ^(Pv)î où Pv : ̂  -> U\{\) est l'homomorphisme
canonique; comme par hypothèse po est surjectif, il en est de même de p^, pour v assez
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grand (8.5.7). Soit d'autre part oS^o le (P^-Module inversible restriction de S, et notons
que les X^ sont affines, donc quasi-compacts et quasi-séparés; puisque par hypothèse
il existe un (P^Modnïe inversible ̂  tel que oSfo|Uo==^ il existe un v assez grand et
un ^-Module quasi-cohérent oS^ de présentation finie tels que ̂  soit isomorphe
à^(^) (8.5-2, ( i i))î de plus (8.5.5) on peut supposer que ̂  est inversible. Enfin,
comme les U^ sont quasi-compacts et quasi-séparés et que oSfo[Uo==^o5 i1 existe v
assez grand tel que ^|U^ et ^==^f|U^ soient isomorphes (8.5.2.5).

On est ainsi ramené au cas où S=Spec(A), X==Spec(B), où A est un anneau
local-, puisque X est normal et/lisse, S est normal (17.5.7), donc A est intègre et intégrale-
ment clos. Considérons alors A comme limite inductive de ses sous-Z-algèbres de type fini;
comme la clôture intégrale d'une telle sous-Z-algèbre est un sous-anneau de A et est
aussi une Z-algèbre de type fini (7.8.3, (ii), (iii) et (vi)), A est limite inductive filtrante
des sous-Z-algèbres de type fini A^ de A qui sont des anneaux intégralement clos. En vertu
de (i .8.4.2), il existe un indice X et une A^-algèbre de type fini B^ tels que B=B^®^ A
à un A-isomorphisme près. Posons S^=Spec(A^), X^=Spec(B^); si p^ : X-^X^ est
la projection canonique, on peut en outre supposer (puisque Y est constructible) que
Y==^l(Yx)3 où Y^ est une partie fermée de X^ (8.3.11). Soit/^ le morphisme X^—S^;
en vertu de la transitivité des fibres et de (4.2.6), Y^ ne contient aucune composante
irréductible des fibres/^ ̂ ^ pour aucun ^eS^. Puisque/est lisse, on peut aussi supposer
que/^ est lisse (17.7.8); enfin, l'image du point générique ^ de S dans S^ est le point
générique ^ de S^, et on a codim((Y^, (X^)==codim(Y^ X^2 en vertu de
(6.1.4). On voit donc que S^, X^ et Y^ vérifient toutes les hypothèses de (ii), et en
posant X^==X^Xg^S^ pour X^[JL, il en est de même de S^, X^ et Y^. Montrons que
si l'on prouve que le couple (X^, YJ est parafactoriel pour tout [JL^X, il en est de
même de (X,Y). En effet, soient U=X—Y, U^=X^—Y^,j :U->X,^:U^-^X^
les injections canoniques; la projection p^: X->X^ étant un morphisme affine, on a
^(^u) ̂ ^(CÀU^)) W I • 5 • 2), et par suite l'homomorphisme canonique p : (9^ -^(<îu)
n'est autre que j^(p^), où p^ : 0^ -> (j\)J^u) est l'homomorphisme canonique; ce
dernier étant par hypothèse bijectif, il en est de même de p. D'autre part, pour tout
fi^-Module inversible JSf, il existe un \L^\ et un 0^ -Module inversible oSf tels que
^^^(^n) (en désignant par p^ : U->U^ la restriction de p^ (8.5.2 et 8.5.5),
U^ étant quasi-compact puisque X^ est noethérien. Par hypothèse, il existe un (9^ -Module
inversible oSf^ tel que oS^JU^ soit isomorphe à ̂ ; "^^^(oS^) est alors un ffl^-Module
inversible tel que oSf' | U soit isomorphe à JS?, ce qui prouve notre assertion.

On est ainsi ramené à prouver (ii) lorsque l'anneau A est une Z-algèbre de type
fini intégralement close; comme les anneaux locaux 0^ y de S sont alors des anneaux
excellents intégralement clos, leurs complétés sont aussi intégralement clos (7.8.3, (ii),
(iii) et (vii)). Pour prouver que le couple (X, Y) est parafactoriel, il suffit de montrer
que pour tout xeY, l'anneau fi^a; est parafactoriel (21.13.10). Soitj^ un point fermé
de Yy^, qui soit spécialisation de x (5.1.11); si l'on pose s ==f{x) =f{y), ^g , a un

327



328 A . G R O T H E N D I E C K Chap. IV

complété intégralement clos, et Q^y est une 6^,-algèbre formellement lisse pour les
topologies préadiques (17.5.3); puisque Y, ne contient aucune composante irréductible
deX,,ona dim(^xj>dim(^gj (17.5.8).Si ^+73, on a dim(6^)^i; si au contraire
J=T], on a par hypothèse dim(^x.J^2; donc dans tous les cas dim((Px,J^2. En outre,
l'idéal premier de G^y correspondant au point x n'est pas contenu dans îîî^x puisque Y
ne contient aucune composante irréductible de Xg. Enfin, puisque^ est fermé dans X^,
k{y} est extension finie de k{s) (I, 6.4.2). Dans tous les cas, on peut appliquer à A == (0^ ̂
B=^x,y et t^^x.^ le résultat de (21.14.2), ce qui achève la démonstration.

Remarques (21.14.4). — (i) II se peut que les énoncés (21.14.1) et (21.14.2)
restent valables sans hypothèse sur le corps résiduel de B. Énoncé avec cette généralité,
le résultat équivaudrait, en vertu de (21.13.15) et (21.13.12. i) au suivant : Soient A
un anneau local noethérien complet, intègre et intégralement clos, B un anneau local
noethérien qui est une A-algèbre formellement lisse, tel que dim(B)>dim(A); alors B
est parafactoriel.

(ii) Nous verrons au chap. VI, en employant une technique de « descente finie »
appliquée au morphisme Y'->Y=Spec(A), où Y' est le normalisé de Y, que la conclusion
de (21.14. i) (ou de (21.14.2)) reste valable en remplaçant l'hypothèse que À est inté-
gralement clos par l'hypothèse que À est réduite pourvu que dimB^dimA+2. Si on
remplace cette dernière condition par dimB^dimA+3, on peut même supprimer
l'hypothèse que À est réduit. De même, la conclusion de (21.14.3) reste valable en
remplaçant l'hypothèse que X est normal par l'hypothèse que X est réduit, pourvu que
dim(^x,J^dim(^)+2.

(iii) Au chap. III, 3e partie, on prouve que si /: X-»S un morphisme lisse,
Y une partie fermée localement constructible de X telle que, pour tout se S, on ait (avec
les notations de (21.14.3)) codim(Y,, X,)^3, alors le couple (X, Y) est parafactoriel
([41], XII, 4.8). Cette conclusion n'est plus valable lorsqu'on suppose seulement que
codim(Y^, X^2 pour tout se S et lorsqu'on ne suppose plus X réduit. Par exemple,
soient k un corps, A==A;[T]/(T2), algèbre des nombres duaux sur k, S=Spec(A),
X==Spec(A[Ti, Tj) (T^, T^ indéterminées), de sorte que X==V|, Y étant la « section
nulle » de ce fibre; si s est l'unique point fermé de S, on a X^==V^ et Y, est la « section
nulle » de X^. Pour voir que le couple (X, Y) n'est pas parafactoriel, il suffit de montrer
que l'anneau B=A[T^TJ^, où m est l'idéal (T^+CT^) qui définit Y, n'est pas
parafactoriel (21.13.10). Soit Bo=B^, et notons U et Uo les complémentaires du
point fermé dans Spec(B) et Spec(Bj; en raisonnant comme dans (21.13.9), on a la
suite exacte, extension de (21.13.9.1)

F(U, 0^ -> F(Uo, ^u.r -> Hi(Uo, ^u.) -^ Pic(U) -> Pic(Uo).

Or, on a F(U, ^u)=B, F(Uo, ^u.)==Bo puisque prof(B) == prof(Bo) = 2 (5.10.5). Par
ailleurs Pic(Uo)=o puisque BQ est factoriel, et H^Uo^uJ+o [41, 3, Exemple III-1];
comme Phomomorphisme B*-̂  est surjectif, on en conclut que Pic(U)+o, donc que B
n'est pas parafactoriel.
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(iv) Le résultat (21.14.3) a d'abord été démontré par G. Seshadri [44] dans le
cas particulier où S est un schéma algébrique normal sur un corps algébriquement clos k
et X=Sx^T, où T est un A-préschéma algébrique lisse sur k. La démonstration de
Seshadri [44, p. 188-189] est de nature globale et utilise la théorie des schémas de Picard.
Elle donne en outre (loc. cit.) des résultats tels que le suivant (pour lequel on ne possède
pas à l'heure actuelle de démonstration par voie locale). Soient S, T deux préschémas
localement de type fini sur un corps A, X==Sx^T, Z un cycle i-codimensionnel sur X
(considéré comme S-préschéma) ; supposons vérifiées les conditions suivantes :

i° S et T sont géométriquement normaux sur k (6.7.6);
2° Pour tout point maximal T] de S, le cycle i-codimensionnel Z^ sur la fibre X^,

ayant même multiplicité que Z en tout point de X^nX^, est localement principal
(autrement dit, est l'image d'un diviseur de X^, puisque X^ est normal);

3° Pour tout se S, Z est principal aux points maximaux de la fibre Xg.
Alors Z est localement principal. En d'autres termes, X étant normal (6.14.1),

pour tout A:eX qui n'est pas maximal dans sa fibre Xg et qui n'appartient à aucune des
« fibres génériques » X^ (ce qui implique dim^x.a;)^ en vertu de (6. i. i))', l'anneau
local ^.a; est parafactoriel, en vertu de (21.12.15) (1).

21,15. Diviseurs relatifs.

(21.15.1) Soient S un préschéma, f\ X—^S un morphisme plat et localement de
présentation finie. On a défini dans (20.6.1) le faisceau d'anneaux e^x/s des germes de
fonctions méromorphes sur X relatives à S, sous-faisceau de <^x5 1! est d3-11' que l'injection
canonique (P^->^^ (20. i .4. i) applique Q^ sur un sous-faisceau de e^x/s? S-YCC lequel
on l'identifie. Soit e^x/s ^e faisceau (en groupes multiplicatifs) des germes de sections
inversibles de ^x/s 91-11 est donc un sous-faisceau de ^x et contient ^x comme sous-
faisceau.

Définition (21.15.2). — On appelle faisceau, des diviseurs sur X relativement à S, ou
faisceau des diviseurs sur X transversaux à f, et on note ^^x/s ^ faisceau quotient (de groupes
commutatifs) ^x/s/^xî ^es étions de ce faisceau au-dessus de X se nomment diviseurs sur X relatifs
à S, ou diviseurs sur X transversaux àf; ils forment un groupe commutatif noté Div(X/S).

Il est clair que Qiv^ s'identifie canoniquement à un sous-faisceau de Qiv^y et
par suite Div(X/S) à un sous-groupe de Div(X), que l'on note encore additivement. Pour

(1) En fait, dans l'article précité, Seshadri suppose que k est algébriquement clos, T séparé et« semi-complet»
(i.e. tel que r(T, (Py) soit À-isomorphe à k) et remplace l'hypothèse 3° par l'hypothèse plus forte que Supp(Z) ne
contient aucune des fibres Xg pour sç=S. Mais comme l'énoncé est local sur S, on en conclut aussitôt qu'il suffit
de faire l'hypothèse 3°, et cela prouve que la conclusion (interprétée comme ci-dessus en termes de propriété de
parafactorialité des anneaux 0^ ^ est locale sur S et sur T, ce qui permet d'éliminer complètement l'hypothèse
que T est « semi-complet » et que k est algébriquement clos, puisque (quitte à passer d'abord à la clôture algébrique
de k) on peut supposer d'abord T affine, ce qui permet de le plonger comme ouvert d'un schéma projectif et normal
sur A, auquel le résultat de Seshadri s'applique. Notons aussi que, grâce à cette réduction, il suffit de faire la
démonstration de Seshadri dans le cas où T est projectif (et non seulement « semi-complet »), cas où la théorie du
schéma de Picard utilisée par Seshadri est contenue dans celle qui sera développée au chap. VI de notre Traité.
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tout ouvert U de X, on a «^x/s|U==^j/g, donc Qiv^\\3=Qiv^, et le fais-
ceau ^^x/s est donc égal au préfaisceau U->-Div(U/S).

Puisque e^x/s est un sous-faisceau de ^x? ^es définitions, notations et formules
relatives aux diviseurs des sections de *^x au-dessus de X (21.1.3) s'appliquent sans
changement aux sections de .̂ x/s au-dessus de X.

(21.15.3) La structure de faisceau de groupes ordonnés sur Qiv-^ (21.1.6) induit
sur le sous-faisceau ^^x/s une structure de faisceau de groupes ordonnés, pour laquelle
le faisceau de monoïdes des germes de sections positives est Qiv^nQiv^, que l'on note
^'4/s- On a F(X, ^^g^Div^X^DivfX/S); on note ce sous-monoïde de Div(X/S)
par Div^X/S), et il est formé des éléments ^o pour une structure de groupe ordonné
sur Div(X/S). Il résulte de (21.1.5.1) que Qw^ est l'image dans -^x/s du sous-
faisceau de monoïdes

(21.15.3.1) ^xTs-^xn^x/s

Pour tout ouvert U de X, r(U, (P^fo) est l'ensemble des sections t de (9^ au-dessus
de U telles que t soit régulière et que ift appartienne à rÇU.^x/s)? ce (îm signifie,
avec les notations de (20.6. i), que ^Txyg(U), de sorte que le faisceau G^ n'est autre
que le faisceau noté ^x/s dans (20.6.1). On peut donc écrire

(21.15.3.2) ^/s=W^x

à un isomorphisme canonique près.
(21.15.3.3) Soit DeDiv^X/S) et considérons le sous-préschéma fermé Y(D)

de X défini par l'Idéal ^^(D) de ^x C 2 1 - ^^ ) ; en vertu de ce qui précède, pour tout
X€\ÇD), il y a un voisinage ouvert U de x dans X et une section ^eTxyg(U) telle
que -^x(D) [U==(î^-^ puisque ^eY(D), l'image t^ de t dans r(UnX^, ^xrn)
appartient à l'idéal maximal de ^Xfn,a;5 et en outre, par définition, pour tout je S,
l'image ty de t dans r(UnX^, Q^) est une section régulière. On déduit donc de (11.3.8)
et (19.2.4) que l'immersion canonique Y(D)-^X est transversalement régulière relativement
à S et de codimension i au point x. La réciproque étant immédiate, on voit qu'on peut
identifier canoniquement les diviseurs positifs sur X relatifs à S aux sous-préschémas
fermés Y de X tels que l'injection canonique Y->X soit une immersion transversa-
lement régulière relativement à S et de codimension i. Nous ferons d'ordinaire cette
identification.

Proposition (21.15.4). — Soient D un diviseur sur X, -^x(^) l " Idéal fractionnaire inver-
sible correspondant (21.2.5) . Pour que DeDiv(X/S), il faut et il suffit que, pour tout A;eX,
on ait (-^x(^) ̂ ^•^x/s)»^0 (°^ ce ^ fuient au même, que Von ait -^x^^^x/s ^
J^D^C^x/s).

En effet, dire que DeDiv(X/S) signifie que pour tout x eX, il existe un voisinage
ouvert U de x et une section fe r(U, ^x/g) tels que D [ U = divy(/) $ comme ^x(D) 1 U
est l'Idéal fractionnaire inversible (Ty f, la proposition en résulte aussitôt.
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Proposition (21.15.5). — Soient D un diviseur sur X, ^x(^) l^ Idéal fractionnaire inver-
sible et S-Q la section méromorphe régulière de 0-^0) définis canoniquement par D (21 .2 .8 et 21.2.9).
Pour que DeDiv(X/S), il faut et il suffit que ^rÇX^x/s^15)))-

En effet, si U est un ouvert de X tel que D|U=divu(/), où/er(U,^x) dire que
.$j)er(U,.^x/s(^xCD))) signifie, en vertu des définitions (20.6.2) que /"'^rCU.^x/s)?
d'où la proposition.

L'interprétation des diviseurs sur X à l'aide des classes cl(Jy,^) (21.2.11)
permet donc d'interpréter les éléments de Div(X/S) comme les couples (à isomorphisme
près) (oSf, s) tels que oSf soit un 0^-M.od\i]e inversible et que s soit une section méromorphe
de oSf au-dessus de X, régulière relativement à S (20.6.5, (iii)).

Proposition (21.15.6). — Soit D un diviseur sur X relatif à S, et supposons que pour
tout ^eX tel que prof((5x//N,a;)==I? on alt Hc^° (resp. D^==o). Alors on a D>o
(resp. D = o)

Comme dans (21.1.8), on peut se borner au cas où D=div(<p), où ç est une
fonction méromorphe régulière relative à S, et tout revient à voir que si D^o en tout
point ^eX tel que prof(^x//^,a;)== I î 9 est partout définie dans X. Mais cette hypo-
thèse signifie que, si T=X—dom(cp) on a prof(^x/^, x ) ̂ 2 P0111* tout ^T, et il
suffit pour conclure d'appliquer (20.6.6).

(21.15.7) Soit X' un second S-préschéma plat et localement de présentation finie
sur S, et soit g : X'->X un S-morphisme. Si le S-morphisme g est plat, on sait (21.4.5)
que l'image réciproque par g de tout diviseur sur X est définie; si de plus DeDiv(X/S),
il résulte de la définition (21.15.2) et de (20.6.8) que l'on a alors ^*(D)eDiv(S7S).

(21.15.8) Soit X' un second S-préschéma plat et localement de présentation
finie sur S, et soit g : X'->X un S-morphisme fini et plat. Notons que g est alors nécessai-
rement de présentation finie (1.4.3, 1.4.6 et 1.6.3), donc <?,(^x') est un ^x~^°dule
plat et de présentation finie, et par suite localement libre (2.1.12), autrement dit g est
un morphisme localement libre (18.2.7); pour tout se S, le morphisme correspondant
gy : X^->Xg est donc aussi fini et localement libre. On déduit alors de (21.5.2) et
(20.6.1) que pour tout ouvert U de X et toute section f er^g"1^); ̂ x'/s)? ^a

norme Nx'/x(^) appartient à r(U,^"x/s)3 ^e raisonnement de (21.5.3) prouve ensuite
que pour tout ^"Module inversible JS?' et toute section méromorphe u' de oSf' au-dessus
de X', régulière relativement à S, la norme N^/x^') est une section méromorphe de
.^^Nx'n^"^') au-dessus de X, régulière relativement à S. L'interprétation des diviseurs
relatifs à S donnée dans (21.15.5) et la définition de l'image directe d'un diviseur (21.5.5)
prouvent alors que pour tout diviseur D'eDiv(X'/S), on a ^(D^eDr^X/S).

(21.15.9) Considérons enfin un morphisme quelconque S'->S, et (sous les hypo-
thèses de (21.15.1)) posons X'^XXgS', qui est plat et localement de présentation
finie sur S'; si p : X'-^-X est la projection canonique, on a vu (20.6.9) qu'on a un
homomorphisme canonique p*(^x^s)~>^xf^s'9 (ïul transforme évidemment toute section
de ^x/s au-dessus d'un ouvert U, régulière relativement à S, en une section de ^x'/s'
au-dessus de^'^U), régulière relativement à S (20.6.5, (iii)) ; on conclut alors de la défini-
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don (21.15.2) et de l'exactitude à droite du foncteur^*, que Phomomorphisme précédent
définit par passage aux quotients un homomorphisme canonique

(21.15.9. i) Div(X/S) -> Dr^X'/S')

qui transforme évidemment les éléments de Div^X/S) en éléments de Div^X'/S').
On pose encore DivÇX'|Sf)=Div^{Sf) (resp. Div-^X'/S^Div^S')), et on voit
aussitôt qu'on a ainsi défini deux foncteurs contravariants

Divx/s ; Sch^ -> Ab, Divx/s : Sch/^ -> Ens

de la catégorie des S-préschémas dans celle des groupes commutatifs (resp. des ensembles).
On verra plus loin (chap. VI) des cas importants où le foncteur Divx/g est représen-
table (Oui, 8.1.8).

Pour tout diviseur DeDiv(X/S), l'image de D par l'homomorphisme (21.15.9.1)
n'est autre d'ailleurs que l'image réciproque ^*(D) (au sens de (21.4.2)) : l'existence
de cette image réciproque et l'assertion précédente sont en effet des conséquences immé-
diates de (20.6.5, (iii)) et (20.6.9).

Les. éléments de Div(X'/S') s'appellent souvent, par abus de langage, «familles
de diviseurs sur X relatifs à S, paramétrées par le S-préschéma S' »; on utilise surtout cette termi-
nologie lorsqu'il s'agit de diviseurs positifs.
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ERRATA ET ADDENDA

(Liste 3)

A) Erreurs typographiques

(II, 3.3.2) Ligne i de la p. 58, remplacer y par J(. Ligne 6 de la p. 58, rem-
placer S(n) par M.{n).

(II, 4.1.1) Ligne 8 de la p. 71, remplacer ffl-pModule par Op-Module.
(II, 5.4.5) Ligne 6 de la p. 102, remplacer u par fou.
(II, 5.4.8) Avant la ligne 4 du bas de la p. 102, remplacer /X ig. par^y') dans

le diagramme. Ligne 4 du bas de la p. 102, remplacer j^Xig' paryjy^.
(II, 6.4.4) Ligne i du haut de la p. 122, remplacer normal par intégralement clos.
(II, 6.4.7) Ligne 14 du bas de la p. 122, remplacer dimension par rang.
(II, 6.5.2) Ligne 5 de la p. 127, remplacer (^?]U\) par (B[U^). Ligne 15 de

la p. 127, supprimer le premier (N^/^rd)^ ).
(Oui? 8 .1 .11) Ligne 8 du bas de la p. 8, remplacer h^{u) par h^{u).
(Oni, 9.1.2) Ligne 10 du bas de la p. 12, remplacer Ç P^ X-
(Oju, 10.2.1) Ligne 6 du bas de la p. 18, remplacer : « en outre si » par :

« si en outre ».
(in, 4.4.12) Ligne 10 de la p. 138, remplacer : chap. V par : chap. IV (8.11.2).
(m, 5.2.5) Ligne 12 de la p. 153, remplacer (I, 5.5.4) par (H, 5.5.4).
(in, 7.4.7) Ligne 15 de la p. 57, remplacer : tout A-module par : tout A-module M.
(III, 7.8.5) Ligne 18 du bas de la p. 74, remplacer F par 3^.
(M, 7.8.9) Ligne 9 du bas de la p. 75, remplacer M par e .̂
(in, 7.9.11) Ligne 17 du bas de la p. 79, remplacer chap. V par chap. VI.
(GIV, 16.2.2.2) Ligne 13 de la p. 26, remplacer M'n^M' par M'nc^M.
(Oiv? ^-S-?) Ligne 16 du bas de la p. 50, remplacer (17.1.10) par (17.3.3).
(QIV? 18.1.3) Dans le diagramme (i 8.1.3. i),j&2 doit être à côté de la flèche G—^F.
(Oiv, 19.8.7) Lignes 7, 8 et 9 du bas de la p. ni, remplacer (21.5.5) par (21.5.3).
(Ojv5 19.8.8) Ligne 2 du bas de la p. 112, remplacer A-module par B-module.
(Oivî 20.5.4) Ligne 5 du bas de la p. 130, remplacer Î^B'/A' P^ ^/A"
(Oiv, 20.7.8) Ligne 9 du bas de la p. 149, remplacer (18.4.3) par (18.5.4).

Ligne 4 du bas, remplacer (18.4.1) par (18.5.1).
(Ojv? 21.5.3) Ligne i du bas de la p. 166, remplacer ramifiée par ramifié.
(Oiv5 21.7.1) Ligne 4 de la p. 170, remplacer (20.6.15.1) par (20.6.17.1).
(Oivî 22.1.1) Ligne 12 de la p. 183, remplacer (20.6.20) par (20.6.10).
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(Oiv> 22.3.3) Ligne 13 du bas de la p. 192, remplacer Êp par B,,.
(Oiv, 22.7.3) Ligne 21 du bas de la p. 212, remplacer Ker(î) par Ker(îo). Ligne 12

du bas de la p. 212, remplacer (p/p2)®^ par (p/p2)®^.
(Oiv, 23.1.3) Ligne 4 de la p. 215, remplacer x^eK' par A:'eK'. Ligne 9 de

la p. 215, remplacer x^eA par x^eA.
(IV, 2.1.1) Ligne 4 du bas de la p. 5, remplacer (m, 1.4.15.1) par (m,

1.4.15.5).
(IV, 2.4.3) Ligne 12 de la p. 20, remplacer (X^Xy^Y^)^ par

(Xped x Yred^ed) red •

(IV, 2.6.1) Ligne 10 de la p. 27, remplacer : X'-^g^ par X'==X(g^.
(IV, 4.2.1) Ligne 20 du bas de la p. 55, remplacer deg.tr^E par deg.tr^E et

deg.tr^L(t) par deg.triL(t); ligne 19 du bas, échanger « première » et « seconde ».
(IV, 4.4.2) Ligne i du bas de la p. 59, remplacer X par X\
(Tv^ 4 •7-3) Ligne 10 du bas de la p. 75, remplacer préschéma par k-préschéma.
(IV, 5.6.1) Ligne 16 de la p. 98, remplacer (en indice) 7e(p( par fc(p).
(IV, 5.6.5) Ligne 20 de la p. 99, supprimer la seconde parenthèse dans fc(Ç)).
(IV, 5 .6 .11 .1) Ligne 16 de la p. 102, remplacer K par S{.
(IV, 5.11.2) Note de bas de page de la p. 123, remplacer 5. n .2) par (5.11.2).
(IV, 6.1.5) Ligne 2 du bas de la p. 136, remplacer (5.5.1.2) par (0, 16.3.9.2).
(IV, 6.3.i) Ligne 9 de la p. 139, remplacer yem par jyen.
(IV, 6.7.2) Ligne 18 de la p. 146, remplacer O'^ par Q^,.
(IV, 6 .10.1) Ligne 13 de la p. 155, remplacer J^®^ 6?y par ^0^ 0^.
(IV, 6.14. i) Ligne 21 de la p. 170, remplacer : n° 3, prop. 12 par : n° 2, prop. 8.
(IV, 6.15.2) Ligne 13 de la p. 177, remplacer t{t—v) par t2(t—vY.
(IV, 6.15.7) Ligne 6 du bas de la p. 179, remplacer X®^' par X®^'.
(Iv? 7-5-4) Ligne 14 du bas de la p. 206, remplacer Spec(Ê®A;) par Spec(Ê@^Â;).
(IV, 7.8.4) Ligne 10 du bas de la p. 216, remplacer « vérifiant » (7.8.2, (ii)

et (iii)) par « vérifiant (7.8.2, (ii) et (iii)) ».
(IV, 2e Partie, Bibliographie) Ligne 6 de la p. 224, remplacer : Amer. J. of Math.,

par Annals of Math.
(IV, 8.5.8) Ligne 6 de la p. 24, remplacer Ker g^ à la fin de la ligne par Ker^.
(IV, 8.10.1) Ligne 13 du bas de la p. 36, remplacer (2.3.11) par (8.2.11).
(IV, 10.2.1) Ligne 14 du bas de la p. 98, remplacera par Y.
(IV, 10.4.11) Ligne 10 du bas de la p. 104, remplacer (17.9.7) par (17.9.6).
(IV, n.2.9) Ligne 3 du bas de la p. 126, remplacer A^ par A^.
(IV, 11.3.4) Ligne 16 de la p. 134, remplacer F par y.
(IV, 11.3.10) Ligne 9 du bas de la p. 139, remplacer (11.3.7) par (11.3.10).
(IV, n.7.5) Ligne il de la p. 159, remplacer (6.5.11) par (6.15.11).
(IV, i2.i.i) Ligne 13 de la p. 174, ajouter à la fin : pour k^i.
(IV, 14.2.1) Ligne n de la p. 202, remplacer (6.1.2) par (6.1.1).
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(IV, 14.3.8) Ligne 10 du bas de la p. 206, remplacer (./-'1>0 par/-1^).
(IV, 14.5.7) Ligne 16 de la p. 218, remplacer (14.5.5) par (14.5.6).
(IV, 14.5. n) Dans le diagramme du haut de la page 223, les flèches horizontales

doivent toutes aller de droite à gauche.
(IV, 15.4.2) Ligne 23 de la p. 230, remplacer (6.1.4) par (6.1.5).
(IV, 15.5.2) Ligne 16 de la p. 233, remplacer/"3^) par/'^y).
(IV, 15.6.10) Ligne 6 de la p. 242, remplacer ~l(y) par/'^y). Ligne il de

la p. 242, remplacer : a) et p), par : a) ou (3).

B) Modifications de texte

(En-iy, i) Dans (Oui? 11. i .6), Renoncé (reproduisant un énoncé de (G, I, 4.4. i))
est incorrect lorsque q(n) est un entier quelconque; il n'est correct que si l'on a q{n) ==o
ou q(n) =n. En effet, dans le premier cas, le noyau de d^° est alors E^°, puisque l'image
de dy est Ep+rf~r+l==o par hypothèse; de même l'image de ûÇ?"^""1 est nulle puisque
E^-^-^o; on a donc bien E^==E^°. On raisonne de même lorsque q{n)==n
pour tout n.

(Errjy, 2) Dans (III, 3.4), supprimer les lignes 2 et 3 de la p. 119.
(Erriy, 3) Dans (III, 4.4.9)3 ligne 15 du bas, p. 137, remplacer '.finies par :

finies en tant qù'ensembles.
(Erriv, 4) Dans (III, 7.8.10), ligne 9 de la p. 76, remplacer simple par lisse.
(Erriv, 5) Dans (Oiv, 16.1.4), ligne 8 du bas de la p. 23, remplacer : Dire que A

est caténaire, par : Dire qu'un anneau intègre A est caténaire.
(Erriy, 6) Dans (Oiv? ^.i^), on peut supprimer l'hypothèse que A est noethé-

rien. En effet, pour tout élément ueB^, A[u] est une sous-A-algèbre de G, donc u est
entier sur A (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § i, n° i, cor. de la prop. i), et par suite
aussi sur Aj^; on conclut encore par (16.1.5).

(Errjv, 7) Dans (Ojv? I6.5.I2), on notera que la relation (16.5.11.1) équivaut
à la même relation où l'on remplace A par les anneaux quotients A/r, r parcourant
l'ensemble des idéaux premiers minimaux de A. On peut donc dans la preuve de ( 16.5.12)
se borner au cas où A est intègre, et appliquer (16. i .4.2).

(Erriy, 8) Supprimer (Ojy, 19.3.12) dont la démonstration est erronée (les
ensembles \V\, U^ et V\ ne sont pas des variétés linéaires).

(En-iy, 9) Dans {0^, 19.8.3), lignes 6 et 8 du bas de la p. uo, remplacer horno-
morphisme par homomorphisme local; de même dans (Oiv, 19.8.4), ligne i de la p. ni.

(Erriy, 10) Dans (Oiv, 20.1.2)3 ligne 2 du bas de la p. 117, remplacer aeA
par éeB et aD par èD; ligne i du bas de la p. 117, remplacer A-module par Tï-module.

(Erriy, n) Dans (Ojv? 20.2.1), ligne 8 de la p. 119, remplacer A-modules par
K-modules, Ligne 21 et 22 de la p. 119, remplacer « di-homomorphismes de modules
(relatif à u) » par : homomorphisme de B-modules.

(En-iy, 12) Dans (Ojv? 20.4.6.1), remplacer p^—p^ par p^—p^\ ligne 10 du
bas de la p. 125, remplacer A " ® I — î ® x par I®A?—A:®I.
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(Errjy, 13) Dans (Oiv? 20.4.8), ligne 14 de la p. 1263 remplacer p^==p^—d^
par pi==p2—^.

(Erriv, 14) Dans (Oivî 20.4.13), remplacer les lignes 6 à n du bas de la p. 127
par le texte suivant :

(iv) Soient A, B deux anneaux intègres tels que AcB, B étant entier sur A, et
que le corps des fractions de B soit une extension séparable de celui de A. Alors le
B-module Î2g/^ est un module de torsion. En effet, pour tout xeîi, soit^le polynôme minimal
de x par rapport au corps des fractions K de A; il existe aeA non nul tel que af[T] eA[T] ;
comme x est séparable sur K, on a f'{x}^ o, et d'autre part de la relation af[x) ==o
on déduit af\x)d^x=o^ d'où notre assertion en vertu de (20.4.7).

(Errjy, 15) Dans (Oiv? 22.2.7), ligne 5 de la p. 189, au lieu de « formellement
lisses », il faut « formellement lisses pour les topologies préadiques ».

(Errjy, 16) Dans le Sommaire du chap. IV, ligne 4 du bas de la p. 222, ajouter :
et anneaux strictement locaux. Lignes i à 3 du bas, remplacer par :

§ 19. Immersions régulières et platitude normale.
§ 20. Fonctions méromorphes et pseudo-morphismes.
§ 21. Diviseurs.

Ligne 16 de la p. 223, remplacer « de présentation finie » par « localement de présentation
finie »; ligne 19 de la p. 223, remplacer « comme » par « comme étant ».

(Erriy, 17) Dans (IV, 3.1.10), ajouter après la ligne 16 de la p. 39 :
Remarque (3.1.10.2). — Soit y:X->Y un morphisme quasi-compact et quasi-

séparé, et soit 3^ un (PyM.odule quasi-cohérent, de sorte que f^^) est un ^y-Module
quasi-cohérent (1.7.4). Alors on a
(3.1.10.3) Ass(/^))c/(X)

et, si X est localement noethérien,

(3.1.10.4) Ass(/^)c/(Ass(^)).

Soit en effet j/eAss(y(J^")); en vertu de (2.3.1) et du fait que le morphisme
Spec(^)->Y estplat, {f^\ est égal à (/;(^))^ où/' : XXySpec^yj^Spec^)
est déduit de/par changement de base et y-^y®^ (9^^. On est donc ramené à
prouver (3.1.10.3) et (3.1.10.4) en y remplaçant Y par Spec(^Y,y)? / P3-1'/' et ^
par ^r', compte tenu de (I, 3.6.5) et de la définition de Ass(^'). Par définition, il y a
un élément ^e(/^(^^))y non nul et dont îîty est l'annulateur, et comme {f^})y
s'identifie à r(Y,/^(^')) puisque Y est local, ty s'identifie aussi à une section jer(X, ̂ ).
L'Idéal de 0^ annulateur de s contient donc m^x? et P^ sulte (Oi? I •7 '4)? ^e support
de s (ensemble des xe'X tels que ^4= o) est contenu dans f'1^) ; si ce dernier était vide,
on aurait s == o, ce qui est absurde. Lorsque de plus X est localement noethérien, alors
le sous-^x- Module cohérent G^s de y n'est pas nul, donc Ass^0^s)^=0 (3.1.5);
mais Ass^x^cSupp^x^ç/'"1^) et d'autre part Ass(fi^) cAss(^) (3.1.7), donc
^e/(Ass(^-)).
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(3.1.10.5) On notera que même lorsque/est un morphisme propre, on n'a pas
nécessairement /(Ass(^))cAss(/^)) : on le voit en prenant pour Y le spectre d'un
corps et pour X un espace projectif sur k, par exemple P^; alors F=^x(—i) est un
(Px-Module cohérent =t= o tel que r(X,^)=o (m, 2.1.13), donc Ass(/(^)) =0
et Ass(^)=t=0.

(En-iy, 18) Après (IV, 3.2.8), insérer après la ligne 17 de la p. 43 :
Remarque (3.2.9).— Pour tout point s d'un préschéma X, notons i, : Spec(fe(j)) -^X

le morphisme canonique, qui est un monomorphisme quasi-compact. Pour tout
^-module G(j-), considéré comme Module sur Spec(fe(j)), (^) (G(J)) est donc un
^x-Module quasi-cohérent_(i.7.4). On vérifie aussitôt que la*fibre de (î,) (G(j-))
est nulle en tout point x^ {s} et isomorphe à G(J) dans le cas contraire. Si X est locale-
ment noethérien et G(J) de longueur finie, il est clair que Ass((^(G(j))) est réduit au
seul point s, autrement dit (^)^(G(J)) est irredondant.

Cela étant, supposons X localement noethérien, et soit ^ un ^x-Module cohérent.
Soit d'autre part S une partie discrète de X, et pour tout jeS,- posons ^(.y) ==^(^")
qui est un ^)-module; considérons pour chaque seS un module quotient G{s) de ^\s}
de longueur finie. On a donc un homomorphisme canonique

n : y^ @ (^(^(,))-> © (^(G(.))
s e s s e s *

de ffl^-Modules cohérents (puisque S, étant discret, est localement fini dans X). Si Jf^Ker u,
^ = y\^ est un ^x- Module cohérent et on déduit de u un homomorphisme injectif

v : ̂ ^®s^^GM)

et si ^(s) est l'image de ^ dans (^),(G(^)), (â^çs est une décomposition irredondante,
qui est mfo^é? lorsque les G(J) sont tous + o, et telle que Ass(^)==S (^ étant donc
sans cycle premier associé immergé). On a ainsi obtenu une bijection (G(j-)gçs)^^,
où S parcourt l'ensemble des parties discrètes de X pour lesquelles ^\s) =f= o pour tout
jeS, et, pour chaque S, (G(j-))gçg parcourt l'ensemble des quotients =t= o et de longueur
finie des e^'(^); d'autre part ^ parcourt l'ensemble des ^-Modules quotients cohérents
de y, sans cycle premier immergé. La bijection réciproque associe à chaque ^ sa
décomposition irredondante réduite.

(Errjv, 19) Dans (IV, 4.2.1), avant la ligne 17 du bas de la p. 55, insérer :
Remarque (4.2.1.4). — Sous les hypothèses de (4.2.1), on a en outre

(4-2.1.5) dim(K(^L) = inf(deg. tr^K, deg.tr^L)

où il doit être entendu que si les deux corps K, L sont de degré de transcendance infini
(qui peuvent être des cardinaux quelconques), le premier membre doit être pris égal à + oo
(la dimension considérée ici est celle définie dans (0, i6 . i . i ) ) .

Supposons en effet par exemple que deg.tr^K^deg.tr^L et en premier lieu que
deg.tr^K==7z<+oo. On a vu dans la preuve de (4.2.1) que KOO^L est une extension
algébrique de K'®^L, et a donc même dimension (0, 16.1.5). On peut donc se
borner au cas où K=A;[Ti, . . . ,TJ$ alors K®^L est un anneau de fractions de
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A[Ti, ..., TJ®^L=L[TI, ..., TJ, qui est de dimension n (5.5.4), et par suite
dim(K®^L)^n (0, 16. i .3. i). Pour prouver que dim(K®^L) ==TZ, il suffit évidemment
de montrer qu'il y a dans Spec(L[Ti, ..., TJ) un point rationnel sur L qui appartient
à Spec(K®fcL) (5.2.3), ou encore (I, 1.7.4) qu'il existe un L-homomorphisme
u : K®^L~^L. Mais par définition du produit tensoriel, cela revient à prouver l'exis-
tence d'un k-homomorphisme v : K->L, ce qui est évident en vertu de l'hypothèse
deg.tr^K^deg.tr^L. Si deg.tr^K^deg.tr^L et si ces deux cardinaux sont infinis, on voit de
la même façon qu'il y a un point rationnel dans Spec(L[t]) qui appartient à Spec(K®^L) ;
mais le noyau de tout L-homomorphisme de L[t] dans L est un idéal maximal
engendré par une famille de la forme (^—ay}a^çï avec a^L. Il est clair qu'un tel idéal
maximal contient une suite infinie décroissante d'idéaux premiers distincts, donc l'anneau
local de L[t] correspondant est non noethérien et de dimension infinie; comme c'est un
anneau local de K®^L, on voit que ce dernier est non noethérien et de dimension infinie.

(Eri^y, 20) Après (IV, 4.5.19)5 insérer, avant la ligne 12 du bas de la p. 67 :
Corollaire (4.5.19.3). — Soient k un corps, X un k-préschéma de type fini sur k, qui est

irréductible mais non géométriquement irréductible. Alors il existe une partie fermée Y de X, rare
dans X, contenant tous les points xe'X tels que k{x) soit radiciel sur k (et en particulier tous les
points de X rationnels sur k ) .

Soient k' une clôture algébrique de k, X'^X®^', p : X'-^X la projection
canonique. Si A:eX est tel que k(x) soit radiciel sur A, il n'existe qu'un seul point ^'eX'
au-dessus de x (I, 3.4.9); ce point appartient nécessairement à deux composantes
irréductibles distinctes de X', sans quoi X serait géométriquement irréductible en vertu
de (4.5.19), contrairement à l'hypothèse. Soient alors X^(i^i^Tz) les composantes
irréductibles du préschéma noethérien X', et pour i^i<j^n, posons X^=X^nXJ;
l'ensemble Y=j&(Uxy répond à la question. En effet, comme p est un morphisme
entier et que les X- sont fermés dans X', Y est fermé dans X. D'autre part, si Ç est le
point générique de X, P~l{'^) est discret et formé des points génériques des X^ (4.5.11),
donc ne rencontre aucun des X^-; l'ensemble fermé Y est par suite rare,

(Errjy, ai) Dans (IV, 5.6.11.1), ligne 7 du bas de la p. 102, après « intègre »,
ajouter : « de dimension 2 ».

(En-iy, 22) Après (IV, 6.2.3), après la ligne 18 de la p. 138, insérer :
Proposition (6.2.4). — Sous les hypothèses de (6.2.3), soit de plus M un A-module

de type fini et supposons M 4=0 et N=t=o. Alors on a

(6.2.4.1) dim. proje (M®^N) == dim. proj^M) + dim. projs ®^(N®^) •

Considérons la résolution gauche L. de N introduite dans (6.2.3), et une résolu-
tion gauche K. de M par des A-modules libres de type fini :

... ->K,->K,^i->... ->Ko->M->o

On a vu que les L,, N, les Z^(LJ sont des A-modules plats; il en est de même
des B,(LJ qui sont égaux aux Z^(LJ sauf pour î==o, et dans ce dernier cas Bo(LJ est
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plat par (Oi, 6. i .2); enfin, les H,(L.) sont nuls par définition sauf Ho(L.) ==N, qui est
un A-module plat. On sait que, dans ces conditions, H^K.®^.) est canoniquement
isomorphe à @ (Hp(K.)®J^(L.)) (G, I, 5.5), donc K.^L. (gradué comme

p+g==n
d'ordinaire) est une résolution de M®^N par des B-modules libres. Posons r = dim. pro^M,
s == dim. proJB(N) = dim. projg ®^(N®^) : il y a donc une résolution libre K. de longueur
r et une résolution libre L. de longueur s, et K.0JL. est alors une résolution libre de
longueur r+s, ce qui prouve déjà que dim.proJB(M®^N)^r+j. Il reste à prouver
(0, 17.2.6) que l'on a Tor^M^N, ^(B))4= o. Utilisant la résolution précédente
K.®^L. pour calculer ce foncteur, on obtient

Tor^M^N, k(K)) =H^((K®JJ®^(B)).

Mais on peut écrire (K.OJJ^B^B) = (K.^^^L.^B^B)), qui est donc un pro-
duit tensoriel de deux complexes d'espaces vectoriels sur k\ tous les A-modules étant plats, la
formule de Kùnneth donne H^^K.^^L.^B^B))) ̂ H^K.^^H^L.^B^B)),
l'homologie du premier (resp. second complexe) étant nulle en degrés >r (resp. >s). On a
donc Tor^M^N, fe(B)) =Tor^(M, A) (^Tor^N, J.(B)) à isomorphie près, et comme
chacun des facteurs est =+= o par hypothèse, il en est de même de leur produit tensoriel sur k.

(Erriv, 23) Dans (IV, 6.10. i), ligne 8 de la p. 155, après : canonique, ajouter :
y un (PyMod-ale cohérent.

(Eri-iv, 24) Dans (IV, 6.14.4), la référence donnée ligne 12 du bas de la p. 175
est insuffisante; il faut raisonner de la façon suivante. Tout d'abord, si M est une base
de transcendance de K' sur A, A(M) est algébriquement fermé dans B(A(M)) (Bourbaki,
Alg., chap. V, § 6, exerc. 8 c}). On peut donc se borner au cas où K' est une extension
algébrique séparable de A. Soit p l'exposant caractéristique de A; il résulte de Bourbaki,
loc. cit., § 9, exerc. 2, que la fermeture algébrique de K' dans B(K') est radicielle sur K';
montrons que tout élément .yeB^) tel que x^eK' appartient déjà à K\ Pour cela,
considérons une base (^) de K/ sur A; puisque K' est une extension algébrique séparable
de A, les e{ forment aussi une base de K' sur A (Bourbaki, loc. cit., § 8, n° 3, cor. de la
prop. 4). On a x=^e^b^ avec b-^eB et, par hypothèse, il existe des éléments a^eA

tels que l'on ait S ̂ ^=2^^; mais cela entraîne bT[=a^ pour tout X; commeA A
par hypothèse A est algébriquement fermé dans B, on a donc b^eA pour tout À, et
par suite xeYL'.

(Err^, 25) Dans (IV, 7.4.8, B)), p. 203, la question a été résolue affirmativement
par R. KIEHL, Ausgezeichnete Ringe der nichtarchimedischen analytischen Géométrie,
à paraître dans Inventiones Mathematicae.

(Erriv, 26) Dans (IV, 7.8.4)3 ligne 9 du bas de la p. 217, remplacer :
Nous verrons plus loin (§ 18) que si k est un corps value complet non discret...
par :
II a été démontré par R. KIEHL (dans l'article cité en (Erriy, 25)) que si k est un

corps value complet non discret...
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(Erriv, 27) Dans (IV, 7.8.4)3 ajouter, avant la ligne 6 du bas de la p. 217 :
(vi) Soit A un anneau local noethérien intègre de dimension i ; il est alors universellement

caténaire (7.2.9) et, pour qu'il soit excellent, il faut et il suffit donc, en vertu de (7.3.19),
que ses fibres formelles soient géométriquement réduites, ou encore que son complété À soit réduit
et que les corps composants de son anneau total de fractions soient des extensions séparables
du corps des fractions K de A. En vertu de (7.6.4) et (7.7.2), il revient aussi au même de
dire que A est universellement japonais. Lorsque A est un anneau de valuation discrète, il en est
de même de A; dire que A est excellent signifie alors que le corps des fractions de À est
une extension séparable de K, condition toujours satisfaite si K est de caractéristique o.

(Eri-iv, 28) Après (IV, 8.10.3), après la ligne 14 de la p. 37, insérer :
Remarque (8.10.3.1). — On ne peut dans (8.10.3) supprimer l'hypothèse que

^/aC^) soient constructibles. Prenons par exemple S=Spec(A), où A est un anneau
tel que S soit compact, totalement discontinu et sans point isolé, tout idéal premier p
de A étant maximal et Ap étant un corps (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 4, exerc. 16
et 17). Soit je S, et prenons pour Y^==S<, les voisinages ouverts affines de s dans S;
on prend X^=Spec(fc (.$•)) pour tout a,/^ et/étant les morphismes canoniques; il est
clair que/, qui est l'identité, est dominant, mais aucun des/^ ne l'est.

(En-iy, 29) Dans (IV, 8.12.8), ligne 7 de la p. 47, remplacer « tel qu'il existe
un 0^-Module ample » par : « et quasi-séparé ». Ligne 12 de la p. 47, remplacer « L'hypo-
thèse » par : « II résulte de (8.12.3) que l'existence de la factorisation de l'énoncé est
une propriété locale sur Y; on peut donc supposer Y affine, ce qui ».

(Eri-iv, 30) Après (IV, 8.12.11), ajouter à la fin de la p. 48 :
Corollaire (8.12.12). — Soient X, Y deux préschémas intègres, f : X->Y un morphisme

séparé, birationnel et localement de type fini. Soit yeY un point normal de Y et supposons qu'un
point ^e/"1^) soit isolé dansf'1^). Alors il existe un voisinage ouvert U dey dans Y tel que la
restriction /"^^-^U de f soit un isomorphisme.

Il suffit de prouver qu'il existe un voisinage ouvert U dey dans Y et une U-section
g : ̂ ^/^(U) de/'^U) telle que g{y) ==x. En effet, comme U contient le point géné-
rique T] de Y et/'^U) le point générique Ç de X, on a nécessairement ^(T])==Ç puisque/
est birationnel (6.15.4); comme g est une immersion, g(V) est localement fermé dans
/"^U), donc ouvert dans son adhérence dans/'^U), et comme cette dernière est égale
à/~l(U) d'après ce qui précède, g{V) est ouvert dans/'^U); comme le sous-préschéma
de/'^U) associé à g est isomorphe à U, donc réduit, et que/'^U) est réduit, il résulte
de (I, 5.2. i) que g est une immersion ouverte. D'autre part, puisque/est séparé, g est une
immersion fermée (I, 5.4.6), donc g{U) est un ensemble à la fois ouvert et fermé dans/-1 (U).
Mais comme/-^U) est intègre, cela entraînera ^(U) ̂ -^U), d'où la conclusion.

Considérons alors deux cas :
I) Supposons d'abord Y normal, et soit V l'ensemble des points de X en lesquels/

est quasi-fini; c'est un ensemble ouvert dans X (13. i .4) (1). Il résulte alors de (8.12.10)

(1) Le lecteur vérifiera que ni (8.12.12) ni aucune de ses conséquences n'est utilisé dans la preuve de (13. i .4).
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que la restriction ./j V : V-^Y est une immersion ouverte; donc il y a un voisinage
ouvert U de j/eY tel que/|V soit un isomorphisme de V sur le sous-préschéma induit
par Y sur U; l'isomorphisme réciproque g est alors une U-section de/"^U) telle
que g(y)==x.

II) L'obtention d'une U-section g telle que g(jy) ==x étant un problème local sur X
et sur Y, on peut supposer que X et Y sont affines et que y est de type fini, donc que X
est un sous-préschéma fermé d'un Y-préschéma Z de présentation finie sur Y (par exemple
de la forme Y[Ti, . . . ,TJ). Posons Y'^Spec^), X'==X^, Z'=Z(Y/), de sorte
que X' est un sous-préschéma fermé de Z'. En outre, si f ==f^,., on a y"1^) ̂ f'1^)
(I, 3.6.5) et x est donc isolé dans/'"1^). Puisque Y' est normal, on peut appliquer le
résultat de I) bf, et puisque Y' est le seul voisinage dejy dans Y', il existe une Y'-section g '
de X' telle que g ' { y ) == x, que l'on peut évidemment aussi considérer comme une Y'-section
de Z'. Puisque le morphisme structural h : Z->Y est de présentation finie, on peut
appliquer (8.8.2, (i) et (ii)) suivant la méthode de (8.1.2, a)) d'où l'on conclut à
l'existence d'un voisinage ouvert Udej/ dans Y et d'une U-section g de A'^U) telle que
gÇjy) ==x. Il reste à voir qu'en fait g est une U-section de f~l{V). Mais puisque y^U)
est un sous-préschéma fermé de A-1(U) et que U est réduit, il suffit pour cela (I, 5 .2 .2)
de voir que <?(U) C/'^U). Or, puisque U est intègre et/'^U) fermé dans A'^U), il
suffit de prouver que si T] est le point générique de Y (et de U), on a ^('^^/"^U).
Or, cela résulte de ce que la restriction de g à Y' est une Y'-section de X'ç/'^U) et
de ce que 7]eY'.

(Errjv? 31) Dans (IV, 10.4), ajouter, après la proposition (10.4.11) :
Corollaire (10.4.12). — Soient S un préschéma, X un S-préschéma de présentation finie,

f un S-endomorphisme radiciel de X.
(i) U endomorphisme f est bijectif et fini (donc un homéomorphisme universel (2.4.5)).
(ii) Supposons de plus que X soit réduit, que les anneaux locaux de S soient noethériens

et universellement japonais, et que f soit birationnel (condition automatiquement vérifiée
si pour tout point maximal x de X, kÇx) est un corps parfaite Alors f est un
S-automorphisme.

(i) La question étant locale sur S, on peut se borner au cas où S=Spec(A) est
affine. Il existe alors une sous-Z-algèbre de type fini AQ de A telle qu'en posant
SQ = Spec(Ao), on ait X == Xo X g^S où Xo est un préschéma de type fini sur SQ, et que/se
déduise d'un So-endomorphisme fo de Xo par le changement de base S—Sy (8.9.1);
on peut en outre supposer fo radiciel (8.10.5, (vii)). Il suffira de prouver que fo est
bijectif et fini, et on peut donc supposer désormais que A est une Z-algèbre de type fini,
ce qui entraîne que S et X sont des préschémas excellents ((7.8.3) et (7.8.6)) et en
particulier que X est un préschéma universellement japonais ((5.11.4) et (7.8.3, (vi))).
On peut en outre supposer X réduit; en effet, f^ : X^-^X^d est un S^-endomorphisme
radiciel (I, 5.1.6); si l'on prouve que /ed est ^m) n €n sera de même de / : en effet,
puisque y est radiciel, il est séparé (1.8.7.1); comme f^ est propre il en est de même
def (II, 5.4.6); mais puisque y est évidemment quasi-fini, il est fini (III, 4.4.2).
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Soit alors X' le normalisé de X (II, 6.3.8) ; si X, (i ̂  î^ n) sont les sous-préschémas
réduits de X ayant pour espaces sous-jacents les composantes irréductibles de X, X' est
somme des normalisés X,7 des préschémas intègres X,; nous désignerons par x^ (resp. ^')
le point générique de X .̂ (resp. X,'). Le morphisme canonique p : X'-^X est fini
puisque X est universellement japonais et on a p'1^) ={^}? l'homomorphisme
fc(.y,)->fe(^) étant bijectif.

Soit/==(^, 6); on sait déjà (10.4.11) que ^ est une bijection continue de l'espace X
sur lui-même; si l'on pose ^.=^(^), j^ est aussi un point maximal de X, car sij^ était
une générisation de y^ distincte de y^ ^ serait une générisation 4= ̂  de ^-~l(^)•
Puisque l'ensemble M des points maximaux de X est fini, la restriction ({ / [M est une
bijection de M sur lui-même, et on peut écrire ^(^.)==^^, où a est une permutation
de [i,7z]. Alors, pour tout î, la restriction/[ X^ de/se factorise en X,.-^X^)->X
(I, 5.2.2), où la seconde flèche est l'injection canonique. Gomme les X^ sont intègres,
il existe (H, 6.3.9) un unique morphisme /' : X,'->X^ rendant commutatif le
diagramme

^ > ^-O(t)

Pi Pa(i)

x» —^ Xo(t)

et si /' coïncide avec /• dans chacun des X,', on a donc un diagramme commutatif

X' -^> X'

(10.4.12.1) P\ P
Y Y

X —> X

D'autre part, comme/est séparé, il en est de même de f°p=p°f\ donc/' est
séparé (I, 5.5.1); enfin, puisque p est fini et/bijectif, il résulte de (10.4.12.1) que/'
est quasi-fini. Puisque les X^ sont intègres et normaux, il résulte de (8.12.11) que/'
se factorise en

h ^0(0
x!' ————> XoW ————> ^(Z)

où X^ est la fermeture intégrale de X^) relative à l'extension k(x^) de k(Xy^),
et/" une immersion ouverte. Mais comme k{x[) est une extension radicielle de k(Xy^),
Uy^ est un morphisme radiciel (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° 3, lemme 4);
donc/' est radiciel, et il résulte alors de (10.4.11) que/' est surjectif', on en conclut
(puisque les Uy^ sont injectifs) que/" est bijectif, donc un isomorphisme ; on en déduit
enfin que le morphisme// est fini (puisqu'il en est ainsi de Uy^, X' étant universellement
japonais (7.8.3)). Cela étant, comme p°f'=f°p est alors fini et que p est surjectif
et / séparé, / est propre (DE, 5.4.3) et quasi-fini, donc fini (8.11.1).
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(ii) Compte tenu de (8.10.5, (i)) appliqué suivant la méthode de (8.1.2, a)),
on peut se borner au cas où S est un schéma local. Les réductions préalables faites dans la
preuve de (i) sont donc ici inutiles, et avec les mêmes notations on voit que l'on a un
diagramme commutatif (10.4.12. i) dans lequel X est un S-préschéma de type fini, p est
fini.f est un isomorphisme et l'homomorphisme canonique Q^—>p (^x') est iujsctif. Mais
on montrera au chap. VI, dans la théorie des quotients des préschémas par des relations
d'équivalence, que sous ces conditions/est lui-même un isomorphisme (le lecteur vérifiera
qu'on n'utilisera pas (10.4.12) dans la théorie des relations d'équivalence du chap. VI).

Corollaire (10.4.13). — Soient k un corps, X un préschéma algébrique sur k. Alors tout.
k-endomorphisme radicielf de X est fini et bijectif, donc un homéomorphisme universel. Si de plus X
est réduit et f birationnel (par exemple si k est de caractéristique o),/ est un k-automorphisme.

Remarques (10.4.14). — (i) Dans (10.4.12) et (10.4.13) on ne peut supprimer
l'hypothèse que X est réduit pour la seconde conclusion; c'est ce que montre l'exemple
du B-endomorphisme correspondant à l'augmentation Dg(L)-^B de l'anneau Dg(L)=A
défini dans (0, 18.2.3), où B est identifié à un sous-anneau de A.

(ii) Soit X un préschéma noethérien. Nous ignorons si tout endomorphisme radiciel/
de X est nécessairement surjectifet fini. Si y est supposé surjectifet si de plus X est un
préschéma japonais, le raisonnement de (10.4.12) montre que f est fini; si de plus X est
réduit et si y est birationnel, par exemple si, pour tout point maximal A:eX, k{x) est
parfait, le même raisonnement montre que f est un automorphisme.

(iii) On peut donner des exemples d'endomorphismes radiciels non surjectifs de
schémas affines intègres non noethériens : si k est un anneau, A==A[(T^)]^çL un anneau
de polynômes où L est infini dénombrable, et 3 l'idéal engendré dans A par une sous-
famille (T^çii, où L—H est infini et H =1=0, on remarque que A/3 est isomorphe
à Â:[(T\)]^çL-H5 donc à A; l'endomorphisme de Spec(A) correspondant à l'endomor-
phisme d'anneaux composé

A ̂ > A/3 -̂ -> A

où p est la projection canonique et u un isomorphisme, répond à la question, son image
étant le sous-préschéma fermé de Spec(A) défini par 3.

(Erriy, 32) Dans (IV, 11.3.14)3 ligne 7 de la p. 141, avant « Soient », insérer : (i).
Après la ligne 9 de la p. 141, ajouter :

(ii) Inversement, soit f : X-^-Y un morphisme plat. Si X est unibranche (resp. géométri-
quement unibranche) en un point x, Y est unibranche (resp. géométriquement unibranche) au
point jy==f{x).

Au début de la ligne 10 de la p. 141, insérer : (i). Après la ligne 20 de la p. 141,
ajouter :

(ii) Notons que si Yi=Y,.ed? Xi=XXyYi a pour espace sous-jacent celui de X
et le morphisme f^ : Xi-^Y^ déduit de/par changement de base est plat. On peut
donc se borner au cas où Y==Spec(A), A étant un anneau local réduit, et y le point
fermé de Y. Posons B==^xa;î P^ hypothèse B,.̂  est unibranche, donc Spec(B) n'a
qu'un seul point maximal, et par platitude (2.3.4) on en déduit qu'il en est de même
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de Spec(A) ; puisque A est réduit, il est donc intègre. Soient K le corps des fractions de A,
A'la clôture intégrale de A; par platitude, B®^A' s'identifie à un sous-anneau de B®^K
contenant B, et comme les éléments non nuls de A sont B-réguliers par platitude, B®^K
s'identifie à un sous-anneau de l'anneau total des fractions R de B. Pour montrer que A
est unibranche, il suffit de voir que A' ne peut avoir deux idéaux maximaux distincts
(nécessairement au-dessus de y (Bourbaki, Alg. comm., chap. V, § 2, n° i, prop. i ) ) $
s'il en était ainsi, B'^B®^/ aurait deux idéaux premiers distincts au-dessus
de x (I, 3.4.7), et il suffit de voir que ce n'est pas possible. Soit 91 le nilradical
de B; si S est l'ensemble des éléments réguliers de B, on a R=S~1B, et S^îl^Rîl
est le nilradical de R, donc R/RÎÎ^S-^B/S-^^S-^B/ÏÎ) est contenu dans le corps
des fractions L de l'anneau local intègre B/9t=B,^; il en est donc de même de
^ed^fi'/CB'01^) qui est entier sur B,^; par hypothèse B^, étant contenu dans la
clôture intégrale de B^, est un anneau local, donc il en est de même de B', ce qui
établit notre assertion. Si l'on suppose en outre B géométriquement unibranche, le corps
résiduel de B^, étant contenu dans le corps résiduel de la clôture intégrale de B^,
est une extension radicielle du corps résiduel k[x) de B. Notons maintenant que le corps
résiduel de B;̂  est aussi celui de B'^B®^/, donc est égal à k{x)®^k\ où k' est
le corps résiduel de A'; on déduit alors de (2.6.1) que k' est une extension radicielle
de k[y), donc A est aussi géométriquement unibranche.

(Eri-iv, 33) Dans (IV, 12.1.2), l'exemple donné en (i) n'est pas correct, le
morphisme considéré étant ouvert. On construit un exemple d'un morphisme plat
f : X—^Y dont la restriction à une composante irréductible de X n'est pas un morphisme
ouvert de la façon suivante. Soit Z=Spec(C[U, VJ) le plan affine sur le corps des
nombres complexes, et considérons le schéma Y obtenu en recollant deux points fermés
distincts a, b de Z$ on a Y=Spec(B), où B est le sous-anneau de C[U, V] formé des
polynômes prenant la même valeur aux points a et b (l'ensemble des points fermés de Z
étant identifié à C); il est immédiat que B est un sous-C-espace vectoriel de C[U, V]
de codimension i, donc C[U, V] est un B-module de type fini, et par suite le
morphisme Z—^Y est fini, l'image réciproque du point c de Y obtenu par recollement
de a et de b étant l'ensemble {a, é}. Considérons alors le schéma X obtenu en recollant
deux exemplaires de Z, soient Z^, Z^, de sorte que si a^ b^ {i== i, 2) sont les points de Z,
correspondant à a et é, a^ soit recollé à 63 et b^ à ^ (cf. (6.5.5, (ii))). On voit aisément
(loc. cit.) que le morphisme X—^Y ainsi obtenu est plat et fini (et même étale) et que Z^
et Zg s'identifient aux deux composantes irréductibles de X. Cependant, si D est une
droite dans Z^ passant par a^ mais non par h^ l'image V dans Y de l'ouvert Z^—D
de Zi contient l'image de 61, c'est-à-dire le point c, mais ne contient pas l'image du point
générique de D, donc V n'est pas un voisinage de c.

(Erriv5 34) Dans le titre de (IV, 13.2), ligne 5 du bas de la p. 190, remplacer :
« équidimensionnels » par « localement équidimensionnels ». De même dans (IV, 13.2. 2j,
ligne 4 de la p. 191, remplacer deux fois « équidimensionnel » par « localement
équidimensionnel ».
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Ligne 5 de la p. 191, ajouter : Si de plus les fibres f-^fÇx)) de f sont équidimensionnelles
(QIV) 1 4 - I - 3)» ^ ̂  que/est équidimensionnel. Ligne 6 du bas de la p. 194, remplacer
« équidimensionnelles » par « localement équidimensionnelles ».

(K^iv, 35) Dans le titre de (IV, 13.3), ligne 4 du bas de la p. 94, remplacer
« équidimensionnels » par « localement équidimensionnels ». Dans (IV, 13.3.2), ligne 6
du bas de la p. 196, remplacer deux fois « équidimensionnel » par « localement équi-
dimensionnel ». Ligne 5 du bas de la p. 196, ajouter : Si déplus les fibres f-^f^x)) def
sont équidimensionnelles (0^, 14.1. s), on dit que f est équidimensionnel. Dans (IV, 13.3.7),
ligne 14 de la p. 198, remplacer « équidimensionnel » par « localement équidimensionnel ».
Dans (IV, 13.3.9), ligne 3 du bas de la p. 198, remplacer « équidimensionalité »
par «^ équidimensionalité locale ». Lignes 10, 12, 20 et 24 de la p. 199, remplacer
« équidimensionnel » par « localement équidimensionnel ».

(K^IVÎ 36) Dans l'introduction du § 14, ligne 6 du bas de la p. 199, remplacer
« équidimensionnel » par « localement équidimensionnel ».

(K^IVÎ 37) Oans (IV, 14.4. i), ligne 5 du bas de la p. 209, remplacer « localement
de type fini » par « localement de présentation finie ». L'énoncé actuel de (IV, 14.4.1) est
inexact, même lorsque / : X->Y est une immersion fermée, X étant réduit à un seul pointa
(fermé) de Y, et ^y,y étant un corps. Il y a en effet des anneaux A tels que Y == Spec(A)
soit compact, sans point isolé et totalement discontinu, tout idéal premier p de A étant
maximal et \ étant un corps (Bourbaki, Alg. comm., chap. II, § 4, exerc. 16 et 17) ; il est
clair que l'immersion fermée {^}->Y n'est pas un morphisme ouvert, mais vérifie les
conditions b) et b ' ) de (IV, 14.4.1).

(Err^, 38) Dans (IV, 14.4.1.3), ligne 14 de la p. 211, remplacer « localement
quasi-fini et dominant » par « localement quasi-fini, localement de présentation finie et dominant ».

(Err^^ 39) Oans (IV, 14.4.2), ligne 10 du bas de la p. 211, remplacer « locale-
ment de type fini » par « localement de présentation finie ».

(Eri-iv, 40) Dans (IV, 14.4.3), ligne 18 de la p. 212, remplacer « localement de
type fini » par « localement de présentation finie ».

(Eri-iv, 41) Dans (IV, 14.4.4), lignes 15 et 16 du bas de la p. 212, remplacer
« localement de type fini » par « localement de présentation finie ». Lignes 10 et i l du bas,
remplacer « équidimensionnel » par « localement équidimensionnel ».

(Eri-iv, 42) Dans (IV, 14.4.8), après la ligne i de la p. 214, ajouter :
Si de plus l'ensemble des composantes irréductibles de Y est localement fini, ces deux conditions

sont équivalentes aux suivantes :

(Eri-iv, 43) Dans (IV, 14.4.10), ligne 15 de la p. 215, remplacer : quelconque,
par : dont l'ensemble des composantes irréductibles est localement fini. Ligne 16 de
la p. 215, remplacer : de type fini, par : de présentation finie.

(Err^, 44) Dans (IV, 15.5.6. i), ligne 15 du bas de la p. 234, après la première
phrase, ajouter :

On peut se limiter au cas où dans X toute partie fermée irréductible n'admet qa'un
seul point générique. En effet, dans le cas contraire on considère l'espace Y=X/R,
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quotient de X par la relation d'équivalence {x}={xf}. II résulte aussitôt de cette
définition que tout ouvert de X est saturé pour R, donc la topologie de X est Vimage réci-
proque de celle de Y par l'application canonique TT : X->X/R. Un ouvert dense dans X
est de la forme TT'^U), où U est un ouvert dense dans Y, donc un fermé rare Z dans X
est de la forme TT'^S), où S ==7c(Z) est fermé rare dans Y, et il revient au même de dire
que X—Z est connexe ou que Y—S est connexe. De même 7T(TJ est l'ensemble des
générisations de nÇx), et il est équivalent de dire que Ty—{x} est connexe ou que
^(TJ—{^(x)} l'est. Enfin, par construction Y est un espace de Kolmogoroff localement
noethérien, dont toute partie fermée admet donc un seul point générique. On voit alors
qu'il revient au même de prouver le lemme pour X ou pour Y, et on peut donc supposer
que toute partie fermée irréductible de X a un point générique unique.

(Eri-iv, 45) Dans (IV, 15.6.1), ligne 18 du bas de la p. 236, supprimer « locale'
ment noethérien » (hypothèse non utilisée dans la démonstration).

(Eri-iv, 46) Dans (IV, 15.6.3), ligne n de la p. 237, au lieu de « supposons que
pour tout jyeY », lire : « supposons que fsoit localement de présentation finie et que pour tout jyeY ».
Remplacer la démonstration (lignes 14 à 24 de la p. 237) par la suivante :

En vertu de ( i . 10.3), il suffit de prouver que pour tout xeK^ et toute générisationy
dej, il existe une générisation x ' de x telle que f(x'} =y. Or il suffit de prendre pour x '
le point générique de X^., en vertu de (15.6.2).

(Erriv, 47) Dans (IV, 15.6.7), ligne 2 de la p. 241, après « noethérien », ajouter :
« ou si la condition (3) de (15.6.6, (iii)) est vérifiée ». Après la ligne 9 de la p. 241, ajouter :

Lorsque la condition (3) de (15.6.6, (iii)) est satisfaite, le fait que a) entraîne V )
résulte de (15.6.6, (ii)), et le fait que V ' ) entraîne a) résulte de (15.6.63 (iii)).

(Eri-iv, 48) Dans (IV, 20.1.5), ligne 13 de la p. 228, (IV, 20.1.6), ligne 17
de la p. 228, (IV, 20.1.7), ligne 13 du bas de la p. 228, supprimer « strictement ».

(Erriv, 49) Dans (IV, 20.2.13), ajouter après la ligne 6 de la p. 236 : En parti-
culier si X est réduit et n'a qu'un nombre fini de composantes irréductibles, la notion
de (PyîAodule sans torsion définie dans (IV, 20.1.5) coïncide avec celle de (I, 7.4.1).

(Erriv, 50) Dans (IV, 20.2.14), lignes 18 et 25 de la p. 236, supprimer
« strictement ».

(Eri-iy, 51) Dans (IV, 20.6.2), ligne 13 du bas de la p. 252, supprimer
« strictement ».

(Err^, 52) Dans (IV, 20.6.4), lignes 23 et 22 de la p. 253, supprimer « stric-
tement ».

(Erriv, 53) Dans (IV, 21.4)5 après la ligne 23 de la p. 267, ajouter :
La proposition suivante et ses corollaires nous ont été signalés par M. Raynaud.
Proposition (21.4.9). — Soient X, Y deux préschémas localement noethériens, f: X—^Y

un morphisme fidèlement plat ; on suppose en outre, soit que f est quasi-compact, soit que f est ouvert.
Pour qu'un diviseur D' sur X soit de la forme y*(D), où D est un diviseur sur Y, il faut et il suffit
que pour tout ye\ tel que prof(^Y,y)^I? en posant Yl=Spec(fî?Y,y)5 Xi=XXyYi,
f^ ==/(Yi) : XI-^YI, l'image réciproque D[ de D'sur Xi soit de laformef^ÇD-^, où DieDiv(Yi).
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La nécessité de la condition est évidente par transitivité des images réciproques
de diseur? 1s les morphismes considérés étant plats (2Z.4.4^ Pour tout ouvert
de Y notons/, la restriction /-TO-U de/; en vertu de (21.4.8 1apphca-
don D ̂ (Du) de Div(U) dans DW-W) est injective; donc, si U,, U, sont

deux "uver^dJY. et si D'f-W^fW et ̂ l^1^-^'^^
. n I T T ^TT -D IU nU. Ceci montre aussitôt qu'il existe un plus grand

^ScY1^^2^^^ où D,eDiv(U); il s'agit de voir que U= Y.

^osoÏle conlire, et'soit. un pomt ————al de Y ^ on ̂ ^
un voisinage ouvert V de. dans Y tel que D |/ (V) -/y(L»v) Pour u v
ce qui contredira le caractère maximal de U.

D Cas où/est quasi-compact. Appliquant le fait que/est quasi-compact et (20.3.8)
suivan l métnode'de (8.X.2, ̂  on est ramené à prouver qu'avec les^notalon^ de
l'énoncé (mais sans supposer d'abord de limitation sur prof(^J), D, est de la
(̂DTo.si pro .̂i, cette -tio^au^e ̂ ^^^

donc prof(<^2; puisque, est point maximal de Y^Ul^vertW Ji

est égal à Y,-{.}, ̂ P^^::^^^^^^ ^est dass^d'équi-
il ewie un diviseur DneDiv(U) tel que Ju^u}—^ |J ^u^ -u ^
1 aÏe découplé (̂  .), où ̂  est un ^Module inversible et . ———————^
morphe régulière de ̂  au d^s de U (̂ )̂ ar -;̂  ̂  DĴ  ̂

J^^^^^^^^^^ et ̂ =^•.comme{
est plat /-(^ est canoniquement isomorphe à ̂  (2.3.1); d'autre P^.P"1^6^81

ItTareaton prof(^,)^ entraîne prof(^)>2 pour tout xef l(.) (6.3,).
£ D e s claÏe d'̂ quivJence d'un couple (^", ."), où ̂ " est un ̂ -Module inversible
^unesec^mérLorpherégu!^^^^
à S"'\ f-W et il résulte alors de ce qui précède et de (5.9.8) et (5.10.5) que ̂
^n'̂ -Module inversible isomorphe à ̂ ". Puisque/est fidèlement plat et qua^
oinpact'on en conclut que ̂  est un ̂ -Module inversible (2.5. .)et pa^su^^orph

à 0 puisque Y est un schéma local. D'ailleurs, puisque prof(^) > i, U-Y-V^
^h^Xement dense dans Y (20.2.13, (iv)) et par suite la section méromorphe

gu te e . de ̂  au-dessus de U se prolonge en une section méromorphe régulière s
de^Tu-dessus d: Y (20.2. i x) ; la classe d'équivalence de ̂  ̂  ̂ doncun^
sur Y • et il est clair que/*(D) et D'induisent le même diviseur sur / (LJ ) - X J y ,
Zjcomm;;Prof(.L)>. Pourtout .e/-(.), ona D'=/-(D) (21. i .8), ce qui achevé

^^^^^ ^mme il ̂  de prouver ̂ -r^ 'TdÏaouvert V de. dans Y tel que D'\f-W =/;(Dy) pour un DveDiv(V), on peut déjà
^oser Y affine. Puisque/est ouvert, les images/(W), où W parcourt es ouverts
aSdeX, forment un recouvrement ouvert de Y, donc, puisque Y est quasi-compac
feZe un ouvert ^.compact TcX tel que /(T)=Y, et le morphism^T ̂
quasi-compact ( 1 . 1 . 1 ) ; a fortiori, pour tout ouvert quasi-compact T,3T de X,
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/(Tj=Y et/[T^ est quasi-compact. On peut par suite appliquer à/|T^ le résultat
de I), et il existe un diviseur D^ sur Y tel que (/| TJ^DJ =D'|T^$ en vertu de
la transitivité des images réciproques de diviseurs par morphismes plats (21.4.4),
on a aussi (/IT^DJ ===D'|T. On en conclut que pour deux indices a, p distincts,
on a (/|T)*(DJ=(/|T)*(Dp), d'où (par (21.4.8)), D,=Dp. Si D est la valeur
commune des D^, on a donc /*(D) [T^D'IT^ pour tout a, et par suite
/'(D)=D'. C.Q.F.D.

Corollaire (21.4.10). — Supposons vérifiées les hypothèses générales de (21.4.9), et en
outre supposons queYsoit normal et que pour tout y'eY tel que dim(^y )== I3 Idfibre X^y""1^)
n'ait pas de cycle premier associé immergé. Pour qu'un diviseur D' sur X soit de la forme f*(D),
où DeDiv(Y), il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient vérifiées :

i° pour tout point maximal y de Y, l'image réciproque de D' dans Div(Xy) soit nulle;
2° pour tout yeY tel que dim{(Py^y) = i, il existe un entier Uy tel que, pour tout point

maximal x de Xy, l'image réciproque de D' dans Div(Spec(^x,J) soit égale à div(Ç^), où ty est
l'image par l'homomorphisme ^y^-^^x ^une uniformisante de l'anneau de valuation discrète (Py

Appliquons le critère (21.4.9). Aux points maximaux y de Y, on a Div(Yi)==o
puisque Q^^y est artinien, et la condition i° de (21.4.10) est équivalente au critère
de (21.4.9) en un tel point. Il faut voir que les conditions i° et 2° impliquent de
même la condition de (21.4.9) en un point yeY où prof(^y y ) = I î comme Y
est normal, ces points sont aussi ceux où dim(^y,t/) == i? ou encore où (P^y est un anneau
de valuation discrète (5.8.6). On peut donc se borner au cas où Y=Spec(^Y )• Si t
est une uniformisante de 0^^ l'application 7Z-»div(f1) est un isomorphisme de Z
sur Div(Y); la condition de (21.4.9) signifie que D' est de la forme div(^o/) pour un
n eZ. Cela montre aussitôt que cette condition entraîne la condition 2° de l'énoncé.
Inversement, supposons cette dernière vérifiée (ainsi que la condition i°); posant pour
simplifier n=ny, tout revient à voir que l'on a alors D'===div(^o/'). Si T] est le point
générique de Y, les germes de D' et de divÇfo/) en un point quelconque de X^ sont tous
deux nuls en vertu de i°. De même, les germes de D' et divÇ^o/) en un point maximal
de Xy sont égaux par la condition 2°. Mais en un point xeKy qui n'est pas maximal,
on a prof(^x^J^1 puisque Xy n'a pas de cycle premier associé immergé, donc aussi
prof(^x,J^2 P^ (6.3.1). On a donc D'==div(ro/) en vertu de (21.1.8).

Corollaire (21 .4 .11) , — Supposons vérifiées les hypothèses générales de (21.4.9), et
supposons en outre que Y soit normal et que pour tout yeY tel que dim^y ) == i, la fibre X
soit intègre. Alors, pour qu'un diviseur D' soit de la forme f*(D), où DeDiv(Y), il faut et il
suffit que, pour tout point maximal y de Y, l'image réciproque de D' dans Div(Xy) soit nulle.

Il suffit de vérifier que la condition 2° de (21.4.10) est alors automatiquement
vérifiée. Or, si dim(^Y,y) = i et si X.y est intègre, on a, en l'unique point maximal x
de Xy, dim(^x,J == i en vertu de (6.1.3); en outre, comme ^y,y est un anneau
régulier et Q^y^ un corps, (9^ est régulier (6.5.1), donc un anneau de valuation discrète,
et si test une uniformisante de 0^^, son image ty dans 0^ est une uniformisante de fi^a;
(0, i 7 - 3 - 3 ) î l'image réciproque de D' dans Div(Spec((?x,J) est donc bien de la forme
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div(Ç), ce qui n'est autre que la condition 2° de (21.4.10), puisque Xy n'a qu'un seul
point maximal.

Remarque (21.4.12). — Si dans (21.4.11) on suppose seulement que les Xy sont
réduits5 il faut ajouter à la condition de l'énoncé que les Images réciproques de D' dans
chacun des ensembles Dn^Spec^xJ) °ù x parcourt l'ensemble des points maximaux
de Xy, sont toutes de la forme div^) où ^ est une uniformisante de 0^^ l'entier n étant
le même pour tous ces points.

Corollaire (21.4.13). — Supposons vérifiées les conditions de ( 2 1 . 4 . 1 1 ) . Pour tout
Q^-Module inversible oSf tel que^ pour tout point maximal f\ de Y, l'image réciproque JSf^J?®^ (9^
soit isomorphe à 0^ , il existe un 0^-Module inversible ^K et un isomorphisme de f*{^) sur oS .̂

Il suffit de montrer qu'il existe une section méromorphe régulière s de oS^ au-dessus
de X telle que le diviseur D' correspondant à (oSf, s) soit tel que D^==o en tout point x
d'une fibre X^ d'un point maximal T] de Y. On appliquera alors (21.4.11) à D', et la
conclusion résultera de (21.4.2).

Notons que les points de Ass(^x) sont au-dessas des points maximaux de Y (3.3. i) ;
comme Y est réduit et localement noethérien, il y a un ouvert dense V de Y, réunion
d'une famille disjointe d'ouverts affines contenant chacun un seul point maximal de Y,
et/'^V) est schématiquement dense dans X (5.10.2); on peut donc se borner au cas
où Y est affine et intègre. Puisque, pour l'unique point maximal 73 de Y, X^ est alors
intègre, Ass((?x) est réduit à un seul point ^, qui est le point générique de X. Soit s^ la
section de oS^ au-dessus de X qui correspond par isomorphie à la section unité de 0^ ,
et soient U un voisinage ouvert affine d'un point ^eX^ dans X et s une section de JSf
au-dessus de U ayant même germe que s^ au point x. Comme U est schématiquement
dense dans X (20.2.13, (iv)), s s'identifie à une section méromorphe régulière bien
déterminée de S au-dessus de X, et il est clair (20.2. n et 20.3.5) que s induit sur X
une section méromorphe régulière de JS^ égale à s^, et répond donc à la question.
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