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OPERATEURS DE RANG FINI
DANS LES REPRESENTATIONS UNITAIRES

par JacQues DIXMIER

INTRODUCTION

Soient G un groupe de Lie semi-simple connexe, K un sous-groupe compact
maximal de G, et ®= une représentation unitaire continue topologiquement irréductible
de G dans un espace hilbertien H. On sait ([5] et [6]) que si % est un caractére de K
identifié 2 une mesure bornée sur G, I'opérateur =(y) est de rang fini. De ce fait, on peut
déduire [5] des propriétés intéressantes des idéaux de L'(G) associés & n (noyau de =
dans L}(G), annulateurs dans L}(G) des éléments de H).

Etant donné un groupe localement compact G, nous envisagerons la propriété
suivante :

(P) L’ensemble des fell(G), telles que =(f) soit de rang fini pour toute repré-
sentation unitaire continue topologiquement irréductible = de G, est partout dense
dans LY(G).

Le théoréme rappelé plus haut entraine aussité6t qu’un groupe de Lie semi-simple
connexe posséde la propriété (P). Le premier but de ce mémoire est de montrer qu'un
groupe de Lie nilpotent connexe G la posséde aussi. On sait déja [2] que, si feLl(G),
et si m est une représentation unitaire continue topologiquement irréductible de G,
Popérateur =(f) est compact. Pour passer de la a la propriété (P), nous établissons
Iexistence d’un « calcul symbolique » dans L}(G) :si feL!(G) et si ¢ est une fonction
analytique dans un voisinage du spectre de f vérifiant ¢(0) =o0, on sait bien d’aprés
la théorie générale des algebres de Banach, qu’on peut définir un élément ¢ {f}eL}(G) ;
moyennant quelques conditions sur f, nous montrons ici qu’on peut encore définir ¢ { f}
lorsque ¢ satisfait a des conditions convenables de différentiabilité. On utilise pour cela
une intégrale vectorielle de Fourier déja considérée par G. E. Silov dans [13], et utilisée
récemment par P. Malliavin [12] dans le cas ot G est abélien discret ; le point essentiel
est de majorer la croissance 4 P'infini de la fonction de variable réelle A—||e"™|| (cf. ci-
dessous pour les notations).

Le second but de ce mémoire est de développer quelques conséquences de la
propriété (P). On verra par exemple que, si G possede la propriété (P), deux représen-
tations unitaires continues topologiquement irréductibles de G, qui ont méme noyau
dans L}(G), sont unitairement équivalentes.
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14 JACQUES DIXMIER

NoraTIONS

Si G est un groupe localement compact, on choisit une fois pour toutes une mesure
de Haar invariante a gauche sur G, et L?(G) est ’espace de Banach des fonctions complexes
de puissance p-iéme intégrable sur G pour cette mesure ; on désigne par || ||, la norme
dans cet espace. On désigne par tl(G) I’algebre de Banach déduite de L'(G) par adjonc-
tion d’un élément unité. On note * le produit de convolution. Si felLl(G), on pose

© ~ ~ I
f"=fxfx ... +f (nfacteurs), ¢’'= X (n!)7f"eLY(G), et f(s) =f(s1) A(s™!) (ot Aest
n=0
le module de G) ; on sait que f—)? est une involution isométrique de L!}(G). On
note R I’ensemble des nombres réels, C I’ensemble des nombres complexes. Si ¢ est une
fonction complexe intégrable de variable réelle, on pose

(Fo)0) = [ L o (x)dx.

§ 1. Les puissances d’une partie compacte dans un groupe de Lie nilpotent.
Soient g une algébre de Lie nilpotente sur R, et G le groupe de Lie simplement
connexe correspondant. Rappelons que la formule de Hausdorff xy=x-+y 4 ::- %]+ ...

dans g ne comporte qu'un nombre fini de termes non nuls, que la loi de composition
(x, y) >xy définit sur g une structure de groupe, et que ’application exponentielle de g
sur G est un isomorphisme pour cette structure de groupe.

LEMME 1. — Sotent g une algébre de Lie nilpotente sur R de dimension n, et (g, Gy, - - -5 G,)
une suite décroissante d’idéaux de g de dimensions n, n—1, ..., 0. Soit (e, ..., e,) une base de g
telle que (€;, 4, €, 9, ..., ¢,) soit une base de ;. Si x, y sont deux éléments de § de coordonnées

(%15 « o5 %)y (V15 - - -5 In), les coordonnées (zy, ..., z,) du produit de Hausdorff z==xy sont
Sfournies par des égalités de la forme

(1) 2 =%+ Pi(xs, v -5 Xigs Dia)

ou les P, sont des polyndmes indépendants de x et y.

Le lemme est évident pour n=1. Supposons-le établi pour les algébres de Lie
nilpotentes de dimension n—1. Appliquant cette hypothése de récurrence a g/g,_;,
on voit qu’on a des formules du type (1) pour i¢=1, 2, ..., n—1. D’autre part, g, est
dans le centre de g puisque g est nilpotente. Donc, dans la formule de Hausdorff
w=x+y+®(x,9), D(x,y) ne dépend que des classes de x et y modulo g, Ainsi,
Z2,—%,—Y, estla n-iéme coordonnée de ®(x;¢;+ ...+ %, 16,1, V&4 .. FIp160—1)»
c’est-a-dire un polynéme en %y, y;, ..., X,_4, ¥,_;. D’out le lemme.

Dans le lemme 2, nous conservons les notations du lemme 1. En outre, si xeg,
nous noterons systématiquement x,, ..., %, ses coordonnées, et nous poserons

l[# ]| =sup(|x], .-, [%])-
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OPERATEURS DE RANG FINI DANS LES REPRESENTATIONS UNITAIRES 15

LeMME 2. — Soit H une partie compacte de . Considérons les ensembles H, H?, ..., H™, .
(oi H™ se définit relativement au produit de Hausdorff de g). Il existe un entier N, dependant de g,
mais pas de H, tel que sup,epm ||x||=O(m") quand m—+ co.

Le lemme est évident pour n=dim g=1. Supposons-le établi pour les algébres
de Lie nilpotentes de dimension n—1. Appliquant cette hypothese de récurrence a g/g,_;,
on voit qu’il existe des constantes A>o, a>o0, telles que

(2) sup,egm (Sup(|#1]s - oy [% 1)) S A(1 +m").

En outre, la constante « est indépendante de H. D’autre part, il existe des constantes
B>o, p>o0, indépendantes de H, telles que

(3) |Pu(xs, 015 -+ o5 Bnps Dua) | S B sup(|xg |, o] oo o5 [0—ils [20al)

Posons f(m) =sup,cym ||*]]. Si xeH™, on a x=x'x" avec x'eH™ ! x''eH. Alors
sup([#1], -5 |51 ]) SA(1 + (m—1)%)

d’apres (2). Compte tenu de (3), on a (en posant sup,cy ||%||=a)

(4) EAREAE LA o O PIRRPE Guery A}
<|x|+a+B[1+a+A(1+ (m—1)%)]°
<f(m—1)+a+B[1+at+A(1 4+ (m—1)%]"

Rapprochant ceci de (2), on voit que
Slm) < fm—1) 4-P(m),
ot P est un polynéme dont le degré est indépendant de H. Donc

S(m) < f(1) +P(2) +P(3) + ... +P(m),

et le second membre de cette inégalité est, comme il est bien connu, un polynéme en m
(dont le degré est indépendant de H). D’ou le lemme.

LeMME . — Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe, p. la mesure de Haar de G.
1l existe un entier N, ne dépendant que de G, tel que, pour toute partie compacte H de G, on ait
w(H™) =0(m") quand m—>+ oo.

Supposons d’abord G simplement connexe. Identifions alors G a son algebre de
Lie ¢ muni du produit de Hausdorff. On a

g(H"‘):[[...AMP(xI, Xpy ooy x)daydy ... dx,

ou P est un polynéme ([2], lemme 1d). L’existence de ’entier N du lemme g résulte alors
aussitét du lemme 2.

Passons au cas général. Soit G’ le groupe de recouvrement universel de G. Soit ¢
I’application canonique de G’ sur G. Il existe une partie compacte H' de G’ telle que

307



16 JACQUES DIXMIER

o(H)=H. Alors, ¢(H™)=H" pour tout m. Soit p’ la mesure de Haar de G'. Pour
une normalisation convenable de p. et ', on a

W (H™) = [ p(e) dulg)

ol p est une fonction a valeurs entiéres sur G, majorant 1 sur H”. Donc u(H™) <p/(H™),
et il suffit d’appliquer la premiére partie de la démonstration.

§ 2. Calcul symbolique dans Palgébre L' d’un groupe de Lie nilpotent.

Pour tout teC, posons u(t)=e'—1. La fonction u est entiére et s’annule a
® %"
Porigine. Donc, si A est une algébre de Banach etsi xeA, ’élément u(x) = X T existe
. . =17
dans A. Nous appliquerons ceci : "

1° Au cas ou A est une algebre uniformément fermée d’opérateurs dans un espace
hilbertien ;
2° Au cas ou A est I'algébre L! d’un groupe localement compact.

LEMME 4. — Soient H un espace hilbertien, T un opérateur hermitien continu dans H.
Ona u(Tu(T)*< T2
Soit T= l ;w)\dEA la décomposition spectrale de T. On a
w(T)u(T)* = f_
Or |u(r)]P=|é*—1|*<»® pour tout reR. Donc

w(T)u(T)" < f_ " *HdE, =T",

T u(h) PdE,

]

LEMME 5. — Soient G un groupe localement compact unimodulaire, et f un élément de
LNG)nI2(G) tel que F=f. Alors, u(f)eLNG)nLYG) et ||ulf)]l< || f]la

On sait que LY(G)nL*(G) est muni de maniére naturelle d’une structure d’algébre
hilbertienne. Soit WcL*(G) I’algebre hilbertienne achevée déduite de I11(G)nL?(G).
(Pour cette notion, et pour les propriétés utilisées des algeébres hilbertiennes, cf. par
exemple [3], chapitre I, §§ 5 et 6). Soit A I’algébre de von Neumann associée & gauche
a A. Soit x—L, Papplication canonique de A dans A. Soit ¢ la trace naturelle sur A"
définie par A. Rappelons que les opérateurs de A « de carré tragable » pour ¢ forment
un idéal bilatére de A, que ce sont exactement les opérateurs de la forme L, avec xe,
et que o¢(L,L;)=||x|® pour xeW. Pour geL!(G), nous noterons aussi L, Popé-
rateur de convolution & gauche par g dans L*(G) (notation cohérente avec la précédente
si gel(G)nL*G)). Comme |[|L,||<]||g|i pour geL}G), on a L,,=u(L)ecA.
Comme f =7 Popérateur L; est hermitien. D’aprés le lemme 4, L)L, <L} Or L}
est tragable pour ¢, donc ([3], chapitre I, § 1, proposition 10) L, Ly, est tragable
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OPERATEURS DE RANG FINI DANS LES REPRESENTATIONS UNITAIRES 17

pour ¢, autrement dit L, est de carré tragable pour ¢. Par suite, il existe un ae¥
tel que L,,=L, Pour tout xeL!(G)nL*G), ona

u(f)xx=Lyx=L,x=a%x.
Prenons la fonction x positive, d’intégrale 1, nulle en dehors d’un voisinage de plus en

plus petit de I’élément neutre. Alors u(f)*x tend vers «(f) dans L}(G), et a*x tend
vers a dans L*(G). Donc u(f) =acLl?(G). En outre

u(f) 2= (P(Lu(f)L;(f)) ) ‘P(L?) =[S
LeMME 6. — Soient G un groupe localement compact unimodulaire, e son élément neutre,
w sa mesure de Haar, A une partie mesurable de G telle que ecA, et fune fonction de 11(G)nL*(G)
nulle hors de A, telle que 7: f. On suppose qu’il existe un entier N tel que p(A")=O(n") quand
n— -+ oo. Alors, dans fl(G),
[ =O(|» "+
quand |N|—>+ 0.

En multipliant f par un scalaire convenable, on peut supposer || f|[,<1. Soit z un
entier >o0. On a

[18f) b= f s | @lnf))(3) | ds+ ﬁ_w_i | w(nf)) ()] d.

Compte tenu du lemme 5,

ﬁn, L @(nf))(x)] dx< (fm L @(nf)) (%) |2 dx )1/2 <fn B dx)m
< [u(nf) o (WA < | nf ] o (A7) =0 ).
D’autre part

0

A ICIEEy AN b

X (p) i £o(x) | du

1

Or f* est nulle hors de A?. Comme ¢€A, ona AcA’c... Donc f, 7 ..., f""~Y sont
nulles sur G—A™~*, Donc :

-g—A"’—ll (u(nf)) (%) | dx<

3 ()t
p=n* 1

0 nn*
< X (p) i< ¢"=0 (n"e"(n®) ™" n )
p=n (n?)!

— O ( —n?—1 n‘~‘+n)

donc tend vers o quand n—>-+co. Ainsi, ||u(nf)]|l;=0(#"*') quand n—-+ 0. Dési-
gnons par [A] la partie entiére d’'un nombre réel A ; on a
[N <[] ]y [[e* 0]y
< (1 |[u(Lf) )M = O(| W] [*1) = O([a ")

quand |A|—+ 0.
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18 JACQUES DIXMIER

REMARQUE 1. — Quand G est un groupe abélien discret, le lemme 6 a été établi
dans [11], page 67, lignes 15-18, grace a un calcul explicite utilisant les fonctions de Bessel.

REMARQUE 2. — On ne peut, dans le lemme 6, prendre pour f une fonction quel-
conque de L1(G) telle que f =}V (cf. [9], lemme 5).

LeMME 7. — Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe, N un entier possédant la pro-
priété du lemme 3, et f une fonction de 1(G)nL*(G) a support compact, telle que fN——— 1. Soit
t—>o(t) (—oo<t< 4 o) une fonction complexe admettant des dérivées d’ordre <N + 3, continues
et intégrables sur R.

i. Lintégrale QL f :we*w (F)(N)dN  converge absolument dans f‘(G) vers un élément
Y-
o{f}. Si ¢(0)=o0, ona ¢{f}cLY(G).

ii. Soit ™ une représentation unitaire continue de G. On a
m(o{f}) =e(=(f))

o @(m(f)) est défini par le calcul opérationnel usuel sur I opérateur hermitien w( f).
ili. 7 ()=t pour |t|<||f|lp ona o{f}=f".
Les hypothéses faites sur ¢ entrainent I’existence d’une constante A telle que

[(Fo) W) [ <A+ [T+~
quel que soit AeR. Alors, compte tenu du lemme 6,
HEM L H(Fe) () | S A (T [T (x4 2 [FFe) 7
donc lintégrale définissant ¢ {f} est bien absolument convergente dans fl(G). Si

¢(0)=o0, ona ﬁ TP (Fe)) =0, dob
o{f}=— [LTuNN(FDNreLXG).
Ceci prouve (i).

Comme m est une représentation continue de L(G), on a

wolf =4, L. (FR) 0

— 2_‘; (7 i F ) (1)
Or, cette intégrale opératorielle est égale a ¢(n(f)) ; en effet, si y est un caractere de
la C’-algébre commutative engendrée par 1 et w(f), le nombre y(n(f)) est réel et on a
= [P mn) == [ F o))

= — [T (F Q) W) dh = a(u(=(f)) = 1o (=()))-
Ceci prouve (ii).
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OPERATEURS DE RANG FINI DANS LES REPRESENTATIONS UNITAIRES 19

Enfin, supposons o(t) =# pour |#|<||f|l;. Soit = la représentation réguliére
de G dans L*G). On a ||=n(f)]||<||f|l» donc e(n(f))=mn(f)?. Dapres (ii), ceci
gécrit m(o{f}) ==(f7), dott @{f}=f" puisque = est fidele sur L(G).

§ 3. Opérateurs de rang fini dans les représentations des groupes de Lie
nilpotents.

LEMME 8. — Soit t—qy(t) (—oo0<t< + o0) wune fonction complexe admettant des dérivées
d’ordre <r continues et intégrables sur R, telle que ¢,(t) =t dans un voisinage de o. Pour
tout > o0, il existe une fonction complexe t—q(t) (—oo0<t< 4 o0) possédant les propriétés
sutvantes :

10 9(t) =o(t) pour [t|>1 ;

20 ¢(t) =0 dans un voisinage de o ;

3° ¢ admet des dérivées d’ordre <r continues et intégrables sur R
4° |@W(t)—el®(t) | < e quels que soient t et a=o0, 1, ..., 1.

=}

Soit a un nombre tel que 0<a<1 et tel que @,(t) =" pour |¢|<a. Il existe
une fonction ¢ définie sur [—a, a], nulle dans un voisinage de o, admettant des dérivées
d’ordre <r continues, et telle que |[¢¥()—(F+1)¥| <e pour |[t|<a et o<a<r
(Ceci est évident pour r=o0, et on passe de 7 & r+ 1 en remplagant ¢ par la fonction

t>(r 1) j ‘4(t)dt). On définit alors ¢ de la maniére suivante :

1° o(t) =¢(#) pour [t[<a;

20 o(f) =e(f) pour [#[>1 ;

3% On « raccorde » convenablement dans les intervalles [—1, —a] et [a, I].

Soit maintenant G un groupe localement compact. Soit I ’ensemble des fell(G)
telles que =(f) soit de rang fini pour toute représentation unitaire continue topologique-
ment irréductible = de G. Il est clair que I est un idéal bilatére de L!(G) stable pour

Pinvolution f- -—>]T.

THEOREME 1. — Tout groupe de Lie nilpotent connexe G posséde la propriété suivante :
(P) L’idéal bilatére 1 est partout dense dans 11(G).

a. Soit N un entier possédant la propriété du lemme 3. Soit E I’ensemble des

fonctions f de L(G)nL?(G) & support compact, telles que 7: /. Soit E’' I’ensemble des
fonctions complexes t—>¢(t) (—oo <t¢< -+ ), nulles dans un voisinage de o, admettant
des dérivées d’ordre <N+ g continues et intégrables sur R. Soient feE et ¢eE'.
On a ¢{f}el}(G) (lemme 7 (i)). On va voir que o{f}el. Soit = une représen-
tation unitaire continue topologiquement irréductible de G. L’opérateur =(f) est
hermitien et compact ([2], corollaire 3 du théoréme 1). Puisque ¢ s’annule dans un voisi-
nage de o, o(n(f)) est de rang fini. Or o(n(f)) =n(e{f}) (lemme 7 (ii)).
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20 JACQUES DIXMIER

b. Soit V un voisinage de I’élément neutre ¢ de G. Nous allons montrer qu’il existe
une fonction positive non négligeable de L}(G), &4 support contenu dans V, et adhérente & 1.

Il existe un voisinage compact W de e tel que W¥*4cV. Soit f une fonction
positive non négligeable de L'(G)nL?(G) a support contenu dans W, telle que f =7
Soit t—>q(¢) (—oo<t< 4 o0) une fonction complexe admettant des dérivées d’ordre
<N+ 3 continues et intégrables sur R, telles que ¢,(¢) =:"** pour [¢|<||f];- Ona
eo{f} =" (lemme 7 (iii)), donc ,{f} est une fonction positive non négligeable
de L'(G) a support contenu dans V. Reste & prouver, ce qui établira notre assertion,

que g{f}el.
Soit €>o0. D’aprés le lemme 8, il existe une ¢@eE’ telle que () =¢y(¢) pour
[t|>1 et telle que |¢™(¢)—o{®(f)|<e pour tout et pour «=o, 1, ..., N43. Alors

+o o
27 (loo S} —o{fH =1 [ L M Fa—Fe)arll;
oo
< T (Fr—F Q) () |
Or ||e€™]||;<A(1+|A|N*1), ol A est une constante indépendante de e. D’autre part,

TR+ [(Fop—F ) (V) |
< F(@o—0) (V) |+ | F (0 —o" )N |+ | F (o TV —oN D) () |
+ | F (o) T —™ ) (N) [ <26,

quel que soit A ; donc
2rlleol—olf}h< [, 72 Al +20) =2 Aem.

Or ¢{f}el d’aprés la partie (a) de la démonstration. Donc g,{f}el.

¢. Soient geL!(G) et €>o. Il existe un voisinage V de ¢ dans G tel que, si % est une
fonction positive de L'(G) d’intégrale 1 & support contenu dans V, on ait ||g—g#h ||, <e.
D’aprés la partie (b) de la démonstration, on peut choisir kel. Alors gshel. Ceci
prouve que I est partout dense dans LY(G), d’ou T=LY(G).

§ 4. Irréductibilité topologique et irréductibilité algébrique.

Les théorémes 2, g et 4 ci-dessous seront établis pour les groupes localement compacts
satisfaisant a la propriété (P). Cette classe de groupes contient les groupes de Lie nilpotents
connexes d’aprés le théoréme 1. Elle contient aussi les groupes de Lie semi-simples
connexes (cf. [6], lemme 33, et [5], théoréme 2 et démonstration du théoréme 7), ainsi
que les « groupes de mouvements » (cf. [5], théoréme 5 et démonstration du théoreme 7),
c’est-a-dire les groupes de la forme K.N, ou K et N sont des sous-groupes (non nécessaire-
ment distingués) respectivement compacts et abéliens.

Pour les groupes semi-simples et les groupes de mouvements, les résultats (i), (ii),
(iii) ci-dessous se trouvent essentiellement dans [5], pages 512-515 ; toutefois, la définition
utilisée dans [5] du sous-espace H’ fait intervenir un sous-groupe compact de G.
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OPERATEURS DE RANG FINI DANS LES REPRESENTATIONS UNITAIRES 21

THEOREME 2. — Soient G un groupe localement compact possédant la propriété (P), © une
représentation unitaire continue topologiquement irréductible de G dans un espace hilbertien H, et J
Pensemble des feL'(G) telles que w(f) soit de rang fini. Soit H' DPensemble des combinaisons
linéaires des éléments de la forme =(f)E, ot EcH et fe].

i. H' est partout dense dans H ;

ii. H' est stable pour les opérateurs (s) (s€G), et aussi pour les opérateurs w(f) (feL*(G)).
Pour felX(G), notons 7' (f) la restriction de =(f) a H' ;

iii. H' est le plus petit sous-espace vectoriel non nul de H stable pour les opérateurs =( f) (f€]).
En particulier, la représentation 7' de LY(G) dans H' est algébriquement irréductible.

iv. L’ensemble des opérateurs w(f), o fe]J, estexactement I’ensemble des opérateurs linéaires
continus ‘T de rang fini dans H tels que T(H)cH' et T'(H)cH'.

Puisque G posséde la propriété (P), J est partout dense dans L'(G), d’ot1 aussitét (i).

Si fe] et sip est une mesure bornée sur G, Popérateur w(u*f)=mn(w)w(f) est
de rang fini, donc p*fe]. En particulier, si £eH, fe] et f'eLY(G), on a
o(f)(=(f)E) ==(f'«xf)EeH’, donc =(f')(H)cH'. De méme, si £eH, fe] et seG,
on a 7(s)(n(f)E) =n(e,xf)E€H’ (en notant e, la mesure de Dirac au point s5), donc
n(s)(H')cH'. Ceci prouve (ii).

Soit H'' un sous-espace vectoriel non nul de H stable pour les opérateurs =(f) (f€]).
Soit £ un élément non nul de H'. On va montrer, ce qui prouvera (iii), que =(J)£oH'.
Soit ge]J. Il suffit de prouver que =(J)£dw(g)(H). Or les vecteurs =(f)€ (fe]) forment
un sous-espace vectoriel partout dense de H puisque J est partout dense dans L'(G) et
que w est topologiquement irréductible. Donc les vecteurs w(g* ) =n(g)n(f)E (fe])
forment un sous-espace vectoriel de m(g)(H), partout dense dans =(g)(H), donc égal a
n(g) (H) puisque dim =(g)(H)< + co. D’ou notre assertion.

Prouvons (iv). Il est clair que, si k€], on a 76], donc =(k)(H) et =(k)"(H)
sont des sous-espaces de dimension finie de H'. Il s’agit d’établir une réciproque de cette
propriété.

Soit K I’ensemble des opérateurs linéaires (continus ou non) dans H' permutables
aux ©'(f), ou f parcourt J. Montrons d’abord que K=C. (Le raisonnement qui suit,
plus simple que mon raisonnement initial, est dd & J. Dieudonné). D’apres (iii) et le
lemme de Schur, K est un corps, extension de C. Soit fe]J telle que ='(f)=o0. Soit
H,=='(f)(H'), qui est un sous-espace vectoriel non nul de dimension finie de H'. Tout
veK laisse stable H;. Soit v’ la restriction de » 2 H,. L’application v—v' est un homo-
morphisme de K dans I’algébre des opérateurs linéaires de H;, qui transforme 1 en 1.
Comme K est un corps, cet homomorphisme est injectif. Donc K est de rang fini sur G
et par suite K=C.

Alors, d’apres le théoréme de densité ([7], page 31), si &, ..., &, sont des éléments
linéairement indépendants de H' et v, ..., 7, des éléments quelconques de H', il existe
une fe]J telleque n'(f)é =11, ..., 7' (f)E, =", Soit un élément non nulde H'. Il existe
une feJ telle que n'(f)E=E. Soit (& &, ..., ,) une base de =(f)(H)cH'. Il existe
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une f'e€J telle que n'(f)e=E, n'(f)g=...=='(f)E,=o0. Alors =(f'*f)(H)=CE.
Soit g=f'xfe]J. L’opérateur n(g*g)=m(g)n(g)" est hermitien> o, et son image est C.
En multipliant g par un scalaire convenable, on a donc construit un k€] tel que w(k)
soit le projecteur orthogonal sur C&. Soit alors T un opérateur linéaire continu de rang

fini dans H tel que T(H)cH' et T"(H)cH'. Alors é(T+T‘) et QLZ,(T—T*) sont des

opérateurs hermitiens de rang fini dont les images sont contenues dans H'. Donc T est
combinaison linéaire finie de projecteurs orthogonaux sur des droites de H'. D’aprés ce
qui précéde, T=mn(k) avec une keJ. Le théoréme est démontré.

REMARQUE 3. — Nous allons montrer que H’'+H en général. Soit T'; le groupe
de Lie nilpotent de dimension g étudié dans [1], paragraphe 4. Ses points sont définis
par 3 coordonnées réelles (p;, py, p;) €t la loi de composition est

(015 Gy 0'3) (Pv P25 P3) = (01 p1, O3+ Py o3+ 93_6192)°

Ce groupe admet une représentation unitaire continue topologiquement irréductible =
dans H=L2*R), définie de la maniére suivante : si yel; admet les coordonnées g,,
P 03 €t si £€L?(R), ona:

(m(¥)E)(0) =@ 7™YE(0 + ).

Soit H' le sous-espace introduit dans le théoréme 2. Soit £y eH', avec ||&]||=1.
Il existe une FeL!X(T,) telle que =(F) soit le projecteur sur la droite C&; (théoréme 2 (iv)).
Pour &, m1€H, on a

(5) (TE(F)zlvl)=((£[Eﬂn)=(g[go)(_ioln)
“"ff Eo(p1)Eo(0)E(p1) () dpyd0),
et d’autre part .

(6) (=(E)E[n) = [ (=()E|m)F(x)dy

= f f f F(p1, poy p3)dprdpadps f ei("“‘““’)i(e-%pl)@d@

— [/ [ Fler—, , 02)® 0% (01)1(8) dordoadsd

=~[/ [f f F(p—9, pyy p5)e'® " pydo, E(or)n(0)dprdb.

Comparant (5) et (6), on voit que, pour presque toutes les valeurs de ¢, et 0, on a

Ea(pr)E0(0) = f f F(o1—8, py, pg)é®**Vdpydo,
donc aussi
Eo(pr+0)80(8) =Gy, 0, —1)
et désignant par G la transformée de Fourier de F par rapport aux deux dernieres
variables. Pour presque tout p;, la fonction 6—G(p,, 6, —1) est continue. Donc, pour

presque tout p,, la fonction 6—>&(p; +0)E)(0) est presque partout égale & une fonction
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continue. Or, il est immédiat qu’il existe des éléments de H qui ne possédent pas cette
propriété.

REMARQUE 4. — Utilisons les notations du théoréme 2. Si & est un élément non
nul de H', ’annulateur de £ dans L'(G) est un idéal & gauche maximal régulier puisque
la représentation n’'‘de L'(G) dans H' est algébriquement irréductible. Mais, puisque
H'+H en général d’aprés la remarque 3, Pannulateur dans L'(G) d’un élément quel-
conque de H n’est pas en général un idéal a gauche maximal régulier. Ce phénoméne avait été
prévu par R. Godement ([5], page 513, lignes g-10).

Rappelons par contre que, si on étend = a la C’-algebre de G (cf. [4]), la représen-
tation ainsi obtenue de cette C'-algébre dans H est algébriquement irréductible ([8],
théoréme 1).

REMARQUE 5. — Reprenons I’exemple de la remarque 3. Soit DcH I’ensemble
des vecteurs indéfiniment différentiables pour . On peut montrer que DcH', D+ H'.
Comme D est stable pour les opérateurs =(s) (s€G), on voit que H' n’est pas algébrique-
ment irréductible pour les opérateurs =(s) (seG).

J’ignore si 'inclusion DcH' est un fait général.

REMARQUE 6. — En modifiant trés légérement la démonstration du théoréme 2,
on voit qu’on peut supprimer I’hypothése que G possede la propriété (P), et supposer
seulement qu’il existe des feL'(G) telles que =(f) soit de rang fini et non nul.

§ 5. Noyaux des représentations irréductibles.

Le théoréme 3 (sauf en ce qui concerne le socle de L'(G)/N) est établi dans [5]
pour les groupes semi-simples et les groupes de mouvements.

THEOREME 3. — On conserve les hypothéses et les notations du théoréme 2. Soit en outre
NcLYG) le noyau de  considérée comme représentation de L'(G).

i. N est un idéal primitif de LY(G), et JIN est le socle de L(G)|N et le plus petit idéal
bilatére non nul de L'(G)/N.

ii. N est maximal parmi les idéaux bilatéres fermés de L'(G) distincts de L'(G).

Utilisons les notations du théoréme 2. Alors N est aussi le noyau de =’ (théo-
réme 2 (i)). Comme =’ est algébriquement irréductible (théoréme 2 (iii)), N est primitif.
L’algébre L1(G)/N est isomorphe a I’algébre A des opérateurs =(f) (f€L!(G)). Dans
cet isomorphisme, J/N correspond a I’ensemble des opérateurs de rang fini de A, ensemble
qui est algébriquement dense dans P’ensemble de tous les opérateurs linéaires de H’
(théoréme 2 (iv)). D’aprés [7], page 75 (« structure theorem »), J/N est le socle de L}(G)/N
et le plus petit idéal bilatére non nul de L(G)/N. D’ou (i). Par suite, tout idéal bilatére
de L1(G) contenant N et distinct de N contient J. Comme J=L11(G) d’aprés la pro-
priété (P), on obtient aussitét (ii).
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REMARQUE 7. — Soit I I’ensemble des feLl(G) telles que p(f) soit de rang fini
pour foute représentation unitaire continue topologiquement irréductible p de G. Alors,
avec les notations précédentes, on a J=I+N. En effet, il est clair que I4Nc]J. D’autre
part, (I4+N)/N est un idéal bilatere de L!(G)/N, non nul puisque I=L1(G), donc
égal a J/N d’apres le théoréme 3 (i).

REMARQUE 8. — Soit G le groupe des transformations affines x—ax+ 5 (a+0) de R.

On sait que la représentation réguliére = de G dans L*(G) est somme de représentations
topologiquement irréductibles deux a deux équivalentes. Le noyau N de = dans L}(G)
est {o}. Mais G posséde des représentations unitaires continues de dimension 1, donc N

n’est pas maximal parmi les idéaux bilateres fermés de L(G). Ainsi, G ne possede pas
la propriété (P).

THEOREME 4. — Soient G un groupe localement compact possédant la propriété (P), = et m,
deux représentations unitaires continues topologiquement irréductibles de G dans des espaces hilbertiens,
telles que les noyaux de ~ et 7, dans L} (G) soient égaux. Alors w et 7, sont unitairement équivalentes.

Soient H et H, les espaces de = et m;, e¢ NcL!(G) leur noyau commun. Intro-
duisons les notations H', =’ du théoréme 2, et les notations analogues Hj, =] relatives a ;.
Nous diviserons la démonstration en plusieurs parties.

a. © et m; définissent deux représentations algébriquement irréductibles fideles
de LY(G)/N. Le socle de L1(G)/N est non nul. Donc ([7], page 45, proposition 2) ces deux
représentations sont algébriquement équivalentes.

b. D’apreés le théoréme 2 (iv), il existe un élément hermitien f, de LY(G) tel que =(f,)
soit un projecteur orthogonal sur un sous-espace C£ de dimension 1 de H'. D’aprés (a),
Popérateur w;(f,) est idempotent et de rang 1 ; donc w,(f,), qui est hermitien, est un
projecteur orthogonal sur un sous-espace C&; de dimension 1 de Hj. Les vecteurs £ et &;
admettent le méme annulateur m dans LY(G).

¢. Pour feLX(G), posons ¢(f) = (=(/)E|£), ei(f)=(m(f)Ea|E,). Alors g ct g, sont
des formes positives élémentaires sur L!(G). Pour prouver le théoréme 4, il suffit de
prouver que ¢ et ¢, sont proportionnelles.

Transposant & notre situation un raisonnement de R. V. Kadison sur les C*-algébres
([8], page 275, lignes 20-27), nous allons montrer que le noyau Q de ¢ est m-4m (ot m
est 'image de m par l'involution ™~ dans L}(G)). D’abord, il est clair que mcQ , donc
fn?ca= Q, donc m-+mcQ. Maintenant, soit ~/cQ. On a (w(h)E|E) =0, donc
n(foxh)E =n(fy)m(h)E =0, donc fyxhem. D’autre part,

w(h—hxf)e=n(h)i—n(R)E=0
puisque 7( fo)iz;&, donc &—F % - foem. Alors, tenant compte du fait que 7},=f0, on a
"= (7—7*]’0) + (fy% k)~ em+m. Donc Q=‘acm 4.
On a donc prouvé que Q=m-+Mm. Le méme raisonnement, appliqué 4 ,, montre
que le noyau de ¢, est m +mt. Donc ¢ et ¢, sont proportionnelles.
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REMARQUE 9. — Soit A la C'-algebre de G (cf. [4]). Si on étend & A les représen-
tations unitaires irréductibles de G, les analogues des théorémes g et 4 sont vrais. Cela
résulte du fait évident qu’un groupe qui posséde la propriété (P) est un CCR-groupe

(cf. [10]).
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