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Einleitung

I. Seit den grundlegenden Publikationen B. Riemanns iiber abelsche Funktionen
hat man versucht, in der Menge M der kompakten Riemannschen Flichen vom
Geschlecht p in natiirlicher Weise eine Topologie und eine komplexe Struktur einzufiihren,
so daB M zu einem komplexen Raum M, wird, den schon RiemaNN als den Modulraum
der Riemannschen Flichen vom Geschlecht p bezeichnete. Dariiber hinaus hat man

versucht, die Menge R,=(JR zu einem komplexen Raum zu machen. Die natiirliche
REM
4

Projektion = : R,—~M,, sollte dabei zu einer holomorphen Abbildung werden. AuB8erdem
moéchte man M, und R, kompaktifizieren.

Bis heute ist die Losung dieser Aufgabe nur teilweise gelungen. Die Ideen
O. TeicamULLERs haben zur Konstruktion einer (g p—3)-dimensionalen komplexen
Mannigfaltigkeit M, und einer komplexen Mannigfaltigkeit R, gefiihrt, die durch
eine cigentliche holomorphe Abbildung =* auf M, bezogen ist [1]. Als Urbild der
Punkte aus M, erhilt man alle Riemannschen Flichen vom Geschlecht p. Allerdings
ist die Zuordnung zu den Punkten von M, nicht eineindeutig. Sie wird es erst dann,
wenn man den Begriff « Riemannsche Fliche » durch « Riemannsche Fliche mit
ausgezeichneter Basis der 1. Fundamentalgruppe » ersetzt.

2. Im Falle hoherer Dimensionen sind bislang nur wenige Untersuchungen
bekannt geworden. K. Kopaira und D. C. SpeNcer verdffentlichten im vergangenen
Jahre eine Arbeit [g], in der sie (auBer differenzierbaren) komplex-analytische Scharen
kompakter komplexer Mannigfaltigkeiten betrachten. Sie verstehen darunter eine
komplexe Mannigfaltigkeit X, die durch eine eigentliche surjektive holomorphe
Abbildung = : X—+M auf eine komplexe Mannigfaltigkeit M bezogen ist. Der Rang
der Funktionalmatrix von = ist tiberall gleich dim M. Die kompakten komplexen
Mannigfaltigkeiten X, =n""(y), yeM, werden als die Scharelemente angesehen. Wie
man unmittelbar sieht, sind alle Rdume X, differenzierbar dquivalent, die komplexe
Struktur kann dagegen von yeM abhingen.

Bei der Untersuchung dieser komplex-analytischen Scharen erwies es sich nun, daB3
die komplex-analytische Garbentheorie besonders geeignet ist. Nach K. Kopaira und
D. C. Spencer wird auf X mit @ die Garbe der Keime von lokalen holomorphen Feldern
von solchen Vektoren bezeichnet, die in Richtung der Fasern X, zeigen. Die beiden
Autoren ordnen der Schar X nach einer angegebenen Vorschrift eine Kohomologieklasse
£eH'(X, ©) zu und zeigen durch Integration :

X st genau dann ein komplex-analytisches Faserbiindel, wenn das Leraysche Bild von E in
H'(M, 7,(©)) die Nullschnittfliche in 7,(®), der 1. Lerayschen Bildgarbe von ©, ist.
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6 HANS GRAUERT

Da jedes Faserbiindel nach Definition « lokal trivial » ist, bedeutet das inbesondere,
daB dann die komplexe Struktur von X, nicht von y abhingt.

Natiirlich mo6chte man einfachere Bedingungen kennen, unter denen X-—+M
ein komplex-analytisches Faserbiindel ist. Zu dem Zwecke wurden unter Benutzung
der Theorie der harmonischen Integrale in [g] folgende Sitze hergeleitet :

(1) Die Funktion r,(y) =dim,H"( X , ©,) ist halbstetig nach oben (d.h. yliz?; r,(v)<r,(9))-

Dabei bezeichnet O, die Garbe der Keime von lokalen holomorphen Vektorfeldern
auf X.

(2) Ist r,(y) unabhingig von y fir p<v, so ist 7,(®) eine freic Garbe. Bezeichnet F,
ein Vektorraumbiindel iiber M, so dafi =,(®) isomorph zu der Garbe F, der Keime von lokalen
holomorphen Schnitten in F, ist, so kann man die Punkte von F, iiber yeM (in natirlicher
Weise) mit den Kohomologieklassen aus H*(X,, ©,) identifizieren (*).

Aus (1) und (2) folgt ein schon von A. FROHLICHER und A. N1JENHUISs [5] bewiesenes
Resultat :

(3) Ist dim,H'(X,, ©,)=o0, so ist X—>M in einer Umgebung von y ein komplex-
analytisches Faserbiindel.

3. Der Verf. der vorl. Arbeit bemerkte, da8 diese und dhnliche Sitze aus [g] sehr
eng mit der Frage verkniipft sind, ob die analytischen Bildgarben kohdrenter Garben
iiber X kohirente Garben iiber M sind. Die Sitze ergeben sich zum Teil unmittelbar
durch eine einfache, rein algebraische Ableitung, wenn die Kohdrenz gesichert ist.
Dariiber hinaus folgen aus den Kohirenzaussagen weitere interessante Eigenschaften
analytischer Scharen komplexer Strukturen, die nicht mit Hilfe der Theorie harmonischer
Integrale hergeleitet werden konnten.

In [6] wurde gezeigt :

(A4) Es seien Y ein komplexer Raum, P" der komplex n-dimensionale projektive Raum,
v die eigentliche holomorphe Produktabbildung Y X P"—Y, S eine kohdrente analytische Garbe
dber Y X P". Dann sind die Bildgarben ~,(S),v=o0, 1,2, ..., kohirente analytische Garben
dber Y.

(*) Die beiden Autoren leiten die Aussagen (1) und (2) m.m. sogar her, wenn M nur eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit und © : X—M eine differenzierbare Schar von komplexen Mannigfaltigkeiten und @ eine
beliebige freie Garbe iiber X ist. — Der in § 7 angedeutete Beweis der Aussagen (1) und (2) ist, da er auf die
Hauptsitze I und II aufbaut, bedeutend schwieriger als der von Kopaira und SPENCER angegebene. Jedoch
gelingt es hier, (1) und (2) wesentlich allgemeiner zu beweisen (vgl. die Satze g und 5 in § 7). Unter der Voraus-
setzung, daB X—Y eine komplexe Schar ist und die auf X gegebene Garbe S frei ist, wiirde sich der Beweis
der Sitze 3 und 5 allerdings wesentlich vereinfachen. Ebenso lassen sich die Hauptsitze I, II unter diesen
Voraussetzungen mit rein garbentheoretischen Methoden ziemlich einfach herleiten.
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EIN THEOREM DER ANALYTISCHEN GARBENTHEORIE 7

Machen wir fiir unsere komplex-analytische Schar X-—+M die Voraussetzung :

(%) Lu jedem Punkt ye M gibt es eine Umgebung U(y) und eine biholomorphe Abbildung
o (U)SUXP,

so kann man leicht zeigen, da3 die Aussage (A) auch fiir X—~M gilt (%).

Allerdings impliziert (%), daB jede Fasermenge X, eine projektiv algebraische
Mannigfaltigkeit ist. Das ist natiirlich sehr einschrinkend, besonders auch deswegen,
weil die Untersuchungen von KopAira und SPENCER zu zeigen scheinen, daB3 einfache
GesetzmiBigkeiten in der Berechnung der Dimension von Modulrdumen nur dann
bestehen, wenn man auf die Algebraizitit der komplexen Strukturen verzichtet.
Andererseits geniigt es keineswegs, nur komplexe Mannigfaltigkeiten zu untersuchen.
Man muf3 Mannigfaltigkeiten mit singuliren Punkten (d.h. in unserem Falle : komplexe
Riume) in die Betrachtung einbeziehen, um auch nur zu einigermaBen befriedigenden
Ergebnissen zu gelangen. In der vorl. Arbeit wird deshalb gezeigt :

(I) Es seien X, Y komplexe Riume, w© : X—Y eine eigentliche holomorphe Abbildung,
S eine kohdrente analytische Garbe iiber X. Dann sind alle Bildgarben von S kohdrente analytische
Garben iiber Y.

Der Beweis von (I) ist bedeutend schwieriger als der in [6] gegebene semial-
gebraische Beweis fiir (A). Da X, Y komplexe Raume mit nicht-uniformisierbaren
Punkten sind, ist es auch nicht méglich, die potentialtheoretischen Methoden von Kodaira
und Spencer zu verwenden. Es muB} ein besonderer Weg beschritten werden. Es handelt
sich dabei vor allem um eine verfeinerte Anwendung von Potenzreihen. ZweckmiBig,
jedoch nicht unbedingt notwendig ist auch die Verwendung eines neuen allgemeineren
Begriffes des komplexen Raumes. Wir werden diese neuen Riume einfach « komplexe
Riume » nennen. Die von H. CARTAN und J. P. SERRE definierten komplexen Riume
werden in der vorl. Arbeit « reduzierte komplexe Rdume » heien. Allgemeine komplexe
Riume koénnen in ihren lokalen Ringen nilpotente Elemente enthalten. Ihre Analoga
in der algebraischen Geometrie sind seit einiger Zeit bekannt. Sie wurden m.W. zum
ersten Male von A. GROTHENDIECK angegeben.

4. Es sei noch eine kurze Ubersicht iiber den Inhalt der vorl. Arbeit gegeben.
Im § 1 werden die neuen komplexen Riume eingefithrt. Der § 2 beschiftigt sich mit
der analytischen Garbentheorie auf diesen Rdumen. Der § g bringt Untersuchungen
iiber kartesische Produkte & =G xK(p), wobei GcC? ein Gebiet und K(p) einen
m-dimensionalen Polyzylinder bezeichnet. Ist S eine kohidrente analytische Garbe
iiber ®, so werden in dem Vektorraum der Koketten iiber ® mit Koeflizienten in
S Pseudonormen definiert. Es werden Beschrinktheitsaussagen fiir diese Pseudonormen
hergeleitet. Im § 4 werden die Pseudonormen und die Beschrinktheitsaussagen auf

(1) Man braucht dabei nicht vorauszusetzen, daB 7 : X—>M eine komplex-analytische Schar ist. Es geniigt,
daB X, M komplexe Réume sind, daB = eine eigentliche holomorphe Abbildung ist und daB8 (*) erfiillt ist.
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8 HANS GRAUERT

komplexe Riume X ausgedehnt, die durch eine eigentliche holomorphe Abbildung =
in einen Polyzylinder K(p) abgebildet sind. Es werden in X MeBatlanten, MeBiiber-
deckungen etc. definiert, aus denen sich dann die Pseudonormen ableiten. Im § 5 wird
schlieBlich ein wichtiges Lemma fiir einen Fall v, hergeleitet. Dazu miissen Induktions-
annahmen gemacht werden, die u.a. die Kohirenz der Bildgarben =,(S), v>v, enthalten,
wenn S eine gewisse kohdrente analytische Garbe iiber X bezeichnet. Im § 6 wird sodann
gezeigt, daBl aus dem Lemma fiir v, die Kohdrenz von =, (S) folgt. Da m,(S) fiir sehr
groBes v gleich null und somit kohérent ist, wird dadurch eine vollstindige Induktion
gegeben, die den vorne angegebenen Satz (I) beweist (vgl. Hauptsatz I in § 6).
Neben dem Hauptsatz I werden im § 6 noch weitere Aussagen hergeleitet, die einen
Zusammenhang zwischen der Kohomologie der Fasern n~*( ), yeY und den Bildgarben
w,(S) liefern (Vgl. Hauptsitze II, IIa). Der § 7 zeigt noch, wie sich die Resultate (1),
(2) von KopaIra und SPENCER in verallgemeinerter Form aus der in der vorl. Arbeit
durchgefiihrten Theorie ergeben. Ferner wird dort aus dem Hauptsatz I der bekannte
Remmertsche Satz tiber eigentliche holomorphe Projektionen analytischer Mengen
abgeleitet (*). Dieser Satz ist damit aufs Neue bewiesen und in eine gréBere Theorie
eingeordnet (Hauptsatz I kann als ein Ergebnis iiber analytische Projektion mit
« Vielfachheit » gedeutet werden).

§ 1. Ein neuer Begriff des komplexen Raumes.

1. Die grundlegenden Begriffe der Garbentheorie seien als bekannt vorausgesetzt.
Wir bezeichnen mit X einen beliebigen topologischen Raum. A =A(X) sei eine Garbe
von komplexen Algebren iiber X, alle Halme A, xeX von A seien kommutativ,
assoziativ und mogen ein Einselement 1, besitzen, die Abbildung x—>1, sei stetig.

Wir nennen im folgenden einen topologischen Raum X, iiber dem eine Garbe A
definiert ist, einen (komplex) beringten Raum. A =A(X) heiBt die Strukturgarbe von X.
Ein beringter Raum muB also als ein Paar (X, A) angesehen werden. Wir schreiben
jedoch einfach X, wenn das nicht zu MiBverstindnissen fiihrt. Beringte Raume wurden
in [11], [6] eingehend untersucht. Wir werden deshalb hier die Terminologie aus [6]
iibernehmen, jedoch werde folgende in [6] nicht enthaltene Definition getroffen :

Definition 1. Es seien (X, A(X)), (Y, A(Y )) beringte Riume. Eine morphe Abbil-
dung ¥ von X in'Y ist ein Paar (o, §,) einer stetigen Abbildung oy : X—Y und einer stetigen
Abbildung §, : Xo, A(Y)={(%,0) : x€ X, ceA(Y ), y="1o(x)}>A(X), die jede Algebra
(x, A,(Y)) homomorph in die Algebra A,(X), y=1o(x) abbildet (*). V¥ heifit eine bimorphe
(surjektive) Abbildung, wenn o, {, topologische Abbildungen sind und . stets die Algebren
(x, A,(Y)) isomorph auf die Algebren A,(X), y=1y(x) projiziert.

(}) Vgl. Remmert [10].
(%) Wir setzen dabei voraus, daB dieser Homomorphismus nicht entartet ist, also nicht ganz (x, Ay(Y)) auf
das Nullelement von A, (X) abbildet.
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EIN THEOREM DER ANALYTISCHEN GARBENTHEORIE 9

Man kann ein einfaches Beispiel eines beringten Raumes betrachten. Es sei G ein
Teilgebiet des n-dimensionalen komplexen Zahlenraumes C", O=0O(G) bezeichne
iiber G die Garbe der Keime von lokalen holomorphen Funktionen. Offenbar ist O eine
Garbe von komplexen Algebren, G mit der Strukturgarbe O also ein komplex beringter
Raum.

Wir bezeichnen mit AcG eine analytische Teilmenge, mit I* cO eine kohirente
Untergarbe von Idealen, deren Nullstellenmenge mit A tibereinstimmt. Die Quotienten-
garbe 'H=O/I* besitzt iiber G—A nur Halme, die aus Nullmoduln bestehen.
Betrachtet man nur die Halme von 'H, die iiber A liegen, so erhilt man iiber A eine
Garbe H=H(A) von lokalen Ringen. Wird A mit dieser Strukturgarbe versehen, so
ist A ein beringter Raum. Wie man leicht sieht, werdeni.a. die Halme H,, x €A nilpotente
Elemente enthalten.

Durch die Quotientenabbildung O—'H wird jedem Element 6€QO,, x€A ein
Element 6eH, zugeordnet. Wir nennen & die Beschrinkung von ¢ auf (A, H) (in
Zeichen 6=o0| (A, H)). Ebenso wird jeder Schnittfliche seI'(G, O(G)) durch O—'H
eine Schnittfliche seT'(A, H) zugeordnet. Auch 5 werde mit « Beschrinkung von s
auf (A, H) » bezeichnet (s =s]| (A, H)).

Ein besonderer Fall tritt ein, wenn I* die Garbe der Keime aller lokalen
holomorphen Funktionen ist, die auf A verschwinden. Wir bezeichnen im folgenden
diese Garbe stets mit I=1I(A). Nach einem bekannten Satz von H. Carrtan ist I
kohirent. Offenbar gilt stets I*cI, wenn I* eine allgemeine kohdrente Idealgarbe
ist, deren Nullstellenmenge mit A iibereinstimmt. Es werde mit O(A) die Beschrankung
der Garbe O(G)/I auf A bezeichnet. O(A) kann in natiirlicher Weise als eine Unter-
garbe der Garbe C(A) der Keime stetiger Funktionen auf A angesehen werden. Die
Schnittflichen in O(A) sind also spezielle stetige Funktionen tiber A. Da I*cI gilt,
gibt es den durch Quotientenbildung kanonisch definierten Homomorphismus red :
H(A)—>O(A).

Definition 2. Ein beringter Raum (X, A(X)) heifit ein komplexer Raum, wenn folgendes
gilt :

1) X ist ein Hausdorffscher Raum.

2) Zujedem Punkt xe X gibt es eine Umgebung U(x), einen beringten Raum (A, H(A)),
der auf die vorhin beschriebene Weise definiert ist, und eine bimorphe surjektive Abbildung 'V :
U(x)—A.

(X, A(X)) heiBt ein reduzierter komplexer Raum, wenn X hausdorffsch und
U(x) stets zu einem beringten Raum (A, O(A)) bimorph 4quivalent ist. Offenbar
ist ein komplexer Raum genau dann ein reduzierter komplexer Raum, wenn die Halme
A, (X) seiner Strukturgarbe keine nilpotenten Elemente enthalten.

2. Es seien A,cG,cC™ analytische Mengen, H,, O, Strukturgarben iiber A,,
die wie vorhin definiert sind, red, seien die Projektionen H,—O,, v=1,2; ferner sei
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10 HANS GRAUERT

¥ = (q, §;) eine morphe Abbildung des beringten Raumes (A;, H;) in den beringten
Raum (A,, H,). Wir zeichnen Untergarben von H,,v=1,2 aus:

HY sei die Menge der Elemente ¢ von H,, fiir die folgendes gilt :

Es gibt zu ¢ cine offene Menge UcA, und eine Schnittfliche s=s(x)eI'(U, H,),
so daB

1) cEs,

2) s(x) fur alle xeU im maximalen Ideal von (H,), enthalten ist.

Offenbar ist HY nichts anderes als die Kerngarbe des Homomorphismus red,.
Da aber HY) durch eine innere Eigenschaft der Garbe H, definiert ist, bildet ¢; den
Raum A, HY in HY} homomorph ab. Daraus folgt insbesondere, daB {, eine
Abbildung {; : O,@, A,—~O,; definiert. ¥* = ({,, §;) ist eine morphe Abbildung des
komplexen Raumes (A;, O,) in den komplexen Raum (A,, O,).

Nun kann O, als Untergarbe von C(A,) gedeutet werden, v=1,2. Ordnet
man einem beliebigen Funktionskeim feC(A,;) den Funktionskeim fog,eC(A,) zu,
so erhilt man eine stetige Abbildung A : A;@, C(A;)—>C(A,). Das Diagramm :

C(A;) <A@, C(A,)
ooy
A, —A,
ist kommutativ. Wir zeigen :

Satz 1.\ bildet A,0,0, in Oy ab. Es gilt A=y}

Beweis. Da {; ein Ringhomomorphismus ist, bildet ¢; stets das Einselement
1,€(0y),, y=1y(x), x€A; ab auf das Einselement 1,€(0O,),. Da ferner ¢; ein Homo-
morphismus von komplexen Algebren ist, folgt, daB ¢; eine Abbildung der konstanten
Funktionen aus I'(V, O,) in die konstanten Funktionen aus I'(U, O,) erzeugt (%)
(mit U=¢;'(V), VcA, eine offene Menge). Die Funktion f=c¢ geht in die Funktion
g=c lber.

Es seien nun x,€A; ein beliebiger Punkt, y,=1{y(%)€A, und o€(0,), ein
Garbenelement. Man kann eine Umgebung V(3y,)cA, und eine komplexe Funktion
fel'(V, O,) finden, diein y, den Keim o erzeugt. Das {;-Bild von f sei mit g bezeichnet
(ge(U, O,), U=¢5*(V)). Durch ¢; wird f—f(») auf die Funktion g—f () abge-
bildet (mit yeV festgewidhlt). Der Keim von f—f(y) gehort zum maximalen Ideal
von (O,),. Also muBl der Keim von g—f(y) in jedem Punkt xe¢;'(y) zum maxi-

malen Ideal von (O,), gehoren. Das heiBBt f(y)=g(x). Also gilt : g= fo},. Daraus
folgt aber unmittelbar die Behauptung von Satz 1.

3. Es sei @* eine holomorphe Abbildung eines Gebietes G;cC™ in ein Gebiet
G,cC™, die eine analytische Menge A]cG; in eine analytische Menge A,cG; abbildet.

() Wir werden im folgenden stets eine Abbildung, die durch eine Abbildung « erzeugt ist, auch
mit o bezeichnen. In unserem Falle steht also auch fiir die erzeugte Abbildung ¢%.
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EIN THEOREM DER ANALYTISCHEN GARBENTHEORIE 11

Es sei H; eine Strukturgarbe iiber A}, die durch Beschrinkung einer Quotientengarbe
'H,=0(G))/I, definiert ist, v=1,2. (* erzeugt dann eine Abbildung

9 : Glo3I~0(G)).

Bildet ¢ die Garbe Gj@y.I; in Ij ab, so erhalten wir auBerdem einen Homomorphismus
Ui+ AlopH,—Hj. ($*|A}, ¢;) ist eine morphe Abbildung. Wir sagen, daB sie von {*
erzeugt ist. — Wir verwenden die gleiche Bezeichnungsweise wie im vorigen Abschnitt
und zeigen :

Satz 2. Es gibt zu jedem Punkt xe A, eine in G, offene Umgebung U (x) cG; und eine
holomorphe Abbildung @ : U—G,, die die morphe Abbildung ¥'|UnA; erzeugt.

Beweis. Wir bezeichnen mit z;, ..., 2, komplexe Koordinaten in G,, f, sei
die durch die Quotientenprojektion O (G,)—'H, definierte Bildschnittfliche von £,
aus I'(A,, H,), fernersei g, das {;-Bild von f, in I'(A;, H)),v=1, ..., n,. Ist die
Umgebung U(x), xeA,, hinreichend klein gew#hlt, so kann man holomorphe Fun-
ktionen g, iiber U bestimmen, die vermége der Quotientenprojektion O (G,)—'H, die
Schnittflichen g, definieren. Es sei dann @ die durch (g, ..., g,) bestimmte holomorphe
Abbildung. Aus Satz 1 folgt : | UnA; ={y|UnA,.

Es seien yoe(p(UnAl) ein beliebiger Punkt, f, €(H,), ein beliebiges Garbenele-
ment. Ist V() eine hinreichend kleine, in G, offenec Umgebung von j,, so gibt es eine
holomorphe Funktion f aus I'(V, O(V)), die f, definiert. Wir setzen W=q:°1 V),
2= f o@ . g ist eine in W holomorphe Funktion. Wir haben zu zeigen, daB g das Element
&= V1 (f,) € (Hy)s,s xoe@'l( ) bestimmt. Dazu ist es notwendig, einen Hilfssatz heran-
zuziehen, der ein Spezialfall des in § g bewiesenen Satzes 2 ist.

Hilfssatz 1. Es sei Oy der Ring der Keime holomorpher Funktionen in einem Punkte
DeC" 1y seiein Ideal in Og. Ist dann fe Oy ein Keim einer holomorphen Funktion und gibt

es zu jeder natiirlichen Zahl k ein Element helg, so daff der holomorphe Funktionskeim f—h in O
eine Nullstelle k-ter Ordnung hat, so gilt felg.

Wir verzichten hier darauf, Hilfssatz 1 zu beweisen und fithren den Beweis von
Satz 2 fort.

Es sei k£ eine vorgegebene natiirliche Zahl. Man kann dann ein Polynom

Q=0Q(z, ...,z,) finden, so daB die Funktion f "= f —Q 1im Punkte y, mindestens
von der Ordnung £ verschwindet. Wir setzen P= Qo@ und bezeichnen mit g, bzw. P

den von g bzw. P in x, erzeugten holomorphen Funktionskeim. f, sei das von f '
definierte Element aus (H,),, g, sei sein ¢y-Bild in (H,),. Ferner seien g, bzw. Z%
holomorphe Funktionskeime in x,, die g, bzw. g, definieren. Offenbar kann man Z;
so wihlen, daf8 der Funktionskeim in x, eine Nullstelle £-ter Ordnung hat. Ebenso hat
2,—P,, in x, eine Nullstelle der Ordnung k. Offenbar ist (g, —¢,,)—(2..—P.,) + €.,
in der zur Definition von 'H,; verwendeten Idealgarbe I enthalten, weil

Pac.,! (AD Hl) = q)l(Qyo) I (Az, Hz)
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12 HANS GRAUERT

ist. Da £ beliebig sein kann, folgt aus Hilfssatz 1 : g, —g¢, e(I}),, g definiert also das
Element g, q.e.d.

4. Wir behalten die Terminologie des Abschnittes 2 bei. Es seien f;, . . ., f,e ['(A,, Hy)
endlich viele Schnittflichen. Durch die Projektion H,—O,(A,) erhalten wir in
Zuordnung zu den Schnittflichen f, ¢ komplex-wertige Funktionen aus I'(A,, O,(A,)),
die eine stetige Abbildung ¢, : A;—>C? definieren. Man kann ¢, in kanonischer Weise
zu einer morphen Abbildung erginzen.

Wir bezeichnen die Punkte des C? mit z=(zy, ..., 2,), Jo€A, sei ein beliebiger
Punkt. Wir setzen 2zo=10y() = (2, ..., 29). Nach Definition der Garbe H, kann
man eine Umgebung U(y,) cG, und in U holomorphe Funktionen f , finden, deren
Beschrinkung auf (A,nU, Hy) mit f|A;nU iibereinstimmt. Die Funktionen f:
definieren eine holomorphe Abbildung ¢, : U—C? deren Beschrinkung auf A,nU
die Abbildung ¢,|A,nU ist. ¢, definiert in natiirlicher Weise einen Homomorphismus
der Algebra O, (Cf) in die Algebra O, (G,). Nach Anwendung der Quotienten-
abbildung O (G,)—H, erhilt man sodann einen Homomorphismus ¢,, : O, (C?)—(H,),.
Offenbar ist ¢, von der Wahl der Funktionen f oo f , unabhingig. Die Menge
¢;={¢,;,} kann man schlieBlich als eine Abbildung A,®, O (C?)—-H, auffassen und
® = (g, ;) ist die gesuchte morphe Abbildung.

Essei g,e'(A;, H;) das {;-Bild der Schnittflichen f, v=1, ..., ¢. Die Schnitt-
flachen (g, ..., g,) definieren wieder eine morphe Abbildung A;->Cf, die wir mit

= (99, ®1) bezeichnen wollen. Aus Satz 2 folgt unmittelbar :

Satz 3. Das Diagramm :

4

-
1. Az
o @

1

st kommutativ.

5. Die Sitze 1-3 fithren zu einfachen Folgerungen fiir komplexe Riume :

(1) Esset (X, H) ein komplexer Raum. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Untergarbe
0=0(X)cC(X) von komplexen Algebren, so daf (X, O) ein reduzierter komplexer Raum
ist. Es ist kanonisch eine Abbildung red : H—> O definiert, so daf das Diagramm :

red

H — O
N

X

kommutativ ist. Bezeichnet ¢ die Identitit, so ist (i, red) eine morphe Abbildung von (X, O)
auf (X, H).
Wir werden im folgenden (X, O) die Reduktion von (X, H) nennen.
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(2) Es seien (X, H) ein komplexer Raum, fy, ..., [, endlich viele Schnitiflichen aus
(X, H). Dann definieren fy, ..., f, eine morphe Abbildung ® = (¢y, ¢;) von X in den
g-dimensionalen komplexen Zahlenraum C°.

(3) Esseien (X,, H,),v==1,2,3 komplexe Riume, ®;= (¢}, o) bzw. ®y= (¢?, ¢?)
sei eine morphe Abbildung von (X, H,) in (X,, H,) bzw. von (X, H,) in (X,, H,).
Es werde ¢, : X,@¢woowHy—Hy so definiert, daff gilt :

o1 | (%1, (Hy),) = (99 | (31, (Hp),,) )0 (9% | (% (H),,)),

wenn x,€X,, v=1,2,3 Punkte sind, die in der Beziehung : x,= ¥ (x,), x,= ¢ (x,) stehen.
Dann ist ®y;= (g, ¢1) mit @y= oot eine morphe Abbildung von (X, H,) in (X,, H,),
die auch mit ®yo®; bezeichnet werde. Den morphen Abbildungen @, entsprechen morphe Abbil-
dungen @, der zugeordneten reduzierten Riume (X, 0,). Man hat ®,= ®,0®;. Das Diagramm :

(Hl)w,<_ (H2)x2<_' (H3)a:,
¥ 2 ¥
(Ol)aa(_(o2)x,<-—(03)x,

ist kommutativ.

Wir geben noch einige weitere elementare Eigenschaften komplexer Ridume an :

(4) Essei (X, H) ein komplexer Raum, Uc X eine offene Teilmenge. Dann ist (U, H|U)
ebenfalls ein komplexer Raum.

(5) Sind (X, Hy), (X, H,) komplexe Rdume, so ist auf dem kartesischen Produkt
X, X X, in kanonischer Weise eine Strukturgarbe definiert, die X, X X, zu einem komplexen Raum
macht.

Man erhilt die Strukturgarbe von X;xX, auf folgender Weise. Es sei U,cX,,
v=1,2 je eine offene Menge, die durch eine bimorphe Abbildung ¥, aufeine analytische
Menge A,cG, abgebildet ist, die mit einer Strukturgarbe H;=O(G,)/I, versehen
sei. Mit I,cO,, 2= (2, 25) €G=G; X G, werde sodann das Ideal bezeichnet, das durch
die Funktionskeime feO,(G,) oder €O, (G,) erzeugt wird. Man sicht sofort (1), daB
I*=1I,! ecine kohdrente Garbe ist, die genau A;XA, zur Nullstellenmenge hat.
H* =0O(G)/I* ist dann eine Strukturgarbe iiber A;XxA,, die durch ¢@ x {2 nach
U; XU, zu einer Strukturgarbe H iibertragen werden kann. Waihlt man andere
analytische Mengen und andere bimorphe Abbildungen, so erhilt man zwar eine andere
Strukturgarbe H' iiber U; X U,, jedoch auch einen natiirlichen Isomorphismus HaH'.
Das bedeutet, daB3 eine Strukturgarbe iiber X,xX, eindeutig bestimmt ist, q.e.d.

Man zeigt leicht unter Verwendung von Orthogonalreihen, dafl die so definierte
komplexe Struktur von X; XX, mit der von J. P. SERRE eingefiihrten Struktur iiberein-
stimmt, wenn X;, X, reduzierte komplexe Riume sind.

(1) Es werden im folgenden die Grundtatsachen der analytischen Garbentheorie iiber reduzierten komplexen
Réaumen als bekannt vorausgesetzt. Man vgl. die Publikationen von H. CarTAN und K. Oxka iiber diesen Gegenstand.

241



14 HANS GRAUERT

(6) Jeder komplexe Raum ist lokal zusammenhingend, er zerfillt in offene zusammenhéingende

Komponenten. u jedem seiner Punkte gibt es beliebig kleine Umgebungen, die in sich auf den Punkt
zusammenziehbar sind.

Da zu jedem komplexen Raum (X, H) ein reduzierter komplexer Raum (X, O)
gehort, gelten fiir den topologischen Raum X alle Eigenschaften, die von den komplexen
Riumen des alten Sprachgebrauchs her bekannt sind. Man kann den Begriff der
komplexen Dimension erkliren. Wir werden im folgenden X reindimensional nennen,
wenn diese Dimension in allen Punkten von X die gleiche ist. Ferner kann man die
irreduziblen Komponenten von X definieren (sofern man diese nur als topologische
Unterrdume auffaBt). Wir werden von diesen und &hnlichen Begriffen ausgiebig
Gebrauch machen.

Es seien noch einige weitere Definitionen getroffen :

Definition 3. Ein komplexer Raum (X, H) heifft normal, wenn jeder lokale Ring
H,, xe X normal, d.h. ganz abgeschlossen in seinem Quotientenring ist.

Definition 4. Ein komplexer Raum (X, H) heift reguldr, wenn jeder lokale Ring H,
isomorph zu einem lokalen Ring eines kartesischen Produktes P X G ist. Dabei bezeichnet GcC
ein Gebiet, PeC™ einen Punkt, der mit einer Strukturgarbe Op(C™)[I, versehen ist, wobeir I
ein Ideal bezeichnet, das P zur genauen Nullstellenmenge hat (1).

Offenbar ist ein reduzierter komplexer Raum genau dann regulidr, wenn er eine
komplexe Mannigfaltigkeit ist.

Definition 5. Ein komplexer Raum (X, H) heift ein holomorph-vollstindiger (holomorph-
konvexer, K-vollstindiger) Raum, wenn seine Reduktion (X, O) holomorph-vollstindig (holomorph-
konvex, K-vollstindig) ist.

Fiir holomorph-vollstindige Raume werden wir im néchsten Paragraphen interes-
sante garbentheoretische Resultate herleiten.

Definition 6. Es set (X, H) e¢in komplexer Raum. Eine Teilmenge AcC X heifit eine

analytische ( Teil-) Menge von (X, H), wenn A eine analytische Menge in der Reduktion (X, O)
ist.

Wir nennen fortan morphe Abbildungen zwischen komplexen Riaumen holomorph,
Schnittflichen aus I'(X, H) seien mit « holomorphe Funktionen » bezeichnet.

6. Essei (X, H) einallgemeiner komplexer Raum. Wir verstehen wie in Abschnitt 2
unter HY die Kerngarbe der Abbildung red : H—-O(X). HY ist eine Untergarbe
von Idealen iiber X. HY, v=1,2,3, ... sei diejenige Untergarbe von Idealen von H,
die von den Elementen o;-...-0, mit oy, ..., c,e HY erzeugt wird. Offenbar gilt
HO=, ,HoH"5H®> .. .oHVOH Y5 . ...

(*) Der Begriff « regulir » weicht hier von der iiblichen Definition ab. Im folgenden wird sich ofter zeigen,
daf} aus der Algebra bekannte Begriffe in unserer Theorie nicht sinnvoll sind (vgl. auch die Definition des Torsions-
elementes in § 7).
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Es folgt sofort :

Satz 4. Ju jedem relativkompakten Teilbereich Bcc X gibt es eine natiirliche Zahl
k=k(B), so daf H"=o ist.

Beweis. Offenbar braucht man diesen Satz nur lokal und fiir den Fall zu beweisen,
da X=AcGcC" eine analytische Menge und H(X)=H(A)=0(G)/I* der Quotient
der Garbe O(G) und einer in G kohidrenten Idealgarbe I* ist, die A zur genauen
Nullstellenmenge hat. Die Garbe I=I(A) der Keime holomorpher Funktionen, die
auf A verschwinden, ist ebenfalls kohédrent (nach einem Satz von H. CarTaN). Wegen
der lokalen Natur unseres Satzes diirfen wir sodann annehmen, daB3 iiber G endlich
viele Schnittflichen s, ...,s5,€l'(G, I) existieren, die in jedem Punkte xeG den
Halm I, erzeugen.

Die Halme HY, v=1,2,3, ... werden nun von Elementen erzeugt, die in den
Schnittflichen s, -...-s, [(A, H), 1< <pp,<...<p,<g, enthalten sind. Da jede
Schnittfliche s,, p=1, ..., ¢ die Nullstellenmenge der Idealgarbe I* umfaft, folgt
aus dem Hilbertschen Nullstellensatz, daB es zu jedem Punkt x€A eine natiirliche Zahl
k=Fk(x) gibt, so daB jeder Keim, der in x von einem Produkt 7==s, -...-s, definiert
wird, in I, enthalten ist. Nach dem Cartan-Riickertschen Basissatz ist dann = eine
Schnittfliche in I* dber einer ganzen Umgebung von x. Ist BccA eine relativ-
kompakte Teilmenge und £ hinreichend groB gewibhlt, so ist jedes Produkt s, -...-s

vy
eine Schnittfliche in I* iiber einer offenen Umgebung von B. Das heifit aber

H" |B=o, q.e.d.

§ 2. Garbentheorie.

1. Wir werden im diesem Paragraphen die Theorie analytischer Garben iiber
komplexen Raumen entwickeln.

Definition 1. Es set (X, H) ein komplexer Raum. Eine Garbe S von abelschen Gruppen
diber X heift eine analytische Garbe, wenn jeder Ring H,, x€ X auf dem Halm S, operiert, so
daf die dadurch definierte Abbildung \ ) H,®S,—S eine stetige Abbildung ist.

Zwischen analytischen Garben kann man wie tiblich analytische Garbenhomomorphismen
definieren. Wir nennen einen analytischen Homomorphismus einfach einen Homo-
morphismus, wenn das nicht zu MiBverstindnissen fiithrt. Es werde definiert :

Definition 2. Es seien (X, H,), (X5, Hy,) komplexe Riume, ® = (g, @) : X1 X,
eine holomorphe Abbildung, S, bzw. S, eine analytische Garbe iiber X, bzw. X,. Dann heifit
eine stetige Abbildung ) : X @, S;—>S; ein Garbenhomomorphismus S,—S; (iber @), wenn
Solgendes gilt :

1) M\ bildet jeden Halm (x, S,,) homomorphin S, ab,

2) man hat : A%, 5,-f,) =A%, 5,) 01(f,)s 5,€ S0y Sy € Hays ) = o).
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16 HANS GRAUERT

Wie im Falle reduzierter komplexer Raume kann man direkte Summen und Tensor-
produkte von analytischen Garben erkldren. Wir bezeichnen mit S?, H? usw. die p-fache

direkte Summe der Garben S, H usw. mit sich selbst. S%, H® usw. sei die p-fache
Tensorpotenz. Man kann ferner den Begriff der Kohiérenz analytischer Garben definieren :

Definition 3. Eine analytische Garbe S iber einem komplexen Raum (X, H) heift kohdrent,
wenn es zu jedem Punkt xe X eine Umgebung U(x) und iber U eine exakte Garbensequenz :
HP > H!'— S0 gibt.

In [6], § 1 wurde eine etwas andere Definition der Kohidrenz gegeben. Aus
einem Satz von K. Oxa iiber die Relationengarbe eines Systems f;, ..., f; von ¢-tupeln
holomorpher Funktionen folgt jedoch, da8 H im Sinne von [6] kohirent ist. Daraus
ergibt sich dann die Aquivalenz der Definition g mit der Definition 1 in [6].

Wie in [6] gewinnt man folgende Aussagen :

(a) In einer exakten analytischen Sequenz o0—>S'—>S—S""—0 wvon analytischen Garben
iiber einem komplexen Raum (X, H) sind alle drei Garben kohdrent, wenn wenigstens zwei von
thnen kohdrent sind.

(b) Es sei ¢ : S;—S, ein analytischer Homomorphismus zwischen zwei kohdrenten Garben
diber X. Dann sind der Kern, der Kokern, das Bild von ¢ kohdrente analytische Garben.

(¢) Die direkte Summe S,©S,, das Tensorprodukt (iiber H) S;®8,, die Garbe
Hom(Sy, S,) sind kohdrente analytische Garben, wenn S, S, kohdrent sind.

(d) Es seien S eine kohdrente analytische Garbe iiber (X, H), McS eine analytische
Untergarbe von S. Dann ist M bereits dann kohdrent, wenn es zu jedem Punkt xe X eine Umgebung
U(x) gibt, so daf die Schnittflichen aus I' (U, M) jeden Halm M,, xe U erzeugen.

2. Es sei IcH eine analytische Untergarbe. Offenbar ist dann jeder Halm I,
ein Ideal im Ring H,. Wir nennen die Menge der Punkte x€X, in denen I =+ H, gilt,
die Nulistellenmenge der Idealgarbe I (in Zeichen N(I)).

Es werde nun X* =N (I) gesetzt. Als Teilmenge von X ist X* ein Hausdorffscher
Raum. Wir versehen X* mit der Strukturgarbe H* = (H/I)|X*. Es folgt :

Satz x. (X*, H*) ist ein komplexer Raum, X*Cc X eine analytische Menge.

Bevor wir Satz 1 beweisen kénnen, muB} eine allgemeine Betrachtung durchgefiihrt
werden. Wir machen dazu die Annahme, dafl (X*, H*) ein komplexer Raum, X*cX
eine analytische Menge ist. Es sei S* eine analytische Garbe tiber X*. Man kann S*
trivial zu einer Garbe '‘S*=S iiber X fortsetzen : Die Halme von S stimmen iiber X*
mit den Halmen von S* iiberein, iiber X—X* hat S nur Nullhalme. Man zeigt leicht :

Satz 2. S ist genau dann kohdrent, wenn S* kohdrent ist.

Der Beweis von Satz 2 kann wie in [6] gefiihrt werden (vgl. § 2 (¢)). Es sei deshalb
hier auf ihn verzichtet. — Wir werden im folgenden S* und die triviale Fortsetzung
von S* als gleiche Garben behandeln, wenn das nicht zu MiBverstindnissen fiihrt.
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Beweis von Satz 1. Man braucht Satz 1 nur fiir den Fall zu beweisen, daB
X=AcGcC" eine analytische Menge und H=O (G)/I* die im vorigen Paragraphen
beschriebene Quotientengarbe ist. Wir bezeichnen mit TCO(G) die kohirente Kerngarbe

~

des Homomorphismus O (G)—H/I. Offenbar stimmt die Nullstellenmenge von I mit
X*cX=A tiberein, und es gilt : H*=H/I=0(G) /T, X*cX ist eine analytische
Teilmenge, q.e.d.

Wir nennen fortan einen Raum (X*, H*) einen komplexen Unterraum von (X, H).

Es sei S eine kohdrente analytische Garbe iiber X. Durch die Festsetzung
S*=S8/S-1|X erhdlt man eine kohdrente analytische Garbe iiber X*. S* heifle
die analytische Beschrinkung von S auf X* (in Zeichen S*=S|,X oder einfach
S*=S|X). Durch die Quotientenabbildung S—S* wird jedem Garbenelement
o€S,, xeX* ein Garbenelement o*€S, zugeordnet, in analoger Weise erhilt man zu
jeder Schnittfliche seI'(U, S), UnX* + o eine Schnittfliche s*eI'(UnX*, S*). Wir
nennen o* bzw. s* die analytische Beschrinkung von ¢ bzw. s auf X*. In den folgenden
Paragraphen werden wir das Wort « analytisch » i.a. fortlassen.

3. In[6] wurde die Godementsche Kohomologietheorie mit Koeflizienten in Garben
von abelschen Gruppen entwickelt. Wir werden in dieser Arbeit im wesentlichen nur
parakompakte Raume untersuchen und kénnen uns deshalb auf die Chechsche Definition
der Kohomologiegruppen beschrinken. Wir betrachten nur Koketten, Kozyklen etc.,
die antikommutativ in ihren Indices sind (d.h. f .. .. .= o . w.ww)-
Dadurch ergeben sich wesentliche Vereinfachungen in der Rechnung. Die Struktur der
Kohomologiegruppen édndert sich jedoch nicht.

Fiir holomorph-vollstindige Raume ergeben sich interessante Aussagen :

Satz 3. (Analogon zum Theorem B von H. Cartan). Es seien (X, H) ein holomorph-
vollstindiger komplexer Raum, S eine kohdrente analytische Garbe iiber X. Dann gilt H” (X, §)=o0
Sfiir v>o.

Beweis. Wir definieren HY, v=o0,1,2, ... wie in § 1, Abschnitt 6 und setzen
SM=8.HY. Esist S®=S. Die Garben S"~%/S™ kann man als analytische Garben
iiber der Reduktion (X, O) auffassen. Wie man leicht sieht, ist S™%/SM kohirent.

Man hat exakte Sequenzen : 0—>SM—S0—1SP—1/SM_0, zu denen Kohomo-
logiesequenzen : H*(X, SM)—H*(X, S*—Y) -H*(X, S*~Y/S™)  gehéren. Da aber
(X, O) ein holomorphvollstindiger Raum ist, folgt aus [8], théoréme B, daB3

() H*(X, S¥)>H*(X, S*=0) 0, u=1,2,3, ...

exakt ist.

Wir schopfen X durch eine aufsteigende Folge X,, x=1,2,3, ... relativkompakter
Teilbereiche aus. Nach § 1, Satz 4 gibt es zu jedem x eine natiirliche (kleinste Zahl) £ (x),
so daB S#™)|X =o ist. Es sei U={U,} eine beliebige offene Uberdeckung von X,
£eZ*(U, S) sei ein Kozyklus, p>o0. Ist V eine Verfeinerung von U, t die Abbildung
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der zugehdrigen Indexmengen, so bezeichne <& das induzierte Bild von € in  Z*(V, S)(}).
Wegen der exakten Sequenz (x) gibt es nun eine Verfeinerung V; und eine Kokette
neC YV, S), so daB & =<E—3dneZ*(V;, S¥W) gilt. Durch nochmalige Anwen-
dung von (%) kann man sodann eine Verfeinerung V, von V; und eine Kokette
1,€ C*~1(V,, S¥W)) finden, so daB &= 1&,—38n,e Z* (V,, S¥®)) gilt. Man hat 7,|X;=o.
So kann man beliebig fortfahren. Man erhilt eine Verfeinerungsfolge V,, x=1,2,3, ...,
fiir die man annehmen darf, daB V_|X,_,=V, ,|X, , ist. Es gibt daher eine Uber-
deckung V von X, die feiner als alle Uberdeckungen V_ ist. V ist auch eine Verfeinerung
von U. Man kann das Bild t,eC*~*(V, S) der zu den Uberdeckungen konstruierten

Koketten betrachten. Da =7, |X,_;=o0 ist, liBt sich die Summe %=3JY v, definieren.
®x=1

Es folgt £ =25y, d.h. jeder Kozyklus aus Z*(U, S) reprisentiert die Nullkohomologie-

klasse. Somit gilt H*(X, S) =o, q.e.d.

Es gilt auch ein Analogon zu [3], théoréeme A :

Satz 4. Es seien (X, H) ein holomorph-vollstindiger komplexer Raum, S eine kohdrenie
analytische Garbe iiber X. Dann erzeugen die Schnittflichen aus T (X, S) iber der Operatorgarbe H
Jeden Halm von S.

Beweis. Wir betrachten wie vorhin die Folge S=S95S%5S®5 . . kohirenter
Garben iiber (X, H). Wegen Satz 3 bestehen die exakten Sequenzen :

() H'(X, S(V_”)iHO(X, S—1/S¥) 0

Essei €S, xeX ein Garbenelement. Da (X, O) ein holomorphvollstindiger reduzierter
komplexer Raum ist, folgt aus [3], théoréme A, daB es endlich viele Schnittflichen
sWou=1,...,q aus I'(X,S/SW) gibt, so daB |(X, O) =Z(J(12)x-f(l{) mit fWeO,
ist. Es sei red die Projektion H—O. Man kann Garbenelemente fWeH, finden, deren
red-Bild f1 ist. Wegen (]) gibt es Schnittflichen §@Wel'(X, S) mit a(5Y)=s.

Offenbar ist 6, =0—3 (1), b2 @ in SU enthalten. Man kann nun das gleiche Verfahren

w
auf o; und das Bild von o; in SU/S® anwenden und so fortfahren. Man erhilt Folgen

A

0,€5% und Darstellungen o,=0,_,—3 (5%, f% mit f @eH, und el (X, S*1).

®
Ist £ hinreichend groB gewihlt, so gilt S®¥=0 in einer Umgebung von x und mithin
o,=o0. Also folgt : ¢=33(509),f%, q.e.d.
* W

4. Es sei ®= (¢, ¢,) : X—>Y eine holomorphe Abbildung einen komplexen
Raumes (X, H(X)) in einem komplexen Raum (Y, H(Y)). S sei eine analytische
Garbe iiber X. Nach J. LEray ist S eine Folge ®,(S), v=1,2,3, ... von analytischen
Bildgarben iiber Y zugeordnet. Man kann jede Garbe ®,(S) leicht durch ein analytisches
Garbendatum definieren.

() Wir bezeichnen mit 7 stets die Verfeinerungsabbildung. Wir werden jedoch im folgenden das t fast immer
fortlassen und anstelle von 1% einfach & setzen.
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Definition 4. Ein analytisches Garbendatum iiber einem komplexen Raum
(Y, H(Y)) ist ein System {(M(U),ry) : VcU, U, VeT(Y)}, in dem T(Y) die
Menge der offenen Mengen von Y, M(U) einen der offenen Menge U zugeordneten
Modul iiber I(U), dem Ring der in U holomorphen Funktionen, bezeichnen und 7%
Homomorphismen M (U)—->M(V) sind, die den Relationen 7= Identitit, ry:ry: =77
geniigen.

Ein analytisches Garbendatum definiert in der wohlbekannten Weise stets eine
analytische Garbe tiber Y. Zur Definition der Bildgarben @, (S) wihlen wir das
Garbendatum : M,={(H"(¢, '(U), S), %) : VcUeT(Y)}. Dabei bezeichnet % den
natiirlichen Beschrinkungshomomorphismus H' (95! (U), S)—>H"(9;*(V), S). Wie im
Falle reduzierter komplexer Riume sind alle Kohomologiegruppen H"(¢;*(U), S)
Moduln iiber dem Ring der in ¢;*(U) holomorphen Funktionen. Da durch die Abbil-
dung ¢, der Ring I(U) in I(¢;*(U)) homomorph abgebildet wird, ist HY(¢;*(U), S)
erst recht ein Modul tiber I(U) und somit M, ein Garbendatum. In analoger Weise
zu [6], § 2.ergeben sich folgende Aussagen :

(a) Es sei. U={U} eine offene Uberdeckung von X, £€Z”(U, S) sei ein Kozyklus.
Dann definiert & eine Schnitifiiche ®,(8) el (Y, ®,(S)). ®, (&) hingt dabei nur von der Koho-
mologieklasse von & ab.

Es ist also auch jeder Kohomologieklasse =neH'(X, S) eine Schnittfliche aus
I'(Y, ®,(S)) zugeordnet. Wir werden im folgenden diese Schnittfliche auch mit @, ()
bezeichnen.

(b) Die I(Y )-Moduln T'(X,S) und T (Y,®,(S)) sind unter der Abbildung @, :
(X, S)=>T(Y,®(S)) isomorph. Man kann jede Schnitifliche aus T' (Y, ®y(S)) als Schnitt-
Sfliche aus T (X, S) auffassen.

(c) Sind alle Garben ®@,(S)=o0 fir v=1,2,3, ..., so besteht sogar ein kanonischer
Isomorphismus : H’ (X, S)~ H' (Y, ®y(S)).

(d) Ist 0S8 —>8—8"—>0 eine exakte Sequenz analytischer Garben iiber X, so besteht eine
kanonisch zugeordnete Bildsequenz : 0—>®y(S') >y (S)—=>Dy (S ) =D (8 )—>....

(e) Ist X2y 827 cine Folge holomorpher Abbildungen zwischen komplexen Rdumen
(X, H(X)), (Y, H(Y)), (Z, H(Z)), und ist S eine analytische Garbe iiber X, so gilt
(Do) (S) =D, (Dy(S)). Verschwinden die Garben ®,(S),v>o0, so hat man auferdem :
(®"0®),(S)=0,(Dy(S)), p=1,2,3, ....

Besonders einfach werden die analytischen Bildgarben, wenn @ = (¢, ¢,) : X—>Y
eine holomorphe Abbildung eines komplexen Raumes (X, H(X)) in einen komplexen
Raum (Y, H(Y)) ist, bei der das ¢,-Urbild einer jeden diskreten Menge in Y eine
diskrete Menge in X ist. Wir nennen solche Abbildungen nirgends entartet. Es folgt
sofort (vgl. [7]) :

(f) Ist ® : X—Y eine nirgends entartete holomorphe Abbildung und S eine analytische
Garbe iiber X, so gilt ®,(S)=o0, v>o.
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Es sei nun ® : XY eine biholomorphe Abbildung von X auf Y. Ist dann S
eine analytische Garbe iiber X, so wird jeder Halm S, durch @ zu einem Halm iiber
=1 (x) verpflanzt. Man erhilt eine analytische Garbe S* iiber Y. Wie man sofort
sieht, gilt S* =, (S).

Man kann holomorphe Abbildungen ®* = (g, ¢;) : X—=Y* eines komplexen
Raumes (X, H(X)) in einen komplexen Unterraum (Y*, H(Y*)) eines komplexen
Raumes (Y, H(Y)) betrachten. Ist S eine analytische Garbe iiber X, so lassen sich
die Bildgarben @;(S) in Y trivial fortsetzen. Ferner definiert die Abbildung ®* eine
morphe Abbildung @ : X—-Y. Es gilt '®(S)=®,(S), v=o0,1,2, .... Wir werden je
nach Bedarf mit ®@;(S) die Garbe iiber Y* oder die triviale Fortsetzung in Y verstehen.

Im folgenden wird besonders der Fall interessieren, daBl @ : X—Y* eine surjektive
biholomorphe Abbildung ist. Wir nennen eine solche Abbildung eine biholomorphe
Abbildung von X in Y. Man hat die Aussage :

(g) Es ser S eine analytische Garbe iiber X, ® : X—>Y eine biholomorphe Abbildung.
Dann st ®,(S) genau dann kohdrent, wenn S kohdrent ist.

5. Wir werden im § 6 einen Satz bendtigen, der in enger Beziehung zu der
Aussage (¢) des vorigen Abschnittes steht.

Satz 5. Esseien X,Y komplexe Rdume, D : XY eine holomorphe Abbildung und S eine
analytische Garbe iiber X. Ferner werde vorausgesetzt, daf alle Bildgarben ®,(S),v=o0,1,2, ..
kohdrente analytische Garben iiber Y sind und daff Y ein holomorph-vollstindiger Raum ist. Dann
st ©,: H' (X, S)=>T(Y,®,(S)) en (surjektiver) Isomorphismus.

Beweis. Wir wihlen eine exakte Auflésung :

€ o o o
0>SEW, BW, AW, % . ..

von S mit welken Garben W,, x=o0,1,2, ... (vgl.[6], § I und § 2). Es gilt H*(X, S) =
Ker o fo, (I'(X, W,_,)). Die Bildsequenz :

0>y (S) = Do(Wo) 3y (W;) S0y (W,) 5. ...

ist zwar noch eine welke Auflésung von ®@,(S), jedoch i.a. nicht mehr an den Stellen
D(W,), x=1,2,3, ... exakt. Wir setzen : B,=Ima, ,, K =Kera, »x=1,2,3, ....
Man hat natiirliche Isomorphien :

LY, ©(W,)) = T'(X, W,),
I(Y, K) ~ Ker ['(X, W,),
T(Y, Ker a) ~ T'(Y, ®,(S)) ~ I'(X, S)

und exakte Sequenzen :

0B, —>K, —>®,(S)—>0, x=1,2,3, ...,

OQKM—I'»(DO(Wu—l) '_>Bx_>0= 1=2,3,4, ...,
0—>Dy(S) - Py (W,) B, —o.
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Unter Benutzung von Satz 3 folgt sodann durch Induktion, daB alle Garben B, K,
azyklysch sind (B-Garben). Durch Ubergang zu den Kohomologiesequenzen erhilt man :

I'(Y, ©,(8)) » I'(Y, K,)/T(Y, B,) # T'(Y, K,)/a,_T'(Y, ®(W,_,)) =
Ker I'(X, W,)/o,_,I'(X, W,_,) » H'(X, S).

Man sieht leicht, daB die Isomorphie H*(X, S) ~ I'(Y, ®,(S)) mitdem Homomorphismus
®, iibereinstimmt. Gleiches gilt fiir I'(X, S) ~ I'(Y, ®y(S)). Damit ist Satz 5 beweisen.

6. Es sei (X, H) ein komplexer Raum. Unter einer Karte in X verstehen wir
ein Tripel (W, @, G), in dem WcX eine offene Menge, GcC" ein Gebiet und
® : WG eine biholomorphe Abbildung von W in G bezeichnet. Ein Quintupel
W=(W, d,G,G, T: Oq—a>(I)0(S)——>o) heiBt eine MeBkarte (1. Art) bzgl. einer kohi-
renten Garbe S iiber X, wenn (W, ®, G) eine Karte, G ein Holomorphiegebiet, G'cG
ein Teilgebiet und T' eine exakte Garbensequenz iiber G ist. Durch jede Messkarte W
wird in T'(X, S) eine Pseudonorm definiert : Ist seT'(X, S) eine Schnittfliche, so gibt
es, da G ein Holomorphiegebiet ist, ein g-tupel holomorpher Funktionen feI'(G, O%),
so daB o(f)=®,(s|W) ist. Wir setzen dann : ||s||z=min sup|f(G')|. Dabei ist
S=(fis--->f) und [!f(z)l::max[fv(z) |. Gilt G'ccG, sof ist ||s||g stets endlich,
[[s]lgg also eine Norm ().

Natiirlich ist der komplexe Vektorraum I'(X, S) nicht vollstindig, wenn er
mit der durch unsere Pseudonorm induzierten Topologie versehen wird. Ist aber X ein
holomorph-vollstindiger Raum, so 148t sich in I'(X, S) eine Metrik einfiihren, die
I'(X, S) sogar zu einem Fréchetschen Raum macht. Wir gehen folgendermaBlen vor :

1) Wir schopfen X durch eine Folge (offener) analytischer Polyeder lA’v ccX aus
mit f’\,ccf’v+1, v=0,1,2, ... .

2) Wir definieren biholomorphe Abbildungen @, : f’v—iv der Polyeder f’v in
Polyzylinder Z,cCm™.

3) Wir wihlen einen Polyzylinder Z), so daB} @v(lsv_l)cZ;, konstruieren {iiber
einem Polyzylinder Z, mit Z;ccZ, Cczv eine exakte Sequenz T, : Oq\'i;d)vo (S)—o
(Anwendung des Theorem A von Cartan) fir v=1,2,3, ... .

4) Wir setzen P,=07Y(Z), B,= (P, ®,, Z,, Z,, T,).

5) Wir definieren die Metrik : dist (s;, ) =1/7 § 27 arctg ||s;—s; ||q,, die, wie
v=1
man leicht sieht, I'(X, S) zu einem Fréchetschen Raum macht.

7. Wir zeigen folgenden Satz :

Satz 6. Es scien (X, H) ein kompakter komplexer Raum, S eine kohdrente analytische
Garbe iiber X. Dann gilt dim H (X, S)<oo fir v=o0,1,2,3, ... und dmH" (X, §)=o0
Siir v vg.

(*) Wir verwenden im folgenden fiir den Begriff « Pseudonorm » auch hiufig das Wort « Norm ».
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Beweis. Wir definieren die Garbenfolge H=HY>HWoH®>... wie in § 1,
Abschnitt 6. Da X kompakt ist, folgt : HY=o0 fiir v>v,. Wir setzen : S®=S.H",
Uber X hat man dann die exakten Sequenzen :

() 0—>SM_Sb—1_,SO—1/SM_ o,

Die Reduktion (X, O) ist ein komplexer Unterraum von (X, H). Man kann deshalb
Sv=1/SM auf (X, O) beschrinken. Die Beschriankung sei mit A, bezeichnet. Offenbar
ist die triviale Fortsetzung von A, zu SP~/S™ kanonisch isomorph. Aus (%) ergeben
sich also die exakten Kohomologiesequenzen :
() o—»H(X, SY)->H(X, S"")-H(X, A))->HY(X, S¥)—. ...

Nun ist Satz 6 nach [4] fiir reduzierte komplexe Riume giiltig. Aus () folgt : Der Satz 6
ist fiir S®~Y richtig, wenn er fiir S™ gilt. Da S™ =0 ist, ergibt sich unser Satz durch
vollstindige Induktion.

8. Fir die Untersuchungen in den folgenden Paragraphen ist es bequem, eine
vereinfachende Redeweise einzufithren. Wir bezeichnen mit F,, F, zwei komplexe
Vektorraume, die mit Pseudonormen ||x||; bzw. ||»||; ausgeriistet seien. R(x, y),
xeF;, yeF, sei eine Relation zwischen den Vektoren von F; und F, (im logischen Sinne).
Wir nennen R(x, y) linear beschrinkt (in der Richtung F,—F;), wenn es eine von y
unabhingige Konstante ¢ gibt und zu jedem Vektor y, || »||;<a<co ein xeF; gehort
mit R(x, y) =« wahr» und ||x||;<¢-a. Hingen die Rdume F,, F, und die Relation
R(x, ) noch von einem Parameter ¢ ab und kann ¢ unabhingig von p gewihlt werden,
so sagen wir, daBl R(x, ») unabhingig von p linear beschrinkt ist.

Es seien (X, H) ein kompakter komplexer Raum, U={U, : v=1, ..., 1}
eine endliche Steinsche Uberdeckung von X. Wir setzen i={(y, ...,t,). Nach Satz 3
gilt H*(U,, S)=o0, u>o0, wenn S eine kohirente analytische Garbe tiber X bezeichnet.
Aus einem Satz von Leray (vgl. § 4, Abschnitt 6) folgt daher :

Es existiert ein kanonischer Isomorphismus :

H*(U, S) ~ H*(X, S).

Man kann deshalb Kozyklen £, ...,&.€Z*(U, S) finden, deren Bilder bzgl. der
Abbildung 2 : Z*(U, S)LH“(U, S)—>H*(X, S) den komplexen Vektorraum H*(X, S)
aufspannen.

Nun ist jedes U, ¢= (i, ...,t,) ein holomorph-vollstindiger Raum. Wir fiihren
nach Abschnitt 6 in I'(U,, S) eine Metrik dist;(s;, 5;) ein und setzen fiir zwei Koketten
n,={n?}eC*(U, S) : dist (v, n,) =max dist; (v, n9). Offenbar wird C*(U, S)
durch diese Metrik zu einem Fréchetschen Raum. Durch die Relativ- bzw. Produkt-
topologie (und -metrik) werden ebenfalls Z* (U, S) und C*x C*~*(U, S) zu Fréchetschen

Réiumen. Die Abbildung B : ((a,, ..., a,), 7)—d+ S af,: C°x C+—1(U, S)—>Z*(U, S)
v=1
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ist surjektiv und stetig. Aus einem Satz von Banach ([2], chap. 1, § 3) folgt deshalb :

(%) B ist eine offene Abbildung.

Wir werden aus (x) eine einfache Aussage herleiten. Wir nehmen dazu an, daB
jedes U, in einer offenen Teilmenge fJ'iCX enthalten ist, die Trager einer MeBkarte
i’Buz(fJ,., ®,, G, G, T;) ist. Ferner seien U’={U;} eine Steinsche Uberdeckung
von X, die eine Verfeinerung von U ist, 2W,,= (IAJ,, D, G/, G;, I';)) eine weitere
Kollektion von MeBkarten mit G;ccG,,, fL’ =0 (G]), U] CIAJ{ . Es gelte IAJ,’ ccU,. Wir
definieren in C*(U, 8) bzw. C*(U’, 8) die Pseudonormen : ||7||; = min max || %; ||g,;
[ [ly=min max || % ||, Dabei sind n={n}, n"={n}, ?ﬁ,-enl“ (U, 8) mit

g
7:|Us=m; 7i€T(U}, S) mit /| U/=m}. Aus () folgt unmittelbar :
Satz 7. Es seien &, ..., 5.l (U, S) Kozgyklen, so daf die Kohomologicklassen \(E,)
eine Basis von H" (X, S) bilden. Dann gibt es zu jedem Kozyklus £€Z*(U, S) eine Kokette

n€C* (U, S) und komplexe Zahlen ay, ..., a, sodaff £E= S a,t, -+ dn gilt. Die Juordnung
x=1
E—>ay, ..., a, istin bezug auf die Normen ||E||y, ||n|la |a,| linear beschrinkt.

In der Tat ! Die Kozyklen £eZ*(U, S) mit ||€]|;<e sind fir ¢—o0 in beliebig
kleinen Umgebungen von OeZ*(U,S) (in bezug auf dist) enthalten. Die Koketten
7eC*—1(U,S) mit ||9]|;<1 bilden jedoch eine Umgebung von OeC* (U, S).
Nach (%) ist daher £eZ*(U, 8S), ||£]|;<e im B-Bild des Raumes

{(ala--->as’ 7]) : Iavl<1, HV]H2<1}

enthalten, wenn ¢>o0 hinreichend klein ist. Daraus ergibt sich die Behauptung
von Satz 7.

9. Wir werden im nichsten Paragraphen Folgen von Untergarben von kohirenten
analytischen Garben betrachten miissen. Es werde deshalb gezeigt :

Satz 8. Es seien (X, H) ein komplexer Raum, S eine kohdrente Garbe iiber X und S
v=1,2,3, ..., eine Folge von kohirenten Untergarben von S, fiir die S,cS,, gilt. Dann kann
man zu jedem relativ-kompakten Teilbereich BCC X eine natiirliche Jahl v, finden, so daf S,=S,,
Sir v>v, ist.

Beweis. Offenbar ist der Satz lokaler Natur. Man darf deshalb annehmen, dal X
ein komplexer Unterraum eines Holomorphiegebietes G cC" ist. Da man die Garben S,
S, trivial zu kohdrenten Garben nach G fortsetzen kann, ist es sogar moglich, ohne
Einschrinkung der Allgemeinheit vorauszusetzen, da X =G ist und daB iiber G eine
exakte Garbensequenz O?—0?—>S—o0 erklart ist. Wir setzen O,=Ker(O?—S/S,) und
brauchen nur noch zu zeigen, daBl zu jedem relativ-kompakten Teilbereich BccG
eine natiirliche Zahl v, existiert, so daB O,=0, fiir v>yv, gilt.

Nun sind alle Garben O,cO? kohirent, ferner hat man O,cO,,,. Da nach
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bekannten Sitzen jeder Ring O,, xeG ein noetherscher Ring ist, folgt aus dem Tei-
lerkettensatz, daf fir v>v(x) gilt : (O,),=(0,y),-
Wir setzen O*=|JO,. Da G ein Holomorphiegebiet ist, wird O, von den

Schnittflichen aus I'(G, VOV) erzeugt. Mithin wird auch O* von TI'(G, O*) erzeugt
und ist deshalb kohidrent. Da O* lokal schon von endlich vielen Schnittflichen
seI’'(G, O*) erzeugt wird und mit Hilfe des Cartan-Riickertschen Basissatzes aus
s5(x)€(0,), fiir eine volle Umgebung V’(x) folgt : s|V'eI'(V’, O,,), hat sich
ergeben, daB eine Umgebung V (x) existiert, fiir die gilt : O,|V=0,,|V, v>v(x).
Damit ist Satz 8 bewiesen.

§ 3. Garben in Gebieten des komplexen Zahlenraumes.

1. Esbezeichne p=(p;, ..., p,) einm-tupel positiver reeller Zahlen, t=(¢,, ..., ¢,)
ein m-tupel komplexer Zahlen, d=(d;, ..., d,) ein m-tupel natiirlicher Zahlen, die
auch 4 oo sein diirfen. Wir setzen % =o0 und verstehen unter I(d)cO (C™) diejenige
kohidrente Idealgarbe, die von den holomorphen Funktionen %eI'(C™, O(C™)),
v=1, ..., m erzeugt wird. K(p, D) seisodann der komplexe Raum, der den Polyzylinder
K,={t:|4]|<p, v=1, ..., m}n{I(d)=o0} als Trigerraum und H(b)=0O (C™)/I(d)
als Strukturgarbe besitzt. Ferner sei gy= (0, ..., %) ein festgewdhltes m-tupel positiver
Zahlen. Es seien folgende abkiirzende Bezeichnungen eingefiihrt : b, = (o0, ..., ©),
K (d) =K(py, D), K(p)=K(p, d,), K=K(py). Wir nennen p (i) Po» wenn fiir alle v :
oy (5_) 0¥ gilt und betrachten Polyzylinder K (p, D) mit p< p,-

Ist GcC" ein Gebiet, so tragt das kartesische Produkt G X K(b) eine natiirliche
Strukturgarbe I:I(b) GxK(p, d) ist also ein komplexer Raum. Es werde in
I'=T(GxK(p, d), I:I”(b)) eine Pseudonorm eingefiihrt, p=1,2,3, ... : Jede
Schnittfliche f eI’ kann durch Beschrinkung eines p-tupels? in GXx K(p)b holomor-
pher Funktionen erhalten werden. f 148t sich daher in eine Potenzreihe f= 21 fx<£>x

x=0 P

entwickeln, bei der b—1=(d;—1, ...,d,—1), x= (%, ..., %,) und

e

ist. Die f, sind p-tupel in G holomorpher Funktionen. Wir setzen || f, ||.=
S sup | A(G) L, fu= (s oo /) und [Fl=supl| £lle ISl ist auf cinem
Untervektorraum von I' endlich und macht diesen zu einem vollstindigen Banach’schen
Raum ().

Wie man leicht sieht, kann man jeden iiber K(d) definierten analytischen
Garbenhomomorphismus % : H?(d)—H?(d) durch Beschrinkung eines analytischen

~

Homomorphismus % : O?(K)—O?(K) erhalten. Wir brauchen also nur Homomor-
phismen % zu untersuchen. Es werde zunichst die Annahme gemacht, daB G=0O ein

() Wir werden das b in der Bezeichnung dieser und der spiter zu definierenden Normen hiufig fortlassen.
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Punkt, also GXK(p, b)=K(p, b) ist. Wir setzen in diesem Falle ||f[[,=||f|P.
Es werde beachtet : Gilt d,<d (d.h. d¥<d)), soist K(p, ;) ein komplexer
Unterraum von K(p, D). Jede Schnittfliche feI'(K(p, d,), H?(d,)) 14Bt sich in eine

b;—1

Potenzreihe P : f= Y fx<i> entwickeln, in der f, p-tupel komplexer Zahlen sind.
®x=0

Man kann P aber auch als Potenzreihenentwicklung einer Schnittfliche

*fel'(K(p, ), H?(D))
auffassen. Wir bezeichnen *f als die Polynomfortsetzung von f. Es gilt stets
*f|K(p, d;) =f (aber nicht umgekehrt *(g|K(p, d,)) =g, gcT'(K(p, d), H?(d)). Wir
werden im folgenden f und *f mit gleichen Symbolen bezeichnen, wenn das nicht zu
MiBverstdndnissen fiihrt.

Es werde mit e= (¢, ..., ¢,), €6,<c, stets ein m-tupel natiirlicher Zahlen
bezeichnet.

Satz 1. Es seien h : O°(K)—>OY(K) ein analytischer Garbenhomomorphismus, ® ein
m-tupel natiirlicher ahlen (einschl. ), h(d) die Beschrinkung von h auf K (D). Ist dann p
hinreichend klein (p<py(dyy ..., d, h)<po) (Y), S0 gibt es zu jeder endlichen Schnitifliche
fel(K(p,d), H (b)), mit f|K(e)eh(e)oH"(e) firalle e<d, eineendliche Schnitifliche
gel'(K(p,0), H?(d)) mit f="h(d)og, sodaf die uordnung f->g unabhingigvon d, linear
beschrinkt ist.

Beweis. Wir schwichen Satz 1 zunédchst ab : Wir machen eine zusitzliche Voraus-
setzung : « Die Zahlen d,_,, ..., d, seien endlich », so dann eine Abschwichung des
Resultates : « Die Zuordnung f—>g ist von d; unabhingig linear beschrinkt, wenn
s=# 0 ist. » Die so erhaltene Aussage sei mit Satz 1, bezeichnet.

Fir s=o sind die Riume TI'(K(p, d), H?(d)), I'(K(p, d), HY(Dd)) endlich
dimensionale komplexe Vektorrdume. Satz 1, ist also trivial. Ferner stimmt Satz 1,
mit Satz 1 tberein. Zeigen wir, da3 (bei festem Homomorphismus %) aus der Giiltigkeit
von Satz 1, fiir s<s, seine Giiltigkeit fiir s=35, folgt, so ist Satz 1 bewiesen. Es sei deshalb
fortan die Induktionsannahme gemacht, dal Satz 1, s<s, bewiesen ist.

Es miissen einige Bezeichnungen eingefiihrt werden. Wir setzen :

(a) Dy=(c0,dy, ..., 4d,),

(b) M=~h(OF), M(d) = k(d)oH"(b) = M|K(bd),

(¢) A=denjenigen Homomorphismus H¢(d,)/M(d,)—>H?(d,)/M(d,), der durch
die Zuordnung o-—>f-c erzeugt wird,

(d) di =Kkleinste natiirliche Zahl, so daB der Homomorphismus A den Halm
157 (HY (b ) /M(Dy))p, mit OeK Nullpunkt, injektiv abbildet (3),

(¢) dt=(d},dy, ..., d,).

m.

(}) e hinreichend klein bedeutet stets, daB ein p,<p, existiert, so daB fiir p <p, die btrf. Aussage gilt.

(?) Die Existenz der natiirlichen Zahlt d'{' ergibt sich auf folgende Weise : Wir setzen Q =H(bd,)/M(d,).
Die Garben Qy={c€Q : f;.c=o0} bilden eine aufsteigende Folge von kohiirenten Untergarben von Q. Nach
Satz 8, § 2 gilt : (Qv)=(Qu,), fiir v>v,. Mithin wird #°- Q, durch X injektiv abgebildet.
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Es sei nun p<p,, p;<p, sehr klein, feI'(K(p, d), HY(Dd)), eine endliche Schnitt-
fliche mit || f|2<M und f|K(e)eM(e) fiir alle e<d. Gilt 4,<d7, so ergibt eine
Anwendung von Satz 1, _, das gewiinschte Resultat. Da es nur endlich viele natiirliche
Zahlen d,<dj gibt, ist die Relation f—g unabhingig von d,<d} linear beschrinkt.

Es sei daher fortan d,>d}. Es folgt :

d;—1

(¥) Essei f= zfu< > I'(K(p, d), H(d)), I>dt. Es gelte f|K(e)eM(e) fiir

alle e<d und || f,|[5<M, mit f,eT(K(p, d'), HY(D")), d'=(1,d,, ..., a’m). Dann gibt
es eine Schnittfliche g*eI'(K(p, d,), H?(dy)), derart, daB

tl I—dt 41 d,—1 . tl ®

S ot = 3 (2]

f1 x=1+1 P1
und || g* |Pr<e; M, || fr |2 <&M '+ M, gilt. Die Konstanten ¢, ¢,>1 sind von d,
und ¢, sogar von (d, p;) unabhingig. e=¢(p,) wird mit p, beliebig klein. Ist di =1,
so ist auch ¢, von (d;, p;) unabhingig.

Beweis von (*). Wir definieren f'=jf;- <
P1 0\ di —1
p° sei hinreichend klein im Sinne von Satz 1, ,. Esgilt || /°|[%< <fl> M, Da
P1

tl df —1
und setzen p°= (pY, Pg; - - -5 Pr)-

Satz 1,_, voraussgesetzt und f°|K(e)eM(e) ist (*), kann man eine Schnittfliche

—1
g*eT'(K(p, d4), HP(d,)) finden mit |[[g*|[%<c,M <p1> und A(dT)og*=/f°. Dabei
P1
ist ¢,>1 von f, dy, p;, | unabhingig. Wie man leicht sieht, gibt es eine weitere von g¥*,
b4, D<Dd,, unabhingige Konstante ¢'>1, so daB |[|A(d)og* [P<c'||g* [P gilt.
» 3\ 1—df +1 d;—1 AN .
Daraus folgt sofort, daB f— (—1> h(d)og*= ¥ f x(—l\ mit

P1 w=1+1 \p1/

x—1
IR o (%)

ist, q.e.d.
Es sei fortan ol so klein gewihlt, daB fir p<p, die Zahl c,e<1/4 ist.
dy—1
Wir wihlen eine beliebige Schnittfliche f= § fx< > e'(K(p, ), HY(D)) mit
x=dj

SIK(e)eM(e) fir alle e<d und |[|f,|><IM. Nach (x) gibt es eine Schnittfliche
gIEF(K(P: b*)a Hp(h*)), derart’ daB
t 1 dy—1 £\ ®
lealle <, f=f—(2 ) )= "3 f8(2]"
1

w=d; +1

YN <P (x4 47F%).
(*) Esgilt f°|K(e)eM(e) fir e<d* ausfolgenden Griinden : Zuniichst folgt aus Satz 1, ; : f|K(p, D) =h(8)og
mit d=(+1,d,, ..., d,), 2E'(K(e, ), HP(3)), wenn p hinreichen klein ist. Also ist
F=h(o4) 2€ET(K(e, bx), M(o4))
und mithin liegt der Keim von f° =f”/ti_d‘;"’h1 iiber O in M(by). Es ist aber f|K(e, 5) =f|K(e, §) und
daher f0=70°|K(p, »F), woraus fEM(®*) folgt, q.e.d.

254



EIN THEOREM DER ANALYTISCHEN GARBENTHEORIE 27

Durch Anwendung von (#) auf f® gewinnt man sodann eine Schnittfliche
g2EF(K(P> b*): Hp(b*)) l'nit

t 2 d;—1 B\ %
el <atia 447, 72 = —( 2] hwes= s r2(2)"

1 x=d; +2 P1

R IR<IM(1 457 4B (14 471)) =M1 457 2. 4%,

Durch Fortsetzung des Verfahrens gelingt es, Schnittflichen
t v
8. (K(p, by), H(dy)), f(v)=f‘”_1’—<—l> “h(d)og,eT' (K(p, d), H(D))
P1

zu konstruieren. Immer bleibt |[|f¥[|<29 und mithin ||g, [#<2¢M. Fir
@® t v .
e= 3 (2)'e, gt : H)og—r

v=1 1
Ist fel(K(p, d), H(d)) mit f|K(e)eM(e) und || f|2<M eine beliebige
Schnittflache, so kann man f*=f|K(p, »*) bilden. Nach den Uberlegungen zu Anfang
des Beweises gibt es dann eine Schnittfliche g* eT'(K(p, by), HP(d,)) mit |[|g*[Pr<cM
und A(dH)ogt = ft. Wir setzen f*=jf—h(d)og", es gilt wieder f*|K(e)eM(e)
d;—1 L\ ®
fir alle e<bd, aber dariiber hinaus : f*= Y f. <—1> . Also 14Bt sich das letzte
n=dj P1
Resultat anwenden. Satz 1 ist damit bewiesen.
Im Falle, daB di=1 ist, vereinfacht sich der Beweis von Satz 1 etwas. Es folgt

dann :

Zusatz 1. Dic Juordnung f—>g ist sogar von (¢, d;) unabhingig linear beschrinkt.

Offenbar ist d{ genau dann gleich 1, wenn der Homomorphismus A die Garbe
S=H?(d,)/M(d,) iiber K(p;, dy), p1<po injektiv abbildet (*). Wir werden spiter solche
Garben torsionsrecht nennen. Wie man leicht sieht, ist i.a. f->g nicht von p<p{
unabhingig linear beschrinkt.

Wir definieren noch :

a) Eine Folge e¢,= (e}, ..., ¢)) von m-tupeln natiirlicher Zahlen konvergiert
gegen oo, wenn jede Komponentenfolge ¢ gegen oo konvergiert.

b) min(e, d) = (min(e,, ), ..., min(e,, d,,)).

Zusatz II. Es gibt eine von fund p<p, unabhingige Funktion f(e) <e, deren Werte
und Argumente m-tupel natiirlicher ahlen sind, so daf folgendes gilt :

1) bLm f(e)= 0,
e—> o
2) Ist f|K(min(e,d))=o0, so kann man g so wdihlen, daf} g|K(min(f(e),d))=0
und die Juordnung f—g unabhingig von dy linear beschrinkt ist.

(1) Der Triiger T der Garbe Ker A ist eine analytische Menge, da Ker A kohérent ist (vgl. § 7). Es gilt O&ET.
Daraus folgt die Aussage.
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Der Beweis von Zusatz 1 ergibt sich unmittelbar, wenn man dem Gang des
Beweises von Satz 1 folgt.
Man erhilt nun unmittelbar eine Aussage, in der § 1, Hilfssatz 1 enthalten ist :

Satz 2. Es seien Mg, MocO0Q, Oe K= Nullpunkt, Untermoduln. u jedem
m-tupel ¢ natiirlicher Zahlen und zu jedem Element feMg gebe es ein Element f'e Mg
mit f—f'€e0&-1(e). Dann gilt MgcMg.

Beweis. Nach dem Riickertschen Basissatz gibt es Basen f1, ..., f,, f1, ..., f, von
Mg bzw. Mg. Ist g, hinreichend klein, so sind alle diese Funktionen in K holomorph,
durch die Zuordnung (aj, ..., a,)—>Za,f, erhilt man dann einen Homomorphismus
k : OP-0% Nach Satz 1 gilt f,|K(p)eI'(K(p), £(O?)), wenn p<p, und mithin
MgycMg.

2, Es seien GcC" ein Holomorphiegebiet, = die Produktprojektion G xK—G,
F ein ¢g-rangiges komplex-analytisches Vektorraumbiindel iiber G XK. Es ergibt sich :

Satz 3. F ist analytisch dquivalent zu der Liftung w'( F ') eines g-rangigen komplex-
analytischen Vektorraumbiindels F iber G.

Beweis. Wir setzen F—=F |Gxo (mit o=Nullpunkt aus K) und erhalten ein
Vektorraumbiindel iiber G, da GxXo~ G ist. Weil GXK auf GXxo zusammenziehbar
ist, sind F und 7:_1(]50') topologisch dquivalent, weil ferner GXK ein holomorph-voll-
standiger Raum ist, folgt nach [8], Satz 1 die analytische Aquivalenz -rr‘l(l)" )~ F.

Man braucht zwischen analytisch dquivalenten Biindeln nicht zu unterscheiden
und darf deshalb voraussetzen, daf3 F=7r“1(107) ist.

Es sei T={T, tel} eine hinreichend feine Steinsche Uberdeckung von G.
I kann dann durch einen Kozyklus ®={®,  (z) : v, ,€1}eZ'(T, GL(q, C)) gegeben
werden. Die Ausdriicke @, , (z) sind holomorphe Abbildungen T, , =T nT, —GL(q, C)
und werden wie iblich « transition functions » genannt. Das Biindel F entsteht durch
Verheftung der kartesischen Produkte T,xC?={(i, z, w) : 2eT, weCf} vermoge der
biholomorphen Abbildungen : T, X C!—T, X C¢: (4, 2, w)—>(y, 2, D, (2)ow).

Wir setzen T={T,=T,xK : eI}, d={® , =, on}eZ (T, GL(g, C)). Es
folgt sofort,da3 F durch den Kozyklus ® gegeben wird. Da F durch Verheftung entstanden
ist, gibt es kanonische holomorphe Abbildungen {, : E{i“l('i‘l) - 'AI't X G4, die durch Liftung
der kanonischen Abbildungen ¢, : ¢~*(T,) =T, X C? erhalten sind. Dabei bezeichnen ¢, ¢
die Biindelprojektionen f‘—»G, F->GxK.

Ist seI'(B, F), Bc'f" eine Schnittfliche, so wird s durch J)‘ auf eine Schnittfliche
in dem trivialen Biindel TLX C? abgebildet, die man als ein g-tupel holomorpher Funk-
tionen deuten kann. Wir bezeichnen dieses ¢g-tupel mit f{;‘(s)

Es sei nun U={U; : ie]J} eine offene Uberdeckung von G. Wir nehmen an,
daBl U eine « eigentliche Verfeinerung » von T ist (in Zeichen UccT). Das bedeutet
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folgendes : Zu jedem Element i€] ist ein Element t(i)el definiert, so daB aus 1= (i)
folgt : U,ccT..

Wir greifen auf die Bezeichnungen des vorigen Abschnittes zuriick und setzen
U(p) ={U;xK(p)} wund fithren in C"(fj(p), F) eine Pseudonorm ein. Ist
E={E . .}eC ), F) eine Kokette, so setzen wir:

IElle= sup  |1¢ (&, ..0) |13,

o, -'°7'.'WVL1"=1(1.'U«)

e oo = (00,...,).

Wir untersuchen zunichst den Fall, wo K =0 ein Punkt ist, und setzen in diesem
Falle anstelle von ||£]|,, einfach ||&]||,. Es gilt F=F. Wir setzen fortan voraus,
daB U eine Steinsche Uberdeckung von G ist. Ein Satz von Leray besagt dann, daB
H'(U, F)=H"(G, F) ist, v=o0,1,2, ... . Aus dem Theorem B von H. Cartan folgt
deshalb : H'(U, F)=o0,v=1,2,3, ... . Wir zeigen dariiber hinaus :

Hilfssatz 1. Es seien G'cCG ein Teilgebiet, V={V,} eine offene endliche Uberdeckung
von G', die eine eigentliche Verfeinerung der Uberdeckung U ist. Dann gibt es zu jedem Kozyklus
£el'(U, F), v>1 ceine Kokette neC'~Y(V, F), so daf E|G' =30 ist. Die Juordnung
E—>n st in bezug auf die Normen |||, ||m||, linear beschrinkt.

Beweis. Die Gruppen CY(U, F), Z°(U, F) lassen sich als komplexe Vektorriume
auffassen. Versehen mit der Topologie der kompakten Konvergenz sind sie Fréchetsche
Riume. Da 3 : O~ YU, F)—»Z*(U, F) stetig, linear, surjektiv ist, folgt aus einem Satz
von Banach ([2]), daB 3 eine offene Abbildung ist. Daraus ergibt sich aber unmittelbar
die Behauptung des Hilfssatzes (vgl. § 2, Abschnitt 8, wo ein dhnlicher Schluss durch-
gefiihrt ist).

Die Aussage von Hilfssatz 1 iibertrdgt sich unmittelbar auf unsere Produkt-
gebiete G xXK(p) :

Satz 4. Es seien G'ccG ein Teilgebiet, V={V} eine offene endliche Uberdeckung
von G', die eine eigentliche Verfeinerung der Uberdeckung U ist. Dann gibt es zu jedem Kozyklus
£e2(U(p), F), v>1 cine Kokette 1eC*~*(V(p), F), sodaB E|G'x K(p)=>3n ist. Die
Relation §—>n ist in bezug auf die Normen ||&||,,, ||n|l;, unabhingig von o linear beschrinkt.

Der Beweis ergibt sich durch Potenzreihenentwicklung von £ nach den Variablen t
von K(p).

3. Wir zeigen jetzt, indem wir die Bezeichnungsweise des vorigen Abschnittes
beibehalten :

Satz 5. Es seien Fy, Fy zwei komplex-analytische Vektorraumbiindel iiber GX K, h ein
analytischer Homomorphismus der Garbe F, in die Garbe Fy. Ferner seien VccUccT, I;', U
die im vorigen Abschnitt definierten Uberdeckungen. Ist dann p<p, hinreichend klein, so gibt es zu
jedem Koggklus t={%, }e2(U(p),F) mit &, .eT(U, . (p); M), M=H(F,)
einen Kogyklus 7e2°(V(p), F,), sodaf E|G' X K(p)="h(n) ist. Die Quordnung %->v

ist linear beschrinkt.
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Zum Beweis von Satz 5 zeigen wir zunichst :

(*) Es gibt zu Fy, F; ein Holomorphiegebiet P mit G’'ccPccG und zu jedem
p<po ein p; mit p<p;<p), so daB iiber PxK(p;) eine exakte Garbensequenz
o->F, ->F_, - ... il F, —}350 existiert, in der F,, v=o,1, ..., komplex-analy-
tische Vektorraumbiindel vom Range p, bezeichnen und %,=# ist.

Beweis von (*). Wir wihlen ein (offenes) analytisches Polyeder P mit G'ccPccG
und ein m-tupel p;, p<p;<p,. Ist M; der Kern der Abbildung 4, so wird jeder Halm
von M, iiber einer Umgebung U(P xK(p,)) durch festgewihlte Schnittflichen
Spp oo 5, €T(GXK, M) erzeugt. h; : (a, ..., a®))—>Zals,
Homomorphismus von F,=0%(U) auf M, |UcF,|U, die Sequenz (1) : E;;Elﬁgo
somit iiber U exakt. Da es beliebig kleine Holomorphiegebiete P’ mit PccP’ gibt,
kann man das geiche Verfahren auf M, =Ker #;, anwenden und so beliebig fortfahren.
Nach dem Hilbertschen Syzygiensatz gibt es eine Zahl [<n+m, so daB M,_; eine freie
Garbe ist. Wir definieren dann : F;=M,_, und erhalten damit die exakte Sequenz ().

ist dann ein analytischer

Satz 5 148t sich nun durch Induktion iiber ! beweisen. Wegen (%) kann man fortan
ohne Einschrinkung der Allgemeinheit voraussetzen, dal iiber G XK eine exakte
Sequenz :

b oy he
o>F—»F_,—...>F>F,

gegeben ist. Wir betrachten zunichst den Fall der Kozyklen vom Grade v=o0 und
fiithren folgende Bezeichnungen ein :

1) Es sei G,, x=o0,1,2,3 eine Folge von Holomorphiegebieten mit G,=G,
G'cG,, G, ,ccG,.

2) Esseien U ,={U®}, x=o0, 1, 2, 3 Steinsche fiir x + o endliche Uberdeckungen
von G, bzw.vonGyim Falle x=1. Esgelte Uy=U, VcU,, U, ,, seieigentliche Verfei-
nerung von U,. Alle Elemente UYeU, seien Polyzylinder und so klein gewihlt, dal
fiir sehr kleines p fiir den Polyzylinder U®=TU®xK(p) die Aussage von Satz 1 gilt.

Wir diirfen voraussetzen, daB3 p unabhingig von ¢ « hinreichend » klein gewdahlt
ist. Wir setzen U%=TU"xK (p), U,={U}.

Es seinun £eT'(G, Fy), ||£]],, <M vorgegeben. Nach Satz 1 gibt es Schnittflichen
£.eD(UW, F,) mit ||€|],0,<¢; M und k(E)=E. Fiir den Kozyklus 7 =3{}eZ'(U,, F,)
gilt |[n], ,<2 ;M. Nach Induktionsvoraussetzung laBt sich ein Kozyklus =* eZl(ﬁz, F,)
mit /& (q*) =, [|7*]],,, <3 finden. Satz 4 ergibt :

n*=—38y, yeC’(Us, Fy), [[7]lo,,<e; M.
Es ist E*=/h (y) +{€}€T(G;, F;) unabhingig von . definiert, es gilt
h(E*) =E, ||E*[],,<e M, q.ed.

In dhnlicher Weise folgt aus der Induktionsvoraussetzung die allgemeine Aussage

des Satzes. Zunichst seien wieder einige Bezeichnungen eingefiihrt :
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1) Es sei G,, x=o0,1,2,3 eine Folge von Holomorphiegebieten mit G,=G,
G'cG,, G, ,,ccG,.

2) Es seien U,={U®} Steinsche Uberdeckungen von G,, x=o,1, ..., 3.
Es gelte U,=U, U%*ccU®, VcU, Die Uberdeckungen U,, x =0 seien endlich.

Es sei wieder p hinreichend klein gewihlt und E={£LOMN}GZ"(I§0, Fo)s [[E ][, o <M
vorgegeben. Wie vorhin gezeigt, lassen sich Schnittflichen &:W'WEI‘(IAJL(:’”_W, F,),
HEZ,...wHu’;’ va<clim bestimmen. Wir setzen n=38{£,  }eZ'*' (U, F;) und wihlen
ein n*eZ'*(0, F,) mit A(n*)=% und ein yeC'(U, F,) mit Sy=x*. Es gilt
(Yl o <&M E'={E . }—h(y)€Z' (U, F,) ist ein Kozyklus, fir den A(E')=E,
E [p<e, M gilt, q.e.d.

Damit ist der Induktionsschlul durchgefiihrt. Um die Induktionsbasis zu gewinnen,
missen wir exakte Sequenzen (2) o—F,—F, betrachten. Da man aber (2) durch
0—0—->F;—F, ersetzen darf, geniigt es die Sequenzen o—o0—F; zu untersuchen. Fiir
diesen Fall ist jedoch die Aussage von Satz 5 trivial.

Aus dem Beweis zu Satz 5 und dem Zusatz 1 zu Satz 1 folgt :

Zusatz zu Satz 5. Es sei S=Fy/h(F,) torsionsrecht. Dann ist die Juordnung &—n
von ;<M unabhingig linear beschrinkt, wenn p, sehr klein ist.

Dabei nennen wir eine Garbe S iiber einem Gebiet G XK torsionsrecht, wenn
der Homomorphismus A : S§—S§ : 6—¢;-c injektiv ist. Sg bezeichnet die Menge
der Halme von S iiber GxO, Oek.

Korollar zu Satz 5. Es sei McO?(GxK) eine kohirente Untergarbe. Ist
dann p<p, hinreichend klein gewihlt, so gibt es zu jedem Kozyklus £eZ” (ﬁ(p) , M)
eine Kokette neC'* (\7 (p), M) mit &|G'xK(p)=23n. Die Zuordnung &-—>un ist
linear beschrinkt. Ist O!M torsionsrecht, so ist - sogar von p, unabhingig
linear beschrinkt.

Beweis. Es seien P; ein analytisches Polyeder mit G'ccP,ccG und p,;<p, ein
m-tupel positiver Zahlen. Man kann iiber P, XK (p,) eine exakte Sequenz O?—>M—o0
definieren. Das Korollar ergibt sich sofort durch Anwendung von Satz 4 und Satz 5.

4. Wir werden im folgenden Satz 5 nur fiir den Fall benutzen, da} F,=0?,
F,=0¢? ist. Es sei fortan T stets die triviale Uberdeckung T={G} von G. Wir
fahren mit der Verallgemeinerung von Satz 1 fort :

Satz 6. Es seienh : OP(GX K)—>O0'(GX K) ein analytischer Homomorphismus, ff, 4
die in Abschnitt 2 definierten Steinschen Uberdeckungen von G X K, bzw. G'X K, b ein m-tupel
von Zahlen 1, 2,3, ..., co. Istdann p<p, hinreichend klein gewdhlt, so gibt es zu Zedem Kozyklus
E={ELO,,,W}EZ"([}(9), M(d)) mit M(d)="h(d)oO? einen Kozyklus weZ(V(p), H*(d)),
so daP E=h(d)on ist. Die Juordnung £—>n ist in bezug auf die Normen ||E||y, ||n]ly, linear
beschrinkt.
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Beweis. Wir definieren iiber G XK eine kohirente Untergarbe M, von O%G xK),
indem wir :

1) M; |GX (K—K(b)) =0?7(GxK) |Gx (K—K(b)),

2) f,€ M), <= f,]GXK(d)e(M(d)),, xeG x K (b)
fordern. Es seien
k=(1,0,...,0), kb=(0, 1,0, ..., 0), ..., k,=(0, ..., 0, 1)eI'(GXK, 0!G xK))
g-tupel holomorpher Funktionen. Es werde £,,=t%-k, gesetzt. Fernersei [, v=1, ...,p
das %-Bild der Schnittfliche (o, ...,0,1,0,...,0)e'(O?(GxK)). Bezeichnet dann 4, :

e
1 = v — te Stelle

Or+(GxK)—>OG xK) denjenigen Homomorphismus, der durch die Zuordnung
o= (o,, o,,) >Zo,,k, + Zc,l, erzeugt wird, so bildet %, : O?*?"(GxK) auf M, ab.
Schreiben wir O?+t?(G X K) =0?@0?, so wird O? durch %, auf M und O™ auf
O?.1(d) abgebildet, wobei I(b) die von den Funktionen ¥, v=1, ..., m erzeugte
Idealgarbe bezeichnet.

Ist nun £eZ’ (ﬁ(p), M(d)) ein Kozyklus, so wenden wir auf jeden Koeflizienten
£...., die im Abschnitt 1 beschriebene Polynomfortsetzung an und erhalten einen
Kozyklus £*={&*  1eZ’ (ﬁ (p), M,). Nach Satz 5 gibt es einen Kozyklus

2* eQ—1(V (p), OP+om)

mit &* =4, (n*). Wir bezeichnen mit » das Bild von 7* in Cv“l(V(p), HP(d)), das
dort durch die natiirliche Abbildung O?®0O%—»0O?—H?(d) definiert wird. Offenbar
gilt £(d)on=E, die Zuordnung &->v ist linear beschrinkt, q.e.d.

In den folgenden Paragraphen wird benutzt werden, daB die Zuordnung £-—>7
sogar von d; unabhingig linear beschrinkt ist. Wir zeigen zunichst :

Satz 7. Esscienh: OP(GX K)—0YGX K) ein analytischer Homomorphismus, G’ ccG
ein relativ-kompaktes Teilgebiet, d=(dy, ..., d,) ein m-tupel von Lahlen 1,2,3,..., .
Ist dann p<<p, hinreichend klein, so gibt es zu jeder Schmitifliche seT'(GX K(p, d), M(d))

eine Schnittfliche S eT(G' x K(p, b), H?(d)) mit s|G' x K(p, d) =h(d)os. Die Juordnung
s—'S ist unabhingig von d, linear beschrinkt.

Beweis. Da man mit Hilfe der Methoden des Beweises von Satz 6 zu M,,
by =(0, dy, ..., d,) tibergehen kann, darf man ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
voraussetzen, daBl d,=o0, v=2, ..., m ist.

Wir iiberdecken einen abgeschlossenen Polyzylinder P, G'ccPccG mit kleinen
Polyzylindern Z cG und wihlen p so klein, daB fiir die Polyzylinder Z xXK(p) der
Satz 1 gilt. Uber Z, xK(p) lassen sich sodann Schnittflichen s, in OP bestimmen,
so daB %(d)os,=s|Z,xK(p, D) ist. Die Zuordnung s-»3, ist unabhingig von 4, in
bezug auf die Normen ||s|[%,, ||5, ||, linear beschrinkt. Wir setzen 5, , =h(s, —75,).
Es folgt : 5, |Z,, xK(p, D) =o0. Wir diirfen wegen Satz 6 voraussetzen, daB d;>d}
und #~1.0YM torsionsrecht ist. Bezeichnet M>M die kohirente Untergarbe der
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Keime 5,607 mit #'.5,eM, so gilt 5, =7, [thel(Z,  xK(p), M). Durch Anwen-
dung des Korollars zu Satz 5 folgt : Es gibt eine Kokette {5}, s;eI'(Z; xK(p), M)
mit 8{s;}={s;,}. Dabei bezeichnet Z’'={Z} eine Polyzylinderiiberdeckung
von P, die eine eigentliche Verfeinerung der Uberdeckung Z={Z} ist. Die Zuordnung
{s..}—>{s;} ist linear beschrinkt.

Man kann nun nach Satz 1 Schnittflichen s eI'(Z xK(p), Of) bestimmen, so
daB h&(s)=th.s ist. sw=7ta—?:l—|—sh—sh ist ein Kozyklus aus Z(Z xK(p), Ker £).
Es gilt nach dem Korrollar zu Satz 5 : {s,, }=38{n}, n,eT(Z,’ xK(p), Ker £). Dabei
ist Z""={Z/'} eine endliche offene Uberdeckung von P, die eine eigentliche Verfei-
nerung von Z' ist. Setzen wir S =3 ,—,—s,, so erhalten wir die gewiinschte Schnittfliche.

Man sieht sofort, daB die Zuordnung s—'s unabhingig von d; linear beschrinkt ist
Es folgt sofort :

Zusatz zu Satz 7'. Ist HY(d,)[h(dy)oHP(D,) torsionsrecht, so ist s—'s sogar von
(01, d1) unabhingig linear beschrankt.

Unter Benutzung von Satz 7’ und der Methoden des Beweises von Satz %’ ergibt
sich sofort :

Satz 7. In Satz 6 ist die Quordnung &—>n sogar von d; unabhingig linear beschrinkt.

Zusatz. Ist HY(d,)[h(Dy)oHP(D,) torsionsrecht, so ist £E—>n sogar von (¢, dy)
unabhdingig linear beschrinkt.

Die Durchfithrung des Beweises sei dem Leser iiberlassen.

5. Es sei S eine kohdrente analytische Garbe tiber GXK. Da G XK ein Holo-
morphiegebiet ist, kann man iiber jeder kompakten Teilmenge von G XK eine exakte
Sequenz I' : O?—S—o0 definieren. Wir nehmen im folgenden an, daB I' tiber ganz
GxK erklart ist.

Man kann die analytische Garbe und ebenso die Auflésung I' auf jeden Unterraum
G xK(b) beschrinken. Die Beschrinkungen seien mit S(d) bzw. I'(d) : Hf(d) >S(b)—o
bezeichnet. I'(d) ist wieder exakt.

Ist BcG eine offene Teilmenge, so kénnen wir in I‘(B><K(p, D), S(db)) eine
Pseudonorm einfithren. Wir setzen fiir se '(BXxK(p, D), S(D)) : ||5]|p= 1)nff 1S | eer

Dabei durchlduft f die Schnittflichen aus I'(B X K(p, d), Hq(b)) mit (D )of:s. Gibt
es keine Schnittfliche f mit «(d)of=s, sosei ||s||,,= oo.

Eine dhnliche Norm la8t sich fiir die Koketten definieren. Es sei wieder U={U}
eine offene Uberdeckung von G, ﬁ(p) die in Abschnitt 2 definierte Uberdeckung
von GxK(p), die wir auch als Uberdeckung von G xK(p, b) auffassen. Ist dann

E={&,...,}€C(U(p), S(b)) eine Kokette, so setzen wir : H&HUP—maxHE% WHUl

Styet
Es seien nun wieder U eine Steinsche Uberdeckung von G V={V,} eine
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endliche offene Uberdeckung von G'ccG, die eine eigentliche Verfeinerung von U ist.
Wir zeigen :

Satz 8. Ist p<p, hinreichend klein gewdihlt, so gibt es zu jedem Kozyklus £€Z°( U (e),S(d))
eine Kokette neC*~(V(p), S(d)) mit Sn=E|G'. Die Quordnung E->v ist in bezug auf die
Normen ||& |05 |||y, unabhingig von (o,, d;), p<py<@o linear beschrinkt.

Es ist zweckmassig zum Beweise von Satz 8 zunichst drei Hilfsaussagen herzuleiten :

Analog zu Satz 4 folgt aus Hilfsatz 1 :

Satz 4 a. Es sae Eel’( U (), H'(d)) ein Kozyklus. Dann gibt es eine Kokette
neC Y (V(p), HY(d)) mit Sq=E|G'. Die Juordnung &->n ist unabhingig von (p, d)
linear beschrinkt.

Wir zeigen ferner :

Hilfssatz 2. Essei M(d) cHY(bd) eine kohdrente Untergarbe. Ist dann p<p, hinreichend
klein, so gibt es zu jedem Kozyklus £€2°(U(p), M(d)) eine Kokette neC ' (V(p), M(d))
mit dn=E|G'. Die Juordnung &—>v st linear beschrinkt.

Beweis. Wir gehen wie im Beweis von Satz 6 zu M, cO? iiber. Unser Hilfsatz
ergibt sich sodann unmittelbar aus dem Korollar zu Satz 5.
Es folgt weiter :

Hilfssatz 3. Es se¢ M(bdy) eine koharente Untergarbe von H(dy) idiber GX K(Ddy),
De=(o0,dy ..., d,). M(d) bezeichne die Beschrinkung von M(d,) auf GXK(d). Ist
dann @< py hinreichend klein gewdhlt, so gibt es zu jedem Kozyklus £el”( U (0), M(d)) eine
Kokette v)eC"‘l(I}(p), M(d)) mit 3n=E|G'. Die Quordnung &->v ist in bezug auf die
Normen ||E||oe |11 ]lv, unabhingig von (g1, dy), p<py< o linear beschrinkt.

Beweis. Wir bezeichnen mit M, die Garbe M(bd,)n#}-H%d,). Man zeigt leicht :

(1) Alle Garben M, sind kohdrent.

Es werde ﬁuztf“ M, gesetzt. Alle Garben I\N/Iu, p=0,1,2, ... sind ebenfalls
kohirente Untergarben von HY(b,). Es gilt M(d,) =1VIO Cﬁlc. ... Wegen § 2, Satz 8
diirfen wir annehmen, da eine natiirliche Zahl p, existiert, so daf 1\~/Iu—_—1\~/1uo fiir
pw>u, gilt. di sei die kleinste der Zahlen p,. Wir zeigen :

(2) Die Quordnung £->v ist fir d;<oo unabhdngig von o, linear beschrinkt.

Fir dy,=1 ist das trivial. Es ist also nur zu zeigen, daB aus der Giiltigkeit der
Aussage fiir den Fall 4,<d? ihre Giiltigkeit fiir den Fall d,=d'9 folgt.

Es seien G,, »=1,2 Holomorphiegebiete mit G'ccG,ccG;ccG, V, mit
VeccV,ccV, CCU endliche Steinsche Uberdeckungen von G,. Wir beschrinken den
Kozyklus EEZ"( (), M(by)), D= (d, dy, ..., d,) auf

GxK(p, »), 0)=(dV—1, d,, ..., d,)
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und bestimmen eine Kokette nleC“_l(\Afl(p), M(dy)) mit &y =E&|G;xK(p, ).
Nach Satz 7 kann man eine Kokette nieC““‘(Vz(p), H?(b;)) finden, so daB,
h(dg)on;=m, gilt. Dabei ist £ : OP—O? ein Garbenhomomorphismus, so da8
h(by)oH?(d,) =M(b,) ist. Es gibt eine von (p,, d') unabhingige Konstante e,

*\ glo)—
derart, dafl Hmllv,p*<6||m||v,p*<€<pl> Almll,e gilt (mit p* = (o1, gy - -5 o)
Wir setzen m,=~h(dy)on. Es folgt ||n2[{m,<c' [|m1]ly,e» wenn g sehr klein ist.

vn)

/¢ " ~

Es ist & = (E—3un,) / 1> eZV(Vz(p), Myo_y(1, d, ..., d,)) ein Kozyklus.

Man kann nach Hilfssatz 2 eine Kokette naeC"“l(\’}(p), ﬁdgo)__l (1, dyy, ..., d,))
£\ @19 —1

finden, so daBl 3n;=¢§; ist. Es folgt fiir n=1mn,+ <—1> ns die Gleichheit &|G’ =&
f1

Man sieht sofort, da n—£ unabhingig von p, linear beschrinkt ist, q.e.d.

Nach dem vorstehenden ist klar, daB Hilfssatz g gilt, wenn H?(d,)/M (d,)
torsionsrecht ist. Um ihn zu beweisen diirfen wir jetzt annehmen, daBl d,>d7 gilt.
Wir beschrinken den Kozyklus & auf G XxK(p, b*). Wie wir gezeigt haben, kann
man eine Kokette nteC’'(V,(p), M(d™)) finden, so daBB 3" =£|G;xK(p, dT) gilt.
Wie vorhin kann man %" zu einer Kokette 7*eC’~!(V,(p), M(d)) fortsetzen. Die
Zuordnung n*—>n* ist unabhingig von (g;, d;) linear beschrinkt. Es folgt

£ = (2 ) / (i> "¢ 2 (Vy(e), My (2)

P1

und mithin &% =38y, wobei £ty unabhingig von (p;, 4;) linear beschriankt ist,

+

da M,. torsionsrecht ist. Fir n=n*-+~- <f—> " gilt : d=E&|G’, was den Beweis des
Hilfssatzes abschlief3t. "

Der Beweis von Satz 8 ist nun nicht mehr schwer. Wir bezeichnen mit M (dy)
die Kerngarbe der Abbildung «(bd,) : HY(d*)—>S(d*), G; sei wieder ein Holomorphie-
gebiet mit G'ccG,;ccG und V, eine Steinsche Uberdeckung, wie im letzten Beweis.
Ist £e2’(U(p), S(b)) endlich, so gibt es eine endliche Kokette w,eC*(U(p), H(D))
mit o(d)on; =E&. Der Kozyklus 87, liegt in Z"“(U(p) (b)) Es gibt also eine
Kokette nzeC"(V (p), M(D)) mit &ny=23mn;. il—nl—nzezv(Vl( ), HZ(d)) ist also
ein Kozyklus. Nach Satz ga gilt : £ =3y, yeC " (V(p), H/(d)). Also hat sich
ergeben : £=38n fir n=a(d)oy und es ist klar, daB die Zuordnung &->v unab-
hingig von (p;, d;) linear beschrinkt ist.

In analoger Weise folgt aus Hilfssatz g leicht der folgende Satz :

Satz 9. Ist p<p, hinreichend klein, so ist die Zuordnung
s—>s'=s5|G'xK(p, D), se'(GXK(p, d), S(d))

in bezug auf die Normen ||s||,,, ||s'||s, unabhingig von (d;, ¢;) linear beschrinkt.
Der Beweis sei dem Leser iiberlassen.
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6. Unsere Norm fiir die Schnittflichen in S(d) wird im wesenlichen durch die
Auflssung  T'(d) : HY(d)—>S(d)—o0 Dbestimmt. Im nichsten Paragraphen wird
besonders das Verhalten dieser Norm bei Anderung der Auflosung interessieren. Es
werde deshalb folgende Betrachtung durchgefiihrt :

Es seien G, XK, x=1,2 zwei Holomorphiegebiete iiber denen kohirente ana-
lytische Garben S, und Auflésungen I', : O%*—-S —>o0 gegeben sind. ¢, sei eine
holomorphe Abbildung von G, XK in G; XK, die die Punkte (z,, t) Gy X K auf Punkte
(21, 1) €G; XK abbildet, also in t die Identitit ist. Uber dieser Abbildung mége eine
stetige Abbildung ¢, : S;®,G,xK—S, gegeben sein, die die Moduln (S,), opera-
torvertraglich in (S,),, x={,( ) abbildet, also ein Garbenhomomorphismus ist (). Das

Diagramm :
L

S, < $5,0,,GyxK
v

v
G, xK - G;xK
%o
ist kommutativ.
Weil G,xK ein Holomorphiegebiet ist, kann man iiber G,XK eine stetige
Abbildung ¢, : O%(G; XxK)®, G, X K—+O0%(G,xK) bestimmen, so daB ({§p, §) ein
Garbenhomomorphismus und das Diagramm :

or & Oe,G,xK

w | @)
S, + 5,84,GxK
kommutativ ist.
Es seien nun B,ccG,, v=1,2 offene Teilmengen, ¢, bilde ﬁ2=B2><K in
]§1=Bl><K ab. Wir zeigen :
Hilfssatz 4. Es sei fel'(B;x K(p, ), H%(d)), p<p<p, e¢ine Schnittfliche. Dann
ist die Quordnung f—g= fol,|B, X K(p, d) unabhingig von (p, ) linear beschrinkt.

Beweis. Wir setzen zunichst voraus, da3 f von t unabhingig ist. Es ist dann f noch
in B;xK(d) holomorph und es gilt [[f|[,,=I|f|ls,,,=I. Fiir die Potenzreihenent-

b %
wicklung g= S g, <%> hat man deshalb
x=0

B1Po

Pm | *m SIR 1% _ (1) (0)<
.. —P—(-(;) <gMa™, |n|=n14 ... +%p a—mvax W0 <,

m

P\
lgx|<qlwe(;(—;,> .

1

b %
Ist f beliebig, so folgen fiir fo{, |B,xK(p)=g= ¥ g, <£> die Ungleichungen
@ ®=0
18| <q,M god]”] =EIR< :

I—a

>m, wenn M=||f|l,, ist, q.e.d.

(1) ¢, miBte, genau genommen, als Paar ({y, ¢;) definiert werden. Vgl. die Definition in § 1.
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Durch ¢, werden die Schnittflichen f;=(1,0,...,0), ff=(0,1,0,...,0),...,

Jo=1(0,...,0,1)el(G; XK, O%) auf Schnittflichen f;eI'(G,xK, O%) abgebildet,
v=1, ..., ¢. Uber ByxK(p)ccG,xK gilt: fi= S 'f G’) mit

%x=0

O <ged®, a<i, ¢>1.
*®

Ist f= 2 k\,f\,eI‘(B XK(p, b), H%(d)) eine Schnittfliche mit ||f|[319_2 & ]5, o=,
so hat man fir g= ¥ (k o) fy die Beziehung

v=1

b %
=35 3 5k‘“’< > f‘”( > = Eo@ S Sk,

v=1 =0 @ ey

wobei ko, = 2 k; <£> gesetzt ist. Nach dem Hilfssatz gilt : [£}) |[<¢,I. Somit folgt :

I
||g||3,,,<ql-coc-<1_

Damit ist gezeigt :

°

>m§m, wobei simtliche Konstanten von (9, p) unabhingig sind. —
a

Satz 10. Es sei p<p,<p,. Die Schnittflichen aus I'(B;xK(p, D), S(b)) seien
mit s bezeichnet. Dann ist die Zuordnung s—s'={,(s)|B, X K(p, D) in bezug auf die
Normen ||s|l,,, ||5'||s, unabhingig von (p, d) linear beschrinkt.

Unsere Pseudonormen sind also von der Wahl der Auflssung I' und der Lage der
Ebenen t = const. im wesentlichen unabhingig.

In den folgenden Paragraphen werden wir nur die Sitze 8, 9, 10 anwenden.

§ 4. Messatlanten.

1. Es seien X ein komplexer Raum, K, K(p) Polyzylinder im Sinne des vorigen
Paragraphen. Ferner sei = : X—+K eine eigentliche holomorphe Abbildung. Wir setzen :

1) X(p)==""(K(p )) P=po
2) U(p)=UnX(p)={U,nX(p)}, wenn U={U} eine offene Uberdeckung
von X ist.
3) S fiir eine kohidrente analytische Garbe iiber X.
Definition 1. Eine Mefkarte in X(p) (in bezug auf S) ist ein Quintupel
W= (W, W, ®, 6=Gx K(p), T' : 015d,(S)—>0)

Sir das folgendes gilt :

1) W, W' sind offene Teilmengen von X(p), die abgeschlossene Hille W'nX(p) ist
in W enthalten.
2) G ist ein Gebiet eines komplexen ahlenraumes C".
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3) ® : WG ist eine biholomorphe Abbildung von W auf einen komplexen Unterraum
Ac®, derart, daf das Diagramm :

0]

W——-6
N
K(p)

kommutativ ist, wenn p die Produktprojektion ® — K (p) bezeichnet.
4) T O’I—a><I>0( S)—o0 ist eine iiber ® definierte exakte Garbensequenz.

Man kann @y(S) trivial zu einer analytischen Garbe iiber G x K(p) fortsetzen.
®,(S) werde deshalb auch als analytische Garbe tiber G X K(p) aufgefalt.

Wir wollen MeBkarten zu MeBatlanten vereinigen. Zu dem Zwecke werde zunéchst
eine einfache Operation definiert.

Es sei McG x K eine beliebige Teilmenge. Wir projizieren M durch & -G
auf G und erhalten eine Menge M* cG. Es bezeichne H, (M), > o0, den offenen Kern

des Durchschnittes aller Holomorphiegebiete ECC”, die M* enthalten und deren
Rand 3G von M* mindestens den Abstand r hat. Wir setzen dann :
sat,, (M) =H,(M) x K(p).

sat,, (M) ist eine offene, holomorph-vollstindige Teilmenge von C"xK(p), die M
enthilt. Ist M relativ-kompakt in ® enthalten und ® ein Holomorphiegebiet, so gilt
fir kleines 7>o0 : sat, (M)c6®.

Man kann nun die Vertriglichkeit zweier MeBkarten in X(p) definieren :

Definition 2. Jwei Mefkarten
W,=W,, W,,®,6,=G,x K(p), I, : O»—®,(S)—>0)
in X(p) heifen miteinander vertriglich, wenn folgende Bedingungen erfillt sind :
1) Ist Wi,=WinW,+o0, soist fiir eine hinreichend kleine positive Jahl r die Menge
sat, o(Wi,) in Gy X K(p) enthalten und es st iber sat, Dy(Wy,) ein Homomorphismus

Y= (4, ') der analytischen Garbe ®,(S) in die analytische Garbe ®,(S) definiert.
2) Es gilt : $o®y= 0y, 'oDyy= Dy, prob=p, (mit p,: ©,~K(p)).

Es wird also nicht verlangt, daB dim /G, =dimG, ist, auch braucht die Abbil-
dung ¢ : sat, ®,(Wi,)—>G; X K(p) keine biholomorphe Abbildung zu sein. Unsere
Vertréglichkeitsrelation ist nicht kommutativ, MeBkarten brauchen nicht notwendig
mit sich selbst vertriglich sein.

Definition 3. Eine endliche Menge
W={W,= (W, W/, 6,=G X K(p), I), t=1, ..., 14}
von Mefkarten in X(p) heifgt ein Mefatlas in X(p), wenn :
1) W, stets mit W, vertriglich ist, v, wel={1, ..., 1, }.
2)UW,=X(p) git.
I
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Ist ein MeBatlas in X(p) gegeben, so kann man natiirlich r unabhingig von
(4, t) wahlen. Ein solches r sei fest gegeben und mit r, =r, (M) bezeichnet. Ferner
seien immer feste Homomorphismen W, =(¢,,, ¢,,) definiert. Wir setzen stets
voraus, daB alle - Abbildungen ¥, die identischen Homomorphismen sind.

2. Wir miissen noch die Existenz von MeBkarten und MeBatlanten nachweisen.
Zunichst zeigen wir :

Satz 1. Es gibt zu jedem Punkt xe Xo=n""(0), mit O e K= Nullpunkt, eine Mefkarte
W= W, W', ®,6=GXK(p), T : 0'=dy(S)—>0) in X(p), fiirdie xeW' gilt (wenn
P<Po)-

Beweis. Nach Definition des komplexen Raumes kann man eine Umgebung W*(x)
durch eine biholomorphe Abbildung ®* auf einen komplexen Unterraum A* eines
Gebietes G* cC" abbilden. Das kartesische Produkt ® = ®* X = bildet W* biholomorph
auf einen komplexen Unterraum A’'cG* XK ab:Wirddiezu A* gehorende Idealgarbe
in einem Punkte z,eG* von den holomorphen Funktionskeimen A, v=1, ..., &, auf-
gespannt, so wird die Idealgarbe von A’ in jedem Punkte (z,, ), {,c K von den Funktions-
keimen %, g,—(4,) 0ty V=15 .-,k u=1, ..., m erzeugt. Dabei sind die g, holomorphe
Funktionskeime in z,eG*, deren Beschrinkung auf A* gleich (f,omo(®*)7"), ist. —
Die Garbe S wird durch ® nach A’ iibertragen. Die triviale Fortsetzung der iibertragenen
Garbe stimmt mit @,(S) iiberein. Also ist ®y(S) kohdrent. Man kann eine holomorph-
vollstindige Umgebung G X K(p) von @(x) finden (p<p,), liber der sich eine exakte
Sequenz : I': O?—®,(S)—o0 definieren liBt. Wir setzen noch W=®"(G x K(p)) cW*,
A=A'n(G xK(p)) und wihlen fir W' eine in W relativ-kompakt enthaltene offene
Menge und haben damit Satz 1 bewiesen.

Fiir die Existenz von MeBatlanten gilt folgende Aussage :

Satz 2. Es set p<gp, hinreichend klein gewdhlt. Dann gibt es einen Mepatlas in X (p).

Beweis. Wir wihlen zunichst eine endliche Menge von MeBkarten
W=W, W, o, =G, xK(p), I, : Ot—=d,(S)—>0), t=1, ..., 14,
derart, da X,c W, Da X, reguldr ist, gibt es sodann relativkompakte Teilgebiete

G/ ccG ccG, Lso daB die offenen Mengen W/;”"=®(G/" x K(p)) noch X,
tiberdecken. Offenbar kann man nun eine Uberdeckung {G,,v=1, ...,v} der abge-
schlossenen Hiille von G’ mit Gebieten G,,ccG/’, ein p, 0<p<p, und ein 7>0 mit
folgender Eigenschaft finden : Gilt (G, X K(p))n® (W) % o, so folgt 6,cG, X K(p),
6,nA,=6,nd(W,), wenn 6, =sat, (G, xK(p)) und

A =0(W,), W'=0"(G/' xK(p))
gesetzt wird (v=1, ...,14). Wir definieren :
Mti={v V=1, .00, Vo (Gw X K(P))nq)t(wtlz,) 4: O}’
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A,,=06,nA, veM,; und betrachten die biholomorphe Abbildung »,,= @0 :

wy

A;,—~A,. Sind 7, p und alle Gebiete G,, sehr klein, so wird auch &, sehr klein und

M\ durch Beschrinkung einer holomorphen Abbildung ?\;W : ®,—~C"x K(p) erhalten,
die mit den Produktprojektionen 6,—K(p), C" x K(p) +~K(p) kommutiert. Gilt =1,

~

& die Identitit. Da die Garben ®,(S) auBerhalb der Mengen A, Nullgarben
sind, erhilt man eine Abbildung X}, : ®(S)®; 6,—~®y(S), so daB (X, A4, ein
analytischer Garbenhomomorphismus ist (veM,;).

Es werde weiterhin vorausgesetzt, da 7, p und die Gebiete G, #uBerst klein
sind. Dann bildet %w sicher ®, in G;xK(p) ab, veM,. Ferner ist {W.},
W,=®71(G, xK(p)) eine offene Uberdeckung von X(p). Wir setzen x=/(i,v),
L=1, ...,lg, V=1, ..., v, und definieren W, =W nX(p), ®,=P, 6, (p) =G, x K(p),
r,=r,%,.,.= (Zu,v.’%mv,)' Gilt W, . # o, so folgt v,eM, , , mithin ist ¥, , definiert.
AuBerdem liegt dann sat, ®, (W, ,)c®, , in G, (p). Also ist

O X
{%u=(wm W;o (I)x’ ij(P)a Fu)}
ein Meflatlas in X(p), q.e.d.
Wir setzen im folgenden stets voraus, da schon g, hinreichen klein gewihlt
ist und daB iiber X=X(p,) ein fester MeBatlas W={W,, x=1, ..., .} gegeben
ist. Die Allgemeinheit unserer Resultate wird dadurch nicht eingeschriankt werden.

5o sei

taVs

3. Es sei McX eine beliebige Teilmenge. Wir definieren :
sat,, M =@, ' (sat, @, (MnW,)) cW,nX(p)

TR %

fir p<pg, 7 <ry (W), x =1, ..., %4. sat, (M) ist stets eine offene holomorph-vollstindige
Teilmenge von X. Ist {U,} eine Umgebungsbasis eines Punktes xeX,nW,, so ist
auch {sat,, U, : p<p,, r<r4} eine Umgebungsbasis von x,.

re%

Definition 4. Ein Paar W= (U, r), r=r(0) <ry heifit eine Mefiiberdeckung von X(p),
wenn folgendes gilt :

1) U={U, :v=1, ..., =14(U)} ist eine endliche Steinsche Uberdeckung von X(p),
r ist eine positive Zahl.

2) U ist auf W bezogen, d.h. : jedem vel={1, ..., .} sind nicht leere Teilmengen
Niy(v) cNy(r) cK={1, ..., %y} zugeordnet.

3) Es ist Nyl ---su)=Nylty)n...aNy(y)+0, wenn U, ., +0 ist

4) Esgilt : UcW,, sdt,(U)cCW,, wenn xeNy(t).

5) Ist xeNy(y), so iberdecken die Umgebungen U, x€Ny(1) die Menge sit, (U, ),
die Mengen U, mit xekNy(1) haben mit sdt, (U, ) einen leeren Durchschnitt.

6) Feder Punkt xc X(p) ist in hichstens A(M) = %y - max 2™« Elementen der Uber-
deckung U enthalten. *

Es sei B=(V, r(B)) eine beliebige weitere MeBiiberdeckung von X(p). Wir
definieren :
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Definition 5. B heift eine zuldssige Verfeinerung von W (in Leichen B cU), wenn folgende
Eigenschaften vorhanden sind :

1) V ist eine Verfeinerung von U.

2) Ng(v)=Nu(7(1)), Ng(t)=Ny(<(1)).

3) ‘ydtr(%)pu(VL) CU-r(v.)’ xeNg(), t=1, ..., L*(V)'

4) Uy, bildet stets sat, g, D,.( Vt..,...z, ) in sat,qy @, ( UT(,W)_“T(M ) ab, wenn
x1, %€ Ng(tgy -« o5 1) =Ng(p)n...nNg(y).

Bei einer zuldssigen Verfeinerung wird sét,y,, (U, ), x€Ny(y) sogar von den
Mengen V,,xeNg(1) iiberdeckt. — Wir werden im folgenden statt Ny, Ny, etc., auch N,
N’, etc., schreiben, wenn das nicht zu MiBverstindnissen fiihrt.

Wir zeigen :

Satz 3. Es sei v, eine natirliche ahl. Ist dann p<p, hinreichend klein gewdihit, so gibt
es Mefiiberdeckungen W, = (U,, r,), v=1, ...,vy von X(p), derart, daf W, zuldssige
Verfeinerung von W,_, ist,v=2, ..., v4.

Beweis. Wir konstruieren zunichst eine auf I bezogene Uberdeckung

={ﬁ TS S |
Die Triger W, der MeBkarten 2, bilden eine offene Uberdeckung von X. Nach
dem Schrumpfungssatz kann man offene Mengen W, ' ccW, ccW, finden, so daf3
noch X,cUW,' gilt. Es sei U eine endliche Steinsche Uberdeckung einer Umgebung

von X,, die so fein ist, daB aus V_V;”nﬁfi:o bzw. ﬁn_W*;’#o folgt : sat,;x(UL) cwWy/
bzw. sé.t,;x(ﬁt) cW,, und ﬁ‘cW; (mit r, @ hinreichend klein unabhanglg von t,
» gewdhlt). Wir setzen N'(1)={x : V—V”'nﬁ o}, N()={x: W/naT, =l=o} Offenbar
wird fiir kleines ‘@ die Menge sét,pK(Ulo), x€N'(y,) von den Umgebungen U x€N(1)
iiberdeckt, die Durchschnitte sat,;u(Uh) nUL, »&EN(1) sind leer.

Es gibt nun Steinsche Uberdeckungen ﬁv={ﬁ(f‘ U=, .., 0), VEO, L., vy
einer Umgebung von X, und stark absteigende Folgen reeller Zahlen

T Ty=1>1>> ... 1,20, p>F>p1> . ..2>p, >0,
derart, daB folgendes gilt :
I) ﬁo=ﬁ
2) ﬁ ist eine Verfeinerung von ﬁv—l (Verfeinerungsabbildung +=1)_,).
3) st, ,,(O0) cTYTY fiir xeN,()= Ny—1(=(1)), No(t) =N(»).
1) Yo, (24, @, OV D) cesat, . @, (X0 TG )y 1 %N, (1, - ).

5) Jeder Punkt von X ist in hochstens A(2) Elementen der Uberdeckung Uv
enthalten, wenn v#o0 ist.
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Die Konstruktion der Steinschen Uberdeckungen ﬁ\, ist einfach. Um z.B. fjl zu
erhalten, wéahlt man zunichst Gebiete G, ccG,, so daB die Mengen &, !(G.xK) noch
eine Umgebung von X, iiberdecken. Durch eine Unterteilung des C™ in rechtwinklige
Kisten, deren Seiten zu den reellen Achsen des C™~ R®™ parallel sind, gelingt es sodann
eine (beliebig feine) endliche Uberdeckung {G,.} von G., zu konstruieren, die folgende
Eigenschaft hat :

1) Alle Elemente G,, sind offene holomorph-vollstindige Teilmengen von G,.

2) Jeder Punkt von G, ist in héchstens 2** Elementen G,, enthalten.

Nach dem Schrumpfungssatz gibt es eine offene Uberdeckung U'={U/} einer
Umgebung von X, mit U,ccU, Sind die Mengen G,, und das m-tupel p, sehr
klein gewihlt, so gibt es zu jedem (x, p) eint, so daB UYL =0 *(G,, x K(py)) in U,
enthalten ist. Wir konnen deshalb eine Verfeinerungsabbildung =t(x, 1) definieren,
so daB3 stets U,(}JCUT’(,{, w gilt. Sind 7y, gy, G, sehr klein, so sind offenbar fiir die Uber-
deckung ﬁlz{U&)} alle verlangten Eigenschaften vorhanden.

Die Konstruktion der Uberdeckung ’I\J; geschieht in analoger Weise. Man muf
nur ﬁo mit ﬁl vertauschen. Man kann also fj\, 41 aus ﬁv konstruieren und erhilt

dadurch die Kette fﬁv, V=10, ..., Vg

Wir wihlen nun p<p,v=1,2,...,v4 so klein, daB alle Uberdeckungen rﬁv
die Tube X(p) iiberdecken und setzen Uv={U(f)=fJJ<‘L’)nX(p) tu=1, ..., 1} Wie
man leicht sieht, sind alle Paare (U, r,) =W, MeBiiberdeckungen, U, ist eine zuldssige
Verfeinerung von U, ,  q.e.d.

Wir setzen fortan immer voraus, daBl schon p, so klein gewidhlt ist, daB3 tber
X =1X(p,) eine Folge von MeBiiberdeckungen U ,v=o, ..., v, im Sinne von Satz §
existiert. Wir werden uns im folgenden stets auf eine solche festgewihlte Folge beziehen.
Die Zahl v, wird spiter bestimmt werden.

4. Es sei U=(U={U, : v\=1,...,1,}, r) eine MeBiiberdeckung von X. Wir
setzen U(p) ={U,(p) : t=1, ..., 14}=UnX(p)={UnX(p) : v=1,...,1} und
ordnen den Koketten £eCYU(p), S), eine Norm |[|& ||y, zu. Wir setzen zunichst fiir
die Schnittflichen £*eI'(*U, S) mit *U=U, () :

[[* [[wwe=_max inf[[n*]|
KEN(tg ... 1) N*

Bxp'

Dabei ist B,=sat,®,(U, ,) und #*e['(B, ®,(S)) durchliuft die Schnittflichen

mit 7*|®, (*U) =0, (£*). Gibt es keine solche Schnittfliche, so sei ||&* ||y, = .

[[n*[],,, ist die in § g definierte Norm fiir die Schnittflichen in einer Garbe iiber ©,.
Die Norm fiir die Koketten £={%_  }eCYU(p), S) ergibt sich nun sofort.

Wir setzen einfach HEHupzfnaf [[ELOWHHu%._dl(p)p.
0reit)

Es gilt :
Satz 4. Es ser B eine Mefiiberdeckung von X, die eine zuldissige Verfeinerung einer Mefiiber-
deckung W ist. Ist dann E€C'(U(p), S) eine Kokette, so folgt : ||&||g, <||&]|u,
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Der Beweis ist einfach. Er folgt unmittelbar aus vorstehender Definition der Norm.

Die Brauchbarkeit unserer Norm ergibt sich durch folgende Aussage :

Satz 5. Es sei U,=(U,={UV},r,),v=—2,—1,0 eine Kette zulissiger Verfei-
nerungen von Mefiberdeckungen von X. Ist dann e<py, so wird die Beschrinkung &|X(p)
Jjeder Kohomologicklasse EcH'(X(p+¢<),S) durch einen Kozpklus wel'(Uy(p), S) mit

endlicher Norm || n||y,, reprasentiert. e= (e, ...,¢,) ist dabei ein m-tupel beliebig kleiner
posttiver Zahlen.

Beweis. Da U_,(p+¢c) eine Steinsche Uberdeckung ist, wird £ durch einen
Kozyklus n*eZ(U_,(p+¢<), S) reprisentiert. Wir betrachten die Schnittflichen

(I)n0<y):,...ul) er‘((bu(U50_2)z,(P+s))3 (I)KO(S))’ KEN(LO’ ] Lz)'

Thre Beschrinkung auf s=sat, ,, . ®,(USY,) sei mit vy, . bezeichnet (z(i,)=1,).
Da % ein holomorph-vollstindiger Raum ist, ist v; , unter dem Homomorphismus
«, : Of—~® (S) Bild einer Schnittfliche ¥, ;el'(%, Of). Die Beschrinkung v, .
von ¥,  , auf sat, @ (U ) hat dann endliche Norm (wenn =(k,)=1,).

Setzen wir noch : w=1*|X(p), so gilt @ (m;, )= (s . ). Also hat 4 in
bezug auf die MeBiiberdeckung Uy,= (U, 7,) endliche Norm. Offenbar erzeugt » die

Kohomologieklasse £|X(p). Damit ist Satz 5 bewiesen.

5. Es sei U eine MeBiiberdeckung von X. Eine MeBiiberdeckung B von X heiBt
eine hinreichend starke zuldssige Verfeinerung von U (in Zeichen BcclU), wenn es
zwischen B und U eine fiir die in Betracht gezogenen Untersuchungen geniigend groBe
endliche Anzahl von MeBiiberdeckungen U, v=o, ..., v* gibt,soda Uy=U, U, =B
und U, eine zulidssige Verfeinerung von U,_; ist, v=1, ..., v,.

Wir treffen folgende Festsetzungen.

1) Sind U, B, etc. MeBiiberdeckungen von X, so werde stets
U=(U={U, : v=1,...,4(U)}, 7)), B=(V={V,}, r(B)), etc.

gesetzt.

2) *U sei stets ein Durchschnitt U; ().

3) ¥V sei (bei beliebigen Verfeinerungen V von U) ein Durchschnitt V, ., (p)
mit (i) =1,.

4) *ﬁ:d)x(*U) fiir ein festgewdhltes »eN'(z, ..., 7).

5) ﬂ:ﬁ = iatr(u)pq)u(Uio )

6) V={V,=®,(V,(p)) : »eN()} fiir das feste x.

7) V={V,=sat,;g,9,(V,) : xeN(u)}.

Es sei ferner d eine natiirliche Zahl, die auch + oo sein darf. Wir bezeichen
mit I » die von der holomorphen Funktion #for in X erzeugte Untergarbe von H(X)

und setzen Sd=S/S-id. Die Quotientenabbildung ¢(d) : S—S, ist ein analytischer

271



44 HANS GRAUERT

Garbenhomomorphismus, der sich auf die Gruppen der Koketten, Kohomologieklassen
iibertragt. Wir bezeichnen die so gewonnenen Homomorphismen ebenfalls mit ¢(d).
Ferner generiert ¢(d) Abbildungen g¢,(d) : ®@,,(S)—>®,(S,). Wir setzen o, (d)=gq,(d)ox,

ay(d
und T, : O% —(>)(DKO(S,1)—>0 und erhalten dadurch aus I einen MeBatlas W@ fiir die
Garbe S, Die in bezug auf W@ gebildeten Normen bezeichnen wir durch Zufiigen
eines d zu den bei W benutzten Symbolen, z.B. ||£]|%,, ||E*||fw, usw. Trivialer Weise
ist die Abbildung £—&' = ¢(d)o£eC'(U(p), S,), £€C(U(p), S) in bezug auf die Normen
[1€||ups ||E'||%, unabhangig von (p, d) linear beschrinkt.

Es seien BcU MeBiiberdeckungen von X. Wir fithren in den Vektorrraum
CM*UnV, S) eine weitere Pseudonorm ein. Ist e C*(*UnV, S) eine Kokette, so werde
n=0 (1) eC‘(*ﬂn{f, ®@,,(S)) gesetzt (mit »eN’'(;, ...,;)). Man beachte, daBl wegen
Axiom 5 in Definition 4 V eine Uberdeckung von *U ist. — Wird nun 7 durch

Beschrinkung einer Kokette 7€ C"(*’I\J"nv, ®,,(S)) erhalten, so sei ||7||=inf|[7]|
7

*L?n;;p‘
Gibt es keine Kokette 7, so setzen wir wieder ||7||=co. Damit haben wir fiir n die
Norm ||7||gre= max |[|®,(n)]|| erhalten.

xeN'( %)

Tgees

In gleicher Weise erhilt man fiir die Koketten 7neC**UnV, S;) eine Norm
[|1]| @w,- Die durch g(d) erzeugte Abbildung C*(*UnV, S)—->C*(*UnV, S,) ist
unabhingig von (p, d) linear beschrinkt.

Wir zeigen :

Satz 6. Es seien B'ccBcW ccU eine Kette von Mepiiberdeckungen von X und
EeZMN*UnV(p), S;) ein (endlicher) Kozyklus, @<g, sei hinreichend klein. Dann gibt es eine
Kokette neC*—1(*U'nV'(p), S;) mit dn=E|*U’. Die Quordnung &—>v ist in bezug auf
die Normen ||E|| Ger ||| §yp unabhingig von (o5, d) linear beschrinkt.

Beweis. Wir wihlen »x€N'(i, ..., 4). Da ||£]|gs, endlich ist, wird E=0,(%)
durch Beschrinkung einer Kokette Fe Cx(*ﬁnf\\/j, D,,(S,)) erhalten. Wir wihlen MeRBiiber-
deckungen B,, U, v=r1,2 mit B'cB,cB,cB, Wcl,cU;cU. Da By, U, zulissige
Verfeinerungen von B, U sind, ist 'Z[ *ﬁlnvl sicher ein Kozyklus (Axiom g, Defi-
nition 5). Natiirlich wird im allgemeinen Vl nicht *ﬁl iiberdecken. Sicher wird jedoch
wegen Axiom 5, Definition 4 die Menge (ID,‘(W,‘)n"‘ﬁ1 iiberdeckt. Da die betrachtete
Garbe nur hier von null verschieden ist, konnen wir *ﬁlnvl zu einer Steinschen
Uberdeckung von *ﬁl erginzen und E’] *ﬁl als Kozyklus iiber *ﬁl ansehen. Nach
§ 3, Satz 8 gibt es eine Kokette 37 G 1(¥U,nV,, ®,,(S,)) mit 85=2|*T,, so daB die
Zuordnung E’—;v‘)' unabhingig von (d, p;) linear beschrinkt ist. Diese Kokette definiert
eine Kokette 7*eC*(*U,nV,, S,). Aus § 3, Satz 10 folgt sodann, dal

1=1*eC'(*U'nV'(p), S,)

die verlangten Eigenschaften hat.
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Wir zeigen eine weitere wichtige Aussage :

Satz 7. Es seien B'ccBcW ccU Mefiberdeckungen von X, £€l°(*UnV(p), S;)
ein endlicher Kozyklus. Dann kann man & als Schnittfliche aus T'(*U, S;) auffassen. Die
Quordnung E—E|*U' ist in bezug auf die Normen ||E||g,, ||E|¥*U’||}rwy, unabhingig
von (py, d) linear beschrinkt (wenn p<py). .

Beweis. Wir gehen wieder zu *ﬁ, V iiber (in bezug auf ein »xeN'(i, ..., 7))
und diirfen voraussetzen, daB g|*ﬁ1 durch Beschrinkung eines Kozyklus
Ze ZO(*ﬁlnvl, ®,(S,)) erhalten wird (wenn B’ cB,cB,cB, W cU,cU, cU). Wir setzen
wieder die Uberdeckung *tflnvl zu einer Steinschen Uberdeckung von *ﬁl fort.
Nach § 3, Satz g folgt deshalb, da die Zuordnung ?»g* =EJ] *ﬁz in bezug auf die

Normen ||€||;,l o ||&¥||s5,, unabhingig von (d, p;) linear beschrankt ist. Aus § 3,
Satz 10 folgt sodann die Behauptung unseres Satzes.

6. J. Leray hat folgenden Satz hergeleitet :

Es seien T ein topologischer Raum, A eine Garbe von abelschen Gruppen iiber T, U={U,}
sei eine offene Uberdeckung von T, die bzgl. A azyklisch ist, d.h. die Kohomologiegruppen
H'(U,. . ., A) verschwinden fiir v>o, l=o0,1,2,.... Dann git

HY (U, A)~H (T, A),v=o0,1,2, ... .

Da nach dem Theorem B von H. CarTan jede Steinsche Uberdeckung V bzgl.
einer kohdrenten analytischen Garbe S azyklisch ist, kann man den Lerayschen Satz
in der komplexen Analysis verwenden. Es sagt dann insbesondere aus, daB die Kohomo-
logiegruppen HY(V, S) unabhingig von V sind.

Wir werden hier den Lerayschen Satz fiir unsere Zwecke in einer verschirften
Form beweisen miissen :

Satz 8. Es seien B'ccBcUccl' Mepfiberdeckungen von X. Ist dann @ hinreichend
klein (p<p:<po), S0 gibt es zu jedem endlichen Kozyklus £el'(V(p), S;) eine Kokette
neC'*Y(V'(p), S;) und einen Kozyklus t*elU(p), S;), so daP bzgl. der Uberdeckung
V'(p) die Beziehung &* =%+ 3n gilt. Die Quordnung &—E*, n ist unabhingig von (py, d)
in bezug auf die Normen ||E||%,s ||E* & ||0||%, linear beschrinkt.

Beweis. Wir wiahlen eine Kette zuldssiger Verfeinerungen von MeBiiberdeckungen
von X :

B' ccB,,ccB,, _,cc...ccB,=BcUccl,,ccl,, ,cc...ccl,=U
g z‘,,,_,;\=UE‘;"..‘ik(p)nVE:)._JA(p). Eine Kollektion von in den Indizes
lgy -5 und g, ...,t, antikommutativen Schnittflichen &,

und setzen UY

o--oik, Loeeaty in Sd uber
Uz A werde eine Kokette aus Ci*=C**(U,(p), V,(p)) genannt. Wir bezeichnen

i,,...ik,v..,...
mit 3 die Korandoperation in bezug auf die Indizes :,, mit o die Korandoperarion

in bezug auf die Indizes i,. Offenbar gilt 33 =020=0, 3 =23. Cl* ist also fiir festes v
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ein Doppelkomplex, da alle Durchschnitte Ui.,...ik7 V»o...nl holomorph-vollstindige
Raume sind, folgt aus dem Theorem B von H. CartaNn, da8 § und 2 sogar exakt sind.

Wir definieren fiir C%* eine Pseudonorm. Jede Kokette £={Eiomik’ Lo“JA}EC\’?A
1 GCK(*UnVV(P)) Sd)’

.. 'Lk
*U=U£Z).uik(9)° Wir setzen ||£||\’,Z=maxl[&iumikllg’{v*w. Aus Satz 6 folgt sofort :
7/0...1/’6

ist, wenn i, ..., festgesetzt werden, eine Kokette £,

(1) Es se¢ A%o. Dann gibt es zu jeder endlichen Kokette £eCH* mit d3£=o0 eine
Kokette weClP}, fiir die on=E gilt. Die Quordnung &-sv ist in bezug auf die Normen
HELLE, 11|y, unabhingig von (o, d) linear beschrinkt.

Satz 7 ergibt :

(2) Die Quordnung £—~E'eC*(U(p), S;) mit EcC: und 3t =o0 ist in bezug auf die
Normen ||E||s,5 ||&'||u, unabhingig von (o, d) linear beschrinkt.

Wir definieren :
Zb*={EeChk* : S =0E=0}, k>0, \>o0,
Bi* —5oCh—12—1, k>0, 3>o,
B —2{£cCO" : sE=o}, >0,
B =3{£eCi™" : 2t =0}, k>0,
B} ={£cC)’, 8£=2E =0}

und setzen (%)
Hk,1=Zk,A/Bk,)\.
Es sei £€={&, . }€Z'(V(p), S;) ein Kozyklus mit ||£]|G, <M. Wir definieren

einige Folgen von Koketten :

E.tv ={‘ii,,...iv, r..,...Ll_v} eZ;,vl_v’ V=0, ~~'al'

Ev—__{ai.,...iv, lo...LL_v} EZ;'VZ—N(VM(p)’ V2v(9))’ V=1, ..., l‘

Ny z{nio...iv_l, Lu...Ll__\,} EC;\T—I’ll—vs V=1, ..., 1L

f'\n-’v={?ﬁo...i\,_l, to...v.,_v} EC'V_LI“V(VZV—l(P)’ V2v—1(p))$ V=1, ..., l‘

Yv={Yio...i\,_1, l..,...L,_\,_,}ECV_IJ_V”I(V%'(p)’ V2V(P))’ V=1, ..., I—I'

Y ={Yi0...i,} eC(Vy(p))-

Wir setzen zundchst & =& . und erhalten . Es werde dann v, so
bestimmt, daB oy, =%, , ist. &, sei d7,. Die Definition von 7, ist besonders einfach :
~ V.__(v"” . .
= (_I) * {Eio---i\._v Lo...n,_\,} mit Eio...iv_,, L.,...zl_‘,:gri.,...-riv_lﬂo...‘nl_,' Setzen wir

E‘,=8?v, so gilt offenbar : 3’?’)\,:%_1, 3" =&, (Man beachte, daBl alle Koketten anti-
kommutativ in ihren Indizees sind). y, wird so gewdhlt, daf3

oY =T —N1, oYy =T —N—3Yy_1

(*) Die Beweisidee ist, daB wir zeigen :

HY(V(e), S) s B m HEDly L x HIF  HF(UG), S)).
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ist. Es fOIgt SaYv =fgv—£v3 ng =3 v= aE.vv = a'EJv = 0. Dabei ist o= {Aiu. cin T Yig... iz}
zZu setzen.

(1) ergibt sofort : man kann die Kokettenfolgen so bestimmen, daB die Norm
der Koketten stets kleiner als ¢ M ist (¢,>1 eine von & und p;, d unabhingige
Konstante). Betrachtet man sodann &, als einen Kozyklus £€* aus Z'(U(p), S;), so
folgt aus (2) die Beziehung ||£* ||y, <¢,M (mit ¢,>1 wieder eine von &, p;, d unabhin-
gige Konstante). Es ist £*={f; ,=f . }=tf und <£*—tt=>3ry, Nach (2)
hat man ebenfalls ||zy;||p,<const.- M. Damit ist Satz 8 bewiesen.

§ 5. Ein Lemma.

1. Es sei wieder X ein komplexer Raum, K=K(p,)cC" ein Polizylinder,
n : X—K eine eigentliche holomorphe Abbildung. Ferner sei

W={W,=(W,, W,, ,, 6,=G, x K, T, : O ((S)—>0) : x=1, ..., %y}

ein MeBatlas in X. Im iibrigen sei die gleiche Terminologie wie in § 4 gewihlt.

Wir bezeichnen mit e={(e, ...,¢,) ein m-tupel natiirlicher Zahlen und mit
I(e) bzw. i(e) diejenige kohirente analytische Untergarbe von O(K) bzw. H(X),
die von den holomorphen Funktionen £ bzw. fYow,v=1, ..., m erzeugt wird. Wir

setzen S,=S/S% S¢=S. i(e) Esgiltiiber X—X, mit X,=7r"!(0), OeK = Nullpunkt,
die Gleichheit S,=o.

Durch die Quotientenabbildung S@Se erhilt man einen Homomorphismus
H'(X(p), S)—=HX, S,), C'(U(p), S)—-CYU, S,), etc., der auch mit g(e) bezeichnet sei.

Wir werden im nichsten Paragraphen zeigen, daB die analytischen Bildgarben
m(S), l=0,1,2, ... kohidrent sind. Der Beweis dieser Aussage benutzt ein an sich
interessantes Lemma, dessen Formulierung noch einige weitere Definitionen von Bezeich-
nungen erfordert.

1) A : my(S)—>Q sei ein Homomorphismus der Garbe =,(S) in eine kohirente
analytische Garbe Q iiber K.

2) H) (X(p),S) sei die Untergruppe derjenigen Kohomologieklassen von
HY(X(p), S), deren m-Bild eine Schnittfliche in der Garbe Ker A |K(p) ist.

3) Z'(U(p), S) sei die Gruppe der Kozyklen aus Z(U(p), S) die Kohomologie-
klassen aus H!(X(p), S) reprisentieren. Dabei ist U eine offene Uberdeckung von X.

Hauptlemma. Es seien BccUccl, Mepfiberdeckungen von X. Es gibt dann ein p, < g
und endliche Kozyklen %, ...,5.€Z4(U(py), S) und zu jedem endlichen Kozyklus
£eli(U(p), S), p<p, eine Kokette neC'~'(V(p), S) undin K(p) holomorphe Funktionen

a,(t),v=1,...,s5 so daff &= % a,(t)-&,+ 8 gilt. Die Quordnung &—a,(t), n st linear
v=1
beschrinkt in bezug auf die Normen : ||& ||y, |1 ay(t) |[or ||0]] 20

275



48 HANS GRAUERT

Zusatz. Es gibt eine Funktion f(e¢), deren Werte m-tupel natiirlicher ahlen sind, mit
lim f(e) = oo, so dap folgendes gilt (*) : Ist q(¢)o& kohomolog null, so kann man die Funktionen

e—> >

a,(t) so wihlen, daf sie in OeK Schnittflichen in der Idealgarbe I(f(e)) sind.

Wir bezeichnen mit n=ach(S) die kleinste ganze Zahl, zu der sich natiirliche
Zablen d,,, ...,d,<oco finden lassen, so daB die Garbe S-(f{om)*=o0 Iist,
v=n+1,...,m. n heiBe der Achsenrang von S bzgl. =.

In den folgenden Abschnitten dieses Paragraphen werden wir das Hauptlemma
fir den Fall (/, ) der Kohomologie vom Grade / und ach(S) = aus einigen Induktions-
annahmen herleiten :

1) m.(S) ist kohdrent, wenn [*>/; ach(S)<n.

2) Das Hauptlemma und der Zusatz gelten fiir den Fall (I*, n*), [¥*>[; n* < n.

3) mu(S) ist kohdrent, wenn ach(S)<n, [*=o,1,2,....

4) Das Hauptlemma und der Zusatz gelten fiir (I*, n*), n*<n.

Wir setzen bei der Induktion, die erst im nichsten Paragraphen vollstindig zu
Ende gefiihrt werden wird, voraus, da X, =, K festgegeben sind. Ebenfalls sei 98 fest
vorgegeben, jedoch nicht die Auflosungen TI',. S sei nicht fest und eine ganz beliebige
kohirente analytische Garbe tiber X.

2. Es miissen zunichst einige Vorbereitungen gemacht werden, u.a. ist es notwendig
mehrere Hilfssdtze zu beweisen :

Hilfssatz 1. Gelten Lemma und usatz fiir den Fall (I, n), Q =0, so folgt thre Giiltigkeit
Siir den Fall (1, n), Q beliebig.

Beweis. Wir wihlen zunichst fir Q=o0 Kozyklen E’l, .. .,E;GZ'(U(pl), S) im

-~
~

Sinne des Hauptlemmas. Durch die Zuordnung (ay, ..., ¢;)— ¥ a,m(E,) erhalten wir
1

einen Homomorphismus ¥ : OF—>m,(S). Wir setzen y=»>oy und bezeichnen mit M die
Kerngarbe von y. Da OF und Q kohirente Garben sind, ist auch M kohirent. Wir
kénnen ein p,<p,, eine natiirliche Zahl s und iiber K(p,) eine exakte Sequenz

g .
O*—>M—>0 definieren.

Wir setzen :
9, ..., 8%)=p(o,...,0,1,0,...,0),
1—te Stelle

E=30E i=1,...,s

Es sei nun £eZ}(U(p),S), p<p, ein endlicher Kozyklus, dessen ¢(e)-Bild

kohomolog null ist. £ 148t sich dann in der Form £= i T (t)?v + 8n darstellen, in der
v=1

(1) Wir verlangen nur, daB f(e) von& und p <p,, nicht aber, daB diese Funktion von e,, &, etc., unabhiingig
ist.
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die Funktionen a,(t) Schnittflichen in der Garbe I( 7(e)) sind. Andererseits ist das
T-tupel @= (ay(t), ..., @5(t)) eine Schnittfliche in M. Nach Satz 1, § 3 gibt es, wenn p
sehr klein ist, ein s-tupel a= (g (1), ..., q,(t)) in K(p) holomorpher Funktionen,

die Schnittflichen in einer Garbe I(f(?(e))) sind, so daB B(a) =7 gilt. Man hat
£E= X a,(t)§,+ 8. Offenbar ist die Zuordnung £->q,(t), n linear beschrinkt, q.e.d.
v=1

Aus dem Hauptlemma ergibt sich ein einfaches Korollar :

Korollar 1. Es sei 1*>1, ach(S) <n oder ach(S)<n, £e€Z"(U(p), S) ein endlicher
Kozyklus mit m.(€) =o0, p<p, hinreichend klein. Dann gilt £=3v, neC"Y(V(p), S). Die
Luordnung &—>v ist linear beschrinkt.

Beweis. Nach dem Hauptlemma gibt es endliche Kozyklen £, ..., £ eZ"(U(p,), S),
sodaBl §=2a,(1)€,+ 8 und mu(§)=o0 gilt (man setze Q= (§), A= Identitit). Fiir

hinreichend kleines p, hat man : & |X(p,) =387, 7,€C" 7 (V(py), S), ||n,]]mp, <M
Also ist £=3y, y=2a,m,+7, q.e.d.

Um ein weiteres Korollar zu gewinnen, bezeichnen wir mit d<<oo eine natiirliche
Zahl und mit S;, die in § 4 definierte kohirente analytische Garbe iiber X. ¢(d) sei
der natiirliche Homomorphismus S-S, C¥(X, S)—-C"(X, S,), etc.

Korollar II. Das Hauptlemma ist in bezug auf S; Z3,(U(e), S;) richtig, wenn
ach(S)<n und Z},(U(p), S;) — abweichend von der Definition in Abschnitt 1 — die Gruppe der
Kozyklen £€l(U(p), S;) bezeichnet, fiir die folgendes gilt :

Ist teK(p) n{tl—o} ein beliebiger Punkt, so gibt es stets eine Umgebung B(m(t))
und einen Kozyklus ﬁeZ (BnU(p), S), sodaf E|B=gq(d)o of ist.

Beweis. Da die Induktionsvoraussetzungen von Abschnitt 1 bestehen (%), brauchen
wir nur zu zeigen, daB man Z},(U(p), S;) auch wie in Abschnitt 1 definieren kann.
Zu dem Zwecke ist eine kohirente analytische Garbe Q, und ein Homomorphismus
At m(S,) —>Q, zu definieren.

Wir setzen S?= (tfor)-ScS. Offenbar ist S* eine kohirente analytische Garbe
iiber X. Nach Induktionsvoraussetzung ist das (/4 1)-Bild kohdrenter Garben
mit ach<n kohdrent. Also folgt die Kohdrenz von m,(S%). Nun besteht
iiber X die exakte Sequenz : 0->S*—+S—S;—0, zu der die exakte Bildsequenz

m(S) > my(Sy) >4 (8 ... gehort. Wir setzen A;=¢, Q ;=m,,(S%). Unter Verwen-

dung des (iiblichen) Lerayschen Satzes folgt sofort, daB Q ,;, »; nach der in Abschnitt 1
angegebenen Vorschrift gerade unsere Gruppe Z},(U(p), S,) definieren.

'Sl ) Da wir eine Vertauschung ¢, <> ¢, durchfithren kinnen, kénnen wir S; so behandeln, als ob
ach (8% <n gilt.
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3. Es werde ein weiterer Hilfssatz hergeleitet :

Hilfssatz 2. Es seien BccW Messiiberdeckungen von X, d eine natiirliche Zahl. Dann gibt
es zu jeder Kokette neC'(U(p), $°), o< po, eine Kokette e CY(V(p), S) mit <<%>dorc> N=m.
Die Quordnung n—7 ist in bezug auf die Normen ||n||y,, ||7||p, unabhingig von d linear
beschrankt.

Beweis. Wir wihlen MeBiiberdeckungen B, p=o0, 1, 2 mit B=B,ccB,ccB,=U
und eine feste Funktion x=wx(y, ...,4)eN(t, ..., ) und setzen *Vu=Vf;‘?._”,

B, =sat, (g, D, (*V,), n*=m, ... Wicin§3, Abschnitt 6 kann man tiber einer Umgebung
von B, die exakte Sequenz O%*3® (S)—>0 zu einer exakten Sequenz :
(+) 0r50% 20, (S) >0

erginzen. Wir beschrinken (%) auf B,nG, x K(p, (d, 00, ..., 00)) und erhalten das
kommutative Diagramm :

Hr(d) "2 Ho(d) " @, (8% -0
(**) res; T res; res, 1\

|
00 L0% Za,S) »o

in dem die Zeilen exakt sind.

Da 7 endlich ist, gibt es eine Schnittfliche 7*eT'(B;, O%) mit «, (7*)=®(n*).
Es gilt wegen 1eCY(V,(p), S*) die Beziehung a, (d)ores;n* =o. Es l4Bt sich also eine
Schnittfliche ¥ *eT'(B,, O) finden mit k(d)ores,3 * =res;n*, derart, daB die Zuordnung
n—>%* unabhingig von d linear beschrinkt ist.

Wir setzen 3* =1 %(7*—ho5*) und y* =0, (3*). Man hat @, (n*)|By=17.v*.
Wird noch %, =®,'(y*) und %={7, .} definiert, so ist ||7||g, endlich, die
Zuordnung 7—>7] ist unabhingig von d in bezug auf die Normen |[|7||y,, ||7||g, linear
beschrinkt. Ferner gilt #-5=n.

- Wir zeigen, dal aus dem Lemma und den Induktionsannahmen der Zusatz
folgt :

Hilfssatz 3. Gilt das Hauptlemma fiir (1, n), so ist auch sein Qusatz fir (I, n) richtig’

Beweis. Wegen Hilfssatz 1 konnen wir uns auf den Fall Q=o0 beschrinken.
Wir wihlen eine Kette von MeBiiberdeckungen BcclUccll,cW,ccUccl,. Es sei
£e€Z'(U(p), S) ein beliebiger endlicher Kozyklus. g(e)of sei kohomolog null, d eine
beliebige natiirliche Zahl. Wir nehmen an, dafl e sehr groB} ist, u.a. daBl ¢>d gilt.
Nach Induktionsvoraussetzung ist der Zusatz des Hauptlemmas fiir S; richtig.
Man kann also endliche Kozyklen E/l, ...,Egezgd(U(pl), S;) bestimmen, so daB
q(a’)o&=2av(t)’z+ 3% ist. Dabei ist 9 eC'(Uy(p), S;) eine Kokette, die qa,(t) sind
holomorphe Funktionen in K(p), die Schnittflichen in einer Idealgarbe I(f;(e)) sind.
Ist p,<p, hinreichend klein, so gibt es (genauer : nach Verfeinerung von )
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endliche Kozyklen &, ..., §,€Z/(U(p,), S) so daB g(d)of,=7,[X(p,) gilt,v=1, ..., 5"
Ferner kann man zu %] durch die in § § beschriebene Polynomfortsetzung eine endliche
Kokette 1eC'*(Uy(p), S) finden, fiir die ¢(d)on="7% ist.

Wir setzen £¥* =£— 3 4,(1)€,—387 und erhalten einen Kozyklus mit ¢(d)o&* =o,
v=1

p<p, Es sei d*<d eine natiirliche Zahl, derart, daB S* torsionsrecht (!) ist.

N a—d+

£ =r1t* / <£1—> ist dann (bei sehr kleinem p) ein Kozyklus aus Z'YU,(p), S) mit
. 1

€ |lge=C"|1&*||lu,,- Aus dem Hauptlemma folgt : Es gibt endliche Kozyklen

£, ... Ei€Z (U (py), S), so daB & =35, (£)E 4+ dn* gilt (mit n*eC**(V(p), S)). Man

d—ad* v d—d+
hat also : £=2afk,+ <—tpl> ZhE 4+ 8<n + <;—1> v;*>. Offenbar ist die Zuordnung
1 1

£—>a,, b, etc., linear beschriankt. Es folgt, da nun der Zusatz fiir das Kozyklensystem
(¢, &) gilt, daB der Zusatz auch fiir ein beliebiges Kozyklensystem

(B - - -5 E) €Z(U(py), S)

richtig ist, das eine Basis von ZYU(p), S) im Sinne des Hauptlemmas ist, q.e.d.

4. Offenbar kann man ohne Einschrinkung der Allgemeinheit die Voraussetzung
machen, daB pH<1<p® gilt. Wir bezeichnen mit p* das m-tupel (1, g, .., 0,)
und mit BcUW MeBiiberdeckungen von X. Man kann nun jeder endlichen Kokette
neC(U(p), S) eine Zerlegung n= = <§> m, zuordnen, in der =,eCH{V(p*), S)

v=0 \V1
Koketten sind :

Es sei wieder »=x(t, ..., 4)EN'(4, ..., ) eine beliebige, aber feste Funktion.
Wir betrachten die Auflésung O””gd)no(S)»o. ®@,(m,...,) wird durch Beschrankung
einer Schnittfliche #*=x, , eT'(B, ®(S)) erhalten (mit B=sat,;,,®, (U, .)).
7* ist das «,-Bild einer Schnittfliche £=§,  eI'(B, O%). Wir entwickeln £ in eine
\ v
Potenzreihe : £=2X <§) £, &, kann als eine (nicht von ¢, abhingende) Schnittfliche
1
aus I'(B’, O%) angesehen werden (B'=sat,y, @, (U )). Wir setzen nun

loeely
7)1(.:). oy (D;)locx(gv) ! Vl.. ey

und 7,={n" ,}. Man sicht sofort, daB die Zuordnung v-—v, unabhingig von v,
p1 in bezug auf die Normen ||7]|y,, ||%,||p,+ linear beschrinkt ist.
Wir zeigen :

Hilfssatz 4. Es seien BccWccl, Messiiberdeckungen von X. Ist p,<p, hinreichend
klein, so gibt es endliche Kozyklen £,€Z(U(py), S), so dapB folgendes gilt : Ist £€Z(U(p),S),

(1) Das bedeutet hier, daB der durch 6 (t;07).c erzeugte Homomorphismus Sd*—Sd* iiber X, injektiv
ist. Zur Existenz vgl. Fussnote (2) auf p. 25.
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p<e: an endlicher Kozyklus, so lassen sich eine Kokette =weC'*(V(p),S) und in
K(p) holomorphe Funktionen a,(t) finden, derart, daf die ZJuordnung &—>,a,(t),

1/py (E— Zs‘. a,(t)E,—8) in bezug auf die Normen
v=1

HE e [1as(t) llos | llwes [|1/r- (E—2a,(1)E,—37)||g,

und in bezug auf die letztere sogar unabhingig von o, linear beschriinkt ist.

Beweis. Wir entwickeln zunichst & nach der vorhin angegebenen Vorschrift in

@

. . i\ i .
eine Potenzreihe £{= X <_P_1> ,» setzen 7, = X <P > g v, und definieren
0 \P1 v=0\P1

V. v — - v— I\ ’
Y\,={on)”.%“}=t187)v-91 1=8<— Z P1 1<_1> z"">
w=0 P1

Wir wihlen MeBiiberdeckungen B, ..., 8, mit BccB,cc...ccB,ccU. Die Zuord-
nung £—y, ist dann in bezug auf die Normen |[|£||y,, ||v,||s « unabhingig von v, o,
linear beschrinkt. Es gilt v,eZ'*1(V,(p*), S).

Wir bestimmen nach Hilfssatz 2 eine Kokette ¥,eC'*1(V,(p*), S) mit -7, =1,.
Es sei d eine natiirliche Zahl, so daB S* torsionsrecht ist. .5, ==t/-p7 8%, ist dann

ein Kozyklus aus Z'*Y(B, (p*), S?. Es gilt = ,(#-F,)=o0. Also folgt aus dem
Korollar I : #.5,=2380, mit o,eCY(V,(p*), S%.

Wir setzen 7, = q(d -+ 1)o(tn,—p,0,) € Z{(V. ( *), Sq.y) fir v>d, ng=g(d+ 1)k
Nach Induktionsvoraussetzung gilt : %, =73a,,(t)& u—l—Swv, wobei
w
£, 23, (U(p1)s Sa41)s 0,6C 1 (Vy(p*), Sypy)

und die Funktionen a,,(t) in K(p*) holomorph sind. Ist p;<p, noch hinreichend

klein, so sind éu g(d+r1)-Bilder endlicher Kozyklen £,eZ'(U(p}), S) (genauer : nach
einer Verfeinerung von ), ferner ist o, ¢(d -+ 1)-Bild einer Kokette «,eC'—1(V,(p*), S).
Alle Zuordnungen &—w,, a,,(t) sind in bezug auf die Normen

e 1160l l,p05 1@ (D) [lgrs v>d bzw. 617|030 [|, s 0377120, (1) ||
unabhingig von (v, p;) linear beschrinkt.

Nun ist das ¢(d-+1)-Bild der Kokette

a4 /¢
Di:tf-E\',—plcz—Zam(t)Eu-—Swv, v>d, D;= s <—1
w v

> g, —2ay, &, —uy
=0\f1

gleich null. Nach Hilfssatz 2 148t sich eine Kokette
0,eCI(V,(6%), ), 0,cCH(V,(6¥), 5), 5,6C:(Vi(p¥), S)
konstruieren, so daB oy =ti*1p), 0, =1ti"10, o} =tls,v=d+1, d+ 2, .... Wir setzen
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@ v ® v—d
o= S =0,|X(p), a(t)= T “a,(t)+a,t)|K(p),
v=d+1 pl v=d+1 Pl
@ tv—-d @ t
o=+ I o,|X(p), o=t{n,+ T —0,|X(p)

v=d+1 pl v=d+1 Pl

Man hat dann :
E_Zau(t)gu_sm - tl -D + 910'.

Offenbar ist die Zuordnung £->a,(t), », 0, ¢ in bezug auf die Normen
HEugs 11z [l aulle

und in bezug auf [|0||g,, ||o||g, unabhingig von g, linear beschrinkt. Daraus folgt
sofort der Hilfssatz 4.

5. Der Beweis des Hauptlemmas kann nunmehr in wenigen Schritten erbracht
werden. Wir wenden den Hilfssatz 4 und den Satz 8 aus § 4 an und wihlen eine MeBiiber-

deckung B; mit BccB,ccU. Es seien E;, .. .,E;EZ’(U(pl), S) endliche Kozyklen
von der Art, wie sie in Hilfssatz 4 auftreten. Ist £€Z(U(p), S), ||& ||y, <M ein Kozyklus,
so konnen wir Funktionen ¢%(t) und eine Kokette 7,eC'1(V,(p), S) bestimmen, so
daB ||a9(t)|],<c-M, [|no]]w,,<c-M und ||&]]]g,,<prc’ - M ist, wenn £ eZ(V,(p), S)
s ~
den Kozyklus & =.— 3 al%(t)€,—3n, bezeichnet. Dabei ist ¢>1 eine von E, ¢’ eine
v=1
auch von p; unabhingige Konstante. Nach dem Lerayschen Satz 8 kann man jedoch einen
Kozyklus £,e€Z(U(p), S), ||& ||, <c1¢'e: MM und eine Kokette

1€ CHV(p), S)s [[M0]|me< 16’1 M

bestimmen, so daB8 &, —& =3, ist. ¢,>> 1 ist wieder eine von p; und & unabhingige
Konstante.

Wir wenden nun das gleiche Verfahren auf &, an, konstruieren &, a{(t), ny, 0}, &2,
wenden dann das Verfahren auf & an und fahren so fort. Offenbar konver-

gieren die Reihen a,(t)= ¥ a¥(t),n= ¥ (n,+m,), wenn ¢ ¢'p;<1/2 ist. Es gilt dann
w=0

||a,(t) ||, < const M, || H‘.’}p< const M und £=3a¢,+ 8 Damit ist das Hauptlemma
aus den Voraussetzungen in Abschnitt 1 hergeleitet.

6. Im Falle ach(S)=o gibt es natiirliche Zahlen d,, ..., d,, so daB iiber X, die

Halme der Garben #»-S=o0 sind, v=1, ..., m. Man kann S als kohirente analytische

Garbe iiber dem kompakten komplexen Raum Y = (X,, H(X)/ I (dy, ...,d,)) auffassen,

wobei i(dl, ...,d,) die von den holomorphen Funktionen tMom,v=1, ..., m iiber X
definierte Idealgarbe bezeichnet. Das Hauptlemma (und der fiir diesen Sonderfall
triviale Zusatz) folgen also fiir (/, o) aus folgenden Satz :

Satz x. Es sei X ein kompakter komplexer Raum, der durch eine holomorphe Abbil-
dung @ : X— K auf den Nullpunkt eines Polyzylinders K cC™ abgebildet ist. BccUccl, sei eine
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Folge von Messiiberdeckungen von X. Sind dann ,, ..., 5,€Z}(U, S) endliche Kozyklen, die
eine Basis der Kohomologiegruppe H'(X, S) bilden, so gibt es zu jeden endlichen Kozyklus
£el(U, S) komplexe Zahlen a, v=1,...,s und eine Kokette neC'*(V,S), so daf
g=2Xak,+3 gilt. Die Juordnung &—>a,, v ist in bezug auf die Normen ||&||y,, ||n]]g,
|a,| linear beschrinkt.

Beweis. Wir wihlen zunichst eine feste Funktion x=1u»(y, ..., ;) €N(ygs ..., 1)
und setzen 7= (, ..., ). Wir wihlen sodann eine MeBiiberdeckung U’ mit BccU’ cclU
und natiirliche Zahlen d,, ..., d,, sodaB t*.S=o gilt, v=1, ..., m. Man hatin X die
MeBkarten (1. Art) : '

W, ;= (Sé’tr(u)pu(i)Ui’ (Du(i): Satr(l[)p(pu(i)(Ui)> con)s Wy, = (Sétr(u')pu( ')Uf, (I)x('ri)3 cen)

T,

Da auch #-®,(S)=o gilt und wir deshalb bei der Definition der Normen || ||y,
Il Tl II [l [] [lz mit Schnittflichen f in O% auskommen, die Polynome vom
t,-Grade<d, sind, folgt, daB die Abbildung £—§ fiir £€ZY(U, S) bzw. n—y fir
neC'(U", S) in bezug auf die Normen |[[&|[y,—||E|l; bzw. [[n]|l;—||n]||g, linear
beschrinkt ist. Also ergibt sich Satz unmittelbar aus Satz 7, § 2.

Ferner ist das Hauptlemma fiir den Fall (/, n), /[>A(2W), richtig. Da wir nur
alternierende Koketten betrachten, gilt fiir [>A(W) : C(U (p), S) =o. Dariiber hinaus
folgt, daB =;(S), [>A(MW) gleich null und damit kohdrent ist.

§ 6. Die Kohirenz.

1. Es ist zweckmiBig, zunichst das Lemma des vorigen Paragraphen abzuindern.
Wir bezeichnen mit e= (e, ...,¢,) cin m-tupel natiirlicher Zahlen und mit H{(X, S,)
den komplexen Vektorraum g¢(e)oH'(X(p), S)cHYX, S,). p sei dabei so klein gewihlt,
daB H(X,S,) maximal ist. Dieses ist stets moglich, da HYX, S,) als Kohomologie-
gruppe eines kompakten komplexen Raumes aufgefa3t werden kann und deshalb endliche
Dimension hat.

Lemma (x). Aus den Induktionsvoraussetzungen § 5, Abschnitt 1 folgt : Es gibt ein m-tupel
natiirlicher Zahlen €y, so daf folgendes gilt : Sind &y, ..., ¢,e H(X(p,), S), p1<po Kohomologie-
klassen, derart, daff q(eg)ok,,v=1, ..., s den komplexen Vekiorraum H, (X, S,) aufspannen,
so gibt es zu jeder Klasse t(eH'(X(py), S) in K(p), p<p, holomorphe Funktionen a,(t),
v=1,...,5 so daf E|X(p)= X a,(t)€,|X(p) ist. Es gibt eine Funktion f(e)<e mit

v=1
lim f(e) = oo und folgender Eigenschaft : Ist q(e)ok =0, so kann man die Funktionen a,(t)

e—>

so wdihlen, daf sie Schnitiflichen in der Idealgarbe I(f(e)) sind (1).

Beweis. Wir wihlen eine Folge BccUccl, von MeBiiberdeckungen von X.
Nach § 4, Satz 5 gibt es endliche Kozyklen £*, £, aus Z'(U(p), S), die die Kohomologie-

(*) Wir fordern fortan nur, daB f(e) von &, e, p unabhingig ist.
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klassen E|X(p), £,|X(p) reprisentieren. Ist p,>p, noch hinreichend klein, so
existieren endliche Kozyklen vj, ..., v,€Z'(U(p,), S), so daB in bezug auf vj, ..., ¥,
und jeden endlichen Kozyklus £*eZU(p), S), p<p, die Aussage des Hauptlemmas
gilt.
Man kann komplexe Zahlen ¢,, finden, so daB g¢(e)o(y,—2¢,,) =0 ist.
w

v, bezeichnet dabei die von v, reprisentierte Kohomologieklasse. Ist ¢, hinreichend gro8,
so hat man in X(p) die Darstellungen y,—Z¢, £, = g a,,(t)y,, inder a,(t) in K(p)
holomorphe Funktionen sind, die in oeK(p) verschtv?liden. Das Gleichungssystem 1a8t
sich deshalb nach y, auflésen : v, |X(p) = § by, &,

Nun gilt nach dem Hauptlemma : ﬁulgil(p) = § a,(t)y, und mithin folgt

21X (e) = 3 a1 b, (D5, | X(0),
q.e.d. '

Die Existenz der Funktion f(e) ergibt sich unmittelbar aus dem Zusatz des
Hauptlemmas.

2. Esseien t,=(t), ..., #2)eK ein beliebiger Punkt, e=(e, ..., e¢,) ein m-tupel
natiirlicher Zahlen, I(e, t;) bzw. i(e, t,), die von den Funktionen (f,—#)* bzw.
(t,—t9)™om,v=1, ..., m erzeugte kohirente Idealgarbe iiber K bzw. X, S, =S/S- I (e, 1),
g(e, t,) die Projektion S—S,. Ferner sei H!(X, S, ) die Untergruppe derjenigen
Kohomologieklassen EeH'X, S, ), zu denen es eine Umgebung U(x"'(t)) und
eine Kohomologieklasse geH’(U, S) mit g(e, to)oé =& gibt.

Es seien in den folgenden Abschnitten 2-4 die Induktionsvoraussetzungen aus § 5,
Abschnitt 1 gemacht. Wir leiten daraus einige Sdtze her.

Satz 1. Es set p<p, hinreichend klein gewdhlt. Dann gibt es zu jedem ¢ und zu jedem
Punkt tye K(p) Kohomologicklassen E,(e, t,)eH'(X(p), S), v=1, ..., s=s(e, 1), so
daB q(e, to)ok, (e, t,) den komplexen Vektorraum H'(X, Sy ) aufspannen.

Beweis. Wir zeigen zunichst folgende Aussage :

(%) Satz 1 gilt fiir Garben S* mit ach(S*)<x. In diesem Falle kann man sogar
P=p, Setzen.

In der Tat! Wir setzen S®=S§. i(e, t,) und erhalten die exakte Sequenz :

0—>S8*% >8>S, —o.

Unter Verwendung von Satz 5, § 2 ergibt sich daraus ein kommutatives Diagramm,
dessen Zeilen exakt sind : '

SHI(X, 8) SH(X, S,) >H1(X, %) . ..
Qm 12574 , Q m41
ST (K, 5(S)) >T (K, m(Se;)) > T(K, m44(SH)—. ... .

283



56 HANS GRAUERT

Fiir jede Klassen £eH!(X, S, ) gilt : W;HZE‘—*-O und mithin : ©f=an, ne'(K, m,(S)).
Also ist £=dn; ™. Da H'(X, S, ) endlich dimensional ist, folgt ().

Der Beweis von Satz 1 ergibt sich nunmehr leicht aus (*). Wir wihlen ein p;<p,,
so daf} folgende Aussage gilt :

(%) Ist £eH'"'(X(p), S), p<p; eine Kohomologieklasse mit = ,(§)=o0, so
gilt £=o.

Nach dem Korollar I aus § 5, Abschnitt 2 existiert ein solches p,. — Es sei nun
t,eK(p), p<p, ein beliebiger Punkt und e ein beliebiges m-tupel natiirlicher
Zahlen. Wir wihlen ecine natiirliche Zahl d so, daB — nach allen biholomorphen
Transformationen ¢ : K(p)—>K(p), # >0 mit ¢'= (&, &, ..., t)eK(p) — die Garben
(8, —1)%. S, (t;—1))%- 7, (S) torsionsrecht sind, und setzen S*=S. (—))2¢ T S, =S/S*.
Es gilt dann ach(Sy,)<n (genauer : nach allen Transformationen o). Nach (%)
gibt es also Klassen Z,, ..., EseH’(X(p), S«), so daB die Klassen q(e)ogveH’(X, Set,)
den komplexen Vektorraum H!(X, S,) erzeugen. Aus der exakten Sequenz :

0—>S*>S—->S,—o0
folgt die Kohomologiesequenz :
—>H(X(p), S)~>H X (p), Sx) >H"*1(X(p), S*)—>... .

Fiir jede Klasse geH’(X(p), Sy4) ist sicher ag/(tl—tf)e”'d eine eindeutig bestimmte
Kohomologieklasse aus H'*1(X(p), S), es ist

(t—1) "y 1 (a8 ) (— 1)+ %) =744 (a € [ (8, —11)) = 0.
Also folgt ak| (t,—8)* = 0, wenn diese Klasse als Kohomologieklasse aus H'**(X(p), S)
betrachtet wird.
Bezeichnet St die Garbe S-(t,—))* und S, die Garbe S/S*, so erhilt man
die exakte Sequenz

0—->St—>S8—>S, —»o.
Ferner hat man Abbildungen : S*—S*, S, —S_ und mithin ein kommutatives Diagramm :
~HY(X(p), 8) SH'(X(p), Si) SH*1(X(p), $*) ...
b 4 L
~H(X(p), S) ~H'(X(p), S,) ~H""*(X(p), 5%) ...,
in dem die Zeilen exakt sind. Es gilt ba% —=o und also 4% =ct, EeH(X(p), S). Ferner
ist g(e, t))o& = g(e, t)of. Man kann also Klassen &,eH(X(p), S) mit
9(e, )0k, =g(e; to)oF,

bestimmen, womit Satz 1 bewiesen ist.

3. Wir werden jetzt in mehreren Schritten aus unseren Induktionsvoraussetzungen
die Kohirenz der analytischen Bildgarbe m,(S) zeigen (ach(S)=n). Es sei wieder p,
hinreichend klein gewihlt.
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Hilfssatz 1. Es gibt endlich viele Schittflichen s, ..., s,€T(K(p), m(S)), die iiber
K(p) jeden Halm von w,(S) erzeugen, p<p;.

Wir wihlen p; so klein, daB das Lemma (%) und der Satz 1 gelten. Es sei
t,eK(p), p<p;, ein belichiger Punkt, K'ccKcK(p) schr Kleine Polyzylinder um t,.
Ist e, ein m-tupel natiirlicher Zahlen, so gibt es Klassen £(e,, t,) eH'(X(p,), S), derart,
daB die Kohomologieklassen g¢(e, 5)0&, (e, t,) eine Basis des komplexen Vektorraumes
H!(X, S,;) bilden. Nach Lemma (%) gibt es ferner feste, nicht von e,, t, abhingende
Kohomologieklassen &, ..., £, eH(X(p), S), p<p;, so daB & (e, t,) =3Za,,(ey, t,) &,
gilt.

Wir wiéhlen nun ¢, sehr grof. Ist dann K sehr klein, so kann man zu jeder
Kohomologicklasse £eH(x(K),S) in K’ holomorphe Funktionen b6,(t) finden,
so daB gln_l(fi’) =2b,(1)E, gilt. Da man zu jedem Element ye(m(S)); ein K und
ein £ finden kann, so daB m,(E), =y ist, folgt, daB die Schnittflichen s,=m,(%,) jeden
Halm der Garbe m,(S)|K(p) erzeugen, q.e.d.

Wie man sogleich sieht, ist auch folgender Zusatz richtig :

Zusatz. Es gibt eine Funktion f(e, t,)=f(e)=(fi(e), ..., f.(2)) mitlim f(e)=c0,

e—> o

so daf man die b,(t) so wihlen kann, daf sie Schnitifiichen in der Idealgarbe 1(f(e),t,) sind.

Wir benétigen noch einen weiteren Satz :

Satz 2. Es sei p,<p, hinreichend klein gewihlt, tye K(p), p<p, ein beliebiger Punkt,
tEeHY(X(p, ), S) eine Kohomologicklasse mit q(e, t,)oE =o0. Dann gilt eine Darstellunn

£l X(p) = 2 a’(t)E,| X(p), in der E, feste, nicht von e, ty, & abhingige Kohomologieklasseg

aus H'(X(pl), S) sind und a,(t) idber K(p) Schuittflichen in der Idealgarbe I(f(e), to)
sind. Dabei ist f(e)=f(e, t,) =(fi(e), ..., fn(®)) eine Funktion von e mit lim f(e)=

e-—>

Beweis. Wir zeigen zunichst :

(¥) Ist S* eine kohirente Garbe iiber X mit ach(S*)<n, so gilt Satz 2. Man
kann in diesem Falle sogar p,=p,—c setzen, €>o0 beliebig klein.

In der Tat! Nach dem Lemma (%) gibt es eine Funktion f(e)=f(e, t,), so daB
m(8) eT(K(py), m(S*)-I(f(e), 1)) gilt. Da =,(S*) kohirent ist, gibt es endlich viele
" Schnittflichen s, ..., s,eT'(K(p,), 7(S*)), welche die Garbe m,(S¥)|K(p;) erzeugen.

q
Bezeichnet « den Homomorphismus (ay, ..., a)—> 3 a5, : O%—>m(S*), so liegt (m,(€))y,

v=1

im Bild der Garbe *Of= él( f(e), ). Esfolgt nach Cartan [3] : Es gibt eine Schnittfliche
cel'(K(py), *¥O9 mit a(c)=m,(E). Daraus ergibt sich unmittelbar (%), weil nach
Satz 5, § 2 die Bezichung H"(X(p), S*) ~'(K(p), mx(5*)), p<pg {*=0, 1, 2, ... gilt.

Der Beweis von Satz 2 ist nunmehr schnell erbracht. Wir definieren S*; S,
S*, S, wie beim Beweis von Satz 1. Nach (x) bestimmen wir Kohomologieklassen
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Eys - - vs £, H(X(py), S4), 50 daB Satz 2 in bezug auf Sy, &y, ..., &, gilt. Wie im Beweis
von Satz 1 konstruieren wir dann Kohomologieklassen &, ..., %, derart, daB das
b-Bild von £, in HYX(p,), S,) mit dem &-Bild von év iibereinstimmt. Ferner seien
Eir1s-- s E,€H(X(py), S) Kohomologieklassen, fiir die das Lemma (%) gilt (zur
Darstellung von Klassen & eH'(X(p;), S) mit p<pg;<p,).

Man hat nun :

1) £=Bild von £ in H(X(p,), Sx) = é J(HE,
mit a,(t) eT'(K(gp), I(f(e), 1)), .

2) (&— 2 a(t)w)/(h—to)“‘—dGH'( (e0), S)
und mithin glelch 2 K L(t)€,, wobei die a)(t) in K(p) holomorphe Funktionen
sind. Wir setzen a ( )_a (t). (t;—))** und erhalten &= 2 a,(t)E,, q.e.d.

Es ist klar, daB8 der Satz 2 in bezug auf jede Basis &, ..., £,eH'(X(p,), S), 1 <p,
richtig ist, fur die das Lemma (%) gilt.

4. Um die Kohidrenz von =,(S) iber K(p'), p’<pp zu zeigen, mul nur noch
nachgewiesen werden, dafB fiir eine spezielle im Sinne von Hilfssatz 1 konstruierte Basis
515 + -+ 5, auch jeder Halm der Relationengarbe R(s;, ..., s,) |K(p’) von Schnittflichen
iber K(p') erzeugt wird. Wir wihlen p'<p (p im Sinne von Hilfssatz 1). Es sei
t,eK(p’) ein beliebiger Punkt, f;,v=1, ..., ¢, ¢ Keime von holomorphen Funktionen

q A
in t, so daB ¥ s,f; =o0 gilt. Man kann dann einen kleinen Polyzylinder K cK(p’)
v=1

um t, und in K holomorphe Funktionen f,v=1, ..., ¢ finden, die in t, den Keim
Jfu, erzeugen, so daf Zf s,=o0 gilt. Wir wihlen ¢ in K(p) holomorphe Funktionen

S Y, so daB f,—f¢ iiber K eine Schnittfliche in I(e,1,) ist. Dabei ist ¢ ein
m-tupel natiirlicher Zahlen. Nach Konstruktion von s;, ..., s, gibt es Kohomologie-
klassen £ eH'YX(p),S),v=1, ..., ¢ mit (%) =s,. Die Klasse g(e, t,)o> fI%,

sicher kohomolog null. Wir diirfen annehmen — wie das nach Konstruktion von sy, ..., s,
im Beweis von Hilfssatz 1 der Fall ist — daB in bezug auf die Kohomologieklassen
£y -5 E,.€H (X (p), 8) das Lemma (x) gilt. Es gibt nach Satz 2 holomorphe Funktionen

af)(t)eT(K(p"), I(f(e), t,)) mit 3 fCE, =Za(e)(f) Man hat also
((fP—dD, ..., (f9—df)) ey =T(K(p"), R(sy, - - -5 5,))-

Es gilt (f©—a®) ——fveI( f(e), t,). Mithin folgt aus dem in § 3 bewiesenen Satz 2, da
f(e) beliebig groB sein kann, daBl der Halm (R(sy, ..., s,));, von den Schnittflichen
aus I} erzeugt wird.

5. Es ist nun moglich geworden, eine allgemeine Aussage iiber die Kohirenz
der analytischen Bildgarben zu machen. Offenbar kann man jeden Punkt t,eK durch
eine biholomorphe Abbildung K—>K auf den Nullpunkt o0eK transformieren. Jeder
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Punkt von K ist also gleichberechtigt. Es folgt daher die Kohirenz von m(S) iiber
ganz K. Das bedeutet, daB die in den Paragraphen 5 und 6 durchgefiihrte Induktion
vollstindig ist. Alle Garben m,(S), /=o0,1,2,... sind kohdrent. Wir zeigen dariiber
hinaus :

Hauptsatz 1. Es seien © : X—Y eine eigentliche holomorphe Abbildung eines komplexen
Raumes X in einen komplexen Raum Y und S eine kohdirente analytische Garbe iiber Y. Dann sind
die Bildgarben =,(S),l=o0, 1,2, ... kohdrente analytische Garben iiber Y.

Beweis. Der Satz ist in bezug auf Y von lokaler Natur. Wir diirfen daher annehmen,
daB Y biholomorph in einen Polyzylinder K eingebettet ist. Man hat also eine eigentliche
holomorphe Abbildung w, : XK. Nun ist 7.,(S)='r,(S), die triviale Fortsetzung
der Bildgarbe m,(S). Ferner ist =,(S) genau dann kohirent, wenn 'm,(S) es ist. Damit
ist der Hauptsatz I bewiesen.

Wir geben noch eine andere wichtige Aussage an. Es sei »€Y ein beliebiger
Punkt, m das maximale Ideal des lokalen Ringes H,, m" das Unterideal von m, das von
den Elementen f,- ... -f,, fi, ..., f,em aufgespannt wird, v=1,2,3, ... . Ferner sei
m’ der Keim entlang =~ '(y) der Untergarbe von H(X), der von den Schnittflichen
fom, fem® erzeugt wird. Man sieht sofort, daB es einen natiirlichen Homomorphismus
A (m(S)),—~>m(S/S -m"), gibt, der durch die Beschrinkungsabbildung S-—S/S-m’
definiert wird.

Hauptsatz IL. Es sei £c(x,(S)), ein Element, dessen \-Bild in (m,(S|S-m"), gleich
null ist. Dann gilt : Ee(m(S) -m'™ )y Dabei ist f(v) eine von & unabhingige Funktion mit
lim f(v) = 0.

Beweis. Man darf Y =K, y=o0eK setzen. Da man eine Schnittfliche
éeI‘(K, m(S)) finden kann, so dal £,—&e(my(S) -m*), gilt, folgt der II. Hauptsatz
unmittelbar aus dem Lemma (x).

Wir zeigen noch :

Hauptsatz Il a. Es gilt lim (r:,(S/S-ﬁz“))yz lim (7y(S) [m” - 7,(S) ),

Beweis. Wir diirfen uns wieder auf den Fall Y=K, y=0eK beschrinken. Wir
setzen S,=S/S’, S*=S.m’. Man erhilt aus der exakten Sequenz 0->S'—>S—S,—o0

die exakte Bildsequenz —>TCI(S)—a>TCl(SV)—T>TCl +1(8)—... . Es gibt eine natiirliche Pro-
jektion ¢, : limm(S,)—>m(S,). Ist Eelim(m(S,)), ein beliebiges Element, so gilt

sicher rog,0€e Bild von (m,,,(S*)), w beliebig groB. Nach dem Hauptsatz II hat man
daher : rogofem, ,(S")-I(f,(1)) und mithin rogec§=o0 (vgl. § 3, Satz 2). Also gibt es
ein Element £,e(n'(S)), mit a(Z,) =g Die Zuordnung &->&,->m,(S)/m,(S)- I(f(¥))
liefert den gesuchten Isomorphismus.

Der Hauptsatz IT a wurde in der algebraischen Geometrie von A. GROTHENDIECK
hergeleitet.
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§ 7. Anwendungen.

In diesem Paragraphen werden einige Resultate angegeben, die sich mit Hilfe
der Hauptsétze der vorl. Arbeit herleiten lassen. Die Beweise der so gewonnenen Aussagen
kénnen in der vorl. Arbeit teilweise nur angedeutet werden. Sie sind jedoch i.a. nicht
schwierig. Thre vollstindige Durchfithrung muB einer spiteren Arbeit iiberlassen bleiben.

1. Es seien X, Y reduzierte komplexe Raume, = : X—Y eine eigentliche
holomorphe Abbildung. R. REMMERT hat gezeigt [10] :

Satz 1. n(X)CY ist eine analytische Menge.

Dieser Satz ergibt sich sofort aus unserem Hauptsatz I. Es werde folgende
Betrachtung durchgefiihrt :

Es seien Z ein beliebiger (allgemeiner) komplexer Raum, S eine kohirente
analytische Garbe iiber Z. Wir bezeichnen mit |S| die Menge derjenigen Punkte
z€Z, in denen der Halm S, nicht der Nullhalm ist. Wihlt man fiir I die gréte analy-
tische Untergarbe von H(Z), so daB I-S=o ist, so ist I als Annulatorgarbe (vgl. [6]
p- 401) kohérent. Die Nullstellenmenge von I stimmt mit |S| tberein. Mithin ist |S|
eine analytische Menge.

Wir haben gezeigt :

(1) Der Triger |S| jeder kohirenten analytischen Garbe S ist eine analytische Menge

Im Falle von Satz 1 gilt : =(X)=|m,(H(X))|. Da =ny(H(X)) nach Hauptsatz I
kohirent ist, haben wir Satz 1 bewiesen.

Natiirlich ist der Remmertsche Beweis bedeutend einfacher. Unser Beweis zeigt
jedoch, daB sich der Satz 1 dem Hauptsatz I unterordnet.

2. Esseiennun X,Y zwei allgemeine komplexe Riume, = : X—Y eine surjektive
eigentliche, holomorphe Abbildung, S eine kohirente analytische Garbe iiber X. Ferner
sei »,€Y ein beliebiger Punkt. Wir bezeichnen mit m=m(y,) die Untergarbe der
Funktionskeime aus H(Y), deren Wert in y, gleich null ist. m=m(y,) sei diejenige
analytische Untergarbe von H(X), die von den Funktionskeimen

(for), mit fem, y=mn(x)

erzeugt wird. Sowohl 7 als auch m sind kohirente analytische Garben.

Es sei X, der komplexe Raum, der die Menge X'==""(y) als Triger und die
Garbe H(X)/m-H(X)|X' zur Strukturgarbe hat. Wir setzen S(y)=S/m-S|X, und
erhalten eine kohirente analytische Garbe tiber X,.

Ist oem(S), ein beliebiges Garbenelement, so wird o durch einen Keim ¢ einer
[-dimensionalen Kohomologieklasse mit Koeffizienten in S reprisentiert. Der Keim &
ist dabei entlang X, gebildet. Durch die Beschrinkungsabbildung S—>S(y) erhilt
man sodann eine Kohomologieklasse |X,eH X, S(y)). Offenbar wird jedes Element
aus m(S),-m in die Nullklasse abgebildet. Daraus folgt :
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(2) Es gibt zu jedem Punkt yeY einen natirlichen Homomorphismus
Ay o m(8)yImi(S), m(y) ~H'(X,, S(3)).
Es 1aBt sich zeigen :

Satz 2. Es set Y reduziert. Dann bildet die Menge M der Punkte y€Y, in denen ), nicht
bijektiv ist, eine niederdimensionale analytische Menge von Y (*).

Der Beweis sei nur angedeutet. Man zeigt zunichst, da die Menge nirgends dicht
ist. Man betrachtet sodann die Homomorphismen :

7y, ¢ (S)m(9) - (S) SHYX,, $(9) Sm(S(5)).

Man kann die Garben m(S)/m(y)-m(S), m(S(»)) und die Homomorphismen w0},
als je eine kohirente analytische Garbe bzw. als einen Homomorphismus I' iiber dem
kartesischen Produkt Y XY auffassen. Wir sehen Y als Diagonale von Y XY an. Da
m, die Gruppe H'X,, S(»)) bijektiv abbildet, folgt M=Yn(|Ker I'|u|Coker I'|)
und damit der Satz 2.

3. Die Garben =,(S) werden im allgemeinen keine freien Garben iiber Y sein-
Jedoch gilt die wohlbekannte Aussage :

(3) Es seien K ein reduzierter komplexer Raum, S eine kohdrente analytische Garbe iiber Z.
Dann bilden die Punkte zeXl, in denen S, kein freier Modul iber H(Z), ist, eine niederdimen.
stonale analytische Menge F(S)cXl.

Beweis. Es ist F(S)=|Tor{(S, H/m(z))|, wobei H=H(Z) gesetzt wird und
die Garben m(z) als eine kohirente analytische Garbe iiber Z XZ und Z als Diagonale
betrachtet werden. Also ist F(S) analytisch. Man zeigt leicht, daB F(S) nirgends dicht
ist (trivial, vgl. [7], p. 306).

Ebenso folgt ziemlich leicht :

(4) Es seien K ein reduzierter komplexer Raum, S eine kohdrenteana lytische Garbe iiber .
Dann ist die Vereinigung Jo,, wobei o,€S, die Torsionselemente des Moduls S, durchliuft,

2,0z

eine kohdrente analytische Garbe T(S) iiber Z. |T(S)| ist eine niederdimensionale analytische
Menge in Z.

Zum Beweise von (4) konstruiert man unter Verwendung einer lokalen exakten
Sequenz O?->0%-»>S—>0 zu jedem Punkt zeZ eine Umgebung U(z) und eine in U
holomorphe Funktion %, deren Funktionskeime nicht Nullteiler sind, so daB die Garbe
h-S tber U keine Torsionselemente enthdlt. 4 erzeugt einen Homomorphismus
@ :S—>S :c—>0-h Esgilt T(S)|U=XKer a. Daraus folgt die Kohirenz. DaB} |T(Z)|
niederdimensional ist, ergibt sich aus (3).

Es sei nun Z ein beliebiger komplexer Raum, Z’' seine Reduktion. Wir nennen

(1) Ist Y nicht reduziert, so kann M=Y gelten. M ist jedoch stets eine analytische Menge.
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dann ein Garbenelement €S, ein Torsionselement, wenn es einen holomorphen
Funktionskeim fe(H(Z)), mit f-o=o0 gibt, derart, daB f|Z’' kein Nullteiler ist. Die
Vereinigung der Torsionselemente o sei wieder mit T(S) bezeichnet. Es folgt unter
Verwendung von Satz 4, § 1 :

(4') Die Aussage (4) gilt fir T(S) sogar, wenn K ein beliebiger komplexer Raum ist.

Die Aussage (4) wird zum Beweis von Satz 2 herangezogen (um zu zeigen, daB
M nirgends dicht ist) ().

4. Es sei fortan = : XY stets eine surjektive, eigentliche holomorphe Abbildung
eines komplexen Raumes X in einen reduzierten komplexen Raum Y (). S sei wieder
eine kohirente analytische Garbe iiber X. Wir nennen S iiber einem Punkte yeY platt,
wenn Torf®(S, C)=o0 ist (°). S heiBt platt iiber Y, wenn S iiber allen Punkten von Y
platt ist. Man kann zeigen :

(5) Die Menge P(S) der Punkte yeY, iiber denen S nicht platt ist, bildet eine nieder-
dimensionale analytische Teilmenge von Y.

Auf einen Beweis sei hier verzichtet.
Wir setzen im folgenden voraus, dal S tiber Y platt ist.

Satz 3. Die Funktion r(y)=dim H'(X,, S(y)) ist halbstetig nach oben, d.h. es gibt zu
Jedem Punkt y,eY eine Umgebung U(y,), so daf dim H'(X,, S(y)) <dim.H'(X,, S(»))
Sur yeU st (l=o0,1,2,...).

Der Beweis von Satz g macht wesentlich davon Gebrauch, daBl man die Familie X
der komplexen Riume X, nach komplexen Ridumen Y’ liften kann, die durch
holomorphe Abbildungen ¢ : Y'—Y in Y abgebildet sind. Zur Definition der Liftung
bilden wir das kartesische Produkt X XY’, definieren in X XY’ die analytische Menge
X'={(x,5) :m(x)=0(y")} und verschen X' mit der Strukturgarbe H(XxY")/H*|X,
wobei H* diejenige analytische Untergarbe von H(XXY') bezeichnet, die von
den Funktionskeimen for—fop mit feH(Y),., (x,')eX’ beliebig, erzeugt wird. Die
Produktprojektion X XY'-Y' bzw. XXY'—X definiert eine eigentliche holomorphe
Abbildung =" : X'Y' bzw. eine holomorphe Abbildung ¢ : X'->X. Esgilt : gon’'= nog.
Wir bezeichnen mit S’ die analytische Urbildgarbe von S bzgl. ¢. S’ ist eine kohérente
analytische Garbe iiber X’'. Man zeigt leicht unter der Vorausssetzung, daB auch Y’
ein reduzierter komplexer Raum ist :

(6) Die komplexen Riume X, und X, mit y=o(y') sind analytisch dquivalent.
(7) Es sei y=¢(y') und die Garbe S platt iber y. Dann ist die Garbe S’ platt iiber y'.

(*) (4) ist ein Spezialfall — oder besser — steht in naher Beziehung zu einem von W. THiMM ohne Beweis
angegebenen Satze. Vgl. W. Tummm, Math. Annalen (1960).

(3) Analoge Siitze gelten auch, wenn Y nicht reduziert ist. Jedoch ist eine solche Verallgemeinerung nur
sinnvoll, wenn man an stelle der Garbe {m(y){ der lokalen Ringe m(y) allgemeinere Garben verwendet.

(®) S; und der komplexe Zahlkérper C kdnnen in natiirlicher Weise als Modul uber (H(Y)),, y=m(x)
aufgefaBBt werden. — Der Begriff platt wurde m.W. von A. GROTHENDIECK eingefiihrt.
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Der Beweis von Satz g folgt leicht aus (7) durch Induktion tiber dim Y. Wie vorne
gezeigt, kann man einen niederdimensionalen reduzierten komplexen Unterraum Y'cY
finden, so daB =,(S) tiber Y—Y' eine freie Garbe ist und dafl die Homomorphismen
A, fir yeY—Y' bijektiv sind. Also ist Satz 3 iiber Y—Y’ richtig. Nach Induktions-
voraussetzung gilt er auch fiir Y'. Ferner ergibt sich unser Satz unter Verwendung
der Hauptsitze leicht, wenn Y eine Riemannsche Fliche ist. Da man zu jedem Punkt
J9€Y’ und zu jeder der endlich vielen an y, grenzenden zusammenhingenden Kompo-
nenten von Y—Y' ein Stiick KcY einer Riemannschen Fliche finden kann, das y,
enthidlt und sonst ganz in Y—Y' verlduft, folgt, daB es eine Umgebung U(y,) gibt,
so daB fir ye(Y—Y')nU gilt : dimH'(X,, S(»))<dim H(X,, S(,)). Das ist dann
sogar fiir yeV richtig, wenn VcU eine hinreichend kleine Umgebung von y bezeichnet.
Damit ist der Satz bewiesen.

5. Es werde nun vorausgesetzt, daB dimH'(X,, S(»)) unabhingig von y ist.
Es folgt zunichst :

Satz 4. Die Garben A =m;, (S-m’(y)) sind torsionsfrei, yeY.
Beweisandeutung. Man zeigt zunichst, da die natiirlichen Abbildungen S@m’(y)—S
injektiv sind. Daraus folgt sodann, da8 auch die Abbildungen

S,@o(m" (9) [m*+1(9)) =S -*( p)[S -1 1( y)

injektiv sind. Ist £ ein Keim eines Kozyklus mit Koeffizienten in S.m"(y) entlang X,
so kann man £=2Xqak, setzen, wobei £, Koketten mit Koeffizientenin S und a, iiber »
linear unabhingige Elemente aus m(») sind. &,|X, sind dann Kozyklen. Dadurch
wird ein formales Konstruktionsverfahren fiir Koketten v mit dn=§ gegeben. Man
leitet damit leicht her :

(a) Satz 4 gilt fiir allgemeine reduzierte komplexe Riume Y , wenn er in bezug auf normale
komplexe Riume Y bewiesen ist.

Man zeigt nun :

(b) Satz 4 folgt fiir normale komplexe Réiume Y, wenn er fiir allgemeine komplexe Riume
von kleinerer Dimension als Y richtig ist.

Fiir den Fall von Riemannschen Flichen Y 148t sich unser Satz unter der Voraus-
setzung dim H'X, S(y))=const. sehr leicht nachweisen. Damit ist eine vollstindige
Induktion gegeben, die unseren Satz beweist.

6. Es folgt nun sofort, daB die Beschrinkungsabbildung H'(V, S)-H'X, S(»))
mit V=n"'(U) surjektiv ist, wenn U eine sehr kleine Umgebung von y bezeichnet,
Es seien &, ..., quH’(V, S) Kohomologieklassen, so daBl §,|X, v=1,...,¢ eine
Basis des komplexen Vektorraumes HYX,, S(y)) bilden. Man zeigt leicht :

(a) Die Schnitiflichen n,=w,(%,) erzeugen in einer Umgebung von y die Garbe w,(S).
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Man braucht dazu nur die Voraussetzung von Lemma (%) fiir ein beliebiges
m-tupel e nachzuweisen.
Damit hat sich auch ergeben :

(b) Die Abbildung N, ist bijektiv.

Ferner sieht man sofort, da dim H'(X,,S (y)) nicht von y unabhingig sein kann,
wenn die Relationengarbe von (7, ...,7,) von null verschieden ist. Also gilt :
Satz 5. Die Garbe =,(S) ist eine freie Garbe, die Homomorphismen

N 2 m(S)/(m(S) m(»)),~H(X, S(»))
sind bijektiv.

Beispiele zeigen, daB8 die Voraussetzungen fiir die Sitze 3-5 wesentlich sind. Ist
z.B. S nicht platt iiber Y, so braucht die Funktion dimH'(X,, S(y)) nicht halbstetig

nach oben zu sein.

7. Unter der Voraussetzung, daf3 S platt tiber Y und Y reduziert und zusammen-
hingend ist, kann noch eine weitere wichtige Folgerung gezogen werden. Wir setzen

e

x1(») = 3 (—1)dimH(X,, S(»)). Die Summe ist natiirlich fiir jedes feste » endlich,
1=0
d.h. y(y) existiert immer. Es folgt :
Satz 6. y(y) hdingt nicht von y ab.

Auf den Beweis, der selbstvertindlich nur fiir den Fall erbracht werden muB,
daBl Y eine Riemannsche Fliche ist, sei hier verzichtet.
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