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R E A L I S A T I O N S I S O T R O P E S DE L I B E R M A N N 

G R O U P O I D E S S Y M P L E C T I Q U E S 

R E A L I S A T I O N S I S O T R O P E S DE L I B E R M A N N 

L E P R O B L E M E D E S V A R I A B L E S A C T I O N S - A N G L E S  

D A N S L E C A S R E G U L I E R 

P i e r r e D A Z O R D 

I N T R O D U C T I O N 

Dans ce chapi t re et pour des raisons qui apparaî t ront lors de 
Tétude des g roupoïdes symplec t iques , les variétés symplectiques ne 

sont pas supposées séparées : ce sont des var iétés C°° au sens de 
Bourbaki [3] et donc localement séparées. Ceci obl ige à de nombreuses 
précaut ions : on ne peut plus en généra l définir le flot d'un champ de 
vecteurs sur une telle variété comme le montre l 'exemple suivant : M est 
la var ié té non sépa rée ob tenue en ident i f iant pour t < o d e u x 

exemplaires de E et X est le champ ^ . Le flot de X à en t 0 < o n'est pas 

défini pour t > t . Par contre sur le vois inage de O const i tué par l ïmage 

d'un des exemplaires de E , X a év idemment un flot. On perd donc, pour 
les champs de vecteurs, les feui l letages, l'unicité des solut ions. 

Les réal isat ions isotropes de L ibermann (R.I.L. en abrégé) sont 
des f ibrat ions d'une variété symplectique (non séparée éventuellement) 
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(M,a) sur une variété de Poisson ( P , A ) toujours supposée séparée, qui 
sont des morph ismes de Poisson à f ibres iso t ropes , comp lè tes et 
séparées . L ' in térêt 'de l ' introduction de cette not ion est doub le . D'une 
part c'est le cadre naturel pour traiter le problème général des var iables 
act ions angles dans le cas régulier (cf. [4] [5] [9] [10] [12] [13] pour le cas 
séparé et [8] pour le cas non séparé). D'autre part les R.I.L. s' introduisent 
na ture l lement dans la recherche des obs t ruc t ions à l 'ex istence de 
groupoïdes symplect iques d'unités une variété de Poisson donnée [8}. 

Le premier résultat sur les R.I.L. est le théorème des var iab les 
act ions angles de V. Arnold [2] qui a été étendu indépendamment au 
cas isotrope par Nekoroshev [26] et l'auteur [7]. Les R.I.L. ont ensuite été 
étudiées dans le cas lagrangien par H. Duistermaat [14] qui a introduit 
les not ions de réseau et de classe de Chern . Les R.I.L. régul ières sur 

une var iété de Poisson ( P , A ) non tr iviales sont l'objet de l'article de T. 
Delzant et l 'auteur [10] . Les résultats en ont été étendus par A. Coste et 
D. Sondaz [4] [5] au cas d'une R.I.L. quelconque d'une variété séparée 

( M , a ) . Les résultats de ce chapitre ont été anoncées dans [8]. 

1 . D E F I N I T I O N D E S R E A L I S A T I O N S I S O T R O P E S D E 
L I B E R M A N N 

Soit f : (M,a) -> ( P , A ) une f ibrat ion (i.e. une submers ion C°° 

surject ive) d 'une variété symplectique (M,a) , non séparée en général, 

sur une variété de Poisson ( P , A ) qui sera toujours supposée séparée. 
On suppose que f est un morphisme de Poisson et que les f ibres de f 
sont des sous-var iétés (nécessairement fermées puisque P est séparée) 

connexes et isotropes de (M,a). 

Si ( M , a ) est sépa rée , f est le momen t d 'un feu i l l e tage de 

L ibermann V dont les caractér ist iques sont les f ibres de f . Il résulte 
alors du Corol la i re 1 du théorème 3.2 du chapi t re II (Tome I) que les 
f ibres de f sont des cy l indres si el les sont comp lè tes . D'autre part 
l 'espace tangent au feui l letage symplect ique A de P étant l ' image par f 
de l 'espace tangent à V , A est un feuil letage régulier. 

Si (M,a) n'est pas séparée , on ne peut faire ce ra isonnement 

g lobalement. Il en subsiste cependant que A est un feui l letage régulier. 

Soit co€Vy A une forme conormale au feui l letage régul ier A e t 

# * - 1 
f co le champ de vecteurs défini en tout point xe f (y) par 

(* f co)a = -f*co. # f co est un champ de vecteurs tangents à f " 1 (y). 
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On suppose dorénavant que pour tout y e p f 1 ( y ) est une sous-var iété 

séparée de M ; dans ces condit ions on peut parler du flot, noté cp|° , de 

* * * 
* f co et on fait l 'hypothèse que pour tout coe v y / à , # f co est un champ 

complet . On dira alors que f est à f ibres complètes. 

( P , A ) étant régulier, pour tout y e P , la structure d'algébroïde de Lie 

de T*P induit sur v y , 4 une structure d'algèbres abél ienne (cf. chap. 8 §9). 

f é tant un mo rph i sme de Po i sson , co -> # f * c o déf in i t une act ion 

inf initésimale de cette algèbre abél ienne dans f 1 ( y ) . Si tout ces champs 
sont complets , cette action s' intègre en une action de groupe abél ien de 

- 1 
Vy/6 dans f (y) : 

vy* x r 1 (y ) - * r 1 (y) 

(co , x) - » (p(co)x = <p^(x) 

x désignant le produit fibre on a donc défini une action f ibrée 

V*/6 x M -> M 

(co , x) - » (p(co).x. 

Ces remarques conduisent à la définit ion suivante : 

DEFINIT ION 1.1 Une réalisation isotrope de Libermann (R.I.L. en 

abrégé) est une fibration f d'une variété symplectique (M,cr) (non 
nécessairement séparée) sur une variété de Poisson ( P , A ) , 
régulière et séparée, qui est un morphisme de Poisson à fibres 
séparées, connexes, isotropes et complètes. 

On dira que la R.I.L est séparée si M est une variété séparée. 

R e m a r q u e s . 

(1) Les condit ions imposées à M n'assurent nul lement que M est 

séparée c o m m e le mont re l 'exemple su ivant . ( P , A ) = E muni de la 
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structure tr iv ia le. (M,a) est la var iété quot ient de T * E = E x R avec sa 
structure canonique, par la relation d'équivalence 

( x>y) ~ ( x ,»y') si et seulement si 

f x * o y - y ' e Z 
x = x ' e H J J 

l x = o y = y ' 

(M,a) n'est pas séparée, ic : (M,a) - » ( E , o ) project ion naturel le est une 
R.I.L 

(II) U l té r i eu remen t (M ,a ) sera un g roupo ïde . L 'exemple des 

g roupo ïdes d 'ho lonomie [8] montre qu 'un groupoïde n'est en généra l , 

pas séparé bien qu'i l vérif ie des hypothèses de séparat ion sur les a et p 

f ibres. 

2. R E S E A U D'UNE R.I .L. 

L'act ion cp déf in ie p récédemment est , pour des ra isons de 

d imens ion , t ransi t ive sur chaque f ibre de f. f " 1 ( y ) étant une var ié té 

séparée de même d imension que v y ^ , f (y) est le quot ient de v y / A 

par un sous-groupe î l y , fermé discret, ce qui montre que, comme dans 

le cas séparé, les fibres sont des cyl indres ou des tores . On note m(y) le 

rang sur Z de ï i et k le rang du fibre n : v*A -> P. k est la codimension 

du feuil letage régulier A et m(y) < k. On pose î l = ^ U p î l y et on munit ïïl 

de la topologie induite par v*/&. 

* 
Si (Q,F) est une variété feuil letée régulière, on notera v pF Q le 

* 

f ibre sur Q des p-formes co nulles en restriction aux feui l les. a>€VpF(y) si 

et seulement si co(X1 , . . . ,X p) = o si pour tout i X j S F(y). P o u r p = 1 on écrit 

* * * 

v*F . On note C°° (Vp F) le fa isceau des sect ions de Vp F et Z ( v p F ) le 

sous-faisceau des p-formes fermées. On introduit la notion suivante : 
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DEFINIT ION 2 . 1 . Un réseau K° d'une variété régulièrement feuilletée 

(Q,F) est une sous-variété (non nécessairement connexe) de v *F , 

fibre conormal au feuilletage, telle que 

(i) est un sous-faisceau de Z(v*F). 

Q 

(H) pour tout ye Q ï i y est un sous groupe discret fermée de v y F . 

(iii) pour toute feuille S de F, î l s S est saturé pour l'holonomie 

infinitésimale. 

(iv) pour toute sous-variété W de Q telle que î l w soit de rang 

constant r, î l w - » W est un Zr revêtement 

.Si F est identiquement nul, on dit que K° est un 
réseau de Q. 

. On dit que K° est fermé si î l ° est une sous-variété 

fermée de v*F. 

. î l Q est constant si c'est un faisceau contant tnQ est 

exact si ïïlQ
 est constant et constitué de 1-formes 

fermées (globales) exactes. 

.Si K° ne vérifie que les conditions (I) (II) (III) on dit que 

K° est un préréseau. 

R e m a r q u e s . 

1/ SI Q s R et si F = o, K défini par î l t = Z d t si t ^ o et 

î l o = 2 Z d t est un préréseau sans être un réseau. 

21 Si Q est une variété compacte, 31° n fest jamais exact. 

La condit ion (III) revient à dire que ïïlg -> S est une réunion de 

nappes d 'ho lonomie de la connex ion de Bott de S et que î l Q est 
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réunion de feuil les du feuil letage relevé de F dans v * F. fllg -> S est 

donc un fibre localement tr ivial. 

P R O P O S I T I O N 2 . 1 . Si 31° est un préréseau , 

(i) Pour toute feuille S de F 3 1 5 -> S est un fibre localement 

trivial en groupes abélien Zm$ .En particulier le rang de 3 i Q est 

constant le long de S et 31 g e s t formé dans v *S . 

(H) L'ensemble des points où le rang de K est maximal est un 
ouvert F-saturé de Q. 

(iii) Si l'espace des feuilles de F est une variété Q 0 est si l'on 

note g : Q Q 0 la projection, 3 1 Q passe au quotient le long des 

Q 

feuilles de F et définit un réseau 31 0 de Q 0 , fermé si et seulement 

s / î l Q est fermé. 

D E M O N S T R A T I O N . 

Soit y-, (S) le groupe d'holonomie infinitésimale de S. 

V 1 (S) est un sous-groupe de GL(IR,k) (k est la codimension de A ). 

î l s S étant une réunion de nappes d'holonomie et chaque fibre de 

KQ ^ étant un groupe abélien discret fermé, le groupe structural de 

î l s Sest un sous-groupe de (S) conservant la fibre type Z m s . 

î l s -> S est donc un fibre en groupe Z™s , à groupe structural un sous-

groupe de G L ( m s , Z ) , ce qui prouve (i). 

L 'ensemble des points où le rang de î l est constant est donc un 

ensemb le A -saturé. C o m m e le rang est semi-cont inu in tér ieurement , 

l 'ensemble des points où ce rang est max imum est un ouvert /Ô-saturé. 
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La par t ie (III) décou le de ce que si A est déf in ie par une 

s u b m e r s i o n , A est sans ho lonomie in f in i tés imale et î l g est 

canoniquement isomorphe a S x Z . 

DEFINIT ION 2.2. Un réseau î l ° d'une variété feuilletée (Q,F) est 
régulier si son rang est constant sur Q. On dit qu'il est maximal si 
son rang constant est égal à la codimension de F. 

Pour tout réseau î l , il existe donc un ouvert non vide sur lequel il 
est de rang max imum. 

T H E O R E M E 2 . 1 . Soit f : (M,o) -> ( P , A ) une R.I.L 

(i) Le sous-ensemble î l dev*A est un réseau de ( P , A ) , fermé 
si M est séparée. 

(ii) v * / ô / î l est muni d'une structure de variété quotient, séparée 
si M est séparée. 

D E M O N S T R A T I O N . 

L E M M E 1 . Pour tout y 0 € P et toutw0 e î l y 0 , il existe un voisinage 

ouvert W de co0 dans v * ^ , un voisinage U de y 0 dans P et une 

section locale C°° ,v , de v*/& de source U telle que v (U) = î l f l W . 

P R E U V E D U L E M M E . 

f étant une f ibration, il existe un voisinage U Q de y 0 dans P et une 

sect ion locale de f, s : U 0 M telle que s ( y 0 ) = c o o . On déf ini t une 

appl icat ion de v * / 4 / U 0 dans f ~ 1 ( U 0 ) cp^ , ainsi : (ps(œ) = (p(co).s(7c(co)). 

On vérif ie que (ps est un di f féomorphisme local. On peut donc trouver un 

vois inage W de co Q , un voisinage U de cp 0 , U c U 0 , tels que cps soit un 

di f féomorphisme de W dans f 1 (U) et imposer que TI(W) = U et que, pour 

tout y G U, 7 f 1 (y) Pi W soit connexe. 
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Si on pose alors v = ((ps| ) 1 o s , v(U) = ï l f | W . C.Q.F.D. 
0 

ïïl est donc une sous-variété de v*A et avec cette topologie c'est 

un sous-faisceau de C°° ( v * / * ) . 

L E M M E 2. Si co est une section locale de n : v*A -> P , 

(p(co)* a - a = f* dco . 

P R E U V E D U L E M M E . 

Soit (p°(x) le flot au temps t du champ *f*co(7t(x)) . 

t 
Cû ~ 

(p (x) = (p(co(x)).x. 
1 

d a> x , G > x ^ ~ 
^ (q> ) a = (<p ) * £ ( # f * o x k ) . a 

= - ( c p œ ) * f d œ . = - f * d c o 
t 

co 

c a r f c p = f. Le résultat s'en déduit par intégration 
0 t 

co est une sect ion de ïïl si et seulement si cp(co) est l ' identité. Le 

lemme 2 assure donc que î l est un sous faisceau de Z(v* /6) . 

L E M M E 3- Soit S une feuille de A , ï l s S est un sous ensemble de 

v*S invariant par holonomie infinitésimale. 

P R E U V E DU L E M M E . 

Soit U un ouvert contracti le de S et co0 e S/U - * U par Pholonomie 

inf initésimale de la feuil le S de A et valant coQ en 7c(co0) = y Q . Comme K 

est un fa isceau il existe une unique sect ion r| de au -dessus d 'un 
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voisinage V de y 0 telle que r |(y o ) = co 0 . Comme dr| = o r| est invariante par 

holonomie inf initésimale et V étant supposé connexe, TI et co coïncident 

sur V. L'ensemble des points y où co(y) G K est donc un ouvert U 1 de U. 

Soit z un point de la fermeture de U 1 dans U, V 1 un voisinage de z dans 

S muni d'une sect ion de f, s 1 , et W un vois inage de co(z) dans v M tel 

que soit un d i f féomorph isme de W dans f V 1 . Soit ( p $ i le 

d i f féomorphisme réciproque de cps | . Comme co(y )e î l , pour tout 
1 w 

-1 -1 
ye V 1 Pi U 1 <ps o s(y) = co(y) ; <ps o s étant une appl icat ion C de 

v*/& \j dans lu i -même, par passage à la limite 

-1 

9 S 1 o s ( z ) = co(z) 

ce qui assure que co (z )e ï l et donc que Z G U 1 . U étant connexe, U 1 s U , 

ce qui assure que flls-> S est invariant par holonomie inf initésimale. K 

est donc un préréseau. Pour prouver que î l est un réseau, il suffit donc 

de prouver la condi t ion (iv) pour les sous-var iétés A-saturées. On se 

contente d'explici ter la démonstrat ion pour l'ouvert A-saturé où le rang 

est max imum, la démonstrat ion étant analogue dans les autres cas. 

L E M M E 4 : ïïlQ - » Q est un revêtement 

P r e u v e d u l e m m e 4 : 

Soit y 0 G î l 0 , (co°,...,co°) une Z - b a s e de î l ( y 0 ) . K étant un 

fa isceau, il existe un ouvert contracti le U de Q contenant y o e t m sections 

Tl ide 3 l u -> U tel les que î i , ( (y 0 ) = co^ . Soit y ^ U et COG î l y 1 . Comme le 

rang de î l sur Q , m , est max imum, il existe (m+1) entiers (q.) 0 ^ m tels 
m o 

queq 0 co + I q i î i i ( y 1 ) = o ; q 0 ^ o sinon les (co, ) u ^ m ne seraient pas 

Z- indépendants . Soit r| la section de v * ^ au-dessus de U définie par 
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m 
q . r | + X q. r|. = o. Soit p une sect ion locale de 31 au vois inage de y< 

telle que p ( y 1 ) = co1 . q . p et q.ri sont deux sect ions de 31 au vois inage 

de y 1 . L 'ensemble des points où r|(y)e 31 y est donc un ouvert non vide 

u 0 c u . 
Soit ZE U n , fermeture de U dans U. Soit s une section de 

f : M ^ P au voisinage de z, s : V - > M . En se restreignant à un vois inage 

W de r|(z) dans v*,4 I v , on peut assurer que (ps (cf. lemme 1 ) est un 

d i f féomorph isme de W dans f " 1 ( V ) ; soit cps

1 par abus de notat ion le 

d i f féomorphisme réciproque. Pour tout ye V n U 0 (p s

1s(y) = r|(y) puisque 

^ ( y ) ^ 31 y si ye U 0 . Par passage à la limite (dans v*/& qui est séparée) on 

en déduit que ri(z) =cp s

1s(z) , ce qui implique que T|(Z)G 3 l 2 ; U 0 est donc 

égal à U. Ceci montre que 31 u est isomorphe à U x Z m

0 et achève la 

démonstrat ion du lemme 4. 

La relat ion d 'équiva lence déf inie par 31 dans v * /ô ayant pour 

g raphe l ' image réciproque de K par l 'application v*/6 ® p v * ^ - > v * / < ô : 

(co1 ,co 2)-^co 1-co 2 qui est une submersion, v * /A /3 l est une variété, qui est 

séparée si et seulement si 31 est fermé ce qui achève la démonstrat ion 
du théorème 2 . 1 . 

R E M A R Q U E . 

Le t héo rème 2.1 a été in i t ia lement p rouvé dans la cas des 
f ibrations lagrangiennes compactes par Duistermaat [14] étendu ensuite 
par T. Delzant au cas des R.I.L. à fibres compactes dans [12] (ces R.I.L. 
sont appelées F.I.S.C. dans [10] ) et enfin par A. Coste et D. Sondaz [4] 
[5] au cas d'une R.I.L. séparée quelconque. 

DEFINIT ION 2.3. Une R.I.L est régulière si son réseau est régulier. 
Toute R.I.L régulière est séparée. 

1 0 



La séparat ion d'une R.I.L. régulière résulte de ce que son réseau 

<n est un revêtement de P. Si le réseau ïïl -> P est maximal , pour tout 

ye P, v * y • ô / î l y est un tore. Inversement si les fibres de f sont compactes 

î l est maximal. . 

C O R O L L A I R E 1 . Une R.I.L f : (M,a) ->(P,À) est à fibres compactes 
(R.I.LC. en abrégé) si et seulement si son réseau est maximal. 

Si l 'espace des feui l les du feui l letage A est une variété Q, le 

reseau K est l'image réciproque par la projection g : P ~* Q d'un réseau 

î l Q sur Q. En particulier si f est une R . I . L C , ï i Q est un réseau maximal 

de Q. Q est donc une variété aff ine. Si l 'holonomie de K° - * Q est 
re lat ivement compac te , on peut munir Q d'une métr ique r iemanienne 

dont l 'holonomie est précisément l 'holonomie de K° Il en résulte que Q 
est une var iété r iemanienne plate. En part icul ier si Q est complè te 
c o m m e variété aff ine, Q est le produit d'un espace numér ique par un 
quotient fini de tore [ cf. 6 par exemp le ] . 

C O R O L L A I R E 2. [10] . Si l'espace des feuilles de (P,A) est une variété 

Q et si f : (M,a)-» (P,A) est une R.I.LC. Q est une variété affine. Si 

Q est complète et si l'holonomie de K° ->Q est relativement 
compacte, Q est le produit d'un espace numérique par un 
quotient fini de tore. 

R E M A R Q U E . 

Ce corol la i re cont ient une généra l isat ion du théo rème pér iode 

énergie de Gordon [1] [17] : si T m x M -» M est une action hamiltonienne 

de tore, libre en x Q , de moment J : M -> E m , il existe un vois inage 

tubulaire de l'orbite de x o , T m - s a t u r é , U sur lequel l 'action de T m est 

libre. Si P est la variété quotient de U par l'action de T m , la projection f : 

U -> P est une R.I.L.C. et on a le d iagramme commutati f suivant : 
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(U,o) 

\ v J 

f ^ E m 

(P.A) 

Soit Q = J 0 (P). Le réseau î l est l' image réciproque par J o d'un réseau 

î l Q sur Q. Si UG Q, il en résulte que V y e J Q

1 (u) î l y est canon iquement 

Q 1 
isomorphe à î l u . Autrement dit V x e J (u) variété de niveau, 

Q 

î l f ( x ) = î l u ce qui traduit le fait que les périodes sont constantes sur les 

variétés de niveau du moment (cf. § 3). 

C O R O L L A I R E 3. Si A est un feuilletage à feuilles denses, toutes les 

R.I.L au-dessus de (P,A) sont régulières. 

En effet l'ouvert où le réseau est de rang maximum est ^ - s a t u r é et 
donc identique à P. 

3 . S T R U C T U R E L O C A L E D E S R . I . L . T H E O R E M E D E S 
V A R I A B L E S A C T I O N S A N G L E S . 

v * , à / î l - > P étant un fibre en groupes abél iens, l'action cp de v*A 

sur M passe au quotient et définit une action f ibrée C°° , 

(p : v * ^ / î l ® p M -> M. Si s : U •-> M est une section de f au-dessus de 

U, <ps: v * / 6 / î l | u -> f 1 (U) déf inie à partir de <ps : v * ^ | u - 4 f " 1 (U) par 

passage au quotient par <R,|U , est un di f féomorphisme de v* /ô /<J l | u sur 
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f 1 ( U ) compat ib le avec les f ibrations n et f. (où n par abus de notation 

est la f ibrat ion de v* ,à /3 l - ->P) . v * / A / ï l étant séparée si et seulement si 

31 est fermé, on a prouvé 

PROPOSIT ION 3 . 1 . Une R.I.L f : (M,a) -> (P,A) est séparée si et 
seulement si son réseau est fermé. 

Soit ti\ la forme symplect ique canonique de T*P et i l ' inclusion 

de v * / ô - » T*P . \*d\ étant invariante par l'action de 31 dans v * /6 

puisque 3 l c Z ( v * , A ) , définit par passage au quotient une 2 forme fermée 

p s u r v * ^ / 3 l . C ° ° ( v * ^ / 3 l ) fa isceau des sect ions de K : v * , ô / 3 i - * P 

s'identifie au faisceau quotient C ° ° ( v * / ô ) / 3 l . Comme d î l = o, d induit un 

morphisme de C ° ° ( v * ^ / 3 l ) dans le faisceau des 2-formes fermées 

sur P. Si co est une section locale de v*/&/K la propriété universelle de la 

forme de Liouvil le se traduit par co*p = d^co. 

T H E O R E M E 3 . 1 . (Théorème de structure locale) s étant une section 

de f au-dessus de U, cps est un difféomorphisme symplectique sur 

( f " 1 (U) ,a) de f/6/HVu muni de la 2-forme symplectique 7t*s*a-p. 

D E M O N S T R A T I O N . 

Soit co une sec t ion locale de v * / A / ï l / u - » U. C o m m e 

p:v*/&^v*/è/K est une submsers ion, on peut en restreignant au besoin 

la source de co , contruire une section locale co de v*/A -> P telle que 

p o co = co et par construct ion même cp(œ(f(x))) . x = cp( ?o (f(x)).x. Compte 

tenu du lemme 2 du paragraphe 2 

(p(co)*a = a - f*d co = a - f *â^co. 

Enfin de (p(co) 0 s = (ps 0 co etco*p = â ^ c o on déduit que 

co*(cpsa - rcVa + p) = o pour toute section locale co de v * ^ / 3 l -» P ce qui 

achève la démonstrat ion du théorème. 
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Ce théorème const i tue une extension du théorème des var iables 
act ions-angles : renoncé d'Arnold [2] cor respond au cas où P est une 
variété de Poisson triviale et fll est max imal , celui de Nekhoroshev ({7} 

{10} {26}) au cas où A ^ o, et K maximal , celui de A. Coste et D. Sondaz 

{4} {15} au cas où A ?± o et K est quelconque mais (M,o) est séparée. 

Pour donner une formulat ion plus précise dans le cas où K est 
régulier, on introduit la notion de R.I.L standard de type (q,r,m). Pour ceci 

on fait les convent ions suivantes : pour tout q , Œ C '= ( ( z j ) 1 < : j < q = z) est 

q 

muni de la structure standard a = ZdyJ

 A dx 1 où x J est la partie réelle et y J 

i 

la partie imaginaire de z J et on note z = x+iy , 

D'autre part on identif ie T * T m à E m x T m = ((y,9)) et on munit 

T * T m de sa structure cotangente. 

DEFINIT ION 3 . 1 . La R.I.L. standard de type (q,r,m) est la projection 

canonique de Œ q x(E r xT*T r i n sur (Eq x E r x E m : 

f 0 ( z t ,z 2 ,(y,0)) = (z 1 ,x 2 ,y) où Œ q,<X r,T*Tm sont munis des structures 

symplectiques standards. 

( E q x E r x E m est donc munie de la structure de Poisson dont le 

feui l letage symplect ique a pour feuil les (<Xqx { x 2 } x { y } ) ^ y ) e R r

X R m • 

v * ^ étant identifié à (Cq x E r x E m x ( E r x E m ) , K0 s'identifie au 

réseau régulier Œ q x E r x E m x { { o } x Z m ) . 

DEFINIT ION 3.2. Deux R.I.L. f, : (M.,Oj)-> (P, fA.) sont isomorphes s'il 

existe un couple de difféomorphismes de Poisson (%,%o ) 

rendant commutatif le diagramme 
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X 
M 1 > M 2 

f 1 h. 

]r y • 
D ^ p 

R e m a r q u e . 

Si î l . est le réseau de f., î l 1 = %Q * î l 2 • 

T H E O R E M E 3 .2. Soitt : (M,a) -> (P,A) une R.I.L régulière de réseau 
de rang m. Soit 2n (resp. p) /a dimension de M (resp. P) ef k la 
codimension de A. 

Pour tout point a 1 de P, // ex/sfe une carte %0 d'un 

voisinage ouvert D de a 1 su r un produit de voisinages ouverts de 

O respectivement dans (C n " k x R k " m x R m , î l = U 1 x U 2 x U 3 ef 

un isomorphisme de R.I.L (%,x0) de f 1
 (U) sur f Q

1 ( U ) restriction 

à Dde la R.I.L standard de type (n-k , k-m , m). 

T 1 ( U ) > f 0

1 ( ÎT) c ^ ( C n " k x Œ k _ m x T T 

f f 0

 f o 

U > Î T = U 1 x U 2 x U 3 c — » ( C n " k x R k " m x R m 
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D E M O N S T R A T I O N . 

31 étant un fa isceau de 1 fo rmes fe rmées et î l étant de rang 

constant , il existe un feui l letage régulier contenant A tel que 

v * F ^ = î l ® E . Pour tout point a 1 de P on peut donc t rouver un 

vois inage U de a 1 et k fonct ions C°° ( y j ) 1 < i < k de U -> TR tel les que v*A 

soit engendré par les dy. et v * F R | s par les ( d y k _ n + j . Les 

( d yk-n+ j ) i< j<m const i tuent une base de ï l u - ^ U . Un théorème de 

Lichnérowicz [20] assure alors que Ton peut construire en restreignant 

au besoin U, une carte % 0 = U - > Ï Ï = I ^ X U J X U J c ( C n " k x l R k " m x E m 

qui est un d i f féomorphisme de Poisson de U sur U muni de la structure 

induite par la structure de Poisson standard de (E n ~ k x E k " m x R m . Les 
(2n-k) coordonnées construites sur U peuvent au vois inage de tout point 

a 2 G r 1 ^ ) , être comp lé tées en 2n coo rdonnées canon iques d 'un 

vois inage de a 2 dans M, ce qui permet, en restreignant éventuel lement 

U, de construire une section de f, s : U - ^M telle que s*a soit la 2 forme 

fermée image réciproque par la projection <Xn~k x R k " m x E m -> ( E n " k de 

la 2 forme canonique de Œ n " k . L'application du théorème 3.1 à cet te 

A - 1 . 1 

section s fournit un isomorphisme cps de (f (U),a) sur v*A/Hi\u muni de 

7 i * s * a - p . A l 'aide de la base (dy.) de v * ^ / ï ï l l u on ob t ien t un 

d i f féomorph isme de v* /6/ ï ï^ |y —» U sur f^ (U) qui t rans forme ïïi en le 

réseau standard de fQ et 7c*s*a - p en la 2 forme standard de 

Œ n ~ k x Œ k ~ m x T * T m ce qui achève la démonstrat ion. 

R E M A R Q U E . 

Si l'on note (0. ,a.) les c o o r d o n n é e s canon iques dans T * T m 

identif ié à T m x R m , les (0j) s 'appel lent les angles, les (aj) les act ions 

assoc iées. Si le réseau n'est pas max imal , <X fournit une paire de 

var iables dua les supplémenta i res. L'existence du réseau expl ique la 
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présence du tore T m . î l est donc "le réseau des pér iodes" de f. Le fait 

que 31 ne soit pas, en général , de rang constant s' interprétera comme le 

fait que le mouvement défini par un hamiltonien f *H, où H e C ° ° ( P , E ) perd 
un certain nombre de pseudo-pér iodes, certaines variat ions pér iodiques 
de paramètres étant remplacées par des mouvements asymptot iques. 

4. C L A S S E S DE C H E R N D'UNE R.I .L. 

Soit (U.) un recouvrement ouvert de P, localement f ini, tel que sur 

c h a q u e U { il ex is te une sect ion s, de f. P étant séparée et donc 

paracompacte , de tels recouvrements existent, subordonnés à n'importe 

quel recouvrement ouvert. Pour tout couple (i,j) tel que U i n U j ^ 6 il 

existe une unique sect ion ^ de v*A/K au-dessus de Uy = U i n U. telle 

que ipfny) Sj = Sj . 

Soit y . = (pSj r isomorphisme de f 1 (U. ) sur v * / ô / ï ï l | U t . On a 

év idemment y . o\|/j 1(co) = co + |iy (TT(CO)). (OÙ l'on note + l'addition dans le 

groupe abél ien fibre de n : v* /A/ î f l - » P). Dans la terminologie de 

Grothendieck [18] la R.I.L f : (M,a) -» (P,A) est le localement isomorphe 

comme fibre sur P à v*,6/3l - -> P avec C°° ( v * ^ô / î l ) fa isceau des sections 

de v * / ô / 3 l - 4 P comme faisceau structural. On peut donc associer à f une 

1-classe de cohomologie | I E H 1 ( P , C ° ° ( V * / Ô / Ï I ) ) . 

La suite exacte de fibres en groupes sur P 

O -> î l -> v*/6 -> v * / * / î l - » O 

conduit à la suite exacte de faisceaux 

O _> ^ _ > C ° ° (v*4 ) -> C°°{v*A/Z\>) -> O 

C o m m e C°° (v*/6 ) est mou, le cobord 5 est un isomorphisme en degré 

supérieur ou égal à 1. En particulier 

6 : H 1 ( P , C ° ° ( v ^ / ( H ) | ^ H 2 ( P , î l ) 
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Par analogie avec le cas des f ibrat ions lagrangiennes compac tes de 
Duistermaat [14] on pose la définit ion suivante : 

DEFINIT ION 4 . 1 . ô|i = v est la classe de Chern de la R.I.L 

f : (M,a) -> (P ,A) . 

ô étant un isomorph isme, v = o si et seulement si f : M -> P est 

isomorphe à n : v * / 6 / î l ~ > P ce qui est réalisé si et seulement si f possède 
une sect ion globale. 

5. C O H O M O L O G I E R E L A T I V E ET C L A S S I F I C A T I O N D E S R. I .L. 

* 
Pour tout p > 1 , on note v p / 4 le fibre sur P des p-formes co tel les 

* 

que co| Ap/&= o. co appartient donc à vp/è si et seulement si co est nulle sur 

tout p-vecteur tangent à A. On note C (v /6) le faisceau des sect ions et 

* * * * 

on écrit = v*A . d C°° ( v p / 6 ) c C ° ° ( v p H ^ ) et (C°° ( v p / ô ) , d ) est un 

faisceau différentiel ([9] [10] [30] ) ; sa cohomologie H*(P,/6) s'appelle 

cohomologie relative de (P,/ô) [ 10 ] . On note Z ( v p / 6 ) le faisceau des p-

cycles. 

O ^ Z ^ J ^ C 0 0 ^ ) icVpH^) ^ -

* 

est une résolution molle du faisceau Z ( v p / Ô ) . Il en résulte que si 

k> 1 p>1 , H k ( P , Z ( v p ^ ) ) = H p + k ( P , ^ ) . 

Cet te cohomolog ie est liée à la cohomolog ie feui l letée : si 

d é s i g n e le f a i s c e a u d e s g e r m e s d ' app l i ca t i ons d i s t i n g u é e s du 
feui l letage, on a la suite exacte de faisceaux 

O -> E -> - 4 z ( v * ^ ) O 
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où E est le fa i sceau cons tan t de f ibre E . Si on note H ^ ( P ) la 

cohomo log ie H*(P,©^ ) (appelée cohomologie feui l letée), 

H h ( P , E ) -> H* (P) -> Hh+\p,A) _ > H h + 1 ( P , E ) - > . . . 

est une suite exacte pour h > o. On note par abus de notat ions d le 

morph isme de H^(P) - 4 H h + 1 ( P . ^ ) = H h (P,Z(v*/6)) déduit de 

d : - » Z ( v V ô ) . 

Si (P ,A ) est une variété de Poisson, il existe une section C ° ° , a 
2 

de A /6* -» P, fournie par la forme symplect ique des feuil les. Soit 
2 

[O]G (P) la 2 classe de cohomologie feuil letée associée. 

DEFINIT ION 5 . 1 . [9] [10]. d[o] = H 3 ( P , ^ ) s'appelle la classe 

fondamentale de la variété de Poisson régulière ( P , A ) . 

Si ' a est une 2-forme C°° sur P telle que pour toute feuil le S 

i s a = a | s où i s est l ' inclusion de S dans P, [/6] est la c lasse dans 

H 3 ( P , / ô ) de dTj. En part icul ier [ ^ ] = 0 si et seulement si il existe une 

extens ion de a à P, ' a q u i est fe rmée. Intui t ivement, [/A] étant égale à 

d [c^ ] mesu re la var ia t ion de la f o rme symp lec t i que des feu i l les . 

L'existence d'une R.I.L. de base (P ,A ) va introduire des l imitations à cette 
var iat ion. 

On considère la suite exacte de faisceaux 

O - * K - > Z ( v \ A ) - > Z ( v * , A / ? l ) -> O 

(où par abus de notat ion on note Z ( v * , ô / f l l ) le fa isceau quot ient 

Z ( v * / ô / î l ) ) et la suite exacte en cohomologie associée (de cobord A) : 

(h>o) H h ( P , E ) - ^ H h ( P , Z ( v 7 ) ) - 4 H h ( P , Z ( v ^ / î l ) * H h + 1 ( P , E ) 
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C°° {v*/6/K) étant le faisceau quotient de C°° ( v * ¿ ) par ï l et le 

morphisme de faisceaux d : C°° ( v * ^ ) -> Z{v*A) étant surjectif, on a par 
passage au quotient un morphisme surjectif : 

à % : C ° ° ( v V 6 / í l ) - > Z ( V 2 ¿ ) • 

L E M M E . Si h >o et si i est le morphisme 31 -» Z(v* /6) /e diagramme 
suivant dans lequel les flèches verticales sont des isomorphismes 
pour\\>~\ est commutatif : 

i* 

H h + 1 ( P . î l ) > H h + 1 (P,Z(v*¿)) 

* 

H h (P ,C°° (v * /« / î l ) > H h (P ,Z(v*¿) ) 

P R E U V E D U L E M M E . 

Les p reuves étant ident iques pour tous les h > 1 , on donne la 
démonstrat ion pour h = 1 . 

Si u .€H 1 (P ,Z(v* /é / t f l ) ) et si est un 1-cocycle représentant n , on 

peut supposer le recouvrement U. ouvert suf f isamment petit pour que l'on 

puisse associer à |Xy , ^ , section de v*¿ au-dessus de U¡j. 

(aí) i j h=ír i j-'¡r i k+'ír j. k=v j j k 

est a lo rs un 2-cocyc le v de î l . Pour ca lcu ler l ' image de v d a n s 

H 2 ( P , Z ( v \ à )) on utilise la résolution 

O - 4 Z ( v * ¿ ) -> C°° ( v *¿ ) Í C ° ° ( v * ^ ) , C ° ° ( v ¡ ¿ ) -> 

de Z{\*A) par des faisceaux mous. Par construct ion même de i*, i*v est 

2 ~ 
l ' image dans H ( P , Z ( v * ^ ) ) de la classe de d \I... 
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A 

Mais d^Tjj = |LLjj ce qui achève la démonstrat ion pour h = 1. 

A * * 

Pour h = o , d ^ H 0 (P .C°V¿ /11 ) c H ° ( P , Z ( v 2 ^ ) ) ; or 

H 1 ( P , Z ( v * ^ ) ) = H ° ( P > Z ( v ¡ ^ ) ) / d H ° ( P , C ° ° ( v * , ô ) ) compte tenu de la 

résolution de Z{v*A) uti l isée. Le résultat est donc le même que pour 
h = 1 sauf que les f lèches verticales ne sont plus des isomorphismes. 

Avec les notations précisées, on peut énoncer (cf. [9] [10] ) 

T H E O R E M E 5 - 1 . On a une suite exacte, 

-> H h ( P , Z ( v . ¿ / H ) ) ^ H h + l ( P , î l ) - ^ H h + 2 ( P „ 4 ) - > H h + 1 ( P , Z ( v \ ô / ï l ) ) 

commençant par 

O -> H ° ( P , î l ) -> H° (P ,Z (v*^ ) -> H° (P ,Z (v *^ /n ) -> 

T H E O R E M E 5.2. SoitK un réseau de (P,A) . 

(1) v€ H 2 ( P , f l l ) est la classe de Chern d'une R.I.L. de base (P,A) de 
A * 

réseau K, si et seulement sid^v = [<è]. 

(ii) Les R.I.L de classe v donnée, sont classi fiées, à 

2 A * 1 
isomorphismes de R.I.L près, par H (P,¿) / d ^ H ( P . î l ) . 

D E M O N S T R A T I O N . 

1. On suppose que v est la classe de Chern de f : (M,a) -> (P,A) de 

réseau fll. Soit (Uj) un recouvrement ouvert localement fini de P par des 

ouverts munis de sect ions s¡ de f. Le 1-cocycle JLX.J est défini par 
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S j ( x ) = î ( A . y ( x ) ) . s,(x) 

or d 'après le lemme 2 du paragraphe 2 

W j / ^ o - d ^ . . 

ceci entraine en notant s. * a = a. 

A 

a. = a- - d « u... 

soit H une extension de la forme symplect ique des feui l les de (P ,A) . 

Pour tout i, il existe u. section de v 2 ^ au-dessus de Uj telle que 

a ' = Oj + u . . Il en résulte que d ^ = u- - u . . d ^ [i.. est un 1-cocycle 

1 * 3 
de Z ( v 2 ^ ) . Sa classe dans H (P ,Z (v 2 / à ) = H (P,/Ô) est la classe de 

^ A * 

dUj = dUj [16]. Comme d a . = do-j = o dUj = d a . Autrement dit d ^ v = [/6]. 

2 A * 2 
Inversement soit VG H ( P . î l ) tel que d ^ v = [<&]. Comme H (P . l ï l ) 

est isomorphe à H 1 ( P , C 0 0 ( v * / 6 ( ï ï l ) ) , il existe à isomorph isme près, un 

unique fibre f : M->P localement isomorphe à v*A/K avec C°°(v*,A/ÎR,) 

c o m m e faisceau s t ruc tu ra l , de classe | i où 8|i = v . f est définie par un 1 -

cocycle à valeurs dans C ° ° ( v * , é / ï l ) et des cartes 

x i / . i f - ^ U ^ v ^ / î l r J . 

tel les que \|/. o 1 (x) = x + (rc(x)). 

On peut, en restreignant au besoin chaque U., supposer que Uj est un 

ouvert dist ingué du feuil letage A. On peut alors d'après le théorème de 
structure locale de variétés de Poisson, choisir sur chaque U. un 

extension fermée a. de la forme symplect ique des feuil les de ,Ar j . . Le 
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même raisonnement que précédemment montre que [A] est la classe du 

cocycle oi - CTj. En modifiant éventuel lement chaque a { par un élément 
* A 

de Z ( v 2 / 4 ) l u , , u . , on peut alors traduire d ^ v = [/A] par la relation 

Soit Z. la 2-forme sur f " 1 (U.) définie par Z ( = - y . * p + f * a. . 

E. est tr ivialement une forme symplect ique sur f " 1 (U.). 

D'autre pa r t , Z. - Z. = f*(a.- a s) - ( V j P - Vj P) • 

-1 * * A A * -1 
C o m m e y j p = p + rc* dp, y , d ^ v = [A] entraîne que sur f (U. f l Uj) 

Ej = Z|. Ainsi M se t rouve muni d 'une structure symplect ique a et par 

construction même de E j , f : (M,a) -» (P,A) est une R.I.L de réseau î l . 

A * -

2. Soit v e ( d ^ ) ~ [ /& ] . Pour comparer les R.I.L de classe v , 

il suffit de déterminer les structures de R.I .L qui peuvent être mises sur 

un fibre f : M->P de classe v donnée. Soit a et a ' deux tel les structures, 

(Upi)/.) et (Uj,\|fj) les cartes à valeurs dans v*/t/K de (M,a) et (M,a f ) 

au-dessus d'un même recouvrement U. de P, (iy et les 1-cocycles à 

valeurs dans C ° ° ( v * ^ / î l ) associés j iy et déf inissent le même fibre, 

sont cohomologues. Il existe donc pour chaque i une section 

C°° ^ : U , - > v \ A / H l telle que 

-1 
(\|/f. o \|/. (co) = CD + a.(7C((0)) 

\|/| et y . étant par construction associés à une même section s. : I l - » f 

il résulte de la première partie que si a. = s*, a et a f . = s*| a' , 
A A 

dm h = a i "
 a j e t dtn =

 a ' i ' a , j c e q u i i m P | i c i u e c ' u e 
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Soit r i la sect ion globale de Z(v*^A) dont la restriction r| i à Uj est donnée 
A 

par 1^= &. - G. - d ^ a. . Le théorème de structure locale 3.1 permet 

d'écrire : 

G = - \|fj p + f*c, G' = - \|/[ p + f*aj 

tf-a = r ( a [ - a , ) - v | * (-P + ( Y I O V , ) * P ) 

or par construct ion (y 1 , o ^ ) (co) = co + aj(7c(co)) 

A 

Donc G' - a = f * (a ,

i - GJ - d ^ a. ) = f*r | . 

Deux R.I.L G' - a associées à la même fibration f : M-> P sont telles que 

& - G G f* H° (P ,Z (v 2 * /ô ) ) . On a donc une appl icat ion affine des sect ions 

globales de Z ( v 2 * ^ ) dans les 2-formes de R.I.L sur M r| -> G + f*r| 

si a est une forme de R.I.L. f ixée. 

Si les R.I.L. définies par G' et a sont isomorphes et si 

X : ( M , G ) - > ( M , G ' ) est cet isomorphisme, on peut toujours supposer que 

f o % = f. Sinon on remplace f : M--> P par % 0 o f. Dans ces condi t ions, si 

(xj/'j) est la famil le de cartes de (M,G' ) , ,(y.} = y\o% ) est une famil le de 

car tes de (M,a ) déf in issant le même cocyc le . Si Ton conse rve les 
notat ions précédentes 

-1 

(V , ov , ) ( (o ) = co + a,(7c(œ)) et a.lu.. = a. TFJ.. 

A 

Si a : P-> v* /6 / tH est la section globale définie par (a^ ti = d ^ a . 

A A A 

Inversement si r\ = d ^ a et si G' = G + da, (p désignant l'action associée à 

A A A 

(M ,G) (p(-a)*G = G + da = G',et cp(-a) est un d i f féomorph isme de R.I.L 

compat ib le avec f. 
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Autrement dit les R.I.L. associées à f : M->P fibration de c lasse v 
sont en co r respondance b iun ivoque avec les sec t ions g loba les de 

A 

Z{y2*A) modulo l ' image p a r d ^ des sect ions globales de C°°{v*¿1%). 

Compte tenu du théorème 5.1 cet espace est isomorphe au noyau de 

A : H 1 ( P , Z ( v \ W ) ^ H 2 ( P . * l ) 

2 A 1 
soit, compte tenu de l'exactitude de la suite, à H ( P „ 4 ) / d H ( P . î l ) ce qu'i l 
fallait démontrer . 

R E M A R Q U E . 

A * A * 

La formule d [a ] = [A] = d ^ v montre que [A] - d ^ v relie la 

variat ion de la forme symplect ique des feuil les à la classe de Chern de la 
R.I.L. Ceci général ise aux R.I.L. quelconques, un résultat de Duistermaat 
et Heckmann [15] relatif aux actions localement libres de Tores. 

Dans le cas où [A] = o, soit co une (extension) fermée de la forme 

symplec t ique des feui l les de ( P , A ) . Le corol la i re su ivant caractér ise 

complètement les R.I.L. de (P ,A ) à classe de Chern nulles. 

C O R O L L A I R E . Si [A] = o et si co est une cotension fermée de la 

forme symplectique des feuilles de ( P , A ) , les assertions suivantes 
sont équivalentes : 

(i) v = O et il existe une section globale s de f : M ^ P telle que 

s*a= co. 

(H) v = 0 et il existe une section globale s de f : M ->P telle que la 

~ 2 A 1 

classe de s*a - co dans H {P,A) appartienne à dH ( P , î l ) . 

(iii) ( M , G ) -> ( P F A ) est symplectiquement isomorphe au fibre 

v* /ô / (J l ->P muni de la 2Aorme symplectique -p + TC* co. 

On retrouve ici un résultat très voisin de celui de Duistermaat [14] 

qui correspond au cas A = o et donc a fortiori [A] = o. 

2 5 



R E M A R Q U E . 

Il décou le du théorème 5.2 que Ton ne peut munir v*/& d 'une 

structure symplect ique G telle que {v*/à ,G) -> (P,A) soit une R . I . L pour la 

project ion n que si [/&] = o. Inversement le corol laire précédent assure 

que si [/ô] = o, et si œ est une extension fermée de la forme symplect ique 

des feuil les, G = TC*CÛ - \*6X est une forme symplect ique sur v*/6 faisant de 

(v*/ô ,G) -> (P,A) une R . I . L de réseau nul. 

6 . C A S D E S R. I .L. R E G U L I E R E S . 

Soit f : ( M , G ) - » ( P , A ) une R. I .L . régulière de rang m inférieur à k 

cod imens ion du feui l letage symplect ique de (P,A) . ïïl étant un réseau 

régulier, ï l ® R est le fibre conormal d'un feuil letage y sur M. y contient 

le feui l letage symplect ique A 

Soit U un ouvert contracti le de P muni d'une sect ion s de f. De la 
suite exacte 

O -> 31®R -> v%ô -> v \ 4 / î l ® E -» O 

et du théorème 3.1 on déduit l 'existence d'un isomorphisme fibre 

-1 
y : iy*j>l ï i ® I R ) u 0 ( t f l ® E ) u -> f (U). 

Il en résulte que les orbi tes de 31 ® R pour l 'action naturel le de v * /ô 

dans M définissent une R. I .L .C. f 1 : ( M , G ) -> ( P 1 . A ^ sur une variété de 

Po isson ( P 1 . A ^ de d imension 2n-m ; P 1 est un fibre vector ie l sur P 

assoc ié au fa isceau st ructura l mou C ° ° ( v * , à / ï i ® R ). P 1 est donc 

i somorphe à v * / 6 / î l ® E . Enf in du théo rème 3.2 il résul te que le 

feu i l l e tage symp lec t i que ^ 1 de ( P 1 , A 1 ) a pour feui l les les f ibres 

conormaux dans les feuil les de y - des feui l letages A- Autrement dit si F 

est une feuil le de y , /ÔF la restriction à F du feui l letage / 6 , V M F est la 

feui l le cor respondante de ( P i , A i ) . En part icul ier par construct ion F est 

une sous-var iété de Poisson de (P,A) à réseau nul et V * ^ F muni de sa 

s t ruc tu re s y m p l e c t i q u e de feu i l le de ( P , A ) est une réa l i sa t ion 

symplect ique de la variété de Poisson F. Enfin P i = v*£/K ® R - > P est 
un morphisme de Poisson. 
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P R O P O S I T I O N 6 . 1 . Si f: ( M , G ) - > ( P , A ) est une R.I.L régulière de rang 

m < k ( k = codimension de A), ( M „ 4 ) possède une R.I.LC canon'h 
quement associée à f au-dessus d'une variété de Poisson 

( P j A , ) . P 1 est le fibre vectoriel v*AI î l ® E où ïïl est le réseau 

de f et le feuilletage symplectique de (P 1 A 1 ) , A1 a pour feuilles 

les fibres conormaux de la restriction aux feuilles F (du feuilletage 

défini par K) du feuilletage A. 

DEFINIT ION 6 . 1 . Si f : ( M , G ) - > ( P , A ) est une R.I.L de réseau ï l régulier 

l'holonomie d'un revêtement Ï i - > P s'appelle la monodromie de f. 

Onlanote%>. 

Tïl est un homomorphisme de z^P dans G L ( m , Z ) 

si f 1 : (M ,G) - » (P ,A ) est la R. I .LC associée, et 7T11 sa monodromie, 

- 7Tl 1 modulo l'identification de TC 1P 1 à T ^ P . 

Si Tïl = o le faisceau 3 1 ^ P est constant. Le feuil letage défini par 

î l est t ransversa lement paral lél isable. Ces feui l letages ont été étudiés 
par P. Molino [23] : s'ils sont t ransversalement complets , ou bien ce sont 
des f ibrat ions si les feui l les sont fe rmées ou bien les adhérences des 
feuil les forment une fibration. 

Si TU = o et si f : (M ,a ) -> (P ,A ) est une R. I .LC , v * ^ = î l ® E est 

un fibre trivial et v*/&/K est isomorphe à P x T m . L'action canonique de 

v * , à / ï i dans M définit alors une action symplect ique de T m dans M dont 

les orbites sont les fibres de f. En particulier f : M->P est une T m f ibration 

pr inc ipale. 

Inversement si f : M->P est une T m -f ibration principale, si l'action 

de T m est symplect ique et si les f ibres sont isotropes, f est une R.I.L.C 
pour une structure de Poisson canoniquement définie sur P : en effet si u, 

v sont deux fonct ions sur P, et si g e T m , {7t*u ,7i*v}(gx) = {7t*u ,7c*v} (x) 

pu isque G , 7 i * u , 7 c * v sont T m - invar iantes. Ceci montre que f est une 
fibration isotrope symplect iquement complète et donc f est une R.I.L.C. 

Compte tenu de la proposit ion 6 . 1 . on a donc prouvé : 
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T H E O R E M E 6 . 1 . 

(i) SU : ( M , a ) - » ( P , A ) est une R.I.L.C, sa monodromie Tïl est 

nulle si et seulement si f est un T m fibre principal, l'action de T m 

étant symplectique et isotrope. 

(H) SU : ( M , a ) - > ( P , A ) est une R.I.L Tïl = o si et seulement si M est 

un T m fibre principal surv*AI 3 1 ® R l'action de T m étant 

symplectique et isotrope. 

On notera que TU = o si P est s implement connexe. 

Compte tenu des résultats précédents on se limite aux R. I .LC. 

Soit f : (M,a) - » ( P , A ) une R.I.L.C à monodromie nul le. Soit 

(T i . ) 1 < i < m une Z -base du faisceau constant Î i - > P fixée une fois pour tout. 

On lui associe un isomorphisme de v*A/K sur P x T m f : M - » P est un 

T m f ibre principal. Soit 0 une T m connexion sur M. La classe de Chern v 

de f introduite au paragraphe 4 est la classe de Chern au sens usuel du 

fibre principal f : M - » P modulo l ' isomorphisme ïïl — Z m fourni par (r\. ). 

Soit V l'image dans H 2 ( P , R M ) = H 2 ( P , R ) M de ve H 2 ( ( P , Z m ) = H 2 ( P , Z ) m . 

\T est la classe de la courbure Q de 0 . 

Autrement dit d e ^ T Q 1 et [Q]] = \ T G H 2 ( P , I R ) . Dire que K admet {r\-) pour 

Z -base signifie que les champs X. = (f*r|j) sont les champs fondamentaux 

m i i 

de la T -fibration principale f. Autrement dit 6 (Xj) = ôj .11 en résulte que 

m . 

v - X f*i"li A 9 est une 2-forme projetable en une 2-forme co qui étend la 
1 

forme symplect ique des feuil les de ( P , A ) . 

A tout 1-forme 8 : M -> E m on associe la 2-forme 1T définie par 

G'CX.Y) = < 9 (X) , f T (Y) > - <9(Y) , f T (X)> où on identifie * 1 ® R à R m par 

l ' isomorphisme fourni par la base (TJ.) et où <9(X),f (Y)> est l 'évaluation 

de 0(X) e S u r f T ( Y ) e T P . 

On a donc prouvé (cf [10] ) 
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P R O P O S I T I O N 6 .2. SU : (M,o-)->(P,A) est une R.I.LC sans 

monodromie, il existe une 2 forme sur P, co, étendant la forme 

symplectique des feuilles de (P,A) et une connexion 9 sur le fibre 

T m 1-pr incipal f : M- *P telle que 

a = f* œ - e" 

Soit Q la courbure de 1T. Il résulte de ce qui précède que f d w -d = o 
soit 

m 
dco = Z T l i A " ' 

1 

Si de plus v = o M est comme T m - f i b r é pr inc ipal i somorphe à 

P x T m ^ T m . Si l'on chois i t c o m m e connex ion 9 la connex ion plate 

d o n n é e par la t r i v ia l i sa t ion , 0 = (9 1 ) , où les 9 1 sont les m fo rmes 

fondamentales de T m . 

C O R O L L A I R E 1 . TTU = O = v si et seulement si il existe un 
difféomorphisme de fibres principaux 

\|/ : M -» P x T™ 

une extension fermée co de la forme symplectique des feuilles de 

/&, m 1-formes (r|. ) fermées normales à A telles que si ( 9 ^ < j < m 

est l'ensemble des m 1 -formes fondamentales de T m 

m . 
\|/*(co+ X î i . A 9 ) = a 

1 

En part icul ier si K] P = o (ce qui assure TTl = o) et si v = o, les 1-

formes t i j sont exactes. Dans ce cas on choisit m fonct ions C°° a. : P -> E 

tel les que da—r i j . On dit alors usuel lement que les (aj) sont les actions et 

les (91) les angles. On a donc prouvé 
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T H E O R E M E 6 . 1 . [10]. Soiti : (M,c) ->(P,A) une R.I.LC. // existe un 
système (actions-angles) global associé à f si et seulement si 

= o = v et si le réseau î l est constitué de 1-formes fermées. Il 

en est en particulier ainsi si n^P^O^^P. 

La deux ième partie du résultat est due à Nekhoroshev [26]. 

7. O B S T R U C T I O N S A L ' E X I S T E N C E DE R.I .L. 

Si (P,A) admet une R.I.L. il existe sur (P,A) un réseau î l et à 

isomorphisme près toutes les R.I.L. de réseau î l sont classif iées par les 

t héo rèmes 5.1 et 5.2 La classi f icat ion des R.I.L. de (P ,A) est donc 

subordonnée à la recherche des réseaux î l sur (P,A) aptes à être des 
réseaux de R.I.L. On va dans certains cas construire une obstruct ion à 
l 'existence de tels réseaux. 

Le cas où [A] = o se traite aisément 

P R O P O S I T I O N 7 . 1 . Si (P,A) est une variété de Poisson régulière on 

peut munir n : v * ,A->P fibre normal au feuilletage d'une structure 

symplectique faisant de n une R.I.L. si et seulement si [A] = o. 

Ces R.I.L. sont classifiées par H2(P, A). 

D E M O N S T R A T I O N . 

[A] étant nu l , il existe un extension fe rmée co de la 2- forme 

symplect ique des feuil les de (P,A). Si X est la forme de Liouvil le de T*P 

et i : v*/& -> T*P Tinclusion , n : v*,4--> P muni de la 2-forme TC*CO - \*6X est 

une R.I.L. de P et toutes les R.I.L. construites sur v * ^ - > P sont classif iées 

par H 2 (P , /4 ) . Inversement si il existe unr R.I.L. sur v * , 4 - * P , î l = o et v = o 

ce qui entraine que [<&] = o. 

On suppose donc dorénavant que [A] ^ o. 

Si (P,A) admet une R.I.L. (M,a) -> (P,A), le réseau î l est tel que si 
A * 

d ^ v = [A] où v est la classe de Chern de la R.I.L. considérée. î l sera 

donc un réseau de R.I.L. d 'après le théorème 5.1 si [A] appart ient à 
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A * -

l ' image par de H ( P , ï l ) ou , ce qui revient au même , au noyau de 

l 'homomorphisme H 3 ( P . ^ H H 2 ( P , Z ( v * / 6 / î l ) ) . 

L'idée conduisant à la construct ion d'une obstruct ion est d' intégrer 

[/&] sur les cocycles ent iers des feui l les et d'obtenir ainsi un objet que 

do i t n é c e s s a i r e m e n t c o n t e n i r % . L 'étude de ce t ob jet fou rn i ra 

l 'obstruction cherchée. 

Soi t J le fa i sceau d e s g e r m e s de 1- formes no rma les à /6 

invar iantes par holonomie inf ini tésimale. Si d ^ dés igne la différentiel le 

ex té r ieure covar ian te assoc iée à la connex ion de Bott , on a une 
résolut ion molle de J 

d . 
O -> J -> C°°(v*/Ô) - ^ - > C ° ° ( , à * < g > v \ * ) -> .. 

d 
> C° ° (A P ,Ô*<g>v \ 4 ) .. 

Si (P ,A ) admet une R.I.L. (M,a) de réseau K 

31 - » Z(y*/&) -> J . 

On note K s et J s les restr ic t ions à S feui l le de A de K et J 

respec t i vemen t et J (S) le fa i sceau des g e r m e s de sec t ions v * S 
invar iantes par holonomie inf ini tésimale J(S) s'obtient à part ir de J s en 

prenant les jets d'ordre O le long de S. Par construct ion même 

ï l s - > J ( S ) . 

Soit r le morphisme en cohomologie déduit de l ' inclusion 

Z ( v * ^ ) -> J ; r : H h + 1 (P , , * ) - 4 H h (P,J) pour h>o. 

Par restriction à S on en déduit un morphisme 

r s : H h + 1 ( P , ^ ) - > H h ( P , J s ) . 

En composant avec les jets d'ordre O le long de S on construit 
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r (S):H H + 1 (P,^)^H H (P,J(S)) . 

L E M M E 1 . Le diagramme suivant est commutatif. 

A * 

H 2 ( p , m ) > H 3(P,^) 

r(s) 

* 

te 

H 2 ( S , t H s ) > H 2 (S ,J (S) ) 

* 

où j g est le morphisme en cohomologie déduit de l'inclusion 

î l s - > J ( S ) . 

D E M O N S T R A T I O N . 

A * 

est en fait le morphisme en cohomologie déduit de Pinclusion 

ï i - > Z{v*A). On a donc le d iagramme commutat i f (cf. [16]) 

A * 

H 2 { P N ) > H 3(P,^) > H2(P,J) 

(1) 

H 2 ( S , î l s ) > H 2 ( S , Z ( v * ¿ ) | s V H 2 ( S , J S ) 
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où le morph isme de H 2 ( S , î l s ) -> H 2 ( S , J S ) est déduit de l ' inclusion. 

D'autre part si on note ] ^ le morphisme, jet d'ordre O, de J s sur J(S) , î l 

étant un sous fibre de v*/&, en même temps qu'un sous faisceau de J(S), 
on a les d iagrammes commutat i fs 

tns^- * j s 

H \ is 

\ V 

J ( S ) 

H 2 ( S , î l s ) > H 2 ( S , J S ) 

(II) \ 

te \ T s 

H 2 (S ,J (S) ) 

En comb inan t (I) et (II) on obt ient le d i a g r a m m e commuta t i f 
cherché. 

Soit v la c lasse de Chern de f : (M,a)->(P,A) et v s son image dans 

H 2 ( S , 3 l s ) . Du lemme précédent il résulte que pour toute feuille S 

O r(S)M = ]'svs 
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Cette condit ion va s'exprimer s implement si S est sans holonomie 

inf in i tés imale. Dans ce cas K s est isomorphe au fa isceau constant 

rru k 

S x Z 0 et J(S) au fa isceau constant S x E ce qu 'on peut encore 

écrire ainsi 

H 2 ( P , 3 l s ) = H 2 ( P , Z ) ® î l s et H 2 (P,J(S)) = H 2 ( P , R ) ® J(S) 

en idenf i t iant, c o m m e il est d 'usage pour un fa isceau constant , K s à 

H ° ( S , î l s ) , J(S) à H°(S,J(S)). 

* 
Le morphisme j g est le produit tensoriel du morphisme canonique 

2 

de H ( P , R ) par l' inclusion î l s -> J(S). Soit c un 2-cycle entier de S. La 

relation O se traduit par J r ( S ) [ ^ ] = <r (S) [ /ô ) „ c> = <c ,jg v s > G î l s . 

On définit alors l m $ [ ^ ] = { r(s)[/6] I ceH 2 (S ,Z ) } 

l m $ [ / 6 ] est par construct ion même un sous fa isceau constant de 

î l s . 

DEFINIT ION 7 . 1 . Pour toute variété de Poisson (P,A) régulière dont le 

feuilletage A est sans holonomie infinitésimale on pose 

\m[A] = U lnrU /6]. 
SeA 

Toute f ibrat ion est un feui l letage sans ho lonomie et donc sans 

ho lonomie inf in i tés imale . Le feui l le tage de Reeb de S fourn i t un 

exemple de feui l letage sans holonomie f inini tésimale qui n'est pas une 

f ibrat ion. 

Si le feui l letage A est sans holonomie inf initésimale on a mis en 
évidence une première obstruct ion : 

P R O P O S I T I O N 7.2. Si (P,A) a un feuilletage sans holonomie 

infinitésimale et si (P,A) admet une R.I.L pour tout xe P lm[ /à ] (x ) 
* 

est un sous groupe discret fermé dev A . 
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E X E M P L E . 

2 2 
On munit P = S x S x E + de la structure de Poisson de feuil letage 

symplect ique de feuil les ( S t = S 2 x S 2 x { t ) l > 0 , la structure symplect ique de 

la feuil le S t étant induite par la 2-forme sur P 

* * 
a = t ( p 1 a 0 + p p 2 o 0 ) 

2 2 
où p. est la ième projection sur S , a 0 la forme volume standard de S 
et p un nombre irrationnel. La classe [A] est la classe de la 3-forme 

+ 2 
( p 1 a 0 + p P 2 a 0 ) A d t et pour tout t e R * , lrr£ t [A] = { ( n+pm)d t / ( n ,m)E Z }. 

p étant irrat ionnel, IrrgJ/ô] est dense dans vxA pour tout x. Il n'y a donc 

pas de R.I.L. de cette variété de Poisson 

Si p est rat ionnel non nul, l 'obstruction fourni par la proposit ion 
7.2 s'évanouit. 

En supposant que le feui l letage A de P est une f ibrat ion, ce qui 
est le cas de l 'exemple p récéden t , on va pourvo i r d o n n e r des 
obstruct ions plus précises. 

T H E O R E M E 7 . 1 . Si le feuilletage symplectique A de la variété de 

Poisson régulière ( P , A ) est une fibration localement triviale 

g : P-»Q et si (P ,A ) possède une FU.L. \m[A] est un réseau de 

(P,/6) image réciproque par g d'un réseau K° deQ, constant et 

exact sur tout ouvert trivialisant g. En particulier \m[A] est régulier. 

D E M O N S T R A T I O N . IL suffit de prouver le théorème 7.1 dans le cas 

où A est une fibration triviale. On suppose donc dorénavant que 

g : P = S x Q ^ Q 

Soit a une extension de la forme fermée des feui l les de type (2,o) i.e. 

une appl icat ion C°° de P dans A T*S. d a est alors de type (2,1). Si l'on 

note c un 2-cycle entier de S, c y le 2-cycle c x {y} de S y et <|>c l 'application 

de S dans E définie par y -> f a . 
J C y 
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f r ( S y ) M S ] = f [da ]=d( l ) c (y ) . 
y J^y 

Supposons que A soit une fibration triviale P = SxQ - » Q. Pour 
o 

tout y e Q on note [ a y ] la classe dans H ( S , R ) de la 2-forme 

symplect ique de la feuille S x {y}. 

T H E O R E M E 7.2. Si /À est une fibration triviale g : P = S x Q - > Q , 

(P,A) possède uneR.I.L si et seulement si y [ a y ] est une 

submersion de Q un sous-espace affine de dimension finie sur 

2 
un ouvert G' de H ( S , R ) dont la direction a une base formée 

2 2 
d'éléments de l'image réciproque dans H ( S , R ) de H ( S , Z ) . 

D E M O N S T R A T I O N . 

Par t ie d i r e c t e (P,A) possède une R.I .L (M,a) . 

étant constant soit p le rang constant sur Z de ïïl^ (y) , y e Q . 

Q 

Comme pour tout y K0 (y) est un sous-groupe discret fermée de T y Q , le 

rang de ÏÏIQ (y) sur Z est la dimension du R espace vectoriel 

î l ^ (y) ® R . Autrement dit p est la d imension du R sous espace vectoriel 

de T y Q , { dc ( ) c ( y ) /C€H 2 (S ,R ) } . 

C o m m e est un fa isceau, d())c(y) est ent ièrement dé terminée 

pas sa valeur en un point y 0 de Q, f ixé. On peut alors choisir une base c. 

de H 2 ( S , R ) const i tué de 2-cycles entiers et telle que (d <|)C. ( y 0 ) ) 1 < i < p soit 

Q 

une base de î l 0 et d<t>c, (y 0 ) = o si j>p. Soit Cj la base duale. Pour tout 

C G H 2 ( S , R ) 
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p * 
<c,d\|/>(y) = <c,d[a ]> = d<)>c(y) = 1 c- (c)d^{y) 

i=1 

P * 
où l'on note <t>; = <|>c.. Ceci s'écrit encore d\|/(y) = £ q dcMy) 

P * 
soit \]/(y) = \|/(y 0) + E Cj «>.(y) - <|>.(y0)) 

ce qui prouve la partie directe puisque le rang de d y est égal au rang 

sur E des d<t>. c'est-à-dire p. 

R e m a r q u e s 

1 - On n'a nul lement supposé S compacte . Si S est compacte la 
condit ion de f initude est automat ique. 

P 
2 - Sous la forme [ o l = [ a v ] + Z Pi C\ 

y ' o 1 

° ù Pj(y) = ^ ( y ) " <t>j(y0). l 'obstruction construite peut être présentée ainsi : 

Si (P = S x Q,A) admet une R.I.L. nécessairement la forme symplectique 
des feuilles varie linéairement pour un sys tème de coo rdonnées 
judicieux sur Q. 

R é c i p r o q u e : Par hypothèse il existe p fo rmes ent ières co. de S de 

classe [cOj) dans H 2 ( S , E ) et une submersion de Q sur E e y - » ( p V ) ) ^ ^ 

tel les que 

P 

1 
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Par définit ion même de [<&] , [A] est la classe dans H 3 ( P „ 4 ) de la 

P 

3-forme 2 o)| dp 1 G Z ( V 3 ,6) . 

1 

P P 

On pose v = £ [CÙ.] dp* 31° = © Z d p i 

1 1 

et on note 31 l'image réciproque de 31° sur P. Par construct ion même 31 
o 

est un reseau de (Pt/à) et v e H ( P , 3 l ) . La réc iproque sera p rouvée , 

compte tenu du théorème 5.2, si l'on montre que d ^ v = [A], ce qui 

résulte du lemme suivant : 

P 

L E M M E 1 : S / v = £ [co.] dp 1 e H 2 ( P , 3 l ) , d ^ v est la classe de 

1 

P 

XfcDj] dp1' dans H 3 ( P , ^ ) . 

1 

P R E U V E DU L E M M E . Soit (U a ) un recouvrement de Leray de S pour 

le fa isceau constant R. On note U ap = U a n UĴ  etc.... [o)|] e H (S ,R) . [œj 

2 

est donc la classe dans H (P ,R ) d'un 2-cocycle réel localement constant 

( a a p y ) = a obtenu ainsi : U a étant contracti le, il existe une 1-forme u a sur 

i i i i 
U a telle que d u a = co [, . u B -u est un 1-cocycle de S à valeurs dans le 

a P a 

fa isceau des 1-formes fe rmées sur S. Si U a p ^ 0 on chois i t une 

appl icat ion C°° de dans R telle que df ' a p = Up - u ' a . a est le cobord 
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de la 1-cochaîne f1 = (f^p) de (U a) à valeurs dans le fa isceau des germes 

d'appl icat ions C°° de S dans R . Il est immédiat que d ^ p Y = 0 . 

~* 2 3 
d ^ : H (P ,3 l ) - » H (P,/ô) s'obtient en composant le morphisme de 

2 2 
H ( P , î l ) dans H ( P , Z ( v * ^ ) ) déduit de l ' inclusion et l ' isomorphisme de 
H 2 ( P , Z ( v * , ô ) ) sur H 3 (P , /Ô) . Ce dernier s'obtient à partir de la résolution 
molle : 

O >Z(v* ,ô) > C ° ° ( v * ^ ) - ^ C°° (v 2 / 6 ) -!?-> 

~* 3 
Pour ca lcu ler l ' image de d ^ v dans H ( P , / 6 ) on doit donc faire les 

opérat ions suivantes : écrire a c o m m e le cobord d'une 1-cochaine de 

C ° ° ( v * / à ) ; Par construct ion a = db où b ap = dp 1 ; ensui te prendre 

l' image par d de la 1-cochaîne ce qui fournit un 1-cocycle df*ap A d p 1 de 
* 

Z(v2/6) ; écrire ensuite a 1-cocycle comme cobord d'une 1-cochaîne de 

C ° ° ( v 2 ^ ) ; par construct ion b : d3c où = u a A d p ' . La 3-forme cherchée 

est alors 6c^ = do^ soit co' A dp ' ce qui achève la démonstrat ion. 

Dans [8] le t héo rème 7.2 est annoncé sous une hypothèse 

superflue H 1 (S ,E ) = O = H 3 (Q, ]R) 

R E M A R Q U E S . 

1) Soit P = S 2 x muni de la structure de Poisson dont les 

feuil les sont ( S 2 x t ) t > 0 munies de la structure symplect ique f . a 0 où 

+ 2 
f : P->R* et o 0 est la 2-forme canonique de S normal isée. 
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(i.e. f 2 c r 0 = 1). Soit f(t) = f 2 f - o 0 . D'après le corol laire 1 , P possède 
J S J S x t 

une R.I.L. ssi f : IR Î - - » H 2 ( S 2 , R ) est soit une submers ion , soit une 

appl icat ion constante que l'on peut par normal isat ion supposer égale à 

2 + 
1. Dans ce dernier cas la R.I.L. de réseau \m[<&] - o est S x T* TR* avec 

la structure produit. Si f est une submers ion, f est un d i f féomorphisme et 

en prenant f(t) c o m m e coordonnées dans E on obt ient une var iat ion 

l inéaire 

a = a .t t > o 
t 0 

et lm[,A] = g* (Z dt). On vérifie alors que g : (P = S 3 x R * ) - > S 2 x R * où g 

est le produit de la f ibration de Hopf par l ' identité, est une R.I.L.C si on 

munit P de la 2-forme g*(a Q t ) + dt A 6 0 où 0 O est une connexion sur 

S 3 -> S 2 de courbure oQ. (cf. prop. 6.2) 

Par contre si f n'est pas du type précédent il n'existe pas de R.I.L. Il 
2 

en est ainsi en particulier si f(x,t) = (1+ t) . Cet exemple est du à Alan 
Weinste in . 

2 1 
2) Si on cherche à résoudre le même problème avec P = S x S 

le corol laire 1 implique que la seule structure de Poisson sur P admettant 
2 

(S x t | e g i comme feuil letage symplect ique et possédant une R.I.L. est la 

structure triviale f(t) = 1 pour laquelle la R.I.L. est S 2 x T * S 1 avec la 

structure symplect ique produit. 

8. C L A S S I F I C A T I O N D E S G E R M E S DE R.I .L. R E G U L I E R S A U 
V O I S I N A G E D 'UNE F E U I L L E C O M P A C T E ET T H E O R E M E D E S 
V A R I A B L E S A C T I O N S A N G L E S N O N C O M M U T A T I F . 

Les remarques qui précèdent relèvent du problème plus généra l 

su ivant : étant donné une var iété symplec t ique ( S , a 0 ) c lassi f ier les 

germes de variétés de Poisson réguliers contenant (S ,a 0 ) c o m m e feuil le 

symplect ique et admettant une R.I.L. On va se l imiter au cas où S est 
compacte et s implement connexe ce qui permett ra d'obtenir l 'extension 
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non commutat ive du théorème des variables act ions angles d'Arnold [2] 
v isée. 

Si S est compacte et s implement connexe, le théorème de stabilité 

locale de Reeb [29] assure l 'existence d'un vois inage A saturé de S 

di f féomorphe à S x Q où Q est un ouvert de E k (k est la codimension de 

A). Aut rement dit sous l 'hypothèse S compacte et TC1 S = o on peut se 

limiter à la recherche des structures de Poisson sur S x Q où Q est un 

vois inage ouvert contracti le de O dans E k . D'après le théorème 7.2 de 
te l les var ié tés de Po isson admet ten t une R.I.L. si et seu lement si 

l 'appl icat ion y de Q dans H 2 ( S , R ) u [gJ c lasse de la 2- forme 

symplect ique de S x u, est une submers ion sur un ouvert d'un sous-

espace affine de H (S ,R) dont la direction V est telle que le rang de 
2 

V n H ( S , Z ) soit égal à la d imension de V. Soit ( co^< i<k 1 k<| formes 

entières dont les classes forment une base de V ; alors 
k i 

K ] = [ a j + Z N y , (u). 

Par un di f féomorphisme de Q, conservant l'origine on transforme S x Q en 

une nouvel le variété de Poisson, notée S x Q par abus de notation telle 

que si (y1) désignent les k. premières coordonnées de Q 

[<g = [ o 0 i + x [œ,] y'. 

Un changement de base dans V se traduit par un changement linéaire 
de coordonnées dans Q, ce qui induit un di f féomorphisme de Poisson de 
S x Q . Les structures de Poisson sur S x Q admettant une R.I.L. sont 
donc classi f iées à isomorphismes près pas les sous-espaces vector iels 

V de H 2 ( S , R ) tels que la d imension de V soit égale au rang de 

V n H 2 ( S , Z ) . 

On se propose dorénavant de déterminer les R.I.L. régul ières 

d'une variété de Poisson (P = S x Q,A) f ixée. A isomorphisme de R.I.L 

près, les R.I.L. régul ières sont ent ièrement déterminées par la donnée 

d'un réseau régul ier î l et de la c lasse de Chern v e H 2 ( P , î l ) car ici 

H 2 ( P , / ô ) • o , ce qui assure l'unicité de la R.I.L. de c lasse de Chern 

donnée (Théorème 5.2). La nullité de H 2 ( P , ^ ) résulte du lemme suivant, 
Q étant ici contracti le, 
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L E M M E 1 . S / P = S x Q a f s / H 1 ( S , I R ) = o g : S x Q->Q induit un 

isomorphisme de H 2 ( Q , R ) s u r H 2 ( P , , * ) . 

La démonstrat ion est analogue à celle du lemme 1 du paragraphe 
précédent, (cf. [10]). 

Soit 31 le réseau d'une R.I.L. régulière. K est constant et exact et 

cont ient lm [ /6 ] . ïïl/lm[/ô] est égal au produit d'un groupe fini A par un 

p-k 
groupe abél ien libre 2 K 1 où p est le rang de î l . On peut donc trouver 

deux sous réseaux î l 1 et î l 2 de î l tels que î l 1 / \m[A] = A et 

ï l = î l j © H 2 . Soit Q 2 l 'orthogonal de 3 1 1 ® R et Q 1 un supplémentaire 

de Q 2 contenu dans l 'orthogonal de ï l 2 <8> R . 

Si (y ,z )eQ 1 x Q 2 [ a ( y z ) ] = [aQ] + £ [co^y. Il résulte alors du lemme de 

Darboux-Weinste in [32] que P est isomorphe au produit de la variété de 

Poisson S x Q 1 munie de la structure de Poisson induite par la variété 

de Poisson triviale Q 2 . Comme ï l = ï l 1 x ï l 2 

H 2 ( P , î l ) = H 2 (S , ( ï l ) = H 2 ( S , î l 1 ) x H 2 ( S , ï ï l 2 ) e t v = ( v 1 , v 2 ) est telle que 

A * A * . 

d R 1

v i + d E 2

v 2 = [ C ô iAdy 1 ] . 

Le lemme 1 du paragraphe 7 assure que v 2 = o. La R.I.L. régul ière 

considérée M->P est donc le produit d'une R.I.L.C de S x Q 1 de réseau 

î l 1 p a r T Q 2 / ï ï l 2 . 

Tout revient donc à classer les R.I.L.C de S x Q 1 . Soit 

v o = X [ w j A dy et K : E(S) -»S le fibre (unique) de classe de Chern v ç et 
1 

par abus de notation on note encore K : E(S) x Q 1 - » S x Q 1 . 

k i 

E ( S ) - > S est un T f ibre pr inc ipal . Soit (9j) une connex ion de 

courbure (d0') = (CÛJ). 
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(E(S) x , 7t*a 0 + d(y i ©j)) est (cf. 6.2) l'unique R.I.L.C de classe 

v s . On l'appelle R.I.L.C standard de rang k 1 

Si A = fi, 1 / l m [ , 6 , ] A est un groupe fini et s' identif ie donc à un 

sous g roupe de T e . Il en résulte que (E(S)/A) x Q 1 est muni d 'une 

structure symplect ique qui en fait l 'unique R.I.L.C de réseau tR > 1 et de 

classe v 1 . On a donc prouvé (cf. [10]). 

T H E O R E M E 8 . 1 . Soit P = S x Q où S est compacte simplement 

connexe etQ un ouvert contractile cfe R k . On suppose 

P = S x Q munie d'une structure de Poisson admettant une R.I.L et 

dont le réseau l m [ ^ ] est de rang k 1 . Toute R.I.L. de P régulière 

est isomorphe au produit de la R.I.L.C standard de rang k 1 par le 

cotangent d'un ouvert numérique Q 2 quotienté par un réseau 

constant exact de Q 2 . 

R E M A R Q U E . 

Si b 2 désigne le deuxième nombre de Betti de S, k 1 < b 2 . 

k i 
2 

Si k 1 = b 2 \|/ : Q - » H ( S , Z ) est une submersion et donc [ a 0 ] = £ a. [co.] . 

Une translat ion sur les coordonnées (y1) permet alors d'écrire 

k i 

Si M - ^ P 1 est une R.I.L.C régulière de P 1 = S x Q v si (6j) est une T 

connexion de courbure (co.), M est une variété symplect ique de 2-forme 

7c*o)j.y. + dy' A 8,- = d(y'.0j). M est une varété symplect ique exacte. 

Les résultats précédents prennent une forme remarquable si S est 
une orbite régulière d'un groupe semi-simple compact G ^ e rang k r 

S est nécessa i remen t s imp lement connexe et b 2 (S) = k 1 . S i l'un 

s' intéresse aux variétés de Poisson contenant S et de rang k 1 (i.e. lm[/6] 

de rang k ^ on est dans la situation de la remarque précédente. 
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La p ropos i t i on su i van te est une d e s n o m b r e u s e s f a ç o n s 
d 'expr imer le théorème de Kir i l lov-Kostant-Souriau [30] pour les orbi tes 
régul ières de la représentat ion coadjointe. 

P R O P O S I T I O N 8 . 1 . Soit G ] un groupe de Lie semi-simple compact de 
* 

rang k 1 U 1 l'ouvert des points réguliers de G-j, C* le dual d'une 

chambre de Weyl C de G contenue dans l'algèbre <T d'un tore 
maximal [cf. 27]. 

Soit 0 la forme de Maurer-Cartan de G. Si on munit la fibration f : 

G x C* -> U f(g,Ç) = - adg Ç de la structure symplectique de 

2-forme a = -d <Ç ,6 > f est le R.I.LC standard de rang k 1 . De plus 

f est le moment de l'action hamiltonienne à gauche naturelle de G 

dans G x C*. 

D E M O N S T R A T I O N . 

* 

On utilise une forme quadrat ique définie posit ive invariante sur Q-j 

ce qui permet d'identif ier C* a un sous-espace de et donne un sens à 

l 'expression <£,0> ÇeC*. 

Compte tenu de l'unicité de la R.I.L.C standard de rang k 1 il suffit 

de prouver que f : (G x C * , ^ )-> <U est une R.I .LC. de rang k r 

Tout d'abord on prouve que cf est une 2-forme de rang max imum. 

Il suffit pour ceci d'effectuer les calculs aux points ( e ^ ) e G x C * . Si 

E= (X,X Q ) et H=(Y 1 ,Y Q) sont deux vecteurs tangents à G x C * , 

a(S , H) = - <X o ,Y> + <Y 0 ,X> + < U X , Y ] > -

* 

Compte tenu de ce que si Xe <T a d x Ç = o on vérif ie que a est de rang 

m a x i m u m , que Ker Tf = V * 7 est un feui l le tage isotrope d 'or thogonal 

symplect ique le feuil letage (G x Ç) ^ . f est donc le moment de l'action à 

gauche naturel le de G sur G x C*. Quant à la forme symplect ique des 

feuil les elle s'obtient en calculant 'a sur les vecteurs (X,o)(Y,o) 
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G ((X,o),(y,o)) = < , [ X , Y ] > 

c'est donc la forme de Kostant-Kir i l lov-Souriau [30]. 

Soit Ç 0 e C*. On peut écrire 

"a = - d<Ç 0 ,©> + d<Ç-Ço,œ> 

ce qui entraine 

[<*ç] = [ % ] + < - Ç 0 -M> 

où co = (û)j) les [o)j] const i tuant une base de H 2 ( S ç 0 , Z ) , ce qui achève la 

démonst ra t ion . 

R E M A R Q U E . 

Si G est un g roupe compac t de cent re Z tou te orb i te de la 

représenta t ion coad jo in te de G est une orb i te de la représentat ion 

coadjointe de G 1 = G/Z. De plus 11 ouvert des points réguliers de G* est 

une variété de Poisson de rang k 1 le rang de G r Enfin avec les mêmes 

notat ions f:G x C - > l l est une R.I.L.C . Si G = G 1 x Z cette R. I .LC est 
* 

isomorphe au produit de la R. I .LC G-, x C ^ U j p a r T * Z munie de la 

structure canonique. 

Rassemblant les résultats précédents on a prouvé 

P R O P O S I T I O N 8.2. Soit S une orbite régulière d'un groupe semi-

simple compact G 1 de rang k 1 . A toute R.I.LC. M->P d'une 
k 

variété de Poisson P = S x Q , où Q est un ouvert contractile de E , 
k i 

de rang k 1 (k 1 < k) est associé un sous-groupe fini A de T tel 
k-k 

que, si l'on désigne par GQle groupe compact G 1 x T 1 d'algèbre 

de Lie G, U l'ouvert des points réguliers deQ*, M->P soit 
isomorphe en tant que R.I.LC .à 

f : G c / A x C * - > U 
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* 

f (g mod A, Ç) = - a d g Ç 

munie de la forme symplectique quotient de - d<Ç,6> sur G c x C*. 

A P P L I C A T I O N . 

T H E O R E M E 8.2. ( V a r i a b l e s a c t i o n s - a n g l e s n o n c o m -
m u t a t i v e s ) [10]. Soit J : M - ^ £ * une R.I.LC d'une algèbre de Lie 

compacte Q, .Le feuilletage de Libermann de moments est le 
feuilletage de M par une action hamiltonienne localement libre 
d'un groupe compact G G d'algèbre de Lie G. 

D E M O N S T R A T I O N . 

J : M - ^ ( i * étant i somorphe à G c / A x X * - > C * pour un cer ta in 

groupe fini A, le théorème est prouvé. 

E X E M P L E . 

Soit G un groupe non compact d 'a lgèbre de Lie Q. c o m p a c t e . 

Supposons que G agisse sur (M,a) de façon hami l tonienne coïsot rope 

localement l ibrement en x Q et que l'orbite de X Q G M soit compacte . Soit 

J : M - ^ £ i * le moment de G. Supposons que J ( X O ) G < U ouvert des points 

régul iers de G. Le feui l letage de M par les orbites de G est régul ier au 
vo is inage de x Q et sans holonomie. En restreignant M à un ouvert G-

saturé de l'orbite de x 0 , W , 

J : W - > £ * 

est une R. I .LC. d'un ouvert saturé de Q.* contenu dans U . J est donc une 
R.I.L.C du type précédent. Le feui l letage de L ibermann de momentJ est 
a lors le feui l le tage des orbi tes de W par l 'action hami l ton ienne d 'une 
forme compacte G c de G. 

R E M A R Q U E S . 

1. Si Ql est abé l i enne , on re t rouve le t h é o r è m e usue l des 
var iables act ions-angles d'où le nom de théorème des var iables act ions 
angles non commutat i f . 

2. C M . Marie [21] et [22] et R. Nicolaï [24] et [25] ont donné pour 
les ac t ions hami l t on iennes de g r o u p e s d e s m o d è l e s locaux au 
vois inage d'une orbite du groupe ou au vois inage d'une feuil le de 
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IT + V ff si V est le feui l le tage par les orb i tes. Les résul tats de ce 
paragraphe ne supposent pas a priori l 'existence d'une act ion de groupe 
mais seulement d'une R.I.L. de Q.*. L'exemple d'appl ication du théorème 
des var iab les act ions ang les non commuta t i ves peut s ' interpréter en 
disant que l'on a déformé l'action coïsot rope donnée de groupe G en 
l 'action coïsot rope d 'une forme compac te G c de G. On retrouve alors 

dans le cas part icul ier des act ions coïsot ropes les modèles locaux de 
Marie et Nicolai". 

BIBLIOGRAPHIE. 

[1] R. ABRAHAM-J . E. MARSDEN, Foundations of mechanics, 2 è m e 

ed., Benjamin, Reading, MA. 1978. 

[2] V. A R N O L D , Les méthodes mathématiques de la mécanique. 
Traduct ion française. MIR. Moscou 1976. 

[3] N. BOURBAKI , Variétés. Fascicule de résultats. Chapitre I à VII . 
Hermann Editeur. Paris. 

[4] A. C O S T E et D. SONDAZ, Sur certaines submersions d'une 
variété symplectique sur une variété de Poisson. C.R. Acad. 
Sc. Paris 302, Série I, n° 16, 1986, 583-585. 

[5] A. COSTE et D. SONDAZ, Classification de submersion de 
Poisson isotropes. Travaux du Séminaire Sud-Rhodanien de 
Géométr ie I (Variétés de Poisson, Géométr ie du moment , 
var iables act ions-angles). Publ. Dept. Math. Lyon 1988. 

[6] P. DAZORD, Sur la géométrie des sous-fibrés et feuilletages 
lagrangiens. Ann. Sc. E.N.S. (4) 13. (1981) 465-480 et Erratum (4) 
(18) (1985), p. 685. 

[7] P. DAZORD, Feuilletages et Mécanique Hamiltonienne. Publ. Dep. 
Math. Lyon 1983. 3 et 38. 

[8] P. DAZORD, Obstruction à un troisième théorème de Lie non 
linéaire pour certaines variétés de Poisson C.R. Acad. Sc. Paris. 
306, série I, p. 273-278 (1988). 

[9] P. DAZORD et T. DELZANT, Classe de Chern de certaines 
fbrations isotropes. C.R. Acad. Sc. Paris, Série I. Math. 300 
(1985) 137-140. 

[10] P. DAZORD et T. DELZANT, Le problème général des variables 
actions angles J . Differential Geometry 26 (1987) 223 -251 . 

[11] P. DAZORD et G. HECTOR, Sur l'integrabilité de certaines variétés 
de Poisson régulières (en préparat ion). 

4 7 



[12] T. DELZANT, Sur certaines fibrations des variétés symplectiques. 
C R . Acad. Sc. Paris, Série I, Math. 299 (1984) 883-886. 

[13] T. DELZANT, Variables actions angles non commutatives et 
images convexes de l'application moment Thèse de doctorat de 
l 'Université Paris VI . 1986. 

[14] J.J. DUISTERMAAT, On global action angle coordinates. C o m m . 
Pure. Appl . Math. 33 (1980) 687-706. 

[15] J.J. DUISTERMAAT et G.J. HECKMANN, On the variation in the 
cohomology of the reduced phase spaces. Invent. Math. 69 (1983) 
259-268 . 

[16] R. G O D E M E N T , Théorie des faisceaux. Hermann, Paris. 

[17] G O R D O N , On the relation between period and energy in periodic 
dynamical systems. J . Math. Mach. 19. 114. 

[18] A. GROTHENDIECK, A general theory of fibre bundles with 

structure sheaf, 2ème edit ion University of Kansas, Lansing, 
Kansas, 1958. 

[19] P. L IBERMANN et C M . MARLE, Géométrie symplectique, Base 
théorique de la Mécanique. Publ. Math. Univ. Paris VI I . 

[20] A. L ICHNEROWICZ, Les variétés de Poisson et leurs algèbres de 
Lie associées. J . Differential Geometry 12 (1977) 253-300. 

[21] C M . MARLE, Classification des actions hamiltoniennes au 
voisinage d'une orbite C.R. Acad Sc. Paris Ser. I Math. 299 (1984). 

[22] C M . MARLE, Classification d'actions hamiltoniennes de groupes 
de Lie in "Actions hamiltoniennes de groupes. Troisième 
théorème de Lie" (P.Dazord, N. Desolneux-Moul is, J .M. Morvan, 
ed.) Travaux en Cours n° 27. Hermann 1988. Paris. 

[23] P. MOLINO, Géométrie globale des feuilletages riemanniens. 
Nederl . Akad . Weteursch. Proc. Ser. A (85) 1982, 45-76. 

[24] R. NICOLAI , Action libre et hamiltonienne d'un groupe compact 
dans une variété symplectique. C.R. Acad. Sc. Paris, Ser. I. Math. 
296 (1983), 985-987. 

[25] R. N ICOLAI , Modèle d'action libre et hamiltonienne d'un groupe 
compact connexe sur une variété symplectique. Thèse 3° cycle 
(1984). Université Paris VI . 

[26] N.N. NEKHOROSHEV, Action-angle variables and their 
generalizations. Trans. Moscow. Math. Soc. 26 (1972), 180-198. 

4 8 



[27] R. OUZ ILOU, Sous-algèbres de Cartari in Travaux Séminaire Sud¬ 
Rhodanien de géométrie I. (Variétés de Poisson, Géométr ie du 
moment , Variables act ions-angles). Publ. Dept. Math. Lyon 1988. 

[28] J . PRADINES, Théorie de Lie pour les groupoïdes différentiables. 
Relations entre propriétés locales et globales. C.R. Acad. Sc. Paris 
263 (1966). 907-910. 

[29] G. REEB, Sur certaines propriétés des variétés feuilletées. 
Hermann. Paris 1952. 

[30] J .M. SOURIAU, Structure des systèmes dynamiques. Dunod. Paris 
1969. 

[31] T. VA ISMAN, Cohomology and differential forms. Monographs & 
textbooks in Pure Appl . Math. Marcel Dekker. New-York. 

[32] A. WEINSTEIN , Symplectic manifolds and their lagrangian 
submanifolds. Advances in Math. 6 (1971) 329-346. 

4 9 


