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DIMENSION DES ANNEAUX DE SERIES FORMELLES SUR UN "D+M"

M. KHALIS

Université Claude Bernard - LYON 1
43, boulevard du Onze Novembre 1918 - 69622 VILEURBANNE Cedex - LYON - FRANCE

0 - INTRODUCTION.

Soit R un anneau commutatif, intégre, unitaire et de dimension de Krull finie. On note
respectivement par R[X] et R[[X]] I'anneau des polyndmes et I'anneau des séries formelles a
coefficients dans R. Il est déja connu que si dim R =m, alors m + 1 < dim R[X] £2m + 1.
J. Arnold a montré [[2], Th. 1] que les anneaux de séries formelles ne possédent pas cette
propriété, plus précisément, si R n'est pas un SFT-anneau, alors dim R[[X]] = e. Un idéal I
de R est dit SFT-idéal [2] "Strong finite type", s'il existe un entierk > 1 et un idéal J € I de

type fini de R, tels que : xK € J, pour tout x € I. L'anneau R est dit SFT-anneau si tous ses

idéaux sont des SFT-idéaux.

La dimension de Krull de I'anneau R[[X]] est déja connue dans le cas ou R est noethérien
ou priiférien [3], quelques exemples particuliers ont ét€ aussi traités dans la littérature [2], [3],
[61....

La premiére partie de ce travail est consacrée au transfert de la SFT-propriété aux produits
fibrés d'anneaux ; aussi élargira-t-on la classe d'anneaux R tels que la dimension de Krull de
R[[X]] soit infinie. Dans la deuxi¢me partie, on considére un anneau de valuation de la forme
V = K + M, ou K est son corps résiduel, M son idéal maximal, et, R =D + M ou D est un
sous-anneau de K. Si V est un anneau de valuation discréte et D est un SFT-anneau, (dans le

cas contraire, dim R[[X]] = eo d'apres la premiére partie), alors :
dim R[[X]] = dim D{[X]] + dim V.
Ceci nous permettra d'évaluer la dimension de Krull d'autres anneaux n'appartenant a aucune

des familles déja connues, et contrairement aux anneaux de polynOmes, le degré de

transcendance de K sur le corps des fractions de D n'a aucune importance.
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I - TRANSFERT DE LA SFT-PROPRIETE AUX PRODUITS FIBRES.

Soient T un anneau, M un idéal maximal de T et K son corps résiduel. Soit ¢ : T——>> K

la surjection canonique et posons R = ¢-1(D), ol D est un sous-anneau de K.

I.1. PROPOSITION. [[1], Lemme 2.1] .
(a). R est un produit fibré déterminé par le diagramme suivant :

R =¢-1(D) > D
T L >K

ou les homomorphismes sont canoniques.
(b). M=R:T) et RyM = D.
(c). Spec(R) = Spec(D) ¢ Spec(T).
Spec(K)

(d). Si T est local, alors M est un idéal premier divisé, et tout idéal premier de R est

comparable avec M.
(e). Si T est local, alors dimR =dim D + dim T.

(D). Pour tout idéal premier P de R tel que M & P, il existe un unique idéal premier Q de T
tel que : Q1R =P, etona: Tg=Rp.

1.2 - Dans la propriété (f) de la proposition précédente, si on suppose que T est local, alors
pour tout P € Spec(R) avec M & P(donc P € M, d'apres (d)), il existe un unique

Q € Spec(T) telque : P=Q () R. Comme M est l'idéal maximal de T et
M & R,P=Q (1R =0Q. Ainsi, P € Spec(R) avec P € M <= P € Spec(T).

1.3. THEOREME - Sous les hypothéses de la proposition 1.1, on suppose que (T,M) est
local. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i). R est un SFT-anneau ;

(i1). Les anneaux T et D sont des SFT-anneaux.
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DEMONSTRATION - Pour montrer qu'un anneau satisfait la SFT-propriété, il suffit de
montrer que tous ses idéaux premiers sont des SFT-idéaux, [[3], proposition 2.2].

(i1) = (i). Supposons que T et D soient des SFT-annneaux et soit P un idéal premier de R.

Deux cas sont possibles :
PCMouMGgGP 1.1.@)

-SiP & M, P € Spec(T) et comme T est supposé étre un SFT-anneau, il existe k' >0

et J=(x1,....xn)T € Ptel que: xK € J, pour tout x € P.

Pourtouti: 1<i<n, x;€JC PC; R, d'ou xj € R. On pose :
I=(x1,....xp)R et k=2k'>0,

ona:

« 1 € P, Iestunidéal de type fini de R,

n

. Pourtoutx € P, xk € J dott xK =z ajxj aveca€T,1<i<n.
i=1

n
xk = (xkK)2 = (2 aj xi)2 = 2 xi(ai2 X;) + z xi(2a; aj X;)

n
i=1 i=1 1<i<j<n
or,lesa; € Tetx; € P & R, d'ott xK € I, et par suite P est un SFT-idéal de R.

En particulier, lorsque P = M, il existe J1 = (y1,...,ys)R et k1 > 0 tel que : xk1 € Ji, pour

tout x € M.
-Si M C; P: Rm=D (I.1. (b)).

R/M est donc un SFT-anneau. Ainsi, pour Pypp € Spec(Ry\p), il existe

T=(x1,....x0) € PMmetky >0 telque: x*2 e, VX€Pm
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Soit J : (X1,.-,Xp Y1,-..,¥s)R, etk =kj kp. Ona:
e J C P,estunidéal de type fini de R.

e Pourtoutx € P,ona:

T
xk2€I+M d'ou : xk2=zaixi+b, ol a3 € R et bEM.

i=1

r
xk=xk1k2=(z aixi+b)k1
i=1
r K K r
= (Zaixi)1+b1+ Zaixi (2)
L1 B 1

-~ USRS i U —
€] €] €R

or bkl € J1=(¥1,...,ys)R € J. Ainsi xk € J.

(1) = (i1). Supposons que R soit un SFT-anneau. D = R/M et donc D est un SFT-anneau,
{[3], Prop. 2.3]. Soit P € Spec(T), P est un idéal premier de R (1.2), d'oq, il existe k >0
et J=(x1,....xm)R tel que : xk € J, pour tout x € P. Posons : I = (x1,...,xm)T € P,

alors, xk € I pour tout x € P et par suite T est un SFT-idéal.

IT - DIMENSION DES ANNEAUX DE SERIES FORMELLES SUR UN "D+M".

Dans toute la suite, on considére V = K + M, un anneau de valuation de dimension m, et
R =D + M ou D est un sous-anneau de K. Tout d'abord, si V est de valuation non discréte ou
si D n'est pas un SFT-anneau, l'anneau R[[X]] sera de dimensicn infinie (Th. 1.2) et [[2],

Th. 1]. On suppose donc que V est de valuation discréte de rang m, et D un SFT-anneau de
dimension finie. Soit (0) G P1& ... & Pma G M la chaine de tous les idéaux premiers de R

contenus dans M.
I1.1. THEOREME - Dans ces conditions on a :
dim R[[X]] = dim D[[X]] + dim V.

Pour montrer ceci, on établira les lemmes et les résultats suivants.
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II.2. LEMME - Pour tout i:o<i< m-1,0na:
R/P{IXIDR/P; - {0} = (V/RLXIDVp; - {0} -

DEMONSTRATION - Pour tout i, P& M

Vme Mp;;m . V/pilIX1] € Mpil[X1] ¢ Rypi([XI1.

et I'égalité en découle.
A partir de ce lemme, on déduit le résultat suivant.

I1.3. COROLLAIRE - Pour tout Q € Spec(R[[X]]) tel que : Q' (1R =P; G M, il existe
Q' € Spec(V[[X]D :
QNRIX]I=Q er QM V=P;.

I1.4. COROLLAIRE - Pour tout i:0 <1i < m-1, il n'existe pas trois idéaux premiers de
R[[X]]: Q1 G Q2 & Q3 ayant la méme trace Pj sur R.

DEMONSTRATION - En effet, pour touti:o <i<m-1:

(V/plIXIDV/p; - {0} = R/PIXIDRp; - {0)

et
dim(V/p;[[XIDV/p, - {0} =1, [[4], Prop. 5].

IS, LEMME - Pour rout 1 < i < m-1, si Q est un idéal premier de R[[X1] tel que :
Q; Pil[X]], alors il existe j <i tel que Q = Pj[[X]] , (et donc :
(0) C_,Z P1[[X]1] C_; C; MI[[X]] est la seule chaine saturée d'idéaux premiers de R[[X]]

contenus dans M[[X]], d’on ht M[[X]] = m).

DEMONSTRATION - Soit Q € Spec(R[[X]]): Q & Pil[X]] ,QR=P; & P;,
il existe Q' € Spec(V[[X] tel que Q = Q' N R[[X]] et Q' [ V =P;. Pour conclure, il suffit de
montrer que Q' G M[[X]], et donc Q' = Pj[[X]]) [4]. Sinon, soit :

f(X)= 3, 2 X € Q \ MI[XII,

iz0
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aj € V. Soit ip minimal tel que : aj, é M. ajg est inversible dans V. On peut supposer que

ajg = 1.
ig-1
f(X) = 2 aj Xi+ X0 g(X) ot g(X) est inversible dans V{[X]].
0
ig-1
1X). gX)1=( Y aXi).gx)1+Xx0,
i=0

i=

f(X) . g(X)-! appartient 2 Q mais n'appartient pas 3 M[[X]], or Q G Pil[X]] G M[[X]] ce qui

est absurde.

I1.6. LEMME - Dans l'anneau R[[X]], si Q est un idéal premier de hauteur m + 1, alors Q
contient M[[X]].

DEMONSTRATION - Ceci découle de I1.3, I1.4 et II.5.

DEMONSTRATION de IL1 - Grice au fait que : R[[X]I/M[[X]] = DIIXI]], on peut
supposer que dim D[[{X]] < eo.

Soit s =dim R[[X]]; (0) & ... & Qs une chaine qui réalise la dimension de
R[[X]]. 1 =ht Q;. Qm+1 contient M[[X]], (I1.6), et ht Qm+1/M[[X]] =1.0na:

dim D{[X]] = dim RIXT}/myrx;
=ht QS/M[[X]] =s-m=dimR[[X]] - dim V.

d'ott dim R[[X]] =dim D[[X]] + dim V.
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