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UN OU DEUX EXERCICES SUR LES MATRICES SYMETRIQUES

par
L. LESIEUR
Soit A € M (K) une matrice carrée n X n a entrées dans un
corps commutatif K quelconque. On sait gue A et sa transposée tA
sont semblables dans le groupe linéaire GL(n,K) (1). Je vais démon-
trer que la matrice de passage peut étre choisie symétrique.
THEOREME 1. A étant une matrice n X n sur un corps commutatif K
qguelcongue (2), tA sa transposée, 1l existe une matrice symétrique

inversible S € Mn(K) telle gue :

La démonstration passe par la forme réduite de Jordan.

Prenons d”abord le cas d’un corps algébriquement clos.

K algébriquement clos. A est semblable, dans le groupe linéaire
GL(n,K) & sa forme réduite de Jordan formée de blocs diagonaux
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Considérons la matrice carrée symétrique inversible

O 0 . § (8]
s = : .
p ./.
[0} 1 ... O o]
1/0 o] (o]
qui est symétrique et inversible : Sp X Sp = Ip .

t

(1) On le démontre en remargquant gue A et A ont les mémes invariants.

(2) La caractéristique peut é&tre non nulle et méme égale a 2.



(Ssi u est 17endomorphisme associé on a : u(ei) = e 4> i =1,2,...,p,

— -1 __ .
ei) = ei). I1 en résulte Sp = Sp . Je dis qgue prJ est

symétrique. En effet
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On en déduit : Y (s_ J ) =s_J_ = tJ_ s a4’ on
P P P P P P
t _ -1
Jp = Sp Jp Sp

En juxtaposant les blocs diagonaux Jp et Sp on en déduit la relation

t 2

(1) Jg=s5"1,5s, s2 =1, s symétrique (1),

Le théoréme va en résulter aisément en revenant aux matrices données

t

A et A
J =P 1 AP, P e GL(n,6K)
Ly = () (ta) (P 1) = ta = (tpy 1 (ty)tp, d’ou avec (1)
th=tp71 571 5 5 tp = tp~1 571 p=1 A p s tp,
et en posant > = P S tP, > est symétrigue (tz = ) et
A = Z_l A Y, S symétrique inversible.

K quelcongue. En considérant la cldéture algébrique K de K, le

résultat précédent prouve 17existence de > symétrigque inversible

dans GL(n,K), mais peut é&tre pas dans GL(n,K). (C’est wvrai cepen-—
dant pour K = R, K = C).
La démonstration suivante ne dépend pas de la nature de K. Elle

s”appuie sur la forme rationnelle de Jordan pour A, constituée de

(1) Cette égalité m"a été signalée par M. Contessa. Elle figure dans les
solutions d’exercices du livre de Bertin [1] par M.P. Malliavin et
A. Warusfeld {7] p.58. Elle est également suggérée dans les exercices

de Bourbaki [2] § 5 exercice 2 et Appendice, exercices 1,a et 1,b.
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blocs diagonaux
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ol Jp est la matrice compagnon du polyndme caractéristique
F(x) = det(x I.- J_) = xP + a, xP71 4+ .+ « X + a, € K[x].
P p 1 p-1 p
Nous allons prendre une matrice symétrigue Sp inversible de fagon
gque Sp Jp soit symétrique. Apres guelques tAtonnements on y arrive
au moyen de l17identité suivante :
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ou les Bi , i= 1,2,...,p, sont liés aux oy par les relations du

systéme linéaire triangulaire

Bl + ooy = @]
52 + alﬁl + o, = (8]
Bg + oyBy + apBy + ag = 0
(T) 3
Bp-1 * ®1Bp o * @B g + - t a4 =0
Bp + apr—l + + ap = 0



Sp est symétrique et inversible (det Sp = (—1)p pour n = 2p ou

ty =s_ J._ s

= 2 1 t t étri d’ ot
n p+1) e S J es sym rique ou p p p p

P p
On termine la démonstration du théoréme comme plus haut
— -1 _ -1 t . . . .
A = 3 A Y , ¥ =P S P symétrique inversible.
Remarque. Les formules T ressemblent aux formules de Newton qgui

expriment les sommes de Newton en fonction des fonctions symétrigues

élémentaires. Elles sont méme plus sympathigques car la caractéristique

du corps K n“intervient pas et les Bi (i = 1,...,p) sont des géné-—
rateurs de 1 algébre des polynOmes symétrigues en > S i=1,...,p, au
méme titre gue les polynbmes symétriques élémentaires. Si on associe
aux Bi le polyndme g(x) = xP lep—l + ..+ Bp—lx + Bp la corres-—

pondance entre les polyndmes bif et 2 est symétrigue.

Le théoréme 1 entraine le suivant

THEOREME 2. Toute matrice A Mn(K) est un produit A = SS” de
deux matrices n X n symétrigues, 17un des facteurs (au choix) pou-

vant étre pris inversible. Si A est inversible, S et S’ le sont

aussi (1).

En effet, considérons une matrice symétrigque inversible S telle
que A S = % soit symétrigue (Théoreme 1 avec > =S tA). On en
déduit A = 3 S_1 (produit de 2 matrices symétrigues avec un deuxiéme
facteur inversible). De méme

A=5851 A=AaA73% avec ¥ =51 A =Tta 571 gsymétrique.

Une autre formulation du théoréme 2 est la suivante

COROLLAIRE 1. Soit E 1l1’espace vectoriel sur K des matrices n X n

symétriques. L application (A,B) —> AB est une application bili-

néaire surjective de E X E sur Mn(K).

(1)

Il serait intéressant de donner un procédé de calcul pouvant étre
programmé sur machine. Un autre probléme, suggéré par le Professeur
Giuseppe Valla (Universita di Genova), est une extension partielle

du résultat lorsgue K est remplacé par un anneau local.
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Dans (1,b) on demande de démontrer gque sur 2Z, ( ) n‘est pas

semblable a4 sa transposée.



