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UNE THEORIE GENERALE DES INFINITESIMAUX

Yves PERAIRE

INTRODUCTION :

L'usage des infinitésimaux, c'est bien connu, remonte au début
du XVIIiéme siecle avec les premiers pas du calcul infinitésimal
inventé séparément par Leibnitz et Newton. Dans 1'optique de Leibnitz,
la dérivée en un point d'une fonction réelle de la variable réelle
était le quotient de deux infiniment petits. Il n'a pu étre donné
une définition correcte de ces infinitésimaux; toutéfois, Leibnitz
se faisait une certaine image de ces éléments et les décrivait
comme des nombres idéaux obéissant aux mémes lois que les nombres
ordinaires. L'absence d'une définition rigoureuse conduit a des
paradoxes ; dans [2] Pierre Cartier donne 1'exemple suivant :

"Dans le calcul de la dérivée de la fonction y=x2, si 1'on
donne un accroissement "infiniment petit" dx & x on trouve:

y+dy = (x+dx)2 = x2+2x(dx)+(dx)2 et finalement,

dy/dx = 2x+dx = 2x. Le résultat dy/dx = 2x est bien
conforme a 1l'orthodoxie, mais le paradoxe est que 1l'on doit supposer
dx non nul pour faire la division alors que 1'on doit le supposer
nul pour écrire 1'égalité finale 2x+dx = 2x."

Par la suite les idées de Weirstrass, Abel, Dirichlet et Kronecker
qui centrent toute l'analyse sur la notion de limite définie par
la périphrase rituelle : " Ve >0 3 6§ . ...." se sont imposées.

Remarquons que les physiciens et mécaniciens continuent a fairec

des raisonnements infinitésimaux qui, bien que jugés non rigoureux

par les mathématiciens, fonctionnent dans la plupart des cas.



On peut trouver aussi sous la plume de V. Arnold les formulations
heuristiques suivantes:

"...Soit un transport paralléle le long du bord d'un "petit"
domaine D de cette surface. Ilest clair que le résultat de ce
transport est une rotation d'un "petit" angle...." ([1] p.302 )

Les guillemets nefigurent pas dans le texte original.Plus loin
encore ontrouve:

" La forme de courbure prend sur un couple de vecteurs tangents
"infiniment petits" une valeur égale a i'angle de rotation sous

l'effet du transport paralléle le long du parallélogramme "infi-
niment petit" construit sur ces vecteurs..."

Le but d'une théorie des infinitésimaux est de permettre 1'éli-
mination des guillemets dans les énoncés précédents.

On peut considerer que cet objectif a été atteint par les travaux
d'Abraham Robinson, prenant pour point de départ la découverte par
Skolem dans les années 30 des modéles non standard de l'arithmétique
de Péano. ( Voir [6] ).

La mise en oeuvre de la méthode de Robinson présente quelques
difficultés du fait de 1'intrusion de la logique dans la pratique
mathématiques, et on sait bien que les mathématiciens n'aiment pas
la logique.

Heureusement 1'article de Edward Nelson ([5])qui relégue les
problemes logiques dans la Théorie des ensembles, qu'il désigne sous
lenom de théorie des ensembles internes, raméne 1'utilisation des

infinitésimaux a trois reégles simples : les axiomes de transfert,

d'idéalisation et de standardisation.



Pourtant les théories actuelles des infinitésimaux présentent
des insuffisances, mises en avant dans [9]
A partir d'une situation simple, essayons de dégager une théorie

des infinitésimaux permettant la plus large application possible.

Soit (un) une suite numérique telle que lim(u_ ) = O . TIntuiti-
n >«

vement on peut exprimer ce fait en disant que u_ est aussi petit
que 1'on veut a condition de prendre n assez grand. La manie prop-
re au mathématicien de créer des objets idéaux nous pousse irrésis-—
tiblement & écrire : si n est infiniment grand alors u est infini-
ment petit.A premiere vue, il semble bien difficile de donner un
sens rigoureux a ces deux termes. Que signifie w infiniment grand
si W est un entier? Surement pas plus grand que tout entier car,
dans ce cas , une contradiction apparait immédiatement: w serait
strictement supérieur & lui méme!

Si 1'on désigne par IN 1'ensemble des entiers naturels une pos-
sibilité est d'essayer de construire un ensemble ﬁN contenant N
auquel on pourrait prolonger la relation > en une relation*> défi-
nie sur ﬁN. On sait le faire depuis la découverte de Skolem; cette
démarche a été poursuivie systématiquement par Robinson.

On peut aussi dire : infiniment grand signifie plus grand que
tout entier naif (ou intuitif) et admettre que ceux ci ne rempli-
ssent pas IN. En effet, reprenons la céléebre provocation de Georges
Reeb et écrivons: WN # {0,1,2,....n,...} dans laquelle 0,1,2,..
sont assimilés aux entiers naifs. Une telle affirmation, choquante
pour un mathématicien classique (non habitué a observer la théorie
des ensembles de 1l'exterieur), n'est pas démontrable, pas plus que

son contraire, dans le cadre de la théorie des ensembles de



Zermelo-~ Fraenkel. Pire, elle n'est pas formulable dans le langage
de Z.F. I1 faudrait pour cela une formule infininiment longue:

FWENWH#O0 et W#1 et WF 2 et .ieeeve.. W#FEFnNn «o.... .

Si 1'on veux une formulation plus courte il nous faut un vocabu-
laire plus riche. L' idée de Nelson consiste a enrichir le langage
de Z.F d'un mot nouveau, un prédicat, noté st (lire: standard).Ceci

étant fait, on peut écrire la formule bien formée:

2wEIN (YVn elN (n st = w#n)).

Si 1'on assimile les naifs aux entiers standard, 1'entier @ de
la formule précédente peut é&tre considéré comme infiniment grand.
On n'aura aucune difficulté a définir dans R des infiniment grands

ni des infiniment petits ( inverses d'infiniment grands).

I1 nous semble important d'observer que ces notions sont des
idéalités mathématiques traduisant les notions intuitives : trés
petit, (autant qu'il est necessaire ) négligeable,trés grand etc..

On observera également leur caractére relatif. Infiniment petit
signifie en fait infiniment petit si on le compare aux standard.
Soit par exemple la suite (un)=(é%(—1)n)aveczzinfiniment petit.

Il est clair que ug tend vers zéro quand n tend vers 1'infini,

pourtant, si n est infiniment grand mais inférieur a 1/¢ alors

|un|> 1 u_ n'est donc pas infiniment petit.

Ainsi se dégage la necessité d'entiers infiniment-infiniment grands
( Infiniment grands comparés a 1/€), ou, infiniment grands
d'ordre 2 . Cet objectif est atteint dans ce travail. Parmi les
applications, nous verrons que si (xn(t)) est une suite de fonctions
continues convergent simplement vers une fonction x(t), et si 1'on
pose Pm(€)={t/|&&t)—x(t)!<€} alors, 1'ensemble des points de conti~-

nuité de x(t) peut étre approché [ en un sens que nous préciserons)
0

par l'ensemble ﬁn(ﬁ) avec € trés petit (infiniment petit) et m

trés-trés grand



Pour construire en toute rigueur des infiniment petits ou
infiniment grands ( et bien d'autre choses encore ) de tous ordres

il est clair qu'il nous faudra un vocabulaire encore plus riche.

I.UNE THEORIE DES ENSEMBLES INTERNES.

Nous nous placerons dans le cadre formel de la théorie des
ensembles ainsi constituée:

Le language est celui de la théorie des ensembles de Zermelo-
Fraenkel, avec son unique prédicat binaire " €" , enrichi d'une
série de nouveaux prédicats, indexés par la suite intuitive des
entiers et notés: "st", "stl1/2", ...."stl/p"...(Lire: standard,
standard 1/2 ou 1/2-standard etc...).

Parmi les formules bien formées définies de la maniére habi-

tuelle (Voir [3]), on dis tingue celles dans lesquelles n'inter-

vient aucun prédicat st, stl/p; on les appelle des formules internes

Les axiomes sont
a/ Les axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-
Fraenkel avec axiome du choix (Z.F.C.), relativisés aux formules

internes

b/ Trois schémas d'axiomes, équivalents gradués des axiomes

de Nelson:

Schéma d'axiome de tansfert: (T)

Si ¢ est une formule interne avec toutes ses constantes

ajy, az,...an,stl/p alors:
stl/p
YV  x ¢(x,a1,....an) <=> Vx ¢(X,al,....an)



Schéma d'axiome d'idéalisation: (I)

Si ¢ est une formule interne a deux variables libres x et y
et toutes ses constantes stl/p alors:
stl/p fin stl/p+1 stl/p
z 3yV x €z $(x,y) > 3 gV x @(x,8).

Schéma d'axiome de standardisation: (S)

Si ¢ est une formule quelconque alors:

st st st
v z I x VvV tt€x <= (t€ z et ¢(z)).
¢/ Un nouvel axiome.

Schéma d' axiome de graduation: (G)

pour chaque entier naif p

Vx x stl/p = xstl/p+1

I1 est prouvé dans 1'annexe que notre théorie des ensembles

est une extension conservative de Z.F.C.

On peut démontrer comme dans [5]1' existence d'un ensemble fini
contenant tous les ensembles stl/p. Le lecteur n'aura pas de mal
a vérifier que le produit, la somme, le quotient de deux réels stl/p
est stl/p ou, plus généralement que 1'image d'un élément stl/p par

une fonction stl/p est stl/p.

L'axiome d'idéalisation nous fournit des infiniment petits d'ordre

p. Il suffit de 1'appliquer a la formule:

p'(x,y)

On obtient de méme des infiniment grands d'ordre p.

(x €\R+, y €IR et )y ¢x).

On remarque qu'il n'a pas été donné d'équivalent gradué du principe
de standardisation de Nelson, K En voici lta justification. (S) postule

que pour toute formule



pas forcément interne, p, il existe un ensemble sygandard dont les
éléments standard sont exactement les standard du référentiel z
qui satisfont ¢. Dans notre théorie des ensembles nous n'avons pas
le droit d'écrire E = {t € z / ¢ (t) } , car le schéma de compréhen-
sion ne s'applique qu'aux formules internes. Nous nous permettrons
tout de méme de telles expressions; ce ne sont pas des ensembles

de I.S5.T.G.; nous dirons que ce sont des ensembles externes.

L'ensemble x de (S) sera appelé le standardisé de E. On le notera
stE .Si E est un ensemble externe il n'existe pas toujours un en-
semble stl/p ayant les mémes éléments stl/p que E comme nous le
verrons dans les exemples qui suivent. Dans le cas ou il existe
nous le noterons Stl/pE et 1l'appellerons le standardisé d'ordre p
de E . Quand il existe, le standardisé d'ordre p est unique car
l1'axiome de transfert nous permet de dire que si deux ensembles

ont les mémes éléments stl/p alors ils ont les mémes éléments.
Voici quelques exemples de standardisés:

1- Si E = {n € N/ Un st)}

stE = ¢

Stl/ZE n'existe pas car alors, il serait une partie non vide

de N sans plus petit élément. En effet, il existe des stl/2 qui

ne sont pas standard (idéalisation) donc Stl/ZE # 0 ; d'autre part,
son plus petit élément est stl/2 (transfert). Si on le note a il

est clair que a-1 est stl/2 et qu'il n'est pas standard, il est

donc dans Stl/ZE ce qui contredit la minimalité de a.

2- Si E = {n €N/ n<wl} aveec w st1/2 alors,
stE = IN

Stl/pE = E pour tout p} 2



3- Soit (Yn) une suite standard croissante d'ensembles et E = UYn

alors, pour tout entier N infiniment grand d'ordre p, on a:

E Stl/pYN car, pour tout t stl/p dans E, il existe n stl/p tel
que t € Yn ( Transfert ). Comme n <N, YnC: YN donc: t € YN.
YN et E ont donc les mémes éléments stl/p.

. st * :
4- Soit E =] x €ER /v s €ER, x| < s |
* stE = |0}
* Stl/pE n'existe pas si P> 2.

Supposons 1'existence de S = Stl/pE on-a alors:

stl/p

(1) Vv x € S, -x € S d'ou, par transfert,
vV x € S, -x € S

stl/p stl/p stl/p

(2) Vv x €S V¥ y € sV z ER (x¢cz<y = z € S) d'ou

v x € S vy €S vz €R (x¢gz¢y = z € 85)
(3) On déduit de 1'axiome d'idéalisation QUe S # {0}

stl/p
(4) V¥ x € S, x € E donc |x1<¢ 1 on en déduit par transfert que

vx €8S §xi<1
Des propriétés précédentes on tire que S est un intervalle
symétrique non réduit a {0}.
S n'est pas un intervalle ouvert. En effet, si S =7-a a] avec
a positif, l'axiome de transfert implique que a est»stl/pf D'autre
part, a € E car dans le cas contraire, il existerait un standard
positif x tel que a » x et on aurait
x stl/p , x €l-a al = S et x ¢ E , c'est impossible donc:
a € S
Stl/pE est donc nécessairement de la forme S =[-a ajavec a stl/p
positif. Soit x dans E stl/p et positif ( obtenu par idéalisation),

il est clair que a+x est dans E et donc, dans S =f—a al]. C'est une

contradiction.



ITI. L'ANALYSE NON STANDARD.

IT.1 La relation de proximité infinitésimale:

Dans la suite (X,0) désigne un espace topologique séparé

admettant X comme ensemble sous-jacent et O comme ensemble d'ouverts.

Définition 1:

Si X eststl/p et si a € X est un point stl/p , nous dirons que
x est infiniment proche d'ordre p de a si:

stl/p
v U€0 (a€lU= x €U ).

Notations:

On écrira x & a ( x infiniment proche d'ordre p de a).
Nous écrirons x =—»a ( x infiniment proche de a), s'il existe

un entier p tel que x > a

Si X est R muni de la topologie usuelle alors,

stl/p %
x Paa équivaut a Vv s € R+ | x-a{ < s
Définition 2:
Si x € R et x Lo , nous dirons que x est un infiniment petit

d'ordre p. Si de plus x est non nul, nous dirons que 1/x est un

infiniment grand d'ordre p.

Examinons de plus prés les propriétés de la relation —»
I1 est clair que c'est une relation externe, puisque sa définition

exige 1'utilisation du prédicat stl/p.

Propriété 1:
1
Si a est stl/p et si p'> p alors; x By g = x BE»a

On applique 1'axiome de graduation.



Propriété 2:
Si a stl/p et b stl/p alors, b Ha = b=a

Preuve:

On écrit la propriété de séparation de a et b puis on appligque

l'axiome de transfert.

Propriété 3:
Si X est un espace métrique, d la distance sur X alors:
X > a équivaut a d(x,a) infiniment petit.
P,

X -—=a équivaut a d(x,a) infiniment petit d'ordre p.

Preuve:

Laissée en exercice.

Définition 3:

Soit x un ensemble stl/p pour un certain entier p. On posera:

p(x)
S(x)

min {p / x stl/p} ,

1/p(x). S(x) sera la standardité de x

Remarque:

On ne peut pas dire dans le language de notre théorie des
ensembles que tout ensemble posséde un degré de standardité: I1
faudrait pour cela quantifier sur les prédicats. Cependant on
ne risque rien a 1'affirmer,comme une propriété externe a I1.S.T.G,

a cause de la propriété 2 du paragraphe III de 1'annexe.

Notationsz:’

On pourra écrire : x b a la pla ce de x B£3>b,
\ (b)+p-1
X -%b a la place de x P ___£> P, (p entier)]ﬂ).

>

}
~

».

la place de xkiﬂ@}p (k et p entiers ) 1)

Remarque:



Si X = R est la droite réelle achevée et si x &€ IR alors,
k . . . . . ]
X —>+00 si et seulement si x est un infiniment grand d'ordre k.

Dans le cas ou X est un espace métrique on écrira:

X~y pour d(x,y)=>0

X 0

y pour d(x,y)

N
k0
D

L
k
~

X py pour d{(x,y)

Nous laisserons le soin au lecteur d'établir que, si x ekt y

sont des ensembles alors S((x,y)) = Min{S(x),S(y)k .

Propriété 3:
X >y <= x >y

Preuve:

C'est une application directe des définitions.

Propriété 4:
X >y = S(x)g’S(y).

Preuve
Supposons S(x)> S(y), on aura x stl/p(y), y stl/p(y) et x p(y b
ors, d'aprés la propriété 2 cela implique x = y donc S(x) = S(y),

on aboutit a4 une contradiction.

Propriété 5:

La relation -—> est une relation d'ordre.

i) il est clair que pour tout x dans X : x > x

ii) Pour tous x, y et z dans X, (x >y et y »2z) = x > z.
En effet si y = z alors, p(z) ) p(y) d'aprés la propriété 4.
Soit U un ouvert stl/p(z); comme y =z , y € U, comme p(y) ) p(z),

U est stl/p(y) et comme x >y : x € U,



iii) Pour tous x et y dans X, ( x >y et y 3 x ) =>x = y.
I1 suffit de remarquer que ( x >y et y = x) implique
p(x) » p(y) et p(y)» p(x) donc : p(x) = p(y). On conclut en

utilisant les propriétés 2 et 3.

Propriété 6:

Si (X,0) est régulier alors : (x >a et x »b)=>{(a =>b ou b »>a).
Preuve:
Soit 0(a) = {U €0/ a € U}.

Supposons p(a) ( p(b) et soit U stl/p(a) dans O(a). D'aprés 1la
propriété de régularité, il existe un ouvert V de O(a) tel que
V< U. Grace a 1'axiome de transfert on peut le prendre stl/p(a).
Si b ¢ U alors b € X - V qui est un ouvert stl/p(a) et donc:
stl/p(b) comme x > b on doit avoir x € X - V , d'autre part,
comme V € O(a) et x » a on doit avoir éussi x € V donc: b € U
pour tout U € 0O(a) et on a b = a

Par un raisonnement symétrique on montre que si p(b)g p(a) alors

a »b . Il est clair que si p(a) = p(b) alors a = b (Propriété 5)

7

Probleme : Etudier la réciproque de la propriété 6

On a aussi les propriétés évidentes suivantes:

* ~s est une relation d'équivalence.
* a -
X~y et y »>a = X > a
Par contre ilest faux que:
* x vy et y >a =S x =>a

¥ x >y et yr~~vz = X >z



Propriété 7:
Si X est stl/p , si E est une partie stl/p de X et si x € X

alors:

1 +1
(vPil e R vy Pox ) = (yy CE y Ex)

I1 suffit de remarquer que pour tout x stl/p et tout U stl/p
dans 0(x),
1/p+1
(v y (y CEE=ay EU)e=— (Vv y (y € Exy € U).
(On a appliqué les axiomes de graduation aux constantes E et U puis,

1'axiome de transfert.)

-

Propriété 8:
Si X est un espace métrique stl/p, F et G des parties stl/p de
X alors:

( Vstl/p+)l( € F VStl/P+% €6 xALy)s(vx €EFV yeGc x&y)

Preuve:

Faire une démonstration analogue a celle de la propriété 7 ou appli-

quer la propriété 7 avec X =R et E = d( Fx G ).



Théoréme 1:
Si (X,0) est stl/p et si a € X est stl/p alors, il existe
V € 0(a) tel que V stl/p+l et tous les points de V sont infiniment

proches de a d'ordre p.

Preuve:

Appliquer 1'axiome d'idéalisation a4 la relation d'inclusion

définie sur 0(a).

Théoréme 2:
Soit ACX et a € X tels que S(X) > S(A) > S(a) .alors
0

i) x € A si et seulement si ( x > a =x € A ).

ii) x € A si et seulement si I x € X (x >a et x € A ).

i) Pour établir la nécessité, donnons nous un x - a.
o
a €A <«=> 33U € 0(a) (U <A)

stl/p(a)
<«=> 1 U € 0(a) ( U< A) (Transfert).

D'autre part ( x » a et UO stl/p(a) ) > x € UO
donc: x € A.

La réciproque découle du théoréme 1.

ii) La condition est nécessaire: En effet,
soit V, dont l'existence est assurée par le théoréme 1
ayant tous ses points infiniment proches de a, a € A donc:
il existe x € V(LA. C'est 1'élément cherché.
Réciproquement, si il existe x € A tel que x 3 a alors,

par définition de la relation >



stl/p(a)
\4 UE€ O0(a) UN A # O d'ot aprés transfert,

VUEOG(a) UNA £ O

Donc, x € A

On voit que le théoréme précédent permet une formulation

0 o 0
directe des propriétés : x € A, x € A, x € A,... etc.... Ceci est
une nouveauté car , dans les théorie des infinitésimaux de Robinson
0
ou de Nelson , on avait , pour a et A standard a € A ssi pour

tout xnua x € A mais, comme x n'est pas standard, on n'avait
d'autre recours que d'utiliser une définition classique des points

adhérents pour dire x € A.

Nous pouvons par exemple écrire:

)
x €EA &3y (y =xet (z >y D z €A) ).

0
xGK<=>\'/y(y—>x%>32(z->yetz€A)).

I1 ne nous est pas possible, sous peine d'allonger considérable~-
ment cet article,de reprendre toutes les applications développées
dans [10) . Nous nous bornerons donc aux situations ou la gradua-
tion est nécessaire; pour les autres cas nous laisserons le lecteur

faire lui méme 1'adaptation.

Le théoréme suivant donne une définition de la notion de limi-
te en un point, utilisant la relation >

Soient E = (X,0) et E'= (X',0') deux espaces topologiques, a
un point de X, a' un point de X' et f une application de X dans X'.

On posera k = p((E,E',f,a,a'))



Théoréme 3:

Les conditions suivantes sont équivalentes:

i) %Lpaf(x) = a

.. . k '
ii) Si x eba alors f(x) > a
. . k ko,
iii) Si x épa alors f(x) » a

Ici p est un entier quelconque, supérieur a 1.

Preuve:

iii) 2 ii): C'est une évidence.

ii) = i): La condition i) s'écrit,

YU € 0(a') 3V € O0(a) £(V)cU ce qui éduivaut a

stl/k
v U € 0(a') 3V € 0(a) f(V)cU . Pour démontrer cette

derniére assertion , donnons nous U stl/k dans O(a')et

choisissons V € O(a) tel que pour tout x € V x gba. c'est pos-
sible grace a 1'axiome de graduation et au théoreme 1. La con-
dition ii) implique f(x) K a' d'autre part U stl/k implique

U stl/p(a') et comme a' € U, f(x) € U donc: f(V) <« U.

i) = 1iii): Posons q =k + p - 1 .i) s'écrit,
VU € 0¢(a') 3V(U) € 0(a) f(V(U)) < U
Dans cette formule, toutes les constantes sont stl/q d'aprés
l'axiome de graduation on a donc la formule équivalente, obte-
nue par transfert,
stl/q stl/q
U € 0(a')d V(U) € 0(a) £(V(U)) < U
stl/q
Si x gba alors x »a , ¥ U x € V(U) donc: f(x) € U d'ou

f(x) Ba' ce qui s'écrit aussi : f(x) &ba'.

Remarques

* Si lim f(x) = a' on a nécessairement S(a')» S((E,E',f,a)).
X > a



Cela découle de 1'unicité de la limite et du théoréme de

transfert.

* On peut for bien avoir S(a') >S((E,E' ,f,a)).

X = X" =R,a un réel non standard f(x)

Il
=
|

lim f(x) = O S(0)» S(a).
X > a

La démonstration des théorémes suivants ( Théorémes 4 a

laissée au lecteur. Remarquons seulement que le

vu comme un corollaire du théoréme 3.

Soit (Xn) une suite dans X muni de sa topologie O , E

a € X , k = p((a,E,(xn))). On a alors:

Théoréme 4:

Pour tout entier p supérieur ou égal a 1, les
sont équivalentes:
i) lim(xn) = a

n* oo
.. . k k
ii) Si n~ab+oa alors X —»a.
s . k k
iii) Si n—»+ o alors x—=a.

|y np

Avec les mémes notations que précédemment on

Théoréme 5:

Pour tout entier p supérieur ou égal a 1, les

sont équivalentes:

i) a est un point d'accumulation de (xn).
.. . . . k
ii) il existe un entier n tel que n~—}+'w et

s . . k
iii) 1I1 existe un entier n tel que n-—%+(b et

théoreme 4

I

conditions

conditions

7) est

peut étre

(X,0),

suivantes

suivantes



Si E et E' sont des espaces métriques, f une application de X

dans X' et k = p((E,E',f)) on a:

Théoréme 6:

Pour tout entier p supérieur ou égal a 1, les conditions suivantes
sont équivalentes.
i) f est uniformément continue.
.. . k k
ii) Si Xﬁupy alors f(x)~ f(y).

iii) Si x’&py alors f(x)nbpf(y).

Soient (fn) une suite de fonctions de X dans X', f une fonction

de X dans X' et k = p((E,E',(fn),f)); on a alors:

Théoréme 7:

Pour tout entier p supérieur ou égal a 1 les conditions suivantes

sont équivalentes:

i) (fn) converge uniformément vers f sur X.
ii) Si n £$+<w alors, pour tout x dans X, fn(x)gs f(x).
iii, Si n-£%+;n alors, pour tout x dans X, fn(A)'¥$f(x).

A titre d'illustration, nous allons utiliser les caractérisations
précédente pour établir le théoréme classique:

Toute limite uniforme de fonctions continues est une fonction

continue.
Grace a 1'axiome de transfert, il suffit de 1'établir pour E, E',
(fn) et f standard. Pour la méme raison, la continuité de f sera

étudiée seulement en des points standard:

Soit donc a un poit standard et X —va . I1 suffit de montrer que

f(x) — f(a) ( Théoréme 3 ).



La démonstration peut se résumer dans le diagramme suivant, ou

l'entier n est stl/2 et infiniment grand:

(Th 7)
fn(X) ~  f(x)

(Th 3) 2
f (a) — f(a)
B (Th 4)

I1 découle du diagamme que f(x)—f(a), C.Q.F.D.

Si 1'on compare cette démonstration a celle de Robinson,ﬁﬂ p.117,
on constate qu'elle va plus loin dans 1l'usage des infinitésimaux
car, comme il le dit lui méme, sa preuve ne fait pas usage des

conditions non-standard de convergence uniforme.

Pour qui n'est pas familiarisé avec les infinitésimaux la démons-
tration ci-dessus peut sembler aussi compliquée que la preuve clas-
sique et ne présenter qu'un intérét théorique. L'exemple suivant
devrait faire évoluer ce point de vue.

Dans ce qui suit, nous supposerons que la suite (fn) converge

simplement vers f et allons montrer que l'analyse non-standard

(généralisée) permet une description agéable de 1'ensemble des points

de continuité de f.

Soient donc {fn} et f des fonctions de X dans X', d une mé-
n €N
trique sur X'. Pour chaque réel positif et chaque entier m on
pose Pm(E) = {x € X/ d(fm(x),f(x))<fﬂ4Nmﬁ supposerons encore

que tout est standard. Si les f sont continues et si (f ) converge

simplement vers f on a:



Théoréme 8:

Pour tout réel positif € tel que £€=>0 et tout entier m<§>+a3,

1'ensemble des points de continuité de f est:

(¢]
E=st( P (£)).

Preuve:

Soit x standard, un point de continuité de f et soit y§>x. On a

le diagramme suivant: (On pose p = p(m))

(Th 3)
f(y) Bs  f(x)

o et (Th 4)
£.(y) > £ (%)
(Th 3)

P ;
On en déduit que fm(y)ﬁv'f(y) donc: d(fm(y),f(y))cﬁ car €stl/p

. i e
Ceci étant vrai pour tout y-»x ;

o
x € Pm(g).

o)
Pour la réciproque, donnons nous un standard x dans Pm(g\; si

p
y =»>Xx on a le diagramme suivant:

£(y) £(x)
(y €P () et £20)§ pd  (Th &)
f () Psof (0
(Th 3)

On déduit du diagramme que f(y)—>f(x) et du théoréme 3, condition
0
ii), que f est continue en x,. En conclusion: E et Pm(E) ont les mémes

o
points standard donc, E = st(Pm(E)),C.Q.F.D.



On voit que la démonstration est extrémement simple et naturelle,
comparée a celle que 1'on peut trouver par exemple dans (11] 13,

ot Yosida obtient pour E 1'expression :

O
E- A U P (1/n).

Avant d'aborder 1'application suivante, voici encore des définitions.

- y € X est dit presque-standard si il existeun standard x tel
que Yy —> Xx.

2-Si X est un espace métrique, 1'élément x de X est dit limité si
il existe un ensemble borné standard B tel que x € B.

Nous aurons besoin du critére non-standard de compacité suivant:

Une partie standard K de X est compacte si et seulement si, pour

tout x € K, il existe un standard s dans K tel que x—»s.

Rappellons aussi qu'une application f de X dans X' est dite com-

pacte si 1'image par f de tout borné est relativement compacte.

Le théoréme suivant est démontré dans [ 8] par Robinson toutefois,
sa démonstration reste partiellement classique.

Nous supposerons X' régulier.

Théoreme 9:

f est compacte si et seulement si pour tout x limité, f(x) est

presque standard.

Preuve:



Pour la nécessité: donnons nous un x limité dans X. Par définition,

il existe un borné standard B contenant x. Comme f(x) € f(B) et que

f(B) est compact, le critére non-standard de compacité nous permet

de conclure.

A

Pour la suffisance, il suffit d'établir la propriété f(B) relati-
vement compac{;pour B standard.

Soit donc B un borné standard et x € ??ET . D'aprés le théoreme 2,
il existe y € f(B) tel que : y—»x. D'autre part, y est presque-stan-

dard par hypothése; il existe donc un stantdard z tel que: y->z.

On a donc le schéma suivant:

y —>X
i
On tire de la proposition 6 et du fait que z est standard,que
x—=z . D'autre part, z € f(B) (Proposition 2); la conclusion découle

du critére non-standard de compacité.

Nous invitons le lecteur a chercher en quoi notre démonstration

différe de celle de Robinson.



II. 3 Application aux équations différentielles:

Ce qui suit est un début d'application de la méthode des infini-
tésimaux aux équations différentielles presque-périodiques. Cette
étude sera poursuivie et approfondie dans un autre article toute-

fois,les premiers résultats présentés ici sont originaux.

Une notion de presque-période:

Dans [7] T. Sari montre que l'analyse non-standard permet d'in-
troduire une notion de presque-période, absente dans la théorie
classique des fonctions presque-périodiques.

Soit f une application de IR dans un espace normé E, nous poserons

avec Sari:

Définition 4:

On dit que ? est une presque~période de f si pour t dans R,

f(t+ 2)~ f(t). On note P(f) 1'ensemble des presque-périodes de f.
Remarquons que l'ensemble P(f) est externe (c'est un inconvenient).

Si € est un réel positif on pose

P(f£, ) = [2€R / Yt €RIE(t+g) - £(r)N<E.

On dit classiquement que la fonction continue f est presque-pério-
dique ( P.P.) si, pour tout &, P(f,f) est relativement dense (R.D.)
dans IR . Rappellons qu'un ensemble E estR.D. si pour tout réel
positif £ il existe un réel 1(%) tel que, pour tout réel a,

EN[a a+1(€)]l est non vide.

Dans 7 Sari établit le théoréme:

Théoréme 10:

la fonction continue f est P.P. si et seulement si P(f) est R.D.



Remarques:

<

* Soit Lun infiniment petit quelquonque mais fixé ( d'ordre suffi-
sant) alors, il est clair que P(f,¢) est contenu dans P(f), on en
déduit que f est P.P ssi P(f,g) est R.D.

* P(f) posséde une structure de groupe (analogue du groupe des pé-

riode d'une fonction périodique) par contre, ce n'est pas le cas

pour P(f,e)

Soit (fx)xeK , une famille standard de fonctions P.P. On notera

KS 1' ensemble externe des standard de K on a alors:

Théoréme 11:

L'ensemble externe Ps(f) = N P(fx) est relativement dense dans IR.

x€K
s

Preuve:

Soit & un infiniment petit , soit P_(f ,&)= N p(r ,E€), et con-
S X xex x

sidérons la formule a deux variables: S

Px,L) =(Ya € R P(f_,1)N[a a+l) # ¢).
On sait ( [12] p. 19 ) que toute intersection finie d'ensembles

de la forme P(fx,a) est relativement dense dans (R, il suffit donc

d'appliquer 1'axiome d'idéalisation a la formule/ﬁ pour établir

que Ps(f,E) est R.D. Comme Ps(f,g) est contenu dans Po(f), la

démonstration est terminée.

Fonctions uniformément presque-périodiques:

Soit £ : KXR " E une fonction continue ; posons fx = f(x, ).
On dit classiquement que f est uniformément presque-périodique (U.P.
sur K si pour tout réel positif £ , P(f,£) = n P(fx,ﬁ) est rela-
x€XK

tivement dense dans [R.

P.



On a la caractérisation non-standard suivante de 1'uniforme pres-

que-périodicité:
Théoréme 12:

f est presque-périodique uniformément sur K si et seulement si

P(f) = ngp(fx) est relativement dense dans IR

Laissée au lecteur.

Le théoréme suivant établit un lien entre la presque-périodicité

des fX et 1'uniforme presque-périodicité de f.

Théoréme 13:

Si K est un espace topologique compact et si toutes les fx sont
presque-périodiques alors:

f est U.P.P. sur K si et seulement si f est continue en x unifor-

mément par rapport a t.

Pour la suffisance, il suffit de montrer que Ps(f) est contenu
dans P(f) et d'utiliser le théoreme 11.

Supposons toutes les constantes du théoréme standard et donnons
nous ¢ dans PS(f).

Pour tout y dans K il existe un standard x dans K (son ombre),
telque y-—>x (On applique le critére non-standard de compacité).

La condition de continuité uniforme par rapport a t (U.C./t) peut
s'écrire: si y—>x alors, pour tout t f(y,t)ri/f(x,t).

on a donc le diagramme suivant:



f(y,t+ ) f(y,t)

(U.C./t) S S (.c./v)
f(x,t+ ) ~ f(x,t)

( € P(f))

I1 découle clairement du diagramme que 2€ P(f).

Pour la réciproque, supposons P(f) R.D. et soit L tel que pour tout
a, P(f) rencontre [a a+L]. On peut démontrer que L n'est généralement
pas standard ( L st ssi f est périodique ).

Il suffit de montrer que si x est standard et si y i&x alors,

pour tout réel t, f(y,t)~~f(x,t); cela découle du diagramme:

{ y — X
e(t) € [t —t+L)

(U.P.P.)
f(x,t+2(t)) ~ f(x,t)

(v.c./kx[o 1}) S
f(y,t+z(t)) ~~ f(y,t) .
(U.P.P.)



Fquations différentielles presque-périodiques:

Considérons 1'équation différentielle,

(E) x = f(x,t) avec x € R™ , t €0R y f presque périodique.

(E) admet-elle une solution presque-périodique? La réponse est en gé-
néral non, si on ne fait pas d'autres hypothéses. Nous allons tenter
en utilisant la notion de presque-période de trouver des conditions

suffisantes d'existence de telles solutions.

Avant d'aller plus loin, introduisons une famille auxiliaire d'

équations différentielles.

(El) % = £9(x,t) avec 6 € R et £5(x,t) = f(x,t+2).
On supposera que pour tout ¢ et pour tout X, € Rn, le probleme de
L. T
Cauchy: x = f (x,t)
x(to) = X,
admet une unique solution définie pour tout t.
On notera Fz.x cette solution et on écrira F sans indice
t,t © t,t
o )
supérieur, quand ¢ = O

On rappelle les propriétés classiques suivantes, dont la démons-

tration est évidente.

* Pour tous t, to’ tl,F = F .F

** Pour tout? et tous t, t , F = F .
t,t t+2,t +C
0 0
Le théoréme suivant est une propriété des trajectoires d'équations

différentielles presque-périodiques.



Nous supposerons f et t, standard pour simplifier 1'énoncé toutefois,

la généralisation ne présente aucune difficulté.

Théoréme 14:

Si f est lipschitzienne (de constante k) et uniformément presque-
périodique alors, il existe un réel stl/2 S tel que S->»+ ¢0 et un
ensemble relativement dense P contenu dans P(f) tel que

¥x € R“,\fze P, Ve € [tO—S to+$] , F x~F" .x

t,t t,t
[0 (o]

P(f,£). L'ensemble P

Donnons nous €0 , & stl/2 et prenons P

est clairement stl/2.

Pour tout entier standars n et pour tout x € R" on a, pour cha-
que ¢ & P(f) et pour tout t ; M f(x,t) - fe(x,t)”< 1/n. On en dé-
duit 1'inégalité:

k-t )

_ z
Vxer Yeepr,Yeer, IIF .x - F~ .x|l<« t-t_11/n. e

t,t t,t
(o] 0]

Soit A 1l'ensemble des entiers n tels que pour tout entier m g n,
1'inégalité ci~dessus est vraie. A est un ensemble interne conte-
nant tous les standard ors, ceux-ci ne constituent pas un ensemble
interne donc : A contient un infiniment grand, N. Il est clair que
1'on peut choisir N stl/2.

k.s
Posons g(s) = s.e ; g est croissante pour s positif et quand

s tend vers + @ g(s) tend vers plus 1'infini; comme g est standard,

il existe S stl/2 tel que, si O¢sgS,alors g(s)g V/ﬁ



On conclut en remarquant que si |t-t |<S alors,
o}

klt-t
e

\t—to\.l/N. o‘g 1/N~ 0 . Ceci achéve la démonstration.

Le théoréme qui suit est un pas de plus vers l'existence d'une
solution presque-périodique . Soit h une telle solution

Nous savons que toute solution presque périodique est nécessai-
rement bornée de plus,si t —=> + 0 , on doit avoir, pour toute pres-
que-période : h(t+¢)~h(t) .(C'est méme vrai pour tout t par dé-
finition.) L'existence d'une solution bornée vérifiant a 1'infini
la condition précédente n'assure pas de 1'existence d'une solution

presque-périodique cependant nous avons: pour f standard,

Théoréme 15:
Si f est de classe Cl, lipschitzienne et uniformément presque-
périodique; s'il existe une solution h(t) telle que:
i) h{(t) est bornée,
ii) Si t-»+ o alors, pour tout % € P(f) h(t+2z)~h(t),
alors il existe une solution k(t), un infiniment grand S et un en-

semble relativement dense P contenu dans P(f) tels que,

Ye P, Yt G[EO—S tO+S], k(t+T) ~k(t) . (to est le temps

initial).

Preuve:
Donnons nous unt-=0 , stl/2 et prenons pour S celui qui nous
est fourni par le théoreme 14. On peut écrire h(t) = F X avec
t,t
o

t, et x standard. De 1'hypothése i) et de la caractérisation

non-standard des points d'accumulation (Théoréme 5), on déduit

l'existence d'une presque-période % € P = P(f,€) et d'un stl/2,



2 —
tels que F X m—= Xy et 2 +

+o, t
t, 8t

*1

Pour tout stl/2 t S[to—S tO+Sl et tout stl/2 ¢©€ P, on a les

équivalences suivantes:

F X
t+ ot
S (Continuité/conditions initiales)

F P X
t+’(‘,,t0 to+c,t0

g ( Théoréme 14 )
F _ _. F X, o= F R
t+0+T,t 4Tt _+T,t t+T+T, t

0 0 o) A

g (7+ Z —> 4 00, condition ii).)
F_ .x, = F_  _.F _ .x
t+e, E+T,t +T € Tt

S ( Théoréme 14 )
¥ F X
t,to to+a,to

S (Continuité/conditions initiales)
F X4
t,t

On conclut en appliquant la propriété 8 du I/

On voit comment on peut obtenir des conditions suffisantes
d'existence de solutions presque-périodiques. En effet remplagons
la condition ii) du théoréme 15 par la condition plus générale

ii)' Si t—=+00,C€ P(f) et ©' € P(f) alors F Ch(t +T¢' )~V F Lh(t +¢)
(o} o]
tHet t,t,

on aura pour tout t stl/2 a 1l'extérieur de [tO—S tO+S] et tout T

stl/2 dans P le diagramme suivant:



F .h(to+8) ~ F .h(t0+’C)

t+¢, t t,t
O O
2y 2y
E+t t.Xl E t-Xl
90 ’t

On en déduit, par transfert, que

Ve / fe-t |>s, Vee p, F x 7 F X
t,to t+e,to

Ce dernier résultat, joint a4 la conclusion du théoréme 15 nous

permet d'affirmer que F .x est une solution prasque-périodique.

t,t !
o]



ANNEXE

Dans une premiére partie donnons une description

détaillée de la théorie de A. ROBINSON.

I - L'ANALYSE NON STANDARD VUE PAR A. ROBINSON

Rappelons briévement la définition de 1'ensemble T des types.
Un type est un objet construit a partir d'un objet
arbitraire noté o et en un nombre fini d'étapes par application
des régles suivantes
i) o est un type
ii) si n est un entier positif et si 31, qr... n sont

des types alors & = ('31, CZ""qj) est un type.

Un ensemble A étant donné, on peut maintenant définir
le type d'une relation sur A. On procede comme suit

On dit qu'un élément de A est une realtion de type o.

Soit T = (Cl, 32,...25) un type, supposons défini l'ensemble
des relations de type tl’ l'ensemble des relations de type
22, ..... l1'ensemble des relations de type En sur A, notons
Atl, Até’.'..A?n ces différents ensembles de relations.
appellera relation de type sur A toute partie de

A X A X .... %x A

21. 22 tﬁ
On notera A% l'ensemble des relations de type ¢ sur A.

On voit que de proche en proche on peut définir A ~ pour
tout ¢ € T. En fait

AO = A A(O)= P(A), A(O,O): P (A ¥ A),

A(o,(o))= P(A ¥ P(A)) etc...

POur tout ., A € A (n=1)

[~ ()



I 1 . Structures d'ordre supérieur

Un ensemble A étant donné on appellera structure d'ordre
supérieur sur A un ensemble M = {BZ}ZG T tel que
i) Bo= A
ii) BC est une partie de A%
iii) si 2= (tl,ﬁ

....,T ) , si R € B
n

2’ (A

et (Rl, RZ""Rn) € R alors,
Ri € EC. pour chaque i
1
I 2 . Langage d'ordre supérieur

Un langage d'ordre supérieur A est défini par la donnée

de symboles atomiques qui sont

i)Des constantes individuelles en nombre arbitraire mais fixé.
ii) Des variables en nombre infini mais dénombrable.
iii) Un symbole de relation n+l-aire pour chaque type

T= (Zl,....,Zh) note‘¢t et aucun autre symbole de relation.

iv) Les connecteurs logiques usuels
J(négation), V (disjonction), A (conjonction),
= (implication).

v) Les quantificateurs (V) et (3).

vi) Les crochets f et ]

On définit ensuite les formules bien formées de la

maniere habituelle.



Les formules du type ¢%C(Xo’xl""°xn) avec zs:(ti’té,..tn)
sont destinées par la suite a "désigner'" des relations du
type (XI’XZ""XH) € XO ou chaque Xi est une relation du

type Ci sur un ensemble donné A.

Aussi dirons-nous que, dans la formule ﬁ%t (Xo’xl""

)
chaque x; occupe la place du type [PE
Grédce a cette précision terminologique, nous allons

pouvoir assigner sans ambiguité un type a chaque constante

de certaines parties de A : les ensembles stratifiés de formule.

Une partie K de A sera dite stratifiée si chaque variable

ou constante de K apparait a la place d'un type et d'un seul
dans les formules de K ou elle intervient. Une constante de K

sera dite de type € si elle apparait a la place du type C.

I 3 . Interprétation de A dans une structure

Ce qui suit est une quasi-traduction de l61 p.22.

Soit M = {Bé} une structure (d'ordre supérieur) batie
sur un ensemble A et soit C une injection d'un ensemble de

castantes de A sur la totalité des relations de M.

Si r est dans le domaine de C et si C(r) = R nous dirons
qué r est le nom de R dans le langage A ou que R est

l'interprétation de r dans la structure M.

Soit X = r;it(a’bl""bn)] avec T= (T ,...th) une

formule atomique entre crochets, nous dirons que X est admissible

dans M (relativement a C) si a, bl""’bn sont dans le domaine
de C et désignent des relations R, Rl""Rn de types respectifs
T, Tiven T,



Si (RI’RZ""RH) € R nous dirons que X est

vraie dans M. Si X est admissible mais non vraie dans M
on dira que X est fausse dare 1 relativement a C.
Plus généralement,une Sentence stratifiée X étant donnée,
on dit que X est admissible (relativement a C) dans M si
chaque constante a apparaissant dans X est dans le domaine
de C et si C(a) est une relation de M dont le type est celui
de la place de a dans X.

Si X = [?TY] est une structure admissible, on dit
que X est vraie dans M si Y est fausse dans M,

Si X = [Y /\Z]‘ on dit que X est vraie dans M si Y et Z
sont vraies dans M.

Si X = [(] v) Z] est une formule stratifiée
admissible dans M; si y n'apparalt pas dans Z on dira que
X est vraie si Z est vraie dans M. Si y apparait dans Z
on dira que X‘est vraie dans M si il existe une constante r
dans le domaine de C telle que R = C(r) est une relation
dans M dont 1le type est le type de la place de r dans Z
et si Z(r) est Vr;ie dans M.

f( YV y) Z] et si y n'apparait pas

De méme, si X
dans Z on dira que X est vraie dans M si Z est vraie dans M.
Si y apparait dans Z on dira que X ets vraie dans M si Z(r)
est vraie pour toute constante r du domaine de C telle que
le type de C(r) est le type de la place de r dans Z.

Soit K un ensemble stratifié de sentences de A.
On dit que M est un modéle de K si il existe une injection C
pour laquelle toutes les sentences de K sont vraies dans M.

On dit que K est consistant s'il admet un modele.




I 4 . Les agrandissements

Soit K un ensemble stratifiéde sentences de A et soit I’
l'ensemble des constantes qui apparaissent dans K. Parmi
les constantes de K certaines présentent un intérét central,

ce sont les constantes dites concurrentes.

Une constante b de K sera dite concurrente si

i) elle désigne une relation binaire. Son type sera donc
de la forme T= (72,C )

ii) pour toute partie finie de son domaine (définition immédiate
sinon voir f6] ), {gl, g2,....gn} , la sentence

X = ( 3y) [)@’rc(b, g1, ¥Y) A ....Aﬁt(b, g+ v

est déductible de K ( K LJ[]X}inconsistant).

Soit Ib 1'ensemble des relations concurrentes del

A chaque b de ry Robinson associe une constante a, ( on suppose

b
que A contient suffisamment de constantes pour cela) de telle
sorte que :

i) les absont toute distinctes

ii) les a, ne sont pas déja dans [ .

b
L'idée est d'agrandir K en 1'augmentant de 1l'ensemble
H2 de toutes les sentences : ﬂé@ (b,g,ab) ol b est une constante

concurrente, g une constante du domaine de b, et 7 le type de b.

Posons K2 = K U H2 on a alors 1l'important théoréme suivant:

Théoreme T 1

Si K est consistant alors K, est consistant.

2



On appelle K2 un agrandissement de K

Si C est une application injective d'un ensemble de
constantes de[® sur la totalité des relations d'une structure
donnée M = (BZ] , on prendra pour K 1'ensemble des sentences
de [© qui sont vraies dans M.

Une relation binaire de M sera dite concurrente si elle

est désignée (modulo C) par une constante concurrente de r

Exemples :
Prenons pour ensemble de base A =R , les relations de type
(o,0) notées usuellement <, > , # sont concurrentes, ainsi

que la relation de type (o0,(0)) notée €, et que la relation
de type ((o0),(0)) notée C

Ainsi si o est le nom de la relation < dans K et si on lui

associe la constante a4y , la phrase "( V’g) dans le domaine

L s . . [ .
de o gf(o,o)( G,g,ag) peut légitimement s énoncer :

1" "

Pour tout nombre réel g ay est supérieur a g
Cette derniére affirmation est fausse si 1'on suppose que

ag. est un réel car chacun sait qu'il n'existe pas un réel

supérieur a tous les autres, toutefois, elle est vraie dans

un modeéle 2M de K2'

Si 1'on note w l'interprétation de ay dans

QM «w mérite donc

le qualificatif d'infiniment grand.

Soit donc 2M = ‘{ZBZ} un modéle de KZ'

2

Posons 2BO = “A on dit alors que 2M est un agrandissement de M

A est un agrandissement de A
Plus généralement, si R est une relation de M désignée par r
dans K la réinterprétation de r dans 2M sera notée 2R et on dira

que 2R est un agrandissement de R.



. . P 2 .
Parmi les relations de tout type définies sur “A certaines sont

des réinterprétations dans M, de relations de M. On dit qu'elles

2

sont standard. Par exemple, 1'élément ¢y présenté plus haut
standard p p p

est non standard.

. 2 , . . .
Les relations de "M sont dites internes, les relations sur

. 2 .
qui ne sont pas dans M sont dites externes.

L'existence de relations externes est 1l'une des difficultés

que nous rencontrerons dans la suite.

I 5 . Propriétés des agrandissements d'une structure

2 A

La propriété essentielle des agrandissements est la suivante:

Propriété d'idéalisation :

Si R est une relation concurrente dans M de type ZO =
alors il existe EG]zB., tel que pour tout x du domaine de
R, (’x, £) € °R.

Exemples :

1. Prenons A =1IR M = {Bi} une structure batie sur A

et 2M = {ZBé} un agrandissement de M alors il existe

€ € AR / Vx €R t;z > 2x.

Un tel é‘est dit infiniment grand.

2. 51 est un ensemble infini quelconque il existe

€e?r / ¥xena £2 4 %

1

Propriété de Transfert :

Une propriété (P) étant donnée dans M, on obtient une

Lo . 2.
propriété équivalente ("P) dans 2M en remplagant toutes

les constantes de 1'énoncé de (P) par leur réinterprétation

dans 2M

(2,2)



Exemples

1. Si A =R, la propriété : " { est une relation d'ordre"
. . \ 2 . Lo e .
équivaut a " <' est une relation d'ordre" (vérification

immédiate)
2. Si A =N, la propriété

(P) YW €N Jnew YVxew n { x équivaut a

(o)

(ZP) Vwe ZW(O) In €W Yx €Wn a qui peut aussi

[
s'énoncer

. . 2 . s 1
" Toute partie interne de “IN admet un plus petit élément "

Ceci nous donne 1'occasion de présenter des relations
. 2
externes; en effet, si on note N 1'ensemble des "n, n € N et
2 , .
W="N -N , West forcément externe car si w € W, w - 1 ( en
. 2 2 ' .

toute rigueur :w (-)"1) est dans W. W n donc pas de plus petit
élément.
I1 est aussi facile de prouver que IN est une partie externe de ZN.

3. Soient E et F deux parties de E alors

E C F équivaut a 2E cC 2F.

Applications a la topologie

Soit (A,0) un espace topologique, A étant 1'ensemble sous-jacent

supposé infini et O 1'ensemble des ouverts; on a 0 € A((o))

A partir de maintenant M sera la structure pleine batie sur A.

Ceci signifie que pour chaque ZjBt = AC .

., 2 2 . . 2
Soit "M = BZ} un agrandissement de M, on voit que “O0 engendre
une topologie sur 2A , en effet,

i) L'ensemble vide et 2A sont dans 2O

2

ii) “0 est stable pour les intersections finies.



I1 suffit, pour établir i) et ii) de transférer dans 2M les
propriétés analogues de O.
Notons que 20 est standard et donc, interne. On en déduit que
tous ses éléments sont internes. Remarquons que si U € O
et si U est 1'ensemble des 2y tels que ’x e U alors 1'ensemble
standard 2U contient U.
Autre propriété importante : 2O est stable pour les réunions
internes.
Dans ce qui suit on identifiera A a une partie de 2A, on écrira
donc A pour A, p pour 2p quand p € A
Si p est un point standard de 2A, Robinson définit ce qu'il
appelle la monade de p et que nous nommerons le halo de p, par:
h(p) = [WZU , qui est généralement un ensemble externc
U €o0
p €U
h(p) est donc 1'intersection des ouverts standard
contenant p.
De la propriété d'idéalisation on tire facilement que
h(p) contient un ouvert de 20 puis, les caractérisations
topologiques suivantes

Proposition 1.1

Un point standard p est intérieur &4 1'ensemble standard S
si et seulement si h(p) CLZS.

Proposition 1.2

Un point standard p est adhérent a 1'ensemble standard S

si et seulement si h(p) M 2s + 0.



Nous apprécions le coté '"direct" de ces caractérisations;
o

toutefois, une question surgit : Comment écrire p € S sans

faire appel a une caractérisation classique des points adhérents ?
o

I1 est clair que p € S équivaut a h(p) C_z(g) mais comment
écrire q € 2(—S—) pour q € h(p) ?
Une des difficultés réside dans le fait que q n'est pas généra-

lement standard.

Ces considérations nous conduisent tout naturellement a 1'idée

d'agrandissements successifs.

IT - ETUDE DES AGRANDISSEMENTS SUCCESSIFS

IT 1 . Agrandissements successifs d'un ensemble de sentences

Soit K un ensemble de sentences, [ 1'ensemble des constantes
qui apparaissent dans K que nous supposerons infini et I12
1'ensemble obtenu en adjoignant a [* toutes les constantes ay

définies dans le chapitre 1.

Désignons par PZ o 1'ensemble des constantes concurrentes

b

de FZ . A chaque constante b de fé o ©On associera une constante

a, de /\ distincte et ne figurant pas déja dans FZ; on

supposera pour cela que /A contient des constantes en nombre

suffisant.

Considérons 1'ensemble H2 de toutes les sentences de 1la

forme @ (b,g,a2 b) ol b est une constante concurrente de FZ
b

T

de type T et g une constante du domaine de b.

Si 1'on pose K3 = K2 v H2 on a alors



Théoreme II.1

Si K est consistant alors K3 est consistant.

I1 suffit d'appliquer deux fois le théoreme I 1
de la méme maniére que 1'on a construit K2 a partir de K,
K, a partir de K1 on voit que 1'on peut construire une

3

suite d'ensemble de sentences (Kp) telle que Kp+1 soit un

agrandissement de K
Considérons maintenant 1'ensemble KUJ céunion de tous
les Kp en convenant que K, = K , on a alors :

1

Théoreme 11.2

Si K est consistant alors K,, est consistant.

Le théoréme de compacité de la théorie des modeles nous
dit qu'il suffit d'établir la consistance d'un ensemble fini
de sentences de K ,

Un tel ensemble étant contenu dans un Kp il suffit
d'établir la consistance de Kp pour tout p. C'est immédiat

par induction.

Remarque :

Dans tout le II.l1 les termes:ensemble, réunion, sont pris

dans leur sens intuitif; les entiers sont les entiers naifs.

I1.2 . Agrandissements successifs d'une structure d'ordre supérieur

Soit M = {BT} une structure compléte batie sur B = A, supposé infini.
Soit K l'ensemble stratifié des sentences de A vraies dans M pour une

certaine injection C sur la totalité des relations de M.



Par définition, 1l'ensemble K est consistant; on en déduit que
ses agrandissements succéssifs, KZ’ K3, ..... K ,... Ku), sont des

ensembles consistants de sentences.

Notations:

3

Si R est une relation de type quelconque de la structure M, on

écrira: R € M.

* Si R € PM et si q est, soit w,soit un entier supérieur a p, on

notera IR 1a réinterprétation de R dans M.

Théoréme II.3

Si R est une relation concurrente alors, pour tout entier p,

PR est une relation concurrente de pM.

I1 suffit de réinterpréter dans PM 1'affirmation que R est une

relation concurrente de M.

Corollaire:

Les inclusions, K C K2C' ..... CKpC ..... CK _sont strictes.

Preuve:

I1 suffit de montrer que chaque K _contient an moins une cons-
p
tante concurrente, d; la constante ap d du language N qui lui est

associée est, par définition dans K mais pas dans Kp

p+1
Pour cela, il suffit d'observer que A est infini et que la rela-

tion D sur A définie par "(a,b) € D ssi a est différent de b",

est une relation concurrente.



Notons par d le nom de D dans K. C'es aussi le nom de Pp pour
tout entier p. PD étant concurrente d'aprés le théoréme précédent,
d est bien une constante concurrente de 'K et la démonstration

est terminée.

Les agrandissements Pk , avec p éventuellement ¢« , étant consis-

tants, ils admettent des modéles. soient:

i

2y - {2BC§ un modéle de 2K,

o
e
I

{th} un modéle de pK,

(UM {&)BC} un modele de(dK.

On posera:

Définition II.1:

Si p=2, 3,....p,...., o , et si R est une relation de type
quelconque sur pA, on dira que R est interne sur PA si R € PM.

Dans le cas contraire, on dira que R est externe.

Not~tions:

Soient les types: T = (Cl, ..... , T ’tm+1"'t ),

t': (21, ----- vZ)’

et R € PM une relation de type CT.

On notera:

7EZKR) la projection de R sur Pp x...xth ,

R = PB_yv... xPB_ - R
tl Zn

Théoréme I11.4:

Si R et R' sont des relations internes sur PA de type talors,

o

RAOR'" , R et‘Tﬁt(R) sont internes sur PA.



Nous donnerons la démonstration seulement dans le cas de la projec-

tion.
VR € B 35 ¢ B . tel que V¥a € B, ,...., Vame B .
1 m
: , e€s - 1 B ,...... , € B
(a,1 a_ ) dm+§ z Jan - tels que,
m+1 n
(a1 ..... ,an ) € R donne aprés réinterprétation dans Py,
YR €pB ds SPBZ. tel que....etc....
S est donc TTCKR) et il appartient a pﬁt, , i1l eét donc interne
C.Q.F.D.
Remarques:

* 11 découle du précédent corollaire que pour tout type

* Aucune des structures “M,.....

(I1 existe des relations externes).

PN = {pa / a GiN} est externe

* Toute partie finie de PA est interne.

.

Par exemple,

P Cp+1
T "B B .
T F T

M n'est compléte engénéral

si A contient IN,

Dans le chapitre suivant nous allons tlAcher de dégager des réeles

pratiques simples d'utilisation des agrandissements succéssifs.



IIT.PREFORMALISATION DE LA THEORIE DES AGRANDISSEMENTS SUCCESSIFS:

Soit M une structure compléte batie sur A et soient,pour

p=1, 2,.... et q =1, 2,..... , tels que ayp, les applications:

£ . Py —> Oy avec 'M = M
q,p

R — IR

Il est clair que pour tous p,q et r pour lesquels elle a un sens,

nous avons la relation:

fq po fp = fq r aussi,
si 1'on pose:
: R
Pp - f (R) /R E€PB I
2 0, P 4

on a les inclusions:

B C "B C..... P c¢...cC B’C que 1'on peut résumer par,

Définition III.1:

. . . . W
Une relation R sur 'y sera dite interne si R € "M, Dans le cas

contraire, elle sera dite externe.

Définition IIT1.2:

On dira que R est 1/p-standard, ou standard d'ordre 1/p, si

R € pm . On écrira : R stl/p.

Propriétés:

1- Pour tout entier p, R stl/p = R stl/p+l
2-“M est réunion (intuitive) de tous les pM aussi, peut-on dire

que toute relation interne posséde un degré de standardité.
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Dans la suite de ce travail, nous supprimerons 1'indice supérieur

w partout ou il apparait au dessus d'une constante.

Nous écrirons par exemple IR, IN, = ,mT , etc au lieu de %R, %N,

W w
= , 7 etc.

Pour justifier cette hardiesse, remarquons seulement que dans le

langage A, R et YR par exemple, portent le méme nom.

Apprenons maintenant a reconnaitre les relations internes. Nous
savons déja que toute relation standard est interne, ainsi que les
relations obtenues par idéalisation & partir d'une relation concur-
rente.

A partir de ces relations, aisément identifiables, il est possi-
ble de décrire toutes les relations internes.

Pratiquement, une relation sur A est définie au moyen d'une for-

mule sur A. Par exemple, la formule:

g (x) = (VUEO((UGPE(O)etaGU)=>xGU)) ), nous

donne la relation de type (o0):
H = {x €M : ﬂ'(xﬂ, .

Nous appellerons formule interne sur M une formule dans laquelle

toutes les constantes sont internes. La formulelf (x) ci-dessus

n'est pas interne car la constante pE(O) est externe.

Dans la suite on écrira x stl/p pour x € pm ou pour x € pﬁ

T
Une formule est donc interne si toutes les constantes sont inter-

nes et si n'apparait nulle part aucune expression "stl/p"



Nous conviendrons désormais d'écrire:

stl/p
1% x €M ¢ (x) pour Vx €M (x stl/p = ﬁ (x))

stl/p
x €M ﬁ (x) pour 1x €M (x stl/p et ¢ (x))

Avec ces notations la formule de 1'exemple précédent s'écrit:

St].//p

14 x €M ((UE€ 0 et a € U) = x € U) ou, plus simplement,
stl/p

Y x €0 (a €U > x €1)

Proposition III.1:

Une relation R € M est interne si et seulement si on peut la définir

a 1'aide d'une formule interne.

Preuve:

La nécessité est évidente car, si R est une relation interne, elle

peut etre définie & 1'aide de la formule interne : ﬁ (x) = (x € R).

Pour établir que la condition est suffisante, il suffit d'exprimer
les connecteurs logiques a 1'aide des opérations de 1'algébre de
Boole, tandis que les quantificateurs universels seront exprimés

au moyven des projections. On utilise ensuite le théoréme IT1.4 avec

p = w

Théoréme III.1 : (Transfert)

Soit % une formule interne avec toutes ses constantes a8y,---58

stl/p et une variable libre x alors

stl/p
V x &M ¢(X’a1""’an) <=> VX € M pkx,al,...,an)



Soient bi € PM tels que a, =wbi , 1 € {1, 2,....,n%
stl/p
v x €M p(x, al,...,an) <=>
V x €PM F(x, by, ...,b) <=>
VxePlM  fx, b, =D
¥Yx €M ¢(x, bl,...,bn) &> (Réinterprétation dans M)
Vx € M ﬁ(x, al,...,an)

Théoréme JIT1.2: (Idéalisation)

Soit/ﬁ une formule interne & deux variables libres x et y, évoluant

dans un domaine V stl/p, avec toutes ses constantes ay,..sa

stl/p on a alors

stl/p fin stl/p+1 stl/p ,
2cV Jyev Vxez }é(x,y) > 7 tey V xeV f(x.E)
Preuve
'¢ interne = R = {(x,y) € Vx V / Q(x,y)} est une relation

interne. Le fait que les constantes de/d sont stl/p implique que
R est stl/p.
Soient S € PM tel gque R = S ,
WwePM tel que V =W
I1 est évident (utiliser la propriété de transfert), que S est

. +1
une relation concurrente sur W. Il existe donc x € PTiW tel que:

¥z €W (X,p+lz) € p+18.

w 4 ,
posons <o x . C'est 1'élément cherché, en effet:



a) Yz EeW ( (x,p+lz) € p+1S <= (é,wz) GwS ) et x € p”w = E:C%

est stl/p+l

b) zEWetWEPM = 26€Py donc, quand z parcours W, =z parcours tous

les éléments stl/p de V.

Les théoremes précédents sont 1'équivalent gradué des schémas d'axiomes (T)
et (I) de Nelscn. L'ntroduction de la graduation n'a pas causé de grandes diffi-

cultés; il en va tout autrement pour la standardisation!

Posons le probléme: Soit ¢ une formule sur M a priori externe, avec une varia-
ble libre x et des constantes quelconques; existe t-il, pour thaque entier p,
une relation interne R stl/p dont les éléments stl/p sont exactement ceux qui
vérifient la formule ¢ ?

La réponse est oui si p=1.Dans le cas contraire la réponse est, généralement,
nom.

Exemple :

B(x) = (x EN et Y55y €N x>y ), p=2

Supposons que notre probleme admette une solution R; R doit adméttre un plus
petit élément,comme toute partie interne et non vide de N .(La non vacuité de R
provient du fait que le théoréme III.2 s'applique a la relation » ). Soit donc
x le plus petit élément de R, a cause du théoréme de transfert et de 1'uniciteé
du plus petit élément, x doit étre stl/2. D'autre part x - 1 est stl/2 et il
vérifie la formulelﬂr, il est donc dans R et cela contredit la minimalité de x.

R est donc un ensemble externe.

Pour = 1 on a le théoréme suivant qui, exprimé d'une autre maniére, figure
p

déja dans les travaux de Robinson.
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Théoreme III 3:(Standardisation)

Si ﬂ est une formule quelconque sur M alors,

st st st
V¥ 2z €M 3y€M\{x€M(X€y<=>sz et ¢(x)).

Preuve:

(4]

1 .
M/ x € z et ﬁ(“x)} . I1 est clair que y = E

SOitE={xe

répond a la question.

On voit d'ou vient la difficulté a obtenir un théoréme gradué de
standardisation: La structure PM n'est pas compléte pour p#l, aussi,
si 1'on pose Ep = { x € PM / x€ 2z et ¢(x)} , ce dernier ensemble
est généralement externe.

1" 1"
Toutefois, on peut établir 1'existence de standardisés d'ordre 1/p

pour certaines formules.

La théorie que nous venons de développer, répond assez largement
aux problémes soulevés dans 1'introduction ou dans [9]. C'est ainsi
que 1'on peut définir dans IR (“>IR) des infiniment petits (plus pe-
tits en valeur absolue que tout standard positif), des infiniment

petits d'ordre 2 ( plus petits en valeur absolue que tout 1/2-standard

positif),.... ,des infiniment grands de tous ordres etc....

Nous pourrions donc en Tester la de la théorie et passer aux
applications . Toutefois, il peut étre génant pour l'utilisateur
d'avoir & préciser a chaque application dans quelle structure il
se place aussi, allons nous allons nous proposer une théorie for-

1" "
malisée dans laquelle les propriétés stl/p sont remplacées par

des prédicats a une place et les théorémes de transfert, d'idéali-

sation et de standardisation par des schémas d'axiomes.



IVv- THEORIE DES ENSEMBLES TNTERNES AVEC GRADUATION:

C'est la théorie axiomatique constituée comme suit:

a) Le langage : (& )
C'est celui de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel,
enrichi de nouvéaux prédicats a une place
st, stl/2, ...... stl/p,
On définitensuite de la maniére habituelle les formules bien
formées du langage. Parmis celles-ci nous distinguerons celles
dans lesquelles n'intervient aucun prédicat st ou stl/p: On dira

que ce sont des formules internes.

b) Les axiomes

Ce sont:
1°/ Les axiomes de la théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel
avec axiome du choix (Z.F.C.), relativisés aux formules internes.
LL'axiome de fondation ( fﬁ] p.51 ) sera considéré comme un

faisant partie de Z.F.C.

2°/ Trois nouveaux schémas d'axiomes, dont la formulation rap-

pelle fortement celle des théoremes III.1, TIT1.2 et III3.

Schémas d'axiome de transfert: (T)

Si ﬂ est une formule interne avec toutes ses constantes a,
c,al stl/p et une variable libre x alors,

stl/p
A4 X ﬁ(x,al,...,an) <=> V x ﬁ(x,al,...,an)



Schémas d'axiome d'idéalisation: (I)

Si % est une formule interne a deux variables libres x et y

et toutes ses constantes stl/p alors,

stl/p+1 stl/p

V' x4,

stl/p fini v
v 2 3y Vx ez d(x,y) > 3

Schémas d'axiome de standardisation: (S)

Si ﬂ est une formule quelconque alors,

st st st
Vv 2 3 x Y ttex <> (t €z et QQt)

Dans ces énoncés,

stl/p
Y X est une abrévation pour: Yx x stl/p =
stl/p
3 X M ": 3 x xstl/p et..
stl/p fini stl/p
\ X0 e e ". Y x x fini =
x fini signifie : il existe un entier m et une bijection de x sur

1'ensemble des entiers naturels inférieurs ou égaux a m.

3°/ Un nouveau schémas d'axiome qui relie entre eux les prédi-

cats externes.

Schémas d'axiome de graduation: (G)

Pour tout entier naif p on a,

Vx x stl/p = x stl/p+l.

IV-2. PREUVE DE LA CONSISTANCE RELATIVE DE I.S.T.G.:

T1 nous suffira de montrer que I.S.T.G. est une extension conser-

vative de Z.F.C.



Le théoreme de conservativité s'énonce ainsi:

Théoréme:
Tout théoréme interne de 1.5.T.G. est un théoréme de Z.F.C.

Nous utiliserons pour construire des modéles les ensembles R (D)

suivants,définis par induction sur les ordinaux par:

R(B) = @,

pourtout ordinal [5,

R(B) = U (R(W))
HEerR (o)

Nous aurons besoin des propriétés suivantes des R(p).

La preuve de la premiére série de propriétés est une conséquence

directe des définitions.

Propriétés 1:

1- Si BPE PR alors R(pB) € R(p')

2- Si [> est un ordinal limite (= U Jv ) alors,
MmC»

R(p) = U RrRQ).
£ e M

3- Si x € Rqa) et si t € x alors, t € R(p).

4- Si x ¢z et =z € R(3) alors x € R(>).

Propriété 2:

L'axiome de régularité équivaut a l'affirmation que tout ensemble

est dans un R(f).

Preuve:

Voir [ 4] p. 53.



Propriété 3:

(A1 LG AIR(B)) et....... et (A & AR(B))

R(>) ;. R \
Ai désigne la relativisée a R(/») de la sentence Ai
Preuve;

Voir [5] th.8.7.

,

Propriété 4:

Soient [5> un ordinal limite et KR(B) un agrandissement de R(D).

Si z est un ensemble fini et si z € AR(B)(O) alors z € AR(B).

Preuve:

I1 suffit d'établir que z € R(B)(O) implique z € R(P) et d'appli-
quer le théoréme de transfert.

Pour cela, posons z ={~zl,....,zn}. j% étant un ordinal limite,
il découle du 2- des propriétés 1, que chaque z, est dans un L.
avec}Li € [3. Soit M= Max}ti, il est clair que z € RQL)(O) donc:

par définition des R(f3), z€R(3). Ceci acheéve la démonstration.

Démonstration du théoréme:

On suit presque pas a pas la démonstration de Powell telle qu'elle
est présentée dans f3] p. 1196.
Soit A un théoréme interne de I.S.T.G., sa démonstration utilise

des axiomes de Z.F.C. en nombre intuitivement fini Al""'An et,

éventuellement, les schémas d'axiomes (I), (S), (T) ou (G).



Soit 3 un ordinal limite tel que:
R
(A <= A (P>)) et (A1 <=> A R(P"')) et....... et (Arl <=> AnR(B)), et

soient R(B) & 2R(B) ¢ +v.... PR ¢ ... .. C@R(B), des agran-
dissements succéssifs de R([®).
Posons: E((3) = [(x,y) € R(3) x R(B) / x € y} et considérons
la.¥ - structure:
So = (“R(B), E(B), R(P, 2R(B),....°PR(R)...),

avec les interprétations:
(x,y) € E(®) pour x € y,
x € PR() pour x stl/p.

Montrons que S est un modéle pour le systéme d'axiomes,

fAL LA, (T), (S), (T), (&)}

n

Consistance de (T):

Si g est une formule interne ayant ses constantes stl/p, pour

toute interprétation 51""'5n des constantes dans pR(B) , 1'in-

terprétation ﬁ(x,al,....an) de ﬁ(al, ..... an) satisfait aux con-

ditions du théoréme de transfert donc,l'interprétation de T

Y x € PR(M) }(x,al,....,an) =V ox €“rp) }f(x,al, ...... ,a ),

est un théoréme de Z.F.C. donc : (T) est vrai dans S0

Consistance de (I):

Pour toute interprétation dans pR(ﬁ) des constantes de %, si on
note ﬁ l'interprétation correspondante de/ﬁ dans la structure S,

I admet dans S 1l'interprétation:



fini

p w p +1 .
V. zePrqm Iy e“R(pmVx ez gx,y) sTEP  Rp) ¥ x €PR(p) B(x )
Ors, toute partie finie de pR(B) est interne donc, d'aprés la pro-
priété 4 des R(ﬁ), (z fini et z(:pR(ﬁ)) > z & pR(p).
I1 suffit d'appliquer le théoréme d'idéalisation avec V =COR(p),

pour voir que (I) est vraie dans So'

Consistance de (S):

Pour toute formule ﬂ et toute interprétation ﬂ'de ¢ dans la

structure S, posons, pour z € R():

x =ft€ 2z / 5(2); (*)
Par définition, x est contenu dans z donc (4-Propriétés 1),
x € R(3). On a donc
Vz € R(p) Ix € R(p) Yt 6 R(B) (£ € x <> (t €z et é(t)) o (K%)

I1 suffit de prendre x défini dans (*).

(**) étant 1'interprétation de S correspondant a 1l'interprétation

% de ﬂ, (S) est vrai dans SO.

Consistance de (G):

Eille découle des inclusions pR(ﬁ)C‘p+lR(PQ.

On termine la démonstration d'une maniére analogue a Nelson dans

[s1.

Soit A 1'interprétation dans SO de A; interprétée dans So, la

preuve de A a partir des axiomes Al,...Any (I), (S), (T) et (G),

donne une démonstration de A a partir de Al""'An’ (L), (S), (T)
- - w

et (G). Comme A est interne, A = A R(() <=> AR(B) par transfert;

on

R(®)

comme d'autre part on a choisi (% de telle sorte que A<= A

a bien une démonstration de A a 1'intérieur de Z.F.C.



Remarques finales:

La théorie des infinitésimaux qui vient d'@tre présentée ne doit
pas étre vue comme un systéme définitif, concurrent de Z.F.C. 11
est clair que d'autres axiomes peuvent étre choisis, en fonction
desbesoins. Par exemple, nous avons choisi volontairement de ne pas
inclure dans notre théorie 1'assertion que tout ensemble posséde
un degré de standardité. On devrait pouvoir le faire en remplacant
la série de prédicats stl/p, indexée par les entiers naifs, par un
un prédicat a deux places. Il est clair que 1'on aurait pu égale-
ment introduire des ensembles externes.

Nous avons été guidé dans notre choix par de nombreuses discus-
sions avec les participants du congrés de Luniny,citées dans [9];
d'autre part, nous pensons que notre formalisme est assez facile
a utiliser et permet de larges applications.

En réalité, autant que dans la théorie présentée,le véritable intérét
réside dans l'attitude qui consiste a introduire dans les fondements
les éléments nécessaires en fonction des applications. ( Voir [10&).

Pour toutes les raisons exposées plus haut, nous avons développé
plus qu'il n'était apparemment nécessaire, dans 1'annexe, le point
de vue des agrandissements car nous pensons qu'il contient poten-
tiellement un grand nombre de possibilités de formalisation.

Ce n'est pas délibérément que nous n'avons pas gradué le schéma
d'axiome (S) : Nous n'avons pas trouvé d'axiome de standardisation
gradué qui nous satisfasse. Toutefois, on peut montrer que si g‘ne
contient aucun prédicat stl/k pour k{ p, et si toutes les constantes
de ¢ ont un standardisé d'ordre 1/p alors, 1'ensemble externe:

{t € z / ¢(t)} , admet un standardisé d'ordre 1/p.



Certains développements immédiats de la théorie ne sont pas expo-
sés ici par exemple, il est évident que 1'on peut établir des prin-
cipes de permanence gradués.

lLes applications aux équations différentielles données dans le
chapitre II ne sont qu'une illustration; ceci explique leur coté
un peu superficiel toutefois, des développements "sérieux'" seront

réalisés dans un autre travail.
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