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PROXIMITES FLOUES ET ESPACES TOPOLOGIQUES FLOUS UNIFORMISABLES

par J. COULON et J.L. COULON

§ O . Introduction.
Soit X un ensemble non vide.

. Efremovi& (voir par exemple [3]) appelle proximité sur X toute relation

binaire A sur 2X telle que

AAB - B AA

(AUB) AC ©A AC ou B AC

AANB->A#PetB# g

A XB > il existe E € X tette que A £ E et (X-E) £ B
ANB # @ = AAB .

. A une proximité A sur X, on associe une topologie définie par (1)

x EAer»x A A (x mis pour {x}).

. A une uniformité % sur X, on associe une topologie définie par (2)

A = N U@, odUM ={x€X, 3z€A, (2,x) €U} .
Ueq

A une uniformité % sur X, on associe une proximité définie par (3)

AABeavVU e :UQA N UB 40 .

on a le diagramme commutatif :




Soit T une topologie sur X. On montre (voir [2] et [3]) qu'il y a équivalence

entre :

~

T est associée 3 une proximité A au moyen de (1)
T est associée a une uniformité % au moyen de (2)

T est une topologie completement réguliere.

. Soit T une topologie normale sur X (2 fermés disjoints peuvent &tre séparés par
des ouverts) : on définit alors une proximité sur X par (4) : AAB& ANB # ¢ :

et si T est de plus séparée, cette proximité A est compatible avec T.

Si T est une topologie quasi-compacte et complétement réguliére (par exemple
si T est compacte), la proximité A définie par (4) est 1'unique proximité com-—

patible avec T.

§ 1. L.P. proximités floues.

1. matériel flou utilisé.

. Soit X un ensemble non vide.

Comme dans [13 ], on consideére la structure floue sur X ol les
valeurs d'appartenance sont dans I = [0,1] . On désignera dans la suite par
o + a* l'involution décroissante o -~ 1-oo de [0,1] , et par z la partie floue

x > 1 - p(x).

. Par topologie floue sur X, nous entendrons une topolbgie floue au sens de
Chang ([4]).

Nous dirons qu'une topologie floue est de Lowen si toutes les constantes sont

des ofs (voir [5]) ; et qu'une topologie floue T est une H-topologie-floue
s'il existe une topologie (ordinaire) T sur X telle que : p est 7-fermée &>
Ya€ I, b, est T~fermée (ou My = {x € X/ px 2b.

Nous utiliserons la relation de " g -coIncidence" introduite par Liu Ying-Ming

* *
et Pu Pao-Ming (voir [9] ) : pq Vv < 3 x X, p(x) + v(x) > 1> pdtv & v ¢



2. notion de L-P proximité floue.

DEFINITION : Nous appellerons L-P proximité floue sur X toute relation binaire

X

sur 1 telle que :

1. pdv » v

2. (uUuVv)&p =+ udp ou Vép

3. pbv > @ et v#Q

. . X *

4. ugv > il existe A € 1" telle que pgA et A gV

5. pgv > pdv
REMARQUE. Katsaras, dans [6] , introduit une notion de proximité floue en
prenant comme cinquieéme axiome p v # @ > udv . La notion que nous introduisons
ici est donc une généralisation stricte de celle de Katsaras et il nous a été
nécessaire de faire cette modification pour que -comme dans le cas net - il y

ait équivalence entre les topologies floues qui proviennent d'une proximité

et les topologies floues uniformisables déja décrites dans la littérature.

PROPOSITION 1 : Soit § une L-P-proximité sur X - on définit une topologie floue

I
sur X par (5) : p(d) = {W O*
pdu

PREUVE. Laissée au lecteur.

REMARQUE. Lorsque § est une proximité floue au sens de Katsaras, la topologie

floue associée n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen, car si

a#f0: a="MNp* =Y F=98*=x
pda pfa

EXEMPLES DE LP PROXIMITES FLOUES QUL NE SONT PAS DES PROXIMITES FLOUES AU SENS
DE KATSARAS.

1) udv > Vu + Vv > 1

La topologie floue associée est formée des constantes.

2) pév & p & v

. . X
La topologie floue associée est I .



Nous dirons qu'une LP-proximité floue est de Lowen (respectivement est
une H-LP-proximité floue) lorsque la topologie floue associée est une topologie

floue au sens de Lowen (respectivement une H-topologie floue).

EXEMPLE D'UNE LP-PROXIMITE FLOUE QUI N'EST NI DE KATSARAS NI DE LOWEN :

Soit X un ensemble non vide.

Soit £ tel que 0 < ¢ < !

"2— -

Posons pdv &> pu# 9, v @ et ou bien p Qv
ou bien y & t-¢
ou bien v & 1-¢

on a donc : LP-proximités floues

LP-proximités floues

T T | de Lowen
‘//;;;ximités floues

;
) . . -
© y H-LP-proximités floues
- '/‘/
<

de Katsaras

3. Quelques notions de séparation :

X w0
nous appellerons point flou toute partie floue (x,0) = ouig # O.
y#Fx®Po0

. nous dirons qu'une topologie floue est S1 lorsque tout point flou est fermé

nous dirons qu'une topologie floue est 52 lorsque pour toute paire {m,n}

de points flous tels que m . n , il existe des ouverts u et v tels que mc u ,

ncv et ud v.



Autrement dit, une topologie floue est 52 lorsque

1) Si x € X, y€Xet x#y, il existe des ouverts u et v tels que

%
u(x) 1 etucyv

1, v(y)

2) Six€X,0€I ,B€Ileta+BL1!, il existe des ouverts u et v

*
tels que u(x) >0 , v(x) 28 et ucv.

Remarquons qu'une H-topologie est 5, ssi la topologie ordinaire dont elle
est issue est séparée au sens de Hausdorff.

* 82 - S1.

. Nous dirons qu'une topologie floue est normale lorsque pour tout fermé f et tout

ouvert O tels que £ © 0, il existe A ¢ IX telle que f < Ao c X coO.

I1 est aisé de remarquer qu'une topologie floue est normale ssi pour toute paire
{f,g } de fermés tels que f d g , il existe des ouverts u et v tels que f c u,

gcvetudfwv.

I1 est évident que pour une topologie floue normale, S, & S

1 2

Nous dirons qu'une topologie floue est D lorsque tout ouvert est une réunion
q P g q

de fermés.
S1 -+ D : car pour tout ouvert 0, 0 = v, (x,0) < Uf et 0 = kj f
(x,0) €0 f fermé f fermé
fcoO fco

donc a fortiori 82 -+ D.

Remarquons qu'un espace topologique flou normal n'est pas nécessairement D.

Par exemple, si % < a <1, considérons la topologie floue ayant pour fermés

@, 0 et X . L'ouvert & n'est pas une réunion de fermés et pourtant cette

topologie floue est normale.

4,

PROPOSITION 2 : i) Etant donné un espace topologique flou normal, on définit

une LP-proximité floue § par pév G-E-q v .

ii) Si de plus cet espace topologique flou est D , § est

compatible avec la topologie floue.



PREUVE.
i) Définissons une relation binaire § sur IX par uévé& q,;

* Il est évident que pdv = vip

* S1 pbv et p < Hy s Eq; et pycu, , d'ou E1q§ et u16v donc pdp ou vép = (LUv)Sp.

1
. - —% - % Ce— = = %
Inversement, si ufp et vfp , pcp et vep , d'otp v =plvecp et (ulv)dp.
* I1 est évident que ¢ 4 u .
—
Supposons que pufv , de sorte que vcCp ,

- ° - %
Comme la topologie floue est normale, il existe A € IX telle que vl < A cypu

- % -
mais Acpy signifie que pufA , et vcA signifie que A* § v.
* Enfin, si uqv , u qg et udv.

ii) Soit T(S8) la topologie floue associée (par le procédé (5)) a &.

- - - % —% - x -

pdup »ppcp 5 d'ou }J_ opcn ,etnc(U_ o= Np =3 ()
Pdn pdp pdu

Inversement, si p est fermé (pour la topologie floue d'origine), puisque cette

topologie floue est D, on a

* ; * -
e Uf = Uyp=Uop=Uop=Uope w=Np=im@®
f fermée =T oqu odu pdu pdu
fcyu

5. Cas d'une topologie floue compacte :

. Comme Chang (voir [4]), nous dirons qu'une topologie floue et compacte lorsque

de tout recouvrement ouvert de X on peut extraire un recouvrement fini.

Remarquons toutefois que cette notion est d'un intérét limité par le fait
qu'aucune topologie floue au sens de Lowen n'est compacte, puisqu'on ne peut

extraire aucun recouvrement fini de X = k} a (voir B]). Toutefois cette notion
a< 1

peut &tre utile pour des topologies floues plus générales.

. Remarquons cette différence avec la topologie ordinaire : dans un espace
topologique flou compact, une partie fermée n'est pas nécessairement compacte

en ce sens qu'elle peut avoir un recouvrement ouvert dont on ne puisse extraire
un recouvrement fini. Par exemple, considérons la topologie floue dont les ouverts

(qui sont en fait des ofs) sont @ et X et les conmstantes ¢ telles que %vs o L %—.



Elle est evidemment compacte, mais on ne peut extraire aucun recouvrement
.. . 3 L)
fini du fermé - de 1 o 4

4
\<C\L<Z

Nous dirons quwune topologie floue est F-compacte lorsque, pour toute

partie fermée, on peut extraire un recouvrement fini de cette partie a partir
de tout recouvrement ouvert. Bien siir, a fortiori, une telle topologie floue

n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen.

PROPOSITION 3 : Soit un espace topologique flou normal, D et F-compact.

Alors,

i) puév & ; qG est une LP-proximité compatible avec la topologie floue
donnée.

ii) c'est la seule LP-proximité floue compatible avec cette topologie

floue.

PREUVE.

0) remarquons qu'il existe bien des topologies floues normales, D et F-compactes :
par exemple toute topologie ordinaire séparée (au sens de Hausdorff) et compacte

est normale, D et F-compacte (mais elle n'est donc pas SZ)'

i) D'aprés la proposition 2, puisque la topologie floue considérée est normale

et D, ubver p q, v est une LP-proximité floue compatible avec la topologie donnée.

ii) LEMME : Soit un espace topologique floue, soit § une LP-proximité floue
compatible, soit u une partie floue compacte (donc telle qu'on puisse
extraire un recouvrement fini de chacun de ses recouvrements ouverts)

et soit enfin v une partie floue fermée telle que udv . Alors upv.

. . . *
En effet, introduisons la notation u 4 v e» ufv

on peut remarquer que d'une fagon générale U r =¢ (R1)
ANaE —
(car L) A= L)*A = ( (/\* A*]* = £ * g°** = £°)
rag ABE ABE

remarquons aussi que si uAv , il existe un ouvert O tel que uda 04dv (r,)

|



=]

. ; * . . X * *
(en effet, si q£V' , 1l existe A € I" telle que uf) et M\fv . Posons O = ) .

* . * o * N .
uf0 (car si ué0 , on a udi * , donc ud) et d'aprés une remarque antérieure

*
udh ),

% % *
ofv (car si O&v , on a a fortiori Adv ) ).

Revenons au lemme énoncé

* *
A chaque uav , on peut associer un ouvert 0u tel que utlouA'v , de sorte que

ucO et O dv.
u u

* *

Alors U gu=v = v =voypu, et U % OuD g 3 donc il existe
ugv uav
n
* *
udv,...,u_4v tels que 0 = U o > u.
1 n . u.
1=1 1
Comme 0u d!v,...,Ou dv , on a Ofv, et puisque pcO -y dv.
1 n

Soit alors une topologie floue normale, D et F-compacte.
Soit & la proximité floue compatible définie par psv & ngv .

Soit 61 une proximité floue compatible quelconque.

Si udv, ;qg et - d'aprés 1'axiome 5. - p61v.

Diversement, si ufv , donc si pudv , le lemme précédent montre - puisque p
cst une partie floue fermée d'un espace topologique flou F-compact, donc une

partie floue compacte, tandis que v est fermée - que p61v.

§ 2.l.ien avec la nction c'uriformité floue.

1. Notion d'uniformité floue.

Dans [7] , Hutton définit une uniformité floue sur X comme un ensemble

d'applications de IX dans 1% tel que

X
P2cq=me T o ou et DU WS = Ubdk) }
k k
2 +9 .



)

€P,0€Qet ADD »A €D

DEP etE €D +» DRECD , on ®XE)W = [V DG yEMD]

v | P=p
D €D » B1€@,oﬁ]_)1(p)= *ﬂ*p
D(P) <
D €D il existe A € @, telle que AoAcD ,OU D2°D1(p) = DZ[DI(“)] .

A une uniformité floue, Hutton associe une topologie floue par

(6) u = N Y

* *
I € 2,D(y) cup

PROPOSITION 4 : Soit ¢ une uniformité sur X

Définissons une relation binaire sur IX par (7) n§y & YD €9 : D(u)q D(v)

Alors § est une LP-proximité floue sur X, que nous dirons associde & %

PREUVE.
* 11 est évident que pdv -+ uép
* 11 est évident que pdy et p < oy o> p15\) ; de sorte que pgp ou y§p - (N‘U\)')Gp
Supposons maintenant que pfp et v o

il existe D €% tel que Vx € X : D(u)(x) + D(p)(x) < 1
il existe E € tel que V¥x € X : E(v)(x) + E(P) (x) £ 1.

Posons F = D\ E Fe9 , et pour tout x € X :
F(u)(x) + F(p (x) < D(W)(x) + D(O(x) < 1
F(v)(x) + F(p) (x) £ E(v)(x) + E(p(x) £ 1

d'olt F(uUv)(x) + F(M(x) = [F(u) U F()]x) + F(p)(x) =

[F(u)(x) + F()(x)] v [F(¥)(x) + F(Ppx)] <1, d'ou (puyv)dop.

* il est évident que ® § u , car si DeP (D # @) et si x € X :

D(®) (x) + D) (x) = D(W)(x) < 1, car pour tout DeP : D' (@) = [ Vp =9
D(p) = @

et donc D(®) = BH (@) = 8.



* Supposons ufvy .

I1 existe donc D € @ telle que Vx € X : D(p)(x) + D(v) (x) < 1

Remarquons qu'il existe A€%Y telle que A, A , AcD.

(En effet, il existe V C QP telle que Vo,V <D ; de méme il existe | €% telle

que NA <V . Alors Ao Ao Ao A€V, VeD, et a fortiori A¢ Ao A = D. Posons
~ = - =1y~ 1 -

alors A=A K A': ped et a & on= WKADT o URAD =

1 R o . .
d'apres les propriétés des opérations

i3 e P RAH? - Bt T en T
(D,E) # DAE et D —3 D | dans [7]).
Posons alors )\ = Z1 oAV ¢

ubX : en effet, Ac:AoZ1 oA <D et A(p) e D(u) alors que

AN = Ay A
AG) (x) + AQD(x) « D(u)(x) + D(V) (x) ¢ 1.

oA(v) € D(v) , de sorte que pour tout x € X :

%
A dv: en effet ,

A0S = AR« AT =8N o D =21 Y o5 = YU dpaw’
AE) <40 ) 8O cA ™ AG) cA)

de sorte que pour tout x € X : A(f)(x) + Alv) (x) A(V)*(x) + AV x) = 1.

* Enfin, si pqv , il existe x € X tel que p(x) + v(x) > 1 ; alors pour tout

DEY : D(u)(x) +DOW)(x) > 1 et pdv

. PROPOSITION 5 : On a le diagramme commutatif :

pe plus , pb = N\ D) (8)
Dep

10



PREUVE. Désignons par T, et T, les topologies floues sur X obtenues res-—

(1) 5 () (8)

pectivement par & —F=—> 1, et 9 —= T, -

Notons , pour chaque p € IX : = m D(p).
DED

Nous allons montrer que p = [ définit une topologie floue T 2t que

T1 <1, CTCT1.

-~

* 1 définit une topologie floue T sur X :

9= " g =9.
DeEY

- pour tout D € @, D(u) oy ; de sorte que i. D p

~ ~

- donc y D u . Inversement ,

Se O oGy = M ol N awie D) pag = () Lw
DY DeEy A€ De2 LeP
Aey
puisque pour tout L€ & " il existe DEP telle que DD L.
AN
- pUv = (M D(puUv) = m [(D(u) UD(V)] , alors que
D €2 Deg
;U\A)= [N DWIvL () AW] = m [ D(w) u AV ]
DEY AED Reg
€

2 N
A priori, y U vopUv . En fait, on a 1'égalité puisque si D ¢Y et

A€ED : D) UAW) D> OAMN () U (DAN) (V)

* Description de Ty et T, ¢

_.T -
H A 3 f\ p , ou p Eaegﬁu «— AD €D , D(S) CD(u)*
phu pER

_T * *
“2 m p,ol p €Bsey 3Dy , D(p) cp
peESB

11



T e

*
Si pe@ , il existe D ¢ 2 telle que D(p) = D(u)* maisD(p)* < p*, d'ou
T T
1 -2

p € B.De sorte que g o p et T, <1y -

~

* T, €1
. . . * ) *
Si p €B, il existe D € & telle que D(p) cup
— —T -~
Alors D1(u) = if\ % &S p; donc p 2 - Y o> M Al =
D(§) cp p €B A €2

~

et T2CT~

~

* Enfin 17 2

REMARQUE : WDE @ , 3A €Y et Sp € IX tels que A(S) c A(p)* et D(p) op

_T’l ~

Alors u = /\) p < M D(u) = p , et T c Ty~
pEA Dey

-~

* *
Pour prouver la remarque, il suffit de trouver A € ¥ telle que A(DGW ) < A(u) .

* - * %
Soit A symétrique telle que A.A <D : A ) = A1(D(p) ) = o £ < AQ)

ACE) « D(w)
*
car parmi les £ il y a A(p)* du fait que A(A(u)* ) = AoA(u) <D (u).

(2) Matériel flou supplémentaire utilisé (cf. par exemple Hutton [71)

* Intervalle réel unitaire flou :

On désigne par .# 1'ensemble des fonctions )\: R + I croissantes, telles
que t < O+ A(t) =0 et £ > 1= A(t) =1, aprés identification de A et p
lorsque Vt € R : A(t-) =

it

pu(t=) et A(t+) = p(t+), ou par définition ) (t-) = V x(u)
u<t
et A(t+) = A A(w)
u>t

On munit .# de la topologie floue ayant pour subbase {At,Bt/t € R} , ou

At est 1'application de -# dans I définie par At()\) A(t=)

A(t+)*.

Bt .est 1'application de # dans I définie par Bt(}\)

12



* Un espace topologique flou X est complétement régulier (CR) si pour tout ouvert

Q de X il existe une partie L de IX et une famille (fu)u telles que

¢L
Uu = Q@

u €L

pour tout u € L, fu est une application continue de X dans .#

pour tout u € L, pour tout z € X :u(z) < fu(z)(0+) < fu(z)(1—) < Q(z2).

* Quelques remarques

1) un espace topologique flou CR est toujours D :
En effet, avec les notations de la définition précédente, si § est un

ouvert de X (supposé CR) et si u € L :

pour tout z € X : fu(z)(0+) fu(z)(0+) Bo(fu(z)) Bo(fu(z)) = fu(BO)(z)
-1 %
donc pour tout z € X : u(z) fl(Bo)(z) <€ Q(z).
21, % RN = o1k
donc ucSf (B) < ; mais £ (B ) étant un fermé : uc f (B ) < Q.
u o u o u o

de sorte que { = U u-= L) u .
u €L u €L

2) PROPOSITION 6 : (sorte de "lemme d'Urysolm flou", un peu différent de

celui que propose Hutton).

Tout espace topologique flou normal et D est completement régulier.

*
REMARQUE : La réciproque est fausse, comme le montre 1'exemple d'une topologie

ordinaire complétement réguliére qui n'est pas normale.

PREUVE.

*LEMME 1 : Soit un espace topologique flou.
Definissons une relation binaire sur IX par uk<v ¢ ucve.
Alors si 1'espace topologique flou est normal et si u << v, il existe
un ouvert o tel que u << o KK v,

- | °%x% - o %

En effet, si u << v , us v , donc u d v ; et, comme 1'espace topologique

- °%
flou est normal, il existe un ouvert o et un ouvert 0 tels que uc€ o , v Cad,

o 4v O

13



— . ° N ° * . 3
Mais alors u €0 = 0 d'oli u << 0 ; d'autre part O gia et v <« 00 1mpliquent

s
* Q - - 0
te 0 € o (fermé) ©€ v, d'ol 0 Co Cv et 0 <L v .
q ’

. . . ” I3 . *
(Remarque : si § est une LP-proximité floue sur X, on a introduit uave>u § v .

Si on introduit la topologie floue associée a §, il est aisé de montrer que
u4 v->u<< v -onavueque si usa v - méme si la topologie floue en question

n'est pas normale - il existe un ouvert O tel que ua 0«4 v).

* LEMME 2 : Soit un espace topologique flou normal, soit ! un ouvert et soit
u << .
, _ p €
Soit D={-—=p€EN ]

2% nen

chaque F(t) est un ouvert de X
Il existe une famille (F(t))t ¢ telle que t <S = F(t) << F(s)
u < F(0)

oY) F(1) = @

t > 1 >F(t) = X.

D

Preuve du lemme 2

Si t€EDett>1, on pose F(t) =X

On pose F(1) = Q

On choisit pour F(0O) un ouvert W tel que u << << § (dont 1l'existence est
assurée par le lemme 1).

. . 2m+1 . ,
Sit€DetO0O<t< 1, sits= , on construit F(t) par récurrence sur n :

211

F(%D est un ouvert tel que W << F(%) < Q.

Sin>1, et si les (F(—ﬁéT'))k sont construits et sont tels que
2
FC~li—) << FK-til , on choisit pour F(ggil) un ouvert tel que
Sn—1 n-1 n
2 2 2
m 2m+1 m+1
F(- _1) << F(——-_n—) << F(~———_~1—)
2" 2 2"
.. k PP . k k+1
On a ainsi (F(—)), et on vérifie aisément que F(—) << F(=—)
e k Hn oh

I1 est aisé de voir que la famille (F(t))t c vérifie bien (I).

D
14



* ,
LEMME 3 : Soit un espace topologique flou ; soit §) un ouvert et soit u € IX

telle que u << Q .

Soit (F(t))t €D une famille telle que (I)

Posons, pour tout z € X et pour tout x € R:

fu(z) (x) = sup {F()(@) / t €D et t<x} !

En posant fu(z) = fu(z) pour tout =z € X (fu(z) étant la classe de.f (z)
pour 1'équivalence qui consiste a identifier deux applications ayant

méme limite & gauche et méme limite & droite en chaque point), on définit

une application continue f; de X dans .# telle que

VzeX: u(z)( fu(Z)(O+) < fu(Z)(1—) < Q(z)

Preuve du lemme 3 :

sup §= 0
1,

sup{F(t)(z)/t € D et t < x}
sup{F(t)(z)/t € D et t < x}

» Pour tout z € X, si x < 0 : fu(z)(x)
six > 1 fu(z)(x)
car il existe t, € D tel que 1 < t, <x,

. +
puisque D est dense dans R et

£ (z)(x) > F(t,)(z) = X(2) = 1.
u 1

sixgy: {teDd/t<x}c{teDdt<y}et
fu(Z)(X) < fu(Z)(y)-

# Par conséquent, pour tout z ¢ X, fu(z) représente un élément de £ qu'on

notera fu(z), définissant ainsi une application Eu de X dans #.

% Pour tout z € X : u(z) fu(z)(0+). En effet, u(z) £ F(o)(z) ; donc
pour tout x > O : u(z) < sup{F(t)(z)/t € D et t < x} = fu(z)(x) et par suite
u(z) Q fu(z)(x) = fu(Z)(O+).

X (o]

#* 11 est évident que fu(z)(0+) < fu(z)(1—) pour tout z ¢ X.

% Pour tout z €X : fu(z)(1—) & Q(z); En effet, pour tout x < 1 , on a :
N, d'ou

pour tout t € D tel que t < x : t < 1 et F(t) < F(1)
F(t)(z) € Q(z) de sorte que £ (2)(x) = sup{F(t)(z)/t ¢ D et t < x }< (=)

d'ou £ (z)(1-) = v £ (2)(x) £ Q2).
u x < 1 u

15



#* Enfin fu : X » g est continue grdce aux deux remarques suivantes :

Remarque 1 : Pour tout t €R , fu—1(At) = k// F(2) (et est donc un ouvert de X).
2 €D
2< t
En effet,
Ela)@ = Alf@]1-£ @) = Vv E @@= V.V FD(@) -
x<t x <t geD
g < x
- v FW@ = [ r0 1)
2 €D 2 €D
2 <t 4 <t

—1 % —
Remarque 2 : Pour tout t €R , fu1(Bt) = (A\ F(2) (et est donc un fermé de X)

2 €D
2>t
En effet, soit z € X :
o= T3 () = B IE ()] = £ (2)(t9) A F (&) = AV FQ)@)
= z) = z = zZ = z)(x) = z
posons u t t u u X > t u x> tR€ED
e - < x
B=L0) 7] () = & F) .
L ED 2 €D
2>t 2>t

Nous allons montrer que, pour tout y €I : o > Y«B > v (ce qui prouvera
bien que o = B).
Soit vy € 1 :

a) Supposons que O %Y :

Alors pour tout x > t , vV FQ)(z) 2>y

LED
2 < x
Soit £ € D tel que £ > t , on a donc : v F(21)(z) >Y
2161)
£1 <

or pour tout f € D tel que A% <g o FR) < F(4) ; donc U F(21) c F(Q)c:§2£) 5

, 21€D
. <0
de sorte que F(A)(2) > Y. 24
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b) Supposons que B » vy :
Alors pour tout £ €D tel que ¢ >t : F(Q)(2) » vy

Soit x > t.
+ . .
Comme D est dense dans R , il existe £ € D et 21 €D tels que t < £1 < ¢ < x.

Puisque £ €D, £ €D , & < & : F(2,) << F(2), c'est-a-dire 5(71) c F(Q).
I1 existe donc & € D,% < x tel que F(L(z) > ﬁ(@;)(z) >y

d'ou F(2)(z) >y , et comme ceci a lieu pour tout x > t :

A
2 €D
g < x
A F(2)(2) 3 vy
>

\Y
X t L €D
g < x

* Preuve de la proposition 6

Soit un espace topologique flou normal et D : X.
Soit  un ouvert.

Soit L 1'ensemble des fermés contenus dans ! . Puisque 1'espace topologique

flou est D, R = U u.
u €L
Siu€lL, u<<§ . Comme 1'espace topologique flou est normal, le lemme 2
permet de construire une famille (F(t))t €D d'ouverts vérifiant (I), et
alors le lemme 3 permet de construire une application E; de X dans I continue

et telle que pour tout z € X : u(z) < fu(z)(0+) R fu(z)(1—) < Q(z).

Ainsi 1'espace topologique flou considéré est—il completement régulier.

_ *
(3) PROPOSITION 7 : Toute topologie floue obtenue par (5) [M = M pJa
oBu

partir d'une LP-proximité floue est complétement réguliére.

PREUVE :

Remarque : Si § est une LP-proximité floue USV ey usy (v étant 1'adhérence de v

au sens de la topologie floue associée par (5) a § ).

17



En effet, udv - pdv puisque v c Vv ; inversement, supposons que ufy : alors
. . X * .-
il existe X € 1" telle que pf) et ) §v . Mais y ©) (car pour tout x € X :
- * -
vix) = A p(x)\s Mx)), de sorte que My .
pdv

.. . . fee X *
* Utilisons la relation binaire définie sur I” par u4aves ufv , en nous
rappelant que ua v -+ u << v , et que si ua4a v il existe un ouvert O tel que

ud 0 av.

. X
% Soit L={u €I /uaQ} .Alors © = U u
u €L
(au cours de la démonstration de la proposition 3, nous avons montré en effet

que U u=9).
uad

LEMME : Dans les hypothéses de la proposition 7, si 2 est un ouvert et si ua Q ,

y P EN

— nEN , il existe uyne famille (F(t))t ¢ p telle que :

chaque F(t) est un ouvert de X
t < s =>F(t)a F(s)

(11) u < F0)
F(1) = Q

t>1=+F(t) = X.

11 suffit, pour s'en convaincre, de parodier la preuve du lemme 2 de 1la

proposition 6 en remplacant a chaque fois << par 4 .

» Soit alors & un ouvert de X, et soit u € L. A fortiori, u << Q.

Soit (F(t))t

c p une famille telle que (II). A fortiori, elle vérifie (I).

Alors, le lemme 3 de la proposition 6 montre que la topologie floue considérée

est completement végulieére.

(4) » PROPOSITION 8 : Etant donnde une topologie floue, il y a dquivalence entre

A - elle est uniformisable (c'est-a-dire elle peut étre obtenue, au moyen
de (6), & partir d'une uniformité floue au sens de Hutton).

B - Elle peut étre obtenue, au moyen de (5), & partir d'une LP-proximité
floue.

C - Elle est completement réguliére.

18



En effet, La proposition 7 montre que B =+ C
La proposition 5 montre que A - B

Dans [7] , Hutton a prouvé que C = A.

§ 3. Uniformité floue associée a une uniformité.
1. RAPPELS (voir Hutton [7] , et Liu Ying-Ming [8]).

Soit L un treillis complet et totalement distributif.

* Soit £ : L » L une application extensive et croissante. En posant, pour tout

o €L : £ () = A [V £(y)] on définit une application f° : L » L
'e L yE&T
VI= o

inférieure 2 f, extensive et qui respecte les bornes supérieures : c'est en
fait la plus grande application de L dans L & &tre inférieure a f, extensive,

et & respecter les bornes supérieures.

D'autre part, si 0 € L, il existe une partie de L (notée B, dans la suite)

telle que VB, = O et telle que, pour toute partie I' de L telle que VI = o ,

YV BEBy, 3Y €T , B y. Alors £°(a) = V. £(B).
B € B,
* 81 F et G sont des applications de L dans L extensives et respectant les bornes
supérieures ; on notera F Nc= (F A G)' . De sorte que
(F L 6)(a) = A [E@®) v G(y) ]
B UY=a
Si F est une application de L dans L extensive et respectant les bornes
supérieuves, on note F_1(a) = A, v: }F‘_1 est extensive et respecte les
F(Y)go*

bornes supérieures.

Rappel (voir Ribeyre : [12]).

Siu € IX et si o € I, notons p& ={xe X/ p&x) >a}l (niveau strict de
flou).

on a : Moo= (h\ [0 U u& ]
g1
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2. UNIFORMITE FLOUE ASSOCIEE A UNE UNIFORMITE

* PROPOSITION 9 :Soit % wune uniformité sur X.

Pour chaque U € 9 , on définit 1'application DU : IX > IX par

by = () [y UG
o
o €1
a) Si A€2X , DU(A) = U(A).
. "‘1 . . r~ ~ .
) e (@) ; et D c DK ... D
=y U U, n...nuS U, U

b) (D

c) {Dﬁ / Uedy} est une base d'uniformité floue sur X (au sens de gutton)

2insi, & une uniformité Y% sur X, on peut associer une uniformité floue 9

sur X définie par :

) X D extensive
g={pe aHT)

D respecte les réunions } 9)

sUe %4 / DoD

U

(" D extensive” est d'ailleurs un phénoméne, joint & SU €Y , Do Dﬁ)

PREUVE. Laissée au lecteur.

*
PROPOSITION 10 : Considérons le diagramme

9 7 ¢

YU —— 5D — N\
%\(2)
- T

(commutatif d'aprés la proposition 3).
Alors T est une topologie floue au sens de Lowen.

PREUVE. Laissée au lecteur.

*
LP-proximité floue associée & une proximité : Dans [6] , Katsaras associe a

toute proximité A sur X une proximité floue § par
Sv€&—>» YA>p , ¥Bovyv : AAB (10).

Remarques : A fortiori, § est une LP-proximité floue sur X

sy ——> ué A vé (proximité - au sens usuel -~ des supports).
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§ 4. Variations floues a partir d'une uniformité floue :

1 - PRELIMINAIRES :

Soit % une uniformité sur X.

(9) (10) (5)

*
a) On peut considérer le cheminement % y A > § > T qui, & partir

de % , nous conduit & une topologie floue (au sens de Chang) via une proximité

floue au sens de Katsaras. Décrivons ce premier itinéraire :

AAB &——— VYU € : UA) NU(B) # ¢
B SVé——> VADpu, VBov, VU € : U nUB # 0<—> vU ¢

LIS R 7N\ . TN ue!) #6.

pbu p/30 €u ,UP ) nU) =9

" 9 (1)
b) On peut aussi considérer ¥ 5 %D ——>¢'

(6) (5)

1

T, qui nous emméne de % 3 une

topologie floue (au sens de Lowen) via une LP-proximité floue, avec

D est une application extensive de IX dans IX qui respecte les

G,
D e ¢— réunions
3U €Y , DDy

pud've—> vD €% : D(n) qu(\)) —> yU e¥U : DI:I(”) CL(DI'J(\))

«—>vUey: [ U Ddy] [ U Dyl
A€ Bu t g Bv

«——-»VUEUZ/;HAG:B“, at({BV:
Dy (W) q Dy ()

O g - ) S .

DE€EY DeP ,D(p)C:D(;J)7‘< zDeg ,D(p)cz

©
li

(2) (w)

* bl N
¢) Un troisiéme cheminement est -~ T > 1", ou (w) est

1'engendrement au sens de Lowen (cf [5]) , et qui nous conduit a une topologie

floue engendrée au sens de Lowen, par 1'intermédiaire d'une topologie ordinaire.
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DESCRIPTION : A~ = m U(A)
ueEY

u est T'-fermée> VeI :p est T-fermé.
(o]

* . . N
d) Dans [11], nous av ons introduit une notion de proximité floue a valeurs

dans I que nous appellerons ici proximité totalement floue.

C'est une application § : RV R + I (donc une relation floue) telle que :

1.8 (5, = 8w

2. E(u Uwvp = :S(u,p) v ?S(\), 0)

3. SixeXetsi a€l: 8(x,a) = (xmis pour { x})
4. Sip 3 désigne x - E(X,u) : g(x,uzé) = S(X,u)

5. Six €X, &(x,u) > ulx).

Rappelons ces résultats (prouvés dans [11])

(11 - -

(1) A—> §: S(u,v) =V {a,EI/pa A Va} associe a toute proximité une
proximité totalement floue (dite engendrée par A ).

(ii) ) _5;%15 A ¢ p est un \-fermé ”8 = u associe a toute proximité

totalement floue une topologie floue au sens de Lowen.

On a le diagramme commutatif : 11 § \\\iE%)
A N >\
/'/"
(1) N ()

De sorte qu'un quatriéme chemin est U (2)‘% A (llyé 8 —?jzj—é by

qui conduit de % & une topologie floue au sens de Lowen qui, d'aprés (ii),

1"

n'est autre que 1" = (W) o (2) (%)
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*
(3) PROPOSITION 11
1

Soit U une uniformité sur X.

On a le diagramme commutatif

5
) (5)
1) (6) 5 ' = 1" = A
/ A
(9) @
@ - ) (12)
T

O )

(1)

avec ces commentaires :

T est une topologie floue au sens de Chang ; ce n'est jamais une

topologie floue au sens de Lowen
§ est une proximité floue au sens de Katsaras.

T' = 1" = A est une topologie floue engendrée au sens de Lowen, engendrée

par T, contenant T.

YD est une uniformité floue au sens de Hutton, engendrée (a notre sens)

par Y .
§' est une LP-proximité floue (& notre sens)

§' n'est jamais une proximité floue au sens de Katsaras (la généralisation

était donc bien nécessaire)
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~

§ est une proximité totalement floue (& notre sens), engendrée

(& notre sens) par A.

a) p €ET'> Vo €T : uy €T ¢

Siu €T, m D (u) = q D(u) = p de sorte que pour tout x ¢ X :
u €Y Dey

NV b0 = .
Ueu XreB

A \/ /N [av U )= px)
Ued A €B“ a€l o

mais U()\('x Y(x) = 0 ¢ [(z,x) € U~> A(z) L o] -

d'ou A Vo A {a€el / (z,x) € U—>7(2) L a} = px)
Ueqw AE B}J
N\ V V' Az = ux)

Uex eBp (z,x) €U

N \VJ p(z) = p(x).
Ue# (z,x) €U

Alors, si pour tout U € : x ¢ U(pu) , pour tout U ¢# il existe z ¢ pa tel

que (z,x) € U, de sorte que p(x) = /\ \/ u(z) > o ; d'ou

U(u ) = K, et Hy est T-fermée.
U ey

En effet, si p € 1', d'aprés ce qui précéde : vae I, My € T et
ue (T = "

c) "1

*
Lemme : Si p est T"-fermée, m D _(u) =p

vewr U
En effet, soit p T'"-fermée :

Remarquons d'abord que vo € I : Mo, est T-fermée, de sorte que
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vaeI : /M) Ulpy) = py R
U ew
Ators 7 n G = () b yUW] = cC o,
vey U e u/e\la oc@lu o

€y = m [o uUMm)] ; mais pour tout o €1 :
Ueu

6= (Vo uuU il Miu U ey = M) U la vl -

U ey B>0, U ey B >a. U €UR >,
(par distributivité totale) =

. = LJ (W [ U U(p L){alJ [ /’\ U(u )]} = (d'apres
F ¢ I U e F(U) U ey F(U)
vU ey ,F(U)>a

la remarque (R)) =
U[OLU”F(U)] o UU“F(U) OLUBEJOL“B = OLUPO'L

de sorte que

M D () < () @ U piy)

g, et on a en fait 1'égalité annoncée.

U ey v o€l
* - T
Alors, si py est T'"-fermée : p = /ﬂ\ DG(”) c (} DU(p) =p , et u est
U eqy U ey
bien T'-fermée.
d T = T =X,
Puisque, comme il est prouvé dans [11], T" =X , ona T' =1" = A,

e) TCT! =1T" = A,

i Y .
Rappelons que p = 0

3V ey , U(O(')) n U(u(')) =@

Soit pE€ IX telle qu'il existe U €% telle que U(pé) n U(ué) =@ ;
* * * *
. . 1 1 - \J c ' = ' [ang (o ‘
alors DU(p) c DU(pO) c DU(pO) U(p ) U(p ) DU(pO) DU(u) DU(u)

- * -T'
donc u'>D m x P= , ce qui prouve que T € T'
3D €2 ,D(p) < D(p)
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f) 7 n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen, et T < ' = 1" = ) :

#

En effet, une topologie associée (par le procédé (19)) 4 une proximité
floue au sens de Katsaras n'est jamais une topologie floue au sens de Lowen :
- % *
en effet, si 0 < g < 1 : aT= /Fw p =0 = X.
o b a

g) La LP-proximité floue §' n'est jamais une simple proximité floue au sens

de Katsaras :

Puisque par (10) on lui associe une topologie floue au sens de Lowen

(méme engendrée au sens de Lowen)

h) Précisons le lien entre T et ' = 17" = ).

Dans [5] , Lowen introduit 1'opérateur d'engendrement W que nous avons
déja utilisé et qui a une topologie ordinaire associe une topologie floue au
sens de Lowen dont les fermés sont les parties floues semi-continues supérieu-
rement. Il introduit aussi 1l'opérateur i qui associe a toute topologie floue
(nous pouvons en fait l'appliquer 3 toute topologie floue au sens de Chang)
une topologie ordinaire : celle ayant pour subbase de fermés les niveaux de

flou des fermés de la topologie floue envisagée.

Alors le lien entre 1 et " résulte de ce résultat plus général

%
PROPOSITION Considérons le diagramme :
T (w)

Alors 1" = w o, 1(1)

PREUVE. o) T < T:

Soit A € T.
Ou bien A = @ , et alors A€ T ou bien A % @ . Alors

;‘szﬁ’;:/\ ;=m*
oA b i

A ¢
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Soit x € X :

ou bien At (x) = 0, et alors KT(X) < A(x)
ou bien KT(X) # 0.
* *
Alors /N\ p(x) # 0 3 a fortiori : //\ C(x) # 0, c'est-a-dire
p' A A c' & A
o LI
* -
/\ C(x) =1, cez
ChA

Mais alors vV CE 2X : C A A>C(x) =0
vce ¥ : x € C>CAA ; en particulier x A A

mais puisque A € T : Al =A etxAA+x€A dob AN(x) € Ax) = 1.

De toute facon KT C A et AET.
B Tci(m)
Soit A € T.

Soit a € Jo,1[ : A = Aa et A€E T >A = Aa € i(1)

Y) " = w(T) € wei(T)

L'opérateur w est évidemment croissant,

§) " = wei(T)

Puisque T € T" : Wwol(T) < Woi(t") = "

§ 5. Exemples "extrémémes de la situation étudiée au § 4.

1. %= {X xX}.
AABe—>A# @ et B#9

Alors HSverp @ et vEP
T = {¢9X}
% = {(D/D respecte les réunions et D o g} , ol Do(p) = Vy =
xﬁx\gfxu(X)

uS've Vu + Vy > 1
S(u,v) = Vu) A (Vy)
=" =Ax={a/a€el}.
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%={U:§§'} (ot §='{(x,x)/xeX})

Alors AAB«>ANB+# @
HSvesu Ny @
T =2%
' . . X X .

9 est l'ensemble des applications de I° dans I extensives
qui respectent les réunions.

ok
p o' Veyp £V
S(u, V) =V(u N V)
' =" = A= IX
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