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CHAPITRE 1

PROBLEME DES MOMENTS MATRICIELS
SUR R ET SOLUTIONS N-EXTREMALES

INTRODUCTION.

On fixe m un entier supérieur ou égal a 1.

Ce chapitre est divisé en deux paragraphes. Dans le premier,
apres avoir défini le probléme des moments matriciels sur R, on donne
essentiellement deux résultats de M.G. KREIN ({3]) sans démonstration.
Le premier donne une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
suite de matrices mxm soit suite de moments sur R. Le deuxiéme donne

la forme générale des solutions du probléme.

Dans le deuxieme paragraphe on va introduire les solutions N-ex-
trémales et les caractériser complétement par un résultat qui géné-
ralise celui du cas m=1 (voir AKHIEZER [1], th. 2.3.3., page 45 et
th. 4.1.4., page 144), et qui n'est démontré dans [3] que dans un

cas particulier.

1.1. [FORME GENERALE DES SOLUTIONS.

Tout d'abord on donne les définitions suivantes.

(1.1.1) DEFINITION (Mesures quasi-spectrales et spectrales).
Soit H un espace de Hilbert.
(a) On appelle mesure quasi-spectrales sur H la donnée d'un

espace mesurable (Q,X) et d'une application

E: 3% ->L(H)



possedant les propriétés suivantes :

(1) E@) =0 et EQ) =T.

(2) E(A) »0 pour tout Ac .

(3) L'application E(.) est dénombrablement additive pour la
topologie simple~forte sur L(H), ¢'est-d~dire
Pour toute suite disjointe (An) dans £ et tout x € H , on a

E(U A)x = ¥ E(A)x
n o n n

au sens de la topologie de H.
(b) Soit E(.) une mesure quasi-spectrale sur H, on dit que E(.)

est une mesure spectrale si on a

E(A N B) = E(A)E(B) pour tous A,B € X,

L'espace L(H) est 1'espace des opérateurs bornés de H. On pose
M=C" et on désigne par €1s8yseeese la base canonique de ",

(1.1.2) DEFINITION. - Soit (Sk) une suite de matrices mxm her—
"—_ ke N

mitiennes avec SO = 1 la matrice identité.

On dit que (Sk) est une suite de moments matriciels sur R
k

s8'il existe une mesure p(.) quasi-spectrale sur M = T telle
que : Sk = Jxkdp(A) pour chaque entier k.

Le probléme des moments matriciels est le suivant

Etant donnée une suite (Sk) de matrices mxm hermitiennes,
k €N

est-ce que c'est une suite de moments matriciels sur R ? Quand
c'est le cas, est-ce qu'il n'existe qu'une seule mesure quasi-
spectrale p(.) telle que Sk = Jxkdu(k) (k € N) ? Le probléme est
dit déterminé s'il y a unicité de p(.), dans le cas contraire on

dit qu'il est indéterminé.

(1.1.3) DEFINITION. - Soit (Sk) une suite de matrices mxm hermi-—
tiennes. On dit que la suite (Sy) est de type positif st on a :
k

Pour chaque entier n et tous Ygoera¥y dans M on a



n

<S5, ., .V.,y. > .
. ;_ sl+]y1’y3 > 0
i,j=o0

Si en plus 1'égalité n'est possible que si tous les v, sont nuls

alors on dit que (Sk)k est de type défini positif.

G. KREIN a démontré dans ([1], prop. (A), p. 127) 1'équivalence
entre la suite de moments matriciels sur R et la suite de type posi-

tif. On obtient le résultat suivant

(1.1.4) THEOREME. - Soit (Sk)k une suite de matrices mxm hermitiennes
avec S = 1. Les propriétés suivantes sont équivalentes. :
(a) La suite (Sk)k est une sutte de moments matriciels sur R.
(b) La suite (Sk)k est de type positif.

(¢) Pour chaque entier n et tout choix de A se ety des matrices

mxm Oon a :
n *
. ; o, Si+j aj > 0.
i,j=o

(d) Pour chaque entier n et tout choix de G pene s des matrices

mxm on a
n *
tr( ¥ a. S, .a.) >0
poe_ 1 ]_+J J
i,j=o
Preuve. — Reste 3 prouver que (b), (c) et (d) sont équivalentes.,
(b) = (c) Pour chaque x € M on a :

n n * *
< Z 0, S. . 0. Xyx>= X <8, . a.X, 0,k > » 0.
.. 1 .. i+] 7] i
i,j=o i,j=o
(¢) = (d) Evident.
(d) = (b) Soit n entier et soient Vgoees¥y dans M. Pour chaque

*
j=0,...,n on définit a, par :
]

* %
a, e, = yJ et ujek =0 si  k#1
n n * *
= .. . . >
Donc I < Si+j yi,y > < S1+J ale1, aJe1



n n

* *
¥ <q.S. . a, e e, > = tr( ¥ o.S.. . ai) > 0. o

.. + - +
i,j=o 1 " 1 i,j=o 1 ™

Dans toute la suite on fixe une suite (Sk)k de matrices mxm her-
mitiennes avec SO=I et on suppose que c'est une suite de moments

sur R.

On désigne par [ 1'espace des polyndmes a coefficients dans M.

On définit [.,.] : £xL » T par

n N
[f,g]1 = X ¥ <S8 .X ,y. > si
k=0 j=o k+j k7]
n Xk N
fF(A) = ¥ Ax et g = ¥ Ay, X, ,y. € M.
k . ] k]
k=o j=o

Avec le théoréme (1.1.4) on a [f,f] » O pour chaque f € £, donc

[.,.] est un semi-produit scalaire sur L.

Soit:4f= {felL :I[f,f] =0}. On pose £ = E(A/.
Sur £, [.,.] est un produit scalaire. Soit H le complété de L ,
H est un espace de Hilbert muni de [.,.].

Sur L on définit 1'opérateur Ao par

(Aof)(t) = tf(t) f €L.

-~

-~ ~ P )
Sur £ on pose Aof = Aof si f € L.

~ Ve
Cette définition a un sens puisque si £=0 alors Aof =0,
Si f,g € £ on a [Aof,g] = [f,Aog] car

n Kk N .
si £(0) = ¥ ax et g(A) = X AJyj alors on a :

k=0 k j=o
gl =7 %, zadyd -5 2 o<s, x >
o k=o L j=o 3 k=1 j=o k4 k=107
n N n N+
) kio j§o< Serjr Yy 7T kzo jz1 < SN 7

i

[f,AOg].



On désigne par A la fermeture de KO. Donc
A g@A'c H » H est un opérateur symétrique fermé de
domaine E@A dense dans H puisque SZA contient L.

On pose :

m, si Imz>0

%
dim Ker(A -zI) =
m_ si Im z < O.

On a le résultat suivant d'aprés G. KREIN ([3], p. 129) :

(1.1.5) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes
(@) 0<m_<m et 0<m <m.

(b) 57 m,=m oy m_=m alors [.,.] est un produit scalaire sur L.

On va introduire la définition suivante qui va servir & donner

la forme générale des solutions.

(1.1.6) DEFINITION. - Soit E(.) une mesure quasi-spectrale sur H.
On dit que E(.) est une fonction spectrale de l'opérateur A si

pour chaque f € ‘@A on a :
Af = J}\dE(A)f et [Af,Af] = J AZdlEQ) £,£].

Cette définition n'a de sens que si on montre l'existence d'une

telle mesure E(.) associée a 1'opérateur A.

Dans STRAUS ([6], p. 187) on démontre qu'il existe un espace de
Hilbert H qui contient H comme sous—espace hilbertien, et il existe
un opérateur A sur § auto-adjoint qui prolonge A. Soit E(.) la
mesure spectrale de Aonad-= J A dE(A). Soit P la projection ortho-
gonale de H sur H. On pose E(.) = PE(.)P. Ainsi E(.) est une mesure
quasi-spectrale sur H et c'est une fonction spectrale de A puisque

si f € @AethHalorsona:

[Af,g] = [Af,g]

J » d[EQ) f,g] = J A d[E(0)E,g]l et

[Af,Af] = [A%f,£]= [R%F,f] = J AZdlEO) £,£] = j AZdlEQOE,E].



Donc toute extension auto-adjointe de A sur un espace de Hilbert

H D H, détermine une fonction spectrale de A.

La réciproque est aussi vraie, en effet, si E(.) est une fonc-
tion spectrale de A alors par le lemme de Naimark (NAGY [7], théo-
réme 1, p. 442) il existe un espace de Hilbert ﬁfg H et une mesure
spectrale E(.) sur H telle que E(.) = PE(.)P od P est la projection
orthogonale de H sur H. Si on pose A = J AdE(A) alors A est une

extension de A puisque E(.) est une fonction spectrale de A.

Par un résultat de G. KREIN ([3], p. 126, formule (9.9) et
p. 129) et avec la notation : si x € M alors X désigne la classe

de x comme polyndme constant, on obtient le résultat suivant

(1.1.7) THEOREME. - Relativement d la suite initiale (Sk)k les pro-

priétés suivantes sont équivalentes :

(a) La mesure quasi-spectrale T(.) sur M est une solution du

probléme.

(b) Il existe E(.) une fonction spectrale de A, telle que pour
jok=t,...,m et BE€Z ona:

<T(B)ej,ek> = [E(B)ej,ek].

Si E(.) est une mesure quasi-spectrale sur H, on pose

IE(z) = J E%E dE(t) pour Im z # O.

La fonction IE(.) détermine complétement E(.).

L'ensemble de toutes les fonctions spectrales de A est décrit 3
1'aide des transformations de Stieltjes IE(.) par le théoreme sui-
vant (STRAUS [6], théoréme 12 avec la remarque que EZA est dense

dans H).

(1.1.8) THEOREME. - Sott Ao € C~R et soit © le demi-plan qui
contient Ao. Il existe une bijection entre la classe des fonc-—
tions IF(') définies sur {z, Im z # O} et associées aux fonc-

tions spectroles E(.) de A et la classe K(N,AO,A) des fonctions



analytiques F(.) définies sur m, d valeurs opérateurs telle
* -
que F(z) est une contraction de 1'espace Ker(A - AOI) dans

*
l'espace Ker(A =~ Apl).

%
Si m_ = 0 oum_ = O alors 1'un des deux espaces Ker(A - AOI)
ou Ker(A* - X I) est réduit a (0). Donc il n'y a dans ce cas qu'une
o
seule contraction entre les deux espaces, d'oll A posséde une seule

fonction spectrale. Avec le théoréme (1.1.7) on obtient alors

(1.1.9) COROLLAIRE. - S7 m, =0 oum_ =0 alors
(a) L'opérateur A posséde une seule fonction spectrale.

(b) Le probléme des moments matriciels est déterminé.

1.2. SOLUTIONS N-EXTREMALES.

Dans le cas m=1 on caractérise les solutions p(.) N-extrémales
par le fait que l'espace des polynOmes a coefficients complexes est
dense dans £2(p) (AKHIEZER [1], théoréme 2.3.3., p. 45). Pour le
cas général on obtient un résultat analogue. Mais avant de le donner,
on va définir un espace EZ(T) associé a une solution T(.) du pro-

bléme.

Soit T(.) une solution du probléme. Pour chaque B € I, T(B) est
une matrice positive hermitienne. Pour chaque j,i=1,...,m, T(.)(i,i)
est donc une mesure positive sur R et T(.)(i,j) une mesure complexe

sur R. On pose alors pour chaque B € X

T(B) (i,1).

o(B) = 0.(B) = tr T(B) =
T 1

™M=

.

i
La mesure o(.) est une mesure positive sur R.

Puisque on a O < T(B) < tr T(B).I = o(B).I pour chaque B € I,
alors chaque T(.)(i,i) i=1,...,m, est absolument continue par rap-
port & o(.). Par 1'inégalité de Cauchy-Schwarz on tire que T(.)(i,j)
est absolument continue par rapport a o(.) pour chaque i,j=1,...,m.
Par le théoréme de Radon-Nikodym, il existe pour chaque i,j=1,...,m

une fonction Py j(.) o-intégrable telle que dT(.)(i,j) = p Jdo(.).

¢
1,1

On pose < T'(Me, e, > =p, . (}) i,j=1,...,m, A €ER.
1, ] 1,]

On a T'(A) > 0 o-p.p. mais on peut changer la matrice T'(.) sur



un ensemble négligeable pour obtenir T'(X) > O pour tout XA réel.
m
Soit £ : R > mm, on dit que f(.) = X fi(')ei est o-mesurable
i=1
si chaque fi(') est c-mesurable i=1,...,m. On pose :

£2(T) ={f :R » mm, f est o-mesurable et

J< T EQR), £(0) > do()) < + o},
Pour f,g € £2(T) on pose :

(f,8)p = J <T'MEMA), g(A) > do(Rr).
Par 1'inégalité de Cauchy~Schwarz et la positivité de T'(A) on
tire : pour f,g € £2(T)

2
[ (E,8)0 17 < (£,6)(8,8)

On a (.,.), est un semi-produit scalaire sur £2(T).

c
On pose A" = {f € £,(T) : (£,£), = 0} et L (T) = gff%;},.

L'espace LZ(T) est un espace de Hilbert ([3], p. 91).

On a noté par ~ 1l'homomorphisme naturel entre L et [,

On note par ~ 1'homomorphisme naturel entre £2(T) et L2(T).
On a L < EZ(T) et pour £f,g € L (voir [3], formule (10.6)), on a
[£,e] = (£,8);.

Soit @ : L - L2(T)

Si f,g € L on a [E,é] = (0f, @g)T car
(0f,0g), = (£,g), = (f,8), = [f,8] = [f,gl,

Donc on peut prolonger @ a une isométrie de H sur un sous-espace

de LZ(T) qu'on note par H' = @H,

Soit E(.) : LZ(T) - L2(T) définie par
AR
= 1,1 si f € £2(T) et BE I

H»

E(B)



La mesure E(.) est une mesure spectrale sur L2(T).
Soit P : LZ(T) - H' 1la projection orthogondle.
On pose E(.) = @—1 P E(.)P(D.

Avec ces notations on obtient :

(1.2.1) PROPOSITION. - On a :

(a) Pour £,8 € L et B E€ I :

[E(®)F,5] = J <TTOOEQ), g > do(V).
B

(b) La mesure quasi-spectrale E(.) est une fonction spectrale
de A.
(¢) Pour i,j=1,...,met B € L :

< T(B)e.,e. > = [E(B)e.,e.].
i’73 i’73

Preuve :
(a) Soit B € £ pour f,g € £2(T) on a
2R 4*5 2
(*) (E(B)f,g)T = (1Bf,g)T = (1Bf,g)T = J <T'"(ME),g(d) >da(r).
B

Donc pour f,g € L et BE X on a :

[E®)E,g] = [

~ ~ ~ ~ A
"PE(B)P0l,gl = PE®IP I,p),

(E’(B)?,Z)T = J < T'(WVEQ),g(A) > do(r).
B

(b) On pose A = JA JE(X), pour f € EBK et g € LZ(T) par (*) on
obtient : (Kf,g)T = J A d('ﬁ(;\)f,g)T = Jx< T'WEO) ,g (1) >do(r)

- [< T8 >do() = (Af,8)

Donc si f € @ _ alors (K £) (A) = Af(X).
A

On remarque que si f E‘Q%kalors of € EZX car par (*)

J xzd('E(x) cpf,cpf)T JAZ <T'WEQ),L,EQ) > do(n)

(£, Xf)T <+ o car Af € H,

Par suite , 1'opérateur ¢ Ao prolonge A, en effet :
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si f€ 9

A Ona f € @X et, avec g(A) = Af(A), on obtient :

A of = g donc o X of g = Af.

La mesure quasi-spectrale E(.) est une fonction spectrale de A,

en effet : si f € Qa‘et g € H, alors on a :

[Af,g] = [0 'Kof,g] = (& of, 0g)y = de(’i(x)mf,mg)T

[racrot, 00, - [ra@mne),

[

de[E(X)f,g] et

1

_1,\, -
[Af,Af] = [ Aowf, ¢

Rofl = Rof, Rof),

(A cpf,(pf)T = J Ad(EQN) of, q>f)T

[}

[aeooe,n, - [ Mooz,

(c) Pour BE€ X et i,j=1,...,m par (a) on obtient

[E(B)éi,éj] = JB < T'(A)ei,ej>-d0(x) =< T(B)ei’ej > . o

(1.2.2) DEFINITION. - Soit T(.) une solution du probléme. On dit
que T(.) est une solution N-extrémale si la mesure quasi-
spectrale E(.) de la proposition (1.2.1) est une mesure spec-

trale sur H.

Remarque. - Le terme 'N-extr@male" provient de la théorie scalaire

m=1 (AKHIEZER [1], voir théoréme 4.1.4, p. 144).

On a un résultat qui caractérise les solutions N-extrémales et

qui n'est donné dans [3] que dans le cas ol m, = m_ = m

(1.2.3) THEOREME. - Soit T(.) une solution du probléme. Les proprié-
tés suivantes sont équivalentes
(a) L'espace L est dense dans £2(T).
(b) La solution T(.) est N-extrémale.

(¢) Pour chaque i=1,...,m et chaque z € C~R on a :

£, EH' on £, () =——e,.
1,2 1,2 A-z 1
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Preuve. — Pour faciliter seulement les notations, on suppose que

[.,.] est un produit scalaire sur £, c'est-a-dire £ = (.

(a) = (b) On a H' =@H. Comme 1'espace [ est dense dans 1'espace

£2(T) alors @L est dense dans LZ(T)' Mais on a
WL cH' < LZ(T) d'ou L2(T) =H'.
On en tire que P=1 1'opérateur identité de LZ(T)' On obtient

EC) = ¢ 2 E()PO = 0 F()e.

Comme E(.) est une mesure spectrale sur L2(T) = H' = @H, 11 en est

de méme pour E(.) sur H. Donc T(.) est une solution N-extrémale.
(b) = (¢) Soit T(.) une solution N-extrémale. Ainsi E(.) est une
mesure spectrale sur H et on a :

<T(.)e.,e. > = [E(.)e.,e.] i,j=1,...,m.
1] 17

On pose K = JA.dE(X).

L'opérateur K : QZK C H » H est auto-adjoint et c'est une exten-—
sion de A puisque E(.) est une fonction spectrale de A.

On pose RZ = (K-z1) -1 pour Im z # O.

Avec la proposition (1.2.1), pour f,g € L et Im z # O on obtient

R f,g] = j s dlEQ)E,g] = J = < TTODEM),5() >do(h)
- J< TT(M) fx(_xz), g(\) >do(A) = (i’f? g) - Donc

(*) [sz,g] = (ng,g) pour f,g € L et Im z # O.

T
Pour z, £ € € ~Rona R =R_ + (z-Z)R_R donc
z z C z

pour f € £, avec (*), on obtient

[R £, R £f] = [R_R £,f] = _ {[r £,£] - [R_f,£]}
V4 V4 Z Z 7

z=Z

f
{(ijsf)T - (rj% > f)T }

iy
T =
~ N
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1
22| °

<T'OOEQ),£EQ) >do (M)

il
~~
_ "
e
|
N
Hh
-
h
S
3
—_—

f
d = . D'ot
7 en o) = G= » A-z)T D'oll pour

V4
f , .,
) . Avec cette égalité
>\—Z T

fer et Imz #0ona[REf, RE] = (—f—y
z z A-z

et (*) on obtient pour f,g2 € £ et Im z # O :

1
o
~

£ £
%%k _— -— = —_— - — - =
(%) [Rf-g, R f-g] = G -8 3, -8, = (5

car [g,g] = (g,g)T si g€ L.

Comme £ est dense dans H et que sz € H pour chaque f € £, il
existe, pour toute f € £, tout z € € ~R et tout € > 0, une fonction

g € £ telle que [sz_g, sz - gl < e.

Ce qui montre, avec (**) et la remarque que la fermeture de
» 2

L= {é : g € £} dans L2(T) est H', que la fonction Xé; est un élément
de H', pour chaque f ¢ L. En particulier pour f=ei, i=1,...,m, on

obtient f. € H'.
i,z

b

(c) = (a) On remarque que la densité de [ dans £2(T) équivaut a la

densité de @L dans L2(T), ou encore a 1'égalité H' = LZ(T)'

Pour montrer que H' = L2(T), il suffit de prouver ceci

Si g € £2(T) est telle que (g,f)T = 0 pour tout f € H', alofs

m 2
(g,g)., = 0. Soit g(.) = ¥ g.(.)e, un tel élément. Puisque f. € H'
T $=1 1 1 1,2z
alors (fi,z’g)T = (figz’g)T = 0 pour i=1,...,m et Im z # O. Donc

o
]
—~
Hh
[
-
09
~—
[l

b

J< TTOYE. (), g(0) > do(h)
1,2

J'< T'()) ;__]:E , g(A) >do(n)

J Ti_z < T'We.,g(A) >do(d).

Par la formule d'inversion de Stieltjes-Perron, on voit que la
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mesure d\)i(X) = <T'(>\)ei,g(>\)>d0(>\) est nulle. Ce qui implique :

(2,8, = J <T'(M)g(),g (M) >do ()

It

m
J S g (M) <T'We,,g(\) >do(\)
i=1 1 t

]
=]

Jg.()\)<T'()\)e.,g()\)>do()\)
i=1 L L

]
nMa

J gi(A)dvi(X) = 0. o

i=1
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CHAPITRE 2

CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE
DE SOLUTIONS

INTRODUCTION.

Ce chapitre est divisé en quatre paragraphes. Dans le premier,

on va introduire une suite (Pn) de polyndOmes a coefficients matri-
n€ N

ciels, puis on lui associe deux suites de polyndmes du méme genre (Qn)n
et (En)n. On donne ensuite les propriétés de ces trois suites. Dans

le deuxiéme paragraphe, on va définir les A-matrices simples, ensuite
démontrer que sous certaines conditions Eio est une A-matrice simple.
On applique a En0 un théoréme de LANCASTER ([5], th. 4.3) qui est la

généralisation de la formule d'interpolation de Lagrange.

Dans le troisiéme paragraphe, on introduit le probléme tronqué
d'ordre n, puis étant donné un réel Xo avec det Pn(lo) # 0, on cons-
truit une solution de ce probléme qui prend au point XO la plus grande

masse que peut prendre une solution de ce probléme en ce point.

Dans le quatriéme paragraphe, pour chaque réel Ao, avec XO g &,
ol & est un certain ensemble au plus dénombrable, on comstruit une
solution du probléme tout entier, qui prend au point Xo la plus grande

masse possible que peut prendre une solution en ce point.

A
2.1. LES POLYNOMES P , Q@ ET E .
n—n—n

La fonction 6. — On désigne par & 1'espace des matrices mxm, et par

9; 1'espace des polyndmes de degré inférieur ou égal a n, a coeffi-
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cients éléments de A. Soit £ = U P .
n
n €N
Dans tout ce chapitre on fixe une suite (Sk) de matrices
k €N

mxm, hermitiennes, avec SO=I, et on suppose que c'est une suite de

type défini positif.

On définit 1'application 6 : x? - M par :

n N *
8(P,R) = X I aksk+jej si
k=0 j=o0
n K N .
P(t) = % ot et R(t) = ¥ B.tJ avec P,RE P .
k=0 j=o J

On a les propriétés suivantes :

(2.1.1) PROPOSITION. - Pour P,Q et R éléments de P, et U € M on a :

k Jen L .
(a) o6(t I, t'I) = sk+j k,j] EN

(b) o(P+Q, R) = 6(P,R) + 6(Q,R)

(¢) 6(uP,R) = U6(P,R).
(d) e(P,R)* = 6(R,P)
(e) o(tP,R) = 8(P,tR).

Preuve. — Les propriétés de (a) a (d) sont évidentes. Soient

n k N .
P(t) = = ot et R(t) = T B.t3, P,RE P, on a :
k=0 j=o J
n+1 i N .
9(tP,R) = 0( T o, _.t', ¥ B.¢t))
i=1 j=o J
n+i N % n N ) *
=¥ ¥ o ,S,..B8., =73 ¥ o S,.. B
i=1 j=o 1 7i+3 7] i=o j=o i Ti+j+t T
n N+1 n i N+1 ;
=T I oo 5.8 - 6( % o.t7, X Big ¢ )
i=o j= i=o0 j=1
= §(P,tR) o

Puisque la suite (Sk)k est de type défini positif, alors par le

théoreme (1.1.4) c'est une suite de moments matriciels sur R, et pour
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chaque P € & on a 6(P,P) > 0.

(2.1.2) DEFINITION. - Soit P € P, on dit que P est pseudo-inversible
st 6(P,P) est inversible.

n '
(2.1.3) PROPOSITION. - SZ P € P avec P(t) = ¥ aitl alors on a :
1=0
n *
(a) Ker 8(P,P) = ¥ Ker o .

1=0

(b) En particulier si 1'un des a, est inversible alors P est

pseudo-inversible.

n .
Preuve. — S1 P € P, P(t) = % et a; et si x € M alors on a
i=o
n * *
< 8(P,P)x,x >= I <S. .o, x,a, x >,
. . i+] 1 ]
i,j=o

Avec cette égalité et 1'hypotheése que (Sk)k est de type défini positif,

on obtient (a).

f-orthogonalisation. - On pose vo(t) = 1 et pour n > 1 vn(t) = t"1.

On va orthogonaliser la suite v par rapport a 6. On pose Ro(t) =1 et
pour n entier > 1

n-1

Rn(t) = vn(t) - kio e(vn,Rk)e(Rk,Rk)

1

Rk(t).

Puisque RO est pseudo-inversible on peut définir R, par cette formule.

1

Supposons que Rk est pseudo-inversible pour k=0,...,n-1, on peut alors

définir R par cette formule, or d°Rk = k, donc d'aprés (2.1.3) (b) le
n

polyndme Rn est pseudo-inversible, Ce qui montre que Rn est pseudo-

inversible pour tout entier n.

(2.1.4) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes :
(a) ST P € P, d°P = n, alors il existe O yene sl éléments de M

tels que :
n
P(t) = X o.R,(t) (t €R)
11

.

1=0

(b) 8(R ,R ) =0 s n¢k (n,k € N).
n k



(c) e(P,Rn) =0 st d°P < n-1, P € 2,

De plus (b) et (e¢) sont équivalentes.

Preuve. — D'aprés la définition des Rn’ la propriété (a) est évidente.

On a 6(R,,R ) = 6(v,,R ) - 8(v,,R )6(R ,R y o LR ) = 0.
1’7o 1> 0 170 o’ o o’ 0

Supposons qu'on a O(Ri,Rj) =0si 0O<1i, j<n-1, i#j.

Soit k avec 0 € k < n-1, on a :
n-1 -1
e(vn,Rk) - iio e(vn’Ri)e(Ri’Ri) e(Ri’Rk)

e(Rn,Rk)

1

i

(7R = B RIBE R

0 si n#k.

G(Rk,Rk) = 0.

Donc B(Rn,Rk)
On a (b) équivalente a (c) car

(c) = (b) évident.

n-1
(b) = (¢) Soit Pex ,, d'aprés (a) ona P = ¥ o,R. d'ol
n—1 i1
i=o
n-1
6(P,R) = ¥ a, 6(R,,R) =0. 0
n joo b i’’n

1

2

P = BO(R ,R) R .
n n n n

On pose Po(t) =1 et pourn > 1 :
-] 1
. _ 5 - -
On obtient B(Pn,P ) = G(Rn,Rn) G(Rn,Rk)e(Rk,Rk) Z . D'ou
e(Pn’Pk) = 6nkI'

On remarque que le coefficient de t" dans Pn(t) est égal a
1

G(Rn,Rn) 2, donc il est positif et inversible.

Relation de récurrence entre les Pn' - Le polyndme tPn(t) est de

degré n+1, d'ol d'aprés la proposition (2.1.4) et la définition des

Py il existe O 50seess0 éléments de A, tel que :

n+t
n+i
tP (t) = ¥ a.P.(t). Onaa, =6(tP ,P.).
n i'i i n’ i

.

170

Par la proposition (2.1.1) (e) et la proposition (2.1.4) (c) on a :
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b
n

Donc b = 6(R ,R ) 6 (R
n n’ n

(2

(A,

_18_

8(tP_,P.) =9(P ,tP.) =0 si i+1 < n-1,
n 1 n 1

donc a, = 0 si i <n-2, ce qui donne :

(t) 49 P (t) +a P (t)
nn

tPn(t) =a _p 01 Tna

n-1
On pose pour chaque entier n :

).

e(tPn,Pn

a = e(tPn,Pn) et b +

n

) = e(Pn,tP ) = 6(tP P - b

On a o = 6(tP ,P
n ( n’ ' n n-1 n-1""n

-1 -1

Donc on obtient, pour chaque entier n, la relation :

B (1) = b (t).

-1 Pn_1(t) + anPn(t) + bn Pn

+1

*
On a a = a et bn inversible pour tout entier n :

* %
En effet, a = (tPn,Pn) = G(Pn,tPn) = e(tPn,Pn) =a .

Puisque d°(Rn+1(t) - tRn(t)) < n, on a d'aprés la proposition

.1.4)(C) H e(Rn_‘_1 - tRI’l’ RH+1) = 0, d'olu e(tRnsRn+1) = e(Rn+1 aRn+1
_ 1 _ 1
-0(tP ,P ) =8(R ,R) 2 06(tR ,R )O(R .,R ) 2
n’ n+1 n’ n n’ n+1 n+1’ n+1
_ 1 1
2 2
= e(Rn,Rn) 9(Rn+1,Rn+1) .

2 7z . . .
n+1’Rn+1) qui est inversible.

On a prouvé le résultat suivant :

.1.5) PROPOSITION. - Pour chaque entier n, on a avec b_1 =0

*
bn—1Pn-1(t) * anPn(t) * ann

(t)

tPn(t) +1

o a = e(tPn,Pn) et bn = B(tPn,Pn+1).

* . 3
Ona a =a et b inversible.
n n n

On a ainsi associé a la suite (Pn) une matrice bloc de Jacobi
n

1’j)i,j ou Ai,j =0 si {1—3[ > 1, Ai,i =a;, Ai,i+1 = bi et

).
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. . = b, i,j entiers.
i+1,1 1

Remarque 1. — Si on a Snsk = Sksn pour chaque k, n entiers, alors les

R commutent entre eux, les 6(R_,R ) commutent entre eux et avec
-1

R.Orb =0(R,R) /2R

les R_ a 6( o n) 0(R_,q»

est un opérateur positif. Ce qui généralise le cas m=1 ot les a_

1
R ) /2, donc dans ce cas, b
n+1 n

sont réels et bn positifs.

€

Remarque . — Le coefficients de " dans Pn(t) est égal a
-1 _ =172 172
(bob1"'bn—1) . En effet, on a bk = S(Rk,Rk) e(Rk+1’Rk+1)

pour tout k. Donc

[NCY N

b e® LR
n-1

6(R_,R )
n’ n

1
-1 -1 2
= Dot Ppop R poR

-1 -1 -1 =1
n-1 n-2 """ 74 o

car e(RO,RO) =1,

Les polyndmes Q et Eg. ~ Avant de définir les polyndmes Q@ , on donne
n n

ce lemme.

(2.1.6) LEMME. - 52 P € 2P et X € U, alors il existe S € P tel que :
P(t) = (£-2)S(t) + P(A). '
En particulier si P(A) = 0, alors P(t) = (t-1)S(t).

n
Preuve. — On pose P(t) = X tk ak on a
k=0
n n
k .k k- k-2 ~
P(e) - P(A) = = (e = (=0 = TR e 0 e
k=1 k k=1 K
S L R S
Avec S(t) = X > to A o on obtient le résultat. o
k=1 i=0
P(t)-P(})

D'aprés ce lemme, si P € &, d°P = n, alors est un poly-

t=A

nome de degré n-1.
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(2.1.7) DEFINITION. - Pour n entier cn pose

Pn(t)—Pn(A)
Qn()\) = 9("““‘{:}:‘———", I)t .
(2.1.8) PROPOSITION. - La suite (Qn) , vérifie la relation de

. n €N
récurrence, pour n = 1

tQ (0) = b, Q () + anQn(t) +b_ Q)
1

et on a : Qo(t) = 0, Q1(t) = b; .
Pn(t)—Pn(x) xPn(t)—APn(A)
Preuve. — On a AQ (A) = A0 (———————— , I) = 6( , 1)
n £ t=2

Or d'aprés la proposition (2.1.5) on a

AP (£)-AP_ () tP (t)-AP (A)
n o} - n n -p (t)
n
t=) t—A
x  Po_q(©)=P__, () P (e)-P_Q)
=b__, ta ————— +
n t=A t-)
p__ (t)-pP_ . (X)
n+1 n+1 _
* bn t=X Pn(t)'

Donc AQH(A) bn_1 Qn_1(k) + anQn(X) + ann+1(A) - G(Pn,I).

Mais 6(P ,I) = (P ,p ) =0 sin> 1, d'ou le résultat.
n n’ o
On a QO(A)

O car P (A) = 1.
o

b car P, (A) = b-1(AI -a). o
o 1 o o

]

On a Q1(A)

(2.1.9) DEFINITION. - Pour n € N et X € €, on pose :
A o *
E"(t) = ¥ p,_(A) P (t).
n k k
k=0
(2.1.10) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes :
A
(a) Pour tout S € :ﬁ%, e(S,En) = S(\),
(b) La propriété (a) caractérise complétement Ei dans é?n.
(¢) Le polyndme Eg est pseudo-inversible.
n

Preuve. (a) Soit S€ £ onpose S = % aP ona:
n K=o k k
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A n n *
9(S,E") =8(XaP, ¥ P,.(A)P.)
n k'k” . 1 1
k=0 1=0
n n
= I a 6(P,PIOP.(0) = T aP () =380).
k,1=0 k=0

(b) Soit A € @ et soit Q € gﬁn tels que 6(S,Q) = S(A) pour chaque

S € ;?n, alors on a

n n y
Q(t) = % 6(Q,Pk)Pk(t) =z G(Pk,Q) Pk(t)
k=0 k=0
n * A
= ¥ Pk(x) Pk(t) = En(t).
k=0

(c) Si x € L™ est telle que G(EQ,EQ)X = 0 alors
A A 2 2 .
0 =< 8(E_>E )x,x > = ¥ ||IP, (A)x]| , d'ol
n n K=o k

Pk(A)x = 0 k=0,...,n, mais P (A) = I donc x=0. O
o

Dans la suite, on aura besoin de certaines relations entre Pn et
P , puls entre les (P ) et les (Q ) . Tout d'abord on donne la
n+1 n'n np

formule dite de Darboux-Christoffel.
(2.1.11) PROPOSITION. - Pour n entier et X,AO € C, on a :
P ()b P (A) A pe T 3 A P (A
ne? PP " Paart nPn( ) = _Ao)k=0 Pk( o Pk( )
En particulier si X = XO € R, alors on obtient :
* % %
P(A)DbP () -P (A)b P (M) =o0.
n o n n+l o n+l " o n n o
Preuve. - Pour n=0, c'est vrai puisque P1(t) = b;1(tI - ao). Suppo-
sons que c'est vrai pour n-1, d'aprés la proposition (2.1.5), on a :
* % %k
P L)pP O)-P (A)pP Q)=
n o n n+l n+t o “nn

P ) (=2 )P () - b
n (0] n n

P OO

~ (O T1-a)P. A = b P ONP )
o n n o n-1 n-1"o0 n
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- 0-T)R 0 ) + B 0% P () =B 0% P ()
— % n—1 N
= (=2 e ()P () + (A—Xs)kio LGSO Y
— n *
= (A—xo)kzo PO ) p (). o

(2.1.12) PROPOSITION. - Pour n entier et A,KO €€, on a :

n

PO ) -2 G0 () =1+ <*‘Kg)k§;Pk(*o)*Qk(*)'
En particulier si A = Ao €R alors on obtient :
* * &
P )b )P G b o () =T1.
Preuve. — Pour n=0 c'est vrai puisque Q1(A) = b;1 et QO(A) = 0,

Supposons que c'est vrai pour n-1.

D'aprés lespropositions (2.1.8) et (2.1.5) on obtient :
(2 )* N % % _
Pn 0 ann+1( ) - Pn+1(xo) ann(x) B
* *
P () (OI-a )0 () - b_a ()
*
Pn_1(ko)) Qn(X)

*
- ((AOI - an)Pn(Ao) - bn-—1

- * * % %
(A-AO)PH(AO) Qn(A) + Pn_1(xo) bn_1Qn(x) - Pn(xo) bn_1Qn_1(x)

_ * _ n-1 %
(A—AO)PH(AO) Qn(A) + I + (x—xo) kio Pk(xo) Qk(x)

__n *
=x))z PO) QM) +1I. o
k=0
On a défini 1la fonction 6 & 1'aide de la suite fixée (Sk) mais
on peut la définir aussi a partir d'une solution quelconque du proble-

me associé A cette suite (Sk) . On a le résultat :
k

(2.1.13) LEMME. - On a :

(a) 57 u(.) est une solution du probléme alors
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8(P,R) = J P(t)du(t)R(t)* pour P,R € P.
(b) PurP,R€ P et A ER on a :

o B R(6)-r()) = o(R(r)-P(1), RETROD

t-A t=-A

Preuve. (a) Soit p(.) une solution du probléme, on a :

Sk = J tkdu(t) pour tout entier k.
n K N .
Si P,R € &, on pose P(t) = X t o et R(t) = J B., alors
k=0 j=o J
n N .
* *
6(P,R) = T T oS .. B =T T J £ a0 (0) 8"
k=0 j=o J k3 i

1]

n k N j % %
J T akt du(t) Tt B. = J P(t)du(e)R(t) .
. N
k=0 j=o0

(b) Si P,RE€ P et A ER, avec (a) on obtient :

R(t)-R(}) )

8(P(t)-P(\), Py

*
- J(P(t)—P(x))dp(t)(515%§§Sl29

BYIOR {5

La propriété (b) du lemme précédent va &tre utile dans la preuve

du résultat suivant.

(2.1.14) PROPOSITION. - Pour n entter et A réel on a :
*
(a) La matrice Pn(A)Qn(A) est hermitienne.

* * -1
(b) QP W* -2 () () =b .

Preuve. (a) Avec le lemme (2.1.13) on obtient :

P (t)—Pn(X) Pn(t)—Pn(A)
oy )t = e(Pn(A), —»——E:X——~—)t

Pn(t)—Pn(x)
t=-A

*
pn(x)Qn(A) P_(M)e (I,

- 9P (t) - P_(\V),
n n
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P (£)-P_ (1)
4!

- _e(-.—-—t__i.l}_____ , Pn(t)—Pn(/\))t

Pn(t)—Pn(A)
= ‘9Q———“E:K—-——‘, Pn(t)-Pn(A))
P (£)-P ())
n n
t-A
P (£)-P_()\)
n

n —
e(Pn(t), ——-—?;3T——~—)t = 0.

t

0( , P (M) =qQ ()P (A)* car
n n n

t

(b) Par récurrence sur n : pour n=0 on a

-1
1(A) = bO .

* *
Q1(A)PO(A) - P1(A)QO(A) =Q

Supposons que c'est vrai pour n-1. Par la propriété (a) et les

propositions (2.1.5) et (2.1.8) on obtient :
QP07 = B 000 0¥ = b7 (GI-a )Q_)-br___ G)P_()

-1 * *
- by (AI-a )P O)-b P _ (0))Q ()

-1

il

-1 % %
b, (\I-a )(Q (WP ) - P () (\))

-1 % % *
-b_ b _ (@ _ Q)P () -k _ () ())

-1 * * * % -1, %
b b @ e ) -P 0)Q _,0)) =b b O

2.2. LES A-MATRICES SIMPLES.

(2.2.1) DEFINITION. - Soit R € 2 aquec

R(t) = a t" 4 q tn_1+ T
0 1 n

On dit que R est régulier si det o # 0.

On dit que R est une \-matrice simple si R est régulier et si
on a la propriété suivante :

ST A

1 est un zéro quelconque de det R(t) = 0,de multiplicité r,

alors le rang de la matrice R(A1) est égal a m-r.

Soit R € &, d°R = n, R(t) = aot +oa b+ .
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On remarque que det R(t) est un polyndme 3 coefficients complexes
de degré au plus égal a nm, on peut avoir det R(t) = O pour tout
t € €. Mais si le polyndme R est régulier alors det R(t) est un poly-
ndme de degré nm, puisque le coefficient de t"™ dans det R(t) est

égal a det o, # 0.

Si A1,.u.,xp désignent les zéros de det R(t) = 0, de multiplicité

respectivement égale a r .,rp, alors on a :

TR

) r.
a(£) = det R(t) =det o_. TN (£-A,) L
i=1

Soit B(t) la matrice des cofacteurs de la matrice R(t).
On a B € P et R(t).B(t) = B(£).R(t) = A(t).TI.
Donc pour t#li, i=1,...,p on a

R(t) "V = p‘ — B(t).
det o . 1 (t=r.,) *
(o] 1

i=1

On remarque que la fonction t - R(t)_1 est analytique sur
T~ {X1,...,Ap}. Pour chaque i=1,...,p, il y a un développement de
Laurent au voisinage de Ai

R(e)™" =

i

-q
~A. S € %
(t Al) Bq + S(t) Bq

NMx

1
On a ¢ < r.. Si BZ # 0 alors on dit que Xi est un pdle de R(t)_1

d'ordre 2. Si £=1 alors A; est dit pdle simple de R(t)_1.

On remarque si R est une )-matrice simple alors det R(t) = O pos-
sede au moins n zéros distincts. On va maintenant caractériser les

A-matrices par les pdles.

. Lo . A -1
(2.2.2) PROPOSITION. - Soit R € 2 régulier. Si les pdles de R(t)

sont simples alors R est une A-matrice simple.

Preuve. - Puisque R est régulier, on applique le théoréme 3.1. de
LANCASTER ([5], p. 45), et on utilise les calculs qui sont faits aprés

ce théoreme (p. 45 et p. 46), on obtient
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I1 existe D,F € # avec det D(A) # 0, indépendant de )\, et

det F(A) # 0, indépendant de ), telles que si A .,Ap désignent les

1o
zéros de det R(A) = 0, alors on a

[ 4,00 0 ..., 0
0, d,(n)
DOORMIF(N) = Dot T - = S(A), ou
l. ) - . O
0O e 0 dm(})
P ri . m P
d, ) = 1m G-r.) " avecr. €W, ¥ Tor..=1et
1 . ] i, . . 1,
j=1 i=1 j=1
0< r1’j < r2,j < voe < rm,j pour chaque j = 1,...,p.
on a DOORODFQ) = SO, done s~ = ro) 'R Doy~ 1.

. m
On note par e e la base canonique de T, on a :

TR

1 1

—<sM e e »=<F)!
m m

1 1

dm(n)~ R(A) " 'D(A) e se >

Mais puisque det F()) (respectivement det D(X)) est nom nul et est

indépendant de A, on a )\ - F()\)_1 (respectivement A - D(A)—B est

analytique sur L. Par suite puisque Aj est un pSle simple de R(A)_1

alors Kj est un pSle simple de dm(A)~! donc T, ] = 1, pour chaque
b

j=1,...,m. Or par le corollaire 1 de ([5], p. 46) on a : le polyndme

R est une A-matrice simple si et seulement si r 5= 1, j=1,...,m.

3
Ce qui prouve que R est bien une A-matrice simple. O

Etude de Pn + HPn’ ot H €M telle que an soit hermitienne.

+1

Dans le cas m=1, il y a un résultat de M. Riesz (voir par exemple
ARHIEZER [1] , théoréme (1.2.2)) qui assure que pour tout h réel le

polynOme P : + hP a toutes ses racines réelles et simples. Pour
n+ n
1

m> 1, ce résultat se généralise pour les pdles de (Pn+1+ HPn)_
avec H telle que la matrice an soit hermitienne. Avant de donner
ce résultat on étudie det(P + HP ).

n+1 n



(2.2.3) PROPOSITION. - Solent n entier et H € M telle que an soit
hermitienne. On pose A()) = det(Pn+1(A) + HPn(A)).
Les racines de 1'équation A()) = O sont réelles.

En particulier les racines de det Pn(x) = 0 sont réelles.

Preuve. — On note par JH la matrice de Jacobi d'ordre n associée a

. 4 T —— L4 -
(Pk)k, perturbé par an, c'est—-a-dire :

T4 b O verrnnn. o ]
o o)
b* b :
4Py :
J. = 0 .
H ‘ bn—2 0]
4n-1 bn—1
%
[0 I 0O b a -b H
-1 n n
— -

En utilisant la proposition (2.1.5) on obtient pour y € " et A €T

B 7 B 7]
Po(k)y APO(X)Y
P1(A)y .
J . =
H : AP, (A)y
LPn(k)y KPH(A)y - bn(Pn+1(l)+H Pn(l))y
— b —

Maintenant soit Ao € € tel que A(AO) = 0, alors il existe x € Em,

0.

x#0, tel que (Pn+1(ho) + H Pn(Xo))X

P (x)x
o "o

D'ou on obtient JHm Aow si on pose @ =

Pn(AO)x

On a w # O car PO(AO)X x#0, donc AO est une valeur propre de JH

qui est hermitienne d'aprés la condition sur H. Donc ko est réel. O

*
Remarque. — Si A € M, on pose Im A =-§I(A~A ). On a les deux proprié-

tés évidentes suivantes
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* : %
(a) B(Im A)B = Im(BAB ) pour A,B € ./

* *
(b) Si A1 > A2 avec A1,A2 € #, alors BA1B > BA2B pour chaque

B € .

(2.2.4) PROPOSITION. - Soit n entier, st H € M est telle que b H

est hermitienne, alors :
les pdles de (Pn+1(x) + H Pn(>\))-.1 sont réels et simples.

Preuve. — Avec le fait que an est hermitienne, et la formule de

Darboux—Christoffel (proposition (2.1.11)) on obtient :

X % *
(Pn+1(x) + HPH(A)) ann(x) - Pn(x) bn(Pn+1(A) + HPn(A))

% % * ) A
= Pn+1(k) bn Pn(A) - Pn(K) ann+1(A) = -21(Im A)En(k).

On pose K(}) = Pn+1(x) + HPn(A), et pour les )\ tels que det K(A) # O
on pose $(1) = K(\)~1,

Avec ces notations on a :
% % * ) A .
K(A) b_ P (A) = P_(A) b R(A) = =2i(Im ME" (1), d'ou
n n n n n

Im(P_ ()b K()) = (Im ME ).
n n n

Maintenant soit Ao un pdle de K(X)_1, d'aprés la proposition

(2.2.3) Ao est réel. On pose A = XO+iB avec 8 > 0.

Puisque Ei(k) > 1 on obtient :
Im(P_(\) b K(A)) > BT  d'od
n n
% % %
¢ Im(P_ (V) an(X))¢(X) > B8 ¢(X) ¢(2) donc
* * *
Im(o(2) Pn(x) bn) > B ¢(A) o).

. i 2 *
On remarque maintenant que pour tout opérateur B on a [Bl~ = B BI].

Donc par majoration on obtient :
BH¢(A)|2 = BH¢(X)*¢(A)H < H¢(A)*H.HPH(A)HC, oll ¢ est une constante

positive. D'ou :
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(EYeM! <% Ip_()II ou encore

ho(x +iB) I <-% P (X +ig)ll
0o n o

N
Soit ¢(t) = R(t) + X (t—ko) P W, le développement de Laurent au

p=1

voisinage de AO. Pour tout x,y € M on obtient :

N
. 1 .
<R +B)x,y >+ I — <0 x5 > <= [P (0 +#B)|.lIxl.Iyl.
o _14 P p B n o
p=1 8
Donc nécessairement N=1, ce qui prouve que Ao est un pdle simple de

K(t)~1. o

Racine commune de det Pn(K) = 0 et det Pn+1(A) = 0.

Dans le cas scalaire m=1, les polyndmes Pn(l) et Pn+1(k) n'ont pas
de racines en commun {(voir AKHIEZER [1], théoréme (1.2.2)). Pour m» 1,
ce n'est pas nécessairement vrai que les polyndmes det Pn(k) et
det Pn+1(l) n'ont pas de racines en commun, mais on a le résultat

sulvant :

(2.2.5) PROPOSITION. - Pour n entier, on a :

(a) ST Xo est réel alors on a :
P OB P (M) =P OB P = EKO(A )
n xo n n+l1' o n+1' o n n o  n o’ "
(b) Pour chaque x € M fixé, x # 0, les polyndmes Pn(X)x et

Pn+1(l)x n'ont pas de racines en commun.

Preyve. (a) D'aprés la proposition (2.1.11) et puisque KO est réel,

on obtient

A A)-
EO0) =p ()% ot D P ® 6yt PO
n n o n >\—>\ n+1 o] n )\_)\
o o
Donc :

xo( =2 ()b P! ( AP P
En Ao) B n(xo n n+i Ao) - Pn+1 Ao) bn Pn(xo ‘



_30_

(b) Soit x € M, x # 0, fixé.

Soit Ao un zéro de Pn(A)x et de Pn+1(x)x, on a alors det Pn(ko) = 0,

d'ou d'apres la proposition (2.2.3) Ao est réel. De (a) et puisque
A
Eno(ko) > I on tire 1'inégalité :

* * %
1] —- 1]
Pn(xo) ann”(xo) Pnﬂ(xo) bn Pn(AO) > 1.

2 *
| B t _ 1 =
D'ou IIxl™ << ann+1(>‘o) ,Pn(Ao)x > - < ann(xo)x,Pm+1 ()\o)x > = 0.

Donc x=0, ce qui est absurde. O

Conséquence. — On tire de 1'étude de P + HPn, un résultat impor-

n+l
tant, pour EnO :

(2.2.6) THEOREME. - Soient n entier et AO réel tels que

det P (A ) # 0, alors
n [o) X
(a) Les pdles de Eno(k)—1 sont réels et simples.

(b) La matrice Eno(x) est une A-matrice simple.

. _ -1 *—-1 % %
Preuve. (a) Soit H = bn Pn(xo) Pn+1(ko) bn.

omabB=-P 0O B ()%
noabpt =T n'o n+1 o) n’
Or par la proposition (2.1.11) et puisque Ao est réel, on a :

* % *
Pn+1(Ao) ann(Ao) - Pn(xo) ann+1(A0). Done

*

1 1 -1

P (A )" O =bPr )P ) ! = A)F A
n o Pn+1 o) n  n n+l o)Pn o) - (Pn( o) Pn+1( o) bn)

ce qui prouve que an est hermitienne.

Maintenant par la proposition (2.1.11) on a :
A
*
-2 E ") =P (A ) b (P (A) +HP_(A).
o' n n o n n+l n

Comme det P (A ) # O, et les pdles de (P (\) + HP (A))_1 sont réels
n o n+1 n

et simples par la proposition (2.2.4) ; on tire que les pdles de
A

Eno(l) sont réels et simples.,
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A n .
(b) On a E O(A) = Y P (A) P ()N, donc le coefficient de A" dans
n k "o k
A k=0
E 2()\) est égal a P_(A )K(b b,...b )—1 qul est inversible
n n o o1 n-1

A
puisque det Pn(xo) # 0. Donc Eno est un polyndme régulier, avec

(a) et la proposition (2.2.2) on tire que EnO est une A-matrice

simple. O

2.3. PROBLEME DES MOMENTS TRONQUE.

(2.3.1) DEFINITION. - On dit qu'une mesure quasi-spectrale p(.) sur

M est une solution du probleme tronqué d'ordre n quand on a :

Sk = J tkdp(t) pour k=0,1,...,2n.
On a un résultat qui généralise celui du cas m=1 (LANDAU [4],

proposition 6).

(2.3.2) PROPOSITION. - Soit Ay réel et soit p(.) une solution du
probléme tronqué d'ordre n. Alors la plus grande masse possible
A -
que peut prendre p(.) au point X est égale a Eno(ko) I
Preuve. - Soit B la masse de u(.) au point AO, on a B> 0. D'aprés

lemme (2.1.13) on a :

A A A A A
EnO(AO) e(Eno,Eno) = j Eno(t)du(t)Eno(t)*

[

Ao o * Ao Ao *
j E °(0)du(0)E ()  + £ °G B E °( )
]R\\{I)‘\l } n n (o] n (o)

(o]

Mais comme le premier terme est positif, on tire :
VY

A A A
e} [o] (s} =
E (AO) > E (AO)B E (xo) ,

ou encore puisque Eno(xo) est inversible et hermitienne, on a :
A A A
o o -1 o}
E -
209 € 00T mE 20 > 0

ce qui prouve que Eno‘()\o)—1 > B. o
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Le but de ce paragraphe est de construire une solution du pro-

bléme tronqué d'ordre n, associée a un point A réel fixé, telle
-1
que la masse de cette mesure au point A soit egale akE O(A ) .

A
Propriétés de En0 Llorsgue det Pn(xo) # 0. - Dans toute la suite,

on fixe n entier et AO réel, tels que det Pn(xo) # 0. Cette hypothese
assure d'aprés le théoréme (2.2.6), que E O est une )-matrice simple,
et les zéros A1 A de det E O(A) 0, sont réels, on a p » n.
Puisque A, est fixé, on pose E (A) = E o()\)
On remarque que le coefficient de A" dans E (A) est égal a
-1

P_(3) (b by-eeb_ )

On applique a E le théoréme (4.3) de LANCASTER ([5], p. 60) et

la remarque qui est aprés ce théoréme (page 62), on obtient le résul-

tat suivant

(2.3.3) THEOREME. - Pour chaque i=1,...,p, i1l existe H, € M, tels

que
(a) E (X,)H, =H. E (A.) =0
n i1 n i
T
r -1 P Ai
(b) A En(k) = I Y H. pour r = 0,1, ,n—1
i=1 i
n
_ P A -
(c) A"E (\) 1o x 1 H, +a !
n i=1 A-Ai i o

*
ou P .

o n(Ao) (bob1 bn )

De ce résultat, on tire deux corollaires importants

(2.3.4) COROLLAIRE. - On a ¢

P T

¥ A. H. =0 st r < n-2.
. i1

1=1

P _ % -
s M o= b, ...b 0P G TN
521 1 1 ot n-1""n "o

Preuve. — Si r < n-2, on a d'une part
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r
P AL
r+1 -1 _ T -1 i
A En(K) = A.A En(k) = X.‘Z . Hi
_ 1=1 i
r+1 -1 P xi
. =
D'autre part : A En(x) 'Z = Hi'
1=1 1
Donc avec A = x—xi+xi, on obtient
r+1 r r+1
PN PoM PN Py
I —— H, =) X H. = % — H. + ¥ XA, H.,
i=t AL g M g A gy B

ce qui donne

Mo
>
jas

fl
o

pour r < n-2.
i

Si r = n-1, on obtient par la méme méthode :

n
P A
n -1 1 %1
A E Q) = £ s Hp v (b oo b P Q)
i=1 i
n-1 n
P A PoA P g
=i Z H, = X + I, H
. A=A, 1 L4 AT . 1 1
i=1 i i=1 i i=1
ce qui donne
g VTR ¢ JUUIR TV SN C Y0 ML
_4 1 i o} n-1""n "o

(2.3.5) COROLLAIRE. - 5% S(A) = A"Q()) + R(A), o Q,R € P et

d°R < n-1, alors on a :

AQ()-A Q) g
A=A i i
1 i

-1 p
S(ME (A) = Z
n =

Preuve. — Si Q=0, c'est le théoréme (2.3.3).
11 suffit de prouver le résultat pour Q()A) = Ar, r € N. Donc soit
s(a) = A™T + R()) avec d°R < n-1

sE W™ = 2™ E_ )7+ RE W7

P ROy
Or R(A)En(x) To s L H, puisque d°R < n-1.

I1 suffit alors de montrer la relation :
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r+1 T+1 _ P
A M ety Ly Ay
AN, 1 1 .
1 1 1=

n+r -1 _
A En(A) =

Mo

i
Pour r=0 : on a le résultat par le théoréme (2.3.3) et le corollaire

(2.3.4).

Supposons que la formule est vérifiée pour r-1.

Avec A = A - Ai + Ai on obtient :

+ - +r- -
AT 07 =A™ e !
n n
+ —
P Ar_xi n-1 P A? i
=i X Ai Hl + A X Hi
i=1 A=A, i=1 A=)
i
r+1 T+
P A =A. P
_ 1 n—1 n+r—1
=z . M BT RN
i=1 i 1=1
n+r
P A P _
vor 2m o+ 3z ATy
. A=A, 1 . 1 1
1=1 i i=1
ce qui termine la preuve. o

(2.3.6) PROPOSITION. - Soit D € f?% avee d = d°D < n et D(AO) = 0.

E (t)-En(X)

On lui associe le polyndme FD(A) = 9 (= , D(t)) .
t - A ¢

On a alors :
(a) Pour tout S € P, d°S < 2n-d, on a :

P
6(s,D) = 5 S(A,)B,
i=t *°

(b) Pour tout S,R € P, d°S+d°R < 2n-d, on a :

P *
8(s,RD) = ¥ S(X,)B. R(A,)
jop 1T i

on B, = H, F (), i=1,...,p.
Preuve. (a) Soit S € 2, d°S < 2n-d, il existe Q,R € P avec

d°R < n-1 et d°Q < n-d, tels que S(\) = A"Q()) + R()). Par le corol-
laire (2.3.5) on a :



- 35 -

Loe SOD p M0y
= X .
SR L L T, A

D'ol avec Hi En(li) = 0 (théoréme (2.3.3)) on obtient

p  S(XA.) P AQM)-AQ(y)
s(\) = I L H.(E(M-E_ (1)) + X AT YHE ()
i=1 a-r,  b° . i=1 A=A, e
1 1
P ‘ P - AQ(A)-XiQ(Xi)
6(S,D) = i§1S(Xi)HiFD(Ai) + i§1 A e Sw H.E (A), D(V))
P
= E S(Xi)Bi car en posant :

i=1
M)A, )
Y -
1

M.
=

q < n-d, on obtient :

k=0

AQ(A)—AiQ(Ai)
B ( HiEn(x), D(\)) =
A=A k

M2

k

; E . o)) = 2 et 25 D0 )* =0
= ¥ aH 8( oA A D)) = o B, A0 DQ ) = 0.

k=0 k=0
k

A ak
o

k

M.a

(b) On pose R(}) = ot q+d°S < 2n-d. Avec (a) on obtient

k

6 (S,RD)

q * 4 Kk %

5 05, " e’ = = 60 s,D)a
K K

k=0 k=0

a P .
52X s0.)B, o =
. 1”71 Tk .
k=0 i=1 i

™M

*
1S(Ai)Bi R(Ai)

car A, est réel et q+d°S < 2n-d. O

Définition de Bk’ k=1,....p, et propriétés.
(2.3.7) DEFINITION. - On pose :
2
(a) D(t) = (t—AO) I

E (£)-E_())
n n

_ B _ 2
(b) F(\) = FD(X) = e(“———E:X——~—, (t Xo) I)t.

(¢) B, = HF() k=1,2,...,p.

Avec ces définitions et la proposition (2.3.6) on obtient :
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(2.3.8) COROLLAIRE. - On q :

(a) ST R € P, d°R < 2n-2, alors :

p

(b) St R,S € 2, d°R < n-1 ¢t d°S < n-1, alors

6(s,RD) = I S(\)B, RGL) .

i

nMT

1

(2.3.9) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes :

{(a) Pour ) réel, )\ # A i=t,..., p, on a :

P B.
i _ -1 _ _ _
T oo = O E ()T IO )G () + (23 -N)T-S,
1=1 i
En(t)-En(A) n N
ou Gn(l) = eG——*j;:r—“—“, I) = % Pk(Ao) Qk(l)
k=0
4 P By
(b) 1 = En(Ao) + X — -
i=1 (A.=-))
1
Preuve.
p B Py -1
(a) On a .§ o, % TN Hi F(Xi) = En(l) F()\).

1=1 i 1=1 1

Avec t-X_ = t-X + A-A_, on obtient :
o o
E_(£)-E_(}) E (£)-E_(})

_ n n a 2 _ n n ay2

F(\) = 60~———E:x———— , (t XO) I) = GC————E:X———— , (t=A)°1)

En(t)—En(A)
t-A

2

+ Gn(A)(X—XO) + 0¢( s 2(A—Ao)(t—A)I).

Or avec le lemme (2.1.13)(b), et puisque A est réel, on obtient :

E (£)-E (})
n n

——, (-0’1 = 6B (D)-E_ (), (=11

0 (

(xo—x)l - En(A)G(I, (k-2 1)

(AO-A)I - En()\)(S1 - AL) et
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En(t)mEn(A)

B ( Py ’

(=M 1)

0(E_(0)-E_(V), 1)

I - En(k). Donc,

F(O = O -NI = E () (8,-AD) + ¢ () (=2 )% + 202 ) (1-E_(D).

D'ol

1

En(x)'1F(A) (AO-A)En(A)_1 - (s1—x1) + En(x)" Gn(x)(x—xo)z +

1

+ Z(A—AO)(EH(A) - 1)

1 1

]

—_ 2 —
En(x) Gn(x)(x—xo) + (A-Ao)En(A) + (ZAO-A)I~S

1

ce qui donne le résultat.

(b) On a A, # A; pour i=1,...,p, puisque En(ko) est inversible. On

dérive la formule obtenue en (a), au point Xo’ on obtient :

P A -
- T ————1———5 B, = En°(xo) 1 _ 1. Donec
i=t (A -2 *
Q
A _ p
I=E°0) e s L 5B,. O
© i=1 (A =-r)° *
(o] 1

La_positivité des opérateurs Bk. - Avant de montrer que Bk > O pour

chaque k=1,...,p, on a besoin du résultat suivant :

(2.3.10) PROPOSITION. - Pour X réel, A # Ai’ i=1,...,p, la matrice
En(x)—1F(X) est hermitienne.

Preuve. - Pour A # Ai’ i=1,...,p, on a En(A)-1F(A) =
i

M3

1 X-Ai 1

Donc d'apris la proposition (2.3.9)(a) il suffit de prouver que
(A—AO)EH(X)—1(I + (A-AO)GH(X)) est hermitienne, ou encore que
%
(I+(A—X0)Gn(k))(A-AO)EH(A) est hermitienne. Or par la proposition
(2.1.11) on a :
* * % *
(A-AO)ED(A) = Pn+1(k) ann(Ao) - Pn(x) b P

n+1(xo)'
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Par la proposition (2.1.12) on a :

n %
I+(k%hi%U&QﬂD

I+ (A—AO)GH(A)

* * %
Pk(xo) ann+1(X) - Pn+1(xo) ann(A)'

Donc on obtient :
%
(T + (A—xo)Gn(A))(x—xo>En(A) =

* * k * % *
P )b P 00 B P () +P ()b Q)P ()b P ()

n+1
% % % % % %
=B ()b (VP Wb P () =B G B (IR, (OB ().

Le premier terme et le deuxiéeme sont hermitiens puisque

Qn+1(A)P (x)* et Qn(x)Pn(A)* le sont par la proposition (2.1.14)(a).

n+1
.. * *
Or par la proposition (2.1.14)(b) on a : Qn+1(A)Pn(A) = Pn+1(A)Qn(A)
RS
n

Donc le reste de la formule devient :

* % *
- Pn(xo) ann+1(Ao) N Pn(xo) ann+1(A)Qn(A) ann+1(Ao)

* % * %
- Pn+1(xo) bn Qn(A)Pn+1(A) bn Pn(Ao)°

Dans cette formule, on remarque que le deuxiéme terme est 1'adjoint
du troisieme terme. Donc tout se réduit a prouver que

*
P (A)bP
n o n

n+1(Ao) est hermitienne, or ceci est donné par la propo-

sition (2.1.11) puisque Ao est réel. o

(2.3.11) PROPOSITION. - Pour chaque k=1,...,p, on a :

Bk >0

c'est-a~dire < B, X,x > > 0 pour chaque x € M.
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Preuve. — Tout d'abord on va montrer que Bk est hermitienne. D'apres
la propesition (2.3.10) on a :

L A B fel 24

.Z . B < .Z o5, B; Ppour tout réel X Ai,

i=1 1 1=1 1 .

1=1,...,p.

Donc

P P N

I N (-a)B, = T T (xA)B,.

i=t 3#i i=1 j#i
On a cette égalité pour les A # Ai’ i=t,...,p, mais comme les deux

termes a droite et a gauche sont des polyndmes, on a 1'égalité

pour tout X, en particulier pour A = Ak, on obtient :

*
M (A -Xx.)B = T (A -X.,)B .
. k k . k k
itk itk ]
. *
Ce qui prouve que Bk = Bk’ k=1,...,p.
E (W-E_ (X )
On pose R()A) = H o n_k
k A=A
k
Pour i=k, et avec le fait que HkEn(Ak) =0 = HiEn(Ai), on obtient
En(Ai)
RO =B 55— et
1k
En(}y)
R(A,)B, = H_ £, =o0.
i1 i
A=A
ik

D'autre part par définition de R(A) et de F(Xk), on obtient :

En(t)—E (A

t—xk

»

O(R,D) = H_ 6( » D(t)) =H F() =B

Avec le corollaire (2.3.8)(a), on obtient alors :

k 1=1

*
Donc Bk = R()\k)Bk = Bk R(Ak) car Bk est hermitienne. Par le

corollaire (2.3.8)(b) on a :

P * *
8(R,RD) = iE1R()\i)BiR()\i) = R()\k)Bk R(Ak)

K

P
B, = 6(R,D) = .Z R(Xi)Bi = R()\k)Bk car d°R < n-1.
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%
= Bk R(Ak) = Bk' Donc

B, = e((x—xo)R(A), (A—AO)R(A)) > 0. o

Construction d'une solution du probléme tronqué. - Soit Yh(') la
1

mesure (p+1)-discrete, qui prend la masse —————x B. au point Ai
(A.-2)
i "o
pour i=1,...,p, et qui prend la masse Eno()\o)“1 au point ko. Alors
on a :

(2.3.12) PROPOSITION. - La mesure yn(.) ainsil construite est une
solution du probleme tronqué d'ordre n :

k
Sk = J A dyn(A) pour k=0,1,...,2n.

Preuve. - Soit p(.) une solution quelconque du probléme tout entier.
Avec le lemme (2.1.13) et le corollaire (2.3.8)(a), on obtient :

si R € #, d°R < 2n-2, alors :

R(Ai)Bi

J R(A) (A2 )zdy )
(o] n 1

1]
h MT

i

il

6(R,D) = J R(x)(x—xo)zdu(x).

Si S € 2, d°S < 2n, alors il existe R € g’2n-2
que : S(A) = (A—AO)ZR(A) + u(A—Ao) + 8. On a :

et a,B € A tels

It

J S(A)dyn(A) j(A—AO)ZR(A)dYn(X) + aJ(A—AO)dYn(A) + B J dyn(A)

1]

2
J(x-xo) R(A)du(A) + a J(A—Ao)dvn(k) + B JdYn(k).
Par la proposition (2.3.9)(b) on obtient :

P 1
J dy ) = ¥

B, +E (A )‘1 =1 = Jdu(k).
i=t (A-a )" 1 noo
1 0]

2

Reste seulement & prouver : J(A—Ao)dyn(k) = J(A—Ao)dp(x).
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Par la proposition (2.3.9)(a), on obtient

Mo

1 M_%I%==—(%I—Sp==ﬁ—%I=J(k%)@(D-

Jomrpay o -

i

Donc on obtient J S(X)dyn(k) =J S(A)du(}) pour tout S € é?zn. o

2.4. CONSTRUCTION D'UNE FAMILLE DE SOLUTIONS DU PROBLEME.

Pour chaque entier n,ondésigne par ¢§n 1'ensemble des zéros de

det P ()).
n

Par les propositions (2.2.2) et (2.2.4) on a Pn est une A-matrice

simple, donc n < card gn < nm.
+oo

On pose & = U n &.
N=I n>N O

& est au plus dénombrable.

Soit Ao réel avec Ao g &, il existe alors une suite (nk) d'entiers,
k

strictement croissante, telle que det Pn (A ) # 0 pour chaque entier k.
Kk ©

D'aprés ce qui précede, pour chaque k, il existe une mesure Ynk(.)

solution du probléeme tronqué d'ordre n, telle que la masse de Yn (.)

k k

A -
au point A est égale 3 E °() ) 1.
0 n o
k
On applique le théoréme de Helly-Bray pour les matrices (ATKINSON
[2], théoréme I.8.2, Appendice I, p. 432) on obtient une mesure quasi-
spectrale sur M, y(.), solution du probléme tout entier :

Sk = Jkkdy(k) pour chaque k € N. De plus, la masse de dy(.) au point

A est égale 3 T(A) = lim E©OO ).
o (o} (o)

k >+ Tk

On remarqui que F(Ao) existe toujours comme opérateur positif
1

- A -
. AT 1 0
puisque O <,En+1(xo) < En (AO) .
. Ao -1
'(x ) = 1lim EY(y) .
o n o

n —» +oo

Mais la matrice F(Ao) peut €tre identiquement nulle,
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On a prouvé le résultat sulvant

(2.4.1) THEOREME. - Pour chaque Ao réel avec AO ¢ &, il existe

une mesure Y, (.) solution du probléme qui prend au point

A la masse °

(o]

r(x) = 1lim E_ (1) .
) n o
n = + o©
F(AO) est la plus grande masse que peut prendre une solution

au point AO.
La derniére affirmation vient de la proposition (2.3.2).

Exemple et remarque.

Dans le cas scalaire m=1, 1'ensemble & est vide, mais dans le
cas général m > 1, & n'est pas nécessairement vide. On a le résul-

tat suivant

(2.4.2) PROPOSITION. - SZ m > 1, alors 1l existe une suite de mo-

ments matriciels, dont l'ensemble £ associé est tel que

card & » q, ou q = % ou Efl sutvant que m est pair ou impair.

Preuve. — Dans le cas scalaire, il y a une bijection entre les suites

de moments sur R, et les matrices de Jacobi ([1], p. 6) (ai .)
0 i,]
=3 réel etb =a = a > 0.
n n n

avec a. . =0 si [i-3] > 1, a
i,] | JI > n n,n+1 n+1,n

b 1

Soit Ao un réel fixé.

Soit (an) la suite scalaire de moments sur IR, associée a la ma-

n
trice de Jacobli suivante :

a = Xo pour tout entier n, bn > 0 quelconque fixé.

On note par (fn(A)) la suite des polyndmes (Pn) associés. Pour
n n
chaque entier n, on a :

(—an+l)fn(A) = bn— f 1()\) + bnf (A). Donc

1 n- n+1

0= (Ao_an)fn(xo) B bn—1fn-1(xo) * bn fn+1(xo)'
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Comme £ (A ) = b_1(x -a ) =0 et les b, >0, on tire qu'on a
10 o o o

k

f2n+1(xo) = 0 pour chaque entier n.

Maintenant soit (Bn) la suite scalaire des moments sur IR associée
n

3 la matrice de Jacobi sulvante :

aé=ko pour n » 2, bé > 0 quelconque pour n » 2, et

X —a' =b' =) -a! avec a',a! réel, b' >0.
o o 0 o 1 o’ 1 o

Soit (gk()\))k la suite des polyndmes (Pn) associée. On a
n

A gn(k) = bg (N + a&gn(x) + b;g (A, d'ou

-18n-1 n+1

_at = 1! '
(Xo an)gn(xo) bn—1gn—1(xo) * bn gn+1(ko)'

On a gzn(ko) = 0 pour chaque entier n » 1 car pour k » 2, on a

[} = 1! 1 — . | T
by gk_1(xo) by gk+1(xo) et b1g2(xo) (Ao a1)g1(ko) b
- _||'1 —at)h ! =
(Ao a1)bO (AO ao) bO 0
donc gz(Ao) = 0. En conclusion on a :
(an) sulte scalaire de moments avec f2n+1(xo) =0, n»O0

n

(Bn)n suite scalaire de moment avec gzn(Xo) =0, n>1,

On pose

S = pour tout entier n.

On peut montrer que la suite des polyndmes (Pn(l)) construite
n

dans le paragraphe (2.1) associéde a (Sn) est donnée par :
n
£ (\) 0
n
P (X)) =
n
0 g, ()

Donc det Pn(A) = fn(A).gn(K).
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On obtient alors det P () ) = O pour tout entier n » 1.

n "o
Ce qui prouve que Ao € &.

Maintenant si m > 2, par exemple m pair, m = 2q.

On note par (o_(x)) et (B (1)) les deux suites scalaires pré-
n "o’ n "o’ ’n

cédentes associée 2 Ao.

Soient AO’A1"°"Aq-1 des nombres réels arbitraires. On va

construire une suite (Sk) de moments matriciels, dont 1'ensemble
k

& associé contient {AO,A1,...,Aq_1}. On pose

< Sne2i’e2i > = Bn(xi~1) i=1,..059

< SneZi+1’e2i+1 > = un(ki) i=0,...,9-1, et
< Snei’ej > =0 si i#]j.

La suite (Sn) est une suite de moments matriciels sur R.
n
Pour chaque k=0,...,q-1, on note par fék)(x)) la suite des
n
polyndmes scalaires associde a la suite (an(xk)) . Et on note par
k

(g(k)(x)) la suite des polyndmes, associée a (8 (A,)) . La suite
n n n k n

(Pn(x)) des polyndmes O-orthonormale, associéde a (Sn) est donnée
n

n
par :
< Pn(x)ei,ej > =0 si i#j.
i—1 .
<P (Mey e, > = gr(ll )(x) i=1,...,q
<P () e e, .>=f3)) i=0,...,q-1
n 21+1°721+1 n rrote :
q-1
Donc det P_(p) = 1T f(k)(x)g(k)(x).
n K=o D n
(k) _ (k) _ _
Comme f2n+1 (Ak) =8y (Ak) = 0, donc det Pn(Ak) =0 pour

k=0,1,...,q9-1, et tout entier n > 1. Donc card & > q. O

Le but de ce chapitre était d'arriver au théoréeme (2.4.1). Mais

si on veut seulement construire une solution du probléme, alors on
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peut le faire par une méthode plus simple, qui consiste a appliquer

. A
les résultats de LANCASTER a Pn+1(x) + HPn(A) au lieu de Eno(k).

On fixe n entier et H € # tels que an soit hermitienne (on
peut prendre H=0). On pose K(A) = Pn+1(k) + HPn(A). Par la propo-
sition (2.2.2) et (2.2.4), on a K(\) est une A-matrice simple, et
les pdles de KO\)—1 sont réels. On les note par X1,...,Ap. Par le
théoréme (3.4) de LANCASTER ([5], p. 60-62), il existe pour chaque
k =1,...,p, une matrice Hk € M, tels que :

K(Ak)Hk = Hk K(Ak) =0 k=1,...,p
_ p Af
ARG L. pX A-; H, pour r=0,1,...,n, et
i=1 i
An+1
\ _ 3
PR = AW vbb, b
=1 k—ki 1 o 1 n

Pour chaque k 1,2,...,p, on pose

K(t)—K(xk)

B =W o=

—D = QO+ e, 0).

On montre facilement les propriétés suivantes

p
(a) Si d°R < 2n, R € ?, alors 6(R,I) = X R(Xi)Bi

1=1
1%
(b) Si R,S € @, alors 6(S,R) = ¥ S(A.)B.R(A.)™.
n i 1771 i
, ,
(¢) ¥ B, =1.
i=1 *

(d) Bk >0 pour k=1,...,p.

Soit Yn(.) la mesure p~discréte, qui prend la masse B, au point A

k k

pour k=1,...,p.

Par la propriété (a), on obtient pour k=0,1,...,2n :

o k. Pk J k
B o(t I,I) = 151 AiBi = | dyn(x).
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Ce qui prouve que yn(.) est une solution du probléme tronqué d'or-

dre n.

Par le théoréme de HELLY-BRAY ([2] théoreme 1.8.1), page 432), on

obtient une solution du probleme tout entier.
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CHAPITRE 3

PROBLEME D'/UNICITE

INTRODUCTION.

Dans tout ce chapitre, on fixe une suite (Sk)k de matrices mxm
hermitiennes, avec S =I, qui soit de type défini positif. Dans le
)
premier paragraphe, on va étudier les indices de défaut m,_ et m_ de

1'opérateur A, introduit dans le chapitre 1.

Dans le deuxieme paragraphe, on va donner une condition nécessaire
et suffisante, a 1l'aide des indices de défaut, pour que le probléme
soit déterminé, puis une autre a l'aide de la matrice F(AO), Im Ao # 0,

introduite dans le chapitre 2.

On va ensuite tirer le résultat : si le probléme est indéterminé,

alors P(Ao) $ 0, pour tout Ao réel.

A 1'aide de ceci et du théoréme (2.4.1) on obtient un résultat
analogue au théoréme B de LANDAU ([4], p. 256) fait dans le cas

scalaire m=1.

3.1. ETUDE DES INDICES DE DEFAUT DE A.

On rappelle que L (chapitre 1) désigne 1'espace des polyndmes &

™. Et P (chapitre 2) désigne 1'espace

coefficients éléments de M = @
des polynBmes & coefficients éléments de .#, espaces des matrices

mxm.

Si P € 2, on note par P(A) (i,.) 1'élément de £ défini par
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m
P(A)(is-) = ZP(A)(i,j)e

j=1 ]

On a défini [.,.] sur £LxL dans le chapitre 1, et 6(.,.) sur PxP
dans le chapitre 2, il y a une relation entre les deux : si P,R € P

alors 6(P,R)(i,3) = [R(j,.),P(i,.)]

ol POM(1,.) = P(A)(i,j)ej.

|
n™Ms

j=1

I1 suffit de le prouver pour P(}) APx et RV = AqB, avec a,B € A.

On a :
BR)(E5) = @5 8L = T alLls.  GLn8* e,
6 s 1,] = p+q B 1,] = 2,k=1 ol1, p+q ’ s]
m D e D —
= r a(i,K)S. OEGD), et
2, k=1 PHq

[RG,),P(1.] = W\ BGL D, 2WPaG, )] =< S aqP G500 @, ) >

m
= X 3(j,£)u(i,k)$p+q(k,2), d'oll le résultat.

2,k=1
Soit (Pk( ))k EWN ° la suite 6-orthonormée définie dans le chapitre 2
on pose pour k € N et 1=1,...,m :
dkm+i(x) = Pk(x)(l,.) (A €R).
k p k m —p—‘—"——
Si Pk(l) = ¥ A o alors dkm+i(x) = ¥ .Z A ap(l,J)ej donc .
p=o p=o j=1
k m P
dkm+i(A) = I (.Z a (1,J)ej)x (» €ER).
p=0 J=‘|
Donc pour A € T, on a d_ .(\) = Pk(—X)(i,.) k € N, i=1,...,m.

On a dn € £ pour tout entier n > 1.

A l'aide de la proposition (2.1.5) qui introduit les coefficients

matriciels de Jacobi a, et bn’ on obtient le résultat :



- 49 -

(3.1.1) PROPOSITION. - On a les propriétés suivantes :
(a) [di’dj] = éij (Indice de Kronecker) i,j entiers > 1.

(b) La suite (dn)11>1, engendre 1'espace L, plus précisément,
n
st £€L, f(A) = X kak , alors 1l existe
k=0
c, €e, i=1,...,(n+1)m, tels que :

(n+1)m

f = z c.d..
. 1 1
1=1

(¢) La suite (dn) n > 1 est une base orthonormale de 1'espace de
Hilbert H.

(d) Pour tout entier n et i=1,...,m, on a, pour A € € :

) + an(p,i)dnm+p(x)}

m
Mogag @ = Oy (@D gy

nm+1i
p=1

+ b:(p,i)d o)

(n+1)m+p

Preuve. (a) On a [dk [Pk(x)(i,.), Pz(k)(j,.)]

m+i’d£m+j

8(P,,P)(j,i).

d .] =0 sik#, et [d

Done [dkm+i’ Lm+]j

] = 9(Pk,Pk)(j,i) =8,..

km+i’dkm+j ji

Donc [d ,d ] =38 n,p entiers > 1.
n-p np

(b) I1 suffit de supposer f(A) = APx ot x = (Xi) € M. On définit la
matrice B par B(1,j) = Ej et B(k,j) =0 si k#1, k,j=1,...,m. On pose

R(A) = APB. Par 1a proposition (2.1.4), il existe a0 .,ap € M,

12
telles que :

P
AP = 3 P ). Donc pour A réel on a :

k=0 k' k
P P m _
AWB(T,D = T @P ON(,D) = & I o (LNP M3G,1D)
k' k . k k
k=0 k=0 j=1
L ¢ 5 T .
= ¥ I o, (1,7)d . (W) avec la notation
. k km+j
k=o j=1
N €
d W) = £ d MNe.. Donc
n ., n i

1=1



p p m p :
WPx = AP e, = = oD = aP e,
. i . k . km+] 1
i=1 k=0 j=1 i=1
P m o (p+1)m
= * I o] dkm+j(x) = X rdM
k=0 j=1 i=1
ol Ckm+j = ak(1,j) k=0,...,p et j=1,...,m.

On a 1'égalité pour tout A € R, mais les deux termes sont des poly-

ndémes donc 1'égalité est vérifiée pour tout X € U,

(¢) Par (a) et (b), et le fait que l'espace [ est dense dans H, on

obtient (c).

(d) D'aprés la proposition (2.1.5), pour chaque entier n, on a :

* .
APn(A) = bn_1Pn_1(X) + anPn(A) + ann+1(A). Donc pour i=1,...,m
on a :
m g
P () (1,.) = p21{bn_1(1,p)Pn_1(>\)(p,.) +a (i,p)P () (p,.)}
+ bn(l,p)Pn+1(A)(p,.)
Donc pour A réel, n entier, et i=1,...,m on obtient :

kdnm+i(x) = APn(A)(i,.) = APn(A)(i,.)

+

(b4 (@, DF,_ 00 (B,-) +a_(0,1)F (N (p,-) + br(p, )P (1 (p,))

+

m
= = {pb__,(p,i)d
p=1

. x,
(m_1)m+p(x) + an(P,l)dnm+p(A) bn(p,l)d(n+1)m+p(x)},

On a la relation de (d) pour A réel, mais puisque les deux termes 2
droite et a gauche sont des polyndmes, la relation est vraie pour

tout A € T. ©

*
On veut maintenant caractériser les éléments de Ker(A -XOI),

Im A # O.
o

* *
Soit £ € Ker(A - AOI) alors on a A f = Aof.
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Par la proposition (3.1.1)(c), il existe une suite (g ) avec
a>t
+ oo 2 + oo
;g €T et X Icnl < + oo, telle que £(A) = % £ d () QE ).

1

n=1 n

[

*
Donc 1'égalité A f = Aof est équivalente

*
[Af, d ] =2 [f,d

I

ou encore a : [f, Adkm+j] = Ao[f,d ], kKEN, j=1,...,m.

km+j

Mais par la proposition (3.1.1) (d) on obtient :

(Ad D) =2d .(\) =

km+j km+]

M3

. . * -
ot {bk-1(p’J)d(k-1)m+p(x) + ak(p’J)dkm+p(A)+bk(p’J)d(k+1)m+p(A)}°

*
Donc A £ = Aof équivaut a l'ensemble des égalités

>\ockm+j - Xo[f’dkm+j] -

W ™M8s

ot 1 P2 (e 1y map "2 (P2 3) g

* . }
o P DL (rtymap

pour k entier et j=1,...,m.

+ oo

*
On tire que £ = X Endn € Ker(A -XOI) si et seulement si on a :
n=1
n *
% _ . .
) o Ckm+j p§1 {bk—1(J’p)C(k—1)m+p * ak(J’p)Ckm+p
+ bk(J’p)g(k+1)m+p} pour k entier et j=1,...,m.
m
On pose nk = i=1€km+iei k entier.

La relation (*) est équivalente a la relation :

*

(%%) AN, = b +a

K k=1 M=t P 3% M TP D k €N

k+1?

En effet,
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* m % m o,
(bk_1 nk—1) . = Z bk_1 (j ,P)négi = z bk-1 (j ’p) C b
I p=1 p=1 (k=1)m+p

et de méme pour les autres termes. D'ol (*) s'écrit :

* 3
(Aonk)j = (bk—1 nk_1)j + (ak nk)j + (bk nk+1)j, k €N, j=1,...,m.

Ce qui donne la relation (*%),.

On remarque que puisque b, est inversible pour chaque entier k,

k
alors la suite (nn) > est déterminée d'une maniére unique par la

n>o m

relation (#*%) et le choix de n = ¥ G.e..

o . i1
i=1

40 4+

Par ite si = = ''d appartiennent 2
suite si g1 n§1 Cndn et & n§1 Cn n 2ppP

Ker(A*—AOI) et si Ci = Ci pour i=1,2,...,m, alors Cn = Cg pour tout
entier n > 1, d'ou g1 % 8y
+0o
Avec cette propriété, on va montrer que si f = ¥ 7 d est un

% n=1
élément de Ker(A - XOI) alors pour tout entier n » 1 on a

o (p) ~
Cn = T Cp dn (Xo).
p=1
RN ¢ I
En effet, on pose 8 = ¥ ¢ d P ().
n pn o
p=1
Puisque PO(A) =1, on a di(k) = e, pour i=1,...,m, donc Ci = Bi pour

i=1,...,m. Pour conclure que Cn = Bn pour tout entier n > 1, il suffit
alors de prouver que les Bn vérifient la relation (*).
m

_ @ ~,_ 2 1@ 45
Or on a AO Bkm+j = q§1§q Ao dkm+j(Ao) = qi1§q Xodkm+j(xo)'

Par la proposition (3.1.1) on obtient alors

sc 3 @ = @ <
Ay Bkm+j = q§1€q p§1{bk—1(p’J)d(k-1)m+p(xo) + ak(p,J)dkm+p (AO)
* . (q) —_
+ bk(p’J) d(k+1)m+p(xo)}
m

i}
i

* 3 ) .
oy 1 G B tymap * 2P By * D GuPIB g gy pap

p=1
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C'est la relation (*), donc Cn = Bn pour tout entier n > 1.

On a obtenu le résultat suivant

40
(3.1.2) THEOREME. - Soit Ao € C~R et goit £ = X dek avec
k=1
2
T |gk| < + . Les propridtés suivantes sont équivalentes :
k=1
*
(a) £ € Ker(A - AOI).
(b) Pour chaque entier k et tout j=1,...,m, on a :
m ok
Xz .= X {b,_,(,1)¢ +a (j,1)¢ .
0 “km+j =1 k-1 (k=1)m+i k km+1
0 G DT e

(¢) Pour chaque entier n, on a :

m
c o= 1 cdPa).
n p=1 pn o

Lien entre F(AO) et Lles indices de défaut. — On va établir un lien

entre m et m_, et la dimension de Im P(AO), Im Xo # 0.

(3.1.3) PROPOSITION. - Soit A, E TSR, On désigne par €, 1'espace
A o
vectoriel des y € M, tels que la suite < Eno(ko)y,y > soit

convergente (ou bornée). Alors on a :

%
dim <€x = dim Ker(A - AOI).
o

Preuve. - Si x,y € M, alors on a :

A
o
>
< En (Ao)x,y

n
<
kio Pk(xo)x, Pk(ko)y >, donc

Ao 2 n p. D 2
|<E (A ))x,y >| <z lle, OxNTHYCZ e, (A D)yl™)
n o ko k"o

k=0 k=0
>\O >\0
< En (Ao)x,x > < En (xo)y,y >.

Avec cette inégalité, on voit que ‘€A est un espace vectoriel.
* 0
On définit @ : ¥, - Ker(A - AOI) par :

A
o
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400
2 rd ou

m
siy= X [ e E‘gho alors @(y) = 24

p=1 PP n=1

T~
r = Xrd P A ) n entier » 1.
n pn o
p=1
*
Pour montrer que Q(y) € Ker(A -~ AOI) il suffit d'aprés le théoréme

1 2
(3.1.2) de montrer que ¥ |€k| < +%, 0n a
k=1

(n+1)m 2 (n+1)m m (1)
gl
k=1 k=1 i,j=1

]
™M
™M

YR o a)

m (n+1)m —('—ij—:— (j) m }\o
= X . T, r d A ) d A)= X r.Cr.E (A)(,i
i Ly % o % () 4,77 Q) i,j=1cl B, G,
Ao n %
Car E (AO)(J,l) = kio(Pk(Ao) Pk(AO))(J,l)
n m

)X T P Qg )" (3,2 O ) (p,i)
k=0 p=1

n m n m G ) ————-——-( ) -
£ X ROIGDNR @D = T odal GO ()
k=0 p=1 k=0 p=1 P O o]

(n+1)m —_——
G~ .1 ~
ki1 dk ()\o)dk (XO). Donc

(n+1)m
r |z
k=1
+ o A
5 |gkI2 lim < Eno(xo)y,y > < 4+ oo,
k=1 n -+

A

2 o
>. D'ot
| E_ (Xo)y,y . D'ou

k

L'application ¢ est lindaire et injective. Elle est aussi surjec-

tive par le théoréme (3.1.2)(c). Donc
3 » *
d1n1<€A = dim Ker(A - AOI). o
A

. o
On rappelle que T(AO) = lim En (Ao)

n - +o

-1
(Ao €.
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On a le résultat :

(3.1.4) PROPOSITION. - Soit Ao €ET~NR, on a

Im F()\O) = ¢

X
o
Preuve. - On a Im F(AO) C‘%&
o
En effet, soit y = F(Xo)x € Im F(AO), x € M.
0 tout enti T = EAO(A )
n pose pour tout entier n : T =E “(A ).

Puisque 0 < Tp < Tq si p<gq, et Tn est inversible pour tout entier n,

alors on a :
1/2 T—1/2

p q

IT I < 1.

Donc on obtient, avec le fait que T;1 <I:

179 -1 2 12 2 2o _1/ _
e 2Tt e T L P < 2 = <k > < 2
p q P q q q q
-1 -1 2 .
Donc <T_T 'x, T x ><Ixl si p<q.
P q q

On fait tendre q vers + o, on obtient a la limite :
< Tp F(AO)X, T(KO)X > < Ixll? pour tout entier p.

Ce qui prouve que la suite croissante-<pr,y > est bornée, donc

yE(g}\
o]

On a Im F(Ao) = %&O.

En effet, si y € ‘gx avec <y, F(Ao)x > = 0 pour tout x € M, alors
)
en particulier-<y,F(Ao)y > = 0.

Donc puisque y € <€x on obtient lim < T_1y,y > < Tny,y > = 0.
[e] n - + o i

Or,pour chaque entier n, on a :

172 172 1 1/2 1 1/2
2 _ _ - _ /2 - /2 =/
[yl =<y,y>=<T T ¥,y >=<T "y, Tn y > < !ITn yII.IITn yll.
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4 -1
Donc Iyl < <Tny,y > < Tn Y,y > .

Le terme & droite converge vers O quand n - + o, d'ol y=0, ce qui

termine la preuve. O

Par les propositions (3.1.3) et (3.1.4) on obtient le résultat

suivant, qui est énoncé dans ([3], p. 133) sans démonstration.

(3.1.5) THEOREME. - On a :

]
=

(a) 8% XO €, alors dim Im F(Ao)

It
8

(b) ST XO € M_ alors dim Im F(AO)
On tire un corollaire important

(3.1.6) COROLLAIRE. - 5¢ A € T (respectivement X € NM_) alors les
propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) m, =0 (respectivement m_ = 0).

(b) T(X ) = 0.
0]

(3.1.7) PROPOSITION. - Pour tout entier n > 1, et tout AO €ETSNR

on a :
ImT(A ) = Im T )™,
0O (o]

Preuve. - 11 suffit de montrer qu'on a Im T(KO) = Im F(Ao)z. On a
2 ]

déja Im F(AO) C Im 1(lo).

Soit y = F(Ao)x, x € M, avec < vy, F(XO)Zu > = 0, pour tout u € M,

Alors pour u=x on obtient <y, F(Ao)y > = 0.

Or par la proposition (3.1.4) on a y € (gk
0
Ao Ao -1
lim <E (A )y,y) > <E ") 'y,y>=0.

n- + o

Im P(AO), donc

Mais on a pour tout entier n :

A 172 A 1/2 A 1 A /2 2
4 0 - /% "0 2 _ o /2 o -
Iyll" = < E (AO) E (AO) Yy > =<E ) "y, E_ (Ao) y >
A 12 2 A 1) A A
¢] o -1/2 2 o o -1
< lIEn (xo) yll llEn (xo) ylI” =< E (Ao)y,y ><E_ (AO) y,y >.
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On tire que y=0. Ce qui termine la preuve. o

+
(respectivement m_=m).

Cas ou m,=m, ou m_=m. - On va maintenant caractériser le cas m =m

(3.1.8) PROPOSITION. - Soit A, € € R, les propriétés suivantes sont

équivalentes :
(@) m=m st A €T (respectivement m_=m si X € T_).
A
(b) La suite des matrices Eno(ko) converge quand n = + ®,

(¢) La matrice F(AO) est inversible.

s 9
(d) oma £ ld A" < + e,
k' o
k=1
Preuve. — Par le théoréme (3.1.5) on a (a) est équivalente & (c).

Par la proposition (3.1.3) on a (a) est équivalente a (b).
Reste seulement a prouver 1'équivalence entre (b) et (d).

Soit Ao € €L ~R, d'une part on a :

(n+1)m _ , (+Dm m (o) — )
£l G s Idkp GHI° =
k=1 k=1 p=1 ° p

(n+1)m
s |d ( )

(A )1

nr™Ms

D'autre part, on a :

n *
T (e, ()R (A )))(p,p)
k=0

Ao
<E (A)de ,e >
n o' p’p

n m
= ¥ T Pk(A )(q,p) P (A )(q,p)
k=0 q=1

n m —_— (n+1)m

2
(X )|“. Donc
k=o q=1 km+q km+q k=1 o

(n+1)m o

A
£ e GNP = £ <E°Q e e > .
k=1 p=1 PP

Avec cette égalité on a (b) = (d).
A
Pour la réciproque, on remarque que puisque Eno(xo) est une matrice
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hermitienne positive, alors pour chaque y € M, on a :

Ao 2 Ao 2 T Ao A
= < >
0 << En (ko)y,y >< fyl” tr En (ko) Iyl p§1 En ( O)ep,ep

>‘O 2 (n+1)m _ 2
Donc O0<<E (A )y,y ><lyl o od, (7.

n o ko

k=1

D'ou (d) = (b). o
Cas ou m, =m_. - Dans le cas scalaire m=1, on a m,o=m_ toujours.

Dans le cas général m > 1, on a une condition suffisante pour que
=m .
m, .

(3.1.9) PROPOSITION. - Si pour chaque entier k, la matrice S, est

m .

réelle, alors m_

Preuve. - On définit V : L » L < H par

Ak;Ek si £ = = 2K
k=0 k=0

(VE)(A) =

t MB

2 . . oo s
On a V7=I, V est trivialement une isométrie, on la prolonge a H, et

on la note par V.

L'isométrie V est une conjugaison. En effet, si f,g € C,

n N

£E(N) = £ Akik et g(d) = X Ajy., alors on a :
k=0 j=o J
ok 5= n N - -
[VE,vg] = [i A X ? A yj] = kio jio < Sk+j xk,yj >
n N
= kio jzo < Sk+jyj’xk > = [g,f] , avec la remarque que si S

est une matrice hermitienne réelle, alors <Sx,y > = < Sy,x > puisque

m m
six= ¥ g.e, ety = I gle, alors
i=t "1 j=1 33
.. _ . . v
<Sx,y>= T S(lsJ)Cj Ly = I S(J,l)cj ;=< Sy,x >
i,j=1 i,j=1

a cause de 1'égalité S(i,3j) = S(j,1i).
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n
La conjugaison V commute avec A car si £ € £ avec f(A) = Z Akxk,
k=0
on pose g(A) = Af()A), alors on obtient
noo
(AVE)(A) = A(VE)(A) = A Z A X, = (Vg) (M) = (VAE) (1),
k=0
On tire alors que m =m_. o
Remarque. —~ Il y a une autre démonstration de cette proposition qui

consiste 4 prouver que si les Sk sont réelles, alors la suite 6-

orthonormée (Pn(k)) vérifie PH(X) = Pn(A) pour tout A € L et tout
n

entier n.

Puis on utilise le théoréme (3.1.2) pour conclure que m=m

Dans le cas m=1, on a m, = m_ justement parce qu'on a toujours
P\ = .
® =T

Exemple oy m =m_ =p, avec 1 <p<m. - On a un résultat qui montre

que m_ (respectivement m ) prend toutes les valeurs comprises entre

1 et m. De plus ce résultat montre que la réciproque de la proposition
(1.1.5) (b) est fausse.

(3.1.10) PROPOSITION. - Pour chaque entier p=1,2,...,m, 1l existe une
suite (Sk)k €N’ de moments matriciels, sur R, telle que les
indices de défaut associés soient m_=m_=p. De plus, on peut
chotsir (Sk)k telle qu'elle soit de type défini positif (respec-
tivement (Sk)k n'est pas de type défini positif si p < m).

Preuve., — Soit p fixé, p=1,...,m.

Soit (un) une suite scalaire de moments sur R, déterminée, a, = 1.
n

Soit (Bn) une suite scalaire de moments sur R, indéterminée, Bo = 1.
n

On désigne par (fk()\))k €N’ la suite des polynbBmes scalaires

(Pk()\))k associée a (un)n, et par (gk(x))k celle associée & (Bn)n.

On pose
FBn O..... ee. 07
1]
S = 9 Bn - matrice mxm
n 0
o
n
| 0 «vvvettl O %n |
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c'est-a-dire : <Se.,e.>=0 si i#j
ni’’j
S e,,e. > = si i=1,... et
< °p%i0% 8n ’ oP
<Se.,,e.> =oa si i=p+1,...,m.
ni’ i n PTl, ?

I1 existe deux mesures positives scalaires a(.) et B(.), telles que

an = J tnda(t) et Bn = J tndB(t) pour tout entier n.
Soit T(.) la mesure quasi-spectrale sur H, définie par :
T(.) = B(HT_ + a(.)(I-T) ol
P P
m :"-¢g
(c1,...,cm) - (§1,...,cp,o,...,0).

On obtient Sn = J AT (M) pour tout entier n.

On va montrer que les indices de défaut associés & cette suite

(Sn)n sont m_ = m_ = p. On pose

[ g, (V) 0 veeeen O
Y gn(}) : I
£ () :

Pn(l) . matrice mxm

] _N_a: . - _
clest-a-dire Pn(l) gn(x)ﬂp + fn(l)(I ﬂp).
On a PO(A) =T car go(A) =f (A) = 1.

On remarque que si h(t) =

(0]
h.(t)e. et 2(t) =
; i i

1 3

nm™mas
t M3

£.(t)e. sont
37773

deux éléments de L, alors :

m
[h,2] = 151 J hi(t)ﬂi(t) d-<T(t)ei,ei >
P m
= I [ hi(t)li(t)dB(t) + X J h.(t)lj(t)da(t)
i=1 '

j=p+1



- 61 -

On a G(Pn,Pk) = GnkI. En effet

Pour i,j=1,...,m, on a :

Sii#j’ [Pn(i;'), Pk(j")] =

nM™Ms

£ [ EmEn et o

Si i=j < p, alors

[p_(i,.), P (G,0] = j g (Dg, (Dds () =

|
O

et si i=j » p+1, alors

(7,050, PG50 = | E05, (Ddate) = s

kn®
On obtient G(Pn,Pk) = 6nk I.
Ao n 4 m
On a En (¢) = X Pk(AO) Pk(t) donc pour x = .Z Ciei € M, on a :
k=o i=1
AO m _ Ao
<E (A)x,x>= X [.L0.<E (A)e.,e.>
n o . i 7] n o "i’7j
i,j=1
m n m n
2 2 2 2
= X lgil )X |gk(xo)| + ¥ |z.|° = Ifk(Ao)| .
i=1 k=0 j=p+1 k=0
+ oo 2
Or pour chaque A € L~R, ona I |g (A ) “ < +e0 et
o k=1 ko

+o0

b lfk(Ao)|2 = + o (AKHIEZER [1], théoréme (2.1.2) page 34 et le
k=1

corollaire (2.2.4) page 41).

Soit ‘gx 1'espace vectoriel défini dans la proposition (3.1.3)
o

on a alors S ERRREL € %} , mais si < x,ej > = 0 pour j=1,...,p
o
alors x € ‘gk , d'ot dim (gk = p, pour chaque XO €ET~R. Ce qui
o o
montre,d'aprés la proposition (3.1.3), que m_=m_ = p.
m
Sih€ecL, h(t) = X hi(t)ei’ alors on a :
i=1

p 2 m 2
[h,h] = % J|h-(t)| Bt + T th.<t)| do(t).
i=1 1 i=p+t © 7
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Donc [h,h] = 0 est équivalent a :

J Ihi(t)lde(t) = J lhj(t)lzda(t) =0, pour i=1,...,p et j = p+1,...,m.

Si on choisit B(.) et a(.) a support infini, alors on obtient

[h,h] = 0 si et seulement si hi =0 1i=1,...,m, c'est-a-dire h = O.
Donc la suite (Sk)k est de type défini positif. D'autre part si

p <m, si on prend a(.) & support fini alors il va exister un poly-

ndme 2(t) & coefficients complexes, non nul, tel que :
2, .
|2(t)|“da(t) = 0.

On pose f(t) = l(t)em, on a alors

[£,f] = JIZ(t)lzda(t) =0, avec f 7 0, donc dans ce cas, la

suite (Sk)k n'est pas de type défini positif. o

3.2. PROBLEME D'UNICITE ET LA MATRICE T()\).

Avec le corollaire (3.1.6) on obtient :

(3.2.1) COROLLAIRE. - Les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) m_#0 (respectivement m_ # 0).
(b) Il existe X € T (respectivement a T_) tel que T(A ) # 0.
(e) Pour tout A, €T, (respectivement ¢ M_) on a F(AO) 7 O.

Ce résultat ne fait intervenir que les AO € L ~R, mais dans la
suite on aura besoin d'une propriété entre les indices de défaut

et la matrice F(AO) avec Ao réel. On a le résultat suivant

(3.2.2) PROPOSITION. ~ Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) m_# 0 (respectivement m_ # 0).
(b) Pour tout Aj» Im A >0 (respectivement Im A, <0)ona
roy) # 0.

Preuve. - Il suffit d'appliquer le corollaire (3.2.1) et de prouver

ceci :

(*) Si pour tout A € M _ona I'(A) # 0 alors F(AO) # 0 pour tout

A réel.
o
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Pour montrer (*) il suffit de montrer qu'on a :
F(Ao + 1B) < F(AO) pour tout B > 0, et tout réel Xo.
Soit ko réel et 8 > O, pour tout entier n on a :
p\ A +iB

O (o] A
(**%) E (xo) < E (AO+1B).

Si (**) est montré, alors on obtient :

A +iB A
0<T(r +iB) <E° (n +if) ' <E°0)7.
o n o n o
A -1
Donc F(Ao+iB) < Eno(ko) pour tout entier n, d'olu & la limite

quand n = + %©, on obtient F(Ao+iB) < F(AO). Reste seulement a prouver

(*%), pour cela il suffit de montrer
P. (A )* A < A+ * A +1
k' o Pk( o) Pk( o+18) Pk( o+lB)

pour chaque entier k.

Soit x € M, x#0, on pose R(\) = "Pk()\)xll2 =< Pk(A)*Pk(x)x,x >,

On veut montrer que R(AO) < R(XO+iB).

On remarque que R(A) est un polyndme & coefficients complexes et que
ses racines sont réelles. En effet, si R(To) = 0, alors Pk(TO)x =0,
d'ou T, est un zéro de det Pk(k) = 0, donc par la proposition (2.2.3)

on a T est réel.

On note par A .sA_ les zéros de R(A), avec leur multiplicité

{re
P

on a alors : R(A) =a 11 (A-Aj) avec o € €. Donc
o1

"
o
=R

RO _+ig) | (A=A +iB) (A A ~iB)

0
o

2 2 2
1((xo—xj) + 8%) > |af j

N o

2 2
(A =2.)° =] R(A)|
1 (] J (o]
Donc R(AO+iB) > R(ko), d'ou

* . * 13
Pk(AO) Pk(ko) < Pk(xo+1B) Pk(AO+1B)

ce qui termine la preuve. o
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On tire un corollaire important.

(3.2.3) COROLLAIRE. - 57 m_# 0 ou m_ # 0, alors pour tout A, réel,
onaT()2#0.

Premiére condition nécessaire et suffisante, pour que le probléme

soit déterminé.

(3.2.4) THEOREME. - Les propriétés suivantes sont équivalentes

(a) m = Oou m_ = 0.
(b) Le probléme est déterminé.
(¢c) m, =m_=0.
Preyve. -~ On a (a) = (b) par le corollaire (1.1.9).
(b) = (c).
Si le probléme est déterminé, alors m,o=m_ = 0, car sinon LR #0
oum ¥ 0, d'ol d'aprés le corollaire (3.2.3) on a F(Xo) # 0, pour

tout A réel.
o

Donc avec le théoreéme (2.4.1), pour chaque AOGZiR ~ &, ou & est

un ensemble au plus dénombrable, il existe une solution N (.), qui
o
prend la masse F(XO) # 0, au point Ao. Puisque le probléme est déter-—

miné, alors 1'unique solution p(.) prend une masse non nulle en chaque
point Ao €ER ~ &, ce qui est absurde puisque R~ & n'est pas dénom—

brable.

(¢) = (a) Evident. o

Deuxiéme condition nécessaire et suffisante, pour que le probléme

soit: déterminé.

+co -1
Dans le cas scalaire m=1, on a F(AO) =(Z |Pk(ko)|2) et on a

k=0
le résultat : le probléme est indéterminé si et seulement si

+ oo

2 ]pk(xo)|2 <+, pour tout A_ € € (AKHIEZER [1], th. (2.1.2)
k=0

page 34, et corollaire (2.2.4) page 41). Par le théoréme (3.2.4) et

la proposition (3.2.2) on a un résultat analogue pour m > 1.
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(3.2.5) THEOREME. - Les propriétés suivantes sont équivalentes
(a) Le probleme est indéterminé.
(b) Pour tout » € T on a T(X) % O.

Un corollaire immédiat du théoreéme précédent est

(3.2.6) COROLLAIRE. - Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(a) Le probléme est déterminé.

(b) Il existe A, €T, tel que T(AO) = 0.

Avec le théoréme (2.4.1) et le théoréme (3.2.5), on obtient le
résultat suivant, pour m entier > 1, qui est la généralisation du

théoréme B de LANDAU ([4], page 256) fait dans le cas m=1.

(3.2.7) THEOREME. - Soit (Sk)k €W une suite de matrices mxm hermi-—
tiennes, avec s _=I. On suppose que c'est une suite de type défini
positif.

57 le probléme est indéterminé, alors pour chaque Ao ERN &,
il existe une solution p, (.) du probléme, qui prend la masse
F(AO) 7# 0 au point A, La matrice P(Ao) est la plus grande masse

que peut prendre une solution du probléeme au point Ao.

Remarque. - Par le théoréme précédent, on voit que la classe des
solutions du probléme est ou bien réduite & un seul élément, ou bien

elle est de cardinal non dénombrable.
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