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CONTRACTIONS DE GROUPES DE LIE SEMI-SIMPLES

SUR LE GROUPE DE POINCARE GENERALISE

par Gilbert PRIMET

RESUME. ~ Aprés avoir redéfini le contracté d'un groupe de Lie semi-simple
(dans le cas d'une paire symétrique), nous montrons que les représentations
de masse positive du groupe de Poincaré généralisé RP+1 0 500(1,n) sont
limites, en un sens que nous précisons, des représentations du groupe de
Lorentz SOO(1,n+1). Nous donnons la liste des orbites de la représentation
coadjointe de ce groupe. Puis nous montrons que les orbites de la représen-
tation coadjointe du contracté d'un groupe semi-simple peuvent €tre appro-
ximées a 1'aide des orbites de ce dernier groupe. Nous interprétons ce
résultat en termes de représentations pour le groupe de Poincaré. Enfin,

nous montrons que les représentations de masse imaginaire du groupe de

Poincaré s'obtiennent comme limites de représentations de SOO(Z,n).



INTRODUCTION.

Les déformations d'algébres et de groupes de Lie, utilisées depuis
longtemps par les physiciens, ont été peu étudiées mathématiquement, du
fait d'une définition qui n'était guére pratique. Récemment, Dooley et
Rice [4] en ont renouvelé la présentation et ont étudié les contractions
d'un groupe de Lie semi-simple sur son groupe des déplacements de Cartan.

(Cf. également Ricci [6]).

Nous nous intéressons dans cet article aux contractions d'un groupe
semi-simple parallélement & un sous—groupe non compact. Cette étude pré-
sente un intér@t physique : le paramétre servant a définir la contraction
représente la valeur absolue de la courbure de l'univers dans le cas par-
ticulier de la contraction du groupe de De Sitter SOO(1,4) vers le groupe

de Poincaré Rﬁ 9] SOO(1,3), parallélement au groupe de Lorentz.

Les principaux résultats obtenus sont les suivants,

- Nous montrons que les séries principales de 800(1,n+1) se

contractent vers les représentations de masse réelle de RP*+1 @ 500(1,n) :

Chap. II. [§]

- Nous donnons une liste exhaustive des orbites de la représen-
tation coadjointe de SOO(1,n), ainsi qu'une paramétrisation simple de ces

orbites : Chap. II1I. [3]

- Nous montrons qu'il est possible de déformer les orbites d'un
groupe semi-simple pour obtenir toutes les orbites du groupe contracté
Chap. IV, [3] et que les résultats du chapitre II s'interprétent correc-
tement i partir de la déformation des orbites : Chap. IV. [4] .

- Nous montrons enfin que les représentations de masse imaginaire
de ]Rn+1

de SOO(Z,n) : Ch. V.

0 SOo(i,n) s'obtiennent par contraction de certaines représentations
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I - DEFINITION DU GROUPE CONTRACTE.

1.1.  Nous supposons que le couple (G,H) est une paire symétrique.
Ceci signifie que G est un groupe de Lie semi-simple, connexe, H un
sous—groupe fermé de G et qu'il existe un automorphisme involutif o
de G tel que (HO)O cHc Hg, ol HO est 1'ensemble des points fixes

de O et (HO)o la composante connexe de HO.

L'algébre de Lie H du groupe H est alors 1'ensemble des
points fixes de do, qui est un automorphisme involutif de G, alge-
bre de Lie du groupe G. Soit V 1'ensemble des x € G tels que
do(x) = -x. On peut écrire G = H & V. De plus V et H sont orthogonaux
pour la forme de Killing de G, dont la restriction a V et a H est
donc non dégénérée, et on a les relations suivantes : [H,V] €V j
(v,vl «H ; [H,H] < H. La décomposition G = H + V généralise donc la

décomposition de Cartan d'une algebre de Lie.

1.2, On se place dans les hypothéses de 1.1. Lorsque le sous-espace

V est stable par AdIH’ on peut former le produit semi-direct V ® H,
Ad
ot H agit sur l'espace V par Ad. Ce groupe est alors appelé le contracté

de :G: suivant H.

1.3. Pour tout r > 0, on considere 1'application suivante de V ® H

dans G, notée Tt (v,h) Fﬁ* (exp rv)G .h (v €V, h €H; on rappelle
r

que V < G). La différentielle & 1'origine de 1'application T, est

1'application dr_ de VxH dans G :(v,h) > rv+h. (v €V ; h€H.

Naturellement, VXH s'identifie en tant qu'espace vectoriel
a G et nous pourrons considérer que dﬂr est une application de G dans
G. On peut enfin définir 1l'application t(dﬂr) qul va delgf dans
V*>§E*, et que nous pourrons éventuellement considérer comme une ap-

plication de.g* dans E*.

Pour plus de précisions, se reporter & DOOLEY et RICE [4].



ITI - CONTRACTION DES REPRESENTATIONS DE SOO(1, n+1)
SUR CELLES DU GROUPE DE POINCARE RIE*1 © 800(1,n).

[I] NOTATIONS.

1.1. Le groupe G = SOO(1, n+ 1) est la composante connexe neutre
groupe orthogonal de la forme quadratique Q de signature (+,-,..., -)
PP _ n+2
définie pour x = (XO,X1,...,XH+1) € R par
2 2 2
Q(x) = X "X, ce S
Pour cette forme, la base canonique (eo,...,en+1) vérifie

Q(eo) =1 et Q(ei) = -1, 1<1i<n+t .

1.2, De méme, le groupe J = SOO(1,n) est la composante connexe neutre
1

. +
du groupe orthogonal de la forme B de signature (+,-,-,...) sur R

n+1

définie pour x = (xo,x "Xn) € R par

120"
2 2

B(x) = x2 - X, - ... - X
o 1 n

Par commodité, nous noterons (fo,...,fn) la base canonique sur

n+1 . . cqs s . .
R . Au besoin, nous noterons aussi B la forme bilinéaire symétri-

que associlée,

.. . n+2 n+ P .
(N.B. : Cette distinction des espaces R et R L est nécessailre

pour la clarté de la suite).

J est isomorphe a 1'ensemble des matrices de G de la forme

] 0 NI . e,
( ] 1 > , ou j € 800(1,n), autrement dit au stabilisateur de € i1

0

dans SOO(1, n+1). Nous noterons également J ce dernier ensemble.

1.3. La décomposition d'Iwasawa de 800(1, n+ 1) s'écrit
800(1, n+1) = KAN ou :

- Le sous—groupe K est 1'ensemble des matrices de la forme

( é 8 > , ou U € SO(n+ 1), évidemment Isomorphe a SO(n+1).



-~ Le sous-groupe A, isomorphe 23 IR, est 1l'ensemble des matri-

ces de la forme

sht

sht

cht

(t € R)

. N, | .
— Le sous—groupe N, isomorphe a R, est le groupe des matri-

ces de la forme

matrice ligne transposée de x.

2
+ X
n

s et

t . .
x désigne la

D'autre part, le commutant M de A dans K est l'ensemble des matri-

ces de la forme

1

0
0

0

0 1

I1 est évidemment isomorphe & SO(n).

SERIES PRINCIPALES DE 500(1, n+1).

0
0], oi m € SO0(m) .

2.1. On vérifie que P = MAN est un sous-groupe de SOO(1, n+1).

Pour A € R, 1'application a

i
de A. Nous noterons at

ith . .
F5—+e est un caractére unitaire

= p>\(at) .

Soit u une représentation unitaire irréductible de M (On sait

qu'en fait, toute représentation continue irréductible de M est

unitarisable).



L'application u ® pk définie par la formule man }— at u(m)

est une représentation unitaire de P. Les séries principales U 3
’
de SOO(1, n+ 1), paramétrées par u € M et A € R, sont définies par :
U = IndG(u 8 p,)
u,A p A
2.2. Les séries principales peuvent étre construites sur
L (G/MAN’ M), oll 4 est une mesure sur G/MAN quasi-invariante
par l'action de G.

Le groupe G aglt trans1t1vement sur le demi-cdne ouvert C de

ZRP+2 d'équation E E - Ei+1 =0 Eo >0 . Il agit

également tran51t1vement sur P(CO), ensemble des rales de ce demi~-

~ iy . . +
cone. Le stabilisateur de la raie R (e _+e ) est P = MAN et Gy
+ o} n MAN
est donc homéomorphe a P(Co). L'application
*o *n
H{(XO,X1,...,Xn+1) f—— (EO,...,En) , oll Eo =5 A =
n+1 n+1
est une bijection continue d'un ouvert partout dense de P(C;) sur
- + . .
1'hyperboloide H1 de R" 1 d'équation xi - x? - . - X2 = 1, L'ap-
plication réciproque est (go,...,gn) F— R( N E),OLle*-aQJEO
2.3, L'action de G sur le cBne se transporte en 1'action presque
partout définie sur 1'hyperboloide H1 par
= = 1 ' N
Pour 2 (gij)i,j Py g.(go,-..,gn) (goy"'sgn) ’ ou
. + ... . + g.
_ g1,o£o * g1,n£n g1,n+1 .
Ei = T " T h 0<1<n.
gn+1,0 o : gn+1,n n gn+1,n+1

Cette action est bien siir continue quand elle est définie. Le groupe
J = 800(1,n), identifié a un sous-groupe de G, agit a priori de deux

facons sur H1. En fait, dans les deux cas, on obtient bien la méme

action, a savoir 1l'action canonique de J sur H

T




2.4, Rappelons que H, posséde deux composantes comnexes, notées
+ —
t H
H1 e 1

1

]
[l

{(EO,...,ED) € H, /go > 0}

s
i

=G, g) en, [g <o}

N n .
Chacune de ces composantes possede une carte dans R , notée res-—

. + - . . N - .
pectivement & ou ® , qui est la restriction a H: ou H1 de 1'appli-
. +
cation (go,...,gn) — (51,...,£n) de w*! dans R",

Toute application f de H, dans € (ou dans un espace vectoriel)

1
(s . . + - + - -
s'écrit de maniére unique f = £ +f avec suppf+ = IH, suppf < H1.

H, posséde une mesure dm,, invariante pour 1l'action de J. Elle est

1
définie par

1’

) A, ... dE
| ar-lepT o] =
R \/1+£%+...+£r21

JH f(x)dm1(x) = ¥
1 g=+,=

On montre que la mesure dm1 est quasi-invariante par 1'action de G

de multiplicateur y(g,&) = ’gn+1 ogo e v g n+1‘—n ,
1 s

(gi . matrice de g).

’

[Le multiplicateur est défini par

J f(g-1x)dm1(X) =J £(8)x(g,8)dm (8) 1 . (cf. BOURBAKI [2]).
H

1 H,

I1 est donc possible de construire U sur LZ(H ,dm, ,V ), ou V
U, A 1 1’ u u

-~

est 1'espace de la représentation u € M.

2.5. Choix d'une section.

a) Pour 1'action de G sur H1, le stabilisateur de fO est MAN
) +
[Rappel : on note la base canonique de R (fo,...,fn)]. Pour

pouvoir écrire les représentations U,y Sur L2(H1,dm1,Vu), i1l reste
b

a préciser le choix d'une section borélienne de H1 dans G, autrement

dit, d'une application borélienne 0 de H1 dans G telle que O(E)fo = £

+ . .
pour tout § € H,. On sait que H1 est 1'orbite de f0 pour l'action de

J. Pour & € H:

1
on va donc pouvoir choisir o(£) € J. Pour cela, on



utilise le fait que J admet la décomposition d'Iwasawa J = A1N1M,

ou M~ so(n) [cf. 1.3],

cht sht

wofu-( W es cen)

sht cht
1

et N1, isomorphe 2 RY , est le groupe des matrices de la forme

I R AR
2 2 Yy
n; =| vy 1d -~y o y=1{ . € ﬂfr-1 .
2 2 :
I%l e - l%r_l Yo-1

[Naturellement, tous ces éléments sont plongés canoniquement dans

G par l'application

= ()

Comme M est le stabilisateur de fo pour 1l'action de J, il est

possible de prendre o(§), & € HT, a valeur dans A1N1.

On trouve, pour §& = (go,...,gn) € H: , CFE = aé(g) n;(g)

B _ -1

o}
[t

Y(E) = (519"'95;]:1_1) et S En)

o

I1 reste a définir o(£) [On note aussi 0_.] pour & € H1

£

Dans ce cas, on pose

o) = wolwE) ol w = N € soo(1, n+1)

_1_1

+

(W'g = (—EO,_£1,.."-£ 1

+En) , w échange donc H, et H;).

n-1’
3 . (3 I3 4 0 P 3 . .
L'application ¢ ainsi trouvée est C et vérifie bien pour tout

£ E€EH O(E)(fo) =& [On utilise le fait que w2 = Id].

1

10



b) On pose pour g € G, g = O(g.fo)e(g)

L'application 6 est presque partout définie [pour tous les

éléments tels que g # 0] et est continue sur son

+
n+l,0 gn+1,n+1
domaine de définition [et méme C*].
c) Si h € MAN, h s'éerit de manieére unique : h =m a_ n .

On pose mh) =m et a(h) = a_ -

. , . 2
2.6. Ecriture des représentations Uy dans L (H1’Vu)'
JA —

a) Nous obtenons 1'écriture suivante de Uy ) (Cf. G. Arsac [1])
3

sur LZ(H LV )
1 'u
n

_ 2 - -7 _
Uu,A(g)f(g) - gn+1,o€o+"'+gn+1,n+1l 018(&{[6(g 1Og)] ]f(g 1.5)

(f € L2(H1,Vu), g €G, £ € H1 s (gi j) est maintenant la matrice de
— b
g ).

b) I1 est possible de simplifier cette écriture. Pour cela,

nous allons calculer a([ 6(g~16€)]—1).

LEMME 1. - Le diagramme suivant est commutatif pour tout &' € H ¢

ou @ désigne l'application @w(§) = (€€0,€£1,...,€) (e = sgn Eo).

PREUVE. - On utilise le fait que les éléments de J, et w,commutent

avec @.

LEMME 2. - Posons O(g_1og) =na m.

t N
= + ... * ¢ e
Alors e gn+1,o£o Bott,ntl| ou g est la

matrice de g—1.

"



PREUVE. - Par définition, g—1.0 = O(g—1.E)8(g—1.O ) . D'apres le

£
lemme 1, g—1.og(eo-+en+1) = g_1.®(E)

g

[w(fo) = e + e et &£ =0 (fo)]

n+1

&

En se rappelant d'autre part que MN est le stabilisateur de e *e i1»

dans G, on obtient :

G(g_105)(eo-+e ) = et(eO-Fe ) .

n+i n+1 c.q.f.d.

Si G(g_10g) =na m, alors 6_1(g_10€) p— a_, ot .

.. ‘. e e 2
Ainsi, 1'écriture définitive de Uu sur L (H1’Vu) est

s A

n_ .
- - 1A

Uu’x(g)F(E) = gn+1’oio+gn+1,1€1 ..+

gn+1,n+1

2.7. Ecriture sur L2(Hp ,Vu).

c 1 + - N . .
Nous considérons dans R" 1 1'hyperboloide & 2 nappes Hp d'équation

gi—gf-—gg—...-£§=p2 [p > 0]

Nous 1'appellerons "hyperboloide de masse p '".

Nous noterons

+ -
Hp = {g€Hp|go>o} et Hp = {£€Hp|go<0} ,

)
Hp est 1'image de H, par le ¢’ difféomorphisme £ —E pE .

1

~

Par wp’ nous transportons l'action de G de H, & Hp. Nous appelons

1

d'autre part dnb la mesure image de dm1.

si £€H ,
P g. EQ + g, 1 El + ...t g +1
(g.8), = p 10 pg . P L1 , 0<i<n,
o] 1
gn+1,o 7;“+gn+1,1 75-+"' +gn+1,n+1

u[ﬁ[e(g_1<5€)—1HF(g_1 8.



d'autre part
J f(x)dm (x) = J f (px)dm, (x)
P 1
H H
p 1
Remarquons que la restriction a J de l'action de G sur Hp est

1'action canonique de J sur Hp , pour laquelle la mesure m est

invariante.
L'application : LZ(H V) L2(H V)

p’ u 12 u

£l > fp(x) = f(px)
est évidemment une isométrie et les représentations peuvent donc &tre
réalisées sur L2(Hp, Vu) sous la forme : pour g_1 = (gij) ,

n_. =1
_ £ —==1id [~ -1 £ -1
Uy, A (BFE) 8ne1,0 _po_+ o 4Bnet ner] 2y mole o) F(g .%)

1

CONTRACTION DE SO_(1, n+1) VERS R ®80_(1,n).

Nous renvoyons au chap. I pour le détail. Nous écrivons

SOO(1, n+1) =J &V ou J est le stabilisateur de € 1 et V est 1'ensemble

des éléments de 800(1,r1+1) dont la matrice est, dans la base

(eo,e1,...,en+1). .
o)
X
1
P = 0 X .
xo,x1,...,xn n
X b -X 0
o 1 n

On identifie V a Rp+1.

L'espace V est stable par AdJ, et 1'action de J sur V est l'action
+ . L s . i ae
standard de J sur R" ! ce qul permet de définir un prodult semi-direct

de V et de J que nous notons V® J et qui s'identifie au groupe de

Poincaré généralisé de RP+1
Rp+1C)SOO(1,11+1), il s'agira du groupe V ® J précédent.

. Désormais, lorsque nous parlerons de

On définit pour tout r > 0 1'application T de VO J dans G par
ﬂr(V,h) = exp, rv.h (v €V, h €H

13



1

REALTSATION DES REPRESENTATIONS DE R™ ' @ SOO(1,n) SUR

+ —
H (RESP. H ).
P P

4.1. Les hyperbololdes HP dont il a été question en II [z} peuvent

- v ae “ . n+1 .
etre réalisés comme sous—-variétés de V=~ R

Les nappes d'hyper-
boloides H; (resp. H;) sont les orbites de pf (resp. -pfo) et le
stabilisateur de tpfo est M., Par application de la méthode de Mackey,
on obtient une familleAde représentations pi’u , associées a l'orbite
Hg et a 1'élément u € M, en prenant la mesure dmp sur Hg invariante

par 1'action de J.

< s . € .
Il nous reste a préciser des sections sur H_ pour l'action de J.

+ . .
Sur Hp , nous choisissons naturellement 1'application § }— G(%).

Sur H; , nous prenons 1'application & }—— 61(5) = wo ( wE ) w
VS _
[I1 faut que 01( > ) ( pfo) =£Z].
4.2. Les représentations s'écrivent alors : (Cf. G. Arsac [1]).
+ _ iB(v,&) -1 £ (-1 -1 N 2 .+
0 m,u(v,h)g(g) = e u(0(h of 5 )) Deg(h L&) ot g €L (Hp,Vu)

et (v,h) E VO H ,

- _ JiB(v,E) -1 £y -1 . 2, -
0, Vome®) =e u(®, (h 61(5)) Jg(h ".E) ol g € L (HP,VU)

[ol 6 est 1'application définie par : h O(h.fo)ﬁ(b)

o,(~hf )6, (h)]
1 o’ 1

et 61 1'application définie par : h

CONTRACTION DES REPRESENTATIONS Uu e
s

Toute application f de Hp dans un espace vectoriel s'écrit de

. . + - - ~
maniere unique f = f + f avec supp. £« H; et supp. £ < Hp .

14



THEOREME. - Soit f € L2(Hp ,Vu), continue. Alors :

. _ + + - -
. }-*lmo Uu _B 4 Tfr(V,h)f(g_,) = pp’u(V,h)f (g) +Qp’u1(V,h)f (E)
> or

ou h€eJ, v e€EV.

(u1 est la représentation de M définie par : u1(m) = u(wmw)).
[On vérifie que wmw € M pour tout m € M].

La 1limite est une limite simple presque partout, uniforme
sur tout compact de V ©J.

PREUVE.

a) Pour tout h¢ H, on a :

_ .t + - _
Uu,—B o m (0,h)£(E) = pp,u(O,h)f (&) + pp’u1(0,h)f (£)
r

(On le voit en comparant les formules, du fait que ﬂr(O,h) = h).

Posons

f1 = Uu,A(h)f .

Alors , on vérifie que f: = p;’u(O,h)f+ et que f; = p;,u (0,h)f .

On a (v,h) = (v,1d)(0,h).

Remarquons aussi que ﬂr(v,h) = Wr(v,Id)ﬂr(O,h). On peut
vérifier que si f est continue, f1 1'est aussi. Pour cela il suffit de
regarder 1'expression de f1, et d'utiliser le fait que 1'application

E—— 6(h OE) est continue pour tout h € H (Ce ne serait pas vrai

pour tout h de G).

On a :

u > oﬂf(v,Id)f1(E) =

r L
S, > SRR PV S R -1
g L+ +g u|m| 6(g .Og) £,(g .8).

Bn+1,0p  En+1,17p

n+1,n+1

Dans cette écriture, g = exp(rv). Pour r suffisamment petit,
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g = RN ’ + ofr,llvll) dI Il est 1a norme euclidienne

n+i
SR sur R~ )

. . -1 -1
On peut montrer que pour g = exp rv, l'application r F—— 8(g Og)

. . ~ -1 -1 . .
est encore continue. On a alors 1lim ul[m[6(g OE) 1] = 1d, ceci uni-
r—o

formément sur tout compact par rapport a v.

De plus, on a, comme f, est continue

1

lim f1(exp rv.§) = f1(€),
r »> 0

ceci uniformément sur tout compact par rapport a v.

Enfin, on a

n_.p
-=+1i
go g1 2 r
lim —+ —t ...t
S En+1,0p " Bn+1,17p B+t ,n+ )
S &
£ £1 5 +i
= lim [1 + rv -2 - TV, — = ... - rvn—E +o (r, Hvll)\
o op P P
- o1B(v,8)
Cette limite est uniforme sur tout compact.
Donc
lin g e (105, @) = P8¢ @)
u,— = . . N
r _ elB(v’g)f:(E) . elB(V,g)f1(g)
Compte tenu de ceci, on en déduit que
. + + - -
1im IL _lZO ﬂr(v,Id)f1(£) = pp’u(v,Id)f1(€) + pp,u(v,Id)f1(E).
b
T

Enfin, en remplacant f1 par sa valeur, on obtient le théoréme.

C.Q.F.D.
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III - ORBITES DE LA REPRESENTATION COADJOINTE DE SOO(1 ,n).

Dans cette partie, nous allons paramétrer les orbites de la
représentation coadjointe de 800(1,n) en donnant un élément parti-
culier de chaque orbite. Du fait que SOO(i,n) est semi-simple, on
raméne le probléme a la recherche des orbites de la représentation
adjointe de 500(1,n) [CEf. 1.3,ci~dessous]. On plonge alors SOO(1,n)
dans SU(1,n). On diagonalise (dans SU(1,n)) quand c'est possible,
les éléments de SO (1,n). Les éléments réguliers donnent des types
d'orbites correspondant aux classes de conjugaison de sous-algeébres
de Cartan de SOO(1,n). Les éléments non diagonalisables donnent des

orbites exceptionnelles.

[:] REPRESENTATION ADJOINTE, REPRESENTATION COADJOINTE D'UN GROUPE
DE LIE. (Cf. WARNER [7]),

1.1. Représentation adjointe.

Nous la définissons ici dans le cas ou G et un sous—groupe
fermé de GL(V), V étant un espace vectoriel réel ou complexe, et ol
G < L(V) est son algébre de Lie. C'est 1'application Ad de G dans
GL(G) définie par : Ad(g)(u) = gug—1 (ot u € G, g € G).

1.2, Représentation coadjointe.

C'est 1'application CoAd de G dans GL(Q*) définie par la

relation :

< CoAd(g) (x),y > = < x,ad(g Ny > .

(g* est 1'espace dual de G ; x € E* , YEG, g€ G ; <, > repré-

sente la dualité entre G et g*).

1.3, Cas ou G est un groupe de Lie semi-simple.

On peut alors identifier G et.g* au moyen de la forme de

Killing de G (notée K), qui est non dégénérée.

Si x € G, on appelle £(x) 1'élément de_g* tel que pour tout

y € G, on ait : < £(x),y > = K(x,y). L'application £ est un isomor-
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4

phisme de_gsnngg*. On sait d'autre part que quel que soit 1'élément
g de G, l'application Ad(g) conserve la forme K. On obtient succes-—

sivement

< y,CoAd(g) (z) > = <Ad(gWy), 2> = K[Ad(g ) (), (2)]

K(y,Ad(2)2 ' (2))

(Dans cette relation z € gf, y € G).

On en déduit que

11

£ N (Cord(g) (z)) = Adgle™ ()]

Autrement dit, le diagramme suivant est commutatif

o 2

z[ [f,

E* | . E*
CoAdg

L'identification entre G et E% par la forme de Killing nous raméne

donc a la recherche des orbites de la représentation adjointe de G.

ORBITES DE LA REPRESENTATION ADJOINTE DANS LE CAS OU G = SO(n) (n 3 1).

2.1. Nous traitons le cas ou G = SO(n) car nous aurons besoin des
résultats obtenus pour la suite. Notons que le résultat est classi-
que dans ce cas. En effet, il pourrait étre obtenu comme conséquence

des propriétés suivantes

a) Dans un groupe compact, toutes les sous—algebres de

Cartan sont conjuguées,

b) Deux éléments d'une sous—algébre de Cartan sont conjugués
si et seulement si ils sont W~conjugués, W étant le groupe de Weyl

associé a la sous-algebre. (Cf. WARNER [7]).
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2.2,

pour la forme bilinéaire

r?

S0(n) est le groupe des isométries de déterminant 1 de r®
b(x,y)

n N . s o
dans € et b se prolonge de maniere unique a ¢ en une forme

= X,y RPN Xy, - On plonge

hermitienne que 1'on notera encore b. Le groupe SO(n) se plonge

alors canoniquement dans SU(n), groupe des isométries de " pour la

forme b, de déterminant 1.

L'algébre de Lie S0(n)

u € L(RM)

(resp. SU(n)) est 1'ensemble des

(resp. if(@n)) tels que 1l'on ait les deux relations

{ b(u(x),y) = -b(x,u(y))

Tru = 0 .

(La premiére de ces relations

signifie que u est antisymétrique

dans le cas réel, antihermitienne dans le cas complexe).

2.3.

LEMME 1. - SoZt u € SO0(n) et x un vecteur propre de u de valeur

propre associée A. Alors A\ est imaginaire pure (A =

De plus, on peut trouver deux

X

1

PREUVE. - De b(u(x),x) = -b(x,

donc A = -A (Car b(x,x) # 0).

et x, sont orthogonaux

2 1

x, et x, peuvent étre choisis

u(x1) = X'xz et u(xz) = —X‘x1

que x

LEMME 2.
1°)

1
alors V est stable par u (et

Si V est un sous—espace

2°)
R

Sotent (e1,...

- 1
et Xy tels que u(x1) = A X,

,e y et (f,.,..
n 1

. Alors, l'une des deux bases (et une seule) (f1,..

ix', A' € R)J.

vecteurs orthogonaux et unitaires,

— 3!
et u(x2) = =) X, .

u(x)), on déduit Ab(x,x) = —Xb(x,x) et

+ ix1 , on constate

et que b(xz,xz) = b(x1,x1), donc que

En écrivant x = X,

unitaires. De plus, u étant réel, on a

vectoriel de R" stable par u € S0(n),

est un supplémentaive de V).

"fn) deux bases orthonormées de

LE ) et
n

(f1,...,—fn) est l'image de (e1,...,en) par un élément de SO(n).
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. . n ‘s
2.4, On fixe une base orthonormée (e .,en) de R . On considere

TR

les éléments e € S0(n) (2 < 2p < n) définis par

2p-1,2p
eZp—1,2p(e2p—1) - %
€op-1,2p 82p) T €2p-1
eZp—1,2p(ei) =0 (i ¢ {2p-1,2p})
Le sous-espace vectoriel engendré par les éléments e est une

2p—-1,2p
sous—algébre de Cartan J de SO(n). On considére 1l'ensemble T < J des

éléments de J de la forme b2 a €, 4 oo » avec les relations
2<2p<n P “P71,4P
1 = 1 = -+ .
ay > a, ... > Iaql si n = 2q et a >a, > ... > 3 >0 sin-=2q+1

On a alors,

2.5.

THEOREME. =~ Soit O une orbite de la représentation adjointe de SO(n).
Alors 0 N T contient exactement un élément. (Les éléments de T para-

métrisent donc l'ensemble des orbites).

PREUVE. - Soit u un élément de O. En diagonalisant u (considéré comme
élément de SU(n)), on trouve de proche en proche, grdce au lemmes 1

et 2, une base orthonormée (x .,xn) et des réels positifs

120"

A1 Ay e > Xq > 0 tels que u = K1x1’2 + ... 4 Aq X2q-1,2q
{n-1 < 2q < n). Dans cette relation, XZp—1 2p est défini de la méme
maniere que €n-1,2p" D'apreés le lemme 2, 11 existe v € S0(n) tel que
v(e.) = x. (1 <1i<n-1) et tel que v(e ) = ¢x . On a alors les re-
i i n n
lations
ve v—1 = X si 2p<n
2p~1,2p 2p=-1,2p P
et
ve gL £X si 2p =n
2p=1,2p 2p=1,2p P )
Donc,
= '
Ad(v)u A1e1,2 + .+ Xq e2q~1,2q
et
A, A, > ...=2A" >0 si n = 2q+1 (A" =A)
1 2 q d q q
A, = A, = ...>= 1A si n =2 (A" =¢ex)
1 2 q 1 q q
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0 N T contient donc un élément. Cet élément est unique. Pour le
montrer, on raisonne par l'absurde en tenant compte du fait que deux
éléments d'une méme orbite ont les mémes valeurs propres complexes,
et qu'il y a une seule maniére de ranger les modules de celles-ci
dans 1'ordre décroissant. On vérifie d'autre part que si

n = 2q, A1e1’ + ...+

9 Aq eZq—1,2q et A1e R I

1,2 Aquq-1,2q

ne sont pas dans la méme orbite si A # 0 .
4 C.Q.F.D.

ORBITES DE LA REPRESENTATION COADJOINTE DE SO_(1,n).

3.t. (Rappels de notations).

Un élément de ]Rn+1

est Noté X = (X ,X,,.0.,X ).
0 1 L 0 0
On utilisera parfois la notation x = (xO,X), ou X = (X1,...,Xn) € R.

. s n+1 e . Y
On considere sur R la forme bilinéaire non dégénérée

(x|y)

XYy T XYy T e DXy

On a,

(xly) = xy_ - b(X,Y) (CE. III-2.1).

On note SOO(1,n) la composante connexe de 1'identité du groupe des

. +
isométries de Hfl1 pour la forme (| ).

+ +
3.2, On plonge Hgl1 dans (" 1 et (|) se prolonge en une forme her-
o n+1 c ~
mitienne sur ¢ ', notée encore ( | ). De méme, b se prolonge en une
- -
forme hermitienne sur Cn. On a alors (x]y) =Xy, b(X,?)
(x = (xo,z) , v = (yo,g) € ¢n+1). Le groupe SOO(1,n) est donc plongé
. + e
dans SU(1,n), groupe des isométries de " 1 pour la forme hermitienne

(|), de déterminant 1.

L'algebre de Lie de SOO(I,n), notée S0(1,n) (resp. de SU(1,n),
notée SU(1,n) ) est 1'ensemble des u € if(ﬂfﬁ4 ) (resp. §F(Cn+1)) tels
que (u(x)|y) = (-x|u(y)) et tru = 0. Si u € S0(1,n) (resp. (SU(1,n)),
on a donc u' =-u, lorsque u' désigne 1'adjoint d'un endomorphisme de

Hgﬁ1 (resp. @n+1)’ pour la forme (| ).
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On dira qu'un vecteur x est du genre temps si (x|x) > 0. On
dira que x est du genre espace si (x]x) < 0. On dira enfin que x

est du genre lumiére si (x|x) = O.

3.3. On applique la méme technique que pour SO0(n) (Cf. 111-2).
I1 y a plusieurs différences.

a) Si u € S0(1,n), toute valeur propre de u n'est pas
nécessairement imaginaire pure. Plus précisément, on montrera que
toute valeur propre de u est soit réelle, soit imaginaire pure.

De plus, 1'orthogonal d'un sous-espace n'étant plus nécessairement
un supplémentaire de ce sous—-espace (cas d'un vecteur propre de

lumiére), il y aura probléme pour raisonner par récurrence.

b) On trouvera trois sortes d'orbites. Les deux premiéres
correspondent aux éléments semi-simples, et lorsque n est pair,
elles traduisent le fait qu'il y a deux classes de conjugaison de
sous-algeébres de Cartan. La troisiéme correspond aux éléments non

diagonalisables de SOO(1,n).

3.4, Soit u € S0(1,n) ; on étudie les valeurs propres et les
vecteurs propres de u , et spécialement les vecteurs propres de

lumiere, qui nous permettront de classifier les orbites.

LEMME 1. - SZ X est valeur propre complexe de u € SO(1,n), alors

A\, =\ et =\ le sont aussi.

PREUVE. — Le fait que A solt valeur propre provient de ce que u est
réel.

Si u € SOO(1,n), on a u' =-u (Cf. 3.1). On en déduit suces-
sivement que : det(u - AI) = 0, donc det(u' - AI) = 0 et det(-u - AI) = 0.
Cette derniere égalité nous montre que -\ est aussi valeur propre de u.
Enfin, en combinant les deux résultats précédents, on voit que

-\ = (=\) est aussi valeur propre.
C.Q.F.D.
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LEMME 2. - Il n'existe aucun sous—espace totalement isotrope de
s . + . . .
dimension 2 dans Q" 1 (dimension 2 complexe) ou dans B (dimen-

ston 2 réelle).

PREUVE. - (Pour le cas complexe). Dans 1'hypothése contraire, on

) - -
pourrait trouver (XO,X) et (yO,Y) tels que

(D Xy, = b(X,Y) =0 ,
(11) xo§o - &, =0,
(111) yo§o - b(Y,Y) =0 .

D'aprés ces trois égalités, on constate que |b(§,?)|2 = b(?,f)b(?,?).
Donc, il existe oo € € tel que X = of. On en déduit, a 1'aide des
égalités (I), (II) et (III) que X, = oy, donc que (xo,i) = a(yo,?).

D'ou le résultat.

Le cas réel se traite de manieére identique.

Avant de continuer, remarquons que tous les éléments d'une
orbite ont les mémes valeurs propres avec la méme multiplicité, et
ont le méme nombre de vecteurs propres du genre temps, espace ou

lumiére.

LEMME 3. - Soit u € S0(1,n).

a) S7 x est vecteur propre non isotrope, de valeur propre
associée X, alors A € iR. De plus, si u posséde un vecteur propre
x du genre temps ((x|x) > 0), alors la valeur propre associée est

nécessairement 0 et l'on peut choisir x réel.

b)  SZ u posséde un vecteur propre x du genre lumiére, la

valeur propre associée est réelle. On peut alors choisir x réel.

PREUVE.
a) Si x est vecteur propre non isotrope, de la relation
(u(x)|x) = -(x]u(x)), on déduit A(x|x) = -A(x|x) et donc A = -).

Ainsi A € iR. Si 1'on suppose de plus (x|x) > 0, en écrivant
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x =x, +1ix, (x, € HJH4 , X, € Hgﬁ4 ) et u(x) =ix'x (A\' € R),

1 2 1 2
on obtient les relations u(x1) =—A'x2 et U(XZ) = k'x1. Si A' n'était
pas nul, & 1'aide de la relation (u(x)|y) = -(x|u(y)), on obtiendrait :

(x1lx2) =0 et (x1|x1) = (lexz). Du fait que (x|x) = (x1|x1) + (lexz)

est positif, on aurait donc deux vecteurs de lumiére orthogonaux x, et

Xy, Ce qui est absurde, lasignature de (\ ) étant (+,-,—- ...). Clest
donc que A' = 0, ce qui démontre la seconde partie de a).

b) Si x est vecteur propre de genre lumiére pour la valeur
propre A, x est vecteur propre pour la valeur propre X [six = Xy * ixz,
on pose x = X, - ixz]. On a alors (x|u(x)) = -(u(x)|x), d'ou
A(x!g) = —A(xlg). Si 1'on a (x|;) # 0, on en déduit que A = 0 et alors,
on peut choisir x réel (car u(x1 + ixz) = 0 entraine que

u(x1) = 0 et u(XZ) = 0). Si 1'on a (x|x) = 0, alors x et x sont coli-
néaires, sinon, ils engendreralent un sous—espace totalement isotrope de
dimension 2, ce qui est impossible d'aprés le lemme 2 de 3.3. Mais alors
x et x ont la méme valeur propre associée et donc A = i, d'ou A € R.

On peut donc a nouveau choisir x réel [u(x, + iXZ) = )\(x1 + ixz) entraine

1

que u(x1) = Ax, et u(xz) = sz] . Cecl termine la démonstration de la

1
partie b) du lemme.

3.5. Classification des orbites.

Nous allons préciser la classification des orbites par le théoreme

suivant.

THEOREME . - SoZt u € S0(1,n). On a une et une seule des trois possi-—

bilités sutvantes

(A)  L'application u posséde un vecteur propre réel du genre temps

(valeur propre associée nulle).

(B)  L'application u posséde deux vecteurs propres de lumidre associés

respectivement @ A et ¢ -A (A€ R, X+ 0).

(C) L'application u posséde une unique direction propre du genre

lumiere, qui est alors associée a A = O.
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Avant de démontrer le théoréme, remarquons que si un élément
u est dans 1'un des cas (A), (B) ou (C), tout élément de l'orbite

de u est dans le méme cas. On peut donc poser la définition suivante.

DEFINITION. - On dit qu'un orbite est de type A (resp. B, C) si
n'importe lequel de ses éléments est dans le cas (A) (resp. (B), (C))

du théoréme.

DEMONSTRATION DU THEOREME .

a) Montrons d'abord que les trois cas exposés recouvrent la
totalité des cas possibles. On a forcément un vecteur propre du genre
lumiére ou temps. Dans le cas contraire, en réemployant la technique
utilisée pour S0(n), on construirait une suite de sous-espace réels
orthogonaux de dimension 1 ou 2, stables par u, et ou la restriction
de (l ) serait définie négative. On en déduirait que (I ) est définie
négative, ce qul est absurde.

Si u posséde un vecteur propre du genre temps, on est dans le
cas (A) [X = 0 d'aprés le lemme 3]. Si u posséde un vecteur propre
du genre lumiére associé a une valeur propre A € R non nulle, on est
dans le cas (B). En effet, si y est un vecteur propre de valeur associée
-\, vy est forcément du genre lumiere d'apres le a) du lemme 3. Enfin,
si u possede une direction propre (réelle) du genre lumiére pour la
valeur propre O, on est dans le cas (C) si cette direction est 1'uni-
que direction propre pour la valeur propre 0. Dans le cas contraire,
si ]Rx1 et IRx2 sont deux telles directions distinctes, ]Rx1 + le2
posséde un vecteur du genre temps et on est dans le cas (A). [Compte
tenu de (x1[x2) # 0 (lemme 2), 1'une des deux directions]R(x1 + XZ)

ou ]R(x1 - XZ) est du genre temps].
Ceci achéve la démonstration de la premiére partie du théoreme.

b) Montrons maintenant que les trois cas (A), (B), (C)

s'excluent deux a deux.

Tout d'abord, le cas (B) exclut les cas (A) et (C) car si x et
y sont des vecteurs propres de lumiére pour les valeurs propres A et

-\ respectivement, comme (xly) # 0 (lemme 2), la restriction de (! )
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au sous—espace Rx + Ry est non dégénérée et de signature (+,-)

[en effet (x+y|x+y), (x-y | x~y) sont non nuls et opposés]. La res-
triction de (| ) a 1'orthogonal de ce sous-espace est donc définie
négative et les vecteurs propres complexes restants sont du genre

espace, ce qui exclut les cas (A) ou (C).

Montrons ensuite que le cas (A) exclut le cas (C), ce qui
achévera la démonstration.
Si a est un vecteur du genre temps tel que u(a) = 0, et si x
est vecteur propre du genre lumiére pour la valeur propre A,
(u(x)]|a) = A(x|a) = 0 et donc A = 0 [car (x|a) # 0]. Alors
(ala)

a - X est aussl vecteur propre du genre lumiére pour la
FICIO prop 8 P
valeur propre O, ce qui exclut le cas (C) ou l'on a une unique

direction propre du genre lumieére.
C.Q.F.D.

Dans la suite, nous allons chercher un élément particulier
de chaque orbite. Pour cela, nous décomposons R?+1 en sous-—espaces,
orthogonaux stables par un élément u de SO(1,n) donné [comme dans
le cas de SO(n)]. Le seul cas difficile est le cas (C). Le lemme

sulvant traite ce cas.

3.6.

LEMME 4. - Supposons que u soit de type (C). Soit u un vecteur de
lumiére réel tel que u(x) = 0. Il existe un sous—espace H de dimen—
ston 3, ol la restriction de (|) est de signature (+,-,-), qui
contient x, et qui est stable par u. L'application uly posséde Rx

comme unique direction propre.

PREUVE.

(I) Les directions propres complexes de u autres que Rx sont du

genre espace.

(Sinon, on retomberait dans le cas (A)). Chaque fois que l'on
a une telle direction, on peut trouver un sous—espace de dimension 1

ou 2,stable par u,et ot (| ) est définie négative. Plus précisément

(a) 81 u(z)

1Az avec z = X, ¥ ix2 et A # 0, on prend

(b) Si u(y) = 0 avec (y|y) <O, on prend Ry .
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(1I1) Le vecteur x est toujours dans 1'orthogonal [qui est aussi

un supplémentaire], d'un tel sous-espace.

Dans le cas (I)(a), ceci ce voit aisément car YRy +Rx
1 2

est bijective et 1'on utilise la relation (u(x)|t) = —(x|u(t)).
Dans le cas (I)(b), si 1'on n'avait pas ylx , alors y - 2(§:i§ x

serait un vecteur propre de lumiére pour A = 0, ce qui est impossible.

Compte tenu des propriétés (I) et (II) ci-dessus, 1l existe

n+1 N .
donc un sous-espace H de R contenant x, ol ( I) est de signature

(+,-,-,...), stable par u, et tel que x soit 1'unique vecteur propre

de 1'application Uly -

Montrons que H est de dimension 3.

Dans la suite du raisonnement, on appellera orthogonal d'un
sous—espace son orthogonal dans H. Nous allons raisonner par 1'absurde.

On voit facilement que la dimension de H est au moins égale a 3.

Supposons dim H >» 4. Posons dim H = p+1 ; alors p > 3. Nous
allons construire une direction propre de 1'application Uy autre

que Rx, ce qui sera contradictoire.

En considérant une base orthonormée de H (fo,...,fp)
[b(f ,£) =1 b(f.,f.) = -1 si 1 # 1] on écrit
o’ o 1’71 1 9
x=xf +xf, + ... +xf . Onposex =xf etx =xf +...+x f .
0o o 171 PP oo 11 PP
On a les relations x = x| + x° et (x1]x1) > 0, (x2|x2) < 0, (x1|x2) = 0,
(x1[x1) = —(lexz). On considere le sous-espace W = (IRX1 + ]{xz)l.

C'est un sous—espace de dimension p-1, donc au moins de dimension 2.

De plus, la signature de la restriction de (|) a Bix1 + Bixz étant
(+,-), la restriction de (| ) & W est définie négative. Le sous-espace x
est alors la somme directe Rx & W. Comme x est vecteur propre, ce
sous—espace est stable par u. On peut donc trouver une forme linéaire «
sur W et un endomorphisme h de W tel que pour tout z € W, on ait

u(z) = a(z)x + h(z). On vérifie immédiatement la relation

(h(z)lz') = -(z|h(z')) valable pour tout z de W. L'application h appar-
tient donc a 1'algébre de Lie SO(p—1) du groupe O(p-1) des isométries
de W pour la forme (| ). Si 1'application h est nulle, comme il existe
z € W tel que 0(z) = 0, z est vecteur propre de u, contrairement a

notre hypothese. Si h n'est pas nulle, il existe un vecteur propre
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complexe de h, w € W ® € , associé a la valeur propre non nulle A.

o(w . .
Alors, w +-—£xl % est vecteur propre de u, ce qul contredit

1'hypothése. Donc on ne peut avoir dim W > 2, et donc dim H = 3.
C.Q.F.D.
Le lemme suivant précise la structure de Uiy lorsque 1l'on est

dans les conditions du lemme 4.

LEMME 5. - Soit H un espace quadratique de dimension 3 et de signa-—

ture (+,-,-). On considére le groupe SOO(1,2) et L'algébre de Lie

S0(1,2) associés & H. Soit u un élément de SOO(1,2) ayant une di-

rection propre isotrope unique. Sotit (eo’e1’e2) une base orthonormée
= = = I 1378 H

de H ((eoleo) 1 (e1|e1) (ezlez) 1) et ie L'élément ayant pour

matrice dans (eo’e1’e2)

0 0
( € 0 -c ) (¢ = +1)
0 £ 0

Alors u est conjugué par Ll'action de SOO(1,2) a un et un seul des

éléments je'

PREUVE. - Soit x le vecteur propre isotrope (valeur propre 0). Il

existe v € SOO(1,2) tel que v(x) = €(eO + ez). En remplacant u par

vuv = qul est dans la méme orbite, an peut supposer que x = £le + e,).
En appliquant plusieurs fois la relation (u(x)ly) = -=(x|u(y)), on

trouve que la matrice de u dans la base (eo,e ,e2) est nécessairement

1

de 1la forme

0 o 0
< o 0 -0 >
0 o 0

on a
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0 eta 0
Adwt(u) = ( eta 0 -e‘a ) R

0 e o 0

donc 1'un des deux éléments jgest bien dans 1'orbite de u. Il y en
un seul, car si un élément
0 a b

< a 0 =-c > (matrice dans la base (eo,e1,e2)
b +c 0
est dans 1'orbite d'un élément jg, on voit aisément que ¢ ne peut
s'annuler. (Sinon, il y aurait un vecteur propre du genre espace

pour la valeur propre 0).

Le groupe 800(1,2) étant connexe, le signe de c est donc
constant sur une orbite. Les éléments j 4 et j_y sont donc sur
deux orbites distinctes.

C.Q.F.D.

PARAMETRISATION DES ORBITES.

4.1. La base (ei j), avec 0 < 1< 3<n de SOO(1,n) est définie
H] ———
de la maniere suivante
.oL.lel) = e. . .(e,) =€, e. = .= - 1 1 > .
el’J(el) eJ , el’J(eJ) €. e (eo 1, €; 1 s11i>0)

4.2, Le sous-espace engendré par les éléments €2p, 2p+1 (0 < 2p < n)
est une sous-algébre de Cartan non compacte. On note T% 1'ensemble

des éléments u € SOO(1,n) qui s'écrivent

u=ae + a.e + avec n-1 < 2q+1 < n ,

.+
0 0,1 12,3 7 - 2q4%2q,2q+1

avec les conditions suilvantes
a_ > 0; sin=2¢: a >a,...> Iaql H

sin = 2q+t : a1 > a, Z . & aq > 0‘.

- Le sous-espace engendré par les éléments e ot 2<2p<n

2p-1,2p ’
est une sous—algébre commutative compacte. En particulier, si n est pair,

c'est une sous—algébre de Cartan compacte. On note T 1'ensemble des

u € §90(1,n) qui s'écrivent
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= + — 2
u a1e1’2 + a12e3’4 aqEZq-1,2q ou n-1<2g<n
et
a > a > >lalsi n=2q ; a >a > >a, >0 si n
q q-1 1 q q-1 1
- So1it ] = eo’1 + e1’2

Soit T, 1'ensemble desu € §90(1,n) qui s'écrivent : (n > 2).

u =73 + <'11133,4 + ...+ aq—1e2q-1,2q

avec les conditions suivantes

n-3 < 2¢g < n-2 et > ...»>a, >0 si n=2qg+t;

aq—1 1
si n=2q : a1 > o.o>lal .

- Si n =2, on pose TO = {+j}

+ - V. .. N
Les ensembles TO,T ,T sont évidemment disjoints deux a deux.

+ — g
Nous allons montrer que TO UT U T parametre 1l'ensemble des orbites.

4.3, Le principal résultat de notre étude est le théoreme suivant.

THEOREME. - Tout orbite O coupe ['ensemble VU T U TO en un élément

exactement, noté p(0).

- S 0 est du type (A) (Cf. 3.5), p(0) appartient & T .
- S 0 est du type (B),l'élément p(0) appartient d ™.
- 57 0 est du type (C),1l'élément p(0) appartient d T,

PREUVE. - Nous allons d'abord montrer 1l'existence de p(0), puls son

unicité.

Existence.

a) On suppose O du type (A). Soit u un élément de O.

Soit I{xo la direction propre du genre espace «xofxo) =1)

de 1'application u. En remplacant au besoin X, par =x_, il existe
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1 .
v € 800(1,n) tel que v(eo) =X - En remplagant u par vuv = qui est
dans la méme orbite, on se ramene au cas ou le vecteur propre de
. 1
lumiere est e, Le sous—espace e, = Re, + ... + H{en est stable

1

par u et la restriction de u & ce sous—espace est un élément de
S0(n). D'aprés 1'étude faite pour SO(n), il existe donc dans 1l'orbite,

pour 1l'action de SO0(n), de ulel un élément qui s'écrit
)

11,2 T 3% 3 F or0 T 30800 2q41 0
4

2
en 4.2 dans la définition de T~. Comme u o st nul, on voit que
o
1'é1lément ci-dessus est dans 1'orbite de u pour la représentation

a avec les conditions indiquées

adjointe de SOO(I,n), et donc que cette orbite contient un élément

de T .

b) On suppose 1'orbite O de type (B) et soit u un élément
de 0. D'aprés le b) de la démonstration du théoréme III-3.5, il

existe deux vecteurs x et x, tels que u(x ) = A x, et u(x,) = -A x ,
o 0 o1 1 oo

1

ol KO est 1'unique valeur propre réelle positive de u. On peut trou-

ver v € SOO(1,n) tel que v(eo) = x_ et v(e1) = x, (en changeant au

besoin X, en -x et x, en —x1). On peut donc, sans changer d'orbite,

supposer Ao positif et u(eo) = X0e1 s u(e1) = -Aoeo. On peut donc

écrire u =) e . En considérant alors la restriction

|B{e +Re
o 1

de u a 1'orthogonal du sous—espace engendré par e ete qui est

1 3
E{ez + Hie3 + ...+ I{en , et en utilisant les résultats sur SO(n-1)
comme en a), on voit qu'il existe dans 1'orbite de u un élément de

+
1'ensemble T .

c) Si l'orbite 0 est de type (C), il existe un sous—espace
stable par 1'élément u ot (| ) est de signature (+,-,-). On montre
aisément que 800(1,n) agit transitivement sur de tels sous-espaces,
et donc, que sans changer d'orbite, on peut supposer le sous-espace

Bieo + H{e1 + Biez stable par u.

- Sin =2, conformément au lemme 5, on voit que u est dans

1'orbite de j€ pour € = *1,
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- Si n > 2, en appliquant au besoin Adv, ol v est 1l'applica-

. + + .
tion de Hfl1 dans R" ! dont la matrice dans la base (eo,...,en)

( 1_1“1 ) -

est

ul]Re1+]Re2+]Re3 Iy -

on peut supposer que

Fn utilisant les résultats sur SO(n-2), on montre alors qu'il

existe dans 1'orbite de u un élément de T .
C.Q.F.D.

Unicité.
Il suffit évidemment de montrer que deux éléments de TO

+ - ~ ~ .
(resp. T ,T ) ne peuvent etre dans la méme orbite.

a) Soient deux éléments de T+, u et v, qui sont dans la
méme orbite. Alors, i1l existe w € SOO(1,n) tel que u = wvw_1. On
constate alors que u et v ont les mémes valeurs propres complexes
avec la méme multiplicité, et en particulier les mémes valeurs
propres réelles. L'éléments w de 800(1,n) stabilise donc le sous-

espace I{eo-fﬂie Du fait que 800(1,1) est commutatif on en déduit

T

que u Hieo‘fﬂie1 = V]Bieg-*]?e1' De plus w stabilise le sous—espace
H{ez + ...t B(en. D'apres les résultats obtenus sur SO(n-1) et
. . Voo
compte tenu de la maniere dont s'écrivent u]ﬂle2+... +]Ren et
V|]Re +...+Re > 0" déduit que uI]Re +...+Re =V]]Re +...+Re_’
2 n 2 n 2 n

Par suite, ona u=v .
C.Q.F.D.

b) Dans le cas de deux éléments de TO ouT , on utilise une

procédure analogue.
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IV - DEFORMATION DES ORBITES DE 500(1, n+1) VERS LES

ORBITES DE RM*!

C)SOO(1,n).

L'objet de cette partie est de montrer que 1'on peut appro-
cher, en un sens que nous préciserons , les orbites de la représenta-
tion coadjointe de Rp+1C)SOO(1,n) par les orbites de la représentation
coadjointe de SOO(1,n+1). En fait, nous établissons ce résultat dans la
situation plus générale exposée en I, c'est—a~dire lorsqu 'on consi-
dére une paire symétrique (G,H) et le contracté V ©H du groupe semi-

simple G.

Pour finir, nous interprétons, par G = 800(1,n+1) et H = SOO(1,n),

les résultats en termes de représentations.

GENERALITES ET NOTATIONS.

1.1, Soit V ® H un groupe, produit semi-direct des groupes V et H, ou V,
abélien distingué, est un espace vectoriel réel de dimension finie et H
opére linéairement sur V. L'algébre de Lie du groupe V©® H s'identifie,

en tant qu'espace vectoriel, au produit V x H des algébres de Lie de V et
H, ou encore a V x H (car on peut identifier V 4 V en tant qu'espaces

vectoriels). L'espace (V X.E)* s'identifie a v* X_E*.

Sik €EvFetxE€ H, on note X .k 1'élément de v¥ tel que pour
tout x de V, on ait la relation < x,X.k > =< X_1 . x,k >. Lorsqu'on

~

identifie V, groupe dual de V, & V¥, ceci représente 1'action de Mackey de
H sur V¥,

1.2, Si le groupe V ©H est le contracté du groupe G (Cf. Chap. I),
on peut identifier, en tant qu'espaces vectoriels, G et V O H, donc G
et V x H. Nous noterons donc les éléments de G sous la forme (a,A)
(a € V, A € H), et ceux de g* sous la forme (k,K) (k € V¥, K € gf).

Sauf indication contraire, les crochets seront pris dans G.

ORBITES DE LA REPRESENTATION COADJOINTE DANS LE CAS D'UN PRODUIT
SEMI-DIRECT V O H .

Nous nous placons dans les hypotheéses de 1.1 (indépendamment

de 1.2).
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2.1, La représentation coadjointe du groupe V ©® H est 1'application

de V © H dans GL((V® H)*) = GL(V* x E*) définie par
< (a,A), CoAd(x,X)(k,K) > =< a,X.k >+ < A.x,X.k >+ < A,CoAdH(X)(K) > .

Dans cette relation

(x,X) €V OH, (a,A) €V x H, (k,K) € V¥ x &
De plus, CoAdH désigne la représentation coadjointe du groupe H et est

donc une application de H dans GL(E%).

2.2, Rappelons maintenant comment sont caractérisées les orbites de
la représentation coadjointe du groupe V ® H (que nous appellerons
aussi les V © H-orbites). Une V® H-orbite est une sous-varidété de

v¥ x E*, dont la projection sur V¥ est une orbite O' pour 1'action de
Mackey de H sur V*. Pour déterminer totalement cette V® H~ orbite,

il suffit de choisir k € 0', puis une orbite { de la coadjointe de H o,
stabilisateur de k dans H. Pour qu'un élément de V¥ x E% s'écrivant

sous la forme (k,K) appartienne a O il faut et il suffit que q(K)

k,Q
(ol q est la projection canonique de H¥

. %k 1 S
sur _Ek , c'est-a-dire la

restriction) appartienne a Q.

Soit maintenant un élément k1 = X.k de 0' (X € H). Pour que

k,?
un élément K de E% tel que 1'élément (k,K) appartienne a O

1'é1ément (k1,K1) appartienne a 0 i1 faut et i1 suffit qu'il existe

K, et que

1'on ait la relation

K, = CoAdH(X)(K)

2.3. Nous notons 0(k,K) la V ® H- orbite de 1'élément (k,K) de v x E*.
Le paralleéle entre la description des orbites et la méthode de
Mackey est immédiat : Si O est une orbite (Cf. 2.2), l'orbite 2 de la

k,Q

coadjointe de H, détermine, sous certaines conditions, une représentation

k
du groupe H, . I1 est donc possible d'envisager la méthode des orbites
comme une combinaison de la méthode de Mackey et de la méthode des orbites

appliquée au groupe H . (Cf. Rawnsley [5]).
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APPROXIMATIONS DES ORBITES DE V ® H PAR LES ORBITES DE G.

Les éléments de VO H s'écrivant sous forme de couples
(x,X), 1'élément CoAd(x,X) désigne 1'image de (x,X) par la représen-—
tation coadjointe de V ® H, alors que 1'élément CoAdY désigne

1'image de 1'élément Y de G par la représentation coadjointe de G.

Nous nous plagons dans les hypothéses et notations du

Chapitre I et du du présent chapitre.

3.1. Les sous-variétés Or(k,K).

Considérons une V® H-orbite O et un élément particulier
(k,K) de cette orbite. A tout réel positif r, nous associons une
sous-variété Or(k,K) de la maniére suivante : Nous appelons O;(k,K)
la G-orbite (orbite par la représentation coadjointe de G) de
[t(dnr)]_1(k,K). L'ensemble Or(k,K) est 1'image de cette orbite par
1'application t(dnr). (Remarquons que Or(k,K) dépend effectivement

du choix de 1'élément (k,K)).

Dans la suite, nous allons montrer que lorsque r tend
vers 0, les sous—variétés Or(k,K) réalisent une approximation ponc-
tuelle de 1'orbite 0, c'est-a-dire que pour chaque point M de 0, il
existe une suite M_ de points de Or(k,K) qui converge vers M. Nous
dirons que les sous-variétés Or(k,K) "ont pour limite" 1'orbite O.
Naturellement, les sous-variétés Or(k,K) peuvent avoir pour limite
la réunion de plusieurs orbites. C'est le cas lorsque

G = SOO(1,n+1) et H = 300(1,n).

3.2. Base et fibres d'une V @ H-orbite.

A tout couple (x,k) de V x V*, on associe 1'élément x Ak

de E* défini par : < A,x A k > = -<A.x,k > . La notation A.x est

justifide par le fait que H opére sur V par la restriction de adG
[AdG et adG sont respectivement les représentations adjointes de

Get de G]. Si A€ Het x €V, on a donc A.x = [A,x].
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La représentation coadjointe de V ®H s'éerit alors

CoAd(x,X) (k,K) = (X.k, COAdH(X)(K) - x A X.k)

((x,X) € VO H, (k,K) € V¥ x H*, (a,A) € V x H)

En particulier, on a les relations

CoAd(x,0) (k,K) (k, K -x A k)

CoAd (0,X) (k,K)

X.k, CoAdH(X)(K))

DEFINITION. - Etant donné un élément (k,K) et 0(k,K) sa VO H-
orbite, nous appelons base de 0(k,K) l'ensemble des éléments de
0(k,K) qui s'éerivent CoAd(0,X)(k,K), (X € H). 57 (k1,K1) appar-~
tient d la base de 0(k,K), nous appelons fibre au-dessus de (k1,K1)
L'ensemble des éléments qui s'éerivent CoAd(x,Id)(k1,K1). Naturel-
lement, les définitions de la fibre et de la base dépendent de

11élément (k,K).

REMARQUE, - La réunion des fibres de 0(k,K) est égale a 1'orbite

toute entiére.

LEMME 1. - Soit un élément (k,K) de v* x E*. Pour tout r > 0, la
base de 0(k,K) est incluse dans 1'ensemble Or(k,K).

PREUVE. - Il suffit de vérifier que le diagramme suivant commute :
v x| > v* x ¥
CoAd (X) -
(X € H)
t t
(dm_) (dm )
vk x H¥ | > V¥ x g*

CoAd(0,X)
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LEMME 2. - Soit (k1,K1) appartenant @ la base de 0(k,K). Alors

Or(k1,K1) = Or(k,K)

PREUVE. - On utilise le méme argument qu'au lemme 1.

3.3. Soit (k,K) un élément de V*X_E* et (t,T) un élément de la

V ®H =~ orbite 0(k,K). Alors,
(t,T) = CoAd (x,X) (k,K) =CoAd(x,Id) oCoAd(O,X)(k,K)==CoAd(x,Id)(k1,K1),

1'é1ément (k1,K1) appartenant a la base de 0(k,K).

PROPOSITION (Notations ci-dessus). ~ Soit (t,T) un élément de 0(k,K).

Considérons la suite de points
M= B(dn ) o CoAd(exp. rx) o (F(dm ) M (k. ,K.)
T T G r 1’1
Alors, pour tout r > 0, Mr € Or(k,K) et 1l'on a,

lim Mr = (t,T) ,
r - o

*XH*)

(pour la topologie de E* ~ V

PREUVE. - Le fait que Mr appartienne a Or(k,K) provient du

lemme 2. Montrons que lim M_ = (£,T) = CoAd(x,O)(k1,K1).
r->o
On a,

t -1 _ a ’
<(a,A),( d"r) (k19K1)>_<_fak >+\A’K1>

1

(a€V, A€H, k €V¥ K € ")

et,

(1) : <(a,A),CoAd(exp rx) o dﬂ;1 (k1 ,K1) > =< Ad(exp - rx) (a,A) ,tdn]—:1

(k-1 ’K1) > *
D'autrepart, si B € G, on a,
2
Ad(exp-rx)B = B + [-rx,B] + 0(x" Il BII )

(Ici, Il Il désigne une norme arbitraire sur G).

37



Maintenant, en supposant que B = (a,A) (a € V, A € H),

on peut écrire

it

Ad(exp -rx) (a,A) (a - rlx,Al, A - r[x,a]) + O(r2)

(a + rA.x, A - r[x,al) + O(rz)

D'aprés (I), on en déduit que
t -
< (a,A),CoAd(exp rX) o dﬁr1(k1,K1)>=<(%+A.x, A-r[x,a]),(k1,K1) >+

vo (2l a,all) .

1
D ou,

< (a,A),Mr>=?<(a-+A-X,A),(k1,K1)>+-O(r)

=<:(a,A),CoAd(x,o)(k1,K1)> + o(r)

On voit alors que,

lim < (a,A),Mr >

< (a,A),CoAd(x,O)(k1,K1) >
r-o

< (a,4),(t,T) > .

N . * . . .

D'ou 1lim Mr = (£,T), (car sur V x E*, de dimension finie, toutes
les topologies compatibles avec la structure d'espace vectoriel sont
équivalentes).

C.Q.F.D.

En conclusion. - On a montré une sorte de convergence ponctuelle

des variétés ér(k,K) vers o (k,K). Mais le théoréme ne dit rien sur
plusieurs points. Ainsi, les variétés or(k,K) et 0 'k,K) ont-elles

méme dimension ? Et est-ce que "toute" la Variété(lr(k,K) converge
vers 0 (k,K). A ces deux questions, on peut en général répondre par

la négative.

Ainsi, si 1'on prend G = SO(3) et H = S0(2), V®H est
isomorphe au groupe M(2) des déplacements du plan. On constate que
1'orbite de (o,K), ol K € SO(2)*, est réduite a un point, alors que
la variété Qr(O,K) est un ellipsoide de dimension 2 qui s'allonge
et a pour limite, quand r » o0, 1'ensemble des points de la forme

(o,H), H € s0(2)*.
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Dans le cas G SOO(1, n+l) et H = SOO(1,n), on verra que

certaines variétés Or(k,K) ont pour limite deux orbites de

R o 50_(1,n).

3.4. REMARQUE. - Soit H' le normalisateur de H dans G. Alors les
sous-espaces H et V de G sont stables par la restriction de la re-
présentation adjointe de G a H'. Par suite, le groupe H' opére sur
les espaces V* et‘E* de la maniére suivante : si k € V¥, K E_E*,

L €HetX€H, les éléments X.k de v¥ et CoAdH(X)(K) sont définis

par les relations
(1 (k) = 66X (W) et (I <CoAdy () (®),L> =<K, X 'LX> .

(La notation CoAd est un abus d'écriture, si X ¢ H. Naturellement,

si X € H, rien n'est changé).

Considérons maintenant 1'orbite T d'un élément (k,K) de
v x E* par l'action de H'. Cette orbite se décompose en une ou
plusieurs orbites par 1'action de H, en particulier, 1'une de ces
orbites est ce que nous avons appelé la base de 0(k,K). Les autres
orbites ne sont pas dans 0(k,K), mais peuvent @tre considérées
comme les bases de V® H- orbites 0O{(w.k, CoAdH(w).K), wE g.Ilestaisé
de vérifier que T est entieérement contenue dans Or(k,K), et que
1'on a donc Or(k,K) = Or(w.k, CoAdH(w).K). Par suite, la "limite"
de Or(k,K) contient toutes les V® H orbites O0(w.k, CoAdH(w).K)
et donc en général plusieurs V ® H~ orbites (autant qu'il y a de
H-orbites dans T). Ceci a lieu dans le cas que nous étudions, ou

G = SOO(1, n+1), H = SOO(1,n) et H' = S0(1,n).

APPLICATIONS AUX REPRESENTATIONS DANS LE CAS G = 500(1 , n+1)
ET H = soo(1,n) (n=1).

4.1, Nous avons déja parlé de la contraction de SOO(1, n+1) sur
IRP+1 O] SOO(1,n) en II—[E]. Pour mémoire, les éléments de
G = SOO(1, n + 1) sont identifiés avec 1leur matrices dans une
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" L - PR .,
base "orthonormée (eo,e1,...,en+1) ((ei]ej) =0sii# 3

(eoleo) =13 (eilei) = -1 81 1i>0). Le groupe H = SOO(1,n) est

alors le stabilisateur du vecteur e dans G. On appelle V le

+1
sous—espace vectoriel des éléments de G dont la matrice s'écrit

. . PR N + .
Bien entendu, on identifie V a IJI1 par 1'application

X p—

X e -X e ce. X €
o o,n+1 171,n+1 n n,n+i

Plus généralement, on pourrait prendre G = SOO(p,q) et

H = SOO(p- 1,9).

4.2, Dans la suite G, H et V désignent respectivement SOO(1, n+1),
+ . . P

SOO(1,n) et R 1 construits comme ci-dessus. Beaucoup de démonstra-

tions seraient encore valables dans un cas plus général. Rappelons

que G posséde une base "canonique" (ei j) (0 < i< 3=<n+l),

b
1'é1ément e. . étant défini par les relations : e. .(e.) = e. ;
1,1 1,] 1 J
€; & [ e, =1 si i=20; €, = -1 sinon] et

it

e. .(e.)
1,1 1]

e: J.(ek) 0 (k¢ {i,j}). Sur G, on peut définir la forme quadra-
b

tique (]) par les relations suivantes (e, .le. .) = €. ;
1,1 1,] 1
(ei jlek E) =0 si (i,j) # (k,£). La forme (|) est,a une constante
9. b

multiplicative prés, la forme de Killing de G. Elle est donc inva-
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riante par AdG et sa restriction a H est naturellement invariante
par AdH (si n > 1, cette restriction est & une constante multipli-
cative prés la forme de Killing de H). Désormais, nous utilise-
rons la forme (|) a la place de la forme de Killing de G, et nous

1'appellerons encore forme de Killing par abus de langage.

Grace a la forme (l), nous identifions G et gf, H et E*

et VOH 2V EH". (Rappelons que du point de vue espaces vectoriels,

G = V ©H. Naturellement, la forme (|) n'est pas invariante par le

crochet de V ® H) .

4.3, Remarquons que la restriction de la forme (1) a V est 1'appli-
. 2 2 2 2 o .
cation (xo,x1,...,xn) oo KOTK Ty T TX 11 s'agit donc pré-

cisément de la forme quadratique conservée par le groupe H lorsqu'il

agit sur V. Aprés identification de V* a V, l'action de Mackey de H

sur V¥ devient 1'action de H sur V.

On sait qu'aprés identification de G et gf, la représentation
CoAd(G) devient la représentation Ad(G).

De méme, la représentation CoAd(V © H) devient une représen-

. * . ,
tation de V ® H dans G, que nous noterons Ad . La représentation

coad(V © H) devient une représentation de V ® H dans G, notée ad*.

LEMME. - Soit (x,X) € VOH ; (k,K)E G ; (b,B) € G.

On a les formules suivantes :

Ad* (x,X) (k,K)

X.k, Ad(X) (K) - [x,X.k]) ()

ad* (b,B) (k,K) = (B.k, [B,K] - [b,k]) (11)

[

(Les crochets sont des crochets dans G).

PREUVE. - On se sert de la formule CoAd(X X)(Z,L)==(X.E,CoAdH(x)L-XI\X.K).
b

Etudions ce que devient la forme linéaire sur H : xAX.f aprés

identification. Par définition, si ® € H : <&, xAL > =< 8(x),L > .
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Soient k et K les éléments de V et H tels que : (.[(k,K)) = (£,L).

On a alors

<o(x),L > = (9(x)1k) = ([¢,x],k) = -(,[x,k])

<o, xAL > = (2lIx,k])

Autrement dit, par identification, x AL devient 1'élément [x,£] de
H et xNX.£ devient [x,X.k]. On montre alors aisément la formule (I).
La formule (I1) est alors obtenue par dérivation (car la dérivation

N - C . . *
commute a l'identification de G et E.). C.Q.F.D.

Remarquons enfin que la représentation adjointe de 1'al-

gébre de Lie G peut s'écrire

ad(b,B) (k,K) = ([b,k] + [B,k], [b,k] + [B,K])

4.4, Stabilisateur d'un élément (k,K) de G pour Eé%'

L'espace tangent a 1la V ® H-orbite de (k,K) est 1'ensem-
ble des (b,B) de G tels que ad*(b,B)(k,K) = 0. Nous allons remplacer
cette condition par des conditions équivalentes sous certaines hypo-
théses.

Le lemme suivant va nous permettre de restreindre les hypo-

théses sur (k,K).

LEMME 1. - Soit un élément (k,K) tel que la restriction de (| ) 4
H, est non dégénérée. Il existe alors dans la Ad*-orbite de (k,K)
un élément (k,K') tel que K'.k = 0.

Montrons tout d'abord que 1'image de 1'application
1
x b [x,k] est l'ensemble_l_ik (orthogonal de~Ek dans H). En effet,

on vérifie que les applications

x b -[x,k] A b Ak

sont adjointes 1'une de 1'autre (pour la forme (|)). Par suite
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1 1
(Ker B) = Ima (car (|) est non dégénérée). Donc Im a =H et
1'assertion ci-dessus est vraie. Ensuite, comme H =-Ek @ H'L

K et que
Ad*(x,Id) (k,K) = (k,K- [x,k]), on peut choisir x tel que

K - [x,k] €H et onale résultat annoncé. C.Q.F.D

Le fait que la restriction de (|) 2 H_ soit non dégénérée
signifie que la forme (|) permet 1'identification de__Ijk é_ﬂ;.

lorsque la restriction de (|) a H, est dégénérée, il faudra trou-

k

' que (]) mette en dualité avec_ﬂi.

ver une sous—algébre Hk

Rappelons que pour le cas qui nous intéresse
(G =50 (1, nt¥1)), on a H = SO0 (1,n-1) si (klk) >0 ,
o k o

H o s0(n) si (klk) <0, H =~ R ® S0(n-1) si (klk) =0

(k # 0), et enfin Ho efSOO(1,n),Pour que la restriction de (I)

é_gk soilt non dégénérée, il faut et il suffit que k ne soit pas

un vecteur isotrope.

REMARQUE 1. — Si 1'on avait pris une décomposition de Cartan
G =f +p la condition du lemme aurait été automatiquement remplie

(puisque (f,f) <0 et (plp) > 0).

REMARQUE 2. - Comme on s'intéresse aux représentations, étudier

e

sant, puisqu'il y a un tel élément sur chaque orbite.

0(k,K), avec K.k = 0 (lorsque (l),. est non dégénérée) est suffi-

LEMME 2. - Soit (k,K) € G tel que la restriction de (1) a H_ soit
non dégénérée et tel que K.k = 0. Alors le stabilisateur de (k,K)

pour ad* est 1'ensemble des (b,B) de G tels que :

(1) [b,k] =0 (11 B €H (111) [B,K] =0 .
(Autrement dit, B est dans le stabilisateur de K par ad’Hk).

PREUVE. - D'aprés la relation (II), de 4.3 (expression de ad*), il
faut que B.k = 0 et [B,K] + [b,k] = 0. On a donc B € H o, et donc
[B,K] € H . Comme [b,k] € Ht, on en tire [B,K] = 0 et [b,k] = 0.

C.Q.F.D.
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4.5. Espace tangent en un point a Or(k,K).

Examinons maintenant ce que deviennent par identification
les variétés O (k K). L'application tdn devient 1'application
dn (k,K) = (rk K) et 1'application dﬁ 1 devient donc 1'application
dn(kK)—( K).

T
La variété O (k,K) est 1° lmage par dn de la variété

O;(k,K) qui est 1' orblte par Ad de (—‘ K). L'espace tangent en
(k,K) a Or(k,K) est donc 1'image par dnr de 1'espace tangent en

(— K) a 0 (k,K). Nous allons étudier ce dernier espace, qui dans
de "bonnes condltlons" est 1'espace tangent a 0(k,K). Sans rempla-
cer une preuve formelle (que nous ne possédons pas dans tous les
cas), le fait que 0(k,K) et Or(k,K) aient méme dimension peut nous
permettre d'envisager 1'approximation des représentations de V® H

provenant de 0(k,K) a 1'aide des représentations de G provenant de
Oé(k,K).

LEMME 1. - Soit (k,K) un élément de G tel que K.k = 0 : C'est un
opérateur sur R**? | Alors (k]k)”2 et —(klk)”2 (racines carrées
complexes) sont valeurs propres de cet opérateur. Lorsque

(klk) # 0, les autres valeurs propres de cet opérateur sont les

valeurs propres de K congidéré comme opérateur sur V.

PREUVE. - Rappelons que (k,K) est représenté par la matrice
d'ordre (n+2)

k
n

k -k ~k 0
o 1 n

On voit par un simple calcul que les vecteurs de ¢n+2 dont les
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coordonnées sont (ko,...,kn ,E(klk)1/2), (e = *1), sont vecteurs
propres pour la valeur propre €(k|k)1/2. Lorsque (klk) # 0,
d'aprés notre étude sur SO(1, n+1) (Cf.III), les vecteurs
propres restants sont dans 1'orthogonal du sous-espace engendré
par les deux vecteurs ci-dessus, et donc en particulier dans

1'orthogonal de (0,...,0,1) et de (ko,k Sk , 0) [orthogonal

R
L. n+2 .
pour la forme hermitienne sur & ]. Par suite ces vecteurs

n+1

s'écrivent (v,0) avec v € R et (vlk) = 0 (en identifiant v

a un élément de V). La condition

k v v
o o o

k v v
n n n

k -k -k 0 0

o 1 n
équivaut alors a K.v = Av .
C.Q.F.D.

PROPOSITION. - Soit (k,K) un élément de G tel que K.k = 0 et tel
que (klk) # 0. Soit A = Sup{IAiI / \; valeur propre de K}. Alors,

1/2
st 0<r< |(kik1 1 , le stabilisateur de (%-,K) pour
la représentation adjointe de G est l'ensemble des couples (\k,B),

ol A € R et B est un élément de H, vérifiant [B,K] = 0.

1/ /2
PREUVE. - On a évidemment K.-% = 0 et les nombres €<% %) 2 > Lkl%l———
sont valeurs propres complexes de 1'élément u = (% ,K) [considéré comme

. +2
opérateur sur R -]

. Le sous-espace engendré par les directions propres
correspondantes est stable par cet opérateur. De plus, il existe des
’kn , 0) =a(,0,...,1) et

1)

réels non nuls o et B tels que u(ko,k

u(0,0,...,1) = B(ko,k

oo
ek » 0, (o= (klk), B

127

1/2 /2
Lorsque r < (kiki i , les valeurs € ikik%——— sont

valeurs propres simples de u. Si v = (b,B) commute avec u, les sous—espaces
propres de u sont stables par v, et par suite, les directions propres de u

sont stables par v , et donc, les directions propres associées aux
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(x]K) /2 L
valeurs € ————— sont directions propres de v. Compte tenu des
T

conditions que doit vérifier v, on trouve que les valeurs propres

1
Skik%~lz-,(y € R). On en

de v associées a ces directions sont €y
déduit V(ko’k1’k2""’kn , 0) = v0.(0,0,...,1) et
v(0,...,1) = YB(kO,...,kn , 0). En exprimant matriciellement ces

conditions dans Rn+2, on trouve que : b = ya k et B.k = 0. Comme

[b ,%] + [B,K] = 0, on en déduit que [B,K] = O. On obtient donc bien
1'ensemble annoncé dans la proposition, dont on vérifie réciproque-—

. e k
ment qu'il est contenu dans le stabilisateur de (;, K).

|Gl | /2 s
COROLLAIRE. - Lorsque 0 <r < r— , les variétés 0(k,K) et
Or(k,K) ont méme dimension.
PREUVE. - Il suffit de montrer que les stabilisateurs de (k,K) pour

ad* et de (% , K) pour ad sont identiques. Compte tenu du lemme 2
de 4.4 et de la proposition de 4.5, il suffit de montrer que [b,k]= 0

implique b = Ak, (A € R). Rappelons—-nous que les applications

vV 2> H et H —§—+ V  sont adjointes 1'une de 1'autre et
x b= [x,k] A - Ak

ont méme rang. Compte tenu du fait que dim ImB = dim ﬂj-dim,ﬁk =n

(si k # 0), on trouve dim Kerda = 1 et donc Kero = R .k.
C.Q.F.D.

REMARQUE. - On aurait pu refaire les mémes démonstrations avec

G = S0(p,q) et H = SO(p-1,q).

4.6. Le fait que 0(k,K) et Or(k,K) (pour r suffisamment petit)
soient de méme dimension est un indice qui laisse penser que les
représentations de V@ H provenant de 0(k,K) peuvent &tre bien
approximées avec celles de G provenant de O;(k,K). Cette interpré-

tation est vérifiéde pour (klk) > 0 comme nous allons le voir.

Soit (k,K) tel que (klk) >0 et K €_Ek. La restriction
de (I) é_gk est non dégénérée et K détermine donc un élément de
E: , qui sous certaines conditions, détermine une représentation
u du groupe Hk'
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La représentation de V® H correspondante est la repré-
sentation QL’U construite par la méthode de Mackey associée a
1'orbite de k et a la représentation u du '"petit groupe" Hk' Les
représentations obtenues sont les représentations dites de "masse

réelle'" de V® H.

Si 1'on pose d'autre part Ak = expG(I{.k), il existe un
groupe Nk tel que P = HkAka gsoit un groupe parabolique de G.

L'élément — détermine un caracteére du groupe Ak que 1'on note
i(klk) it(klk)
symboliquement a T (c'est 1'application exp(t.k) l—e o).
La représentation u et le caractére précédent déterminent une repré-
sentation du groupe P, et par suite une représentationllg(klk)
—— L u
H

.. L r
des séries principales de G.

Considérons maintenant 1'élément w de 800(1, n+1) défini par

w(e ) = -e et wle ) = -e 3 w(e.) = e. s8i i<n . L'élément
n n 1 1

1

n+1 n+1

w normalise H (wHw ' < H) et aussi M. Par suite, 1'élément
(w.k, wKw—1) détermine la représentation P k. u¥ de V® H (ot
oty

u(m) = u(wmw_1).

LEMME. - On a la formule, pour £ € chﬁi ,Vu), continue

lim U'

r >0

' + ' -
i (k) . (exp rv.h)f(§) = pk’u(v,k)f (g)-fpwk,uw(v’k)f (£).

r b
Ici,JﬁL est l'hyperboloide de V d'équation (xlx) = (klk).
J?i est la composante connexe de cet hyperboloide contenant k.
in est la composante ne contenant pas k.

St f € ch%i JV) ., £ = £f 4 £, supp £ c;ﬁ: ;  supp f_CZJf; .

PREUVE. - Ceci provient simplement du théoréme de la partie I, par

conjugaisons par un élément X de H' (' normalisateur de H dans G),
k

tel que X'(eo,n+1) = W

Or, si l'on considere la variété Or(k,K), on voit qu'elle
a pour limite O(w.k,wKw_1) U 0(k,K) d'aprés la remarque faite en 3.4.
Autrement dit, sur ce cas, ce que 1'on constate sur les orbites se

retrouve sur les représentations.
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4.7. Cas ou (klk) < 0.

Examinons quelles représentations sont associées a (k,K)

dans V® H et a (%, K) dans G (on suppose toujours K.k = 0). Alors

Hk ~ S0 (1,n-1). Comme la restriction de la forme de Killing de E_é
o
Ek n'est pas dégénérée, K détermine une forme linéaire sur_ﬂk,

donc sous certaines conditions, une représentation u de H, . La re-

"
présentation de V ® H associée est construite par la méthode de
L . . . .
Mackey et notée p (i1 s'agit des représentations de "masse
y K u g P
b

imaginaire" de V ©® H). D'autre part, 1'élément (%—,K) posseéde
k) [1/2 ,
comme valeurs propres les nombres * 1 - et les valeurs

propres de K. En particulier, si K est associé i une orbite de Hk
de type série principale (donc posséde une valeur propre non nulle
réelle), il en est de méme de 1'élément (%, K). Si K est associé
a une orbite de type série discréte (valeurs propres imaginaires
pures ou nulles - Vecteur propre de lumiére associée a A = 0), il

~ k
en est de méme de (;, K).

Dans le cas série principale, on peut espérer une formule

de "contraction'. Mais il faut prendre des valeurs de r telles que

who /2. . o .
” solt un entier. Le fait qu'une des valeurs propres ima-

ginaires tende vers +% veut dire que la représentation du sous-
groupe "M" du groupe parabolique MAN a partir de laquelle-on va
construire 1'induite U' va @tre modifiée, en particulier changer de dimen-—
sion. [En effet ce sont les valeurs propres imaginaires qui déter-
minent la représentation de M]. Contrairement au cas traité en 4.6
((klk) > 0), 1l'univers de la représentation U' va donc &tre
modifié, ce qui rend plus difficile, mais non impossible, la

contraction de cette représentation vers une représentation de VO K.

Pour les orbites de type série discréte, on a sans doute

des problémes analogues.
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4.8, Pour terminer, examinons ce qui se passe lorsque (klk) = 0.

(On suppose n » 2 . Le cas n = 1 se traite aisément).

Le cas échappe au cas général traité dans les paragraphes

n—1

précédents, car Hk =~ R ® SO0(n-1) et la restriction de ({) é-Ek

est dégénérée.

Considérons plus précisément k = e + e
01 o,n+1 n,n+1

identifie V 3 R , k est donc 1'é1ément (1,0,...,0,1). Le stabi-

. Quand on

lisateur de K est 1'ensemble des éléments de H dont la matrice est

2N - =12
1+ 5 Xxm -
A;{) m = t.}_() m - t;
2 2
Il SN IF{)
2 2

(On identifie les éléments de H a des matrices carrées d'ordre n+1).

1

Dans cette relation ¥ € R , m € S0(n-1) et

”;HZ = x? + x% + ... 4 xi_1.Les éléments de 1'algébre de Lie de H,
ont pour matrices
-
0 ' 0
BV = t? m —tV ou V € Rp_1 et m € SO(n-1).
»I R
0 \Y 0
Posons ng = BV,O’ et
-
0 \ 0
n' T ¥ o ty
0o Vv o0
. > n—-1 ' ' '
SOJ_tN={nv|V€]R } et N' ={n v}. Alors N et N' sont

N . . s on—l
deux sous—algebres commutatives de H isomorphes a R .
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Soit
0

M = {(o m 0), m € SO(n-1)}.

0

Alors M ® N et M ® N' sont deux sous-algébres de Lie isomorphes

_ v o N (- -
M e N =5, M@&N B, ou k €y, n+1 en,n+1) .

' . ' rd ’ +
On peut montrer que dans 1'orbite de 1'élément (eo,n+1 enﬂn+1’K)

il existe un élément (e + e K1), avec K1€_§k,. (Les formes

o,n+1 n,n+1’

linéaires sur H_ sont bien cette fois—ci représentées par les élé-

ments delﬁk,).
La recherche du stabilisateur de (k,K1) dans V © H donne
lieu a des calculs laborieux et 1'on ne peut assurer que 0(k,K1)

et Or(k,K1) aient méme dimension.

Pour voir ce qui peut se passer du point de vue des repré-
sentations, prenons le cas n = 3 (on pourrait montrer que ce cas

"représente" bien le cas général). On peut prendre alors,

1
0 a 0 1 0 a 0 =
a 0 +a 0 K a +a 0
(k,K) = 0  -a 0 1 Alors (;, K) = 0 -a 0 1
1 1
1 0 -1 0 — 0 -= 0
T T

. . 2 s e s p
La représentation de R C>SOO(1,2) associée a (k,K) est une repré-
sentation de masse nulle. Le 'petit groupe" associé a 1'élément
k = (1,0,1) est isomorphe a R et 1'élément
0 a 0
K = ( a 0 a>
0 -a 0

, . . a iat . .
détermine le caractere t F——— e de ce petit groupe. Par la
méthode de Mackey, on associe ainsi a (k,K) une représentation de

V® H.

Pour voir quelle représentation de SOO(1,3) est associée

k

a 6;, K), il faut chercher les valeurs propres de 1'élément (%-,K).
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et *i —

On trouve que ces valeurs propres sont I -

et que pour des valeurs de r telles que i soit entier, on

8o
©

a une représentation des séries principales (lorsque a # 0).

Le caractére du groupe "A'" et le caractére du groupe

, p 2a . 2
"M", représentés par \/ - et i\/ 7? tendent donc tous deux

vers +%, On peut espérer une formule de passage a la limite, mais
le probleme reste ouvert. Si a = 0, 1'élément (%, K) reste dans
la méme droite. Diverses raisons nous aménent a penser que la re-—
présentation de R; ® SOO(1,2) correspondant alors a (k,K) se

prolonge a SOO(2,3).
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V - CONTRACTION DE REPRESENTATIONS DE SOO(Z,n) VERS LES

REPRESENTATIONS DE MASSE IMAGINAIRE DE Rn+1 C] 800(1,n).

Eﬂ DECOMPOSITION D'IWASAWA ET CERTAINS SOUS GROUPES DE SOO(Z,n).

1.1. Le groupe G = SOO(Z,n) est la composante connexe du groupe orthogonal
de la forme quadratique Q de signature (+,+,-,...,-) définie pour

2+n 2 2 2 _ 2
X = (X—1’X0’X1"'°’Xn) €R par Q(x) = Xyt X T X . X -

Pour cette forme, la base canonique (e eo,e1,...,en) vérifie

_1’
Q(e_1) = Q(eo) =1 et Q(ei) =-1 lorsque 1 £ 1 £ n . Nous appelons B

la forme bilinéaire associée.

1.2. Le groupe H = SO(1,n) est la partie positive du groupe orthogonal

. + P
de la forme B de signature (+,-,...,~) sur R" 1 définie pour
n+1 2 2 2 .
X = (xo,...,xn) € R par B(x) = XX eee TR Le groupe H possede
deux composantes connexes qui sont le sous-groupe distingué HO = SOO(1,n)

et SO (1,n) (qui n'est pas un sous-groupe). Le groupe H s'identifie a

~

1'ensemble des matrices du groupe SOO(Z,n) de la forme 1 O/) , ou
O'h

h € SOO(1,n). Le groupe H s'identifie 3 1'ensemble des matrices de SOO(Z,n)

de 1'une des formes 1 0 (h € SOO(1,n)) ou((_1 0 (h € SO (1,n))
0 h 0 h

1.3. La décomposition d'Iwasawa de SOO(Z,n) s'écrit :
SOO(Z,n) = KAN .

-~ Le sous-groupe K est l'ensemble des matrices de la forme

ol U € SO(2) , V € SO0(n). Le groupe K est évidemment iscmorphe a
S0(2) x s0(n).

- Le sous-groupe A est le produit direct des groupes A1 et A2, ou

ou A, est l'ensemble des matrices de la forme

1
Cht Sht

1

a = 1

Sht Cht
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et A2 est 1l'ensemble des matrices de la forme

Cht Sht

1 !
/
Sht Cht /

Chacun des groupes A, et A2 est isomorphe & R et le groupe A est

1

donc abélien et isomorphe & RZ .

- Le sous groupe N est le produit semi-direct des groupes N1 et N2

ol N1 est le groupe des matrices de la forme

2 2
nx= X Id —X
e 2 14 x|2
2 2
%
N — 2 2 2
(x = ; , X = (=x X4 "Xn—i) . [xl = x %, xn_1)
n-1

et N, est le groupe des matrices de la forme

2 0 y Id -y 0
2 2
S (S [ ]
y
\ 2 2
N0 0 T/
7
. 2 2 i1
(y = . ,I|y|| = y1+...+yn_2) . Les groupes N1 et N2 sont abéliens
Yn-2

. s o n-1 . (1
et isomorphes a R™ et R respectivement. Le groupe N n'est pas abélien,

mais nilpotent, et son sous groupe N1 est distingué.

D'autre part, le commutant M de A dans K est 1l'ensemble des matrices
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1

1 N
de la forme , ou me€ SO0(n-2).

1
1

1.4. Le commutant du groupe A, est le groupe T des matrices de la forme

1

€

[E;J ol € € {+1,-1} et t est un élément de SO(1,n-1) qui est dans
€

la composante connexe de SO(1,n-1) si € = +1 et qui n'y est pas si ¢ = -1.
Le groupe T est donc isomorphe a SO(1,n-1), et sa composante connexe, TO,

est isomorphe a SOO(1,n-1).

Le stabilisateur du vecteur e_, * e est le groupe NTO , produit

semi~direct des groupes N et TO. Le groupe N1T0, produit semi-direct des

groupes N, et To’ est isomorphe au groupe de Poincaré connexe.

1

1.5. GROUPES PARABOLIQUES

Le groupe PO = MAN est un sous-groupe parabolique minimal du groupe

Le groupe P; = TA,N, est un sous—groupe parabolique maximal du groupe G

11
(remarquons que P0 c P;). Sa composante neutre est le groupe P, = TOA N1.

! 1

Enfin, le groupe P = MA2N2 est un sous—groupe parabolique du groupe

T, (rappelons que ce dernier groupe est isomorphe i SOO(i,n—1)).

SERIES PRINCIPALES DE SOO(Z,n).

2.1. Nous notons a 1'élément a a! du groupe A. (CF. 1.3).
,t t, “t
1272 i 2
Soit A = (A1,A2) un couple de nombres réels. L'application
My i(t1k1+t2A2) i(A1,A2)
at1,t2 —_— e = at1,t2 est un caractére du groupe A.

Soit u une représentation continue unitaire irréductible du groupe M
(on sait qu'en fait, toute représentation continue irréductible du groupe M

est unitarisable). Nous notons Vu 1'espace de cette représentation.
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i
L'application u & Hy définie par la formule man wa, u(m) est une repré-

sentation unitaire de P . Les séries principales U de SOO(Z,n) para-

A 2 u’)\
métrées par u € M et A = (A1,A2) cR sont définies par

U

_ G
a, A = IndP (u® px).

’AZ o

1
2.2. Dans ce paragraphe, nous rappelons quelques propriétés sur les mesures
quasi-invariantes d'un espace homogéne. Nous renvoyons a Warner (T I) ou

a Bourbaki [2] p. 56 pour les démonstrations. Pour tout groupe loca-

lement compact G, la notation J f(x)dx désigne toujours 1'intégrale
G

par rapport a une mesure de Haar a gauche dx.

LEMME 1 : Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé,

p une fonction sur G continue telle gue
8 (E)
p(xg) = Kg(—i)— p(x)
guels gue soient x € G et § € H. Il existe sur G/H une mesure quasi-

invariante dm telle gue :

J f(x)px)dx = j dm(x) I f(xg)dg .
G G/H H

(Dans cet énoncé, valable lorsque les fonctions sont intégrables,

la notation x désigne la classe dans G/H de x € G).

LEMME 2 : 11 existe sur G une fonction continue ¢ » 0 dont le support a
une intersection compacte avec le saturé KH de toute partie compacte

K de G et telle que

®(x£)d& = 1 pour tout x € G.
H

Pour qu'une fonction g sur G/H soit mesurable (resp. intégrable)
il faut et il suffit que x+ ®(x)g(x)p(x) le soit pour dx (mesure

de Haar sur G). On a, si g est intégrable :

J g(uw)dm(u) = J o (x)g(x)p(x)dx.
G/H G
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u, A

2.3. La représentation Uu Apeut étre construite sur l'espace E que
b
nous allons décrire (C.F. Warner T.I. p. 449). On considere tout d'abord

la forme linéaire p définie sur A = A, + A  par p(a) =-% Tr [(ada)

(On a p(a1+a2) = na1+(n—2)a2. On peut alors définir 1'application Pp
)

e—2p(Loga). (L'application Log de A dans

de A dans R par Pp (a) = a-2p:

A est bien définieopuisque A est abélien).

On sait que tout élément x de G s'écrit de maniére unique
x = kan(k € k, a € A, n € N). On pose alors Pp (x) = a_Zp . La fonction
o

pp définit une mesure quasi-invariante sur G/PO (cf. Warner [7] p. 475),
0

notée dmp (elle dépend des mesures de Haar sur G et P). L'espace
)
1'ensemble des fonctions boréliennes de G dans Vu telles que

EU,A est

(a) f(xman) = a_ix—pu(m_1)f(x)[m € M,a € A,n € N,x € G ]

ONEE J PP @7 £ || Pdm, ) <o

o (o)

(Remarquons que l'application x N (x)_1llf(x)[[2 est contante sur chaque
o
classe modulo P ).

La représentation Uu,k1,A2 est la restriction & l'espace EU’A de
la représentation réguliére gauche de G dans V.
Grice aux résultats de 2.2, on peut modifier 1'expression de la
norme sur EU’A .
PROPOSITION : Soit ¢ une fonction continue » 0 a support compact (définie
sur G) telle que JP o(xg)dE =1, pour tout x € ¢ . [ Il en existe
o

d'apres le lemme 2 de 2.2]. Alors, pour f ¢ EU,X Jllfllz = Jcllf(x)IFQ(x)dx.

T AN,

SERIES DE REPRESENTATIONS UNITAIRE ATTACHEES AU GROUPE P1 o ANy

3.1. Sur le modéle des séries principales attachées a un sous—groupe para-
bolique minimal, nous allons contruire des séries de représentations unitaires

de G attachées au groupe P1, que nous appellerons P1—séries.
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Comme cas particulier des P1—séries, nous retrouverons les séries princi-
pales de G. C'est & partir de ces P1—séries que nous obtiendrons par con-

. p . . .. n+1
traction toutes les représentations de masse imaginaire de R 0 800(1,n)

i)
3.2. Nous notons, pour tout a, € A, et pour tout ), €R : (a, ) 1 =(a
t1 1 1 t1 t1,o
QA1 i)
. . . R S
(CF 2.1) L'application a, “-*““é(at ) est un caractére unitaire du

1 1

groupe A1.
Soit 6 une représentation unitaire du groupe To (La représentation @

est donc, en général, de dimension infinie). Nous notons Ve 1'espace de

définie par la formule
1

cette représentation. L'application 6 8 e

A

ta, nk Py (at ) 6(t) est une représentation unitaire du groupe P1
1 1 1

d'espace V . Les P, séries sont les représentations unitaires R de

5] 1 6,
SOO(Z,n) définies par

_ G
Re’)\1 = IndP1 (6 ® px1)

REMARQUE : Nous montrerons que si § appartient aux séries principales

appartient aux séries principales de G.

de T , alors R
© 1

0,A

)

3.3. Soit o, la forme linéaire définie sur‘é1 par p1(a) = Tr((ada)lN
—1

cf. 2.3) et nous identifierons p et p, sur A

On vérifie que Py 1

1A,
Soit d'autre part 1 une fonction définie sur G, continue, > O,dont le
support a une intersection compacte avec le saturé de toute partie compacte

de Gyet telle que JP P(x£)dE = 1 pour tout x € G. Alors, 1'espace
B:A; 1
A

de la représentation Re A est 1'ensemble des fonctions f boré-
liennes de G dans Ve telles que1
2 2
(1 H f” = H f(X)|| w(x)dx < + o
G
(2)  fxtan) = a PP HE)
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pour tout t € TO, a C A1, n < N1, X € G.

(La construction est la méme que pour les séries principales. Pour le

vérifier, il suffit de contrdler que le module de P, est donné par

—201) !

AP1(tan) = a
Le groupe G agit par la représentation réguliére gauche sur cet espace.

3.4. Pour des raisons qui deviendront claires par la suite, nous allons cons -

truire la représentation R sur un espace de fonctions de H ~ SO(1,n)

6,X1
dans Ve . Cet espace est 1'espace Ae d'une des réalisations de la repré-
sentation Ind? 0 . Auparavant, nous aurons besoin de quelques lemmes tech-
niques. °
LEMME 1 : On a la décomposition G = EK;N;'. L'ensemble HA1N1 est ouvert et
partout dense dans G. Son complémentaire dans G est de mesure nulle
(Pour la mesure de Haar de G). Enfin, pour tout élément de HA1 1 il
y a unicité de la décomposition.
PREUVE : Le groupe G agit surIRn+2, et sur C, cOne des éléments
(x_1,x0;§1,...,xﬁ) de!Rn+2 tels que x%1+xi—xi oo — Xi = 0. Le groupe G

agit aussi sur P(C), ensemble des raies de ce cOne, et de maniére transi-

tive. Considérons le cdne C, des éléments x de C tels que X_4 # 0. Le

1

groupe H agit transitivement sur P(C1) (Ce qui n'est pas le cas de HO s

sa composante connexe).

Considérons la raie R(1,0,...,1) = R(e_1+en) de C1.

Soit G, l'ensemble des g € G tels que g(e_1+en) € C

i 1°

Cet ensemble est ouvert dans G, car C, est ouvert dans C et 1'application

1

g g(e_1+en) est évidemment continue. De plus, le complémentaire de G1

dans G est une sous—-variété de G de dimension strictement inférieure a celle
de G. Donc d'une part ce complémentaire est de mesure nulle, d'autre part,

G1 est partout dense dans G. Remarquons que 1'ensemble G, agit transitivement

1
sur P(C1), car il contient H qui posséde déja la méme propriété.
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Nous montrons pour finir que G1 = HA1N1

La stabilisateur de la raie R(e_ +en) est le groupe P! = TA N, .

1 1 11
Comme le groupe H agit transitivement sur P(C1), pour tout g € G1, il

11g € P! , donc tel que g =h,t . a,n

existe h, € H tel que h 1 171711

1

(t1 € T,a1 € A1,n1 € N1). On en déduit, en posant h = h1t1, que g = ha1n1,
ce qui est la décomposition annoncée (rappelons que T < H).
C.Q.F.D.
LEMME 2 : On peut choisir la mesure de Haar dh sur H, de maniére que,
pour toute fonction f intégrable sur G, on ait :
J[ f(x)dx = J £ (han) (§(an))” | dh d(an)
G HxA,N
11
2p
= J f(han)a ‘<¢hdadn
HxA, XN
1 1
(Ici, & désigne la fonction module sur AN, . On a la relation

11

§(an) a“2p ).

PREUVE : Voir Warner [7] Lemme 5-~5-14 p. 448,

On suppose choisie la mesure de Haar dh dans les conditions du lemme 2,

I1 est alors possible de choisir une mesure quasi-invariante dh sur

H/TO telle que, pour toute fonction intégrable sur H, on ait
J f(x) dx = J dh(x) J f(xg)dg
H H/TO To

(On applique le lemme 1 de 2.2, en utilisant le fait que H et TO sont uni-

modulaires).

LEMME 3 : Soit w1 la fonction définie sur H par

¢1(x) = J w(xa1n1) da1dn1.

A1XN
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a) La fonction w1 est continue, 2 O.

b) Le support de w1 a une Intersection compacte avec le saturé

KTO de toute partie compact K de H.

c¢) Pour tout x de H, on a

J b, (E)E = 1.
T

o
PREUVE ; Si x est fixé, la fonction an r,fﬁ w(xan)
sur A N, et donc la fonction b, est bien définie en
Lorsque x varie sur un compact de H, la réunion des
wx est contenue dans un compact de A1N1- Par suite,
continue. La propriété b) se montre aisément, et la

de : (x € H)

- J PE)AP, (E) j
T AN T xA,N
o 11 o 11

11

( _
JT by (xe )de =1

(o}

w(xtoa1n1) dtO

est a support compact
tout point et positive.
supports des fonctions
la fonction ¢1 est

propriété c) vient

da, d
1 n1

-2
dt J y(xt a.n)a Pda,dn
JT 0 AN o 1171 11

C.Q.F.D.

LEMME 4 : On considére la mesure dh sur H/TO définie ci-dessus.

Pour toute fonction intégrable sur G/H, on a :
J H/TO f(u) dh(u) = JH f(x) w1(x)dx.

(ol X € H/TO désigne ici la classe de x € H).

PREUVE : Conséquence du lemme 2 de V. 2.2,

8,24
3.5. ESPACE A6 . ISOMETRIE DES ESPACES Ae ET A

DEFINITION : L'espace Ae est 1'espace des fonctions boréliennes de H dans

Ve telles que :

(1) £(ht) = G(t_1)f(h) pour tous t € TO et h ¢ H.
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(2) |[£]|5 = f e I £G0 || 2dh x) = ~lfH||f(x)||2w1(x)dx <t

. . H P . . .
(La représentation IndT g est alors la représentation régulitre gauche

o
de H sur cet espace).

LEMME 1 : L'application f£ ~EL9f H est une isométrie de Be’k sur Ae

qui permute aux opérateurs de H .

PREUVE : Si f ¢ BG,X , alors f|H vérifie (1) . De plus :
|l H2 = J l'f(X)lIZW(X)dx - ]'f(han)||2w(han)a+2pdh da1 du__1
G JH.XAN
2 -2p+2p
= J [| £(h)]|| “a (han) dhdadn
H x AN
2
G EACLES N

Enfin, 1'application B, réciproque de 1'application ¢ , est définie

par :
g P g
ol g'(ha1n1) = a;p_lxg(h), ce qui détermine g' presque partout. Dans la
suite, on notera || .|| au lieu de i"llH .
3.6. REALISATION DE Re A SUR Ae
b

1

se réalise sur Ae par la formule :
1

La représentation R

0,A
[ Ry ,(®-£1(0) = a; (g W) P Mecgm)

(f ¢ AQ ; 2€G ; he H.

Dans cette formule, g.h est 1'action de G sur H induite par la décomposition

G = HAN. Autrement dit, si gh € HAN, on a :

gh = (g“1.h) a1(g’1h)n1(g'1h)

".h CH, a1(g_1h) €A, n1(g_1h) € N1)

(g
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Pour g donné, g~1.h et a1(8_1h) sont donc définis H-presque partout.

REMARQUE : On retrouve le fait que la restriction de Re A a H est la
représentation Indg 6
0
@REPRESENTATIONS DE MASSE IMAGINATRE DE R"'' @ 50_(1,n)
4.1. Pour les notations nous renvoyons au Ch., II
La base canonique sur Rn+1 est appelée (fo,f1,...,fn).

On idenfitie Rn+1 et le groupe abélien V des matrices de SOO(Z,m) qui

s'écrivent

. . . /1 N
On rappelle que H_, isomorphe & SO,(1,m) est le groupe de matrices {_6_¥_%_}

]

(h ¢ SOO(1,n)). L'action de HO sur V : v p Ad(h)(v) est l'action canonique

de SOO(1,n) sur Rn+1 et 1'on écrira h(v) = Ad(h)(v). Le produit semi-

direct V. ® H_s'identifie donc au produit semi-direct Rn+1 ® SO (1,n),
Ad © o
qui est le groupe de Poincaré généralisé.
4.2. On identifie V et V¥ par la forme bilinéaire b(x,y) = XY XYoo "XV
A chaque orbite de H  sur V est alors associée, par la méthode de Mackey,
une famille de représentations unitaires irréductibles de V 0 Ho'
Nous nous intéressons ici aux orbites d'équation
xi - x? ce —xﬁ = - p2 (p € R*) appelées encoreorbites de masse imaginaire
ip. Le vecteur p fn =( ° o —p\ appartient a cette orbite. Son stabili-
-p o,

sateur pour l'action de HO est le groupe TO isomorphe a SOO(1,n—1). Lorsque

e
nous choisissons une représentation § € T, nous construisons la repré-

sentation
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. VerT . . o
pe,ip = IndV 0 TO u @ (pfn) ol (pfn) est le caractére unitaire de

ib(pf_,v)
n
V:v-se

Par ce procédé, nous obtenons 1'ensemble des représentations de "masse

imaginaire' de V 0 Ho'

. . . 1 .
La représentation pe ip peut se construire sur l'espace Ae qui
b

0

est le sous-espace des fonctions de A (C.F. 3.5) a support dans HO

(On verra plus loin que A, se décompose en une somme directe orthogo-

nale : A = A1 +A.2) |
e 0 0
Remarquons que si f € Aé , alors
2 ‘ 2. . 2
el ? = | e P = [ || G| Py e .
H /T H
o' o 0
La représentation Po ip se réalise sur l'espace Aé par la formule
. -1
ibCh, "(v),pf ) |
De,ip(v,h)f(h1) = e f(h h1)
1 )
(f € Ag ;3 hy € H (v,h) ¢ VO HO)

Eﬂ CONTRACTION DE REPRESENTATIONS DE SOO(Z,n) VERS LES REPRESENTATIONS DE

MASSE TMAGINATRE DE R™*' o s0_(1,n) .

5.1. DEFINITION : On définit la représentation Fe ip de V ® H par la
2

formule :
. -1
1b(h1 (v),pfn)

(v,h)f(h,) = e £(h!
p 1

r h) (¢ ad).

0,1

IEMME 1 : On a A, = A1 6 A2 , ou A1 est 1'ensemble des éléments de Ae

0 S) § 0

a support dans Ho’ et AG est 1'ensemble des éléments de AQ a support

dans H1 = CH HO (H1 n'est pas un sous-groupe de H ) Les sous-espaces

A; etA2 sont stables par Fe

0 ,ip’

PREUVE : Evident.
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LEMME 2 : L'espace Ag

. C e 1
(cf. ci-dessus) s'identifie a 1'espace A w

9
-1
-1

P ‘ 1 . p
ou w est 1'élément . de H (matrice carrée

d'ordre n+1) et ew est la représentation de TO définie par
8" (t) = o(wtw).

(On vérifie que wTow = TO).

PREUVE : Remarquons tout d'abord que H

A1w : f~_§+ fB définie par : fB(h) = f(hw) est un isomorphisme d'espaces
8

de Hilbert. En effet :

| = How. L'application de Aé dans

a) Si f € Ag : fB(hto) = £(he W) = £(hulut_w))
= e(wt;1w)f(hw)
- 0"(e_ DB

2
b) On a ||f6|| = J ||f(xw)|[2w1(x)dh(x)
H
- J ||f(x)||2¢fxw_1)dh(x)

N

On pose wz(x) = w1(xw) ; rappel : w L. w) . Alors, s8i x € H

I wz(xg) dg = J w1(x§w) dg = [ ¢1(xw£)(i§ , car 1'automor-
T T T
o ) )

phisme & 1> wiw de TO est involutif, donc de module 1. Ainsi :

[ wpeoas = | voepas =1,
T T

o 0
donc wz a les mémes propriétés que w1 et

1812 = [l eeol 2o, Gmax = [ ] 20| %0, 0ax = || 1] 2
Jy L B 2

C.Q.F.D.
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LEMME 3 : La représentation p v | se réalise sur 1'espace Ag par la
0 ,1ip
formule : -1
ib(h, (v),-pE)  _,
P (v,h)f(h,) = e f(h 'h,)
VA 1 i
67, 1ip

LEMME 4 : La représentation T est égquivalente a la somme Py ip ® p
bl

8,ip 6% 5
de deux représentations irréductibles de V O Ho. 2 1P
PREUVE : On utilise les lemmes précédents, en remarquant que p w et
87 ,1p
P sont deux représentations équivalentes (Car ipfn et —ipfn sont
0 9_ip

sur la méme Ho—orbite).

Le théoréme suivant est le principal résultat de ce chapitre :

5.2. THEOREME : Soit f € AG' continue

On a

lim R o Hr(v,h)f(h1) =T

. (v,h)f(h1)
r—+0 e,; P

0,1

[

(Limite simple presque partout, uniforme sur tout compact de V @ H).

PREUVE : Le principe de la preuve est similaire a celui employé au théoréme

du chapitre II. On constate d'abord que pour toute f € A6 , on a :

R, I (0,h)f(h) =T  (0,h)f(h) = £(b 'h,) (1)
p T 1 ) 1 1
es- 6,1—
r r
Ensuite, on étudie : lim R o Hr(v,Id)f(h1) lorsque f est une

r > + 0 6,B
T

fonction continue.
o-ik
On a : -1 r -1
R o I_(v,Id)f(h,) = a,(g h,) f(g
5 T 1 1 1

.h1) R

R o

ol g = exprv.

- -1
On a g 1h = (exp—rv)h1 h1 exp [—rh1 (v)]

1
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Pour r assez petit, 1'élément exp[—fh;1(v)] admet une décomposition de la

. ' _ .
forme hrat(r)nx(r) puisque 1l'ensemble HA1N1 est ouvert dans G et contient
1'unité. Par suite g_1.h1 = h1 h et lim g_1-h1 = hi' Calculons maintenant :
. p >0 .
. -1, Pty . -p- 2B
lim a1(g h1) = 1lim a r
r >0 r + 0

. 3s rq 2 . n+2
On considére les éléments de G comme agissant sur R . On a alors :

h_ at(r)nx(r)(e_1+en) = e [ e, +h.(e)]
toy « oEC(E)
D'ou : e = B(hr at(r)nt(r)(e_1+en),e_1)
= B(exp[—rh;1(v)] (e_1+en),e_1)
- i o ip
Donc a (g.~1 h,) roe B(exp[—rh_1(v)] (e ,+e ),e ) r
1 N 1 -1 "n" "’ -1

Effectuons maintenant un développement limité de ce dernier terme.

On trouve : B(exp[—rh;1(v)](e_1+en),e_1)

B((Id-rh] () (e_+e ) e_) + 0(x?)

t+ Bt (D)]Ce_ +e ), ) + 0(r").

. P sy . . . n+2
Or si vy est un élément de V (considéré comme application sur R 7)) on

trouve que B(V1(P +en)’e—

e _ ) = b(v1,fn) (par un calcul matriciel élémentaire)

1

ou b est la forme (+...) sur Rn+1.

D'ot B(eXP[—fh;1(V)(e_1+en)]p_1) =1-r b(h;1(v),fn) + 0(r%) .
Enfin, on a : (1 - rb(h;1(v),fn) + O(rz))'p- %g
ip b(h] (v),£ )+ 0(x).

= e

-1 —O—-%? ipb(h;1(v),fn)
D'ou lim (g .h1) = e (11).
r >0

A 1'aide des relations (I) et (II), on achéve la démonstration de maniére

identique a la démonstration du th. Chap. II. V.
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[:] EQUIVALENCE DE CERTAINES REPRESENTATIONS ATTACHEES A P1 ET DES SERIES
PRINCIPALES DE SOO(Z,n).

Nous montrons pour terminer que lorsque § appartient aux séries prin-

cipales de To’ la représentation R appartient aux séries principales de

0,
Get qu'on obtient de cette maniére toutes les séries principales de G. Le
procédé utilisé est celui, classique, d'induction par étages. Nous refor-

mulons le théoréme de contraction dans ce cas.

6.1. En prenant les notations de 1.5 et 1.4, le groupe P est un sous-groupe
parabolique minimal du groupe TO. Soit w une représentation unitaire irré-

ductible de M et kz € R. Nous formons la représentation u € %)y de MA2N2 =P

définie par la formule man = u(m) al>\2 (a € A2 i mMEM ; ne N2) . Les
séries principales en A de TO sont alors définies par :
72
To
6 = Ind u® o
u,Xz P Xz

6.2. Nous allons montrer maintenant que la représentation de TOA1N1 = P1

e Py . . .
définie par C)tl,k o IndP u® “(x %) est équivalente a la repré
172 o 1°72
sentation 6 9 (Pour les notations, C.F. 2.2 et 3.2).
why N
Posons v =v = u 8 o .0n auy L =0, 8p d'ou u @ p =v 8p, -
AZ (X1,K2) XZ X1 (X1,K2) X1

D'aprés [I] p. 130 & 134, la représentation &) peut se réaliser sur

WAy

1'espace de la représentation eu 3 Ce dernier espace peut €tre défini comme
’72

1'ensemble des fonctions mesurables de TO dans Vu , espace de la représen-

tation u, telles que

(1) f (tman) = u(m_I)a;1(a)f(t) [meM; ac A2 ; nE N2]
2
. 2
(2) J | £ || “dp < +
T /P T /P

(duTO/P étant une mesure sur To/P quasi invariante par l'action de G).
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La représentation (@ se réalise sur cet espace par (C.F. [t]).

u,X1,X2

[ M(g)elh) = y(p(g H,m'/

2 -1,,-1 -1
ox1[N(g h) ]Jf(g .h)
Dans cette formule : - ¥ est le "multiplicateur'" relatif a la mesure

uasi-invariante d .
q v “TO/P

- p(g) est la projection canonique d'un élément g de

P1 sur TO relatif a sa décomposition g = toan(tO € TO ; ac A1 ; Nk N1)

- h est la classe a droite de h C TO dans TO/P

- n(g) est la projection canonique d'un élément g sur
A1N1.
(Compte tenu du fait que A1N1 est distingué dans P0 (et dans P1) nous avons
adapté la formule de 4.4 de [1]).

On obtient, si g = tan(t € To ; aCA, ;ncC N1)

1

1/2

M) £1(6) = x (& ,0) 20, @i n).

Ceci est en fait exactement la formule donnant la représentation eu ) @px
>2 1

6.3. Compte tenu du fait que la représentation 0 est équivalente

P
< , . 1 o . .
a la représentation IndP u ® “(A X)) ? nous utilisons mainternant un résultat
1°72

8 p

u,KZ

A

classique d'induction par étage pour affirmer que
P

G 1 G
R = Ind. (Ind. (u 8 p )) =~ Ind. u @ pu
8, P1 P (x1,A2) PO (A1,A2)

U
= Tu, (A5A,)

C'est exactement ce que nous nous proposions de montrer.

6.4. THEOREME : Par owmntraction (au sens du théoréme 4.2), les séries
principales de SOO(Z,n) donnent les représentations de masse Iimaginaire
+1 p , ,
de R™ 0 SOO(1,n) obtenues en prenant les représentations du "petit

groupe” SOO(1,n—1) dans les séries principales de ce groupe.
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