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C H A P I T R E I - G É N É R A L I T É S SUR L E S GROUPES DE LORENTZ ET DE P O I N C A R É . 

1 - Espace de MinkowsKi. Groupes de Lorentz. 

1.1) Lfespace de Minkowski est, par définition, l'espace (R̂  muni de la forme bili-

néaire B définie par : 

B , N o o 11 2 2 3 3 B(x,y) = x y - x y - x y - x y 

( o 1 2 3, _ , o 1 2 3, . . ro4 ou x = (x ,x ,x ,x ), et y = (y ,y ,y ,y ), appartiennent a £R . 

La forme B est évidemment symétrique (B(x,y) = B(y,x)) et non dégénérée 

4 

(c.à.d. que si x est tel que B(x,y) = o pour tout y E/R , alors x = o). La 

forme quadratique associée : 

x * B(x,x) = (x°)Z - (xV " U ) » (xV 

nTest évidemment pas définie positive et ne définit donc pas une norme. En revanche, 

on appellera "produit scalaire" de Minkowski, (et souvent produit scalaire) la 

forma B, tandis que la forme quadratique associée définira le carré scalaire" (de 

Minkowski). On rencontre souvent dans la littérature les notations : 

x.y ou xy au lieu de B(x,y). 

2 
donc x.x ou x au lieu de B(x,x). 

Si B(x|x) < o, on dit que x est du genre espace. 

Si B(x|x) > o, on dit que x est du genre temps. 

Si B(x|x) = o, on dit que x est du genre lumière. 

L'ensemble de ces derniers vecteurs constitue le "c.one de lumière". L'espace de 

Minkowski est aussi appelé espace-temps, et l'écriture de B signifie que l'on a 
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choisi un système d'unités ou la vitesse de la lumière est égale à un. 

1.2) Coordonnées covariantes et contravariantes. 

Considérons, de manière générale, un espace vectoriel E de dimension finie 

sur p ou C et une forme bilinéaire B non dégénérée sur E. Pour tout y E E, 

soit £(y) 1̂  forme linéaire sur E : 

B(x,y). 

Il est immédiat que t est une application linéaire de E dans son dual E* ; 

comme B est non dégénérée, Ker£ = {o}, donc t est un isomorphisme, puisque 

dim E = dim E. Par définition de £, vu la symétrie de B, on a donc : 

B(x,y) = <x,£(y)> = <y, £(x)>. 

Soit (e^,... ê ) une base de E et x E E. On appelle composantes contrava­

riantes de x dans cette base et on note (x1)^ < £ < n

 s e s comP°santes ordinaires ; 

on appelle composantes covariantes et on note (x¿)^ < i < n ^ e S c o m P o s a n t e s ordinai-

i 
res de £(x) sur la base duale e = e. . On a donc, par définition : 

i 
n i n * 

x = 2 x e. et £(x) = 2 x. e. , 
• i 1 • i 1 1 

i=l i=l 
n . n n 

d'où B(x,y) = 2 x y. = 2 x. y et B(x,x) = 2 x x.. 
i=l 1 i=l 1 i=l L 

4 

Dans le cas qui nous intéresse, soit (e0, e^, e^, ê ) la base canonique de [R , 

on trouve : 

£(e0) = e0*, £(e1) = - , l(e2) = - e2*, £(e3> = - e 3* 

donc, si x = x° e Q + x^e^ + x̂ ê  + x^e3> o n obtient par linéarité de t : 
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£(x) = x e 0 - x - x - x ê  

. , 1 l ï 2 T ce qui donne : x 0 = x x̂  = - x x^=-x x̂  = - x 

ou x. = e.x1 avec e0 = 1 = e0 = e0 = - 1 
î î 1 2 3  

Revenons au cas général : 1' isomorphisme t permet, par transport de structure, 

de définir une forme bilinéaire non dégénérée, encore notée B, sur E , par la 

formule : 

B(ç,n) = B(£ _ 1 (ç) ,-e _ 1 (ri)) 

= <lliO,y\> = <11{T\),K>. a e E*, n e E*). 

Ainsi, le couple (E ,B) se comporte comme (E,B) en remplaçant E par E 

et t par Z ̂ . 

1.3) Groupes de Lorentz. 

Soit (E,B) comme en (1.2) ; soit <Sf(E) l'ensemble des endomorphismes de 

l'espace vectoriel E. Soit GL(E) l'ensemble des automorphismes de E, c'est évidem­

ment un groupe pour la composition des applications. 

On note 0(E,B), et on appelle groupe orthogonal de la forme B, l'ensemble des 

u E GL(E) vérifiant, pour tout (x,y) E E x E : 

B(ux,uy) = B(x,y). 

Comme B(x,y) = j B(x+y, x+y) - B(x,x) - B(y,y), il suffit que ceci soit vérifié 

quand x = y. 

On note SO(E,B) (groupe spécial orthogonal de la forme B) l'ensemble des 

u E SO(E,B) tels que, de plus, detu = 1. La vérification du fait que SO(E,B) et 

0(E,B) sont des sous-groupes de GL(E) est évidente. 

Lorsque E = [Rn et lorsque B est définie par : 
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•Or \ 1 1 -L L P P P + 1 P + 1 11 11 

B(x,y) = x y + ... + xry - x y ...x y 

•n s \ 11 p p p+1 p + 1 n n ou par B(x,y) = -x y .. - x*ŷ  + x F ŷ  + ... + x y , 

soit q = n-p, on pose 0(p,q) = 0( JRn,B) et SO(p,q) = SO((Rn,B). De manière 

évidente 0(p,q) est isomorphe à 0(q,p) et SO(p,q) à SO(q,p). 

n . . 
Lorsque B est définie par B(x,y) = 2 x y on pose 0(n) = 0( DR. ,B) et 

i=l 
SO(n) = S0( £Rn,B) . 

Tous ces groupes sont en général identifiés aux groupes de matrices correspondants, 

via (1.5) ci-après, au moyen de la base canonique de £Rn. Ainsi, si A^ désigne la 

matrice diagonale dont les p premiers éléments de la diagonale sont égaux à -1, 

les autres étant égaux à 1, le groupe 0(p,q) est l'ensemble des matrices carrées 

réelles d'ordre n = p+q telles que tX A X = A , alors que 0(n) est l'ensemble 
pq pq 

des X telles que "̂XX = I. 

Remarquons que, en notant t"u la transposée de u, on a : 

B(ux,y) = <ux, £(y)> = <x, txxl(y)> = B(x,£""1 ^(y)). 

En définissant, pour tout u Eo£P(E), 1 'endomorphisme u' par : 

u' = t ̂  tut, on obtient : 

B(ux,y) = B(x,u'y) 

d'où B(ux,uy) = B(x,u'uy). 

Ainsi, si u E GL(E), on voit que u E 0(E,B) ssi u ̂  = u', c.à.d. ssi : 

t t m 
(1.4) u lu = Z. Dans ce cas, u E 0(E ,B) . 

Soit A la matrice de B dans une base (ê ,...,e ), de terme générique 

a.. = B(e.,e.), l'égalité : 
ij i J 

B(e.,e.) = <e., Z(e.)>. 
i 1 i J 
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montra que A est aussi la matrice de Z dans les bases 

(e^..., en) (ê  , ). Ainsi, si M(u) désigne la matrice de u dans la 

base (e^.-.je ) la condition (1.4) s'écrit : 

(1.5) ÜM(u) A M(u) = A. 

2 

De (1.4), on déduit : (det u) det Z = det Z et, comme det Z = det A + o, 

nécessairement det u = - 1 pour tout u E o(E,B). 

4 

Dans le cas où (E,B) est l'espace de Minkowski, le groupe 0( (R ,B) est donc 

noté 0(1,3), et on pose de même S0(l,3) = S0( [R̂ , B). Ces deux groupes sont appelés 

groupes de Lorentz (nom parfois réservé toutefois à 0(1,3)). Les u E 0(1,3) sont 

appelés transformations de Lorentz. Le groupe 0(1,3) est l'ensemble des matrices 

carrées réelles d'ordre 4 telles que (1 0 0 0 \ 
0-1 0 0 1 
0 0 -1 0 I 
0 0 0 -1 / 

En écrivant X = (x1.) ^ . ̂  n , on en déduit en particulier que : 
j o ^ i ^ 3 
o < j < 3 

1 = (x°o)2 - (x1o)2 - (x2o)2 - (x 3

0)
2, car B(X(e0),X(e0)) = 1 

d'où |x°o| ^ 1, ce qui est utile pour distinguer les composantes connexes des grou­

pes de Lorentz. 

2 - Matrices de Pauli ; lien avec SL(2,Î). 

2.1) Fixons quelques notations supplémentaires : par définition, 

GL(n, [R) = GL( [Rn) GL(n, <E) = GL((Cn) (Œn est ici considéré comme 
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espace vectoriel complexe). 

SL(n, [R) (resp. SL(n, <E)) est le sous-groupe de GL(n, IR) (resp. GL(n, C)) 

formé des éléments dont le déterminant est égal à 1. Tous ces groupes sont considérés 

en général comme des groupes de matrices. 

2.2) Matrices de Pauli. Action de SL(2,(C). 

On appelle "matrices de Pauli11 les 4 matrices complexes o*o> o*̂, 0*2> 0*3 définie: 

par : 

A Ov ,0 1. ,0 -iv _ A Ov 
ao = (Q 1 ) , a1 = (x 0 ) , a 2 = (. Q ) , a 3 - (Q 

Ces matrices constituent une base de l'espace vectoriel réel H des matrices 

complexes 2 x 2 hermitiennes. Soit h 11isomorphisme d'espaces vectoriels 

4 . . 
IR H défini par : 

3 . 3 / x° + x 3 x 1 - ix2 \ 
h (I xJe ) - Z x a - t 2 3 

o J o J J \ X + IX x - x / 

2 1 2 2 2 3 2 On a : det(h(x)) = (x°) - (x ) - (x ) - (x ) = B(x,x) et comme 

B(x,y) = \ [B(x+y, x+y) - B(x,x) - B(y,y)] 

on a : B(x,y) = j [ det [h(x) + h(y)] - det h(x) - det h(y)] . 

Soit X = (a j) £ SL(2, (C) et X* = (~ T) s a conjuguée, on a c a b a 

det X* = det X = 1 donc X* G SL(2, <E) . Supposons Y G H c.à.d. Y* = Y, alors 

Z = X Y X* £ H. En effet : 

Z = X Y X = X Y X = Z 

de plus : det Z = (det X) (det Y) (det X*) . = det Y. 
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On en déduit que l'application linéaire Y X Y X de H dans H définit, par 

transport de structure au moyen de h, une transformation de Lorentz u G 0(1,3). 

Explicitement : 

u(x) = h"1 [X h(x) X*] c.a.d. h [u(x)] = X h(x) X*. 

On définit ainsi une application de SL(2,(C) dans 0(1,3), celle qui associe à 

tout X G SL(2,(C) la transformation de Lorentz u, que nous noterons plus précisément 

u^, définie ci-dessus. On vérifie immédiatement que X u^ est un homomorphisme de 

groupes : 

!

u^ = I (où I désigne les éléments neutres de 

SL(2,C) et 0(1,3) ), 

UXX> = UX 0 V 

En pratique, on emploiera la notation suivante : 

4 
si X G SL(2,<C) et x £[R , on posera : 

X.x = uY(x) = h"
1 [Xh(x)X*] , 

ainsi : I.x = x et (XX!).x = X.(Xf,x). 

L'étude des propriétés topologiques de SL(2,(E) et 0(1,3) nous permettra par 

la suite de déterminer l'image de l'application X u . Contentons-nous, pour le 

moment, du calcul du noyau : 

l'équation u = id équivaut à X Y X = Y pour toute Y G H. 
X 

* * -1 

En faisant Y = I, on trouve en particulier : X X = I donc X = X , 

l'équation équivaut donc à 

X* = X"1 et X Y X"1 = Y c.à.d. XY = YX 
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pour toute Y G H. Comme H engendre l'espace vectoriel complexe des matrices 2 * 2 

ceci implique X = X I. Comme det X = 1, il reste X = - I : le noyau est réduit à 

deux éléments. 

2.3) Etude des orbites et des stabilisateurs. 

2.4) Définition. - On dit qu'un groupe G opère à gauche sur un ensemble E s'il 

existe une application G x E -> E, (S,X)H* sx telle quey en désignant par e l'élé­

ment neutre de G3 on ait : 

s(tx) = (st)x et ex = x (pour tous (s,t) G G x G, x E E). 

On dit que G opère à droite si l fon a : 

s(tx) = (ts)x et ex = x. 

Dans ce deuxième cas, on écrit plutôt (S,X)H* XS, de façon à obtenir la formule : 

(xt)s = x(ts). 

2.5) Limitons-nous maintenant au cas où G opère à gauche sur E, ce qui est le cas, 

on vient de le voir, de SL(2,(E) agissant sur (R4 par (X,x) H* X.X. Pour tout x G E, 

l'ensemble, noté G , des s.x (pour s G G) est appelé orbite de x. La relation 
x ——— 

d'équivalence R définie dans E par : 

x R y ssi il existe s G G tel que y = sx 

admet pour classes les orbites. L'espace-quotient, appelé espace des orbites de G, 

est noté E/G. 

2.6) Exemples fondamentaux : Soit H un sous-groupe d'un groupe G. 

a) Le groupe H opère à droite dans G par : 

(h,x) H xh : H x G G. 
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L'espace des orbites, noté G/H est un "espace homogène" de G. Les classes 

xH sont les "classes à gauche" de G suivant H. 

b) (mêmes hypothèses). La relation d'équivalence R associée aux orbites xH 

est évidemment compatible à gauche avec la loi de groupe de G : 

x R y implique sx R sy (x G G, y E G, s G G) 

car x G yH implique sx G sy H. 

On peut donc faire agir G à gauche sur l'espace homogène G/H par : 

(s,xH) -* sxH : G x G/H -» G/H. 

Cette action est "transitive" c.à.d. que, pour tout Ç E G/H, on a GÇ = G/H : 

il y a une seule orbite suivant G. 

2.7) Revenons au cas général : G agit à gauche sur E. 

Pour tout x E E , on appelle, par définition, stabilisateur de x dans G, l'ensemble 

H^ des s E G tels que sx = x. 

Proposition. - a) Tour tout x E E^ le stabilisateur H x de x est un sous-groupe 

de G. 

b) L'application u : G/H Gx définie par : u(yH ) = yx est une 
X X 

bijection de l'espace homogène G/H

x sur l'orbite Gx 3 qui commute à l'action 

de G : 

u(s.Ç) = su(Ç). 

c) Si x et y appartiennent à la même orbite, leurs stabilisateurs 

sont deux sous-groupes conjugués de G. 

Démonstration simple, laissée au lecteur. 
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2.8) Cas de l'action de SL(2,Œ) sur l'espace de Minkowski. 

Afin de calculer les orbites dans ce cas particulier, faisons tout d'abord un 

4 
certain nombre de remarques. Nous noterons systématiquement fi l'orbite de a E JR 

a 

sous l'action de SL(2,<£). 

2.9) Tout d'abord, puisque SL(2,C) agit par isométries pour B, l'orbite fi est 
a 

4 
contenue dans l'ensemble fi' des points x E (R tels que B(x,x) = B(a,a). Cette 
inclusion peut être stricte car, si x = o, on trouve fi = {o}, alors que fi' est 

x 

le cone de lumière. Nous étudierons cependant la famille des surfaces sur lesquelles 

B est constante. 

2.10) L'application x -> X.x, que nous avons noté û ., étant linéaire, on a : 

^Ax = ^ x P o u r t o u t A E[R. On en déduit aussi que le stabilisateur H x de x est 

le même que celui, H , de Ax. Du fait que B est bilinéaire, on déduit d'autre 
Ax 

part que, si fi est contenue dans 1'hypersurface d'équation B(y,y) = k = B(x,x), 
x 

2 
alors fi sera contenue dans celle d'équation B(y,y) = A k ; remarquons que k et 

AX 

A k sont de même signe. 

2.11) L'hypersurface fi'^ d'équation B(x,x) = k, explicitement : 

(x°) 2 - ( x 1 ) 2 - ( x 2 ) 2 - ( x 3 ) 2 = k 

est "de révolution autour de Re 0

f f. Précisons ce que signifie cette affirmation : 

4 

on dira qu'une partie de /R est de révolution autour de Re 0 si elle est invariante 

par toute "rotation d'axe Re 0". Pour définir rigoureusement ce dernier terme, 

écrivons : 
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4 3 3 

IR = IReo @ÍR , x = x°e 0 + 2 x

X e . = (x°,x) 
i=l X 

en identifiant IR3 à l'ensemble des (0,x) = (OjX^x^x 3) G Œt^. Une "rotation 

autour de Re 0" est alors une transformation du type 

x - x°e 0 + x' x°e 0 + u(x
f) c-à-d (x°,x) (x°,u(x)) où u E S0(3) . 

2 ->2 

Il est évident, puisque B(x,x) = (x°) - x , que toute rotation autour de Re c 

laisse B invariante, autrement dit, que l'ensemble de ces transformations consti­

tue un sous-groupe K de S0(l,3), évidemment isomorphe à S0(3). 

Il résulte de ce qui précède que les hypersurfaces fi'^ sont de révolution 

autour de £Re0. Comme les orbites Q sont invariantes par toutes les transfor-
x 

mations u , où X E SL(2 ,C), elles seront de révolution autour de £Re0 si tout 
X 

w E K est de la forme u pour un X E SL(2,(E). Comme K est le stabilisateur 
x 

de e Q dans S0(l,3), si X E SL(2,C) est tel que u E K, on a : 
X 

X.e Q = u (e Q) = e c, donc X appartient au stabilisateur de e 0 dans SL(2,<C). 

Comme h(e 0) = cr0 = ^) , ce stabilisateur est celui de oo dans l'action de 

a b 

SL(2,(E) sur les matrices hermitiennes, c.à.d. l'ensemble des matrices X = ^) 

complexes telles que : 

ad-bc = 1 et XX* = I, c.à.d. X* = x" 1. 

Compte tenu de ad-bc = 1, on trouve X 1 = (_d b ) . Ce stabilisateur est donc 
—c a 

a b 
le sous-groupe, noté SU(2), de SL(2,Œ), constitué des matrices (r- —) où a et 

D a 
2 2 

b complexes vérifient |a| + |b| = 1 . 

Pour montrer que les orbites Œ f sont de révolution, il nous suffit donc de 

vérifier que tout rotation autour de JReQ est de la forme û ., avec X E SU(2). 

3 

Or S0(3) est engendré par les rotations autour des 3 axes de (R , et les ma­

trices de K correspondantes s'obtiennent comme images des matrices de SU(2) de 

l'un des 3 types suivants : 
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/ cos 6/2 - isinB/2\ / cosB/2 - sin0/2 \ / e 1 8 / 2 o \ 

\-isine/2 cose/2/ \ sine/2 cos9/2 / \ o e

i 9 / 2 / 

Ainsi, les orbites fi sont bien de révolution. Ceci nous permet d'aborder 
x 

maintenant le résultat définitif : 

2.12) PROPOSITION. - Les orbites dans l'action de SL(2,C) sur fc* se repartis­

sent en 6 types : 

1) 0 + d'équations : B(x,x) E ( X ° ) 2 - ( x 1 ) 2 - ( x 2 ) 2 - ( x 3 ) 2 = m 2 et 
m 

x° > o (mG |R+*) . 

— 2 +* 
2) 0 d'équations : B(x,x) = m et x° < o (mECR ). 

m 

3) 0. d'équations: B(x,x) = - m (m £ [R ). 
îm 

4) ot d'équations : B(x,x) = o et x° > o. 

5) 0 o d'équations : B(x,x) = o et x° < o. 

6) 0 o° = "Co). 

Remarque : 1) Les notations sont celles de la physique, les orbites sont paramé­

trées à l'aide de + - o et d'un paramètre réel positif m qui sera interprété 

comme une masse (m = o dans les cas 4, 5, 6). 

2) 0^ et 0^ sont des nappes d'hyperboloïdes à deux nappes, 0 ^ est 

un hyperboloïde à une nappe, ot et 0 o sont les deux nappes du cone de lumière 

êpointé (c.à.d. privé de son sommet). 

4 o 
Démonstration : Soit x E (R . Supposons par exemple B(x,x) > o et x > o ; 

2 
soit m = B(x,x), on sait que fi C fi' . L'inclusion est stricte, en effet, de 

2 m 

l'égalité B(x,x) = m on déduit : 

(x°) 2 = ( x 1 ) 2 + ( x 2 ) 2 + ( x 3 ) 2 + m 2 > m 2 d'où |x°| > m. 
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Il en résulte que fi' ^ e s t réunion de deux nappes symétriques par rapport à 

m + 

l'hyperplan engendré par (e^, e^, e

3 )
 : l'une 0^ sur laquelle x° > m, l'autre 

0^ sur laquelle x° < -m. Or, il résulte des formules donnant explicitement 

l'action de SL(2,(E) sur £R̂  que si x T appartient à l'orbite de x, le signe 

de x T O est le même que celui de x° (pour vérifier ceci, il est bon, au moyen 

3 
d'une rotation autour de [Re0, de se ramener au cas x = (x°,o,o,x )). On a donc, 

nécessairement, fix C o*. Pour vérifier l'égalité, il suffit de vérifier que 

0 + H ( [Reo+ tReQ) C fi D ( JR e o+ IReJ, ce qui est immédiat, car 0 + H ( (Re0+ (ReJ m i x 3 m 3 
2 3 2 2 

est une branche d'hyperbole, d'équation (x°) - (x ) = m (précisée par x° > o) 

et cette branche est l'orbite de son sommet sous l'action du sous-groupe de 

/e o \ 
SL(2,(E) formé des matrices -t/2 où t E[R. c.q.f.d. 

V ° e / 

2.13) Remarques : 1) Démonstration analogue dans les autres cas. 

2) Ces démonstrations se simplifient beaucoup en utilisant la 

connexité de SL(2,(C), (cf. ch. II). 

2.14) PROPOSITION. - 1) Le stabilisateur de tout point de 0 + ou 0 est conju- m m 

gué de SU(2). 

2) Le stabilisateur de tout point de 0^ est conjugué du 

a b 2 2 
sous-groupe SU(1,1) des matrices (r- —) avec |a| - |b| = 1 et aussi 

D a 

du sous-groupe SL(2, £R). 

3) Le stabilisateur de tout point de ot ou 0 o est conju-

u z 2 
gué du sous-groupe ST(2) des matrices de la forme (q --) avec (u,z) E C 

et |u| 2 = 1. 

4) Le stabilisateur de {0} est SL(2,Œ). 

Remarque : Les stabilisateurs sont aussi appelés traditionnellement "petits groupes" 

4 
associés aux points correspondants de (R . 
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Démonstration. - Le stabilisateur de Àx étant le même que celui de x, on voit 

que les stabilisateurs seront les mêmes sur 0 + et 0 , ainsi que sur ot et 0 o. 
m m 

On peut donc se limiter à 0 +, 0. , ot et 0 o°, et même à 0* 0., ot et 0 o°. 
m îm l i 

1) Cas de 0* : l'élément e Q E 0* a pour stabilisateur SU(2), (cf. 2.11), 

ce qui règle ce cas. 

2) Cas de 0̂ , : Cherchons le stabilisateur de = (0,0,0,1) E 0^, c.à.d. 

a b 
l'ensemble des X = ( ,) E SL(2,(f) telles que : 

c d 

X X = a3 • 

Ce qui donne les équations : 

(1) |a| 2 - |b| 2 = 1 (2) |c| 2 - |d|2 = -1 (3) ac - bd = o (4) ad - bc = 1. 

On déduit de (1) et (2) a / o et d ^ o, d'après (3), il existe donc k E (E 

tel que b = ka et c = kd. En reportant dans (4) et (1), on obtient : 

ad(l - |k|2) = 1 et |a|2(l - |k|2) = 1 

d'où d = a puis, grâce à (3), c = b, ainsi X E SU(1,1) ; réciproque évidente. 

Si l'on cherche le stabilisateur de e^ = (0,0,1,0), on trouve SL(2, IR), ce 

1 / / 2 " i / / 2 * 

qui achève la démonstration de 2). On peut préciser que si C = [ ^ 

on a : 

C. e^ = e^, ainsi SL(2, [R) est l'image de SU(1,1) par 1'automorphisme 

intérieur X ^ C X C" 1 de SL(2, Œ). 

3) Cas de 0 o : l'élément e D + e^ = (1,0,0,1) appartient à ot. 

Son stabilisateur est l'ensemble des X E SL(2,(C) tels que 

X(QO + CT )̂X = Oo + Og. 
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Ce qui donne les équations : 

2 2 

|a| = 1 , ac = o, ac = o, |c| = o, ad - bc = 1, 

qui conduisent immédiatement au résultat. 

4) Cas de 0 o° : le stabilisateur de 0 est évidemment SL(2,Œ). 

c. q. f. d • 

3 - Produits semi-directs. Groupes de Poincaré. 

L!espace-temps au sens physique n fa évidemment pas de point particulier pouvant 

4 

servir canoniquement d'origine. L'identification avec [R suppose le choix d'un 

repère, effectuer une transformation de Lorentz revient à effectuer un changement 

de repère sans changer l'origine. Si l'on change l'origine, cela signifie que l'on 

affectue de plus une translation. Autrement dit, on doit considérer l'espace de 

Minkowski [R̂  comme un espace affine. Afin d'éviter la définition générale d'un 

espace affine, nous nous contenterons de ce qui suit. 

3.1) Soit E un espace vectoriel sur K(= {R ou (C) . On appelle translation de 

E toute application T : E -> E du type x H- x+a où a est fixé dans E. Soit 
a 

£T(E) l'ensemble des translations de E, comme T

a + b

 = T

a

 0 Tb e t T* = ^ E * 

on voit que £T(E) est un sous-groupe du groupe Bij (E) des bijections de E, et 

que ^~(E) est isomorphe, par l'application a T , au groupe additif de E. 
a 

3.2) PROPOSITION. - Pour tout u G GL(E) et tout T e--^(E), on a u " 1 ™ E ^~(E). 

Il en résulte que l'ensemble, noté GLA(E), des bijections de E de la 

forme UT est un sous-groupe de Bij (E), appelé groupe affine de E. 

Preuve. - Soit u E GL(E) et T = T E ^ ( E ) . On" a : 
• - a 
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u *T u(x) = u ^ [u(x) + a] = x + u *(a) = T . (x), 
a —1 / v 

u (a) 

d foù : u 1 T u = x - E ^ ( E ) . Soit alors UT et U ' T ' dans GLA(E) . On a : 
a -1 ( v u (a) 

( U T M U ' T ' T 1 = U T T 1"" 1 u'" 1 = u u f " 1 ( u ! T T Î u'" 1) E GLA(E). 
c.q.f.d. 

Remarque : Les éléments de GLA(E) sont appelés "bijections affines11 de E. 

3.3) Définition. - On dit qu'un groupe G est produit semi-direct de deux sous-

groupes H et N si : 

1) N est distingue. 

2) Tout s E G s 'écrit de manière unique s = nh avec n E N, h E H. 

Remarques : 1) La propriété 2 équivaut à la conjonction des deux propriétés : 

G = NH et N H H = {e}. La notation NH désigne évidemment l'ensemble des 

nh, n E N, h E H. 

2) Comme s ^ s'écrit aussi sous la forme n^h^, on voit que tout 

s E G s'écrit aussi, de manière unique, sous la forme h fn f. D'ailleurs : 

nh = h(h "̂nh) = hn'. Ainsi, on a aussi G = HN. 

3) Les "projections" de G sur N et H sont définies comme les 

applications de G dans N (resp. H) associant à s = nh l'élément n E N 

(resp. h E H). La projection sur H est toujours un homomorphisme de groupes 

car : 

(nh)(n'h') = n(h n'h"1)h h'. 

Lorsqu'on considère la décomposition s = hn on définit une autre projection 

sur N mais la même sur H (cf. calcul de la remarque 2). 
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4) L'application canonique $ : G -> G/N, restreinte à H, est un isomorphisme 

de groupes de H sur G/N. Soit p la projection sur H, on a le diagramme commu-

tatif : 

G 

/ A * 

H 2L G/N-

5) Si H est également distingué, on dit que le produit est direct. Dans ce cas 

nh = hn, pour tout h E H et tout n E N, et l'application (h,n) hn est un 

isomorphisme du groupe produit H x N sur G. 

3.4) PROPOSITION (Exemples). 

1) Le groupe GLA(E) est produit semi-direct du sous-groupe distingue 

^"(E) et de GL(E). 

2) Le groupe ST(2) est produit semi-direct du sous-groupe distingue N 

1 z 
des matrices de la forme ( ^) (isomorphe à et du sous-groupe H des 

matrices (u —) où u GJJ. groupe des nombres complexes de module 1 
o u 

(H est isomorphe à fcjj. 

Preuve. Vérifications évidentes. 

3.5) Soit et N^ deux groupes, et a un homomorphisme de groupe de dans 

le groupe des automorphismes de N^. Pratiquement, ceci signifie que, pour tout 

h E R on se donne un isomorphisme de sur lui-même et que l'on suppose 

de plus que : a^, = 0 a^, . En particulier, opère à gauche sur ^ par 

(h,n) c h(n). 
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3.6) DEFINITION. - (notations de 3.5). 

On appelle produit semi-direct de et N^ 3 le groupe G obtenu en 

munissant l'ensemble N^ x de la loi de composition interne : 

(n,h)(nf,h') = (n a h(n
T),hh ?). 

3.7) PROPOSITION. - (mêmes notations). 

Le groupe G ci-dessus est produit semi-direct au sens de 3.3 du 

sous-groupe distingué N des (n,e) (isomorphe à N^J et du sous-groupe H 

des (e,h) (isomorphe à H^>). De plus, on a la formule : 

(ah(n),e) = (e,h)(n,e)(e,h)
 1 , 

autrement dit, si l'on identifie N^ à N, et à H 3 on a l'égalité : 

a, (n) = h n h *. 
n 

(Dans cette identification (n,h) = nh). 

Preuve. - Vérifications immédiates. 

3.8) Remarques : 1) On notera N^s le produit semi-direct défini en 3.7. 

Il dépend en fait de a. 

2) Le produit semi-direct de 3.7 est appelé souvent semi-direct 

externe par opposition au produit semi-direct "interne" défini en 3.3. 

3) Dans la pratique, N^ sera en général un groupe abélien. Dans 

ce cas, la donnée de se réduit à la donnée d fune action à gauche de H sur 

N : (h,n)>-> h.n telle que : 

h.(n+n!) = hn + hn ! pour tous (n,nf) E N x N. 
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Si N est de plus un espace vectoriel réel de dimension finie, et si n H* h.n 

est continue (cf. ch. II), cette condition entraîne que n h.n est linéaire : 

on dit que H opère linéairement dans N. 

4) Si 0"̂  = id pour tout h E H, on obtient le produit direct de N^ 

et K . 

3.9) Exemples : 1) Soit E un espace vectoriel, en faisant opérer GL(E) dans E 

canoniquement, c.à.d. par (u,a) M- u(a), on obtient un produit semi-direct 

E sGL(E), isomorphe à GLA(E). 

2) Soit N^ = (C et = £J. En faisant opérer (U dans C par 

(u,z)*-> uz, on obtient un produit semi-direct (E s U, isomorphe au groupe des dépla-

2 

cements du plan. En considérant l?action (u,z)̂ -> u z, on obtient un autre produit 

semi-direct, isomorphe à ST(2). 

3.10) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie, muni d'une forme bili-

néaire symétrique B non dégénérée. Soit 6 la pseudo-distance définie sur E x E 

par : 

2 
ô(x,y) = B(x-y, x-y). 

2 . . . . 

(En fait, seul ô est défini ; la définition est recopiée sur la définition 

usuelle de la distance de deux points dans £Rn comme carré scalaire de leur 

différence). 

2 2 . 
Il est évident que ô(x+a, y+a) = ô(x,y) , autremant dit, 6 est invariante 

par translation. D Toù : 

3.11) PROPOSITION. - L'ensemble G des bisections affines de E conservant 6, 

c.à.d. telles que : 
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2 2 
ô(ux,uy) = ô(x,y) pour tout (x,y) E E x E , 

est un sous-groupe de GLA(E) qui n'est autre que l'ensemble des UT OÙ 

u E o(E,B) et T E ^ E ) . Autrement dit, c'est le produit semi-direct de E 

et de 0(E,B)j où 0(E,B) agit canoniquement sur fR̂ . 

Preuve. ~ Il est immédiat que G est un sous-groupe de GLA(E) qui contient les 

translations. Il contient également 0(E,B) car, si u E 0(E,B) : 

2 

ô(ux,uy) = B(ux - uy, ux - uy) = B(u(x-y), u(x-y)) = B(x-y,x-y) 

= 6(x,y) 2. 

Il contient donc tous les U T , OÙ u E 0(E,B) et T E ^~(E) . 

Réciproquement, si w E G, on a w = UT avec u E GL(E) et T E ^ ( E ) , donc 

T E G. On en déduit que u = WT ^ E G, ce qui entraîne u E 0(E,B) car : 

2 2 
B(ux,ux) = ô(ux,o) = 6(x,o) = B(x,x) pour tout x E E . 

Ainsi, en posant H = 0(E,B) et N =^ r(E), on a G = NH et H D N = {e}, 

ce qui prouve que l'on a un produit semi-direct. 

D'une manière générale, si G = NH est un produit semi-direct interne, isomorphe 

au produit semi-direct externe G^ = N^ 3 H^, où H^ est isomorphe à H, N^ 

isomorphe à N, et où l'action de H^ sur N^ : (h^, n^) (n^) devient par 

-1 ^ 
isomorphisme l'action (h,n)»~-> h n h de H sur N, on peut associer à tout 

sous-groupe H' de H isomorphe à un sous-groupe H'^ de H^, le sous-groupe 

NH' = G' de G. Le groupe G' est évidemment encore produit semi-direct de N et 

H ' , isomorphe au produit semi-direct externe N^ 3 H'^ obtenu en faisant agir H'^ 

sur N^ par restriction de l'action de H^. C'est ce qui explique la dernière 

assertion de la proposition. 
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3.12) Le groupe des isométries de IRn est, par définition, le groupe des bijections 

affines de (Rn laissant invariante la distance euclidienne. Il s'agit donc du pro­

duit semi-direct de [Rn et de 0(n). 

La loi de groupe est donnée par : 

3.13) (x,A)(xl,At) = (x + A(x'), A A ! ) . 

Le sous-groupe obtenu en remplaçant 0(n) par SO(n) est appelé groupe des 

déplacements de [Rn. 

On peut vérifier que toute isométrie de CRn (i.e. application conservant la dis­

tance) est en fait une bijection affine, ce qui explique la terminologie. 

Exercice : Vérifier l'assertion de 3.9, Ex 2 concernant les déplacements du plan. 

3.14) Groupes de Poincaré. 

On choisit maintenant pour E l'espace de Minkowski. On peut démontrer également 

4 4 . . . 
dans ce cas que toute application [R -> [R laissant invariante la pseudo-distance 

4 
est une bijection affine. L'ensemble des "isométries11 de £R pour cette pseudo-

4 
distance est donc, d'après 3.11, le produit semi-direct [R s 0(1,3), il comporte 

4 
comme sous-groupe particulier, [R © S0(l,3). 

4 4 
Rappelons que les éléments de |R s 0(1,3) sont les couples (x,A) où x E {R , 

A E 0(1,3), la loi de groupe étant définie par la formule (3.13). Le couple (x,A) 

représente 1'isométrie TU obtenue en composant la transformation de Lorentz u 

associée à A, suivie de la translation T associée à x. 

4 4 

On appelle groupe de Poincaré, aussi bien, [R s 0(1,3) que £R s S0(l,3), ou 

encore JR4 s S0o(l,3) où S00(l,3) désigne le sous-groupe de S0(l,3) formé des 
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matrices X = (x1j) telles que x° 0 > 1 (on montrera qu'il s'agit effectivement 

d'un sous-groupe). 

Il se trouve que, pour des raisons à la fois mathématiques et physiques, le 

. . . . 4 
groupe qui joue un role fondamental est en fait le produit semi-direct [R A SL(2,(E) 

4 
où l'action de SL(2,Œ) sur IR est celle définie en 2.2. C'est ce groupe que 

nous appellerons dans la suite groupe de Poincaré. Les éléments en sont les couples 

4 
(x,X) où x^lR , X E SL(2,(C), la loi de groupe est : 

(x,X)(x',X') = (x + X.x', XX'). 

Pour tout X E SL(2,C), l'application x H- X.x est une isométrie de l'espace 

de Minkowski, et on a : X.x = (-X).x. Le sous-groupe distingué des (x,I) est 

4 
isomorphe à £R , le sous-groupe non distingué des (0,X) est isomorphe à SL(2,(C). 

4 
On identifiera souvent JK ou SL(2,C) à ces deux sous-groupes. 
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C H A P I T R E I I - G É N É R A U ^ G R O U P E S T O P O L O G I Q U E S 

^ 2 f ^ l l l â Ë - £ L S 2 i l N E X I T É 1 

1 - Rappels. 

1.1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle sur K = [R ou Œ. 

A toute base (e^,...,en) de E est attaché 1Tisomorphisme de l'algèbre Jif(E) 

sur l'algèbre J^(n,K) des matrices carrées n x n à coefficients dans K, qui 

associe à tout u E <£ (E) sa matrice M(u) dans la base (e.. , . . . ,e ). Si x E, 

1 n 

on notera M(x) la matrice colonne des composantes x 1 (1 < i < n) de x dans 

la même base. On sait que l'on a alors : 

M [ u(x)] = M(u) M(x). 

L'isomorphisme M transforme le groupe GL(E) des automorphismes de E en 

GL(n,K), groupe des matrices carrées inversibles d'ordre n à coefficients dans 

K. 

1.2) On peut munir E d'une topologie en transportant sur E la topologie de K*1 

1 n n n i 
au moyen de la bijection y qui à (x ,...,x ) E K , associe S x e. E E. Les 

i=l 1 

formules de changement de base montrent que la topologie ainsi définie ne dépend 

pas de la base (e^,...,e^). 

Ainsi, par définition, lim x(t) = a dans E ssi dans une base de E (donc, 

dans toute base de E), les composantes de x(t) ont pour limites celles de a. 

La famille des bijections <¿> ci-dessus munit également E, de manière évidente, 

d'une structure naturelle de variété C pour laquelle ces bijections sont des 



2 4 

cartes. 

Toute application linéaire de E dans un autre espace vectoriel F de dimen-

00 
sion finie, est évidemment continue, et C , pour les structures ainsi définies. 

On démontre, d'autre part, que la topologie que nous venons de définir sur E 

est la seule topologie séparée qui rende continues les applications! 

(x,y) v* x + y, de E x E dans E, 

et (À,X) >-> Ax, de K x E dans E. 

Il en résulte, par exemple, que toute norme sur E définit cette topologie. 

Ainsi, toutes les normes sur E sont équivalentes, ce qui peut aussi se démontrer 

directement. Toutes les propriétés d'espaces norme ou d'espace topologique de K n 

sont évidemment vraies pour E. Par exemple, les compacts de E sont les fermés 

bornés (pour une norme quelconque sur E). 

1.3) Si E est un espace vectoriel complexe, on peut a fortiori le considérer 

comme espace vectoriel réel ; les deux topologies que l'on peut ainsi définir 

coïncident, comme on le voit par un calcul direct, ou en utilisant la propriété 

caractéristique énoncée ci-dessus. 

1.4) Si E est de dimension finie, Jif(E) aussi, et les considérations précédente 

s'appliquent à Jif(E) et à J$f(n,K). Autrement dit, l'application M de (1.1) 

est un homéomorphisme et même un difféomorphisme. Par exemple, les matrices 

X(t) = (x^_.(t)) auront pour limite A = (a^j) ssi, pour tout (i,j), 

lim x^(t) = aj_j • O n peut faire de (E) et Jzf (n,K) des espaces normes en 

posant par exemple : 

Bull = IIM(U)II =Max(|a..|), si * M(u) = (a..). 
1 ij 1 ij 
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On vérifie que 1 1 application (u,v) K> UV de ^ (E) x £g(E) dans JSf (E) est 

continue et même (i.e analytique). Cette dernière assertion résulte simplement 

du fait que les coefficients d Tun produit de deux matrices sont des polynômes des 

coefficients des facteurs. 

1.5) L'application déterminant : u \-> det u, de • ££ (E) dans K, est de même con­

tinue et analytique car, si X E ^f(n,K), le déterminant de X est un polynôme 

des coefficients de X. Il en résulte que GL(E) = det ^(K - {o}) est un ouvert 

2 . -1 
de j£f(E) (donc une sous-variété de dimension n ). L'application u u est 

un difféomorphisme de GL(E) sur lui-même : ceci résulte du calcul de la matrice 

inverse d'une matrice. 

Ainsi, GL(E) et, plus généralement tout sous-groupe de GL(E), est un 

"groupe topologique" car : 

1.6) Définition. - On appelle groupe topologique tout ensemble G muni d'une 

structure de groupe, notée (x,y) H- xy_, et d'une topologie telles que les 

applications : 

(x,y) M* xy et x i-> x 

(de G x G dans G et de G dans G respectivement) soient continues. 

Notons de plus que j£f(E), étant homéomorphe à K n, est localement compact ; 

il en est de même pour GL(E) qui est un ouvert de (E) et pour les sous-

groupes fermés ou ouverts de GL(E). Mais remarquons que dans un groupe topolo­

gique G, tout sous-groupe ouvert H est également fermé : en effet, les trans-

lations y ̂  ay, où a est fixé dans G, sont, par définition, des homéomorphis-

mes, donc toutes les classes xH sont ouvertes. Comme l'ensemble de ces classes 
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constitue une partition de G, elles sont également fermées. 

1.7) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie^ alors IR+-{o} est un 

sous-groupe multiplicatif, ouvert, propre, de IR - {o}, donc det !R+- {o}), que 

l'on note GL +(E), est un sous-groupe ouvert, donc ouvert et fermé, de GL(E). 

En particulier, GL(E) n'est pas connexe. On montrera plus loin (§ 6.7) que 

GL(E) admet deux composantes connexes : GL +(E) et GL (E) = det "̂ ((R - {o}) 

qui n'est pas un sous-groupe de GL(E). Au contraire, si E est un espace vecto­

riel complexe, GL(E) est connexe, donc sans sous-groupe ouvert propre. 

2 - Groupes unitaires. 

La groupe GL(E) n'est pas compact si E ^ {o} car il n'est pas borné dans 

oSf(E) : si u E GL(E), on a Au E GL(E) pour tout A E K - {o}. La considération 

des formes quadratiques définies positives introduit elle, des groupes compacts : 

2.1) Soit E un espace vectoriel sur K = IR ou (E. On dit qu'une application 

<j> : E x E -> K est sesquilinéaire si : 

1) (j)(x1 + x 2, y) = (f)(x1, y) + <|>(x2, y) 

2) <f)(x, y + y 2) = (j)(x, y x) + <f)(x, y 2) 

3) cj)(ax, y) = a<|>(x,y) et <|>(x, ay) = ac|>(x,y) 

pour a E K, x E E, y E E. 

On dit qu'une forme sesquilinéaire est non dégénérée si : 

(J)(x,y) = o pour tout y E E implique x = o 

et (j)(x,y) = o pour tout x E E implique y = o. 
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Une forme hermitienne est une forme sesquilinéaire vérifiant (f)(y,x) = (f>(x,y) 

pour tout (x,y) E E x E. Elle est dite positive ,(resp. définie positive), si 

(j>(x,x) ̂ o pour tout x E E (resp. (j>(x,x) > o pour tout x E E - {o}). 

On vérifie qu'une forme hermitienne est définie positive ssi elle est positive 

et non dégénérée,et que toute forme hermitienne positive vérifie l'inégalité de 

Schwarz : 

<|>(x,y) <|>(x,y) < <|>(x,x) <f>(y>y)-

Lorsque E est réel, une forme sesquilinéaire est simplement une forme bili-

néaire et une forme hermitienne est une forme symétrique. Une forme hermitienne 

définie positive est donc simplement dans ce cas une forme bilinéaire symétrique 

non dégénérée B> comme au chap. I, et qui est, de plus, positive. 

2.2) Soit <|> une forme hermitienne définie positive sur un espace vectoriel E 

de dimension finie sur (R ou C, on définit évidemment les isométries de E com­

me les u E £f(E) qui vérifient, pour tout (x,y) E E x E : 

(j> [ux, uy] = <f>(x,y) 

ou la condition équivalente : <J> [ux, ux] = (j)(x,x). 

Comme (j) est non dégénérée, ces isométries sont des bijections, donc appar­

tiennent à GL(E), dont elles forment un sous-groupe,noté U(E,(j>). On note, d'au­

tre part, SU(E,(f>) le sous-groupe des u E U(E,cf>) dont le déterminant vaut 1. 

Comme $ est définie positive, elle munit E d'une structure d'espace hilber-

tien de dimension finie. On sait donc associer à tout u E j£f(E) son adjoint 

u E if(E) qui vérifie, pour tout (x,y) E E x E : 

<|> [ ux, y] = <|> [ x, u y] . 
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D'autre part, il existe des bases orthonormées pour <$,, et, dans une telle base, 

on a la relation : 

M(u*) = M(u)* 

où, pour toute A Ei^(n,K), on pose A = A (A est la matrice "adjointe" 

de A). On a alors la proposition : 

2.3) PROPOSITION. - Le groupe U(E,<|>) est l'ensemble des u E J5f(E) qui vérifient 

les conditions équivalentes suivantes : 

* ""1 v * 
1) u = u c.à.d. u u = id, 

2) Si M(u) est la matrice de u dans une base orthonormêe pour cfr : 

M(u)* = M(u)""1 c.à.d. M(u)*M(u) = I. 

PREUVE. - Il suffit de remarquer que <f>(ux,uy) = ^(XjU uy), de sorte que 

u E u(E,<f>) équivaut à : 

(f)(x, u uy) = (x,y) 

d foù u u = id, puisque <J> est non dégénérée. 

c.q.f.d. 

DEFINITION. - On appelle groupe unitaire (resp. orthogonal) d'ordre n 3 et on 

note U(n) (resp. 0(n))3 le groupe des matrices A carrées d'ordre n à coeffi­

cients complexes (resp. réels) vérifiant : 

A* = A ^ (resp. tA = A ^ ) . 

On note évidemment SU(n) le sous-groupe de U(n) formé des matrices de 

U(n) dont le déterminant est égal à 1. La relation de définition de U(n) (ou de 

U(E,<j))) montre, par ailleurs, que les A E U(n) (ou les u E U(E,<j>)) ont toutes 
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un déterminant de module 1. 

Le groupe U(n) nfest autre que le groupe U(Çn,(|>) où <j> est la forme 

hermitienne canonique sur C*1 définie par : 

n . — -
<f>(z,z') = 2 z z' 

i=l 

et où l'on identifie tout opérateur de <CN à sa matrice dans la base canonique, qui 

est par ailleurs orthonormée pour <j). 

2.5) PROPOSITION. - Le groupe unitaire U(n), et le groupe orthogonal 0(n), sont 

compacts. 

PREUVE. - La relation A A = I définit un fermé de j£?(n,C), car l'application 

A H- A étant continue, ainsi que l'application (A,B) AB, il en résulte que 

A H- A A est continue. Elle entraîne d autre part, les n relations : 

n ? 
2 la..| = 1 (où A » (a. .)) 

j = l J 1 J 

qui montrent que U(n) est en outre borné dans «^(n,(E) . De même, pour 0(n). 

c.q.f.d. 

2.6) COROLLAIRE. - Tous les groupes U(E,(J>) sont compacts, ainsi que les groupes 

SU(E,(f>). En particulier, SU(n) et SO(n) sont compacts. 

PREUVE. - Par définition de la topologie de «^(E), pour toute base de E, l'appli­

cation u ̂  M(u) est un homéomorphisme. Or, si l'on choisit une base orthonormée, 

l'image de U(E,<j)) par cette application est précisément U(n) ou 0(n) suivant 

que E est complexe ou réel. 
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Quant à SU(E,cJ)), c'est 1'instersection du compact U(E,<j>) avec le fermé cons­

titué dans JizP(E) par l'ensemble des u tels que det u = 1. 

c.q.f.d. 

Remarque : On a vu au passage que SL(n, C) , et SL(n, JR) sont fermés dans 

j2̂ (n,(C) et <^(n, (R) respectivement. 

2-7) Exemples. - On a déjà eu l'occasion de caractériser SU(2) comme l'ensemble 

a b 2 2 
des (_— — ) , où a et b sont deux nombres complexes vérifiant |a| + |b| = 1. 

En appliquant les définitions précédentes, on trouve que : 

a b 2 
a) Le groupe U(2) est l'ensemble des ( , a ), où (a,b) G (C , 0 G (R, 

lu,- io -

o o -e b e a 
et |a| 2 + |b| 2 = 1. 

a -b 2 + 
b) Le groupe 0(2) est l'ensemble des ( , ), où (a,b) G (R e = - 1, 

£D ea 
. . 2 2 , . f i -, -, / cos 9 -sin 6 N et a + b = 1 . C est donc aussi 1 ensemble des ( . - ). 

esm 0 ecos 0 

c) Le groupe S0(2) est l'ensemble des ( f ^ ) avec les mêmes conditions, 
b a 

- j -i t ii J / cos 0 -sin 0 N c.a.d. 1 ensemble des ( ^ ). 
sin 0 cos 0 

d) Remarquons que 0(1) = {-1, +1} , S0(1) = {1}, et que U(l), noté *U, est 

l'ensemble des nombres complexes de module 1, alors que SU(1) = {1}. 

3 - Décomposition d'Iwasawa de GL(n,K). 

3.1) PROPOSITION. - (Orthogonalisation de Schmidt). 

Soit (f^,...,f ) une base d'un espace vectoriel E sur K = (R ou C, 

soit cf) une forme hermitienne définie positive sur E. Il existe une unique 

base orthonormée (e^,...,e ) de E telle que : 
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^1 = all el avec a > o 

f 2 = a 1 2 e ; L + a 2 2 e 2 a 2 2 > o 

( D ! 

f.=0L.e.+ . . . + a . . e . a.. > o 
î li i H i il 

f = a., e + + a e a > o. 
n ln n nn n nn 

De plus, pour (j> fixée, les e^ et les ou . dépendent continûment de 

(f l f... ff n) G E
n ; 

PREUVE. - L'existence et l'unicité sont élémentaires, démontrons la continuité. 

Pour cela, remarquons tout d'abord que toute forme sesquilinéaire § est une 

application continue E x E -> K. En effet, <f>(x,y) s'exprime comme un polynôme 

du second degré en fonction des composantes de x, et des conjugués de celles de 

y, dans une base quelconque. 

1/2 -1 
Ainsi, a = [(|>(f̂ ,f̂ ) ] , et e^ = f^, sont des fonctions continues de 

fi-

Supposons que les a., et les e. figurant dans les i-1 premières lignes 

de (1) soient des fonctions continues de ( f ^ , . . . , f • 

On a : a. . = c()(f. ,e.) (1 < j < i-1) 
ji T V i* y 

donc a., dépend continûment de ( f f . ) . Il en est de même de a., car : 
ji v V î n 

a.. = (Mfi.fi) " V | a . . | 2 ) 1 / 2 , 

et de même de e. car : 
î 

http://Mfi.fi
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-1 i _ 1 

e. = cu . (f. - 2 ou . e . ) • 
i il i ji j 

c . q . f . d. 

Remarquons que les égalités (1) expriment que la matrice de passage de la base 

(e^) à la base (f^) est triangulaire supérieure, avec des coefficients stricte­

ment positifs sur la diagonale principale. L'ensemble des matrices de ce type consti­

tue évidemment un sous-groupe de GL(n,K). 

On notera D + le sous-groupe de GL(n,K) formé des matrices diagonales dont 

tous les coefficients diagonaux sont strictement positifs. 

On notera T^(n,K) le sous-groupe de GL(n,K) formé des matrices triangulaires 

supérieures (i.e. dont les coefficients situés en dessous de la diagonale prin­

cipale sont nuls), dont les coefficients diagonaux sont égaux à 1. 

3.2) THEOREME. - (décomposition d'Iwasawa de GL(n,K)). 

On a l'égalité GL(n,K) = U(n,K) D + T^n.K), et l'application 

(U,D,T) H- UDT, de U(n,K)xD+xT1(n,K) sur GL(n,K), est un homéomorphisme, 

c.à.d. que toute matrice inversible X s'écrit d'une manière unique 

X = UDT, avec U E U(n,K), D E D +, T E T x(n,K), et que U, D et T sont 

des fonctions continues de X. 

(dans cet énoncé, lorsque K = IR, la notation U(n,K) désigne 0(n)). 

PREUVE. - 1) Soit (e^,..-,e ) la base canonique de K n, et <j> le forme hermitienne 

définie positive canonique, pour laquelle cette base est orthonormée. 

Soit (f^,...,fn) la base de K n telle que la matrice de passage de (e^) à (f^ 

soit X. Soit (e ,...,en) la base orthonormée déduite de (f^,...,fn) par le 
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procédé d1orthogonalisation de Schmidt, et soit C la matrice de passage de (e^) 

à (f^). Soit enfin U la matrice de passage de (e^) à (f^). Comme ces deux 

dernières bases sont orthonormées, on a U E U(n,K). On a le schéma : 

(e.) ? > ( f _ } 

• \ / 

donc X = UC. De plus, on sait que C = I • •• javec cu^ > o (1 < i < n). 

/au 0 \ V ° W 

Soit D = j ' • ] , et T = D _ 1C, on a D G D +, T G T^n.K) et C = DT 

donc X = UDT. 

2) Unicité : Si X = U 1 D T T T , soit C = D'T' . Soit (e\) la base telle 

que la matrice de passage de (e^) à (e\) soit U 1 , de sorte que (e\) est 

orthonormée. Soit (fT^) la base telle que la matrice de passage de (e'^) à 

(f^) soit C 1 . Alors U fC ! = X est la matrice de passage de (e^ à (fV), 

donc (f^) = (fO, et la forme de C' montre que (e\) se déduit de 

(f\) = (f^) par le procédé de Schmidt, ce qui implique (e'^) = (e^), d !où 

U ! = U et C = C. 

3) Continuité : Montrons que X » C est continue. Comme 1fapplication 

(f i) ^ C de E n dans GL(n,K) est continue (3.1), il suffit de vérifier que 

l'application X H* (f^), de GL(n,K) dans E*1, est continue, c.à.d. que les n 

applications X ̂  f^ (1 ̂  i < n), sont continues ; ceci résulte de la définition 

des topologies de if(n,K) et de E. 

Ainsi, l'application X »-> U = XC 1 est continue. D'autre part, les applications 

C ^ D et C H- T sont évidemment continues. r , 
c. q. t. d. 
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Remarques 3.3) Si X = UDT, on a det X = det U det D, avec |det u| = 1 , car 

U G u(n,K), et det D > o, d Toù det D = |det x|, et det U = exp(i 0 ) , où 0 

est 1Targument de det X. 

3.4) Les deux groupes D + et T^(n,K) sont homéomorphes à des (R̂ , donc 

GL(n,K) est homéomorphe au produit du groupe compact U(n,K) par un IR̂ . 

Notation : on désigne par SD + le groupe D + H SL(n,K), et, dans 1Ténoncé suivant, 

la notation SU(n,K) désigne SO(n) si K = IR. 

3.5) COROLLAIRE. - (décomposition d'iwasawa de SL(n,K)). 

On a SL(n,K) = SU(n,K) SD + T 1(n,K), et l'application (U,D,T) -> UDT, 

de SU(n,K) x SD + x T^(n,K) dans SL(n,K), est un homéomorphisme. 

PREUVE. - il suffit de vérifier que 1 1 image de SL(n,K) dans U(n,K) x D + x T1(n,K) 

par 1Thoméomorphisme défini par la décomposition dTIwasawa de GL(n,K), est préci­

sément SU(n,K) x SD + x T][(n,K). Or, si X G SL(n,K), on a X = UDT avec, d'après la 

remarque (3.3), det D = 1 c.à.d. D G SD +, et det U = 1, c.à.d. U G SU(n,K). Ré­

ciproquement, si U G SU(n,K), D G SD +, T G T 1(n,K), et si X = UDT, on a 

det X = 1, donc X G SL(n,K). 

c. q . f . d. 

3*6) Remarque (exercice). Désignons par D(n,(C) le groupe des matrices scalaires 

de la forme AI avec |x|= 1. Alors on a U(n,C) = D(n,(C) SU(n,(C), et SU(n,(C) 

est distingué dans U(n,(C), mais on n Ta pas SU(n,(E) H D(n,(C) = {I}. 

3.7) Exemples : SL(2,C) et SL(2, (R). 

ot 8 
a) Toute matrice (̂  ) G SL(2,Ç) s'écrit de manière unique sous la forme : 
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( ° *> - ( f b ° - D ( J ï ) 
Y o -b a o t o 1 

2 2 2 
où (a,b) G (C vérifie |a| + |b| = 1 , et où t G (R et z G (E. 

et 8 
b) toute matrice ( ^) G SL(2, (R) s'écrit de manière unique sous la forme : 

2 2 2 +* 
où (a,b) G |R vérifie a + b = 1 , t G |R et x G |R. 

Naturellement, on peut poser a = cos 0 , b = sin 0 , et 0 est défini modulo 2TT. 

4 - Espaces homogènes et groupes-quotients dans le cas topologique. 

^•1) Définition. - Soit G un groupe topologique, et E wn espace topologique. 

On dit que G opère continûment dans E à gauche (resp. à droite) si : 

a) G opère dans E à gauche (resp. à droite) par (s,x) H* SX (resp. 

(s,x) ̂  xsj 3 <?ù s £ G, x G E. 

W Lrapplication : (s,x) sx est continue de G x E dans E. 

Il en résulte immédiatement que les applications x sx, de E dans E, sont 

continues pour tout s G G ; ce sont donc des homéomorphisme s car les applications 

inverses sont du même type. 

4.2) Exemple. 

Soit H un sous-groupe d'un groupe topologique G. La topologie induite fait 

de H un groupe topologique, et la continuité de (h,x) xh, de H x G dans G, 

montre que H opère continûment à droite dans G par (h,x) xh. (cf. ch. 1,2.6). 
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Soit ^ : G -> G/H l'application canonique. On considérera toujours G/H comme 

un espace topologique en le munissant de la topologie-quotient définie ainsi : 

une partie 0 C G/H est ouverte ssi \p "̂ (o) est ouverte dans G. Le même procédé 

permet d'ailleurs plus généralement, de définir une topologie sur l'espace des 

orbites ç\E dans le cas général. 

Rappelons que toute topologie-quotient est une "structure finale" ce qui signi­

fie que, si est une application \E F , où F est un espace topologique, 
G 

I|J est continue ssi 0̂<P : G F est continue. 

4.3) PROPOSITION. - L'application canonique y : E \E est ouverte. 

PREUVE. - Soit A un ouvert de E. On a 

[if (A)] = GA = U sA. 
s G G 

Or, puisque x t+ sx est un homéomorphisme, sA est ouvert pour tout s, donc 

V ^ [<p(A)] est ouvert. 
c. q. f . d. 

4.4) PROPOSITION. -

a) L'espace topologique G/H est sépare ssi H est fermé. 

b) L'espace topologique G/H est discret ssi H est ouvert. 

PREUVE. -

-) Si G/H est séparé, {<̂ (e) } est fermé dans G/H, donc 

H = \p * [<p(e)l est fermé, 

-) Si G/H est discret, {</?(e) } est ouvert, donc H = ip ^ [</?(e)] est ou­

vert. 
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-) Si H est ouvert, pour tout s £ G, sH est ouvert, 

donc ^(sH) est ouvert dans G/H, et G/H est discret. 

-) Il reste à prouver que, si H est fermé, G/H est séparé. 

LEMME. - Soit G un groupe topologique et y £ G, l'ensemble des V *y Vj où V 

décrit un système fondamental de voisinages de e,est un système fondamental 

de voisinages de y. 

En effet, l'application f : G x G -> G, définie par f(x,z) = x "*"yz, est conti­

nue. Soit W un voisinage quelconque de y = f(e,e), il existe donc et 

voisinages de e, tels que f(V^ x V^) C W. Posons V = H ; on a : 

f (V x V) C W c.à.d. V" 1y V C W, 

mais, puisque e £ V \ on a y V C V "̂y V. Or, y V est voisinage de y, puisque 

V est voisinage de e, donc V ^y V est un voisinage de y, ce qui achève la 

démonstration du lemme. 

Revenons à G/H : soit y (x) ^ \p (y), c.à.d. y xH. 

Comme H est fermé, xH aussi est fermé, son complémentaire est voisinage de y, 

il existe donc un voisinage V de e tel que : 

V" 1y V H xH = 0, c.à.d. y V H V x H = 0 

D'où: y VH H Vx H = (J , c.à.d. [̂ (y V)] H <p~l [^(Vx)] = 0, 

et finalement : 0(yV) n^j(Vx) = 0 . 

On en déduit le résultat, puisque yV est voisinage de y et Vx voisinage de 

x, moyennant le fait que ip est ouverte. 

c.q.f.d. 
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4.5) PROPOSITION. - Soit G un groupe topologique, H un sous-groupe de G. 

Le groupe G opère continûment à gauche sur G/H. 

PREUVE. - Il suffit dTexploiter la commutativité du diagramme suivant : 

(s,x) > sx 

id Q x y y 

(s,</?(x)) > s^(x) 

et le fait que <p, et (s,x) sx, sont continues, alors que id^ x \p est de plus 

surjective et ouverte, pour montrer que l'application V qui définit l'action de 

G sur G/H est continue. 

4.6) COROLLAIRE. - Avec les mêmes hypothèses, si l'on suppose de plus que H est 

distingue, G/H est un groupe topologique (preuve analogue). 

4.7) PROPOSITION. - (Orbites et espaces homogènes). 

Soit G un groupe topologique opérant continûment à gauche dans un espace 

topologique E. Soit x £ E, soit G.x l'orbite de x, et H x le stabilisa­

teur de x dans G. La bijection u : G/H^ G,x qui associe à toute classe 

sH dans G/H ) l'élément sx E G.x, est continue. Si E est séparé, le 

X X 
sous-groupe B.^ est fermé dans G. 

PREUVE. - Soit \p l'application canonique G G/H . D'après la définition de la 

topologie-quotient, u est continue ssi u0<£ est continue, et ceci résulte de la 

continuité de l'action de G car : u0<p(s) = s.x. Le fait que H^ soit fermé si E 

est séparé, est conséquence immédiate de la continuité de (s,x) ̂  sx. 
c.q.f.d. 
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4.8) Remarque : Comme la bijection u vérifie u(s.Ç) = su(Ç), on voit que lfaction 

de G sur une orbite se ramène toujours, par la bijection u, à celle de G sur 

un espace du type G/H. L'importance des G/H justifie qu fon leur réserve un nom 

particulier : ce sont les "espaces homogènes" de G. On appellera plus généralement 

espace homogène de G, tout ensemble E dans lequel G opère transitivement, 

c.à.d. possédant une seule orbite. 

Si G est un groupe topologique, la bijection u est continue, mais n'est pas  

toujours un homéomorphisme. Lorsque G opère continûment et transitivement dans E, 

si u est un homéomorphisme pour un x ^ E, elle l'est pour tout x, on dit dans 

ce cas que E est un espace homogène topologique de G. Ce sera toujours le cas 

lorsque G est compact (cf. 4.9) ; c'est plus généralement le cas si G est 

localement compact, dénombrable à l'infini, et si E est un espace de Baire 

(par exemple si E est localement compact, ou si E est un espace métrique complet) 

cf. BOURBAKI ch. VII, appendice 1, lemme 2. 

4.9) Cas où G est localement compact. 

On se limitera en général dans ce cas à des sous-groupes H fermés, donc loca­

lement compacts, de G. D'après 4.3 et 4.4 a, l'espace homogène G/H est alors 

localement compact ; si H est distingué, G/H est un groupe localement compact. 

Si G est compact, et si H est un sous-groupe fermé de G, alors H et G/H 

sont compacts. Il en résulte que la bijection u de la proposition 4.7 est 

toujours un homéomorphisme. En particulier, toutes les orbites sont compactes. 

4.10) Applications et exemples. 

a) Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soit G un sous-groupe 

fermé de GL(E). Alors G est localement compact, dénombrable à l'infini, et opère 

continûment à gauche dans E par l'action canonique (u,x) ̂  u(x). 
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4 
Par exemple, 0(1,3) et S0(l,3) opèrent continûment dans IR . 

b) Le groupe SL(2, (C) opère continûment dans l'espace vectoriel H des ma­

st* 
trices hermitiennes, car l'application (X,Y) v> XYX de G x H dans H est con-

4 
tinue. Comme l'application h : R -> H est une bijection linéaire, c'est un homéo-

4 

morphisme, donc, par transport de structure, SL(2, C) agit continûment sur R par 

-1 * 

(X,x) X.x = h [Xh(x)X ]. Comme les orbites sont toutes localement compactes, et 

comme SL(2, C) est localement compact dénombrable à l'infini, chacune des orbites 

est un espace homogène de G. Par exemple, 0 + ^ est homéomorphe à SL(2,(C)/SU(2), 

par l'application qui à Xe 0 ^ ®
+

m> associe la classe de X dans SL(2,Œ)/SU(2), 

etc... . 

c) Rappelons que, pour tout X £ SL(2, Œ), on a noté u l'application 
X 

x H- X.x. On définit ainsi un homomorphisme de groupe SL(2,(C) S0(l,3) (cf. Ch. I) . 

Cet homomorphisme est continu : on peut le voir en calculant les coefficients de 

la matrice de u en fonction de ceux de la matrice X ou, plus élégamment, en 
X 

vérifiant d'abord le lemme suivant : 

LEMME. - Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur IR ou (C et Z un 

espace topologique. Soit u : Z if(E). Les conditions suivantes sont équi­

valentes : 

i) u est continue. 

ii) Pour tout x £ E, z *-> u(z) (x) est continue de Z dans E. 

iii) Pour tout x G E et tout x' £ E'_, l'application z H* < U ( Z ) X , X ' > est 

continue, de Z dans le corps de base. 

Soit alors G un groupe topologique opérant linéairement et continûment à gau­

che dans E par : (s,x) ̂  s.x. Posons, pour tout s £ G, u

g (
x ) = s.x. Alors 

u : s v> u g est un homomorphisme de groupes de G dans GL(E), continu puisque 

s r> u

s (
x ) = s , x e s t c o n t i n u pour tout x £ E. C'est le cas de G = SL(2, Ç) et 
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E = R \ 

d) Remarquons que l'on en déduit, par restriction, que 11homomorphisme X ̂  u 
A 

est surjectif et continu de SU(2) sur S0(3). Son noyau se réduit à - I. Par 

passage au quotient, on en déduit une bijection : 

SU(2)/ { ± I } - % S0(3). 

Cette bijection est continue d'après les propriétés de la topologie-quotient, 

donc bicontinue puisque SU(2) /^ + ^ est compact. Ainsi u définit un isomor­

phisme de groupes topologiques de S0(3) sur un quotient de SU(2). 

4.11) Produit semi-direct topologique. 

4.12) PROPOSITION et DEFINITION. 

Soit G un groupe topologique, produit semi-direct de deux sous-groupes 

N et Hj N étant distingué. On dit que G est produit semi-direct topolo­

gique de N et H si les deux conditons équivalentes suivantes sont réalisées: 

i) L'application (n,h) nh, de N x H sur G, est un homéomorphisme. 

ii) Chacune des deux projections qui, à s = nh G G associent n G N et 

h £ H_, est continue, (il suffit, d'ailleurs, qu'une le soit). 

PREUVE. - Comme G est un groupe topologique, l'application (n,h) nh est 

continue ; elle sera un homéomorphisme ssi l'application inverse s = nh (n,h) 

est continue, c.à.d. si l'on a (ii). 

c.q.f .d . 

Si maintenant et N^ sont deux groupes topologiques, et G leur produit 

semi-direct externe associé à un certain homomorphisme a (cf. ch. I, 3.5), 
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en munissant G de la topologie produit, on fait de G un espace topologique. 

Les formules : 

(n,h)(n',h') = (na (n'),hh'), et ( n ^ ) " 1 = (a .(iO.h" 1), 
h 

montrent que G est un groupe topologique ssi l'application 

(h,n) a}/ n) 

est continue, autrement dit, ssi opère continûment à gauche dans N^ par cette 

application. Dans ce cas, la condition (i) étant vérifiée par définition même de 

la topologie de G, on obtient un produit semi-direct topologique. 

Remarque. La condition (4.12,i) montre que, si G est séparé et produit semi-di­

rect topologique des sous-groupes N et H, ceux-ci sont nécessairement fermés 

dans G. 

Exemples : Tous les produits semi-directs introduits précédemment sont des pro­

duits semi-directs topologiques. 

4.13) Si G = NH est produit semi-direct topologique de N et H avec N distin­

gué, 11isomorphisme de groupes de G/N et de H devient un isomorphisme de grou­

pes topologiques, c.à.d. qu'il est de plus un homéomorphisme. Plus généralement : 

Soit G un groupe topologique, N et H deux sous-groupes fermés tels que 

G = NH, N H H = {e} et tels de plus que l'application (n,h) H- nh de N x H sur 

G soit un homéomorphisme. Alors, l'application canonique c|> de G sur l'espace 

homogène G/N, restreinte à H, est un homéomorphisme y de H sur G/N. Soit p 

la "projection" sur H définie par la décomposition G = HN, c.à.d. associant 

à tout s ̂  G l'unique p(s) £ H tel que s = p(s)n avec n E N, on a le dia­

gramme commutâtif : 
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G 

H r^L G/H . 

On peut ainsi, par transport de structure, considérer H comme un espace homo­

gène topologique de G. Naturellement, on peut échanger les rôles de H et N ou 

utiliser les classes à droite Hx, ce qui donne au total 4 homéomorphismes (véri­

fications laissées au lecteur). 

Ces considérations s appliquent aux produits semi-directs, mais aussi aux décom­

positions d'Iwasawa (ici, aucun facteur n fest distingué). 

5 - Connexité dans les groupes topologiques. 

5.1) On a déjà vu que, dans un groupe topologique, tout sous-groupe ouvert est fer­

mé, donc qu'un groupe topologique connexe n'admet pas d'autre sous-groupe ouvert 

que lui-même. 

Soit G un groupe topologique quelconque, soit V un voisinage de e dans G. 

Le sous-groupe H engendré algébriquement par V est ouvert car, si y G H, on a 

yV G H, donc H est voisinage de y. On en déduit : 

5.2) PROPOSITION. - Tout groupe topologique connexe est engendre par chacun des 

voisinages de l'élément neutre. 

Si G est quelconque, on a la situation suivante : 

5.3) PROPOSITION. - Dans un groupe topologique G, la composante connexe, notée Go* 

de l'élément neutre e, est un sous-groupe distingué fermé ; la composante 

connexe de tout y E G est yG Q. 
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r- s- -1 
PREUVE. - On sait que G Q est fermée. Soit (x,y) £ Go x G Q. On a e G x G c, et 
-1 -1 -1 
x Go est connexe, donc x G c C G 0, d

Toù x y ^ Go, ce qui montre que Go est 

un sous-groupe de G. Soit a E G, 11automorphisme intérieur défini par a est 

continu, donc aG 0a ^ est connexe ; comme e E aG 0a \ il en résulte aG 0a ^ C G 0 

donc Go est distingué. Enfin, si y G, comme x H- yx est un homéomorphisme, 

yG 0 est la composante connexe de y. 
c.q.f.d. 

Le sous-groupe Go est encore appelé composante neutre de G. Il existe des 

groupes topologiques non connexes qui sont engendrés par chacun des voisinages de 

l'origine, c.à.d. qui ne contiennent aucun sous-groupe ouvert non trivial. Toute­

fois, cette circonstance ne peut pas se produire sTil existe un voisinage connexe 

de e, par exemple pour un groupe de Lie, c.à.d. qu'un tel groupe est connexe 

ssi il est engendré par chacun des voisinages de l'élément neutre. En effet, si V 

est un voisinage connexe de e, il en est de même de V^ = V U V ^ et de V^ 

(n E N - {o}). Or, le sous-groupe engendré par V est égal à U V^1 et, d'autre 

n > 1 i 

part, e G H v , donc ce sous-groupe est connexe, 
n > 1 1 

Si G est connexe, il en est de même de G/H pour tout sous-groupe H. Réci­

proquement : 

5.4) PROPOSITION. - Soit G un groupe topologique, et H un sous-groupe de G. Si 

l'espace homogène G/H et H sont tous deux connexes, G est connexe. 

PREUVE. - Soit U et V deux ouverts non vides de G tels que G = U U V. 

Soit i|> : G -> G/H canonique. On a 

G/H = iKG) = *(U) U ^(V), 

et iKU) et (V) sont ouverts, donc i|̂ (U) H 0, puisque G/H est connexe. 

Soit ij;(x) G ^(U) H !|,(v). On a donc : 
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xH O U t 0, xH H V + 0 et xH = (xH O U) U (xH D V) ; 

comme xH est connexe, on a (xH H u) H (xH O V) ^ 0 cToù U D V ^ 0. 

c.q.f.d. 

6 - Exemples : GL(n,K), SL(n,K), o(n), u(n), groupes de Poincaré et de Lorentz. 

6.1) Soit E un espace vectoriel de dimension finie n S* 2 sur K = R ou (C, et 

(J> une forme hermitienne définie positive sur E. Soit a E E tel que <j>(a,a) = 1, 

et soit H le stabilisateur de a dans U(E,(J)). Soit E f l'orthogonal de a 

pour (j), et <j>! la restriction de (j) à E 1 : c'est une forme hermitienne positive 

sur un espace de dimension n-1. 

Pour tout v E U(E',((>'), soit v E JSf(E) définie par : 

v(x + Aa) = v(x) + Aa, où x E E ! et A G K. 

Un calcul de routine montre que v £ H, et que v H- v est un homomorphisme de 

groupe, continu et injectif, de U(E',(j>') dans H. Réciproquement, soit u G H. 

Comme a est stable par u, il en est de même de son orthogonal E f , puisque u 

est une isométrie. On peut ainsi définir u^ E J§?(Ef) par u^(x) = u(x) pour tout 

x G E 1, et l'application u B- est un inverse continu de v B- v. Ainsi, H est 

isomorphe, en tant que groupe topologique, à U(ET,(j)f). 

6.2) On sait que U(E,cf))/H est homéomorphe à l'orbite de a dans E, puisque 

U(E,<J>) est compact. Comme (f>(a,a) = 1, cette orbite est contenue dans la "sphère 

unité" d'équation <j>(x,x) = 1. Réciproquement, si (f)(x,x) = 1 et x î a, on peut 

passer de a à x, dans le plan P déterminé par x et a, par une rotation 

(c-à-d. un élément de SU(P, <})(P)) : c e c i résulte de l'écriture des matrices de 
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S0(2) et SU(2). On prolonge cette rotation par l'identité sur l'orthogonal de 

P et l'on montre ainsi que la sphère unité est l'orbite de a par SU(E,cf>), 

donc a fortiori par U(E,(f>). 

En résumé : 

6.3) PROPOSITION - (notations de 6.1). 

Le groupe U(E',<)>') s'identifie, en tant que groupe topologique, à un 

sous-groupe fermé H de U(E,<|>) tel que U(E,<j))/ soit homéomorphe à la 

sphère-unité définie par <j) dans E. 

6.4) Soit S m la sphère unité de IR m +\ pour le produit scalaire canonique de 

lRm ^. En utilisant les projections stéréographiques depuis deux pôles opposés de 

S m, on voit que S m est réunion de deux parties non disjointes, toutes deux homéo-

morphes à IRm, donc connexes. Ainsi, S m est connexe pour tout m ^ 1. Il en est 

m 2m"~*l 
de même de la sphère unité de (C , car elle est évidemment homéomorphe à S 

Comme U(l) = S"'" est connexe, la proposition 6.3 montre, par récurrence, que 

U(n) (et, plus généralement, tout U(E,(J>), pour E espace vectoriel complexe) 

est connexe. 

Le même raisonnement ne s'applique pas à 0(n) puisque 0(1) n'est pas connexe. 

Mais il s'applique à SU(n) et S0(n), en effet SU(1) et S0(1) sont connexes 

et, dans la démonstration de 6.3, on peut remplacer U(E,<J)) et U(E',<f)') par 

SU(E,<t>) et SU(E', (j)'). 

Donc : 

6.5) PROPOSITION. 

Pour tout n > l, les groupes SO(n)., U(n) et SU(n) sont connexes. 
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6.6) COROLLAIRE 1. - Pour tout n > la le groupe 0(n) a deux composantes connexes. 

Sa composante neutre est SO(n). 

PREUVE. - Soit 0(n) l'ensemble des u E 0(n) tels que det u = -1. Comme 

l'application déterminant est continue, la partition : 

0(n) = SO(n) U 0(n)", 

est une partition en deux ouverts et fermés disjoints donc 0(n) n'est pas 

connexe. Mais SO(n) est connexe, et si u Q E 0(n) , on a 0(n) = u oS0(n)* 

d'où le résultat. 

En utilisant la décomposition d'iwasawa, on obtient : 

6.7) COROLLAIRE 2. - Les groupes GL(n,(C), SL(n,Œ), SL(n, !R) sont connexes, le 

groupe GL(n, [R) a deux composantes connexes. 

(On suppose toujours n ^ 1). 

6.8) Produits semi-directs ; groupe de Poincaré. 

Pour qu'un produit semi-direct G = HN soit connexe, il faut et il suffit que 

H et N soient connexes. Ainsi, le groupe de Poincaré, produit semi-direct de 

4 
SL(2, C) et de IR est connexe. 

6.9) Retour sur les groupes de Lorentz. 

Nous allons, grâce à des considérations de connexité, préciser divers 

sous-groupes de 0(1,3), ainsi que leur nomenclature. 

Tout d'abord, on appellera plus précisément transformation générale de Lorentz 

toute u E 0(1,3), lui-même appelé groupe de Lorentz général. 

A toute matrice X = (x1j) E 0(1,3) associons le coefficient xj. La fonction 
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ainsi obtenue est continue sur 0(1,3), et on sait (ch. I, fin du § 1.3) qu'elle 

ne s'annule pas. Elle garde donc un signe constant sur chaque composante connexe 

de 0(1,3) ; en particulier, sur la composante neutre 0(1,3) Q, elle a le 

même signe qu'en I, donc elle est positive. 

PROPOSITION. - L1 ensemble des X E 0(1,3) telles que Xo >o forme un sous-groupe 

de 0(1,3) appelé groupe de Lorentz complet et dont les éléments sont appelés 

transformations de Lorentz orthochrones. 

PREUVE. - L'"intérieur" C Q du cone de lumière, défini par l'inéquation : 

B(x,x) = (x°) 2 - ( x 1 ) 2 - ( x 2 ) 2 - ( x 3 ) 2 > o, est stable par toute X E 0(1,3) : 

on a X(C 0) C Co, et aussi x""1(C0) E C Q, d'où X(C G) = C G. 

D'autre part, on voit facilement que les composante connexes de C 0 sont C G 

et Co , où C 0

+ est défini par B(x,x) > o et x° > o, et C 0 par B(x,x) > o 

et x° < o. Comme toute X E 0(1,3) définit un homéomorphisme, ou bien X respec­

te les deux composantes connexes, ou bien elle les échange . L'ensemble des X 

telles que X(C 0

+) = C 0

+ est évidemment un sous-groupe de 0(1,3) et, pour que 

X E G , il faut et il suffit que X(e c) E C G

+ , ce qui est équivalent à x© > o. 
c.q.f.d. 

Remarque : Le nom de transformation "orthochrone" provient de la conservation de e t -

Le groupe de Lorentz complet est, par définition, ouvert donc fermé dans 

0(1,3). Il en est de même, d'après la continuité du déterminant, de S0(l,3), donc 

de leur intersection, appelée groupe de Lorentz propre. Ses éléments sont appelés 

transformations de Lorentz propres, il s'agit donc des X E 0(1,3) telles que 

Xo > o et det X = 1. Notons provisoirement G T ce groupe ; puisqu'il est ouvert 

et fermé, on a : 0(1,3) 0 E G'. Comme SL(2, I) est connexe, son image, notée G", 
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par l'application X >-*• u est connexe. On a donc : 
X 

G" C 0(1,3) 0 C G \ 

Nous allons montrer que G f = G". Pour cela, remarquons que le groupe 0(1,1) 

2 1 
des isométries linéaires de IR pour la forme B(x,y) = x°y° - x Ty est l'ensem-

i_i J . - ( echt shtN ^ . ̂  ̂  
ble des matrices du type v e » e s j l t £

f

c n t ^ e ê r o u P e possède les prorietes suivantes, 

dont la vérification est laissée au lecteur : 

cht sht 
a) sa composante neutre est le groupe S0o(l,l), des (g|lt cht^ * 

2 

b) les orbites dans (R , pour 1Taction canonique de S0(1,1), sont les branches 

dThyperboles équilatères dTéquations B(x,x) = k, où k E IR - {o}, le point {o}, 

et les 4 demi-droites d'origine o portées par les deux bissectrices. 

c) si x et y appartiennent à une même branche de ces hyperboles, il existe 

une unique X E S0o(l,l) telle que X(x) = y. 

On peut identifier S0(1,1) à un sous-groupe, que nous noterons A*, de G T, 

cht sht 
en associant, à toute matrice ( , , ), la transformation de Lorentz obtenue 

' sht cht 

en faisant opérer cette matrice dans le plan (e 0, e^) et en laissant fixe le 

supplémentaire engendré par (e^, e^), transformation qui est donc définie par 

la matrice : 

/ cht o o sht \ 

Y = | ° 1 ° ° 1 
I O o 1 o I 

\ sht o o cht / 

Le groupe A' est un sous-groupe de G" car on vérifie que la matrice Y 

/ t/2 x e o \ 

ci-dessus est l'image de ( I E SL(2,$). On sait aussi que le groupe, 

identifié à S0(3), des rotations autour de e c est inclus dans G" (cf, Ch. 1). 
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Soit Y E G \ Soit Y(e e) = a = (a°, a) E o*, on a a° > o puisque 

3 

Y E G 1 . Il existe w E S0(3) telle que w[Y(e<>)] = (a°,o, o, a f ) = a f. 

On a B(a f, a f ) = B(a,a) = 1 et a° > o donc e c 

et a ! appartiennent à une même branche dThyperbole dans le plan (e 0, e^)• 

Il existe donc X E A', unique, telle que X(e 0) = a
? . Ainsi : 

w[Y(e0)] = X(e 0) c.à.d. X~K Y(e 0) = e Q 

d foù l'on déduit que w T = X Y est une rotation autour de IRe0. On a 

Y = w "̂"X w ! E G " puisque w, w T , X appartiennent à G11. Ainsi, G' = G11 c.à.d. : 

PROPOSITION. - La composante neutre du groupe de Lorentz général est le groupe de 

Lorentz propre. C'est aussi l'ensemble des transformations de Lorentz du type 

x ̂  X.x où X E SL(2,<C) . 

Notation : Conformément aux notations générales, ce groupe est noté 

0(1,3) 0 = S0(l,3) o. 

Remarques sur la démonstration : 1) En fait, on a démontré que G f = S0(3) A'S0(3) 

("décomposition de CARTAN" de G f ) . Le même raisonnement géométrique donne la 

"décomposition de CARTAN" de SL(2,C) : SL(2,<t) = KAK où K = SU(2) et où A 

est, comme dans la décomposition d'iwasawa, l'ensemble des / a \ où a E]R +*. 

V ° a " / 

2) On aurait pu aussi utiliser la décomposition 

d'iwasawa pour démontrer que G 1 E G" en vérifiant que si X = (̂  , alors 

U X € G . . 

3) Soit a = (a°, a) E o*, si a ^ e 0, les 

deux vecteurs a et e Q déterminent un plan ; dans ce plan, les vecteurs e Q et 
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e ^ = a/|a| constituent une base dans laquelle la restriction de B a la forme 

x°y° - x*y\ car B(e f^,e Tp = -1. Dans ce plan, il existe donc une unique trans­

formation X ! E S00(1,1) telle que X 1(e G) = a. En prolongeant X f par l'iden­

tité sur l'orthogonal pour B de ce plan, qui est d'ailleurs le plan orthogonal 

à a dans ]R3 euclidien, on obtient une transformation de Lorentz propre que 

nous noterons encore X'. Si l'on définit X et w à partir de a, comme dans la 

démonstration précédente, on a w **~Xw = X' car w ^X w possède les propriétés 

caractéristiques de X'. L'application a : 0* -* S0(l,3) 0 qui, à a E o*, associe 

a(a) = X 1 E S0(l,3) o est une section, c-à-d. un inverse à droite, de la surjection 

<p : s s.e0, de S0(l,3) o sur 0*, car </>0a(a) = a. De plus, cette section est 

continue, ce que l'on peut voir en calculant les coefficients de a(a) = X' ou, 

plus simplement, en remarquant que localement, on peut choisir w d'une manière 

unique et continue en fonction de a, tandis que X, lui, est évidemment fonction 

continue de a'. 

On déduit de ceci que l'application de 0* x S0(3) sur G' définie par 

(a,X) a(a)X est continue (ce qui aurait aussi permis de démontrer la connexité 

de G'), mais aussi, en notant l'application canonique S0(l,3) o S0(l,3) o/ , 

que tyo0 est un inverse continu de la bijection canonique de cet espace homogène 

sur 0*, donc que cette bijection est un homéomorphisme. 

Le lecteur pourra vérifier que l'on peut aussi définir une section continue 

a' : 0* -> SL(2,(C), donc remplacer S0(l,3) o par SL(2,C) et S0(3) par SU(2) 

dans ce qui précède. 

Composantes connexes du groupe de Lorentz général. 

Considérons les matrices : 

/ l o o o\ /-l o o o \ 

S = [ ° 1 ° ° \ et T - [ ° 1 ° ° 1 
l o o - l o l l o o l o / 

\ o o o - l / y o o o l y 

file:///ooo-l/
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Elles appartiennent toutes deux à 0(1,3). La matrice S définit une transfor­

mation de Lorentz orthochrone appelée réflexion ou symétrie spatiale, alors que T 

définit une transformation de Lorentz générale appelée réflexion ou symétrie du 

temps. Remarquons que det S = det T = -1. Si l'on considère ST on trouve qu'il 

s'agit d'une transformation de Lorentz générale, mais avec det(ST) = 1. 

Les 4 ensembles ouverts et fermés, sur lesquels det X et X° 0 ont tous deux 

un signe constant, contiennent chacun une et une seule des matrices I, S, T et ST. 

Ils contiennent donc chacun la composante connexe associée, c-à-d. S0(l,3) o, 

S S0(l,3)o,TS0(l,3)o, ST S0(1,3)o, et il y a en fait égalité, puisque l'on a deux 

partitions. Ainsi, on a obtenu les 4 composantes connexes de 0(1,3). 

Isomorphisme entre S0(l,3) o et SL(2,(E)/^+ ^ . 

L'application X H- U , de SL(2,C) dans 0(1,3), a pour image S0(l,3) o, et 

pour noyau (1 I). Il existe donc un isomorphisme de groupes, u, rendant commu-

tatif le diagramme : 

SL(2,q;) - - y so(i,3) 0 

u 

SL(2,<C)/(j; 

où </? désigne l'application canonique. Comme u est continue, u est continue. 

Comme ^ est ouverte, pour que u soit un homéomorphisme, il faut et il suffit 

que u soit ouverte, ce qui résulte de la remarque (4.8) car SL(2,<t) est dénom­

brable à l'infini, S0(l,3) o localement compact, et on peut faire agir SL(2,(t) 

sur S0(l,3) 0 par (X,s) ̂ u x s . Alors l'orbite S0(l,3) o de e est homéomorphe 

à S L ( 2 > G ) / K e r u puisque Keru est le stabilisateur de e. 

—.—.—.— 
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C H A P I T R E I I I - G É N É R A L I T É S S U R ^ L E S R E P R É S E N T A T I O N S , 

^ ™ H ^ I L I L P - ^ E ' U N _ „ U E I A B É L I E N . 

1 - Représentations de groupes. 

1.1) DEFINITION. - Soit G un groupe, V un espace vectoriel sur un corps K ; 

on appelle représentation de G dans V tout homomorphisme TT de G 

dans GL(V). 

En fait, on n'en restera guère à ce degré de généralité. Tout d'abord, dans ce 

qui suit, on supposera toujours que K = C. Souvent, on supposera de plus que G 

est un groupe localement compact, et que V est un espace de Banach, ce qui amè­

nera à définir la notion de représentation continue. 

Pour toute représentation TT, on notera V l'espace vectoriel où opèrent les 
TT 

7T(S) . 

1.2) DEFINITION. - Soit TT une représentation d'un groupe localement compact 

G dans un espace de Banach complexe V ; on dit que TT est continue si, 

pour tout x E G, TT(X) est continu, et si, pour tout v £ V, l'applica­

tion x H- TT(X)V J de G dans V, est continue. 

Remarques : 1 ) Du fait que TT est un homomorphisme de groupe, il suffit de véri­

fier la continuité en e. 

2) On peut envisager la continuité de TT pour d'autres topologies 
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que celle considérée ici, (appelée topologie forte). On peut aussi supposer sim­

plement que V est un espace localement convexe (cf. Bourbaki, intégration, 

ch. VIII, § 2). Si G est un groupe de Lie, on peut imposer à TT des conditions 

de différentiabilité (cf. WARNER : Harmonie analysis ou semi-simple Lie groups 

I ; séminaire BOURBAKI, Nov. 74, exposé 454). 

3) Lorsque V est de dimension finie, il n'existe qu'une seule 

topologie sur jSf(V) compatible avec sa structure d'espace vectoriel, elle coïnci­

de donc avec la topologie forte. Une représentation continue de G dans V est 

alors simplement un homomorphisme de groupes continu : G ->- GL(V) où GL(V) est 

muni de sa topologie habituelle. Dans ce cas, on sait que la continuité de TT 

équivaut à la propriété suivante : 

Pour tout v v et tout v' £ V , où V désigne le dual de V, la fonc­

tion G •> C : s H- <TT(S)V,V'> est continue. 

1.3) On dit que TT est unitaire si V est un espace de Hilbert complexe et si, 

pour tout x £ G, TT(X) est unitaire. Dans ce cas, la continuité équivaut à : 

Pour tout (v,v') E V X V, la fonction complexe s H- <TT(S)V|V'> est continue. 

1.4) DEFINITION. - (notations et hypothèses de 1.1). Supposons V de dimension 

finie ; on appelle coefficient de la représentation TT (nmatrix élémenttf 

en anglais), toute fonction complexe sur G du type s H- < T T ( S ) V , V ' > 

où v E v et v' E v * . 

Quand V est de dimension finie et G localement compact, la continuité de TT 

équivaut donc à celle de ses coefficients. 
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1.5) DEFINITION. - Soit TT une représentation d'un groupe localement compact G 

dans un espace de Banach V. On appelle coefficients de TT les fonctions 

du type s ̂  < Ï Ï ( S ) V , V ' > J où v G et où v' appartient au dual topo­

logique V de V. 

Ainsi, si TT est continue, ses coefficients sont continus. La réciproque est 

exacte quand V est un espace de Hilbert et TT est unitaire. 

1.6) La dimension de TT est, par définition, celle de V. Pour les groupes com­

pacts, en particulier pour les groupes finis, les représentations de dimension 

finie jouent un rôle fondamental. Dans le cas des groupes abéliens localement 

compacts, ce sont même les représentations de dimension 1 qui jouent un rôle fon­

damental . 

1.7) La donnée d'une représentation de G dans V définit sur V une structure 

^ e G~module c.à.d. que l'application : 

G x V -> V : (s,v) s.v = TT (S )V , 

( l.v = v, s(s'.v) = (ss').v (s E G, s' ̂  G, v E v) ; 
vérifie : < 

/ s.(v+v') = s.v + s.v', s.(Xv) = X(s.v) (X ̂  C) . 

Ainsi, les données suivantes sont équivalentes : 

-) une représentation de G dans V, 

-) une structure de G-module sur V, 

-) une action à gauche linéaire de G dans V. 

4 4 
Exemples : 1) L'action de SL(2,(C) sur (R , étant linéaire, définit sur |R 
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une structure de SL(2,C)-module, donc une représentation. La notation 

(X,x) H> X.x correspond à la notion de SL(2,C)-module, alors que la représenta­

tion associée est X H- u . Plus généralement, la donnée d'une représentation 
X 

de G dans V permet toujours la définition d'un produit semi-direct, V s G, 

par la formule : 

(v,s)(v',s') = (v + TT(S)V',SS') = (v + s.v', ss'). 

2) D'une manière générale, supposons que G opère à gauche sur un ensem-

X 

ble X, par (s,x) H> S.X. Alors, si V = (C , on obtient une représentation y, 

de G dans V, "par translations", en posant : 

[y(s)f] (x) = £(s~}x). 

Cette représentation est de dimension finie si X est fini. Si X est infini, 

et G localement compact, on remplacera souvent V par un sous-espace stable 

par translations, tel qu'on puisse le munir d'une structure de Banach pour la­

quelle y devienne continue. 

3) En particulier, on peut prendre pour X le groupe G lui-même, qui 

opère à gauche par (s,x) w- s x (translations à gauche), et par (s,x) H- XS 

(translations à droite). On obtient ainsi des représentations continues, notées 

TTp, de G dans les espaces de Banach L P(G) relatifs à la mesure de Haar du 

groupe (cf. ch. 5), à condition que ce dernier soit localement compact. On peut 

également choisir X = G/ , où H est un sous-groupe fermé de G, lorsque G 
ri 

est localement compact. 

4) Lorsque G est un sous-groupe de GL(n,K) (où K = IR ou C), il 

opère à gauche de manière évidente sur K n ; on obtient ainsi, outre cette repré-
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sentation identique, qui n'est complexe que lorsque K - C, des représentations 

de G dans des espaces de fonctions de n variables, qui jouent un rôle impor­

tant (en particulier si G est compact). On trouvera un exemple de ces métho­

des dans GELFAND, GRAEV, VILENKIN, "generalized functions", tome 5, où l'on 

obtient ainsi toutes les représentations irréductibles de SL(2 ,C). 

5) Reprenons les hypothèses et notations de l'exemple 2. Il arrive souvent 

que G opère par translations sur un espace de Banach V C (C , mais que la repré­

sentation ainsi définie ne soit pas continue, ou même que les y( s) n e soient 

pas des opérateurs bornés. On peut souvent améliorer la situation en introduisant 

un "multiplicateur", c.à.d. une application m : G x X X, telle que la formule 

[Tr(s)f](x) = m(s,x) f(s *x) 

définisse une représentation de G dans V, possédant les propriétés désirées. 

Remarquons que, pour que la formule ci-dessus définisse une représentation, il 

suffit que m satisfasse à l'identité: 

1.9) m(s's,x) = m(s ' ,x)m(s, s ' "'".x). 

p ( s ̂ "x) 
Une solution de cette équation s'obtient en posant m(s,x) = T—T— , où p 

P \X/ 

est une application quelconque : X -> C - {o}. 

On peut aussi prendre m(s,x) = a(s), où a est un homomorphisme de groupes : 

G -> (D - {o}. 

La théorie des "représentations induites" permettra de systématiser ce procédé. 
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2 - Entrelacements et représentations irréductibles. 

2 .1 ) DEFINITION. - Soit V et V ! deux G-modules. Un morphisme u (plus pré­

cisément un G-morphisme) de V dans V T , est une application linéaire 

de V dans V f telle que l'on ait, pour tout s G G et tout v £ v : 

u(s.v) = s.u(v). 

En terme des représentations TT et TT1 associées, ceci signifie que l fon a, 

pour tout s ̂  G : 

2.2) UOÏÏ(S) = TT! (s) 0u 

c.à.d. que le diagramme si-dessous est commutatif : 

v n- > v 

7T(S) TT 1 (s) 

V H > v

f 

On dit aussi que u est un entrelacement de TT et TT* OU que u entrelace TT 

et ïïf. L'ensemble de ces morphismes est noté Hom (V,V T). Un isomorphisme de 

G-modules est un isomorphisme d'espaces vectoriels tel que u et u ^ soient 

des G-morphismes. Il suffit pour cela que u soit une bijection linéaire de 

V sur V 1, vérifiant 2.2). 

Lorsque deux G-modules V et V' sont isomorphes, les représentations corres­

pondantes sont dites équivalentes. Les véritables objets de la théorie sont en 

fait les classes de G-modules isomorphes (ou de représentations équivalentes). 
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Sous G-modules ; sous-représentations. 

2.3) DEFINITION. - Soit V et M deux G-modules, TT et p les représenta­

tions associées. On dit que M est un sous G-module de V si : 

a) K est un sous-espace vectoriel de V. 

b) M est stable par tous les TT(S) et, pour tout v £ M on a 

p(s)v = TT(S)V . 

Autrement dit, M est un sous-espace vectoriel G-stable de V, et la struc­

ture de G-module de M est induite par celle de V. On dit que p est une 

sous-représentation de TT. 

Exemple : si u E Hom^(V,V f), les sous-espaces Ker u et Im u définissent des 

sous G-modules, respectivement de V et de V'. 

Lorsque M est un sous G-module de V, l'espace vectoriel quotient V/^ est 

canoniquement muni d'une structure de G-module : il suffit de poser 

s. (x+M) = s* + M. 

On dit qu'une représentation TT' est contenue dans une représentation TT, si 

ÏÏ' est équivalente à une sous-représentation de TT. 

G-modules simples - représentations irréductibles. 

2.4) DEFINITION. - On dit qu'un G-module V est simple si V ï {o}, et si les 

seuls sous G-modules de V sont {o} et V. La représentation corres­

pondante est également dite simple (ou irréductible). 
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Exemples : 1) Soit V un G-module trivial, i.e. tel que pour tout 

(s,x) ̂  G x V, s.x = x. Alors, V est simple ssi il est de dimension 1. 

2) Tout G-module de dimension 1 est simple. 

3) La représentation identique de GL(n,(C) dans dU est irréducti­

ble car, pour tout v E (Cn, l'orbite de v est (£n. 

Il en est de même de la restriction de cette représentation à U(n) ou à SU(n). 

Par contre, la restriction de la représentation identique de GL(3,(C) au sous 

groupe de U(3) stabilisateur d'un vecteur fixe, n'est évidemment pas irréduc­

tible. 

Opérations sur les représentations et les G-modules. 

Soit V et M deux G-modules, TT et p les représentations associées. 

2.5) DEFINITION. - 1) On appelle somme directe de V et M et on note V © M 

le G-module défini sur l'espace vectoriel somme directe V © M par la 

formule : s.(v+m) = s.v + s.m. 

2) On appelle produit tensoriel de V et M et on note 

V 0 le G-module défini sur le produit tensoriel V 0 M par la for­

mule : s.(v 8 m) = sv 8 sm. 

Les représentations correspondantes sont appelées somme directe et produit  

tensoriel de TT et p et notées TT © p et TT 8 p. 

Bien entendu, la première définition s'étend à une famille quelconque 

V.(i G I) de G-modules. 
î 
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G-modules semi-simples. 

2*6) DEFINITION. - On dit qu'un G-module est semi-simple ou complètement réduc­

tible s'il est somme directe de sous G-modules simples. 

Lemme de Schur (dimension finie) et conséquences. 

2.7) PROPOSITION. - Soit V et M deux G-modules simples de dimension finie 

sur le corps Œ ; alors, tout G-morphisme u : V -> M non nul, est un 

isomorphisme. Lorsque V = K, c'est une homothétie. 

Démonstration : Puisque u n fest pas nul, Ker u est un sous G-module de V 

différent de V, donc Ker u = {o}. De même, Im u est un sous G-module de M 

différent de {o}, donc Im u = M et u est un isomorphisme. 

Lorsque V = M, remarquons que, puisque (C est algébriquement clos, u admet 

au moins une valeur propre X. Or u - XI est encore un G-morphisme V V 

tel que Ker {u - XI} ^ {o}. On en déduit que Ker(u - XI) = V, donc u = XI. 

c.q.f.d. 

Conséquences du lemme de Schur. 

a) Si V et M sont deux G-modules de dimension finie, appelons nombre 

d'entrelacements de V et M, la dimension de Horn (V,M). (Attention, cette notion 
G 

n'est pas symétrique en V et M ) . Alors, si V et M sont simples, on voit 

que si le nombre d'entrelacements de V et M n'est pas nul, ils sont isomorphes. 

b) Soit V un G-module, et TT la représentation associée. Hom (V,V) est 

le commutant de TT(G) dans J§?(V) . Si U est simple, ce commutant est donc réduit 

aux scalaires ; ainsi, dim HomG(V,V) = 1. 
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c) Si M et V sont simples, dim HomG(V,M) = 0 ou 1. En effet, si 

dim Hom (V,M) > o, dfaprès a), il existe un isomorphisme u : V -> M. L'appli-

cation f H- u définit alors un isomorphisme d'espaces vectoriels : 

HomG(V,M) +Hom G(V,V), d'où le résultat. 

3 - Cas des représentations unitaires continues. 

Les définitions relatives aux représentations unitaires continues d'un groupe 

localement compact, s'obtiennent à partir des définitions générales, en "tenant 

compte" des structures topologiques sur G et V. Le but de ces définitions est 

de ne jamais sortir du cadre des représentations unitaires continues (en abrégé 

r.u.c). C'est ainsi que : 

3.1) Un morphisme u d'une r.u.c. TT, dans une autre TT' appelé aussi entrela­ 

cement, est un entrelacement au sens déjà défini, mais qui est de plus continu. 

3.2) On dit que deux r.u.c. TT et TT' sont unitairement équivalentes s'il 

existe un opérateur unitaire (c.à.d. une isométrie) de l'espace V de TT sur 

l'espace V' de TT' qui est un entrelacement. 

3.3) Notons que la définition 3.1), et la théorie des catégories, nous amènent 

à dire que TT est isomorphe à TT' s'il existe une bijection linéaire 

u : V •> V 1, continue ainsi que u \ qui est un entrelacement de ir et TT ' . 

En fait, cette notion coïncide avec celle d'équivalence unitaire. On le démon­

tre en utilisant la décomposition polaire d'un opérateur continu entre deux es­

paces de Hilbert : lorsqu'un tel opérateur est, comme ici, injectif et à image 
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dense, cette décomposition s'écrit u = u^v, où est une isométrie de V 

sur V 1, et v un opérateur hermitien positif : V -> V, qui n'est autre que 

la racine carrée de u u. On montre alors que, si u entrelace TT et TT', 

il en est de même de u^. Ainsi, il suffit même qu'il existe un entrelacement 

de TT avec TT' à image dense, pour que TT et TT' soient unitairement équi­

valentes. 

Dans la suite, lorsqu'il s'agit de r.u.c, on dira simplement "équivalentes" 

au lieu de "unitairement équivalentes". Ici encore, les véritables objets de 

la théorie sont les classes de représentations équivalentes. 

3.4) On définit une sous-représentation p d'une r.u.c. TT comme en 2.3, 

mais en se limitant aux sous-espaces fermés. Ainsi, p est aussi une r.u.c. 

Notons que, si M est un sous-espace invariant de l'espace V d'une r.u.c 

TT, non nécessairement fermé, il en est de même de son adhérence M, et de son 

orthogonal M X. 

Par exemple, si u est un entrelacement de deux r.u.c, Ker u, Im u, Im u, 

Im u , sont des sous-espaces invariants ; Ker u, Im u et Im u^ sont de 

plus fermés. 

Si TT est équivalente à une sous-représentation de TT', on dira, là encore, 

que TT est contenue dans TT' . 

3.5) On dit qu'une r.u.c TT est irréductible, si V ^ {o} et si les seuls 
TT 

sous-espaces fermés invariants de V sont {o} et V . Ainsi, TT n'admet 
TT TT 

pas d'autre sous-représentation qu'elle-même et la représentation d'espace nul. 
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Le lemme de Schur se généralise sous la forme suivante : soit u un entrela­

cement non nul de deux r.u.c. irréductibles TT et TT1. On voit, comme dans 

le cas de dimension finie que Ker u = {o} et que Im u est dense dans l'espace 

de Trf, ce qui entraîne que TT et TT1 sont équivalentes. Lorsque TT = TT', on 

démontre que u est nécessairement une homothétie, c.à.d. que le commutant de 

TT(G), dans l'espace des opérateurs bornés de l'espace de TT, est réduit aux sca­

laires. Réciproquement, si cette condition est réalisée, TT est irréductible ; 

en effet, si TT n'est pas irréductible, elle admet un sous-espace fermé inva­

riant V, différent de {o} et de V . Comme TT est unitaire, V X a les mêmes 
TT 

propriétés que V ; il en résulte que le projecteur orthogonal sur V commute 

à TT(G), et n'est pas une homothétie. 

Remarquons que la réciproque utilise le fait que TT est unitaire ; elle est 

donc fausse dans un cadre autre que celui des r.u.c. 

Lorsqu'on considère V comme un G-module, la notion définie ci-dessus est 
TT 

appelée irréductibilité topologique ; c'est une propriété plus faible que l'ir­

réductibilité définie en 2.4). 

En résumé : 

3.6) PROPOSITION. - 1) Pour qu'une représentation unitaire continue d'une groupe 

localement compact G soit irréductible, il faut et il suffit que le 

commutant de TT(G)., dans l'espace des opérateurs bornés de V^, soit 

réduit aux scalaires. 

2) Si TT et TT ' sont deux représentations unitaires conti­

nues irréductibles non équivalentes, il n'existe aucun entrelacement non 

nul de TT et TT'. Sinon, l'espace des entrelacements est de dimension 1. 
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3.6) Soit (^2)1 G I u n e ^ a m i H - e de r.u.c, d'un groupe localement compact G, 

dans des espaces de Hilbert V^. On appelle somme hilbertienne des TT^, et on 

note © TT., la représentation TT, dont l'espace est la somme hilbertienne 
i E I 1 

© V., et qui est définie par : 
i e I 1 

TT(S) [ U . ) ] = ( T T . C S H . ) , (OÙ G V. et 2 | q | 2 < + « , ) . 

i E I 

Cette définition est justifiée, car on a : 

|TT (s)Ç J = U |, donc 2 |E.(s)Ç J 2 = 2 |Ç | 2 < + 

1 E I 

ce qui montre à la fois, que (TT.(S)Ç.) E © V. , et que | ( i r . (s)Ç.)| = 
i E I 

donc que TT(S) est unitaire. 

Lorsque toutes les TU sont égales à une même représentation TT, et si 

card I = c, la représentation © TT, se note CTT. 
i e I 

Exemple : Si p est une sous-représentation de TT, et p' la sous-représenta-

tion définie par , TT est équivalente à p © p . 

4 - Application aux groupes abéliens : caractères, groupe dual. 

4.1) D'après la proposition 3.6, si G est un groupe topologique abélien, toute 

r.u.c. TT est de dimension 1. En effet, dans ce cas, on a, pour tout 

(s,t) E G x G : 

TT ( s) TT ( t) = TT ( s t) = ïï(ts) = ir(t) TT(S-) ; 
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donc tous les TT(S) sont des homothéties. Tous les sous-espaces vectoriels fermés 

de sont donc stables par TT. Ainsi, TT ne peut être irréductible que si 

V est de dimension 1. Dans ce cas, soit x( s) I e rapport de l'homothétie TT (S) . 

Du fait que TT est une représentation, on déduit que x e s t u n homomorphisme 

de groupes G •> (C - {o} ; du fait que TT est unitaire, on déduit que |x( s)| = 1 > 

du fait que TT est continue, on déduit que x e s t continue. 

Ainsi, x e s t u n homomorphisme continu G -> (U (où U est le groupe multipli­

catif des nombres complexes de module 1), ce que l'on appelle, par définition, 

un caractère de G. Réciproquement, tout caractère de G définit une r.u.c. 

irréductible de G, et deux telles représentations sont équivalentes ssi elles 

sont définies par le même caractère. 

L'ensemble des caractères de G, que l'on note G, est donc en bijection avec 

l'ensemble des classes de r.u.c. irréductibles de G. Il est muni d'une struc­

ture de groupe abélien, déduite de celle de U, définie par la loi : 

(X>Xf) » XX 1 où XX ?(s) =x(s)x ?(s). 

Lorsque G est localement compact, le groupe ainsi défini est appelé dual de 

G, et noté G. Il devient un groupe localement compact lorsqu'on le munit de la 

topologie de la convergence compacte sur G, et l'on a alors G = G, c.à.d. que 

tout caractère de G est de la forme : 

X » x( x) où x E G, 

A 

et que la topologie de G est celle de la convergence compacte sur G. 

L'étude de ce cas constitue l'analyse harmonique abélienne. 
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Notation : Soit s E G et x E G , on notera <s,x> la valeur prise en s par le 

caractère x ; c!est donc aussi la valeur prise en x par le caractère de G 

défini par s. 

4.2) Exemples : 

1) Soit G = IR. Alors, tout homomorphisme continu x : R Œ ~ e s t dériva-

blé. Ceci provient du fait que IR et (C - {o} sont des groupes de Lie, et se dé­

montre directement de la façon suivante : 

x 

Soit h(x) = / x(t) dt. On a h 1 = x» donc h ^ o. 
o 

Soit Xo tel que h(x Q) î 0, on a : 

X"^XQ XO XO 

/ X(t) dt = / X(x+t)dt = x O O / X(t)dt = h(xo) X(x) 
X o o 

_^ Xo+X 
donc, x( x) = h(x 0) / x(t)dt est derivable. En dérivant, par rapport 

x 

à t, l'égalité : 

X(x+t) = x(x)x(t), 

On obtient : x'(x+t) = x(x)x!(t) ; 

d'où : X

!(x) = X(x)x
!(o). 

ax 
Soit x ?(°) = a ̂  C, la solution générale de cette équation est x(x) = Ae , 

qui est un homomorphisme de groupes ssi A = 1. Cet homomorphisme est unitaire 

~ iÀx 
ssi a G i IR. Le groupe (R est donc l'ensemble des x^ : x *+ e , où À £ IR. 

La bijection A •> x^ e s t e n fait un isomorphisme de groupes ; on démontre de 

plus qu'il s'agit d'un homéomorphisme, qui permet donc d'identifier IR à IR. 
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2) Soit G = IR/̂ . Tout caractère x de G définit, par composition avec 

1 application canonique x H- x de IR dans un caractère de IR, il existe 
Ut 

donc A E p. tel que : 

X(x) = e = x À(x) 

et la condition Kerx-^ ̂  % équivaut à \ E. 2-nI, ainsi : 
,. >. 2iîrkx . rz „. 

X(x) = e avec k 

Réciproquement, pour tout k ^ Ti, la formule précédente définit un caractère de 

G. La bijection ainsi définie est, ici encore, un isomorphisme de groupes topo­

logiques de I sur G (c.à.d. que G est discret). On obtient donc, par identi-

fication R/ = Ti. 

Remarque : On montre plus généralement que G est toujours discret lorsque G 

est compact, et de même, que G est compact si G est discret. 

3) Soit G = TL. Soit X un caractère de 2. Soit X(l) = a E U . On a, 

pour tout n E 2f : 

X(n) = a11. 

On en déduit, ici encore, que l'application X X(l) est un isomorphisme de 

groupes 7Ù -> U , dont on peut démontrer qu'il s'agit d'un homéomorphisme. En 

2 i 
remarquant que tout a E (U s'écrit e , où la classe de x dans fR/ est 

Ut 

bien déterminée, on voit que, comme prévu, H = (R/_ s'identifie à R/™. 
H a* 

4.3) Cas d'un produit, d'un quotient. 

THEOREME. - Le groupe dual du produit direct de deux groupes abêlien localement 

compacts G^ et G^ 3 est isomorphe et homéomorphe au produit des duals 
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des facteurs. 

Preuve. - Pour tout (y^, y^) £ x G^9 on définit le caractère, noté y^ x y^9 

de G^ x par (y^ x y ^ K s ^ ^ ) = Yj_(s^) Y2^ S2^' ° n définit a i n s i u n homo­

morphisme de G^ x dans G^ x G^. 

Réciproquement, si y E G^ x G^, on peut lui associer le couple ^1^2^ ^E S 6 S 

restrictions à G^ et G^, on définit ainsi un homomorphisme inverse du précé­

dent. On déduit immédiatement de la définition de la topologie sur G^ et G^, 

que 1fisomorphisme ainsi défini est un homéomorphisme. 

c.q.f.d. 

Exemples : a) Soit G = (Rn ; notons <x|y> le produit scalaire canonique. Alors, 
/N 

d T après 4.2, exemple 1, et le théorème ci-dessus, IR s T identifie à IR par 

la formule : 

i<x| y> r- „n n x <x,y> = e i y (x £ R , y £ R ). 

b) Soit G le groupe additif d Tun espace vectoriel de dimension 

finie E sur (R. En utilisant a), après choix d'une base, on voit que G s'iden-

tifie au dual E par : 

<x,y> = e

i ( x ' y ) (x e E , y G E*) ; 

où (x,y) désigne le crochet de dualité (E,E ). 

En particulier, si E est muni d'une forme bilinéaire non dégénérée, on 

peut identifier G à E par : 

i(x,£(y)) iB(x,y) , _, ci „N <x,y> = e v ' v / / / = e v 9 J / (x ̂  E, y t E). 
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En appliquant ceci à l'espace de Minkowski, on obtient une identification 

/^4 4 

de |R à R , différente de celle définie en a), et plus utile. 

c) Soit G = (C (additif). D'après a), G s'identifie à <C par 

<z,z'> = e

i R e ( z z ? ) (Z E C, z' G (C). 

En généralisant l'étude faite dans le cas de »R et on peut démontrer : 

THEOREME. Soient G un groupe abêlien localement compact, et H un sous-groupe fermé 

de G. Le groupe dual de G/^ est isomorphe et homéomorphe au sous-groupe 

de G formé des caractères de G dont le noyau contient H. 

Preuve. ~ Laissée au lecteur. Pour la bicontinuité, il est nécessaire de prouver 

d'abord le lemme suivant : 

LEMME. - Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de G, 

et y l1 application canonique G -> G/^. Tout compact de G/^ est de la 

forme où K est un compact de G. 
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C H A P I T R E I V - R E P R É S E N T A ^ E T S 0 ( 3 ) . 

1 - Introduction. 

On peut démontrer que toute représentation unitaire continue (r.u.c.) d'un 

groupe compact est somme hilbertienne de r.u.c. irréductibles, ce qui est faux 

pour un groupe localement compact. On montre également que toute r.u.c. irréduc­

tible d'un groupe compact est de dimension finie, ce qui est également faux en géné­

ral pour un groupe localement compact non abélien. On prouvera enfin, au chapitre 

5, que si TT est une représentation de dimension finie, continue, d'une groupe 

compact G, il existe un produit scalaire sur V faisant de TT une r.u.c. 
TT 

Remarquons alors que, si TT est une r.u.c. de dimension finie, comme 

tous les sous-espaces V de V , étant de dimension finie, sont fermés (car, par 
TT 

choix d'une base convenable, V est isomorphe à R n, et V' à R m x {o}, avec 
TT 

m < n), la notion d'irréductibilité topologique coïncide avec la notion algébri­

que d'irréductibilité ; il en est d'ailleurs de même pour la notion de sous-repré­

sentation. 

Ainsi, dans le cas d'un groupe compact, l'étude des r.u.c. se ramène, en 

gros, à celle des représentations continues irréductibles de dimension finie. Ce 

chapitre est consacré à la construction d'une famille de représentations de dimen­

sion finie de SU(2), dont on peut montrer , au moyen de l'étude des repré­

sentations infinitésimales associées, qu'elles sont toutes irréductibles, et 

qu'elles constituent, à équivalence près, la liste complète des représentations 

continues irréductibles de SU(2). 
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L'idée de la construction est la suivante : on connait déjà, outre la repré­

sentation triviale o)o, de dimension 1, une représentation irréductible oo ,̂ de 

2 
SU(2) : la représentation identique dans C . Celle-ci est irréductible car, si 

v E (C - {o}, l'orbite de v, à savoir la sphère de centre 0 et de rayon |v|, 

2 2 
engendre (C ; ainsi, tout sous-espace invariant contenant v est égal à (C . 

Notons ïïr la représentation u)̂  0 . . . 0 o)̂  (r facteurs) . Cette représentation 

n'est pas irréductible, mais sa restriction au sous-espace stable des tenseurs 

symétriques le sera. 

2 - Rappel sur les tenseurs symétriques. 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, sur un corps commutatif K 

de caractéristique o, et soit T (E) = E 0 0 E (r facteurs). Nous allons 

faire de T r(E) sur S -module, où S désigne le groupe symétrique d'ordre r, 

r r 
de la manière suivante : pour tout a £ S^, l'application : 

(x..,...,x ) -> x - 0 x 0 ... 0 x - , 
r a ^ l ) a L(2) a (r) 

r r 
de E dans T (E), étant multilinéaire, se factorise donc en une application 

linéaire de T (E) dans lui-même : z H- a.z, telle que, quand z est décompo-

sable : z = x n 0 ... 0 x , on ait a.z = x - 0 ... 0 x - . Cette dernière 
a (1) a (r) 

formule permet de vérifier que, si a 1 £ S , on a a'.(az) = (a'a)z, donc que 

r 
T (E) est effectivement un S^-module à gauche. 

Soit u ^ o^(E), nous noterons T r(u) £ j£?(Tr(E)), l'application 

u 0 ... 0 u (r facteurs) définie par : 

Tr(u)(x-. 0 ... 0 x ) = u(xj 0 ... 0 u(x ). 
1 r 1 r 
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2.1) PROPOSITION. - Pour toute uejS?(E), l'application T r(u) est un S -mor-

phisme : pour tout a £ S 3 et tout z G T (E)_, a : 

T r(u)[a.z] = a.Tr(u)[z] . 

Preuve. - Si z = x- 0 ... 0 x , on a en effet : 1 r 

T r(u) [a.z] = Tr(u)[x 9 ... 0 x ] = u[ x ] 0 . .. 0 u[ x ] 

a ^1) a V ) a ^1) a X(r) 

= a.[u(x1) 0 ... 0 u(xr)] = a.T r(u)[z]. 

c.q.f.d. 

2.2) DEFINITION. - On dit que z £ T r(E) est symétrique si, pour tout a £ S 3 

on a a.z = z. 

r 
Nous noterons s^(E) l'ensemble des éléments symétriques de T (E). C'est 

r r 
un sous-espace vectoriel de T (E). Pour tout z T (E), soit : 

s(z) = \Y 2 a.z. 
a £ S 

r 

r 
Alors SoS = s, c-à-d que s est un projecteur de T (E), dont l'image 

est s (E) car Ims C s (E) et s(z) = z si z E s (E). r r r 

r r 
Remarquons que s commute aux T (u), en effet, les T (u) étant des 

S^-morphismes appartiennent au commutant des z a.z, donc au commutant de 

l'espace vectoriel engendré, espace vectoriel qui contient s. On en déduit les 

relations : 
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2.3) s 0T
r(u) = T r(u) 0s et (id - s) QT

r(u) = T r(u) o (id - s) qui montrent que 

S f(E) = Ims et Kers sont stables par les T^(u) (c-à-d. que ce sont, par 

définition, des espaces tensoriels). 

Nous allons montrer maintenant que s^(E) est isomorphe, en tant qu'espace 

vectoriel, à l'espace K^[x^,..., X ] des polynômes homogènes de degré r, à n 

indéterminées, où n désigne la dimension de E. 

Pour cela, soit (e^,...,en) une base de E. Soit (x^,...,x^) E , avec 
n 

x. = 2 x. . e. (1 ̂  i < r) . L'application : 
J i=l 1 J 1 

r n 
( x x ) » n ( 2 x . X.), 

j=l i=l 1 J 

de E dans Kr[ X^, . .. ,X ] , est multilinéaire, donc se factorise en une applica-

tion linéaire y : T (E) [ X^,..., X^] . Cette application est "symétrique", 

c.à.d. que, pour tout a S^, et tout z G T (E) , on a : 

yp (a.z) = ip (z) ; 

(ceci résulte de la commutativité de K [ X n , . • ., X 1 , et de la définition de <p). 
rL 1 9 n 

On en déduit que : 

<p(s.z) = </?(z) . 

Autrement dit, si y désigne la restriction de <p à s^(E), on a <p = ̂ 0 s . 

On sait que la famille des e. 0 ... 0 e. , où (i-,...,i ) est une suite n i, i 1 r 
1 r 

de r nombres pris parmi {1,2,.... n}, est une base de T (E). Or, 

<p(e. 0 ... 0 e. ) = X. ... X. , ce qui prouve que </>, donc <p, est surjective. 
1 r 1 r 

L'ensemble des s(e^ 0 ... 0 i^) est un système de générateurs de 

s(Tr(E)) = s (E). Or, du fait que les e. 9... 0 e. sont indépendants, on a 
r 11 r 
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s(e i 0 . . . 0 e. ) = s(e.f 0 ... 0 e. f ) , 
I r 1 1 r 

ssi il existe a £ tel que a(i^) = i'^... o(i^) = i'^, c-à-d. ssi 

^(e. 0...0 e. ) = ^(e. f 0...0 e., ) , ou encore, X. ... X. = X.t ... X., . 
1 r 1 r l r l r 

Ainsi, 1Tensemble des s(e. 0 ... 0 e. ) est appliqué, par <p , sur 1'ensemble 
Xl Xr 

des X. ... X. , qui est libre. Ceci montre que l'ensemble des s(e. 0 ... 0 e. ) 
1 r 1 r 

constitue une base de s^(E), et que y est un isomorphisme. 

3 - Représentations irréductibles de SU(2). 

r 2 
3.1) La représentation ir^ de SU(2), dans T ((C ), a été définie par : 

7Tr(g) = T ^ C g ) ) (où g E SU(2)). 

2 

D'après le § 2, le sous-espace des tenseurs symétriques d'ordre r, s (<E ), 

est donc stable par tous les ïï^(g). Grâce à 1 isomorphisme </?, la sous-représenta­

tion ÏÏ,

R5 de TT^, correspondante, est équivalente à une représentation TT''̂  de 

SU(2) dans C^LX^jX^J , définie par transport de structure au moyen de <p . Ainsi, 

if entrelace t*'r

 e t ^"r>
 e t comme s, d'après (2.3), entrelace TT̂  et 7 r ! ?

r> 

en résulte que <p = ̂ 0 s entrelace TT^ et On a donc, pour tout g £ SU(2) : 

Tr"r(g)o^ = ^oïïr(g) . 

2 

Ceci détermine ÏÏ" (g) : soit (ei>e2^ ^ a D a s e canonique de Œ , on a 

h r—h 
X 1 X 2 = [ e 1 0 ... 8 ® e ^ . J (où h facteurs sont égaux à e.̂  et 

a b 
r-h à e ). Si g = ( _ __) , on a donc : 

1 -b a 
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7T F

R (g)[X 1 X 2 ] = fp[a)1(g)e1 9 ... 0 a)1(g)e1 0 c ^ C g ^ 0 ... 0 (^(g^] 

avec o)^(g)e^ = ae^ - be^ et a)2(g)e2 = be^ + ae 2 , d Toù 

7T f

r(g ) [ xJ X 2"
h] = (aXx - b X 2 )

h (bXx + â x 2 ) r " h , 

et, plus généralement : TT T ^ [ ( f ^)] [ P] = P [ aX^ - bX 2, bX1 + aX 2] . 

-b a 

LTespace C^[X^,X2] est isomorphe au sous-espace vectoriel de (C[ X] , constitué 

des polynômes de degré au plus égal à r, par 1Tapplication : 

p ( x x , x 2 ) P(X,1) 

dont la réciproque est : 

X 
P(X) •* X 2 P(^~) . 

Grâce à cet isomorphisme, on voit que est équivalente à la représentation *n",M

r 

définie, dans V^, par la formule; 

7r,„ j ( a b } ] [ p ( x ) ] = ( b x + 1 } r P ( g_I_|) . 

-b a 

Notations classiques. 

Pour tout demi-entier L ^ o, la notation TT^ désignera désormais la représen­

tation de SU(2), dans l'espace des polynômes de (f[ X] de degré au plus égal 

à 2£, définie par 

(3.2) *z[ ( * * ) ] [P(X)] = (bX + J)21 P ( § - = - ^ • 

-b a 

Notons que e s t de dimension 2Z+1. On peut voir, en utilisant le 

fait que SU(2) est un groupe de Lie, et en passant aux représentations infinitési-



77 

maies, que toutes les TT^ sont irréductibles, et que toute représentation irréduc­

tible de SU(2) est équivalente à une TT^. 

4 - Représentations irréductibles de S0(3). 

On a vu, au chapitre 2, que l'on peut définir un homomorphisme de groupes, 

surjectif et continu, u : SU(2) -> S0(3) dont le noyau est le centre de 

SU(2) : Ker u = {I, -1} et qui est tel que la bijection canonique : 

SU(2)/ -> S0(3) soit un homéomorphisme. 
Ker u r 

Or, d'une manière générale, si G est un groupe localement compact, et H 

un sous-groupe distingué fermé de G, les représentations TT de G/ sont en bijec-

tion avec les représentations TT' de G dont le noyau contient H, cette bijection 

étant définie par TT' = ÏÏO^, OÙ : G -> G/ u est l'application canonique. 
ri 

De plus, grâce au fait que \¡) est surjective, et aux propriétés de la topolo­

gie-quotient, on voit que TT est irréductible ou continue ssi TT' l'est, quelles 

que soient les définitions choisies pour ces notions. 

On en déduit que les représentations irréductibles de S0(3) s'obtiennent en 

factorisant par u les représentations irréductibles de SU(2) constantes sur 

Ker u. La formule de définition de TT^ montre que cette condition est réalisée 

ssi t est entier. 

Remarque : Si G est un groupe localement compact, on appelle dual de G l'ensem­

ble, noté G, de ses classes de r.u.c. irréductibles. Dans le cas abélien, cette 

ys 

définition est bien identique à celle donnée au chapitre 3, et G est alors un grou­

pe ; dans le cas non abélien, G n'est pas un groupe. 
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Ce qui précède, montre que le dual de SU(2) s'identifie à N/ , et celui 

de SO(3) à IN. 
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C H A P I T R E V - M E S U R E j ) ^ ^ S U R L E S 

1) Mesure de Haar - définition - propriétés - premiers exemples. 

1.1) Soit G un groupe localement compact. Pour toute fonction f sur G, et tout 

s G G, on désigne par y(s)f (et ô(s)f) les translatées à gauche (et à droite) 

de f définies par les formules : 

(y(s)f)(x) = f(s"1x) (ô(s)f)(x) = f(xs). 

On dit qu'une mesure de Radon y sur G est invariante à gauche (resp. à droi­

te) si, pour tout s E G et toute f appartenant à l'ensemble 3f (G) des fonc­

tions continues complexes à support compact sur G, on a : 

/[y(s)f]dy = /fdy. (resp. /(ô(s)fdy = /fdy). 

1.2) On démontre que, sur tout groupe G localement compact, il existe une mesure 

positive non nulle, unique à un facteur constant près, invariante à gauche par G. 

Une telle mesure est appelée mesure de Haar à gauche sur G. (même définition et 

résultat à droite). 

Notation : on note, en général, dx une telle mesure, c.à.d. que l'on écrit 

/ f(x)dx au lieu de / fdy ou de / f(x)dy(x). On a donc, par définition, pour 

tout s ̂  G : 
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/ f (s ^Odx = / f (x)dx. 

La notation y reste évidemment indispensable lorsqu'on désire utiliser la 

mesure des parties mesurables de G. Par exemple, l'invariance à gauche de y est 

équivalente à la relation: 

y(sA) = y(A) 

pour tout s E G et tout A integrable. 

1.3) Lorsque G est compact, y(G) = / dx est fini non nul ; par conséquent, en 

remplaçant y par y(G) ^ y, on peut toujours supposer y (G) = 1. On dit alors 

que la mesure de Haar est normalisée, ce que l'on supposera toujours dans la suite, 

sauf si G est fini. Pour G compact, on a donc, pour toute f continue sur G : 

|/f(x)dx| < llfll . 
1 1 oo 
G 

1.4) Si G est discret, l'existence et l'unicité de la mesure de Haar sont éviden­

tes : il suffit de poser, pour toute f ,yf(G), c.à.d. à support fini! 

1.5) / f(x)dx = 2 f(x) c.à.d. y = 2 ô 
x e G x G G X 

où 6 désigne la mesure de Dirac au point x. 
x 

Lorsque G est fini, il est à la fois discret et compact, la mesure normalisée 

est donnée par la formule : 

om card(G) désigne évidemment le cardinal de G. On préfère cependant en général 



81 

utiliser la mesure définie par 1.5. 

Premiers exemples. 

1.5) Soit X un ouvert de (Rn muni d'une loi de groupe : (x,y) H* m(x,y) = x.y 

en faisant un groupe topologique pour la topologie induite par JRn : ainsi, X 

est un groupe localement compact, non compact. Supposons de plus que 

m : X x X H- X est de classe C*. 

Pour tout (x,y) G X x X, soit £ (x,y) le jacobien de la translation à gauche 

: z H- m(x,z), calculé au point y. Alors, on définit une mesure de Haar à gauche  

y sur X en posant, pour toute f continue à support compact sur X: 

/f(x)dy(x) = /f (x)|t/(x"
1,x)|dx. 

X X 

(Ici, x désigne l'inverse de x pour la loi de groupe, et dx la mesure de 

Lebesgue sur fRn, ce qui exclut la notation habituelle pour la mesure de Haar de 

X ; 1'intégrale est en fait une intégrale de Riemann). 

En effet, soit a £ X, on a, par changement de variable : 

/f (a""1 .x)dy (x) = ff (a~l.x) \ J (x 'Sc) j dx = ff (y) | Jf((a. y ) " 1 , a. y) j | J*(a,y) | dy. 
X X 

Puis, on remarque que, d'après le calcul de la différentielle d'une application 

composée : 

|j*((a . y r\a.y)| | >(a,y)| - !«/(y""\y)| 

d'où : 

/f(a _ 1.x)dy(x) = /f(y)dy(y) 
X X 
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1.6) Exemple 1 : Si X est le groupe additif de ( R N , on retrouve évidemment la 

mesure de Lebesgue habituelle. 

Exemple 2 : Si X = JR - {o} multiplicatif, on a ,/(x,y) = x, d'où la mesure 

de Haar : • 
lxl 

Exemple 3 : Si X = C - {o} multiplicatif, on trouve ^ X ^ = ^ x ^ • 
x +y |z| 

Exemple 4 : Si X = GL(n, |R) ou GL +(n, [R) , considérés comme ouverts de 

n 2 dx n 2 

IR , on trouve (où dx est la mesure de Lebesgue sur IR ). 
|det x| n 

Le résultat vaut également pour GL(n,C) en désignant par dx la mesure de 
2 2 2 

Lebesgue sur C*1 c.à.d. sur [R n et en remplaçant |det x| n par | det x| n . 

1.7) Naturellement, avec les mêmes hypothèses qu'en 1.6, on définit une mesure de 

Haar à droite sur X en remplaçant la translation à gauche par la translation à 

droite : ZH- m(z,x). Dans les exemples précédents, ces deux mesures coïncident. 

Il n'en est pas de même dans le cas suivant : 

Exemple 5 : Soit G le groupe des x v-> ax + b avec a > o, b € [R, identifié 

à l'ouvert IR x ( |R- { 0}) qui est l'ensemble des (b,a), muni de la loi : 

(b,a)(b',a') = (b + ab', aa'). 

(autrement dit, G est produit semi-direct de [R et de J R - {o}). On trouve 

^ a comme mesure de Haar à gauche, et ^ a — comme mesure de Haar à droite, 
a a 

Remarque : Soit G = G^ x G^, où G^ et G^ sont deux groupes localement compacts. 

Alors, si y^ et sont des mesures de Haar à gauche (resp. à droite) sur G^ 



83 

et G^9 la mesure-produit y^ 0 e s t u n e mesure de Haar à gauche (resp. à 

droite) sur G = G 1 x . 

Soit, par exemple, G^ =JR- {o}, y^ = et G^ = (U. La remarque précédente 

permet de déterminer y^. En effet, G^ x G^ est ici isomorphe, en tant que groupe 

topologique, à C - {o} par l'application (t,u) H- tu, dont la réciproque est 

, -j-jj- ). D'après ce qui précède, y^ 0 y^ définit, par transport de struc­

ture, une mesure de Haar sur (C - {o}, nécessairement proportionnelle, par unicité, 

à ^ X . On a donc, pour toute f.. £ JTGR + ~ {O}) et toute f n continue sur QJ : 
|z| 2 1 2 

tR -iojxHJ C-{o} 1 1 |z| 

c.à.d., en passant en coordonnées polaires dans la 2-ème inte-gfale : 

oo 2TT 

( / + f ^ t ) ^ ) ( / f 2(u ) d u 2(u)) = k ( / f x ( p ) ^ ) / f 2(e
i e)d9 

(R -{o} BJ o p o 

2 i r ie 
d'où : /f^(u)dy2(u) = k / ^ 2 ^ e c a r ^ e x î s t e ^es ^ t e ^ e s 

U o 

que +°° 
/ ^ ( t ) " i o ! 
o 

La mesure de Haar normalisée sur U correspond à k = i— : 

/f(u)du = f- / f(e 1 0)d6. 
QJ 2 ^ o 

1.8) Lorsque G est un groupe de Lie, il existe un voisinage ouvert de e homéo­

morphe à un ouvert X de !R n . Par transport de structure, on obtient ainsi sur X 

une "loi de groupe non partout définie". En lui appliquant la méthode ci-dessus, on 

peut construire localement une mesure de Haar, que l'on prolonge ensuite au groupe 

tout entier. 
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Module d'un groupe localement compact. 

Soit y = dx une mesure de Haar à gauche sur un groupe localement compact G, 

Pour tout s ̂  G, l'application : 

f f f (xs"1)dx = / [ 6(s""1)f] (x) dx 
G G 

de JT(G) dans C, est évidemment encore une mesure de Haar à gauche sur G. 

D'après l'unicité, il existe donc A(s) G I R + - {o} tel que : 

1.9) / fCxs"1) dx = A(s) / f(x) dx pour toute f G jf(G). 
G G 

On définit ainsi une application A : G -> £R+- {o}, dont la définition montre 

qu'elle est un homomorphisme de groupes. De plus, A est continue car, pour toute 

f G J f (G) telle que / f(x)dx 4 o, on a : 
G 

/ f(xs~1)dx 

U l 0 ) A ( S ) = / f(x) dx ' 
G 

La continuité de A résulte alors du lemme suivant : 

1.11) Lemme. - Soit G un groupe localement compact, toute fonction de JfiG) 

est uniformément continue, c.à.d. que, étant donné e > o, il existe U, 

voisinage de o, tel que : 

y "*"x G u implique |f(x) - f(y)| < e (continuité uniforme à gauche) 

xy G u implique |f(x) - f(y)| < e (continuité uniforme à droite). 

Preuve : Soit s G G ; puisque les translations x ̂  xs sont des homéomorphismes, 
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l'ensemble des voisinages de s est l'ensemble des Us (ou des sU) , où U 

décrit l'ensemble des voisinages de e. 

La fonction f étant continue en tout point, pour tout e > o et tout s G G, 

il existe un voisinage V de e tel que x G sV implique 
s s 

|f(x) - f(s)| < y. Soit U un voisinage de e tel que U C V . On peut extrai-
Z. s s s 

re de la famille sU g un recouvrement fini du support K de f : 

K C S l U U . . . U s U . 
1 s.. n s 

1 n 

n -1 -1 
Soit U = H s. U et U' = U H u . Soit x et y tels que y x G U' . 

. - i s. 
1=1 i 

S'il existe i 0 tel que y G s. U , on a : 
1 o S . lo 

|f(y) - f(8. )| < f 

2 
et, puisque U ' C u , d'où x G y U C s . U C s. V , on'a aussi : 

S* S* 1 o S • r o S . 
lo lo lo lo 

|f(x) - f(s. )| < f- d'où |f(x) - f(y)| < e. 
1 O -̂

S'il existe i o tel que x G s. U g , comme on a aussi x *y G u f , le même 
l o i o 

raisonnement est valable. 

Si, ni x, ni y, n'appartiennent à un s^ U (1 < i < n), on a 
i 

f(x) = f(y) = o, donc |f(x) - f(y)| < e. 

c.q.f.d. 

Il résulte ensuite du lemme, par démonstration standard, que, pour toute 

f G JT(G) et toute mesure u sur G, les fonctions • 

s / f (s 1x)du(x) et s H" / f (xs)du(x) 
G G 
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sont continues (continuité de l'intégrale par rapport au paramètre quand on intè­

gre sur un compact). D'où la continuité de A d'après (1.10). 

La définition de la fonction A montre de plus quelle ne dépend pas du choix 

de la mesure de Haar à gauche. Il s'agit donc d'un homomorphisme de groupes 

continu ; G [R+ - {o}, intrinsèquement attaché à G, appelé module de G. 

Lorsque A = 1, on dit que G est unimodulaire. C'est le cas lorsque G est 

abélien, d'après la définition de A, et aussi lorsque G est compact (car on 

peut choisir f = 1 dans 1.10), mais c'est aussi le cas pour tous les exemples 

vus en 1.6). En revanche, pour le groupe des "ax + b", on trouve A(b,a) = —. 
a 

Soit u la mesure sur G définie par : 

/ f(x)du(x) = / f(x - 1) A(x~1)dx. 
G G 

v -i 
On a, en posant f(x) = f(x ) : 

/ f (sx)du(x) = / f (sx L) A(x )dx = / f (xs ) A(x )dx 
G G G 

v -1 -1 -1 -1 
= A(s) / f(x) A(s x )dx = / f(x ) A(x )dx = / f(x) dv(x). 

G G G 

Ainsi, u est une mesure de Haar à gauche, il existe donc k tel que : 

/ f(x~ 1) A(x~1)dx = k / f(x)dx pour toute f G jf (G) 
G G 

v v 
d'où, en remplaçant f par f A : 

/ f (x)dx = k / f (x""1) A(x"1)dx. 
G G 
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Ce qui implique k = 1. On a donc : 

1.12) / f(x)dx = / fCx" 1) A(x"1)dx. 
G G 

En particulier, si G est unimodulaire : 

/ f(x)dx = / f(x"1)dx. 
G G 

Support de la mesure de Haar. 

1.13) PROPOSITION. - Soit G un groupe localement compact, y une mesure de 

Haar à gauche sur G. Alors, le support de y est égal à G, autrement 

dit, on a les deux propriétés équivalentes suivantes : 

o 
a) Si A est négligeable, son intérieur A est vide ; 

b) Si f £jf(G), f > o et f f (x)dx = o, alors f = o. 
G 

o 
Preuve. - Supposons qu'il existe A tel que y(A) = o et A ^ 0 ; tout com-

o 

pact de G est recouvert par un nombre fini de translatés à gauche de A, qui 

sont tous de mesure nulle d'après l'invariance par translation, donc tout compact 

est de mesure nulle et y = o, ce qui est contraire à la définition d'une mesure 

de Haar. 

On a ainsi démontré a), d'où l'on déduit b) comme dans le cas de IR. L'équi­

valence est un exercice facile de théorie de la mesure. 

Application de la mesure de Haar aux représentations d'un groupe compact. 

1.14) THEOREME. - Soit TT une représentation continue d'une groupe compact G 

dans un espace vectoriel complexe de dimension finie V. Alors, il existe 
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sur V une structure d'espace de Hilbert telle que3 pour cette structure, 

ÏÏ soit unitaire. 

Démonstration : On peut toujours définir, par exemple en utilisant une base, 

une forme hermitienne définie positive (j) sur V, qui fait donc de V un espace 

de Hilbert. Il résulte des définitions de la topologie de V, et de la continuité 

de ÏÏ que, pour tout (x,y) €E y, l'application G -+ (C : s H- <\>[ iT(s)x,ïï(s)y] est 

continue. Nous poserons : 

<x|y> = / (f)[iT(s)x, 7r(s)y]ds ; 
G 

où ds désigne la mesure de Haar normalisée de G. 

L'application (x,y) H- <x|y> est, de manière évidente, une nouvelle forme 

hermitienne positive sur V x V. En fait, elle est définie positive car, si 

<x|x> = 0 , on a : 

/ (J>[TT(S)X, 7r(s)x]ds = 0 . 
G 

Donc, puisque s H* (J>[7T(S)X, TT(S)X] est continue positive on a, d'après 1.13, 

pour tout s G, 4) [TT(S)X, TT(S) X] = 0 . 

En faisant s = e, on obtient : (J)(x,x) = 0 d'où x = 0 . D'autre part, les 

ÏÏ(S) sont unitaires pour la structure d'espace de Hilbert définie par ce nouveau 

produit scalaire, car on a : 

<ïï(t)x| ïï(t)y> = / ((>[ TT (s) ïï(t)x, TT(S) ir(t)y]ds 
G 

= / (j)[7T(st)x, ir(st)y]ds = / (J)[TT(S)X, ïï(s)y] ds 
G G 
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(car ds est aussi invariante à droite) c.à.d. que : 

<7T(t)x| 7T(t)y> = <x|y>. 

Ainsi, les 7T(t) sont bien unitaires pour ce produit scalaire. 

2) Mesure de Haar pour les groupes admettant une décomposition en produit de deux 

sous-groupes. 

2.1) Soit G un groupe localement compact. Nous supposons, dans ce § 2, qu'il 

existe deux sous-groupes, N et H, de G tels que l'application : (n,h) i-> nh 

soit un homéomorphisme de N x H sur G. On sait qu'il revient au même de suppo­

ser que N et H sont deux sous-groupes fermés de G tels que G = NH et 

N H H = {e}, vérifiant de plus la condition suivante : les deux projections 

G -> N et G -> H, associées à la décomposition G = NH, sont continues ; (il suffit 

d'ailleurs pour cela qu'une seule le soit). 

On sait que l'on peut, dans ce qui précède, échanger les rôles de H et N. 

2.2) Soit G^ le groupe localement compact N x H. La bijection (n,h) •* nh 

permet de transporter l'action à gauche naturelle de G^ sur lui-même : 

(g^,g) H- g^g (où g^ = (n^,h^) et g = (n,h) appartiennent à G^) en une action 

à gauche de G^ sur G, dont l'expression n'est malheureusement pas simple. En 

revanche, en utilisant la bijection i\t : (n,h) H- nh \ on obtient, par transport 

de structure, une action à gauche de G^ sur G définie par une formule simple : 

(n 1,h 1).s = 4 (n 1,h 1) ^
l(s)] = n 1sh 1"

1 (n x G N, h j G H , s G G) . 
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Comme est un homéomorphisme, les mesures positives sur G qui sont 

invariantes par l'action de G^, sont les images par i\> des mesures de Haar de 

G^, elles sont donc toutes proportionnelles entre elles. 

Soit ds une mesure de Haar à gauche sur G , et f G Jf(G) , on a : 

/ f(n 1sh~
1)ds = / f (sh/ 1) ds = A fîO / f(s)ds, 

G G 1 G 

où A désigne le module de G . 

Désignons, pour tout s G G, par H(s) et N(s) ses "projections", sur H et 

N respectivement, définies par : 

s = N(s) H(s), où N(s) G N et H(s) G H. 

D'après la formule précédente, on a, en supposant toujours f G JT (G) : 

/ fd^sl^" 1) AG(H(s))"
1ds = / f(s) àG(n(s))~

lds. 

G G 

On en déduit que A (H(s)) ^ds est une mesure invariante sur G , par l'action 
G 

de G^, donc l'image par t|j d'une mesure de Haar à gauche sur G^. Supposons 

choisies des mesures de Haar à gauche, dn et dh, sur N et H, on peut donc 

choisir la mesure de Haar à gauche ds de G de façon que : 

/ f(s) A (H(s))~1ds = / f(nh~1)dn dh, 
G G N x H 

d'où : 2.3) / f(s) ds = / f(nh - 1) A " 1(h) dn dh (f G Jf(G)), 
G N x H 

ce qui s'écrit aussi, en changeant h en h \ et en introduisant le module A 
H 

de H : 
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2.4) / f(s)ds - / f(nh) A r(h) A u

 1(h) dn dh. 
G N x H 

Cette formule signifie que la mesure de Haar de G est l'image, par 1'homéo­

morphisme (n,h) nh, de la mesure dn 8 A_ A~ 1(h)dh sur N x H = G . 

G H 1 

3) Mesure quasi-invariante sur un espace homogène, 

a) Cas où G = NH. 

On conserve dans ce paragraphe a) les hypothèses et notations du § 2. 

3.1) On sait que la décomposition G = NH induit un homéomorphisme de N sur 

l'espace homogène G/ u, à savoir l'application n H- nH. Par transport de struc-
n 

ture, on peut donc faire opérer G à gauche sur N, et faire ainsi de N un 

espace homogène topologique. L'action : G x N -> N, notée (s,n) H- s.n, est 

définie, d'après ce qui précède, par : 

snH = (s.n)H 

c.à.d. que sn = (s.n)h, avec s.n G N et h G H, ce qui détermine s.n : 

s.n = N(sn). 

On a, plus généralement, la formule suivante, conséquence de la précédente : 

N(sg) = s.N(g) (s G G, g G G ) , 

qui signifie que N : s N(s) est un G-morphisme, de G dans N considéré  

comme espace homogène de G. 
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Soit g £ jf(N), calculons / g(s..n)dn, où s 1 = n, h 1, avec n 1 G N, 
N 

et h.. G N. Pour cela, soit g' <E Jf(H) , telle que / g'(h)A~ A„(h)dh = 1. 
1 R H G 

On a : 

/ g( S l.n)dn = ( / g'(h)A H

_ 1 A_(h) dh)( / g( S l.n)dn) 
N 1 H H G N 

= / g(s .N(s))g*(H(s))ds (d'après 2.4), 
G 

= / g(N(s s))g'(H(s))ds = / g(N(s))g'(H(s " 1s))ds 
G G 

= / g ^ g ' O K s ^ n h ) ) A H

_ 1 A G(h) dn dh (d'après 2.4), 
N x H 

= / g(n)( / g'(H(s1"
1nh)) A „ _ 1 A p(h) dh) dn. 

N H 1 H G 

Or : H(s^ '''nh) = H(s^ ^n)h, d'où, par invariance de dh : 

/ g'(H(s1"
1nh)) A H

_ 1 AG(h)dh = / g'(h) A H

_ 1 A G(H(s 1"
1n)" 1h) dh 

H H 

= A H

_ 1 A G[H(s 1~
1n)" 1] / g'(h) A H

_ 1 A G(h) dh = A H

_ 1 A G(H(s 1"
1n)" 1), 

H 

d'où, finalement : 

3.2) / g( S l.n)dn=/ g(n) A H

_ 1 A r(H(s"
1n)" 1)dn : 

N 1 N H G 1 

et cette formule signifie, comme on va le voir maintenant, que la mesure de Haar 

de N est quasi-invariante par l'action de G. 
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k) Mesures invariantes, quasi-invariantes, relativement invariantes. 

3.3) Supposons qu'un groupe localement compact G opère à gauche, continûment, 

sur un espace localement compact X, et soit u une mesure positive sur X. Pour 

toute fonction f sur X, et tout s G G, on désigne par y(s)f la translatée 

de f par s, définie par la formule : 

[y(s)f] (x) = f(s^.x) 

(où l'on note, comme d'habitude, par (s,x) H- S.X l'action de G sur X). On 

définit alors, comme en 1.1, la notion de mesure invariante par G sur X : 

c'est une mesure positive y, sur X, telle que l'on ait, pour tout s G G et 

toute f G jf(X) : 

/ f(s.x)dy(x) = / f(x)du(x). 
X X 

Par analogie avec le cas de la mesure de Haar de G, on peut chercher dans quels 

cas il existe des mesures invariantes. Naturellement, il n'existe pas de théo­

rème d'existence dans un cadre aussi général, mais voici des exemples qui nous 

serviront. 

Exemple 1. - Soit K = [R ou C, soit G un sous-groupe fermé de GL(n,K). On 

sait que G opère continûment à gauche sur X = K n, par le représentation iden­

tique. Désignons par dx la mesure de Lebesgue sur K n (qui n'est autre que 

IRn ou C n - l R 2 n ) . 

3 . 4 ) 1-er cas : Si K = DR, on a, d'après les formules de changement de variables: 

/ f [s - 1.x ]dx = Idet si / f(x) dx. 
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Il en résulte que dx est invariante par l'action de G ssi, pour tout 

s G G, on a det s = - 1. Il en est ainsi pour les groupes du type 0( IRn,B) 

(cf, chapitre I) et pour tous les groupes contenus dans SL(n,lR). En particulier, 

4 

la mesure de Lebesgue de CR est invariante par l'action de chacun des groupes 

de Lorentz : 0(1,3), S0(l,3) et S0 oQ>3). Elle est donc aussi invariante par 

l'action de SL(2, (E) sur JR4. 

3*5) 2-ème cas. - Si K = d, on a, en remarquant que, si u G ££(dn)9 son déter-

2n 
minant, lorsqu'on la considère comme élément de jSf ( [R ) n'est autre que 
i . ,2 
|det u| : 

/ f(s"1.x)dx = |det s| 2 / f(x)dx. 

Il en résulte que dx est invariante par G, ssi pour tout s G G, on a 

|det s| = 1. C'est le cas pour tous les groupes U(n), et pour tous les sous-grou­

pes de SL(n,(C). Cette remarque nous permettra de calculer la mesure de Haar de 

SU(2) (cf. ci-dessous, § 7). 

Exemple 2. - Soit G un groupe localement compact, H un sous-groupe fermé de 

G. Le groupe G opère continûment à gauche sur X = G/ u. Dans deux cas, il est 
n 

facile de voir qu'il existe une mesure invariante sur G/H : 

3.6) 1-er cas. - H est distingué. Alors, toute mesure de Haar à gauche sur le 

groupe localement compact G/ répond à la question. En effet, en notant s la 
n 

classe de s G G dans G/ , on sait que l'on a, par définition de la loi de 

groupe sur G/JJ, pour tout Ç G Q : 
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s.Ç = s£ (produit de s et Ç dans G/ u) ; 

d'où : / f(s.Ç)dÇ = / f(sÇ)dÇ = / f(OdÇ. 
G / H G / H G / w * ̂  n H H c.q.f.d. 

3.7) 2-ème cas. - H est compact. Alors, l'application canonique 

V : G -> G/ H est propre, c.à.d. que, pour tout compact K C G/^, l'ensemble 

1(K) est compact dans G. En effet, on sait (ch. III, lemme) qu'il existe 

un compact K' de G tel que <p(K') = K, d'où v'1 (K) - ̂ "1(^(K')) = K'H, et 

K'H est compact, puisque c'est l'image du compact K' x H par l'application 

continue (x,y) xy. Ainsi, pour toute f G jf(G/ ) , on a f0«P G JT(G), ce qui 

permet de définir une mesure A sur G/^ (dite mesure imaje par y? de la 

mesure de Haar à gauche dx sur G), par la formule : 

/ f(OdXa) = / f[^(x)]dx. 
G/ G 

On a alors : 

/ f(s.Ç)dÀU) = / f(s^(x))dx = /fk(sx)]dx = / fk(x)]dx = / f(Ç)dA(Ç). 
G/ H G G G G/ H 

Ainsi, si G est compact, tout espace homogène topologique de G admet une 

mesure invariante. 

Mesures quasi-invariantes. 

Limitons-nous maintenant au cas où X est un espace homogène topologique de 

G, c.à.d. (cf, ch. II, 4.8), à un transport de structure près, au cas X = G/^ 

où H est un sous-groupe fermé de G. On démontre alors qu'il n'existe pas en 

général de mesure non nulle invariante sur G/^ : en fait, la condition nécessai­

re et suffisante d'existence d'une telle mesure est que le module de G coïncide 
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sur H avec celui de H, ce qui n'est pas toujours réalisé. En revanche, il 

existe toujours des mesures y positives non nulles quasi-invariantes, c.à.d. 

telles que, pour tout s G G, la mesure y(s)y, image de y par y(s), soit 

équivalente à y, ce qui signifie, par définition, que y(s)y = gVU o u 8 e s t 

une fonction localement y-intégrable sur G/ , telle que g(Ç) > o pour tout 

n 

Ç G G/ . Comme g dépend évidemment de s, on voit finalement qu'il existe une 

fonction x : G x G/^ -> JR + - {o}, telle que l'on ait, pour tout s G G et 

toute f G Jf (G/H) : 

(3.8) / f ( s . Ç ) d y ( Ç ) = / x ( s 1 , Ç ) f ( O d y ( Ç ) . 

La mesure y n'est pas unique : il est immédiat que toute mesure équivalente 

à y est encore quasi-invariante : si h est une fonction localement y-intégra­

ble strictement positive sur G/H, on a, d'après (3.8) ! 

/ f ( s . ç ) h ( ç ) d y ( ç ) = / x C s ^ . O f C O M s ^ . O d u U ) 

= / f ( ç ) x ( s ~ \ ç ) h ( h ( ^ ° h ( Ç ) d y ( Ç ) , 
G/ R 

donc y' = hy est également quasi-invariante, la fonction x' 1 ui lui e s t 

associée étant : 

( 3 . 9 ) x ' ( s , Ç ) = x ( s , 0 • 

On démontre la réciproque : l'ensemble des mesures quasi-invariantes 

sur G/H est une classe de mesures équivalentes, c-à-d que ce sont toutes les 

mesures du type hy. 

On démontre aussi qu'il existe une mesure X, dans cette classe, telle que 
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la fonction x associée soit continue, ce qui prouve, grâce à (3.9), que les 

autres fonctions x sont toutes mesurables. 

L'égalité y(s) y(t)f = y(st)f entraîne, grâce à la formule (3.8), l'iden­

tité suivante, qui nous sera très utile : 

(ЗЛО) x(st,ç) = X(s,tç) x(t,ç) ; 

et qui est valable pour tout (s,t) G G x G, et pour presque tout Ç G G/H. 

L'ensemble de cette théorie est développé dans Bourbaki, intégration ch. VII ; 

notons que, dans tous les exemples d'utilisation , nous saurons calculer effec­

tivement, sans faire appel à la théorie, une mesure quasi-invariante. C'est le 

cas lorsque les hypothèses de a) sont réalisées : toute mesure de Haar à gauche 

sur N est une mesure quasi-invariante sur N, considéré comme espace homogène 

topologique de G par identification à G/ u : c'est ce que prouve la formule 

n 

(3.2). Dans ce cas, la fonction x associée est définie par : 

X(s,n) = Л н A G
1(H(sn)), 

elle est donc continue. 

Mesures relativement invariantes. 

(3.11) Il s'agit d'une notion intermédiaire entre celle de mesure-invariante et 

celle de mesure quasi-invariante. Reprenons les hypothèses et notations de (3.3). 

On dira que y est relativement invariante par G si, pour tout s G G, la 

mesure y(s)y est proportionnelle à y. Autrement dit, s'il existe 

X : G -> 1R+ - {o} telle que : 

/ f(s.x)dy(x) = x C s " 1 ) / f(x)dy(x). 
X X 
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On a vu en (3.4) et (3.5) des exemples de cette situation. Notons que, dans 

ce cas, l'identité (3.10) se réduit à : 

X(st) = x(s) x(t) 

+ 

c-à-d que x e s t u n homomorphisme de G dans |R - {o}. Lorsque X est un espace 

homogène topologique de G, il y a de plus unicité de la mesure relativement inva­

riante, à un facteur positif près (si une telle mesure existe ! ) . 

4 - Cas d'un produit semi-direct. 

Nous examinons maintenant comment se simplifient les résultats précédents 

lorsque G = NH, comme en (2.1), mais avec, de plus, N distingué, c-à-d 

lorsque G est un produit semi-direct topologique. 

Soit s-̂  = n^ h^ G G, avec n^ G N, h^ G H, et n G N, on a : 

s^n = n^ h^ n h ^ h^, 

d'où : N(s^n) = n-̂  h^ n h ^ = s^n h ^ et H(s^n) = h^. 

Ainsi, la formule (3.2) devient : 

(4.1) / g( S l.n) dn = Д" 1 Д (hj / g(n)dn (gejf(N)). 
N 1 H G 1 N 

Elle exprime que dn est, dans ce cas, relativement invariante par l'action de 

G. En particulier, si s^ = €E H, on obtient : 

(4.2) / g(h. n hT 1) dn = Л" 1 Д (h.) / g(n) dn. 
N 1 1 H G 1 N 
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Rappelons que, par définition, le "module" de 1Tautomorphisme 

: n »> hnh ^ de N, est le nombre réel positif A(h) défini par : 

/ gCo" 1^)) dn = A (h) / g(n) dn ; 
N N 

(lfexistence de A(h) résulte de l'unicité de la mesure de Haar). 

La formule (4.2) exprime donc que A(h) = A ^ àn(h , d'où : 
H G 

(4.3) A_(h) = A u(h) A(h)"
1 pour tout h £ H. 

En échangeant dans (3.2) les rôles de H et de N, c-à-d en considérant 

l'action à gauche de G sur H, associée à la décomposition G = HN, nous obtenons : 

/ g'(S;L.h)dh = / g'(h) A^ 1 A G [N'(s^ h)"
1] dh (g' G jf(H)) ; 

H H 

où s^.h est défini par s^h = (s^.h)n, avec s^.h G H et n G N, et où N' 

désigne la "projection" sur N, associée à la désomposition G = HN. 

Appliquons cette formule avec s^ = n^ G N, alors : 

s^h = n^h = hh ^ n^h, d'où : n^.h = h et N'(n^h) = h *n^h, 

donc : / g'(h)dh = / g'(h) A" 1 A r(h"
1n 1h)dh. 

H H N G 1 

Cette formule, valable pour toute g' G jf*(H), implique, puisque A ^ Aç 

est continue, et puisque le support de dh est H tout entier, que : 

A N* Aç(h
 1 n 1 h) = 1 , pour tout h G H 

d'où, en particulier, A^Açtn^) = 1 c-à-d : 

(4.4) A G ^ = A N ^ P ° u r t O U t n E N-
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Ainsi, dh est invariante par l'action de G sur H ; de plus A |N = A . 
G N 

Ce dernier résultat est d'ailleurs valable, plus généralement, pour tout sous-grou­

pe fermé distingué N d'un groupe localement compact G. 

Les formules (4.3) et (4.4) permettent de calculer le module, A^(s), 

d'un élément quelconque, s = nh G G, en fonction de A u(h), A.T(n) et A(h) 

par : 

(4.5) AG(nh) = AG(n) AG(h) = AN(n) AR(h) A(h)"
1. 

Notons également que, grâce à (4.4), on a la formule d'intégration : 

(4.6) / f(s) ds = / f(hn) dn dh 

G N x H 

(c'est la formule 2.4, où l'on a échangé H et N ) . 

5 - Exemples et applications. 

5.1) Les groupes SL(n, (R) et SL(n, Ç) sont unimodulaires. 

En effet, ce sont des sous-groupes distingués (puisque ce sont des noyaux 

d'homomorphismes) de GL(n, IR) et GL(n, C), tous deux unimodulaires. On peut 

même considérer GL(n, IR) + comme le produit direct de SL(n, IR) et du sous-groupe 

des homothéties de rapport > o, tous deux distingués. 

5.2) Mesure de Haar et module du groupe affine. 

Le groupe affine G est le produit semi-direct de (Rn et de GL(n, IR), 

défini au moyen de l'action canonique de GL(n, (R) sur lRn donnée par la formule : 
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A.x = a A(x) = A(x) (x eiR n, A G GL(n, R)). 

Le module A(A) de a. est défini par l'égalité : 

/ g(A _ 1.x) dx = A (A) / g(x) dx (g G JT( R n)) 
R R 

d'où, d'après la formule du changement de variables dans une intégrale : 

A(A) = |det A|. 

On en déduit le module A de G, grâce à (4.3) : 

A(x,A) = |det Al" 1 

et la formule définissant la mesure de Haar de G, grâce à (2.4) : 

/ f(s) ds - / f(x,A) d x d A

n + 1 . 
G |R x GL(n, IR) |det A| 

Par exemple, pour le groupe affine de R, on trouve : 

A(b,a) = y-y- / £ ( s ) d s - / . f(b,a) . 
| a | G IR x IR -{o} |ap 

Ce sont bien les formules de l'exemple 5 de (1.7), où l'on a remplacé 

IR+ - {o} par IR - {o} (c-à-d qu'on ne se limite pas à la composante neutre). 

5.3) Mesure de Haar et module d'un groupe d'isométries de IRn. 

Considérons, comme en (3.11), le groupe G des bijections affines de ÏRn 

conservant la pseudo-distance ô associée à une forme bilinéaire symétrique non 

dégénérée B, c-à-d le produit semi-direct de |Rn et de 0((Rn,B). 
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Comme 0( IRn, B) agit canoniquement sur IRn, la formule définissant A(A) 

est la même qu'en (5.2), mais ici |det A| = 1 , donc A(A) = 1. Comme on peut 

prouver que 0( IRH,B) est unimodulaire, il en résulte que G est unimodulaire. 

La formule (2.4) montre alors que la mesure de Haar de G est le produit de 

la mesure de Lebesgue de lRn par la mesure de Haar de 0( tRn, B) lorsqu'on 

identifie G à IRn x 0( IRn, B) muni d'une loi de produit semi-direct externe 

(cf. 3.9.1 et 3.11). 

Le raisonnement précédent s'applique, plus généralement, lorsqu'on construit 

un produit semi-direct G, de IRn par un groupe unimodulaire H opérant linéai­

rement et continûment à gauche sur IRn par des homomorphismes (A G H) tels 

que |det a | = 1 . 

ci. 

Ainsi, le groupe de Poincaré est unimodulaire, et il en est de même du pro-

4 

duit semi-direct de IR par l'un quelconque des groupes de Lorentz. De plus, le 

calcul de la mesure de Haar de ces produits semi-directs est ramené à celui de l a 

mesure de Haar de SL(2, (C) et des divers groupes de Lorentz. 

De même, ST(2) est unimodulaire, et sa mesure de Haar est l'image du produit 

2 
de la mesure de Lebesgue sur C c-à-d IR et de la mesure de Haar de (LJ, par 

i l i - / \ /1 z w u o x ,u uz x . , 
1 application (z,u) •*( -)( —) = ( — ), ce qui donne : 

o 1 o u o u 

/ f (s)ds = / f ( U _ Z)du dz = 4 - // f ( U -) du dz. 
ST(2) ŒJ x Ç ° U 2 7 T [0,2Il]x (C ° U 

5.4) Mesure de Haar de SL(2, R ) et SL(2,(r). 

La décomposition d'Iwasawa montre que chacun de ces deux groupes G s'écrit 

G = KAN, où 

-) K = S0(2) si G = SL(2, R ) , et K = SU(2) si G = SL(2, Œ). 
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a u + 

-) A est l'ensemble des matrices ( _^ ), où a G IR - {o}. 
0 a 
1 t 

-) N est l'ensemble des matrices ( ), où t € R si G = SL(2, IR) , 
o 1 

et t G (C si G = SL(2,<E) . 

5.5) Comme K est compact, il est unimodulaire, on connait même explicitement la 

mesure de Haar si K = S0(2) : 

/ f(k)dk = — / f(( . ft ^ o û))d6, 
K - S0(2) 2 7 f o S l n 6 C O S 6 

(Ceci, grâce à 1.7 et 1 ' isomorphisme de DUT sur S0(2) défini par : 

,Re u -Im u N N  

U " ( l m u Re u ) } ' 

La mesure de Haar de SU(2) sera calculée au § 7. 

5.6) Les groupes A et N sont isomorphes, respectivement, à IR+ - {o}, et à 

IR ou C, d'où les formules définissent leurs mesures de Haar : 

/ f(a)da = / . f(( a °,)) ^ et 
A IR -{o} o a 

/ f(n)dn = / f((̂ " î"))dt, où dt est la mesure de Lebesgue, 

N ° 

sur IR ou (C. 

On sait, d'autre part, que H = AN est un sous-groupe de G. Mais, de plus, 

N est distingué dans H et, comme A H N = {e}, le sous-groupe H est produit 

semi-direct de A et de N. La formule 

(a ç i ) ( l t ^ " 1 o } = (1 a 2 t K 

o a o l o a o l 

montre qu'il s'agit du produit semi-direct de |R (ou (p) par (R+ - {o}, obtenu en 
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faisant agir linéairement ce dernier groupe sur K = H (ou C) par : 

2 
(a,t) -> a a(t) = a t. 

De manière plus précise, cette dernière formule définit sur K x ( ]R+ - {o}) 

une structure de groupe G^, par : 

(t,a)(tf,a!) = (t + a 2t f,aa f). 

Le module de est égal, d'après la formule du changement de variables, 

2 . 4 
a a si K = H, et à a si K = (C. On en déduit, comme en 5,2, que 

a ° -2 4 
A H ( ( - 1 ^ = a < s i K = » ) , ou a" (si K = C) , 

o a 

puis que : 

/ f(h) dh = / + f(( V U )) g i K = ] R 

H ]R x JR - {o} o v v 

et / f(h) dh = / + f T U ) ̂  si K = (C. 
H C x ]R - {o} o V V 

5.7) Calculons maintenant la mesure de Haar de G = KH = KAN. En utilisant la 

formule 2.4, moyennant le fait que K est unimodulaire, on obtient : 

/ f(s)ds = / f(hk) dh dk. 
G H x K 

ou bien, en échangeant les rôles de K et H : 

/ f(s)ds = / f(kh) A"X(h) dk dh. 
G H x K 
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En appliquant de nouveau la formule 2.4 à H, et en utilisant les deux 

décompositions H = AN et H = NA, on obtient : 

(5.8) / f(s)ds = / f(ank) da dn dk et : 
G A x N x K 

(5.9) / f(s)ds = / f(nak) A (a) da dn dk, 
G A x N x K 

et d'autres formules encore ... 

La formule (5.8), lorsqu'on l'explicite complètement, grâce aux résultats 

de 5.5 et 5.6, montre que la mesure de Haar de SL(2, IR) est l'image, par 

l'application : 

(a,t,e) » ( a ^ M 1 ^r* 6 _ s i n e ) 

o a o 1 sin 0 cos 0 

de la mesure ^ ® dt 8 | | , sur ( I R + - (o)) x R x [ 0,211 ] . 

6 - Mesures quasi-invariantes sur les espaces homogènes de SL(2, Œ) ou S0(l,3)e. 

Afin de pouvoir écrire explicitement les représentations du groupe de Poincaré 

il est nécessaire de connaître les mesures quasi-invariantes sur les espaces homo­

gènes G/ u, où G = SL(2,C), et où H est l'un des "petits groupes" SU(2), 

n 

ST(2) ou SU(1,1) (cf. Ch. I, 2.14) ; en fait, comme G et H sont toujours 

unimodulaires, il se trouve qu'il existe toujours sur G/ u une mesure invariante, 

puisque la restriction à H du module de G coïncide évidemment avec le module 

de H. 
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Dans la situation qui nous intéresse, on sait que chaque espace homogène est 

homéomorphe à l'orbite correspondante, dans un homéomorphisme qui respecte l'action 

de G, de sorte que la problème revient à la recherche d'une mesure invariante 

sur l'orbite, qui est une hypersurface de |R̂  (c.à.d. une sous-variété de dimen­

sion 3). Du fait que cette mesure est invariante, son image sur l'espace homogène 

est par ailleurs, indépendante du point choisi pour définir 11homéomorphisme. 

Or, on a déjà remarqué, en calculant la mesure de Haar du groupe de Poincaré, 

4 
que, du fait que SL(2,C) opère linéairement sur ttt par des applications de déter-

4 

minant égal à 1, la mesure de Lebesgue sur IR est invariante par l'action de 

SL(2,(C) et, plus généralement, par l'action de tous les groupes de Lorentz. 

Par changement de variables, on va en déduire les mesures invariantes sur les orbi­

tes du type 0 +, 0 et 0. . 
J r m m îm 

6.1) Mesure invariante sur 0 + . 
m 

+ 4 
Soit, comme au chapitre II, C 0 l'ouvert de IR défini par les conditions : 

B(x,x) = ( x 0 ) 2 - (x') 2 - (x 2) - ( x 3 ) 2 > 0 et x° > o. 

On a vu (ch. II, 6.9, démonstration de la proposition) que et est invariant 

par l'action de SL(2, C). Il est à peu près évident, géométriquement, que et 

est homéomorphe au produit ( IR+ - {o}) x 0*. On va vérifier que l'image, par cet 

homéomorphisme, de la mesure de Lebesgue sur et , est une mesure-produit, dont la 
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+ 
composante sur 0 est une mesure invariante. r m 

a) Vérification de 1'homéomorphisme : 

+ + + 
A tout (X,x) £ ( (R - {o}) x 0 m, associons Xx £ C 0. Réciproquement, à tout 

y £ e t , associons le couple (A,x) £ ( IR+ - {o}) x 0*, où X = m * B(y,y)^ 2, 

-1 -1/2 

et x = X y = m B(y,y) y. On obtient ainsi deux applications, réciproques 

lfune de l'autre, et évidemment continues, ce qui prouve 1'homéomorphisme annoncé. 

b) Action de SL(2, C) sur ( IR+ - {o}) x 0 +.  
m 

Si l'on transporte, par la bijection précédente, l'action de SL(2, C) sur 

e t , on obtient une action sur ( IR+ - {o}) x 0^, définie par la formule : 

X.(X,x) = (X,X.x) (X G SL(2, (C)) 

4 

où X.x désigne l'action usuelle de SL(2, (C) sur IR . Ainsi, 

M = ( (R+ - {o}) x 0* apparaît comme un espace topologique dans lequel SL(2, C) 

opère continûment à gauche ; plus précisément, l'action de SL(2, (f) sur M est 

le produit, en un sens évident, de l'action triviale sur IR+ - {o}, et de l'action 

usuelle sur 0 +. 

m 

c) Mesure invariante sur 0 +.  
m 

Désignons par y la mesure sur M, image de la mesure de Lebesgue sur e t . 

Par construction, y est invariante par l'action de SL(2, C). On va en déduire, 

facilement, le lemme suivant : 

6.2) LEMME. - Si la mesure y est le produit d'une mesure sur JR+ -{o} 3 par 

une mesure y n sur 0 +, la mesure y 0 est invariante. L m z 
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+ + 
Preuve. - Si c'est le cas, soit f, £ Jf( IR - {o}) et f 0 £ Jf(0 ) , et soit  

1 z m 

f = fj « f 2 : (A,x) H- f 1(X)f 2(x). On a : 

/ f(X.m)du(m) = / f(m)dy(m), 
M M 

pour tout X £ SL(2, C), c.à.d. : 

/ f1(X)f2(X.x)dp1(X)dp2(x) = / f 1(X)f 2(x)dy 1(X)dn 2(x) 
M M 

ou ( / + f1(À)dy1(À))( / . f9(X.x)dy.(x)) = (•/. f1(X)dy.(X))( / +f„(x)dy 9(: 
R-{o} 1 1 0* 1 R -{o} ° m 

Or, on peut choisir f telle que / f-(X)dy (X)f o (sinon y- serait nulle 
1 R +-{o} 1 1 

donc aussi la mesure de Lebesgue sur Co). On en déduit le résultat. 

c.q.f.d. 

Remarque. - Connaissant l'existence et l'unicité d'une mesure invariante sur 0 + 

• — m 

(cf. le début de ce § 6), on pourrait démontrer que y est bien de la forme 

^1 ® ^2" ̂ n V a S e c o n t e n t e r ^ e ^ e vérifier : 

d) Calcul de la mesure y£. 

La situation est très simple ici, car 1'hypersurface 0* est homéomorphe 

3 . . . 

à IR ; en fait, sa structure de variété est déterminée par une carte unique, qui 

est tout simplement la projection de 0* sur le sous-espace, isomorphe à R 3, 

engendré par (e^, e^9 e^) : 

( o 1 2 3 N i ^ / 1 2 3 N x , x , x , x ) ' • (x , x , x ). 
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L'application réciproque est : 

-1 

5 - <ç\ C 2, K3) « U | 2 + m 2 ) 1 7 2 , Ç 2 > ç 3 ) , 

où l'on a posé |ç|2 = U 1 ! 2

 + |Ç 2| 2 + |Ç 3| 2. 

Soit y f l'image de y par l'homéomorphisme de M sur ( |R - {o}) x IR 

défini par (A,x) -> (À,p(x)). Tout revient à vérifier que y' est de la forme 

y ^ 0 y'2 ; on aura alors ^ = y^, et y 2 = p
 1(y' 2> sera l'image de y'2 

par p Or y' se calcule par simple changement de variables ; en effet, par 

définition de y', on a : 

/ + f(y)dy - / f(t p" 1 (0)dy'(t,Ç). 
C 0 ( IR -{o}) x |RJ 

~*1 2 2 1/2 
Posons y = t p (Ç) = (t.(|ç| + m ) , tÇ x, tÇ 2, tÇ 3). Le jacobien de cette 

2 3 2 2—1/2 
transformation est égal à m t (m + |ç| ) , donc : 

/ f(y)dy = m 2 / f C t p ' ^ Ç ) ) ^ ^ 2 + |ç| 2)" 1 / 2dt dÇ 1 dÇ 2 dÇ 3, 
C 0 ( IR -{o}) x (R 

3 
ce qui prouve que y' est le produit de t dt et de 

2 2 2 ~*l/2 1 2 3 
y'2 = m (m + |ç| ) dÇ dÇ d£ . A une constante près, on peut donc définir 

y 2 par : 

/ f(x)dy (x) = / f C p ^ C O X m 2 +|ç| 2f 1 / 2dÇ 1 dÇ 2 d£ 3. 
0 IR 
m 

Remarques : 1) Soit U un ouvert de 0*, et une carte de 0*, de domaine U ; 

3 

ainsi est un homéomorphisme de U sur un ouvert V = i|;(U) de tR • L'image y" 

de y par l'homéomorphisme (t,x) -> (t,ip(x)) de Qt+- {o} x u sur [R+-{o} x <J,(U) 

est définie par la formule suivante, où A désigne l'ouvert de C +o image de 

[R+- {o} x u : 
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/ f(y)dy = / f(t* 1(Ç))dy"(t,Ç). 
A ( IR - {o}) x V 

Les mêmes méthodes s'appliquent et permettent de calculer y" par le change­

ment de variables y = tty La mesure y" est de la forme y^ 8 y'^ e t > 

on a 

/ f(x)dy9(x) = / f(^ _ 1(Ç))dy" (Ç) 
U t|»(U) 

ce qui peut donner des expressions plus simples de sur U. 

2) Naturellement, les calculs pour 0^ sont analogues, en remplaçant C 0

+ 

par C 0 . 

6.2) Mesure invariante sur 0. .  
îm 

On raisonne comme en 6.1 au départ, en remplaçant e t par 1!ouvert Ci 

de Œt̂  défini par B(x,x) < o. Cet ouvert est homéomorphe à M 1 = IR+-{o} x 0 ^ , 

par l'application qui, à y ^ Ci, associe (A,x) ̂ IR +-{o} x 0 ^ , définis par 

X = m ^"(-B(y,y))^2 et x = X ^~y, et l'analyse de 6.1 b est valable, en 

particulier, on a le lemme 6.2. 

Pour le calcul de y^, la situation est moins simple car 0^ m, n'étant pas 

3 

simplement connexe, n'est pas homéomorphe à IR , c.à.d. que sa structure de 

variété n'est pas définie par une seule carte. Cependant, on peut trouver une 

carte dont le domaine U soit un ouvert de 0^ m dont le complémentaire est 

une sous-variété de dimension inférieure ; son image dans Co f sera un ouvert 

dont le complémentaire sera de mesure nulle et ceci nous permettra de conclure. 

Pour cela, nous aurons besoin de certains calculs qui nous serons utiles encore 

par la suite. 
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2 
a) Section de l'action de S0(3) sur S . 

2 3 2 

Soit S la sphère unité dans l'espace IR . On peut considérer S com­

me l'orbite de e 3 = (0,0,1) par l'action canonique de S0(3). Nous allons 

2 
calculer une section de cette action c.à.d. une application o : S -+ S0(3) 

2 
telle que, pour tout Ç E S , on ait a (e«) = Ç. 

Pour cela, remarquons que si Ç n'appartient pas au demi-plan défini par 

1 2 

Ç < o et £ = 0, il existe (6,^) E ]0,n [x ] - n , +n[ , unique, tel que : 

1 2 3 
Ç = Sin 0 COS if , £ = sin 6 sin , £ = cos 6 

(il s'agit des coordonnées sphériques de £). On peut alors choisir : 

/ cos 0 cos if -sin <p sin 0 cos y? \ 

- I cos 0 sin v? cos if sin 0 sin <p I 

\ - sin 0 0 COS 0 / 

. . 2 

On a ainsi défini a, de manière continue, sur un ouvert de S dont le complé­

mentaire est un demi-cercle. On peut, de manière évidente, définir o également 

sur ce demi-cercle, de manière continue sur ce demi-cercle ; on obtient ainsi la 

section cherchée, qui n'est pas globalement continue, mais dont les restrictions 

à un ouvert et un fermé complémentaires sont continues. (Il n'existe pas de sec-

2 . . 
tion:continue de S dans S0(3), ce qui se voit en considérant les groupes 

2 2 
d'homotopie de S0(3), de S , et du stabilisateur d'un point quelconque de S ). 

2 
On verra au ch. VI, 8.7., une section de l'action de SU(2) sur S , dont on 

peut aussi déduire une section de l'action de S0(3), d'expression plus compliquée. 

b) Section de l'action de S0(l,3) sur 0. . 
' e îm 

1 

Soit x = (x°, x 1, x 2, x 3) E 0. . Soit a = [ ( x 1 ) 2 + ( x 2 ) 2 + ( x 3 ) 2 ] 2 / 0 
i m 1 2 3 

car (x°) 2 - a 2 = - m 2 < 0. Alors Ç = ( — , — , — ) E S 2, donc £ = or(e„) et 
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-1 -1 - 1 1 2 3 
tfç (£) = e^, donc Oç (a£) = ae^, c.à.d. a (x ,x ,x ) = (0,0,a). 

Identifions S0(3) au sous-groupe de S0(l,3) e constitué des rotations autour 

de e 0. Alors : 

0ç 1(x) « (x°,0,0,a) avec (x°) 2 - a 2 = - m 2. 

Ainsi, dans le plan défini par e 0 et e^, le point a (x) appartient à la 

~ 2 3 2 2 
même branche de l'hyperbole d'équation (x°) - (x ) = - m que le point 

(0,m) = me^ (car m et a sont tous deux positifs). Il existe donc une unique 

transformation de Lorentz X, dans le plan (e 0, e^), telle que X(me^) = a "̂(x) 

(cf fin du chapitre II). Finalement : 

x = açX(me^) = ma^XCe^). 

Nous choisirons comme section l'application x *-> a^X. Elle possède visiblement 

les mêmes propriétés que a du point de vue de la continuité. On a d'ailleurs, 

x 1 2 
en posant x = Arg sh , en dehors du demi-hyperplan x < o, x = o : 

• ch T 0 0 sh T 

/ sh x sin 0 cos </> cos 0 cos y -sin y ch T sin 0 cos ip \ 

V = 1 . . 

\ sh T sin 0 sin y cos 0 sin y cos <p ch T sin 0 sin y I 

^ sh T cos 0 -sin 0 0 ch T cos 0 / . 

c) Paramétrage de Q^M* 

1 2 

Soit x E 0^ m, mais n'appartenant pas au demi-hyperplan x < o, x = o. 

Alors, il existe (T, 0, <p) E (R x ]0,n [x ] - n , +Iï[ , unique, tel que : 

o 1 2 3 
x° = msh x, x = mch T sin 0 cos y 9 x = mch T sin 0 sin x = mch T COS 0. 
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On obtient ainsi une bijection de l'ouvert V = |R x ]0,II [x ] - n , +n [ de 

3 1 2 
|R sur l'ouvert U de 0. défini par les conditions x > o ou x ^ o. 

îm r 

La bijection inverse ib : U •> V définit évidemment une carte de 0. . 
îm 

d) Calcul de la mesure invariante sur 0. . 
îm 

Soit A l'ouvert de C' 0, image homéomorphe de ( R + - {o}) x U ; expli-

1 2 

citement, A est l'ensemble des x E c'o vérifiant x > o ou x ^ o. Ainsi, 

le complémentaire de A est négligeable, et l'on a donc, en désignant toujours 

par y la mesure sur M', image de la mesure de Lebesgue sur C 'o , les proprié­

tés suivantes : 

-) Le complémentaire dans M' de l'ouvert ( ÏR+ - {o}) x U est y-négligea­

ble. 

-) Pour toute f E Jf(C 'o) : 

/ f(y)dy = / f(y)dy = / f(tx)dy(t,x) = / + f(tx)dy(t,x), 
C'o A ( IR - {o}) x U IR -{o> x0 i m 

Soit y M l'image de y par l'homéomorphisme (t,x) H- (t,ij;(x)) ; on a : 

/ f(y)dy = / f(tf l(0) dy"(t,Ç) 
A ( |R -{o}) x V 

et y M se calcule par le changement de variables y = tijj "'"(Ç), c .à.d. : 

y 0 = mt sh T , y"*" = mt ch T sin 6 cos <p 

2 3 
y = mt ch T sin 0 sin <^y = mt ch T COS 0 

ce qui donne : 

/ f(y)dy = m / f (till (Ç))t ch T sin 6 dt dx d6 d v? 
A ( IR -{o}) x V 
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où ç = (x, e, v). 

3 + 
Ainsi, y" est le produit de la mesure t dt sur -{o} par 

y"2 = ch T sin6 dx de d y sur V. Donc y, restreinte à (LU -{o}) x U, est le 

3 - 1 - 1 
produit de t dt par 11 image (y"2) de y"2 par . Comme le complémentaire 

de ( CR+-{o}) x U est y-négligeable, il en résulte que y est le produit de 

o -1 
t dt par la mesure sur 0. induite par \p (y" ). Ainsi, il existe une mesure v îm r 2 

y 0 invariante sur 0. . On peut choisir, à une constante près : 2 îm 

/ f(x)dy (x) = / f(x)dy (x) = / f U 1 ( T , 0, ip)] c h 2

T sin 0 d T d0 d y. 
0. U V 
îm 

6.3) Mesure invariante sur ot et 0 0 . 

La méthode utilisée jusqu'ici ne s'applique pas à la nappe supérieure ot 

3 
du cone de lumière. Remarquons que cette hypersurface est homéomorphe à IR - {o}, 

sa structure de variété étant, comme celle de 0*, déterminée par une carte unique 

3 + 
0 o + ]R - {o}, analogue à celle de 0 : 

m 

, o 1 2 3, P , 1 2 3, 
x = (x , X , X , x ) » -> (x , X , X ) 

-1 
1 2 3 p 

K = U , 5 , Ç ) « • ( U l , KV KV 5 3 ) . 

Ainsi, 0 o apparait comme une position limite, en un sens que nous ne cher­

cherons pas à préciser, de 0^ quand m tend vers zéro. Définissons alors 

la mesure y 2 sur 0 o , par passage à la limite formel dans la formule définis­

sant la mesure invariante de 0*, quand m tend vers zéro, c-à-d. par : 

dÇ dÇ dÇ 
/ f(x)dy?(x) = / f(p \0) — 1 • 

0o ŒT - {o} |ç| 

Il est aisé de vérifier l'invariance de y 2 par SL(2,C) : d'après la preuve 

de la dernière proposition du ch. II (décomposition de Cartan de S0o(l,3) et 

SL(2,(E)), § 6.9, toute transformation X H - X . X , OÙ 
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X € SL(2, (E) , est un produit w * Yw ? où w et w' sont des rotations autour 

de e 0 et Y une transformation de Lorentz dans le plan (e 0, e^) ; l'invariance 

de u 2 par ces deux types de transformations se vérifie facilement. 

Remarque. - Si l'on paramètre 0 +

o par : 

o 1 2 . 3 
x° = ch T, x = ch T sin 0 cos <p, x = ch T sin 0 sin <p, x = ch x cos 0, 

soit x = g( T, 0, y), 

on trouve : 

/ f(x)dx = / f(g(T,6, ^)sh T ch x sin 0 d T d0 d \p. 
0 o ]0,+oo[ x]0,n[ x ] - n , + n [ 

6.4) Caractérisation intrinsèque des mesures invariantes sur 0 + et 0. .  
m îm 

Soit U, un ouvert de 0 + (ou 0. ) et jb une carte de 0 + (ou 0. ) de 
1 m îm y m îm 

-1 . oo 

domaine U^. Soit V = i[>(U^), et y = . Ainsi, ip est une application C de 

4 

V dans (R qui induit un difféomorphisme de V sur U^. On a, en employant 

les mêmes notations qu'en 6.2, d) : 

/ f(y)dy = / f(t *U))<iu"(t,Ç) = / f(tx)dy (t)dy (x). 
A ( IR -{o})xV IR -{o}xU 

Le changement de variables y = t ̂ (Ç) a pour jacobien 

det(M( ^(Ç).tD1 tD 2 tD 3 où D 1 = i - t (Ç) . 

1 2 3 
Soit A = M [</>(£), D ^(Ç), D <p(Ç)» D ^ ( Ç ) ] . Remarquons que,puisque 

<*(V) C o + (ou 0. ) on a B( <p(£), ^ ( O ) = eni2 sur V, donc, par dérivation, 
— m îm 

B( ^(Ç), D 1 = 0 ; soit alors A' la matrice dont les vecteurs lignes sont 
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les composantes covariantes des vecteurs dont les colonnes de A sont les compo­

santes contravariantes (au sens du chapitre I) ; les coefficients a > 1 j ^' 

sont liés à ceux, a 1, de A par a' 1. = e. a^.. On a : 

/ 1 0 0 0 \ 

A ' A = £ m
2 ( ° \ 

\ \ ) 

où kx = (B(Di Dj *(£)))• D'où : 

|det A| = m|det B(D^ D.. v ( Ç ) ) | 1 / 2 . 

3 
On en déduit, puisque le jacobien vaut, (par définition de A ) , t det A, que : 

/ f(x)dy„(x) = m / f [*(£)] |det B(D. D. | 1 / 2 dÇ, 
U ¿ V 1 J 

ce qui signifie que u n/m est la mesure sur 1Thypersurface 0 (ou 0. ) cano-n o n 2 J V m îm 
4 

niquement induite par la structure de variété pseudo-nemannienne conférée à |R 

par le produit scalaire de Minkowski. 

Remarques. - a) (6.5). La caractérisation (6.4) ne s'étend pas aux nappes du 

cone de lumière. En effet, du fait que ce cône est le cone isotrope de la forme B, 

il n'existe pas, sur les hypersurfaces 0 +

0 et 0 o, de mesure canoniquement 

4 

induite par la structure pseudo-riemannienne de R . Ceci provient du fait que la 

forme bilinéaire induite sur l'espace tangent est, dans ce cas, dégénérée. 

b) (6.6) Le calcul effectué en (6.4) donne l'expression de la 

mesure invariante sur les orbites du type 0 + , 0 , 0. , dans toute carte. Pour 
m m îm 

retrouver le résultat, on retiendra que si y est une paramétrisation, (c.à.d. un 
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inverse de carte), on définit le carré de l'élément de volume sur l'orbite considé­

rée par : 

dS 2 = |det(B(D.</> (Ç), (0))\(d02 

d'où / f(x)dS(x) = / f dS(Ç). 

c) (6.7) Si l'on admet l'existence de la mesure de surface sur les orbites 

du type précédent, la théorie se simplifie beaucoup : le lemme (6.2) étant établi, 

le calcul de (6.4) montre immédiatement que la mesure y, sur C +

0 par exemple, 

3 + + 
est le produit de la mesure t dt sur IR par la mesure canonique sur 0 . 

7) Mesure de Haar de SU(2). 

La situation qui nous a permis, au paragraphe précédent, de calculer les mesures 

invariantes sur les espaces homogènes a partir des orbites se présente fréquemment. 

En voici un autre exemple, permettant de calculer la mesure de Haar de SU(2). 

2 

(7.1) Considérons l'action identique (X,x) H- X ( X ) de SU(2) sur <C . Cette 

action a déjà été étudiée au chapitre II, § 6. On sait donc que SU(2) opère dans 

2 

<E par isométries, pour la forme hermitienne canonique, que l'orbite de tout point 
1 2 1 2 2 2 1 /2 

a = (a , a ) est la sphère de centre o, de rayon Hall = (|a| + | a | ) ,et 

que, si Hall f o, le stabilisateur de tout point de la sphère est réduit à l'élément 

neutre, de sorte que, vu la compacité de SU(2), chaque orbite est homéomorphe à 

SU(2). 

4 2 

(7.2) En identifiant (R à (C , par exemple par U : 
1 2 3 4 1 2 3 4 

(x , x , x , x ) H- (x + ix , x + ix ) , les mêmes considérations sont valables 
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4 

La recherche d'une mesure de Haar à gauche sur SU(2) se ramène donc à 

4 
la recherche d'une mesure invariante sur une sphère de IR de rayon non nul. La 

4 

démarche est alors celle du § 6 : on considère l'ouvert |R - {o} qui va jouer 

le rôle de C +

Q , il est homéomorphe à M = ( (R+ - {o}) x S^ (m) , où S^(m) désigne 

la sphère d'équation Hxll = m, par l'homéomorphisme obtenu en remplaçant, dans 
i 4 

6.1 a), B(y,y) par <y|y>. L'action de SU(2) sur IR - {o} se transporte en 

une action sur M, qui est le produit de l'action triviale sur IR+ - {o} par 

l'action initiale sur S^(ni), de sorte que l'on a l'analogue du lemme (6.2). Le 

calcul se poursuit ensuite de manière analogue au cas de 0. (car il n'existe 
îm 

pas de carte globale de S^(m)) et se ramène concrètement à un passage en coordon-
3 

nées polaires : on choisit ici l'ouvert V = ] 0,lï[ x] 0 ,n[ x]-n,+n[ de IR . Lorsque 

(6, £ V, le point u(0, = x, défini par : 

1 2 3 
x = m cos 0, x = m sin 6 cos y 9 x = m sin 0 sin \p cos 

x = m sin 0 sin sin ty9 

décrit un ouvert U de S^(m) et, en définissant A comme en 6.2 d), on trouve 

que : 

4 4 2 
/ f(y)dy = m / , f(tu(0, ̂ ,i|;))t sin 0 sin \p dt d0 d \p dty . 

A |R -{o}xV 

D'où : 

2 
/ f(x)dy2(x) = / f(x)dy (x) = / f[g(0, *>,Tj/)] sin 0 sin y d0 d <p dty. 
S 3(m) U V 

pour l'action de SU(2) sur IR , à condition de remplacer la forme hermitienne 

4 . . . . . 4 
canonique de (C par le produit scalaire euclidien canonique sur (R . Il suffit 

pour cela de remarquer que U est une isométrie. On a vu de plus, au § 3.5 de 

4 

ce même chapitre, que la mesure de Lebesgue de IR est invariante par l'action de 

SU(2). 
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On prouve enfin, par le même calcul qu'en (6.4), que y 2 est la mesure 

sur S^(m) canoniquement induite par la structure euclidienne de IR.\ 

Calcul pratique. 

Choisissons el = (1,0,0,0) G S 3 = S 3(l). On a iKe^ = (1,0). 

Si s = ( ^ ^ ) £ SU(2), on a s.(1,0) = (a, -b) ; ainsi, en posant a = s} + ia 2 

-b a 
1 . 2 

et b = b + ib on voit que l'action de SU(2) sur e^ est définie par : 

s.e^ = (a , a , -b , b ). 

On sait que l'application <f> : s s.e1 est un homéomorphisme de G = SU(2) 

1 i o Q / / 2 V 4 \ ""1 1 2 3 4 / x +ix —x +ix \ 
sur S^ ; l'égalité précédente montre que $ (x , x , x , x ) = I ^ ^ 2 )" 

\ x +ix x -ix / 

On sait d'autre part que la mesure de Haar de G est l'image de P a r $ *̂ P ° u r 

le calcul effectif, il est bon de faire la remarque suivante : 

On peut, si on le désire, se débarasser du signe "moins" apparaissant dans les 

formules précédentes en remarquant que si l'on pose, pour s E G, 6(s) = t"s 

(transposée de s), 0 est un homéomorphisme de G sur G vérifiant 

e(ss') = e(s ' )6(s) et 0 2 = id. D'où : 

/ f[s'6(s)]ds = / f[e(s6(sf))]ds = / f(0(s))ds 
G G G 

ce qui prouve que l'image de la mesure de Haar de G par 6 est encore une mesure 

de Haar sur G, donc qu'il existe a > o tel que : 

/ f[0(s)]ds = a / f(s)ds ; 
G G 

mais / f(s)ds = / f[62(s)]ds = a / f[0(s)]ds = a 2 / f(s)ds. 
G G G 
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D'où a = 1 : / f[ts]ds = / f(s)ds. 

G G 

La mesure de Haar de SU(2) s'obtient donc aussi en transportant au moyen 

de 1'homéomorphisme : 

. 1 2 3 4. " t -1, 1 4, / a b \ . ( a = x l + i x 2 

(x , x , x , x ) » • <|> (x x ) = I _ 1 ou 3 4 

\-b a y f b = x +ix 

ce qui donne : 

* r/ cos 6 + i sin 6 zosy sinBsin ^e 1 1^ \j « 
(7.3) / f (s)dp(s) = j f j _ £ Isin 6 sin <pd9 d </>di|j 

G ! I \ ~ s ^ n ® s : *- n ^ e c o s ® -isin 0 cos ip/J 

o < e < n 

o < < 2J[ 

o < y < n 

2 
En faisant f = 1 on trouve : / dy(s) = 211 , donc la mesure 

G 
de Haar normalisée est : 

(7.4) / f (s)ds = f f(s)dy(s) = ... 
SU(2) 2ïï SU(2) 

(7.5) Cas d'une fonction centrale. 

a b 
Toute s = ( ) €E SU(2) est diagonalisable car l'équation caractéristiques: 

2 _ -b a _ 
À - (a + a)À + 1 = 0 a deux racines imaginaires conjugués et distinctes, 

sauf si a = - 1, auquel cas, la matrice est déjà diagonale. Les vecteurs propres 

associés à et étant orthogonaux, on peut trouver une base de vecteurs pro­

pres orthonormée c.à.d. telle que la matrice de passage k appartienne à SU(2) 

d'où : 

-1 Al 0 

s = k ( _ ) k : avec k G SU(2) . 
o X± 
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/ cos 0 + i sin 0 cos if sin 0 sin \p e 1^ \ 
En particulier, si s = I j 

\-sin 0 sin {p e ^ cos 0 - i sin 0 cos y J 

e 1 0 o 
on trouve comme valeurs propres - e 1^ donc s = k ( . ) k. 

—10 
o e 

Soit f une fonction centrale sur SU(2); avec les notations précédentes, on 
_ 1 À1 o X-. o 

a donc f (s) = f (k \ 1 - ) k) = f (( T- ) ) . 
O A A 

1 ' 1 

Et si f est continue : 

i e 
, e o 

/ f(s)ds = —-j f f ( ( _. )) sin 6 sin y de d <p d<J> 
SU (2) 2n o e 

iQ 
„ II e o „ 

c.à.d. : / f(s)ds = =: f f ( ( _.„)) sin e de. 
G o o e 

7.6) Autre expression de la mesure de Haar. 

On peut aussi paramétrer SU(2) au moyen des "angles dTEuler" en posant, si 

( * ^ G SU(2) 
"b a 

|a| = cos j Arg a = ~ - Arg b = — ^ — 

avec 0 < </> < 2ÏÏ O < 0 < Ï Ï — 2TT < < 2TT. 

On obtient ainsi une carte de SU(2) définie dans un ouvert dont le complé­

mentaire est une variété de dimension inférieure et on a la formule : 

Î , f //a ( * ,e ,< jo b ( * , e , * ) \ \ 

f(s)ds = — - j 1 f f )sin0 d0 dcp d*. 
SU(2) 16ÏÏ J -2TT < i\> < 2TT \ \-b(<p ,e,i|/) afo ,6,iJ/) // 

o < <p < 2ÏÏ 
o < 0 < ïï 

-j 1- -i L-
0 2 0 2 

Dans cette formule a(<p,0,i|;) = cos -je et b(^,0,ip) = cos ̂  e 

—.—.—.—•— 
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C H A P I T R E VI - R E P R É S E N T A T I O N S I N D W T E S ^ J I É ^ ^ 

1) Représentations induites ; définitions générales. 

Dans tout ce chapitre, on désigne par G un groupe localement compact sépa-

rable (i.e. dont la topologie admet une base dénombrable d'ouverts) ; a fortiori, 

le groupe G est dénombrable à l'infini, ce qui simplifie les questions d'intégra­

tion. 

La théorie des représentations induites a pour but de construire des repré­

sentations de G à partir de celles d'un sous-groupe fermé H. On verra que, dans 

le cas d'un produit semi-direct, on peut, sous certaines hypothèses, vérifiées par 

le groupe de Poincaré, obtenir, à partir de divers sous-groupes H, toutes les repré­

sentations irréductibles de G. 

1.1) Soit co une r.u.c. d'un sous-groupe fermé H de G dans un espace de Hilbert 

complexe séparable X. Soit V l'espace vectoriel complexe des applications 

f : G -> X vérifiant : 

a) f est continue ; 

b) Pour tout h ̂  H et tout x G G, on a : f (xh) = oa(h"1)f (x) ; 

c) Il existe un compact C de G tel que supp f C CH. 

(on exprime c) en disant que f est à support compact modulo H). 

Il est immédiat que, si f et g appartiennent à V, le nombre <f(x)|g(x)> ne 
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dépend que de la classe xH = x de x dans G/H et que la fonction x •> <f(x)|g(x)> 

appartient à JT(G/H). Soit X une mesure quasi-invariante sur G/H, et 

X : G x G/H -> H + - {o}, la fonction associée, telle que y(s)X = x(s~^>Z)àX(0 

(cf ch. 5, § 3) ; on définit une structure d'espace préhilbertien sur V en posant : 

<f|g> = / <f(x)|g(x)>dÀ(x). 
G/H 

Pour toute f £ V, et tout s £ G, la fonction U^isjf définie par : 

[ A s i f ] (x) = x ( s ~ \ x ) 1 / 2 fCs^x) 

appartient encore à V et U^Cs) est une isométrie de V dans V ; de plus, 

U W : s H- U^Cs) est une représentation de G dans V, dont on peut vérifier qu'elle 

est continue. 

1.2) DEFINITION. - Soit W l'espace de Hilbert complété de V. Notons toujours l A s ) 

le prolongement à W de l'opérateur U^Cs). On définit ainsi une r.u.e. 

de G dans W appelée représentation induite par o). 

Q 

On note souvent ind o) cette représentation. Il est immédiat de vérifier que 
H 

si l'on remplace X par une autre mesure quasi-invariante, c-à-d par une mesure 

équivalente, et w par une représentation équivalente, on obtient une nouvelle représen­

tation de G équivalente à la première, ainsi la classe de ne dépend que de H et 

de la classe de 03. 

1.3) On démontre que W peut s'identifier à un espace fonctionnel, modulo l'égalité 

presque partout : c'est l'ensemble des f : G -> X vérifiant 

a) f est mesurable (i.e, pour tout a G X, l'application s H- <f(s)|a> est 

mesurable) ; 
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b) Pour tout h £ H, et tout x £ G, on a f (xh) = co(h 1)f(x) ; 

c) / | f (x) | 2 dX(x) < + oo. 
G/H 

Naturellement, la structure hilbertienne de W est définie par la formule : 

<f|g> = / <f(x)|g(x)> dA(x), 
G/H 

et la formule définissant U W est toujours la même. 

1*4) EXEMPLE. - Choisissons pour w la représentation triviale de dimension 1 

de H. Alors, les conditions 1.1 a,b,c montrent que V est l'ensemble des fonc­

tions f du type x -> ï(x) où 11 €E (G/H), muni du produit scalaire : 

<f|g> = / ï ( Ç ) g ( 0 dX(Ç). 
G/H 

2 

On peut donc identifier W à L (G/H) ; on obtient ainsi une r.u.c. de G 

2 

dans L (G/H), appelée représentation quasi-régulière associée à H, et définie par 

la formule : 

(UX(s)f)(Ç) = x ( s ~ \ ç ) 1 / 2 f(s" 1Ç). 

Lorsque H = {e}, on retrouve la représentation régulière gauche de G. Plus 

généralement, lorsque H est distingué, Û " est composée de l'application canoni­

que G -> G/H et de la représentation régulière gauche du groupe G/H. 

1.5) REMARQUES. - a) On peut a priori se demander si l'espace V n'est pas réduit 

à {o}. En fait, on peut prouver que V est exactement l'ensemble des f de la 

forme : 

f (x) = / oj(h) g(xh) dh. 
H 
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où g appartient à l'ensemble J T (G,X) des applications continues à support 

compact G -> X. Lorsqu'on se limite aux g de la forme x H- g'(x)Ç où g f E JT(G) 

et Ç E x, on obtient un ensemble total dans V et W, ce qui suffit à assurer 

que lfespace V est assez grand... 

b) On ne développera pas ici la théorie des représentations induites, qui remon­

te à FROBENIUS dans le cas des groupes finis et est due à MACKEY dans le cas locale­

ment compact. Un exposé complet se trouve par exemple dans WARNER : Harmonie Analysis 

on semi-simple Lie groups I. 

2) Cas d'un groupe décomposé en produit de sous-groupes. 

2.1) Supposons que G = NH avec les hypothèses et notations habituelles (cf. ch. 5, 

§ 2). Soit toujours 0) une r.u.c. de H et V et W les espaces correspondants. 

A toute f E v associons sa restriction f T à N. Alors, la condition a) de 1.1 

(continuité de f) implique la continuité de f ! et la condition c) implique que 

ff est à support compact, contenu dans la "projection" de C sur N dans la décom­

position G = NH. Réciproquement, si f T E jf(N,X), la condition b) conduit à défi­

nir f par la formule, 

f (nh) = o)(h l)f' (n) 

et on vérifie facilement que f E V. On définit ainsi deux applications linéaires 

réciproques l'une de l'autre, qui permettent d'identifier V à JT(N,X). La struc­

ture d'espace préhilbertien de JT(N,X) associée est facile à déterminer. Dans ce 

cas, en effet, on sait qu'un homéomorphisme canonique : n w- nH identifie N et G/H. 

Dans cette identification, l'application x <f(x)|g(x)> devient n H- <f(n)|g(n)>, 

et on sait qu'on peut choisir pour mesure quasi-invariante par l'action de G sur N 

la mesure de Haar de N (ch. 5, § 3 a)). On en déduit que le produit scalaire sur 

JT(N,X) est donné par : 



126 

<f|g> = / <f(n)|g(n)> dn, 
N 

2.3) Lorsque N est distingué (cas d'un produit semi-direct) on a, en posant 

s^ = n^ h^, avec n^ €E N et G H : 

s^ n = n^ n^ n = (n^ n^ n h^; n^ 

d Toù s^.n = h ^ n ^ n h^ et H(s^n) = h-^- Ainsi : 

[ A S l ) f ] ( n ) = A ~ 1 / 2 A J / 2 (h x) wOip f(s^.n). 

En particulier, en faisant oo = 1, on obtient une version ÏÏu de la représen-
H 

2 
tation quasi-régulière associée à H, réalisée dans L (N) : 

[TT H( S l)f] (n) = A ~ 1 / 2 A J / 2 (h x) f(s^.n). 

2 
Revenons à co quelconque, et choisissons f E L (N,X) du type : 

2 2 
x * f^(x)£ où f^ E L (N) et Ç E X, c-à-d l'image canonique dans L (N,X) de 

f j » ç e L 2(N) 0 X, on a : 

[lAs^f] (n) =[[îrH(s1)f1] d O l U O i ^ Ç ] 

c-à-d que U^Cs^f est l'image canonique de ir^Cs..)^ 0 a)(h..)£;. 

1 ri 1 1 1 

Ainsi, on obtient une représentation U | a ) , équivalente à U^, dans le produit 

2 
tensoriel hilbertien L (N) 0 X en posant, pour les éléments décomposés : 

donc que W, complété de V, s'identifie au complété L (N,X) de Jf(N,X). 

Dans cette identification, la représentation U 0 3 devient une représentation 

équivalente, d'espace L (N,X), que nous noterons encore U , donnée par : 

[lAs^f] (n) = X ( s ~ \ n ) 1 / 2 uOUs^nfbfCs^.n) (f e L2(N,X)) 

(2.2) 

où X ( s ~ \ n ) = A R A"
1 (HCs^n)) (ch 5, § 3). 

2 
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(u ? a ))(s 1)(f 1 8 Ç) 88 (^ H

( sl ) fl ) 8 (o>oH(Sl)Ç). 

On exprime ce fait en disant que U ? a ) est le produit tensoriel de 7ru et de 
H 

u)0H, qui est aussi une r.u.c de G, puisque la projection sur H est, dans ce 

cas, un homomorphisme de groupes. 

Supposons toujours N distingué, soit y une r.u.c. de N d'espace X, 

Q 

calculons i n c^ N Y» D'après (2.2), en échangeant les rôles de H et N, on a : 

(indjj y)( S l)f(h) = yCN'Cs^h)"
1) f(s^.h) (f G L2(H,X)) 

car A^ Aç/ = 1 sur N. Or, si s^ = n^ h^, 

s^h = h ^ n ^ h = (h^ h) (h ^ h) d foù : 

S-^.h = h ^ h et N'(s^ h) = h n ^ h. Ainsi : 

(indjj y)( S l)f(h) = y (h"
1 n x h) f(h^ h). 

3) Cas où il existe une section. 

3.1) On peut démontrer que, sous les hypothèses faites sur G (séparabilité), pour 

tout sous-groupe fermé H, il existe une section borélienne a : G/H -> G de 

l'application canonique <p : G -> G/H. Autrement dit, l'application a est boré­

lienne et vérifie ^ Qa = id^^. Dans les cas qui nous intéressent, nous saurons 

toujours expliciter une telle section : dans le cas G = NH, avec les hypothèses 

du § 2, lorsqu'on identifie G/H à N, on peut choisir pour a l'injection cano­

nique ; dans le cas du groupe de Poincaré, on sait toujours calculer de telles sec­

tions (cf. ch. 5). 
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3.2) Soit x E G et i = <p (x) sa classe dans G/H. On a <^[a(x)] = x = y?(x) 

c-à-d que x E a(x)H i.e. a(x) ^ x E H. Définissons 0 : G -> H par la formule : 

8(x) = a(x) ^x. 

L'application 0 est borélienne et vérifie x = a(x) 0(x). On déduit en 

outre immédiatement de la définition que, si h E H, on a : 

(3.3) 0(xh) = 0(x)h. 

Lorsque G = NH, l'application 0 est tout simplement la projection sur H. 

On peut prouver que a peut être choisie telle que, pour tout compact K de 

G, l'ensemble KH H a (G/H) soit relativement compact (MACKEY, Annals of math, 

t.55 , 1952 ; WARNER loc. cit.). Dans ce cas, on montre que l'on peut choisir une 

mesure quasi-invariante À sur G/H telle que la fonction x associée soit : 

X ( s , 0 = A G A " 1 (0(sa ( O ) " 1 ) . 

(ce qui coïncide bien, lorsque G = NH avec la formule trouvée au ch. V : 

X(s,n) = A R A ~ X (H(sn)).)-

3.4) PROPOSITION. - Soit a> une r.u.c. d'un sous-groupe ferme H de G3 l'appli­

cation f H* foO est une isométrie de l'espace W défini en (1.3) sur 

2 G 
L (G/H,X) .La représentation ind w est équivalente à la représentation TT 

2 

définie dans L (G/H,X) par la formule : 

(3.5) (ir(s)f)(Ç) = xC s " 1 , ? ) 1 7 2 M o t s " 1 a(Ç))"1)] [fCs" 1.?)]. 
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PREUVE. Naturellement, cet énoncé sous-entend le choix d'une mesure quasi-invariante 
2 

A sur G/H, qui permet de définir les espaces W et L (G/H, X) et la fonction x* 

2 
Soit f E W, alors f 0a est mesurable, et on sait que |f(x)| ne dépend que 

2 2 7 
de x = a(x) donc |f(x)| = |f(a(x))| et 1.3 c assure donc que f o G E L (G/H,X), 

Plus précisément, on a même Hfocrl̂  = U f II. Ainsi f H* f Qa est linéaire et isométri-

2 

que. Elle est de plus surjective, car si g E L (G/H,X) il est immédiat que si 

l'on pose : 

f (x) = ü)(0(x)"1)g(x) 

on a f E w et f 0a = g. Notons que la formule ci-dessus donne explicitement l'iso-

2 
métrie de L (G/H) sur W. 

2 G 
On peut donc, au moyen de l'isométrie W -> L (G/H), réaliser ind o) dans 

H 
2 

L (G/H,X), et un simple calcul donne le résultat annoncé. 

Q 
REMARQUES. - a) Dans la pratique, ceci signifie que l'on peut réaliser ind o) dans  H 

2 

tout L (Œ,X), où Ü est un espace homogène topologique de G isomorphe à G/H, 

muni de la mesure image de À. Par exemple, lorsque G = SL(2, (E) , et lorsque H 

est l'un des petits groupes, on remplacera G/H par l'orbite correspondante. 

b) Il est possible de choisir la section o telle que, en outre, 

a(G/H) soit borélien (cf WARNER I). Posons alors a(G/H) = M, tout s G G 

s'écrit d'une manière unique s = mh avec m E M et h E H et, plus précisément, 

l'application (m,h) H- mh est un isomorphisme d'espaces boréliens de M x H sur G. 

Ainsi, les résultats de ce paragraphe apparaissent comme une généralisation de ceux 

du paragraphe précédent ; pour avoir une analogie complète, il suffit de réaliser 

G 2 2 
ind__a) dans L (M,X), au lieu de L (G/H),X), en utilisant 1 'isomorphisme d'espaces 

H 

boréliens a: G/H -> M, et en choisissant comme mesure sur M la mesure image de A. 
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L'application f f> f Qa se réduit alors à la restriction : f f | M . 

4) Cas mixte. 

4.1) Dans la pratique, nous rencontrerons la situation suivante : G = NH = HN 

avec les hypothèses du § 2 ; H Q est un sous-groupe de H tel que H 0N soit 

encore un sous-groupe de G, ce qui équivaut à supposer que H 0N = NH 0 (condition 

toujours réalisée si N est distingué). Enfin, o) est une r. u. c. de H QN dans 

n espace de Hilbert X telle que a)(n) soit une homothétie pour tout n E N. Soit 

y(n) E u le rapport de cette homothétie, et soit 0)o la restriction de co à 

Ho, on a donc : 

o)(h0n) = y(n)o)o (h 0) (h0 ^ Ho, n E N) , 

où (A)0 est une r. u. c. de H 0 et y un caractère de N (i.e. un homomor-

phisme continu : N U) . Notons que si, réciproquement, on se donne arbitrairement 

0)o et y, la formule précédente ne définit pas en général une représentation. 

Notons aussi que cette formule implique : 

0)(hon) = 0)(nho) . 

G 
Le problème à résoudre est de calculer ind co. Pour cela, nous avons besoin HoN 

d'identifier les espaces homogènes H/H0 et G/H0N, ce qui fait l'objet du lemme 

suivant : 

4.2) LEMME. - (mêmes hypothèses et notations). 

Pour tout x E Gj soit p(x) sa "projection" sur H dans la décompo­

sition G = HN. Pour tout h E H (resp. tout x E G) 3 soit h = hH 0 

(resp. x = x H0NJ sa classe dans H/H© (resp. G/HQN ). Alors : 
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a) L'application a : G/H0N H/H0 définie par a(x) = p(x) 

est bien définie et est un homéomorphisme ; l'homéomorphisme réciproque 

-1 * — 
est défini par a (h) = h. 

b) Les applications a et a * sont des ïï-morphismes c-à-d que 

a(h.Ç) = h.a(Ç) et a 1(h.n) = ha 1(n) pour tout h G H , tout Ç G G / H 0 N , 

et tout n G H/Ho• Lorsque N est distingué, on a de plus, pour tout 

s G G ; 

a(s.£) = p(s) .a(Ç) . 

La classe des mesures quasi-invariantes (par l'action de ïï) sur 

H/Ho est l'image par a de la classe des mesures quasi-invariantes (par 

l'action de G) sur G/HQN. Soit X une mesure quasi-invariante sur H/H 0 3 

image de X ' mesure quasi-invariante sur G/HQN^ les fonctions x e ^ X' 

correspondantes , définies respectivement sur H x H/H0 et G x G/H0N, sont 

liées par : 

X(h,n) = X
?(h, cT 1^)) 

et, si N est distingué, par 

XT(s,Ç) = X(p(s), a ( O ) . 

d) Soit a : H/HQ •> H une section borêïienne, 6 Za fonction associée ; 

alors = a Qa est une section borélienne G/HoN -> G et la fonction 6^ 

associée est définie, pour x = hn fh ̂  H et n ̂  Nj par B^Cx) = 6(h)n 

c-à-d 6^(x) = 0(p(x)) p(x) "'"x. 

Preuve : Les points a), b) et d) sont évidents et laissés au lecteur. Pour c), 

remarquons que, si l'on transporte l'action à gauche de. G sur G / H o N en une action 
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à gauche sur H/H 0, au moyen de a, on obtient lfaction : 

(s,n) -> a[ sa 1(n)] 

et le fait que a "̂ "soit un H-morphisme exprime que cette action se restreint, lors­

que s = h G H, à l'action canonique de H sur H/H Q. 

Soit alors A1 une mesure quasi-invariante par G sur G/NH0, la mesure image 

a(A') sera quasi-invariante par l'action de G sur H/H 0, donc par celle de H, ce 

qui assure que a(A') = A appartient à l'unique classe de mesures quasi-invariantes 

sur H/Ho, et démontre la correspondance annoncée entre classes de mesures. La pre­

mière formule sur x e t X ? e n résulte. Quant à la seconde, elle provient du fait 

que, lorsque N est distingué, l'action de G sur H/HQ est donnée par : 

(s,n) fr> p(s) .n 

puisque dans ce cas, a(sa (n)) = p(s)aa ^(n) (cf« b) • 

c.q.f.d. 

REMARQUE 1. - Lorsque N n'est pas distingué, si h E H, on a l'expression sui­

vante pour l'action de s E G sur h E H/H c ; s.h = a[ sa *(h)] = p(sh). 

REMARQUE 2. - Lorsque N n'est pas distingué, la connaissance d'une mesure 

quasi-invariante A sur H/HQ et de la fonction x correspondante détermine une 

mesure quasi-invariante A' sur G/H0N mais ne détermine pas entièrement la fonc­

tion x f - On verra qu'il peut arriver que A soit invariante (i.e. x = 1) sans 

que A' le soit (i.e. x ? ^ 1) • 
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4.3) PROPOSITION. - (Notations de 4.2). 

G 
Soit W et W 0 les espaces des représentations ind co et 

rioN 
H 

ind OJO (définis comme en 1.3). Alors l'application restriction f » î | H 
Ho 

est une isométrie de W sur W Q. 

PREUVE. - Soit f G w et f 1 = f|H sa restriction à H. L'espace X de la repré­

sentation o)o est aussi celui de co et est évidemment une application mesu­

rable H -> X vérifiant : f^hho) = coo(ho) 1 f^Ch). 

La condition / |f(x)| dX'(x) < + <» signifie plus précisément qu'il 
^ i G/HoN 

existe f G L 1(G /H 0 N, A') telle que 

|f(x)| Z = f(x), d'où I f ^ W T = f(h) = (f0a ^ ( h ) , avec 

^ -1 1 2 

f 0a G L (H/Ho, A), ce qui prouve que / | f - (h) | dA(h) < +°° donc que f G W c. 
H/Ho 1 1 

Réciproquement, soit f ̂  G w Q et définissons f par la condition : 

f(hn) = y(n" 1)f 1(h) (n G N, h G H). 

Alors f est mesurable et vérifie la condition : 

f (su) = a)(u)~"1f (s) pour tout s G G et tout u G H 0N. 

En effet, posons s = hn et u = n'h c, avec h G H, h Q G H 0 et (n,n*) G N x N, 

ainsi, 

f(su) = f(hnn'ho), soit n" et h' G tels que : 

nn'ho = h'0 n". Alors : 



134 

f(su) = f(hhf

0 n") = yCn^'^^hhL ) = yW^UoiK )" 1f 1(h) 

= 0)(nMho )"
1f 1(h) = 0)(nn

Tho)"
1f1(h) 

= oodi'ho)""1 o)(n)"1f1(h) = a)(u)"
1f(s) , (car œ (n) = (n) ). 

La condition d'intégrabilité sa vérifie comme dans la partie directe, ainsi 

f ^ W, et l'application f^ f définit une isométrie inverse de la restriction. 

c.q.f.d. 

Q 

L'isométrie de W et W 0 permet évidemment de réaliser indTT % T en une 
H 0N 

représentation équivalente dans W 0• Notons toujours (s,h) H* s.h l'action à 

gauche de G sur H ; le calcul conduit à l'énoncé suivant : 

Q 

4.4) COROLLAIRE 1. - 1) La représentation ind w est équivalente à la repré-

sentation TT définie, dans W 0 3 par la formule : 

[ir(s)f1](h) = X

! ( s \ h ) 1 / 2 y((s 1.h) 1 s lh) lîl(s
 1 . h ) . 

G 
2) La restriction à H de i n c* H ^ wo est équivalente à 

ind H OJO . 
rio 

-1 -1 -1 -1 
REMARQUE. - L'élément (s .h) s h est la projection de s h sur N dans la 

décomposition G = HN. 

PREUVE. - La preuve de 1 est un simple calcul fondé sur l'égalité : 

s"1!! = (s"1.h) [(s" 1.h)" 1 s^h] 

où l'on a, par définition, s # h G H et (s .h) s h G N. 

L'affirmation 2 résulte du fait que, lorsque h G H, on a 

ïï(h) = (ind u)) (h) car, si s = L ^ H, on a : 

Ho 1 
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x'Oi'V) = x ^ 1 , h) et h 1
1 . h •-h 1

1h. 

Q 
4.5) COROLLAIRE 2. - La représentation ind^ OJ est aussi équivalente à la re-

2 

présentation TT' de G définie dans L (H/HQ,X) par la formule : 

U !(s)g] ( O = X r(s"\a" ^ O) 1 /\[.(s"^a ( U)~^" 1a ( O]" 10)Je(s"^a ( O)" 1]g(s" 1 . Ç ) 
-1 r r -1 - I ^ M <?u s . Ç = al s a (Ç)J . 

(c.à.d. que l'on note s.Ç l'action à gauche de s G G sur Ç G H/H 0, alors que 

s 1.a(Ç) note l'action à gauche de s G G sur a(Ç) G H, définie par l'identi­

fication de H à G/N) . 

PREUVE. - On utilise l'isométrie entre W G et L (H/HQ,X) établie en 3.4. 

4.6) REMARQUE 4. - La mesure X sur H/HQ est quasi-invariante par G ; il lui 

est donc associé une fonction x" qui n'est autre, puisque X = a(À') que 

X M ( s , 0 = x T(s,a * ( Ç ) ) . Ainsi, le premier facteur du second membre de l'égalité 

définissant [ir,(s)g ] (Ç) , c-à-d x ? [s 1 , a 1 ( Ç ) ] 1 ^ 2 n'est autre que x"(s""1,^) • 

5) Premier exemple : série principale de représentations de SL(2,R), SL(2, C) 

et SU(1,1). 

La décomposition d'Iwasawa de SL(2, H) et SL(2, (f) va nous servir à nouveau. 

On écrira donc chacun de ces deux groupes sous la forme G = KAN avec les nota­

tions déjà précisées antérieurement (ch. II, 3.5 et ch. V, 5.4). 
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5.1) On sait, depuis le chapitre I, (2.14), que SU(1,1) est l'image de SL(2, ]R) 

par 1 1 automorphisme intérieur de SL(2, (C) : X C X C où C = l / ( } ^ ) et 

! i • /2 1 1 

— 1 / * J_ — 1 • 

C = 1// 2 (_̂  ^ ). Il en résulte que SU(1,1) admet aussi une "décomposition 

dfIwasawafî G = KAN possédant les mêmes propriétés que celles de SL(2, H ) . On 

trouve explicitement que : 

-) K est l'ensemble des ( U ^ ) avec u ^ U . 
o u 

-) A est l'ensemble des ( 1 S ^ t ) avec t G]R. 
-îsht cht 

-) N est l'ensemble des ^ . a v e c Ç E U . 
Ç 1-iÇ 

5.2) Pour chacun des groupes SL(2,IR), SL(2, (C) et SU(1,1), on désignera par M 

le commutant de A dans K ; 

-) M = {- 1} si G = SL(2, -R) ou SU(1,1) ; 

-) M = l'ensemble des ( U ° ) , avec u S U , si G = SL(2, (E) . 
o u 

Notons que, dans le cas de SL(2,]R) et SU(1,1), le sous-groupe M est le 

centre du groupe considéré. En particulier, il est distingué. Dans ces deux cas, 

il est donc évident que P = MAN est un sous-groupe du groupe correspondant, puis­

qu'on sait déjà que AN est lui-même un sous-groupe. Dans le cas de SL(2, (C), 

un calcul matriciel élémentaire permettra au lecteur de s'assurer que MAN est 

bien encore un sous-groupe, c-à-d que MAN = ANM : il suffit de vérifier que, pour 

tout m G M et tout n G N, il existe n' G N tel que : 

mn = n'm. 

Cette formule permet également de vérifier que, pour toute représentation u)0 

de M et tout caractère y de A, la formule 
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o)(man) = y(a) ojo(m), 

définit une représentation de P dans l'espace de u)0. 

5.3) On peut prouver (cf. par ex. WARNER, Harmonie Analysis on semi-simple Lie 

groups I, 5.5.1.3) que l'ensemble des représentations irréductibles de P con­

tinues et de dimension finie (non nécessairement unitaires) est obtenu en faisant 

varier 0)o dans les représentations continues irréductibles de dimension finie 

de M et y dans l'ensemble des homomorphismes continus A -> (E - {o}. Si l'on 

désire se limiter, comme nous le ferons, au cas unitaire, il suffit de ne considé­

rer que des caractères y de A, la représentation OJ0 étant toujours unitari-

sable (cf. Ch. 5, (1.14) ). Dans les cas qui nous intéressent, OJO et y sont 

faciles à expliciter : 

-) Si M = {- I}, il n'existe que deux représentations irréductibles, qui 

sont de dimension 1 et déterminées par le caractère trivial a +, et par le carac­

tère a_ tel que a (- I) = - 1. 

-)Si M = {( U ^ ), u G m } , 1 ' isomorphisme évident de M et de U montre 
o u 

que les représentations irréductibles de M sont déterminées par les caractères 

a : ( U ° ) » u 1 1, où n E y (cf. Ch. III, 4.2, exemple 2). 
n — 

o u 

- Comme le groupe A est toujours isomorphe à H, ses caractères sont 

faciles à expliciter. Nous emploierons les notations suivantes, plus ou moins tra­

ditionnelles : soit v = 2iX un nombre imaginaire pur (À C E ) ; si a E A, la 

notation a V désigne a V lorsque a = ( a ), alors qu'elle désigne e V t si 

cht isht ° a v 
a = ( ). Ainsi, l'ensemble des caractères de A est l'ensemble des a . 

-isht cht 
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5.4) DEFINITION. - On appelle série principale de représentations du groupe 

G = SL(2, (E) ou SL(2, R) ou SU(1,1) l'ensemble des représentations 

U a , V obtenues en induisant de P = MAN à G les représentations de P 

du type : 

mari «> a (m) a 

où a est une r.u.c. irréductible de M et v E i E.. 

On voit que ces représentations se calculent en appliquant les résultats du 

§ 4 : ici le rôle de H est joué par K, celui de N par AN, celui de H 0 par 

M, alors que aj0 et y sont à remplacer par a et a a V. 

Calculs complets dans le cas de SU(1,1). 

Nous allons expliciter complètement la formule que donne le corollaire 2 du § 4 

dans le cas de SU(1,1). 

(5.5) Pour expliciter K/M et sa mesure invariante, considérons 11homomorphisme 

K -> U : ( U ^) »-> u^. Comme son noyau est égal à M, il détermine, par passage au 
o u 

quotient, un homomorphisme bijectif et continu de K/M, qui est ici un groupe puis­

que M est distingué, sur U . Comme K/M est compact, il sfagit d Tun isomorphisme 

de groupes topologiques. On sait de plus que, puisque M est distingué, la mesure 

invariante sur K/M par l'action de K est la mesure de Haar du groupe quotient 

K/M. Au total, K/M s'identifie donc à U , à condition de faire agir K sur U par 

((U ^) y v) ^ u^v (où u E u et v E u ) , et la mesure de Haar de U est invarian-
o u 

te par cette action. 

Il nous reste à expliciter l'action de SU(1,1) sur U, et à calculer la fonc­

tion x ? correspondante. Afin d'obtenir des formules plus agréables, nous modi­

fions d'abord comme suit, la décomposition d'Iwasawa de SU(1,1) : 
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. 7T 
e 4 o 

S o i t = ( . TT_ ) , en t r a n s f o r m a n t e n c o r e K, A, N p a r l ' a u t o -
o e 4 

morphisme i n t é r i e u r X H- C-̂  X C^ 1 de SU(1,1) , on o b t i e n t : 

4 ( 1 * > c" 1 - ( l " l b ) 
b a i b a 

d o n c , K e s t i n v a r i a n t , A e s t t r a n s f o r m é en l ' e n s e m b l e de s m a t r i c e s 

( C * l t S * l t ) e t N en l ' e n s e m b l e des ( ^ + - ^ x ^ ) . 
s h t c h t i ç 1-iÇ 

Nous u t i l i s e r o n s d o r é n a v a n t c e t t e n o u v e l l e d é c o m p o s i t i o n d ' I w a s a w a . N a t u r e l l e m e n t , 

( c h t s h t N - a . v ^ . v t T T . -, 
s i a = ( ) , l a n o t a t i o n a d e s i g n e e . Un p r e m i e r a v a n t a g e de c e t t e 

s h t c h t 
d é c o m p o s i t i o n e s t l e s u i v a n t : l e s o u s - g r o u p e H = AN de SU(1,1) se c a r a c t é -

a b 
r i s e t r è s s implement : c ' e s t l ' e n s e m b l e des ( __ _ ) E SU(1,1) t e l l e s que 

b a 

a+b > o . On en d é d u i t t r è s f a c i l e m e n t l e s " p r o j e c t i o n s " de SU(1,1) s u r K 

e t H dans l a d é c o m p o s i t i o n KH : 

S o i t s = ( _̂ ^ ) E S U ( 1 , 1 ) , i l s ' a g i t de d é t e r m i n e r k = ( U ^ ) avec 
b a a ' b ' ° U 

| u | = l , e t h = ( ) avec a ' + b ' > o , t e l s que s = k h . On t r o u v e 
b ' a ' 

u = | p e t a ' + b ' = | a + b | . On en d é d u i t f a c i l e m e n t l ' a c t i o n de SU(1,1) 

s u r K : 

x / a b v , u o N X . v o N au+bu 
( ( _ _ ) » ( _ _ ) ) H* ( _ ) avec v = — . 

b a o u o v [ au+bu | 

On en d é d u i t e n f i n l ' a c t i o n de SU(1,1) s u r IJ : s o i t z E U , image de 

k = ( U ^ ) E K t e l l e que u 2 = z , i l l u i c o r r e s p o n d ( - k) E K/M, e t l ' o n 

o u a b + + 
s a i t que l ' a c t i o n de s - ( — — ) s u r ( - k ) , s o i t s . ( - k ) , e s t l a c l a s s e , 

b a 

dans K/M, de s . k , c - à - d que s . ( - k) = ( - k T ) , . o ù k T = ( ̂  ~~i ) avec 

v T - a U ^ U . L ' a c t i o n s . z e s t donc l ' i m a g e dans U de k ' c - à - d : 
| au+bu | 
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^ au+bu ^2 _ au+bu _ az+b 

Iau+buI au+bu bz+a 

a b 
Ainsi, si s = ( _ ) E SU(1,1) et z E l , on a : 

b a 

az+b 
s . z = — — — . 

bz+a 

On sait que la mesure de Haar de U doit être quasi-invariante par cette 

action de SU(1,1). Effectivement, sachant que la mesure de Haar de B 

est définie par : 

1
 2 ï ï îfi 

/ f (z) dy(z) = f- / f(e 1 W) de 
U 2 7 1 o 

1 dz 

(c'est aussi l'intégrale "le long de S " de f(z) — ), on trouve, par simple 

changement de variables que : 

/ f(s"1.z)dy(z) = / f (z)|az+b|""2dy(z) 
U U 

c-à-d que la fonction x" introduite en 4.6 est : 

—2 a b 
X?f(s,z) = |az+b| (noyau de Poisson) si s = ( ). 

b a 

La formule (4.5) montre que la représentation induite peut se réaliser 

2 2 
dans L (K/M), donc dans L ( U ) . Il faut cependant, pour cela, préciser une 

section U -+ K, et la formule obtenue par simple application de (4.5) est 

alors compliquée dans le cas du caractère a . Pour en déduire la formule 

2 

classique, il est de-plus nécessaire d'effectuer une autre isométrie de L ( U) 

sur lui-même. Au total, il est plus simple de passer par l'intermédiaire de 

la formule (4.4). 
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Pour cela, soit W + (resp. W ) l'espace W c relatif à la représentation 

K K + — 

ind^ a + (resp. irid̂  oj) • On trouve que W (resp. W ) est l'espace des fonc­

tions paires (resp. impaires) sur K, c-à-d telles que f(k) = f(- k) (resp. 

f(k) = -f(- k)) pour tout k G K. 

La formule (4.4) ne dépend que de y, c-à-d ici de v, c'est l'espace de 

la représentation qui change. On a à calculer x ! ( s >̂ k ), Y((s ^*k) ^s ''"k) 

et f^(s ^".k). Soit k = ( U _̂ ) avec |u| = 1 et supposons s ^ = ( ) 
— , o u b a 

, a -b x . , ̂  . ̂  
i.e. s = \ ) , on sait deja que : 

-b a 

X'ts" 1, k ) = x " ( s ' ^ k ) = |au 2 + b| " 2 . 

On a s *k = ( ) , d'où l'on déduit, par projection sur 
bu au 

K et H = AN, d'après un calcul fait précédemment : 

-1 , , v o N ^ a u + b u 
s . k = ( ) ou v = — , 

o v |au + bu| 

et (s *.k) 1 s 1 k = ( ^ ^ ) avec a' + b' = |au + bû|. 
b' a' 

Comme la projection de H = AN sur A est donnée par la formule, facile à 

vérifier : 

, a' b\ .cht shtx t - L - . - , 
( ) ̂  ( ) avec e = cht + sht = a T+ b 

b' a' sht cht 

on voit que y ((s *.k) s *k) = | au + bu| V, ce qui donne : 

5.6) (7i(s)f1(k) = |au2 + b\~l~V f 1(s"
1.k) 
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-1 , , v o x ^ au+bu 
avec s . k = ( ) ou v = — 

0 v |au+bu| 

et cette formule définit une représentation équivalente à U ou U , suivant 

que f^ varie dans W + ou W . Remarquons que, si l'on désigne par x ^ e 

caractère de K défini par x ( ( U ^ )) = u> l'application f *+ x^ réalise une 

+ ° u . - . 
isométrie de W sur W , dont la réciproque est f -+ x^ • Cette isometrie permet 

° - v + . -
de réaliser U dans W , ce qui donne la représentation notée TT 

— 2 — 

5.7) (1r"(s)f1)(k) = |au
2+ b f 1 ^ b V * f ^ s ^ . k ) . 

1 |au2+ b| 1 

2 + 2 
Enfin, d'après (1.4), L ( 1J) est isomorphe à W par l'isométrie f ̂  fQx • 

En effet, a + est le caractère trivial de M, donc W + est l'espace de la repré­

sentation quasi-régulière associée au sous-groupe M de H 0. En transportant, 

au moyen de cette isométrie les formules (5.6) et (5.7), on obtient en défini-

tive, les réalisations suivantes de U et U , que nous noterons simplement 

+V -V 

U et U : 

/TT + v/ xrx / N i ,1-1-v ^az + b N (U (s)f)(z) = |az + b| f ( z -) ; 
bz + a 

(U (s)f)(z) = |az + b| f ( = = ) ; 
|az + b| b z + a 

où f G L 2( U ) et s""1 = ( * b ). 
b a 

Notons que |az + b| = |bz + a| et que l'on regroupe souvent ces deux formules 

de la façon suivante : 

soit -1-v = -2s i.e. s = ^ — et j E {0, j} : 

(V j' S f)(z) = |bz + â f 2 s ( j j 2 + \ ) 2 j f(55JL^). 
g |bz + a| b z + a 
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REMARQUES. - 1) On démontre que les représentations V J' S sont toutes irré-

1 1/2 1/2 
ductibles, (on suppose j = 0 ou 1/2 et s ̂  r + i 1) sauf V 1 ' (i.e. 
a_,o 

U ) qui est somme directe de deux irréductibles. 

1 S 1 s — 1 
2) On démontre aussi que V est équivalente à V ; dans 

"1 s 
les autres cas, les V J' sont deux à deux disjointes. 

3) L'ensemble des représentations irréductibles de SL(2,]R), 

SU(1,1) et SL(2, (E) comporte, outre la série principale, la "série complémen­

taire11 et, dans le cas de SL(2, H) et SU(1,1) la "série discrète". (On trou­

vera l'étude complète des représentations de SL(2, ]R) dans SUGIURA : Unitary 

représentations and harmonie analysis, ou LANG : SL(2, H ) . Pour SL(2, I) , se 

reporter à WARNER : Harmonie analysis on semi-simple Lie groups T. II). 

6) Description de la méthode de Mackey (ou méthode des petits groupes) pour un 

produit semi-direct. Exemple de ST(2). 

Dans ce paragraphe, nous allons décrire la méthode de MACKEY (ou WIGNER-

MACKEY) qui permet de calculer toutes les représentations irréductibles d'un 

produit semi-direct topologique G = NH, où N est distingué abélien, sous cer­

taines hypothèses, toujours vérifiées dans les cas qui nous intéressent, que nous 

préciserons au § 7. Notons que cette méthode peut s'étendre à des cas où N 

n'est pas abélien, et même où N est simplement distingué dans G, sans être 

facteur semi-direct (cf MACKEY : the theory of group représentations, University 

of Chicago 1955) . 
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6.1) Soit donc G = NH un groupe localement compact séparable, produit semi-

direct d'un sous-groupe distingué abélien N et d'un autre sous-groupe fermé 

H. Conformément au chapitre III, nous notons N le groupe dual de N, ensemble 

des caractères de N. 

6.2) Action à gauche de H sur N. 

Comme N est distingué, G opère dans N par les automorphismes 

a g : n sns ^ (où s ̂  G) . En fait, si s = n' G N, comme N est abélien, 

a = id^ et, plus généralement, si s = nh = hn' (avec n E N, n' G N et 
n' 

h G H), on a a g = a^, de sorte qu'en fait, seule l'action de H importe. Nous 

nous limiterons à elle désormais. On peut alors faire opérer H dans N sui­

vant une action H x N -> N notée (h,n) H- h.n et définie par la formule : 

<n,h.n> = <a -(n),n> = <h ^"nh,n>. 
h 

Il est immédiat que l'on obtient ainsi une action à gauche continue de H 

dans N. Cette action décompose N en orbites ; le cas échéant, nous noterons 

0>v l'orbite de n. 
n 

Notons que, parmi ces orbites, il y a toujours une orbite 0^ réduite 

à un point, que l'on obtient en choisissant pour n le caractère trivial égal 

à 1. 

6.3) Petits groupes. 

Pour tout n £ N, la stabilisateur de n dans H, que nous noterons le cas 

échéant H^, est un sous-groupe fermé de H. Ces sous-groupes R~ seront appe­

lés petits groupes ; plus précisément, H^ est le petit groupe associé à n. On 

sait (ch. I) que les petits groupes associés à une orbite (i.e. aux points 



145 

d'une orbite) sont tous conjugués entre eux. Le petit groupe associé à 1 

n'est autre que H. 

6.4) Représentations de G associées. 

Soit n ^ N et soit o) une r.u.c. irréductible de H^. 
n 

Nous noterons (abusivement) n x o) la r.u.c. du sous-groupe H^N dans 

l'espace de o) définie par 

6.5) (n x o>)(nh) = <n,n>oj(h) (n G N, h G H g) . 

Notons que HgN est bien un sous-groupe de G, puisque N est distingué, 

c'est même le produit semi-direct de H g et N. D'autre part, la formule (6.5) 

définit bien une représentation, parce que H g est le stabilisateur de n ; la 

G 
continuité est évidente. On notera ÏÏ^ = indTT >T(n x w), On dira que ÏÏ^ 

n,o) H^N n n,o) 
n 

est associée à (n,oj), mais aussi à n... 

6,6) Résultats de Mackey. 

Dans tous les cas qui nous intéressent, seront vrais les résultats suivants 

dont les conditions de validité seront précisées au § 7. 

a) L'ensemble des classes des TT̂  obtenues pour un fi fixé, o) varia-
n, 03 

ble, ne dépend que de l'orbite de n. Plus précisément, pour tout h ^ H, la 

représentation ÏÏ^ est équivalente à ÏÏ, * 
n,o) h.n,a)0a 1 

h 

L'ensemble des classes de ces représentations sera appelé l'ensemble des classes 

de représentations ou, abusivement, des représentations associées à 0g. 

b) Les représentations ÏÏ- et ÏÏ~, , ne sont jamais équivalentes si n et 
n,a) n ,03 
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n' n'appartiennent pas à la même orbite et TT̂  est équivalente à TT̂  t si r no> no) 

et seulement si OJ est équivalente à o)'. 

c) Les représentations ÏÏ^ sont toutes irréductibles et constituent, 
n,o) 

à équivalence près, la liste complète des représentations irréductibles de G. 

2 
6.7) Forme explicite de TT~ dans L (H/H^, V ).  

n,gj n gj 

2 
On peut réaliser TT~ dans L (H/EU, V ), grâce au corollaire 4.5 du 

n,OJ n d) 
§ 4. Rappelons les notations : 

- a est une section borélienne de H/HU dans H (notion définie en 3.1). 
n 

- 8 est l'application borélienne : H H Q telle que, pour tout h E H, de 

classe h dans H/H Q, on ait h = a(h) 6(h) (cf. 3.2). 

- On suppose choisie une mesure quasi-invariante X sur H/H 0, à laquelle 

est associée une fonction x s u r H x H/HQ (ch. 5, 3.8), la fonction x* fîg u~ 

rant dans la formule 4.5 est donnée, dans ce cas (4.2, c) par : 

X !(s> 0 = X(P(S), a(Ç)) 

où p est la "projection11 de G sur H associée à la décomposition G = HN, 

et a l'application de G/H0N dans H/H 0 définie par a(x) = p(x), pour tout 

x G G, de classe x G G/HQN. 

Soit donc s = n^ h^ G G, de sorte que p(s) = h^. On a : 

-) x'(s _ 1, a _ 1 ( 0 ) = x(h~\ç) ; 

-) s ''".Ç = h^.Ç, car on a remarqué (fin de la preuve de 4.2) que, du fait 

que N est distingué, l'action de s G G sur £ G H/H 0 se réduit à celle de 

p(s). 
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-) s 1. 0(Ç) - h^aiO car s X

C T(Ç) = (h^aCO) (a(Ç) 1 n ^ a U ) ) avec 

h~1a(ç) € H et a ( ç ) _ 1 n" 1 a(Ç) e N. 

On doit donc remplacer, dans la formule (4.5), eu [6(s ^.o(O) ^] par 

uKeCh^aU))" 1), et Y((s"1.o(Ç))"1s"1a(Ç) par <a ( 0~ 1n^ 1a(Ç) ,n> = <n~\a(Ç) .n>, 

ce qui donne 

-1 1 10 -1 -1 -1 
6.8) [irfi (s)g](Ç) = X(\ , 0 <nlfa(Ç).n> ( 0 ( 0 ( ^ 0 ( 0 ) ) g O ^ 

2 
où s = n.. h. , avec n, G N et h, ^ H, et g G L (H/H 0, V ) . 

1 1 1 1 0) 
Notons que l'on peut choisir X telle que : 

X ( h ~ \ 0 = A R O A " 1 (e(h^a(Ç))) (cf. 3.2) 

et que, si h = Ç, on a a(Ç). n = a(h) 0(h).n car 0(h) G H^, c-à-d que 

a(h).n = h.n. 

Il 
6.9) Forme explicite de TT- dans l'espace de indTT o). r n,co r   

_ n 

Q 

On sait qu'on peut réaliser (formule 4.4) ind n x 03 dans l'espace W 

H N . 

de la représentation ind co. Dans le cas particulier ici étudié, N étant 
n 

distingué, cette formule se simplifie beaucoup. En effet, on sait que, dans ce 

cas ; 

X ^ s " 1 ^ ) = x(p(s)~\h) 

-1 — -1 * 

c-à-d que, si s = t^, on a : x ? ( s > h ) = > h) • D'autre part, avec les 

mêmes notations : 

s *h = h^ 1 n^ 1 h = (h^1 h)(h 1 n^ 1 h) 

d'où s .h = h^ h et (s .h) s h = h n.̂  h, 

ce qui donne la réalisation suivante de TT- dans W 0 : H n,o) 
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[7Tno) ( s> fll ( h> = X ^ 1 , h ) 1 / 2 <h 1

 n i h, n> f 1(h 1

1 h) 

-1 " 1/2 -1 
c-à-d [TT~ (s)fj(h) = x(hT > h ) h- n> fi (hi h ) > 

i i c o l 1 1 i l 

et comme, ainsi qu'on l fa déjà remarqué en 4.4, 2) : 

[(ind^ w)(h 1)f](h) = x ( h ^ , h )
1 / 2 f^h' 1 h) 

n 

cette formule s'écrit aussi : 

(s) fj(h) = <n n, h.n> [(ind*
1 o O d O f ] (h) 

n, o) 1 1 HA 1 1 
n 

où, rappelons-le, f ̂  G W, n^ G N, E H et s = n^ . 

6.10) Remarque. - Naturellement, l'emploi des formules précédentes est "réservé" 

au cas général. Si, par exemple, = {e}, on emploiera simplement la formule 

établie en (2.3) pour N distingué. Un autre cas très simple est celui de 

l'orbite 0-, réduite au caractère trivial de N. Dans ce cas, H A = H, donc 1 n 

HgN = G, la représentation n x w est définie par : nh H* o)(h), ceci pour toute 

r.u.c. de H. Dans ce cas, évidemment, la représentation induite lui est identi­

que ; on obtient ainsi une famille particulière de r.u.c. irréductibles de G 

obtenues par factorisation des r.u.c. irréductibles de H par la "projection" 

sur H qui est un homomorphisme de groupes. En fait, tenant compte de 1'iso­

morphisme de H et du groupe-quotient G/N, on retrouve ainsi que les r.u.c. 

de G/N s'identifient aux r.u.c de G dont le noyau contient N. 

6.11) Exemple de ST(2). 

On sait, (cf. Ch. I, (3.4)), que G = ST(2) est l'ensemble des matrices 

u z 
( ) où u E U et z ̂  C ; on désigne par N et H les sous-groupes cons-
o u 1 z u o 

titués respectivement par les matrices du type n = ( 0 i ) e t n = ( _ )• 
o u 
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2 

Le sous-groupe N est distingué et isomorphe à Œ (additif) et à H , alors 

que H est isomorphe à U. Le groupe G est le produit semi-direct topologi­

que interne NH et la formule : 

i i 2 

hnh = ( o x ) 

montre que G est isomorphe au produit semi-direct externe C s U, obtenu en 

définissant sur (C x U une loi de groupe par la formule : 

2 

(z,u)(zf,uf) = (z + u z T, u u f ) , 

autrement dit, en faisant opérer linéairement et continûment U dans C par : 

< ^ 2  

(u, z) H- u z . 

Ici, N s'identifie à <C, par la formule : 

i Re(zr) ^ . 1 z N „ r- „ 
<n,ç> = e , ou n = ( 1 ), avec z E (C et ç G C. 

Par définition, l'action de H sur € est définie par : 

-2 — 
-1 , i Re(u zç) 2 

<n,h.ç> = <h nh,ç> = e =<n,u ç> ; 

d foù : h.Ç = u 2ç , si h = ( U ^ ). On en déduit que : 
o u 

a) Lforbite 0^ de ç est le cercle de centre 0 de rayon |ç| ; si 

ç = {o}, on retrouve que 0^ = {o}, ce qui correspond au caractère trivial. 

b) Le stabilisateur de tout point ç 4 o est le sous-groupe M = {- 1} de 

H, et celui de o est évidemment H. 
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D'après les résultats de Mackey, on obtiendra un représentant et un seul 

de chaque classe de r.u.c. irréductibles de G en choisissant dans chaque 

orbite un représentant n, et en calculant les ÏÏ~ associées, co variant 
K n,Q) 

dans les r.u.c. irréductibles de H^. 
n 

Mettons à part l'orbite nulle dont le cas a déjà été réglé en 6.10 : le 

calcul des représentations associées revient à celui des r.u.c. irréductibles 

de H, c-à-d de U , c-à-d au calcul des caractères de U, problème déjà résolu. 

Choisissons comme représentant de chaque orbite ^ {o} son point d'inter­

section avec le demi-axe réel positif, on peut ainsi associer, à tout r > o, 

la famille des ÏÏ OÙ W est l'une des deux représentations a + ou a de 
r ,0) K 

M introduites en 5.2. Explicitement : 

G + G — 
ÏÏ + = ind^T r x a et ÏÏ - = ind^JkT r x a 
r,a MN r,a MN 

/ +\/ \ i r Re(z) , — v x, v , ir Re(z) 
ou (r x a ) (mn) = <n,r> = e et (r x a )(±n) = ± <n,r> = ±e , 

en supposant que n = ( ̂  ^ ) . 

Suivant la même démarche qu'en (5.5), nous identifions H/M à U par le 

même procédé, mais nous réalisons d'abord ÏÏ + et ÏÏ - dans W + et W 
r, o r, a 

2 

avant de les réaliser dans L ( U ) . Comme x = 19 la formule est très simple, 

on obtient la représentation ÏÏ : 

(ÏÏ (s)f1)(h) = <n rh.r> f 1(h ] [

1h) où fjG W + ou fjS W , 

/ V Z V , / l v z N ^ , , V O N 

et ou s = n-^n^* Si s = ( _ ) , on a donc n^ = ( ) et n^ = ( ;, 
o v o 1 o v 

si h = ( ), il vient : 
o u 

—2 — 
/ / \n \ /v\ i r Re(vu z) r / U - 1 U N ,-1, /Vu Ov 
(ïï(s)f1)(h) = e

 fl^ hl h^ a v e c h ! h = ( 
o vu 
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En utilisant 1!isométrie de W et W + définie par le caractère x de H , 

on transforme, comme dans le cas de SU(1,1) } la représentation ÏÏ définie par 

la formule précédente dans W , en une représentation TT dans W +, équivalente 

à TT - , et donnée par : 
r,a v 

—2 
/ "/ \e \/u\ i r Re(vu z) . -1, N (ÏÏ (s)f1)(h) = v e

 fl^ hl 

2 2 + 
Enfin, l'isométrie f f 0 x de L ( U ) s u r W donne les réalisations 

suivantes de ÏÏ + et ÏÏ - : 
r,a r,a 

r . / \ r~\ / \ ir Re(vwz)^/—2 . [ Ï Ï +(s)f](w)=e f (v w) 

r ( N ir Re(vwz) - ,—2 x L TT_ - (s)fj (w) = ve yf(v w) 
r,a 

où f G L 2( U ) et s = ( V l_ ) . 
o v 

2 2 N 

L'isométrie de L ( U ) sur L ( U ) qui associe a z H- f(z), la fonction 

z f(z) permet d'obtenir la forme équivalente : 

r _L / \ i r Re(vwz)^.. 2 N + (s)f)(w) = e 'f(v w) 
r,a 

/ t \c\r \ i r Re(vwz)-, 2 N (ÏÏ - (s)f)(w) = ve yf(v w). 
r,a 

En résumé : 

6,11) THEOREME. - Toute représentation unitaire continue irréductible de ST(2) 

est équivalente à une et une seule des représentations des deux familles 

suivantes : 

a) Une famille de représentations de dimension 1 indexées par n G a, 

et définies par : 

, u z N n 
( _ ) ̂  u . 
o u 



152 

b) Une famille de représentations de dimension infinie indexées par 

deux paramètres X G {o_, 1} et r G]R + - {o}_, se réalisant toutes 

2 
dans L ( U ) par la formule : 

r .u z..^ N A ir Re(zuv)-. 2 . 
IÏÏ, ( )f J(v) = u e 'f(u v). 

À , r — 
o u 

REMARQUE. - Pour la famille a), les physiciens choisissent en général le para­

métre j = n/2 G TLj^ appelé hélicité. 

7) Conditions d'applications de la méthode de Nackey. 

On démontre que, si G est un groupe localement compact séparable, produit 

semi-direct de N abélien distingué et de H, il suffit, pour que les résultats 

énoncés en (6.6) soient valables, que la condition suivante soit remplie : 

7.1) Il existe un ensemble dénombrable $ de boréliens de N tel que : 

7.1 a) Tout B G ^ est une réunion d'orbites suivant l'action de H 

(i.e., B est saturé pour la relation d'équivalence associée à la partition par 

les orbites). 

7.1 b) Si 0^ et 0 2 sont deux orbites distinctes dans N, il existe B G $ 

tel que 0^ C B et B Ci = 0. 

Ces conditions expriment que "l'espace \N est dênombrablement séparé". 
ri 

On dit alors que le produit semi-direct G = NH est "régulier", terminologie 

que nous emploierons dans la suite. 

Exemple. - Le groupe ST(2) remplit bien les conditions 7.1.a et 7.1.b. 

En effet, pour le vérifier, il nous suffit de définir ^ comme l'ensemble des 

B où £9 désigne la couronne définie, dans N= C, par : 
r l r 2 r l r 2 

r^ < |z| < r^, et où r^ et r^ varient dans Q . 
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Exercice : Vérifier que tout produit direct localement compact séparable est 

régulier, et examiner ce que donne, dans ce cas, la théorie de Mackey. 

8) Application au groupe de Poincaré. 

8.1) Dans tout ce paragraphe, G désigne le groupe de Poincaré, produit 

4 4 
semi-direct externe de SL(2, C) et E , c-à-d ensemble des (x,X) E E x SL(2,(C), 

muni de la loi : 

(x,X)(xf,X!) = (x+X.xf , XX f). 

Ici, le rôle de N est tenu par lfensemble des (x,I) et celui de H par celui 

4 

des (0,X). On identifiera souvent N à E. c-à-d (x,I) à x et H à 

SL(2,C), c-à-d (0,X) à X. On sait que l'on a la formule : 

(0,X)(x,I)(0,x""1) = (X.x,I) 

c-à-d que, moyennant les identifications, on a, dans les notations de 6.2 : 

a x(x) = X.x 

4 * 4 

8.2) Le groupe dual N sfidentifie à l'espace vectoriel dual ( E ) de E 

par la formule 

<x,x'> = e

i ( x , x t ) ( x E n 4 , x ! E (E 4)*) 

4 4 * 

où (x,x!) désigne le crochet de dualité ( E , ( H ) ). 

On peut identifier N à E.̂  en utilisant la forme bilinéaire non dégénérée de 

Minkowski, comme cela a été expliqué au chapitre 3, 4.3, ex. b, par, 

i(x,£(y)) iB(x,y), 
<x,y> = e ' 7 = e v , - 7 / > 
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r- 4 , „ . . - ^ iB(x,y) j .^4 
c-a-d que tout y ^ 3R définit le caractère x ^ e y de H . 

Dans la suite, nous identifions toujours N à . L 1 action de X E SL(2,(C) 

" 4 

sur y E N = H est alors facile à calculer. Notons-la provisoirement X 0y. 

Par définition : 

- 1 / \ -1 iB(X 1.x,y) 
<x,XGy> = <a x (x),y> = <X .x,y> = e 9 J / . 

Mais B(x"1.x,y) = B(x,X.y). 

iB(x,X.y) 
Donc : <x,XGy> = e

 J = <x,X.y> 

et X 0y = X.y. Ainsi, grâce à cette identification, lTaction de SL(2,(C) = H 

" 4 

sur N = ~R se réduit à l'action initiale, pour laquelle les orbites et les 

stabilisateurs ont déjà été calculés au Ch. I. 

8.3) L'ensemble des résultats et des formules établies dans les chapitres précé­

dents permet d'écrire explicitement les r.u.c. irréductibles du groupe de 

Poincaré associées aux orbites 0*, 0^, ot et 0 O (cas ayant un sens physique) 

puisque, dans ces cas, on a décrit complètement les r.u.c irréductibles des 

petits groupes correspondants SU(2) et ST(2). Dans le cas (non physique) de 

0. on sait écrire explicitement certaines r.u.c irréductibles : celles asso-
îm r 

ciées à la série principale de SL(2, ]R) . Il reste le cas de l'orbite exception­

nelle 0 O ° = {o}, à laquelle sont associées les r.u.c irréductibles de Poincaré 

obtenues à partir de celles de SL(2,(C) par composition avec la projection de G 

sur SL(2,(C). 

On a le choix a priori entre 3 espaces, donc 3 formules, pour réaliser les 

ÏÏA : 
n,oo 

-l'espace WA des fonctions définies sur le groupe G en 1.3, à valeurs 

dans l'espace V de w. 

0) 
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- lfespace W de indT1 o) : il s!agit ici d fun espace de fonctions défi-
0) tU 

n 
nies sur SL(2,(C), à valeurs dans V (formule 4.4). 

- lfespace L2(H/rU, V ) (formule 4.5). 
n 0) 

La réalisation la plus souvent utilisée est la dernière, mais ce n'est pas 

la seule ! 

Notons que les formules sont simplifiées ici par le fait que l'on peut choi­

sir x = 19 puisque chaque espace homogène H/H^ e s t muni d'une mesure invarian­

te, que l'on a calculée au chap. 5. 

On sait d'autre part que chaque espace homogène ^/^g e s t homéomorphe à 

l'orbite 0. correspondante et l'on connait l'expression de la mesure invariante 

sur 0g. On appliquera donc la formule (6.8) en remplaçant H/Hg par 0^ 

c-à-d que l'on obtiendra : 

[TT. ( X , X ) g] (O = <x, a r.n>o)(e(x" 1aj" 1) g(X~ 1.Ç) 
n, 0) t, Ç 

2 
où -) la fonction g appartient à L (0., V ) (pour la mesure invariante u 9 n 0) z. 

définie au chap. 5). 

4 
- le point Ç varie dans 0g, alors que x E ]R et X E SL(2,(C). 

- l'application a : 0^ -> SL(2,<C) = H est composée d'une section borélienne 

H/IL. H et de la bijection canonique 0. + H/rL.. Autrement dit, a est une 
n J n n n 

section (i.e. un inverse à droite) borélienne de l'application H •+ 0^ défi­

nie par X X.îî. On a donc, pour tout Ç E 0^ : 

o .ri = Ç 
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ce qui donne, en définitive, la formule : 

8.4) [irfi (x,X)g ] (0 = <x,ç> uj(e(x" 1a r)"
1)g(X _ 1.Ç) 

n , 03 ç, 

où xE]R 4, x E SL(2,(C) et g E L 2 ( 0 ^ , V ) . 
n 03 

Dans la pratique, il reste à préciser le choix de o (ce qui fixe automatique­

ment 9) ; auparavant, toutefois, il est utile de préciser certaines notations 

différentes parfois employées en physique théorique : 

8.5) Autre écriture des représentations induites. 

Revenons provisoirement à la situation tout à fait générale des § 1 et 3. 

Remarquons que si l !on pose : 

B(s) = «(Bis)"1) 

on obtient une application B, de G dans le groupe des opérateurs unitaires de 

X, possédant les propriétés suivantes : 

- elle est mesurable au sens où, pour tout (a,b) E X x X, 1Tapplication 

s <B(s)a|b> est mesurable (et même, ici, borélienne). 

- elle vérifie, pour tout x G G et tout h E H : 

B(xh) = wCb" 1) B(x). 

Il est alors facile de vérifier, en recopiant la démonstration de 3.4 que, 

si l'on se donne réciproquement une fonction B possédant toutes ces propriétés, 

2 
et si l'on associe à toute g E L (G/H,X) la fonction s B(s)[g(s)] on obtient 

2 
une isométrie de L (G/H, X) sur W dont la réciproque associe à f E W la 

fonction x H- B(x) ^f(x) (qui est bien définie si f G W, vu les propriétés 

2 
de B). On peut ainsi réaliser la représentation induite dans L (G/H, X) au moyen 
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de cette nouvelle isométrie, ce qui donne la formule : 

8.6) U ( s ) f ] ( 0 = x í s " 1 ^ ) 1 7 2 B(x)~1B(s"1x) fis""^) 

où x est un représentant quelconque de £. En fait, la généralisation par 

rapport à (3.5) est en grande partie illusoire car, vu les propriétés de B, 

on a, pour tout s E G : 

B(s) = B(a(s)0(s)) = a)(B(s))"1B(a(s)) 

donc, toute fonction B se déduit de la fonction particulière que nous avons 

considérée au départ par un choix relativement arbitraire (il faut que B soit 

mesurable) des B(a(s)). Dans la pratiqué, on prend toujours B(a(s)) = 1, ce 

qui réduit alors 8.6 à 4.5 modulo le changement de notations : 

a)(e(s) _ 1) = B(s) 

d'où : uj(e(s _ 1a(Ç)) _ 1) - B(s _ 1a(Ç))-

Remarquons aussi que, grâce à la définition de o et 6, on a : 

e C s ' W ) ) - 1 = a(Ç)"1so(s'"1Ç) 

expression que l'on rencontre fréquemment. 

8.6) Sections de l'action de SL(2,C) sur les orbites. 

Comme on l'a vu, l'écriture concrète de la formule (8.4) est subordonnée 

au choix d'une section a : 0^ -> SL(2,(C). Ce problème des sections a déjà été 

abordé aux Ch. 2 et 5, pour SL(2,(C), S0(l,3) o et SU(2). Nous y revenons ici 

une dernière fois. Pour cela, nous adoptons des notations classiques chez les 

3 
physiciens : l'identification de IR au sous-espace de l'espace de Minkowski 
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à J . . . . . / o 1 2 3 N R engendre par e^, e^, nous autorise a écrire tout x = (x ,x ,x ,x ; 

" ^ " 1 2 3 3 
sous la forme x = (x°,x) où x = x + x + x e ^ l . On pourrait aussi 

bien écrire d'ailleurs x = x° + x. LTisomorphisme h de E.̂  sur les matrices 

hermitiennes s'écrit : 

h(x) = x°o0 + h(x) 

1 2 3 / X * - ix \ 
où h(x) = x a 1 + x a 0 + x a 0 = ( » , . 2 3 / 

1 2 3 \ x T+ ix - x J 

8.7) Retour sur SU(2). 

Rappelons que, si X €=SU(2), on lui associe u E S0(3) définie par 

x 

u x(x) = h
_1[Xh(x)X*] ( x G R 3 ) 

et que l'on identifie, le cas échéant, u à une transformation de Lorentz 

A 

laissant fixe e 0 : 

u x(x) = h"
1 [Xh(x)X*] 

c-à-d que ux(x°,x) = (x°,ux(x)). 

Soit X = ( f_ ^ ) G SU(2). On a : 
-b a 

M / | a | 2 - | b | 2 -2ab \ 

X 0 3 X « [ - 2Ïb |b| 2 - |a| 2J 

ce qui signifie que, pour que la rotation u soit telle que u (e Q) = v> 

où v est un vecteur unitaire donné, il faut et il suffit que l'on ait : 

ou 1 . 2 ( - 2ab = v - îv 

i |a| 2 " Ib| 2 = v 3 . 

2 2 

Ces équations, compte-tenu de la condition |a| + |b| = 1 , ont évidemment une 

infinité de solutions, qu'il n'est pas nécessaire d'expliciter. Nous n'aurons 
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besoin que des relations : 

(8.8) ja|2 = I (1 + v

3 ) ; | b |
2 = ± (1 - v 3) ; - 2ab = v 1 - iv 2 

qui forment d?ailleurs un système équivalent au système proposé. 

Ces relations permettent d'écrire très facilement une matrice représentant, 

dans SU(2), une rotation donnée, d'axe v, et d'angle 0. En effet, soit u 
0 

la rotation d'axe e^, d'angle 0; la rotation cherchée, soit r(v,6) est 

-1 a b ~* 
égale à uvu_u__ , pour toute X = ( ) E SU(2), telle que u__(e0) = v. Or 

-b a -10/2 . 
e o 

on sait que u Q est représentée dans SU(2) par ( ie/2 *̂ donc r(v,0) 
o e 

est représentée par : 

+ -ie/2 __ 
A(v,0) = X( 6 ° 2 ) X 

o e 

= / |a | 2 e " 1 6 7 2

 + |b | 2 e i 6 / 2 - abCe" 1 6' 2 - e i 6 / 2 ) \ 

\ î b ( e i 9 / 2 - e " i e / 2 ) |a|2 e i 6 / 2

 + |b|2 e " i e / 2 / 

c-à-d que, moyennant (8.8) : 

3 1 2 ( cos 0/2 - iv sin 0/2 - i sin 0/2(v - iv ) \ 

j 

- i sin 0/2(v1 + iv 2) cos 0/2 + i v

3 sin 0/2 / 
= cos 0/2 oo - i sin 0/2 h(v) 

ce qui redémontre la surjectivité de X H* U : SU(2) ->S0(3). 
x 

En particulier, soit (u, v) deux vecteurs unitaires indépendants, il existe 

une unique rotation d'axe perpendiculaire à u et ^ transformant u en v, 

c'est la rotation r(v,0) où 0 = Arc cos(u.v) et v = (sin 0) u A v. 
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Si l'on choisit par exemple : u = e^ et v = sin 6 (cos ^e^ + sin V^y) + cosOe^ 

avec 0 < 6 < TT et 0 ^ ^ < 2 T T (c-à-d que 6 et <p sont les coordonnées sphé-

riques de v) on trouve que la matrice correspondante dans SU(2) est 

/ cos 6/2 - sin G/2 e" 1 ^ \ 
8.10 A ( v , 6) = [ . I où v = - sin </?e..+ cos <pe?. 

\ sin 0/2 e 1 * cos e/2 / 

.> -> 

Cette matrice donne une section continue v = A(v,0) de l'action de SU(2) sur 

la sphère S 2, définie en tout point de S 2 autre que e^ et -e^> mais qui se 

prolonge continûment par l'identité en e,^ Par projection sur S0 ( 3 ) , on trouve 

2 

de même une section continue sur S - { ~ e

3 K mais dont l'expression est plus 

compliquée que celle employée au ch. 5. 

8. 11) Sections de l'action de SL(2, (t) sur 0 +. 
m 

Il s'agit de trouver, pour tout Ç E 0*, une matrice 

E SL(2, (C) telle que u^ (me0) = Ç. On sait déjà (cf. Ch. II) que, dans ce 

cas, on peut trouver une telle section continue. Nous allons ici calculer expli­

citement a ; pour cela il nous faut revenir sur les : 

8.12) Transformations de Lorentz pures. 

Soit v un vecteur unitaire et x ^ ̂ > nous noterons £ ( v , x ) l a transfor­

mation, dite de Lorentz pure, définie par £(v,x)(x°,x) = (y°,y) où : 

( y° = ch x x° + sh X(x.v) 

< y = x - (1 - ch x)(x . v ) v + x sh x v . 

On vérifie sans peine, en se rappelant que : 
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B((x°,x), (y0,y)) = x°y° - x.y 

que £(v ,x) e s t u n e transformation de Lorentz propre. On remarque que 

£ ( v > x ) = £(~v, "x) > c e Q ui permet de se limiter à x ̂ o si on le désire. Physi­

quement, £ ( v , x ) correspond à un changement de repère dans lequel le nouveau 

3 ' y 

repère est animé, dans ~R , d'un mouvement de translation uniforme de vitesse vv 

où v = c th x> c désignant la vitesse de la lumière. On remarque que £(v»x) 

s'effectue en fait dans le plan défini par e 0 et v : elle se réduit à l'iden­

tité sur le plan perpendiculaire, dans H 3 , à v, qui est aussi l'orthogonal, dans 

R^, pour la forme de Minkowski, du plan défini par e 0 et v. 

Pour calculer une matrice L(v ,x) représentant £(v,x) d a n s SL(2 ,C), 

remarquons que £(e^,x) est la transformation 

y° = (ch x)x° + (sh x ) x
3 

y = x - (1 - ch x) x~^ e3 + x ° s n X e 3 

1 2 o 3 
= x e^ + x e2 + (x° sh x + x c n X^e3 

e A o 
c-à-d (cf. Ch. II) la transformation u^ associée à X = ( _ /2^" 

o e ^ 

Ainsi : 

e * / 2 o 
L(e x) - ( ) 

o e - x / 2 

Pour calculer L(v ,x)> il nous suffit alors de remarquer, comme au chapitre 2, que 

£ ( v , x ) = u

x ^(e 3,x) u

x""l 

pour toute u__ où X E SU(2) est telle que u (e~) = v (cette égalité peut aussi 

X A J 
se vérifier directement à partie de la définition donnée au début de (8.12)). 
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On peut donc choisir : 

+ e x / 2 o -1 
L ( v , X ) = X( ° ) X 

o e * 

/ |a| 2 e x / 2 + |b| 2 e ~ x / 2 - 2 ab sh X/2 \ 

\ - 2 I b sh x/2 |b| 2 e x / 2 + |a| 2 e " x / 2 / 

c-à-d que, moyennant 8.8 : 

(ch x/2 + v sh x/2 (v - iv ) sh x/2 \ 

1 2 3 J 

(v + iv ) sh x/2 ch x/2 - v sh x/2 / 
= (ch x/2) oo + (sh x/2) h(v). 

8.13) Calcul des sections : cas de 0 +.  
m 

Soit g £ 0 , Ç £ me 0, d'après le chapitre 2 3 il existe une transformation de Lorentz 

pure unique, dans le plan défini par e 0 et Ç telle que t^(me0) = Ç. Si 

l'on se limite à x > o, le couple (x>*̂ ) t e l Q u e ^ = £(x>^) doit être bien 

déterminé. Effectivement, on a : 

£(v,x)(eQ) = (ch x, sh x v) ; 

donc £(v,x)(me0) = Ç équivaut à mchx = Ç° et mshx v = équations qui, vu 

2 
la condition B(Ç,Ç) = m , ont pour unique solution : 

j x = A r ê c h £°/m = A r ê s h | t | / m 

/ v = t / | t | -

Et, comme a r est la matrice associée à t i.e. : 
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a ç = L(Ç / | Î | , Arg ch ç°/m), 

= (ch x/2)o0 + (sh x/2 / m sh x ) h(f) . Donc^en tenant compte de la définition 

de x e t des relations : 

2 
shx = 2 sh x/2 ch x/2 et 2 ch x/ 2 = 1 + ch x> on obtient : 

1 2 > 
a = 2 m ch %72~ ^ 2 m ^ c h x^2^°° + h ( t ) ) et, finalement 

(8.14) a ç = [2 m(m + Ç ° ) ] "
1 / 2 [m a. + h(f)] , 

formule sur laquelle la continuité de o est évidente. 

Un autre choix, à la lecture du chapitre 2, est possible : par une rotation 

w autour de e c on peut transformer Ç en w(ç) = (Ç°,o,o,a) avec a > o. 

2 y 2 > 
La condition B(w(Ç)>w(Ç)) = B(Ç,Ç) =(Ç°) -Ç montre d'ailleurs que a = |ç|. 

Il existe une unique transformation de Lorentz pure £, dans le plan (eo»e^), 

-1 -1 
telle que £(me 0) = w(Ç). La transformation w £ sera telle que w £(me 0) = Ç, 

on peut donc choisir pour o une matrice représentant w Pour calculer les 

matrices représentant w et il suffit de remarquer que, avec les mêmes défi­

nitions de v et x < l u e ci-dessus, on a : 

Ç = m(ch x> sh x v), w(Ç) = m(ch x> sh x^) 

et on en déduit que L est donc la transformation de Lorentz pure, dans le plan 

(e 0, e^), telle que £(e Q) = ch x e Q + sh X e 3 * alors que w est une rotation qui, 

dans E 3 , est telle que w(v) = e~ c-à-d w ^(e«) = v. La matrice représentant t 

e* / 2 o • 
est donc bien déterminée, c'est ( Pour définir une section, il faut 

o e _ x / 2 

préciser le choix d'une rotation w telle nue w (v) = e^, c-à-d w (ê^) = v, ce 

. . . 2 
qui revient à choisir une section de l'action de SU(2) sur S . On utilise la sec-
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tion A introduite en 8.7. et 8.10, non définie si v = - e 3 > et on obtient, 

en fonction des angles polaires (Q,¥>) de v , 

/ cos e/2 - sin 6/2 e~ 1 < P \ 

v \ sin 0/2 e 1^ cos 6/2 / . 

D'où, par produit, a1 = Ajt c-à-d : 

/ cos 62 e x / 2 - sin 6/2 e " ^ e" x / 2 \ 

0 5 V sin 6/2 j* e x / 2 cos e/2 e" x / 2 / 

et comme, dTaprès la définition de x> o n trouve : 

e e x / 2 = [2 m ( m + Ç ° ) ] " 1 / 2 (m+Ç°+e | î | ) (e = - 1) 

on obtient finalement la matrice a* : 

cose/2(m+ç°+|||) - sine/2 e~i<f (m+ Ç ° - | l | ) \ 

(8.15) o' ç = [2 m ( m + Ç ° ) ] " 1 / 2 f j 

V sine/2 e 1^ (m+Ç°+ | f | ) cos6/2 ( m+ç»-|f|)/ 

A la différence de a qui est une application continue de 0 + dans 
Ç m 

SL(2, (E) , la fonction a 1 n Test définie que lorsque v 4 * a formule (8.15) 

étant valable partout ailleurs, y compris lorsque v = e^ (en faisant 0 = o) ; 

sur l'ouvert de 0* ainsi défini, a* est continue ; en définissant a'^ aux 

points m(chxeQ - shxe^), x
 > °» de manière borélienne (mais telle que 

a' (me0) = Ço) on définit bien une section borélienne. 

t> o 

Remarque : Le calcul de L(v,x) montre que, avec les notations ci-dessus, on a : 

Z o e _ x / 2 Ç V o e - x / 2 / 

où X est la matrice de w telle qu'elle a été précisée ci-dessus. On en déduit (cose/2 - sine/2 e~ l v 5 \ 

1 

sine/2 cose/2 / 
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(8.16) Cas de 0 .  
m 

Comme 0 est l'orbite de -me 0, il suffit de définir, pour tout ç E 0 
m 

une matrice E SL(2, <E) telle que (^.(-meo) = Ç c-à-d a^(me0) = - Ç ; 

+ + 
comme -F G 0 , on voit que l'on est ramené au cas de 0 : il suffit d'appli-

m M m r r 

quer les mêmes formules, en remplaçant Ç par -Ç. Par exemple, (8.14) est 

remplacée par : 

a ç = 2m(m-Ç°) " 1 / 2 (mao - h(Ç)) U S (f ) . 

(8.17) Cas de ot. 

On va retrouver très facilement l'analogue de a 1^ en remarquant que 

ot est l'orbite de e Q + e^, et que la transformation de Lorentz pure £(e^,x) 

se réduit sur e 0 + e^ à une homothétie : 

£(e 3 ,x)(eo + e 3) = (ch x

 + sh x)(e c + e3> = e
x(e G + e3> . 

Soit Ç = U°,|t|) G ot, c-à-d que Ç° = | | | . 

Considérons, comme pour 0 , la section A de l'action de SU(2) sur S ; 

on a, en posant v = A^(e 3) = v , d'où A (|||(eo+ e 3)) = f. Soit 

-> v v 

X = LogÇ° = Log|Ç| : on ne se limite pas ici à x > °> o n a donc 

|ç|(e0+e3) = £(e 3,x)(e c+ e 3) c-à-d que f = A^G£(e3,x)[ e Q+ e 3] . On choisit pour 
v 

a fç une matrice représentant A^ 0£(e 3, X), d'où avec le même calcul que pour 0 , 

sauf que, ici, e x / 2 = ( Ç ° ) 1 / 2 : 

/ c o s 6 / 2 ( 0 1 / 2 - sine/2 e""1* ( ^ ) " l / 2 \ 

(8.17) a f

ç = ( 1 

V sinB/2 e ^ ( Ç ° ) 1 / 2 c o s 6 / 2 ( r ) " 1 / 2 / , 

formule valable pour tout ç G 0 o, sauf si Ç est proportionnel a -e 3. 
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Il n'existe pas, dans ce cas, de réel analogue de a^. 

8.18) Cas de o7. 

On raisonne comme en 8.16 : 0 o est l'orbite de -e 0 - e^- On remplace 

donc, dans 8.17, Ç par - Ç . 

8.19) Remarques. 

1) Le choix de o\ , dans le cas de 0 +, conduit à une écriture explicite 
£ m 

des représentations dite "formalisme canonique", alors que le choix de Q ' ^ 

conduit au "formalisme hélicité". 

2) Dans le cas de 0 +, on peut encore trouver facilement une section conti­
nt 

nue en utilisant la décomposition d'Iwasawa de SL(2, (E) . On sait en effet, avec 

les notations habituelles, que G = KH où K = SU(2), et H = AN est l'ensem­

ble des ( a ^ ) avec a G ]R+ -{o}. Il en résulte que H est homéomorphe à 

o a + 

G/K, donc à 0 , de la manière suivante : 
m 

X H- X = XK H- X.(me0) 

[lfhoméomorphisme entre H et G/K est canonique, celui entre G/K et 0* 

résulte du choix d'un point de 0*, ici me 0, dont le stabilisateur soit K). 

L'homéomorphisme inverse fournit la section continue cherchée, notons la 

Ç H- p ̂  . Il suffit de calculer, pour tout £ G 0*, l'unique matrice 

X = (a ^ ) G H telle que X.(meG) = £ c-à-d : 
o a 

A ° + r* v - i c 2 \ 

mXX =[ j = h(Ç) ce qui donne : 
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2 l u i 2 v -1 \ / a + I b | ba \ 
m - 1 - -2 ) = h ( Ç ) d ' ° Ù 

a b a / 

/ - ( V 1 1 2 » 1 / 2<5° - ç 3 r 1 / 2 < r - u 2 > \ 

" P * " ( o . - " V - £ V ' 2 J 

8.20) Cas de 0/ :  
îm 

On définit une section a1^ par les mêmes méthodes : 

Soit Ç G o. et v = t/\t\9 a e sorte que A (e 0) = t/\?\ et im |Ç| -> j |Ç| 

A^ C l l l e 3) = f. 
v 

Soit £ une transformation de Lorentz pure dans le plan (e Q,e 3) telle 

que t(me^) = e^). Ceci impose que t = Z(e^,x) avec 

Ç° = m sh x et = m ch x> 

donc x = Arg sh Ç 0/^ est bien déterminé et A_^o£(me3) = (Ç ° , f ) = £. On choisit 
v 

pour a 1 une matrice représentative dans SL(2, C) de A^Qt9 ce qui donne la 
v 

même formule qu'en 8.13 sauf que x = Arg shÇ°/ ! 
m 

_ X 

/ cosB/2 e x / 2 ~ sinO/2 e 2 \ 

° ï = l sine/2 e x / 2 cosO/2 e 2 J 

où e et </> sont donc définis par : 

sine(cos ^ + sin </?e2) + cosO e 3 = v = t / | | | a v e c 0 < 0 < TT , 0 < ^ < 2TT . 
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9) Récapitulation pour le groupe de Poincaré. 

1) Toute r. u. c. irréductible du groupe de Poincaré est du type тг~ 

où n est un point de d'orbite 0^, et ш une représentation irréductible du r n 
stabilisateur Н л de n, et тг~ est définie par la formule 8.4 ; dans cette 

n паз 
2 

formule, l'espace L (0 Л V ) est relatif à la mesure invariante sur 0~ cal-
П, (л) П 

culée au Ch. V, § 6, et 0 est associée, comme en 6.7 et 8.3 à une section о de 

l'application X и- X.n de SL(2, C) sur 0 A. Ces sections ont été calculées 
+ + 

explicitement, pour les orbites du type 0 ^ et 0 q , en (8.13), (8.16), (8.17), 

(8.18) et 8.20. On sait de plus (8.5) que : 

0(Х~1а Г 1 = a" 1 X a -
K ^ X . ç 

2) En fixant un point n et un seul dans chaque orbite, et une représenta­

tion o) dans chaque classe de représentations irréductibles de H^, on obtient 

un représentant et un seul de chaque classe de représentations irréductibles du 

groupe de Poincaré. Pour n, on choisit, en général : dans 0 + ^ le point me 0, 

dans 0 le point -me 0, dans 0 +
o le point e 0 + e 0, dans 0. le point me«. 

m v 9 ^ 3 un r 3 

3) Les représentations ayant un sens physique correspondent aux orbites autres 

que 0. et 0 o°. 
n îm 

Dans le cas de 0 +
m et 0 , le petit groupe est SU(2), et les représen­

tations ça ont été décrites au Ch. III, on obtient ainsi une famille de représen­

tations paramétrée par m G ]R+ - {o}, e = - et t G]N/2. 

Dans le cas de ot et 0 o, le petit groupe est ST(2), et les représentations 

аз ont été décrites au § 6.11, en fait, du point de vue physique, seules ont de 
-\ 

l'intérêt les représentations de dimension 1 de ST(2) paramétrées par 
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n G 2 ou j = 11/2 €î Z?/̂ - Elles donnent naissance à deux familles de représen­

tations du groupe de Poincaré, une pour chaque nappe du cône. 

10) Ecriture explicite des représentations ayant une interprétation physique. 

1) Masse positive. 

Il sTagit des représentations associées à une orbite 0 + et à une représen-
m 

tation TT«(£ G 2?/ ) de SU(2), stabilisateur de me Q G 0
+. A une telle repré-

£ z m 

sentation déterminée par (m,£) est associée une particule de masse m, de 

spin t. 

L'écriture explicite de la représentation se fait le plus souvent (pas tou­

jours !) au moyen de la formule 8.4 rappelée ci-dessous : 

[TT (x,X)g] (k) = <x,k> o)(0(x"1a )~1)g(x""1.k) 

nci) K-

où x G m 4 , X G SL(2,Œ) , g G L2(0.,V ) et e l x " ^ ) " 1 = a ^ X a , ' 
n 03 K. X k 

Ici, 0^ = 0 muni de la mesure invariante u calculée au chapitre V, 6.1, 
m 

d) définie par : 

/ g(k)dy(k) - /3 g ( ( | î | 2 + m 2 ) 1 / 2 , Ç 1 , Ç 2 , Ç 3 ) ( | | | 2 + m 2 ) " 1 / 2 d Ç 1 d^ d^ 
0 TR 
m 

^ »->i2 2 2 2 
où |Ç| = q + Ç 2 + Ç 3. 

D'autre part, w = TT^,£ G 2/^ e t = V^i e s t l'espace des polynômes de 

<E[ Z ] de degré au plus égal à 2t. Par définition : 

b ) [ P ( z ) ] = (bZ + I ) 2 £ P ( ^ ± ) . 
^ -b a bZ+a 

La section a de l'action de SL(2,C) sur 0 considéré comme orbite de 
m 

me 0 a été définie dans ce même chapitre en 8.13 (plusieurs choix sont possi­

bles) . 
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Enfin, <x,k> = E ^ - B ( X ' K ) # A U t o t a l : 

U(x,X)g] (k) = e

i B ( x ' k )

 1 r - e ( e ( x " 1 a k ) " 1 ) g ( x " " 1 . k ) 

avec x G]R 4, X G SL(2,(E), g G L 2(0*, dy, Vu). 

2) Masse nulle. 

Il s'agit des représentations associées à la nappe supérieure ot = C + du 

cône de lumière et à une représentation de dimension 1, a , j ^ J/j, du 

stabilisateur ST(2) de e 0 + e^ G c
+. A une telle représentation est associée 

une particule de masse nulle, d'hélicité j. 

L'écriture explicite se fait souvent (pas toujours !) au moyen de la formule 8.4 où: 

-) CL = C + muni de la mesure invariante y calculée au chapitre V, 6.3, 

définie par : 

dÇ dÇ dÇ 

/ g(k) dy(k) = / g ( U U , , Ç ? , Ç j / 
C ir |ç| 

où |||2 = Ç 2 + Ç 2 + Ç 2, et ||| = Ç° lorsque Ç = (Ç°,|) G C +. 

-) la représentation OJ est le caractère a. : (U ^ u2*^ de ST(2), 
J o u 

ainsi V = C. 
(A) 

-) La section a' de l'action de SL(2,C) sur C + considéré comme orbite 

de e 0 + a été définie dans ce même chapitre en 8.17. Au total : 

[TT(x,X)g] (k) = e

i B ( x ' k ) a . (e(x" 1a k)"
1)g(x" 1.k) 

avec x G m 4 , X G SL(2 ,C), g G L 2(C +, dy). 

Dans ce cas, il est possible de simplifier l'expression du multiplicateur 

a. [6(X "̂a,) ̂ ] • Pour cela, introduisons les paramètres suivants : si K G c +, 
J k 

soit 
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2c, 21/2^.^3,1/2 

On vérifie que l'on a la formule : 

\-Y a/k° / 

'i 2 , 1 M 2  

rt j - . / k + îk k + îk 
On pose enfin ç = y/ = r = Ô — . 

a k° + k J 2a 

Alors un simple calcul conduit à : 

où X = ( a ^ avec ad-bc = 1 , 
c d 

et donc a : 

r / v\ i /i \ iB(x,k) • d + bç N - 2 j r - 1 
[ïï(x,X)g](k) = e (j d + b^j)

 Jg[X .k] 

où x G]R4, g G L 2(C +, dy), X = (* Jj) G SL(2,C). 

Interprétation géométrique de ç. 

Par l'application Ç = (Ç°,Ç) ç" qui constitue une carte globale, la 

+ . 3 
variété C est difféomorphe à IR - {o}, donc, par passage en coordonnées polai-

+ 2 
res à QR - {o}) x S . Explicitement, ce difféomorphisme s'écrit : 

k = (k°, t) G C +^> (k°, Ê/ ko) G]R+* x S 2. 

Les projections stéréographiques de pôles -e^ et +e^ sont des cartes usuel-

2 

les de S et le calcul montre que -ç n'est autre que l'affixe de la projection 

stéréographique de ^/^o à partir de ~ e 3 * 


