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DEUX ESPACES DE BANACH ET LEURS MODELES ETALES
par Bernard BEAUZAMY

§1. MODELES ETALES SUR LES ESPACES DE BANACH.

Soient E un espace de Banach et (Xn)ne;N une suite bornée dans

E. La notion de modéle &talé de E construit sur la suite (xn)ne:N

trouve son origine dans la proposition suivante, due & A. Brunel

et L. Sucheston:

.

PROPOSITION ! (extraction de bonnes sous—suites). =~ Il existe une

sous-suite (xé) telle que, pour tout k, pour toute suite

nelN
a

-->,a de scalaires, la limite :

1° k
lim ||a,x’ +-+ a x' ||
1 k
Ry "k
existe lorsque n« --- <n_ tendent vers l'infini.

1 k

La démonstration de cette proposition peut €tre trouvée dans

Brunel-Sucheston [5] .

™)

Notant (en) la base canonique de R (ou C(N)), on définit

néEW

une semi-norme sur RGN) (ou @QN)) en posant
+eer 4 = i ' !
!a]el akek] lim H ax! a, x 1[
n< - «-° < ]
—y 400
et on peut montrer (voir [5] ) que c'est une norme si la suite
' — I3
(Xn)netN n'a aucune sous-suite convergente.
o (M) ) 1
La complétion de R ou € pour cette norme s'appelle

modeéle édtalé de E construit sur la suite (x ) .
n"ne€EN
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Mentionnons rapidement les principales propriétés du modéle

étalé, que nous noterons F:

a) La suite (en) est écartable dans F, c'est-a-dire
k k
| ¢ a,e | =| ¢ a, e.| , pour tout k, toute suite finie de
i n. i i
] 1 1
scalaires et toute suite finie d'entiers n<...<n . C'est évidemment

une conséquence immédiate de la fagon dont la norme a été définie.

b) L'espace F est finiment représentable dans E pour tout
e»0, tout sous—-espace de dimension finie F° de F, il existe un

sous-espace de dimension finie E° de E et un isomorphisme T de
Nk

F° sur E° tel que ||T| |<1+e . Ceci a &été &tabli par A. Brunmel

et L. Sucheston [ﬂ .

c) La suite (en) (appelée suite fondamentale du modé&le &talé)

néN
n'est pas une base en général, mais les différences consécutives

e2n+]-e2n forment une suite basique inconditionnelle, avec, plus

précisément :

|2 agleyme )<l T oaie

.. ."e .ﬂ
iea 1 ieB 2i+1 721

pour tous les ensembles finis d'entiers A et B avec A € B et toute

suite finie de scalaires (ai).

Dans le cas oii la suite (Xn)ne:N converge faiblement vers O

dans E, la suite (en)nETN est une base inconditionnelle de F, avec,
plus précisément :

I a; e, | < ['E a; e, | si ACB.

1€ A 1€8B ‘
La démonstration de ces deux résultats peut &tre trouvée par

exemple dans B. Beauzamy [31 .
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L'écartabilité de la suite (en)ng;N permet de caractériser
simplement, dans F, certaines propriétés de la suite (xn)né:m
dans E. C'est le cas, par exemple, pour la proposition suivante,

due 3 Brunel-Sucheston ¢

PROPOSITION 2 (Brunel-Sucheston [3] ). - La suite (Xn)néWN possede

une sous-suite (yn)ne;N dont les sommes de Cesaro E-Z Vi
1

convergent (dans E) si et seulement si les sommes de Cesaro
1 n

—ye
n % k

convergent (dans F).

Cette proposition est 3@ la base de 1'étude de la propriété de
Banach-Saks, qui s'énonce ainsi ¢ E a cette propriété si, de toute

suite bornée (x_) , On peut extraire une sous—-suite (yn)n

n'n<iN €N

dont les sommes de Cesdro convergent.

Cette &tude a été faite par l'auteur dans [3] , oll, entre autres,

est démontrée la proposition suivante :

PROPOSITION 3 (B. Beauzamy[j]). - E a la propriété de Banach-Saks si
et seulement si E est réflexif et aucun modéle étalé de E n'est

1
isomorphe & % .

Le seul fait que E n'ait aucun modéle étalé isomorphe a Zl (en
abrégé : n'ait pas o! pour modéle &talé) est caractéristique d'une
propriété plus faible que la propriété de Banach-Saks, qu'on appelle
Banach-Saks faible (appelée aussi Banach-Saks-Rosenthal dans [3] )
toute suite faiblement convergente vers O contient une sous—-suite dont

les sommes de Cesdro convergent en norme (nécessairement vers 0).

Nous aurons également besoin de la proposition suivante, qui carac-

térise, par une propriété géométrique de E, le 'fait d'avoir un modéle

isomorphe 3 lli
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I
PROPOSITION 4 (B. Beauzamy [3]). E a & pour modeéle étalé si et

seulement si, pour tout N> 0 , on peut trouver une suite

(x ) . de points de norme | dans E qui vérifie, pour tout

n'ne N

< < 4 + .

k, tout ny<eee<ny tous €)+++8, €gaux a =1

1

— T s > -
|lk El xn_.H I=n

| 1

L'objet du présent article est de construire des espaces
dont les modéles étalés sont 21 (pour le second) ou contiennent
2! (pour le premier), mais possédant néanmoins certaines propriétés.
Par exemple, 1l'existence d'un espace réflexif ayant 21 pour
modéle étalé (c'est—-d-dire n'ayant pas la propriété de Banach-Saks,
au vu de la proposition 3) n'est pas une évidence : elle a été établie
par A. Baernstein [21 en 1974. Un autre exemple de ce type, obtenu

par interpolation, a &té& donné par 1l'auteur dans [3] .

Dans [4] » B. Maurey et 1'auteur ont construit un exemple
d'espace n'ayant pas 21 pour modéle étalé, mais dont un modéle
étalé contenait 21. Cela résolvait par la négative une question de
H.P. Rosenthal : un modéle &talé d'un modéle étalé de E peut n'étre

isomorphe & aucun modéle &talé de E ; la notion n'est pas "transitive".

Mais 1'espace construit dans [4:] n'est pas réflexif :
comme on peut s'en convaincre facilement, il contient c, L'espace
que nous allons maintenant construire sera réflexif, n'aura pas
21 pour modéle &talé, mais 1'un de ses modéles contiendra ll. Ceci

est obtenu en combinant les idées de la construction de A. Baermstein

Bﬂ et celles de Pﬂ .

Une notion essentielle pour 1'étude de ces questions est celle

d'ensemble admissible d'entiers (utilisée déja par J. Schreier [8] ).
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Un sous—ensemble fini A = {n]<...<nk} de N sera dit admissible
si k £ n,. On notera J°la collection des sous~ensembles admissibles

1
de N.

Si B est un sous-ensemble fini quelconque de N et x = (x(k))ke'N

une suite finie de scalaires, on notera

Px = (YR s

avec y(k) x(k) si keB ,

0 sinon.

C'est en quelque sorte la "projection" de x sur B ; mais il
faut noter que les coefficients inchangés restent a4 la place qu'ils

occupaient.

S8i x = (x(k)) est une suite finie de scalaires (nous dirons un

"bloc"), nous appellerons support de x 1'ensemble {peN, n$ ps n2} s

ol n, indice du premier coefficient non-nul dans x,

n, : indice du dernier coefficient non-nul dans x.

2

I1 faut noter qu'avec cette définition, le support d'un bloc
q p

ne contient pas de "trous'".

§ 11, UN ESPACE REFLEXIF N'AYANT PAS £!POUR MODELE ETALE,
MAIS DONT UN MODELE ETALE CONTIENTAR? .

Comme dans [4] , soit ¢ la fonction d'Orlicz

t .
p(t) = THoge St o<tgl ,

2t-1 s1 Ig¢t.
¢

Rappelons que la norme de 1'espace d'Orlicz &° est définie par :

%], = inf (o, 1 o(EE ey,
L k
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¢

Avec ce choix de la fonction ¢ , l'espace d'Orlicz 2
a les propriétés suivantes (voir [4])

a) RIC 2¢C1£p , s1 p>1 , les injections étant continues ;
b) 1'espace 2¢ contient g! ¢ on peut trouver une suite de
blocs consécutifs sur la base canonique qui est &quivalente i la
base de 2!.
c¢) 11 y a un nombre 60 , 0< 60< 4/5 tel que si a = (a(k))

et b = (b(k))

ke N
sont des suites finies a supports disjoints

k €N
avec I[a|| 28, ||b|1 >4 , alors |Ia+b|| > 1.
PRI 07 o ¢
Sur R(N), considérons la norme définie par
2
xl] = supC 2l 22l /2,
k

le sup &tant pris sur toutes les familles Al’AZ""’Ak”"
d'ensembles admissibles consécutifs (c'est-d-dire tels que
max Ak< min Ak+],‘¢k) ; on a noté Pk au lieu de PAk.

)

L'espace E sera le complété de R* ‘pour la norme ci-dessus.

N

I1 est évident que la base canonique de R est une base
inconditionnelle de E : plus précisément si 1'on remplace par 0 1'un
des termes d'une suite finie, cela ne peut que diminuer la norme

¢

de cette suite. C'est en effet ainsi pour la norme de L°.

PROPOSITION 1. - Le modele étalé construit sur la base canonique

est isométrique a 2¢.

DEMONSTRATION. - Soit (al,...,al) une suite de scalaires. Si

n, > 2, 1'ensemble {n],...,ng} est admissible, et donc

|‘alen]+"'+alen2H z H(al’“.’al)Hlﬁb *
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Montrons par ailleurs que V&JER(N), ||x|| < ||x|[ 6
L

Soient Al""’AN des ensembles admissibles consécutifs.

On a :
N
1/2
cz e xl?)) el oo liegxl ] DI
k=1 < ¥ € S A S A5
et il nous reste & montrer que cette dernidre quantité est au plus

I. On a done

égale a [|x|l 6 On peut supposer I]x|| 6
2 L

n o~z

E¢(lx(i)1) = 1 , et on veut montrer que

o(|]p x| ) < 1.
1 k=1 k £¢

Pour cela, il suffit clairement d'établir que Vk = I1...N,

sl el )< 2 e(x@D).
'3 ieAk
LEMME 1. - Pour tous a,b, (O<agl , O<bgl), on a
¢(a). ¢(b) < ¢(ab)

(la fonction ¢ est sur-multiplicative).

La vérification de cette propriété est &lémentaire ; elle

est laissée au 1ecteu§/s'il s'en trouve .

Revenons 3 la démonstration de la proposition. Si ||x|[2¢ =1,

1y

mgx[x(i)| <1, et, Vk=1,...,N, si A = ||ka||2¢, on a A<

i
Par définition de Ak ,ona I ¢(l§§ilL) = 1, et, d'aprés le lemme,
i€ Ak k
00 = 1 odxBhsoy ¢ 1 @D,
if—:Ak k iEAk

ce qui prouve la proposition.

PROPOSITION 2. - L'espace E ne contient pas c
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DEMONSTRATION. ~ Puisque la base (e )
n'nglN

il suffit d'aprés un résultat de R.C. James [Z] » de montrer que

est inconditionnelle,

cette base est "boundedly complete", c'est-&-dire que si x = (x(i))ierN
est une suite de scalaires telle que
n
sup| |2 x(i)e,|| < 1, alors xeE .
n

Pour cela, soit A]""’AN ... une famille d'ensembles

admissibles consécutifs, On a pour tout N :

1/2 < H

Nll ]2 X
(Z P x ) xji{ <1
k z¢

k=1

«©

P
Alu...UAN
/2

et donec ( Z‘lka|l2¢)] <1 ; il en résulte que x€E.
k=1 L

PROPOSITION 3. - L'espace E n'a pas 2] pour modéle étalé.

C'est évidemment le point le plus difficile 3 montrer.
Mentionnons auparavant que, de ce fait, l'espace E ne contiendra
pas 2! et, puisqu'il est 3 base inconditionnelle, sera réflexif,

d'aprés un résultat de R.C. James [7] .

DEMONSTRATION. - Supposons au contraire que E ait 2‘ pour modéle
étalé. Soit h<__%%§g . D'aprés la proposition 1.4, on pourrait

trouver une suite de points (x_) dans E, de norme 1, avec

K n'ne N
(1 l‘% Xeil%'l|; -2, Vk, an<.“<nk ,Ve].”ek =+ 1.
1 i

On peut supposer que chaque X est une suite finie de scalaires,

et que (quitte & passer & une sous—suite), la limite lim xn(i)
N>+
existe pour tout i€ N. En considérant les demi~différences consé-

cutives, et utilisant le fait que les formes linéaires coordonnées
sont continues, on en déduit qu'il existe une suite (zn) de

n€ N
blocs consécutifs sur la base canonique vérifiant
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k
(2) ll%- ; z II z 1-n pour tous k, n <...<nk , et € seresty = i1.
i

. 1
1

zn.]| , un seul
i

. . 1
Nous allons montrer que, dans l'estimation de IIE

—_ R

ensemble admissible est utilisé :

11

LEMME 2. - Soit (zn) vérifiant (2) . On a, pour tout k> e

neN

pour tous n1<...<nk ,

ek 1zl
sup ||P,(+ I z_ )
e, Ak o ompTy

> 1 = 5n.

DEMONSTRATION DU LEMME 2. - Soient k > %} s n]<...<nk. Soient

A]...AN des ensembles admissibles consécutifs avec

N zn+...+zn
G I | PR T
j=1 3 g

Soit Gl 1'ensemble des indices je {1,...,N} tels que Aj

rencontre au plus un bloc z (c'est-a-dire tels que Pj z ~est
i .

. . . . . i .
non nul pour au plus un indice i). Parmi eux, 501t1]1 (lgig k)

1'ensemble des indices j tels que Aj rencontre z_ seul. On a, pour

i=1,...,k

1 k 2 . 1/2 1 2.1/2
¢ . lp, ———| )" =5Cz . ||P. 119
jeZ]T . K 2! k je’J? LI R X
< 1/k , et donc
Zn +.. +Zn Kk Zn +...+zn
1 k 2 1 k 2
jezgllpj k l|¢—.2 .ZiHPJ k Il¢
1 % 1=13€3] L
|
< =
Nk
et donc,
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. |
W (T 11P,__1____“51|2¢)1/2\< LR
je 7 %

Soit 9 1'ensemble des indices j tels que Aj rencontre exac-

tement deux blocs z - On a ]Uz| & k+1. Pour chaque j€ 32 , on a :

i
Zr1 +.,.+zn-k
e, —=[] , ¢ 2/k
] k o8
et donc
Z +,,.+2 —
n
(5) ( = Hpj __L__k._n_k_ll i )1/2\< Zik+] .
j 2
je 52

Soit 53 1'ensemble des indices j qui restent : les ensembles
A. correspondants rencontrent au moins trois blocs z 5 et done
J i
lUBI < k/2. Pour j € 63 , SOit Bj les ensembles obtenus en reti-

~

rant éventuellement des points & chaque Aj , au début et 3 la fin,

de mani&re 3 ne plus recouvrir qu'un nombre entier de z_ On a

Zn +...+an 2 2 i
1 1
l|P. : Il <= [6+||p, (z_ +..42_ )] ]
] k LA B.om, gl
et donc
JZn +.. .+an Zn +.. .+an
1 ; 2 4k 1 2
B TR T TN IE N " L
€J3 2 2k jed, j -2

et puisque les Bj sont des sous-ensembles des Aj’ ils sont encore

admissibles.

On obtient finalement :

n
1 o2 2 1 +1
o |lrg = 15y 2 (= = ¢ - 3355—1 - 2k
Je’J3 j g s 11 k
> (]_n) - —E— ’
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11

et donc, si k 2 & puisque n < 1/3 ,

zZz +...%2

(6) (2 ||PB
je J,4 ]

Pour simplifier les notations, posons zi =z pour les i tels que
i
2z soit contenu dans 1'un des Bj (on élimine les autres) et soient

les entiers tels que, si 1l'on pose b1=a b, = a]+a

1 ’ 2 2""3

B, recouvre z_ ...z s
B, recouvre z
B. recouvre z

et B,, recouvre z

M oa., b._l+] é.
(z &|p . — |
. k B. .

j=1 h| ] L

Mais pour chaque j, on a

b +l+...

3
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et donc
M a,
(T =DV oo .
. k
3=1
Il en résulte que
M , M
(1 a§ Y2 p g2 y1/2
1 1
=y > ” > 1=2n .
L a.
;3
Soit j wun indice tel que a. = max a.. Posant a! =
o i, 3 3
obtient
1+ 1 aryl/?
iy,
> 1-2n
1 + T aj
it
et donc
1 + T 332 > (l—2n)2(1+ T a!)2
3t 3#3,
> (1-4n) (142 T a' + (% aj)z)
it iti
> (1-4n)(1+2 © a! + ¢ a!z)
CEA TR B
(o] (]
] '2 1
> 142 I al + I aj - 4n(l1+2 3 aj
it i#3 i#3
d'ot
] 1 '2
2 T a! g 4n(1+2 ¢ a. + I aj ),
it It i3
pi
Poals 7= (4 2 ajz) .
it iti,

a./a. ,
J 3

+

o

X a!2

it 7

on

)

.
b
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c'est-3-dire

(7) Z 2 < 2n (z a?).
Jti (1-4n)a, J

or, ¥Yj=1,...,M

ll zbj_]+1 etz 3 ii
P ||, < ;
BJ k 2¢ k
donc
Py, o+ tE, 0
o |le, 2j- ille, .1 2
o k™ j#]
o
a,
max a. i,
= L o a,=—
k J#Jo k
et d'aprés (7) ,
< _27.-1_..__7 b a.2\< 1-2_2 s
(1=4mk” 35 "
car k2 > (I a.)2 > Za.2 .
J J
Il en résulte que :
2 +...t2
2 +...t2 n 2
1/2
ey, ™ ] s ey, ek ||
] k L b ] L
© Z ...tz
S (L L S
iFi, T3 k L
2n .
> 1=2n ~ =i > 1-5n , puisque n < 1/12.
Et ceci achéve la démonstration du lemme 2.
Ce lemme n'est valable que si k > k_, k= ELL
’ o o n

13

1/2
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Pour le rendre utilisable pour tout k, posons

nk
! o
b T B ?
o n—l)ko+l

La suite (un) vérifie encore (2) , avec ||un|l < 1 Vn .

ne N

et on a cette fois Vk > 1 , Vn]<...<nk R

k
(8) sup‘l|P - I u
P 1

De ce fait, on est ramené exactement 3 la situation &tudiée
par B. Maurey et 1'auteur dans Eﬂ , et il suffit de recopier

le reste de la démonstration. On établit ainsi successivement

LEMME 3. - Pour n > 1 , on a

1 _
el = septl 2y coprapl] o aee’s 4] < 0

ou & désigne 1'indice du dernier terme non nul de u

1

LEMME 4. - Pour tout i > 2, chaque bloc us contient un sous=-bloc

u{ , avec les propriétés suivantes :

i) ui(k) # 0 pour au plus % entiers k,

- 251
ii) ||u£||2¢ 2 1 =5 -
1 k
LEMME 5. - Lorsque k » + =, sup{EWIZ ul I s n <...<n} > 0.
1 i
. 1 .
Soit ko tel que E-ll? u;ill <n, Vk > ko s \/n1<...<nk.
Posons u' =uyu =u' . 0On a
n. n. n.
i i i
RN
sup P, = Z u > 1 - 6n
accr AR opomitTo
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LEMME 6. - Il existe un io tel gue pour tout i > io’ tout sous-bloc

] .
ui contient un sous-sous-bloc ug' avec

i) ug'(k) # 0 pour au plus &’ entiers k,
35n
. "y N -
ii) llui ||2¢ > 1 5=
ot &° est l'indice du dernier terme non nul dans uﬁ .

[¢)

Par conséquent, pour i assez grand, us contient deux sous-
357
2

blocs ui et ug', disjoints, et de norme 2¢ au moins égale 3 1 -

Mais ils sont de longueur bornée (& pour ui , L' pour ug‘), et
donc, pour i assez grand,ils peuvent €tre recouverts par un méme

ensemble admissible A. Pour un tel i, on a =

[lug = w1 Tlug = o 1] -
En effet :
LEMME 7. -~ Si x est a support dans un ensemble admissible,
U] = =[]
¢

DEMONSTRATION. - Au cours de la démonstration de la proposition 1,

nous avons vu que l'on avait toujours |ix|| < =l . L'inégalité
. 2

inverse s'obtient en prenant dans la définition de la norme un seul

ensemble, constitu& du support de x. Ceci prouve le lemme.

On obtient donc :

ug s 1] o= g+ w ] s Jugl] < 1

Tandis que :

3
logll > 1= % e

5n
2
35n
[lurf] 4 >0 - 30
il 2

b

15
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¢

et ceci contredit la propriété c) de l'espace L', et achéve la

démonstration de la proposition 3.

L'espace E ainsi construit possé&de donc la propriété de

. - . . . 1
Banach-Saks, mais 1'un de ses modéles étalés contient £ .

Nous allons maintenant chercher quels sont les modéles étalés
de E. Comme 1'espace est réflexif il suffit de s'intéresser aux
modéles étalés sur des suites convergeant faiblement vers O, c'est-—
a~dire, en fait, aux modéles &talés sur des suites de blocs norma-

lisés sur la base canonique.

PROPOSITION 4. - Soit (zn)ne:N une bonne suite de blocs finis,
consécutifs normalisés. Posons Xn = maxlzn(k)l.
k

1) 51 An > 0 , le modéle étalé construlit sur la suite
n>+ o

2
) , oy s 0c .
(zn’ne N est isométrique

[

2) Si An + 0, le modele étalé construit sur la suite

est isomorphe & un espace Qw, Y étant la fonction

(z

)
n'n€N

d'orlicz Y(t) = §¢(u(i)t), ou u = (u(i))iemq€2¢

1
cette fonction domine la fonction ¢, mais ne lui est pas

équivalente en général (elle l'est si u est un bloc fini).

DEMONSTRATION. - Nous nous plagons d'abord dans le premier cas.
Nous dirons qu'une famille d'ensembles consécutifs (Aj) est
subordonnée & la famille de blocs (zi) si, pour tout j, szi
ne peut étre non-nul pour deux valeurs distinctes de i : chaque
ensemble rencontre au plus un bloc.

Nous allons montrer que, pour n <...<n,  assez grands,la

quantité ||Zaizn || = sup(z||P. = a;z |‘2)]/2 est obtenue en
i j i i e
utilisant des familles d'ensembles admissibles subordomnés aux blocs

Z..
1

16
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k
Posons & = |I a.e.| = lim Ilanzn teoota z ||, et, pour
1 n,<...<n ]
IR S
3= 1l...k,
2 =| LI a,e |

j 14 i1

Si les coefficients (ai)i sont tous non nuls, du fait

=l...k
de 1'inconditionnalité de la norme 2° , onaf > Rj , ¥i=1...k.

1
A

Soit e€>0 avec € < (% - max 2.).

l£j<k

Soit v tel que si v < n,<...<my on ait, pour toute suite

1 < m]<...<m. <k,

3 i i
(9) (1-e)| £ a_ e | <l za z ||<U+e)| Iz a e,
j=1 M5 1 i=1 ™ "m, X =1 ™ 1
Soit €' < 2
max |a.
l€ejsk 3

i >
Soit 22 €

>...>€ avec e, < e'.
3 k 2

Si n, est choisi 2 v , on peut choisir n, assez grand pour

que tout ensemble admissible qui "touche" z (c'est-3-dire tel
1
que P, znl # 0) vérifie
I]PA(azz

n2+...+akz )| < €y 5

puisqu'un tel ensemble a un cardinal dépendant de n,, et que X

1’ n

tend vers O quand n tend vers l'infini.

On continueainsi, et 1l'on choisit n, assez grand pour que

||PA(akznk)|‘ < g, si A touche z . et est admissible.
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Soient (A.) des ensembles admissibles consécutifs servant a

estimer ‘!alzn to..taz || dans (9) . Nous alloms voir qu'un
1

méme ensemble Aj touche au plus deux blocs. En effet, supposons

par exemple que A] touche Zoos 2, s 2. - On aurait
] 2 3
k
2,1/2
|z a;z_ Il = (2 ||Pj(2 aizn\|| ) /
1 i i i i 2®
2 .1/2
< llp.Cz a2z )] + |2, az_ ||
. . . 2
i g2 T R4 2¢ ! Ry 2¢
<z oaz || +e'a,)
g2 17 2
et ceci contredit le choix de v, g, €.
Notons A]...A les ensembles qui touchent 2. s
1 1
A ...A . les ensembles qui touchent z
P p,+p n
1 1 72 2
Ap oot ...Ap ..t les ensembles qui touchent
1 k-1 1 k
z . Posons q; = pyteetps i<k .Ona
2
elle; o age 1120125 [l ez, 170 ol lp, 2 12 va dlpg
j i ) 12 Py
..+ llp 2 fli)]l/z + (agllP z (l2+...+ai||P z_ \\2)1/2
U Mk 4 Py M -1 "k
Or les ensembles : A ,...,A , A restreint i z s
: LRI & Ry
A .+«.,A restreint 3 z_ etc.. forment une famille subordonnée

P+l Py Ry

d la famille (zn ).
i

18
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On en déduit

k
||Zaizn'|| < sup{(Z|legZ a; Zn.)
i 1=1 1 2
2 2

KK

Aj famille subordonnée aux (zn )l o+ (aéeg +...+ a 1/2

i

1/2

Supposons €,...£, choisis pour que (a2€ +...+3252 < el
2 k 272 k'k

on obtient puisque

||za.z || = sup{ (Z| | P! ; a,z ||2)]/2 ; A! subordonnée aux (z_ )}
Ry L i TRy g mi
2-  sup {c||p! a; z ||2 )]/2}! < 2¢e8
A1) I i i

Mais pour chaque ny<e..<ny

sup{ (Z| |P! (L a.z )H2 )1/2 ; (A!) admissibles, subordonnés aux (z.)}
53 iy e ] L
~ 2 2.1/2 _ 2.1/2
- lag2la 117 = ala D2,
i
et donc l [ (Z|ai[2)1/25 < 2ef

et, comme cecl est vrai pour tout € > o, on obtient la proposition

dans le premier cas.

Nous allons maintenant nous intéresser au second cas,

c'est-3-dire supposer que A = max|z (k)| 4 O
n L e

Nous allons d'abord démontrer un lemme de décomposition de la
suite z; - Comme les blocs sont consécutifs, on peut, puisque la

base est inconditionnelle, supposer tous les coefficients positifs.

19
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LEMME 7. - Soit z; une suite de blocs consécutifs normalisés.
Il existe une sous-suite, encore notée z;, pour laguelle

on peut écrire

z. =2z! + 2"V , ou :
i i i

a) pour N 2 1, j 2 0 si pour un io s zi a N coordonnées

qui vérifient Tr

< zi (3) < l? , il enest de méme de tous
2 o

2

les z! , i > 1 .
i )

b) sup||zi|51| > 0 si l'on note z|g le bloc défini par
§ >0
(z] ) (k) = 2(k) si z(k) <6,
= 0 sinon

c) max||z"(&)||] > o© .
k t 1>+

DEMONSTRATION. - Observons d'abord que, puisque les blocs sont
normalisés, on a zi(k) < 1 Vi, V.

. - ]
Dans chaque z;, on regarde s'il y a une coordonnée > 5

Si c'est le cas pour une infinité de z; , on extrait la sous-

. )
suite correspondante z;

on met dans z' la coordonnée > 1/2 , ou l'une d'elles s'il y -en

) .,

. Pour chaque z de cette sous—-suite

. ( - .
a plusieurs. On note uy le bloc obtenu a partir de z;

remplagant par O la coordonnée mise dans z'.
- 1 . ~
On regarde d nouveau dans chaque u.( ) s'il v a une coordonnée

(1)

1 . s s . .
> 5 - Si c'est le cas pour une infinité de u. , on extrait la

(2)

- 1
correspondante, on met dans z' la coordonnée > =

(2) 2

sous—sulite zi

et on appelle ug le bloc obtenu en remplagant par O les deux
coordonnées >1/2. Comme ‘|zi|| = 1 , compte tenu des propriétés
de la fonction d'Orlicz, il ne peut y avoir plus de deux coordonnées

>1/2 dans une infinité de blocs z, .

20
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On refait la méme opération avec les coordonnées > 1/4 : sur z.
s'il n'y avait qu'un nombre fini de coordonnées > 1/2, sur u{l)
. . P . 3 - / -
ou uf?) si 1'on avait déja extrait des sous—sultes. On repéte
i
1'opération pour 1/4 un certain nombre de fois si nécessaire,

on passe a 1/23 , et ainsi de suite.

(n)

On considére la suite diagonale z Pour chaque €lément de

\

cette sous-suite, z' a un sens et est constitué de ce qu'on y a

mis 3 chaque étape.
On appelle z" ce qui reste. Pour chaque o > o, on a

max z;(k) > a seulement pour un nombre fini de i, et donc
k

max z!" (k) > O .
i .
k 1>+

Pour chaque io , 81 une coordonnée se trouve dans zi avec

(o]

1

2 o)

i on retrouve dans zi , 1> io , une coordonnée

N —

vérifiant la méme estimation. Le nombre de ces coordonnées est le
= ' ' : :
meéme dans z. et z, , 1 > 1 .
1 i o

o

I1 nous reste & montrer que sup||(z!|6)]| > 0.
i . § >0

Sinon, il existe un €> o tel que, V§ > o, on puisse trouver un i
avec ||(zi|6)|| > €.
Soit §, = 1/2 et soit z; le bloc vérifiant Il(zi IG) [l > ¢
1 11
C'est un bloc fini, et donc pour §, assez petit, lei ls 3| = 0.

2
Soit zi tel que l|(zi lé )}[ > g, et ainsi de suite ; on construit
2

une suite anao et une suite zi associée.
n
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Mais, par construction, les coordonnées de chaque zi se

retrouvent dans tous les autres, avec le méme ordre de grandeur.

1

Pour chaque n > | on peut donc trouver un Zi(n) qui "contient"

z! |6 seeuy Z) ‘6 , et on peut le prendre assez loin pour que
1 1 n n

' iy . .
23 () (zi(n)ll 62 soit recouvert par un ensemble admissible

2

1 1

1

(c'est le morceau qui "reproduit" z: tG ,...,zi ‘6 ). D'aprés les

1 71 n n

> o , ce qui
n—>+ <«

propriétés de la fonction d'Orlicz, |[zi

(n)llz¢

contredit I‘zil‘ < 1 Yi. Ceci achéve la démonstration du lemme.

Soit ue,2¢. Pour n€iN , on note t_u 1'élément u décalé
n
de n rangs vers la droite, c'est-d-dire T u= I a, e, , Si
n . 71 i+n
i
u=La, e..
i 71
LEMME 8. - Soit z; une bonne suite de blocs normalisés consécutifs.
Le modéle étalé construit sur la suite zi (définie au lemme 7)
est isométrique au modéle étalé construit dans 2¢ sur une

¢

suite T u , pour un u€g et une suite nk//4+ ©,

DEMONSTRATION. - (Quitte & extraire une sous—suite, on peut supposer

que, pour chaque k > o , les coordonnées de za comprises entre

]

k+1

et —%- admettent une limite. Notons 1 > &, > #,>... les limites
2 2

1 2

ainsi obtenues (on peut ainsi avoir 1 > R] > 2

> 5 2 £3 > 24 2 2

1
2772

et définissons u par u(i) = L

¢

Nous allons voir tout d'abord que ue€f’ . On sait que pour

chaque i, Ilzill < 1, donc a fortiori, pour chaque k > 0 ,

Ilzi-(zill/2k+l )||‘6 1. Mais d'aprés la propriété précédente,
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le "morceau" zi - (zil k+l) se retrouve dans tous les z! , j > 1.

1/2 h]
Or ce morceau contient un nombre borné de termes (dépendant seulement
de k), et donc, pour j assez grand, il peut &tre recouvert par un

ensemble admissible. Ceci donne

¢

2 7 ||z} - (2! M= 1lz) - 2! )|
7z ] ] 1/2k+1 ] 1 ]/2k+1 .

et donc |[(2i)ll s € 2, considérant seulement les termes Ri,zl/z
2

k+1
Mais ceci est vrai pour tout k, et donc ||ul] o 2.

Déterminons maintenant le modéle &talé construit sur la

suite z!.
i
Soient apseesdy des scalaires. Soit € > o, et soit 6> o

tel que SUP!|ZiI6|| < E/Ziail .
i

Posons v, = zi-zi|6. Le nombre de termes non nuls de v,

est borné par un nombre qui ne dépend que de §. Il en résulte que

pour n, assez grand :
k
ll? aivnil‘ = 'l? aivni|‘2¢‘

La norme 2¢ est évidemment invariante par permutation des
coordonnées. On peut ranger chaque v. par ordre décroissant des

coordonnées , admettant les limites Z] > £2>... . S1 1'on note m,

1'indice du premier terme non nul de v, sona donc :

: : | i
||z a. v ll -]z a, v_ ul > 0
A A T S A W
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Finalement on obtient

k k
lim || 2 aiz!|‘ - Lim || a; T u II s
n]< <nk t ny<eeeeny 1 i )
> 4+ © > 4+ ®
T 01 el
< lim L a.{z!'| )|l < ¢
n,<...<0n i=1 17108
1 k
> + ®

et comme ceci est vral pour tout € > o, le lemme en résulte.

LEMME 9. - Le modéle étalé construit dans 2¢ sur la suite

v

T u (u €2¢) , est isométrique a 1'espace £, ou y est la
fonction d'Orlicz :

() = L ¢u(i).

iel
k
LEMONSTRATION. - Déterminons ||Z a7 uf] s - Posoms
] i 8
p(t) = o(u(Dt)+...+p(u(k)t)+... On a, pour tout C ,
k :
(Z aiTn u) (3) a
: . .
L o — ) - b —o
j j nk ?»+ ©
n2->+oo

puisque la différence est majorée par les termes

alu(nz—nl+1) alu(nz—n]+2) azu(n3-n2+l) azu(n3-n2+2)

¢ ( C ) + ¢(————-—E————— Y+.. o+ ( ‘C Y+¢ ( c Y+,

Si 1'on a extrait une bonne sous—suite de la suite des T_u il en
n b

résulte que :

k
Lim IIZ a.t u!‘ = (a.) ce qui achéve la
n <<y R TR ey ||2¢ ’
> + ®

démonstration du lemme.
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Si 1l'on est dans le second cas de la proposition,

max lzi(k)[+ o ; on peut donc supposer que, pour un certain §>0 ,
k

z, a une coordonnée > §. Il en résulte que ||ul| > §, et donc

-

>:¢(”—§—i-)-) > 1. D'od
i

u(l)t) = w(—) et la fonction

6(6) < T o p(e) « Rl o
1

w(EO est équivalente 3 la fonction y.
3 q

Achevons maintenant la démonstration de la proposition.

On a : K K
1352, 11 < 112 22, 1]
et donc
tin  lzay 2 || > 6/l capl]
0y <.e.<ny 1
> < o
si [lz) || >
Ny gf
Par ailleurs
[1Za; 2] < ||za; 2! || + [[za; 2" |]
i i i
et donc
k k
. 2 2
tin (12 a2 |1 < [[apll , + clalhH
n]<. .<nk 1 1 2 1
-> 4+ ©
d'aprés ce qui précéde et la premiédre partie de la proposition.
Il nous reste 3 montrer que (Zla | 1/2 < ‘I(ai)|i

Zw'
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Or il existe G » O tel que ||.|| > G||.|| ,. Donc
£¢ 22
I|Zai Tniu|1£¢ > GlIZai Tniu||22 .
Vs ot PR 2,1/2 .
D'ol 1l'on déduit ll(ai)|| M G(Z|ail ) , ce qui prouve la
L

proposition. Il est évident, & 1'inverse, que l'on peut obtenir

n'importe lequel des modéles étalés annoncés par la proposition.

REMARQUES. - 1) Il est clair, au vu de la discussion précédente

¢

qu'un espace ne peut jamais avoir 2" pour seul modéle &talé :

si une suite (xn)n N de 1'espace donne 2¢ comme modéle étalé,

=

S1 on pose y = Zai X. , et Yy = Lo

5 la suite des Yie

. X.
i “i+k

v

engendra un modéle qui peut étre un £  , si les o, sont conve-

nablement choisis.
2) La remarque faite par B. Maurey et 1l'auteur 3 la

¢

, 1'espace construit

b

fin de {4] est erronée : outre c, et %
dans [4] a pour modéles étalés des espaces & , comme expliqué ci-

dessus.

§ 111, UN ESPACE DU TYPE JAMES-TZIRELSON,

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons aux espaces
n'ayant que 2! pour modéle étalé. Un exemple de tel espace est
évidemment 2! lui-méme, mais il y en a un autre, qui est 1'espace de
Tzirelson, dont nous allons maintenant rappeler la construction,
car nous aurons besoin de démontrer sur cet espace un certain

nombre de résultats.
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1. L'ESPACE DE TZIRELSON.

Soit Al""’Ak une famille finie de sous—ensembles finis
consécutifs de N* . On dit que cette famille est admissible si k
est au plus égal au premier élément de Al' I1 faut bien noter que
ceci n'implique aucune restriction sur chaque A; individuellement

ils peuvent &tre, si l'on veut, trés longs ou trés lacunaires.

Si x = (x(k))ke:N est une suite finie de réels, on pose
=1, = 1=,
o
1
[xl1 = maxt [l ]pmax 2 112l

®
oli max désigne le maximum pris sur toutes les familles admissibles

d'eégémbles, Pj étant la projection sur Aj'
Si [|x||n_1 est définie, on pose

. 1
lel[n = max{'fx][n_l , max % ? l|ij||n_l} .

On obtient ainsi une suite croissante de nombres, tous majorés

par ||x|| . On note ||x||T = lim ||x|]|_ , et 1'espace de Tzirelson
21 n->+ow a

(Y

sera la complétion de R pour la norme ||.|[

T
La norme obtenue posséde la propriété suivante

}, VxeT ;

- 1
(M [lxllp = max{|[x]], , 3 i%f AL

o

elle s'obtient aisément au vu de la définition de ||.[|T.

(N)

La base canonique de R est une base inconditionnelle de T.

Par ailleurs, si v ...V est une suite de 2n blocs consécutifs
2n

sur la base canonique, normalisés dans T et si 1'on note Bj le

.B est admissible et on obtient

support de Vj’ la famille Bn+]" on

d'aprés (1)
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2n I 2n | 2n
Il b a.v.l‘ > = I I!P z a.v.|| = = L la.l
1 1''T 2 B 1 1''T 2 i
n+l ; ] j n+l n+l
1
et les blocs Vo1 Von engendrent doncl(n).

Cette propriété implique que T ne peut contenir ni Cos ni aucun
Zp, p > 1. La proposition qui suit montre que T ne contient pas 2L
Sous une forme un peu différente, elle est donnée dans Lindenstrauss-

Tzafriri [S] , tome I.

PROPOSITION 1. - Soit r un entier, r > 2. Solient VsV seeesVo

des blocs consécutifs normalisés dans T. Si v0 finit avant

r/2, on a :

V]+...+V 7
r
vy + ——lly< ¢
V]+-..+V
DEMONSTRATION. - On a ||v_ + . = ||, < 1. Soit maintenant
(A, une famille admissible d'ensembles.

J J=]"'k

Si Al commence aprés le support de Vs on a

1 v,t...+v vV, t...tv

7 LlIEy v =

T
I 0 r ||T

1 1
SRl
J

1,

Si A1 commence avant le dernier élément de Vs la famille a au

plus r/2 éléments. Notons

¢ =1{i> ]’||Pjvi||T # 0 pour au moins deux valeurs de j},
o={1i321, ||Pjvi||T # O pour au plus une valeur de j}.
Alors |5| < %-— 1. Par ailleurs, on peut écrire
1 Vitee vy I
7 DIIE e ——llp < 7 T IRyl
] 1
+ 5= ¢ I||Pvilleates= T Il|P.v.]]
2r ies j jit'T o 2r i eo jitiT
<1 + = |0|+ ——Jo] =1 + l§L + E:%%L %-+ gr < %-'
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et donc finalement, d'aprés (1),
V.ot .4y
1 T

- e <774 .

v, +
o
Il est aisé d'en déduire que E ne contient par 2! : g'il
le contenait, on pourrait, d'aprés un résultat de R.C. James,

trouver une sulte de blocs consécutifs normalisés 4 vérifiant

3

Zlail , pour toute suite finie de scalaires. Mais
si n, est 1'indice du dernier coefficient non nul de v, s on aura,

sir=2n,
o

[]vo + >Tp » e qui contredit la proposition 1.

Puisque cet espace est 3 base inconditionnelle et ne contient
ni 2! ni <y il est réflexif. Il est clair qu'il n'a que %! pour
modéle étalé : pour le montrer, il suffit de considérer les suites
faiblement convergentes vers O, c'est—3-dire les suites de blocs

>k , 2 ,...,2 donnent £1

consécutifs. Alors, dés que n, n, n k)"

Si on décale un élément x¢ T vers la droite, c'est-d-dire
si on fait agir le shift S sur x, il est clair que la norme de

X ne peut qu'augmenter : on a }lel]T 2 IIXI‘T » puisqu'on peut

utiliser plus d'ensembles pour estimer Sx que pour estimer x ;

il est immédiat de constater sur des exemples que 1'inégalité

peut &8tre stricte. Le fait de supprimer un ou plusieurs zéros au
début d'un bloc fini affecte donc sensiblement sa norme. Néanmoins,
nous allons démontrer la proposition ci-dessous, qui sera un
ingrédient essentiel pour notre construction. La démonstration que
nous en donnons est due & B. Maurey ; elle remplace notre argument

d'origine qui &était notablement plus compliqué.
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PROPOSITION 2. - Si x est un bloc fini qui commence au-dela de
, . -1 3
l'entier n, on a ||$ XHT > (1 - H)‘IXI|T'
DEMONSTRATION. - On peut évidemment supposer ||x||; = I.

Dans la suite de cette démonstration, nous dirons qu'une famille
de blocs est admissible si la famille de leurs supports 1'est.

si | :

_l —_
|| = 1=l ators []s x|| > [[s "x|| =[]l >
et la proposition est démontrée dans ce cas.

Sinon, d'aprés (1) il existe une décomposition admissible

2
1
X = 'Z X, , avec 1 = llx|l =3 .Z [|xi|lT.
1=1 1=1
Deux cas sont possibles :
- ou bien la famille (S—lx.). est admissible. On ne

171=1,...,%
modifie alors pas la famille (xi)i—l . 4 cette Etape.
Tharees

- ou bien la famille (S_lx.). ne l'est pas : cela
171=1,...,4%

n'est possible que parce qu'elle a un ensemble de trop. Il faut

aussi que £ > n, puisque X commence aprés n. On supprime alors

1

le plus petit des ||S~ Xi|lT , soit ||S—1xio||T . On a

-1
s x; 1y
o

s |x

lollT , et 1'un des l|xi!lT est & i-{ 2/n.

_1 1 -
On a donc ||S X, IlT < 2/n, ou §4|S ]Xi |

o [¢]

Soit I] 1'ensemble des indices restants. Si ie;Il et si

[lxillT > l[xi||0 , on écrit pour chaque i une décomposition

. Soit n. le début de x..
i i

C. 1
admissible |]xil|T =5 ? |Ixi’j||T

Si la famille (S—lxi j)n n'est pas admissible, la longueur de X,

est > n..
-~ 1
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Soient i.,i,,...,1 les indices tels que (S—IX. .). ne soit pas
1772 p i.,37]
k
admissible. On a : n n, o puisque la longueur de X, est » n,
1 1 1
On a n. > Zni s By > 2n. > 22n , et n, > Zk_]n.
2 1 3 2 k
Pour chacun des indices il"'ip , on supprime 1'un des
-1 . .
ensembles (S X j). , et, pour celui qu'on supprime, on peut
supposer % ]]S—li. lIT'S %I]x. . IIT‘S ! < i_]
SN Mk ", 25

La somme des contributions & llxl[T ainsi perdues est, pour

ce niveau, au plus

5=

1 | I |
- )X — . . < = (= — +...) =
2 =1 (2]lx1k’JkIIT) ) (n * 2n * )

Au niveau suivant, I, sera l'ensemble des couples (i,j), avec

2

i €I] et j non supprimé au niveau 1. Si llxi,leT > ilxhjli ,

)
on gerit ||x .||, = = N . |
1,3''T 2 K 1,],k''T
=1 .
On range les (x..) tels que (S x. . ne soit pas
8 (x; 5 que (5 "x; 4 )y P
admissible en une suite, notée Zyeeez oo Soit n, le début
de z, . Comme précédemment, n, 2 2np 2 22n.
4 2 R A
1 = 3 . ] ' . . 1 M
Si zZg xl’J , on supprime 1l 'un des 1-(1’3’k » SO1t Zl,kl H

] 1

.. | |lo g — & —— .
Lijk''T n, 21 ln

. . 1
cecl peut se faire avec Ell

La perte enregistrée 3 ce niveau dans la norme totale est au

plus
1 1,1 1 1
7 Cllzg g Hpsg@rm* =5
L L
On continue ainsi. Les pertes aux niveaux suivants sont au
plus %E s %E yo o Comme X est un bloc fini, le processus doit

s'arreter au bout d'un nombre fini d'étapes (i.e. on finira par

tomber sur des normes ||.||O).
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La perte totale sur I}X|IT enregistrée au cours de toutes les

étapes est au plus

+ + +

Ly
n 4n

/A
B lw

o=

1,1

n n
Une fois &liminés tous les ensembles en trop, on obtient
- o . -1 -

une décomposition admissible pour S x en décalant vers la

gauche tous les ensembles ayant servi pour x ; elle donne alors

.lS_]xilT > 1 = 3/n. Ceci prouve la proposition.

2. L'ESPACE DE JAMES.

(N)

Sur R , on considére la norme

x5 = supl [[x(pD=x(py), +oty x(py _)=x(py, M|

5
keN 22
kel 5 py < py<evs <py
L'espace J est la complétion de R(N) pour cette norme.

I1 posséde les propriétés suivantes (voir R.C. James {7])

~ J n'est pas réflexif, mais est de codimension 1 dans son
bidual et est isomorphe & celui-ci.

- J est séparable ainsi que ses duaux successifs.

- J contient 22.
Les modéles étalés de J dont le suite fondamentale est

basique ont été déterminés par A. Andrew [f] : ils ne peuvent

&tre que 22 ou J.
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3. UN ESPACE DU TYPE JAMES-TZIRELSON.
Soit & nouveau T 1'espace de Tzirelson du § 1. Sur RGN),

notant x = (x(k)) , on considére la norme

k e N

x| g = supll] = =x(py) s e ooy xlpy - )=x(py N7 5
k€lN‘k, p1< P2 <.ea< ka 1.

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'il s'agit bien

() ()}

d'une norme sur R . On note E la complétion de R pour cette

norme.

Les différentes propriétés de E vont provenir soit de celles
de J, soit de celles de T. De ce fait, les propositions qui
viennent suivront le méme esprit que les propositions correspon=

dantes pour J ou T, avec, &videmment, quelques difficultés techniques

supplémentaires.
. @)
PROPOSITION 1. ~ La base canonigque de R est une base de E.
m P
DEMONSTRATION. - Soit x = f a.,e, , soit p<m , ety = I a.e..
p b ; 11

Posons ai = a; si i< p, ai =0 st 1 > p. Pour une certaine suite

p] < pz <ooo< pzk, on a

Hylle = 1@ =o' ..., o -a' ]
B Py P Por-1  Pox T

et on peut supposer que dans le dernier terme a' et a ne

Pop-1 Pox

sont pas nuls tous les deux (sinon, ce n'est pas la peine de l'écrire).
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De ce fait, Py < P mais, bien sir, on peut avoir Py, > P-

Considérons maintenant pi < . < pék , définis par :
| - + 1 < -
P Py pour i1 & 2k-1,
et pj, = Py ST Py P s
' m+ | si Py > P-
On obtient alors
HXH >|l(av‘a1""9av _av)‘l
T
E Pp P Por-1 P2k
> II(O" - o s . , a -a' )ll
1 P2 Pok-1  Poi T
> lyllg s

ce qui prouve que (ei)i % est une base monotone de E.

eN

PROPOSITION 2. - E n'est pas réflexif.

*,
DEMONSTRATION. ~ Obegervons d'abord que pour tout x de R(N ),
{le|c < llxi[E . En effet, pour tout k > !, choisissons P, = k
o
et p, assez grand. On obtient
lX(k)' = lX(p‘)—X(PZI = ||(X(P1)‘X(P2),O--')||T <€ ||XI|E'

Donc E est contenu dans (% , avec injection continue.

Pour n > 1, considérons Y, = e, - Dans E, on a l|yn|| = 1

_— g

si1 1'on choisit P, =0, P,= n+l, on trouve ||yh(p])‘ynﬂp2)|fT =1,

et aucun choix de Py v+ <Py, DE donne mieux.
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Puisque (ei)ie.N* est une base, les formes linéaires coordonnées
sont continues, et une sous—suite faiblement convergente de la

suite (yn)n , | De peut converger que vers la suite constante

. i .
(1,1,...), mais celle-ci n'est pas dans g La suite (yn)n -

n'admet donc aucune sous—suite faiblement convergente, et E

n'est pas réflexif.
PROPOSITION 3. - E ne contient pas !

DEMONSTRATION. - Supposons le contraire : il existerait des
blocs normalisés z, > équivalents 3 la base canonique de 2! .
Quitte & passer & une sous-suite, on peut supposer que Yk,
z

lim z_ (k) existe. En posant zé = , qui est encore

z -
2n+1
n> +®

2n

équivalent 4 la base de 2!, on obtient Lim z'(k) = 0 Vk ; 1la
n—-> +o

suite (zé) peut étre remplacée par une suite de-blocs consécutifs
normalisés (z;). Par un procédé di a R.C. James, on peut améliorer
les estimations données par (z;) et obtenir

Si E contient 21, il existe une suite (u ) de blocs
n‘nelN

consécutifs normalisés vérifiant, pour toute suite finie de

scalaires (ai):

9
(2) Hz oy ull 2 55 Tley
1 1
puisque ||| _< |[|lg,onallufl <1, Vozo,
o]
u +...+u u,  +...+tu
Posons y_ = —2———~——12—-, vy = e 3l , etc ..., si bien
© 16 16

que (yn)neiN vérifie encore (2) , mais de plus | ‘ynl ‘Co < 1/16 ¥a3zo.
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Quitte & extraire une sous-suite et renuméroter, on peut également
supposer qu'il y a au moins deux entiers entre le support de

chaque y, et le support du suivant.

Soit n 1'indice du dernier terme non nul dans Vg » et,

o4+
. Y1 Yr

o . D'aprés(2), on a

pour r = 1, soit Ur =y
r

llUrll > 18/10.

Soit P <+.:< Py, une suite strictement croissante d'entiers.
1 = -— ( - '8 i
La suite S (Ur(pl) Ur\pz),...,Ur(ka_l) Ur(ka)) s'écrit
© © o o] o /.O\ 1
= (YO(P])“YO(PZ),---aYO(PZkO_l)‘YO(PZkO),YO(P2k0+])‘;'Y](Po)a

T T~

N 1 1 1 1T 1 1
Vi 7 v (py)se s yl(pzkl_l) y](kal),r yl(p2k1+l) = Y,(p))

wn

N —

r

R|—

2 1 2
YZ(P])‘ ? YZ(PZ)---) ’
ol les termes surmontés de ~\ peuvent ne pas exister.
Respectant dans la suite ci-dessus 1'ordre et 1'emplacement des

\

termes nous posons vV _ = (YO(P1)'Yo(p2)""’yo(kao-l)_yo(kao)’yo(p2k0+1))’

<
]

1 1 1 N
] (O,---;OaY](PI) yl(pz)""’yl(p2k1+1) yl(kaI)’ yl(p2k1+])),

- T _ r r I - T
Vr = (0,-~-:.0,YT(P1) yr(Pz)a"'yyr(kar_]) YZ(PZRr),Yr(PZer))-

n

. )
On a \lvillT <1 ¥i =0...r 3 v, comporte au plus 5

termes non nuls. Donc, si r > s d'aprés la proposition 1-1,

e
vy + ———— |

7 < 7/4. Mais on a
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Vl+...+vr | /'1\ | l/z\
!lUr[lE S !luo + '““‘;————-[IT + ;—lyl(po)l 4+ — yz(po)l+..,+

r

1 . . -
= [y (po)| < £-+ %E = %%-, ce qui contredit (2), et achéve la

démonstration.

PROPOSITION 4. - Tous les modéles étalés de E faits sur des

suites de blocs normalisés consécutifs sont isomorphes a gl

DEMONSTRATION. - Soit (zi)ie une bonne suite de blocs normalisés

N
consécutifs.

Soit N » 1 et soient R des scalaires. On a :

N
1 1 1
(3) llz:'aizn'll ZII(O,""O’O’I(ZH (pl)_zn (pz))""’al(zn (ka _])
1 1 1 1 1 |
1 2 2 2
~z_ (p,, W 0,..0,0,0,(z_ (p7)=z_ (pS))-..,a,(z_ (p5, _.) -
n, 2k1 2 n, 1 n, 2 2 n, 2k2 1
2 .
—z_ (p5, M0,.. )|
n, 2k2 T

pour toute distribution d'entiers pi < p; <ou <p;k < p%<... <p§k <iein

] 2
le nombre des zéros avant la premiére différence est la moitié

du nombre de zéros avant le support de z le nombre de zéros du
1
second groupe est la moitié du nombre de zéros entre z etz ., etc.

Respectant 1'ordre des termes et le nombre des zé&ros,

nous posons

1 1 I 1
v,o= (O,...,O,zn (pl) z_ (pz),...,zn (p2k _]) z (p2k M,
1 | 1 1 1 1 1
2 2 2 2
v = (0,...,0,z_ (p)-z_ (p)s.-esz_ (py, _.) —z_ (p, )) ,
n2 n, 1 n, 2 n2 2k2 1 n, 2k2
etc. si bien que le terme de droite dans (3) vaut
N
12 o v,
1 1
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Si n, > 2N, le nombre des premiers zéros est au moins N, et

donc la famille Vo seeesV est admissible ; il en résulte que
| J

N 1
IS
1 1 1

T P

lillleg g

1
Py, » Om peut

En choisissant convenablement les p}
1

réaliser l]vn l’ = ||z Pour les suivants, ce n'est pas si

nlllE'

T
clair, car les P étant choisis, le nombre de z&ros avant la
premiére différence z (p?) -z, (pg) peut étre insuffisant pour
2 2

que 1l'on puisse obtenir Ilzn IlE par un choix convenable des pi.
2

. . . | - . . .
I1 serait suffisant si les P étaient consécutifs, mais ceci

n'est pas assuré. Mais le nombre de zé&ros qui manquent est au plus

€gal 3 la moitié de la longueur du bloc z_ s que nous notons %n)'
1 1
2
On peut donc trouver des P tels que :

1

5 L(n))

2 -\ )

Ils VDHT—||ZDI‘E
2 2 , |
o) )
Mais d'aprés la proposition 1.2, ||Vn ]lT /(1_2_02 Jllsz 1 i |lT
2 2 2

et, pour n, fixé, on peut donc obtenir Hvn IIT > %1[zn |‘E , en

choisissant n, assez grand. Puis ., étant ainsi fixé, on choisit

. 3
ny , puis les p; , pour que

1 1 1
Hu |1 20 == K v
n3 T n3
1 | S
ST |s§7L(n‘h 2 L, 1 et ainst de suite
) ny T 72 gl E € :

n3“T
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On aura finalement

ce quli prouve la proposition.

Par la suite, nous montrerons le méme résultat pour des
suites de blocs normalisés quelconques (non nécessairement
consécutifs). Cela se déduira tré&s simplement des informatioms
que nous allons maintenant obtenir concernant le dual E' et le

bidual E".

PROPOSITION 5. - Les formes linéaires coordonnées (f_ )
n’new’

forment une base du dual E!

DEMONSTRATION. - D'aprés un résultat de R.C.James [7] , 11 suffit
de montrer que la base (en)nEIN est contractante, c'est—a-dire que
VEecE', sup{|f( T oy ei)] N NI oy ei]| =1} > 0 .

i»n izn n>+w

Supposons que ce ne soit pas le cas. On pourrait alors trouver

une forme linéaire continue f, un § > o, et une suite (zn)n> 1
ra
de blocs consécutifs normalisés avec f(zn) > 8, ¥n > 1. Soit

o 1'indice du dernier coefficient non nul de z_ - Puisque E
ne contient pas 21, E X E ne le contient pas non plus, et on peut

trouver une suite de scalaires (y.). telle que I y_z_ converge
i1 2 o o
1 = + o,
dans E, I Y, &, converge dans E, mais ilynl

n n

1

Nous allons montrer que Zlynlzn converge dans E : on aura
n

ainsi une contradiction, car si T ’Ynlzn + z , on aura
ngq q+®
f(z) = 1lim T lynlf(zn) > § 1lim E |Yn| = 4+
gt ns<q gq->+o n<q
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,/\\ PR

. . 1 1 1 2
Soit g > | et soient p1< v <p2k] < p2k1+1< P, <Py <---

des entiers. Considérons

1 1 1 1
= ll(l'\{q+1l(zq+](p1) Zq+1(p2));-.-,|Y +l' (Zq+l(P2k1_1) Zq+](P2k1)) ,
/\\ -
1 2 2
,Yq+]izq+](p2kl+]) 'Yq+2‘ q+2(P )'Yq+2| +2(p1) zq+2(p2)))"‘)||T

1 1 1 1
En posant Vq+1 = (zq+1(p1) zq+1(p2),...,zq+](p2k1_1) zq+1(p2kl)’
/1\.
Zq+1(p2k]+1))a

= (0,...,0,z

//////A\\‘\\

q+2(p2k2+1))’

2 2 2
q+2(p]) zq+2(P2)s---,Zq+2(P2k2_])_zq+2(p2k2) /7

etc, on obtient

T
A sz vl = H,0qy Ll q+2<p ),
1> q+l
/‘\\\
0,.+50,(¥ )2 q+3(p )50, 0| g

Mais la base canonique de T est inconditionnelle, et d'autre part

2 . N 1 -
|zq+2(po)[ < 1, et ce coefficient est précédé d'au plus 7 Mq+p ZETOS.
De méme, z (p ) apparalt 3 un rang au plus égal a l m En

q+3’

décalant éventuellement vers la droite, et supprimant les valeurs

absolues, on obtient donc :

As || ¢ Y, vill. +]] 2 v, e, ||
q+! . iyqer boImg T
Mais || = vy, v.ollo < |l 2 v, z.|| et
1 b F N Paqel L E°
[l Y; €, Il <]l = Y e || . 1 )
g+ lm. i m, 'y 3 ceci prouve la proposition
12> qt
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Il résulte de cette proposition que E' est séparable, .et
donc que la boule de E" est métrisable pour o(E",E'). Tout
€lément de E" est donc limite d'une suite d'éléments de E, pour
6(E",E'). Ce dernier fait est également la conséquence directe

du fait que E ne contient pas &!, d'aprés Odell-Rosenthal [Q] .
PROPOSITION 6. - E est de codimension | dans EV

LEMME 1. - Soit (zn) une suite de blocs de norme 1 dans E,

nelN

telle que V/k, lim zn(k) existe (on la note z(k) ).
n-—> +c©

Alors lim z(k) existe.
k> 4o

DEMONSTRATION DU LEMME 1. - Supposons au contraire que cette

derniére limite n'existe pas. Alors lim sup z(k) % lim inf z(k).
k-~ +» k> + o

On peut alors ttouver L€ R et € > o tels que, pour une infinité

de k, z(k) 2  + € et, pour une infinité, z(k)< & -e. Extrayant

- - . b
une sous—suite, on peut donc trouver une suite croissante d'entlers

kj tels que, View |,
z(ij) < f-t

z(k ) » L+e.

23+1

Soit N ¢ N, on peut trouver nelN tel que

T Iz (k.) - z(k.)[ < g€. On aura alors
igon 01 L

Hzgllg 2 11z Gz Gy seensz Gy =z, G [y

> || (2(kD-2(ky), .oz (k Y-z (k

2N-1 2N)||T T e

Les N différences écrites sont toutes au moins égales & 2e
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I1 en résulte que :
z 1y 2 2l )l -e 25 26 - = (-De

et, si N est assez grand, ceci contredit le fait que [|zn|1 <1

et achéve la démonstration du lemme 1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. - Soit £¢ E", ¢ E. , avec
||€|1E" = 1. Soit (z_) ume suite d'éléments de E, avec ||zn||E <1
convergeant vers £ pour o(E",E'). On peut supposer que vk,

lim zn(k) = z(k) existe ; on peut aussi supposer que les z  sont
n—>+ «©

des bloes finis.

Pour tout k 2> 1, zn(k) = fk(zn) B — E(fk)
n—+

et donc Vk, g(fk) = z(k)f Puisque les (fk)kwsw* forment une base

de E', £ est donc donné par la suite Z=(z(1),z(2),...).

Soit & = 1lim z(k) , donné par le lemme 1. Notons

k> 4
n

1= (1,1,...) : c'est un &lément de E", car si Y, = ) e; , on a,
1

pour tout n : n
15 oy gyl > Tz (001 = [Ty
Nous allons montrer que &. I-Ze€E. Pour cela, il suffit de
montrer que la suite : n
W= kio (sl-z(k))ek

est de Cauchy dans E.
Soient donc, myn€N avec m < n. On a :

W-W = (0,...,0, 2~z(m+1),...,2=2(n),0...)
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La norme “wm-wn‘lE peut Etre estimée par :

A = 110 ,0,8200) 120 )-2(p )+ sy )=2(p,)
e 0’ %P 272 B P 2k’
/\
2=z (py )50 D
ot le nombre des premiers zéros est > [%H, Py <o <p2k+] sont

des entiers entre m+l et n ; les termes surmontés de.~ peuvent ne

pas exister.
On a :
A s|]00,.0,0,2(0)-2(py) oo s2(p,, D=2l DL

ezl + -2y, )

Soit € > 0. Si m est assez grand, on aura lQ—z(pO)l < g/6.

et lﬂ—z(p2k+l)| < €/6. Par ailleurs, pour tout i

A< l | (09" . ,O,’Zi(Pl)"Zi(P2),- .. ’Zi(ka"l)_zl(ka))l IT

k k-1
* [Zi(pzj)"z(sz)[ +oT zi(P2j+1)'Z(pzj+1)| +e/6.
=1 j=o
k
Mais .Z l zi(pzj)—z(pzj)l
j=1
k-1 n
P eyl € | -]
J=o 2=m

et, pour chaque m et n , ceci peut &tre rendu inférieur 3 /6

en prenant i assez grand.

> 1

On obtient, donc, pour m > m_ , pour iz o

A <  sup [1€0, .. .,0,2, (p)z; ().
m .Sp1<. . .<p2ksn

+s 23 (Poy )72 (D D I + e /3.

Pour achever la démonstration de la proposition, il nous reste donc

3 montrer :
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LEMME 2. =~ Soit (zn)n une suite de blocs comme ci-dessus. Pour

e N
i,m,n € N, posons :

am = SUP’ l[(Oa"'9Oszi(pl)_zi(p2)"'"Zi(pzk—])
m< plx...<p2k< n
- Zi(ka))llT

. . . Im
ol le nombre des zeros est au moins Ak

. i
Posons am n = lim am n Alors am 0 + 0
1> 4o 4 ’ m,n-> +o

DEMONSTRATION. - Notons d'abord que la limite 1im a; n existe
1> 4o ’

i . ~
car a s'interpréte comme
m, 0

m,n Pm+1,n--l iI§E

en notant Pm+l,n—l la projection sur {m+l,m+2,...,n~1}

Supposons la conclusion fausse : on pourrait trouver deux suites

< < > > Yo .
m, et n, , avec m, ny Moy o et ¢ 0, tels que amgnl evL

-

On pourrait alors trouver iO(Q) tel que VQW Yi > iO(Q) .

a’ > e. Il existe donc des entiers p2 <uaa< pZ avec
m,n 1 2k
2R
m, < p, < pQ < n avec, si 1 > i ()
2 1 2k, T e ’ 7o

% g 2 )
11(0,...,0, 2, (p)) zi(pz),---,zi(p2k2 1)-zi(p2k£))|lT > €.

Mais alors, pour i assez grand, la quantité :
21 Q] 21 21

l‘(o"")oyzi(pl )—Zi(pz )"‘°9zi(p2k —1)_Zi(P2k )’O”"’Os

2 2

1 1

Qz L 12 22
z, (p, )‘Zi(Pz ),...,Zi(kag _1)“zi(p2kl _1),...)llT ne peut étre
2 2

< 1. Ceci prouve le lemme.
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PROPOSITION 7. - Si F = (Fi)ie est un élément de E", on a

N
Fl] o = sup || FII.
E n E
n
en notant Pn = P{O,l,...,n}'

Cette proposition se démontre exactement comme 1'énoncé

correspondant pour 1l'espace J ; voir [7].

On obtient une base pour E" en ajoutant a (en)n « 1'&1ément

€N
e, = I ; un &lément F€E" s'écrit donc F= I Fle. , avec
ieN
F' = A = lim F,_,
o K> oo k
F! = F.-) i3 1
i i
PROPOSITION 8. = La norme |||F||] = sup{||(F' -F' ,...,F’ “F! O lg s
Py Py Pok-1 Pok
k>1, 0c¢ Py < <p2k} est équivalente & la norme de E".

Avec cette norme,E" est isométrique a E.

DEMONSTRATION. - Soit & > o. On peut trouver n et pl<...<p2k tels
que |IF| | € [1PF||uw + ¢ |l(F =F ,.o,F. SF )| +e
B m R Py Py " Pyp-y Py T ’
ey
et le terme F vaut F si Py <n, et O sinon.
Pok 2k
Considérons d'abord le cas od p2k$ n,. Alors
HF]ow = e < |](F_ -0)=(F_ =2),...,(F -0-(F_ -0 ]|
£ Py Py " Poy- Pok T
F' -F' ,...,F! -F! < F
<l p T, p2k)llT < HHEH g
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Dans le cas ol Py > > On obtient :

JIFI\E" - e< il(Fé—F' ,...,Fé +x)]|T

1 P 2k—1
< || @ -F .. F! -F! M.+ |F! +A|
Py Py’ T Pyp3 Popp’ T Poy-1
s |E+E |+ [1#[]]
© Pop—q

IN

|p-r' | + |F -F' |+ |[|F|]]
° Py Py Py

7

sLHFH

A l'inverse, choisissons P< Py<.+ <P, » avec :

F < F' -F' ,...,F'  -F' + e,

LR o < 1 o, o, o ka)ilT €
Sip, >1,onafF  =-F' =F -F i=1,...,k
b Ppi—1 P23 Pai-y Py T

et donc

HIEH] < TTEl g + e

Si P= O , on obtient :

[IIF]]] - & <]l(A-F JFL TF e F -F_ )|

Py Py Py’ Pog-1 Pox T
< |22-F | + 3 max |F -F, [+|](0,0,0,0,F -F__,...
P2 i Pai-1 7Py P9 Pjo
.oy  F -F_ ).
Pok-1 Pox T
3
Mais ||(0,0,0,F -F_ ,...,F -F_ )| |.> (1=9]](,0,0,0,F -F
Py Pig Pou-1 P T4 T pg
.., F . -F )|1T.
Pok-1 Pak
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Donc
F - €& | 2A-F + 3 |F + 4 0,0,0,F ~F evoF -F
1= e<lzior, | allelly, + 411,008, =%, ooty =, O,
< 2A-F + 3| |F + 4 F =-F F -F F -F F -F .o
N N
s B -F_ || +4[|(F_-F ,F -F ,F -F )]
" P Py T Py Py’ Py Ps P Py T
< 1|F] | + |22-F_ |
~ EH p2
Mais F_ > A . On obtient donc, pour n assez grand
n—> +«
L I e N NIRRT
ce qui achéve la démonstration de la proposition.
PROPOSITION 9. ~ E n'a que %! pour modeéle étalé.
DEMONSTRATION. - Soit (z_) une bonne suite de blocs normalisés.
n'neN

I1 existe une sous—suite, encore notée (Zn)nezN qui converge dans
E", pour o(E",E'), vers un £ €E". Puisque E est de codimension 1

dans E", on peut écrire :
£=x. 01 +x , AeR, xe€E ,
et A # 0, sinon la suite (zn) convergerait dans E.

Notons kn 'indice du dernier terme non nul de z

Ot Las 4=

Si yj = e. , on sait que yj > 4 pour o(E",E").

]
- 1A] t
Donc z Aykn+ x pour o(E",E").

Notons Xj 1'élément de E défini par xj(k) = x(k), k £ j,= O sinon.

Alors Xj - x dans E, et donc zn—)\yk X, 0 pour o(E",E").
n n n-> +o©
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Deux espaces de Banach et leurs modeales étalés

Soit u_ =
n

zn—lyk -
n

X - Alors une.E, donc u > 0 pour o(E,E").
n

On peut donc en extraire une suite 3 support presque disjoints,

encore notée (un)

disjoints, avec v

modéle étalé ; on

Zn T kyk *
n

== z
n (o]

avec @y,

blocs consécutifs

Pour chaque

quitte & extraire

+Z.

aprés kn—l

Soient 4 :..

on peut trouver une suite (Vn) i supports

-u -+ 0 dans E; or (un) et (vn) ont le méme

n-> +w

écrira donc

X * Un 0

n

ei H xkn sont les tronqués de x¢€E, et vn des

i supports disjoints.

n, le support de v s'arréte au plus 3 kn H

une sous—suite, on peut supposer qu'il commence

a, des scalaires. Soit € > o, et soit tel

N

(90

que : si d% NETREERES
N N N
[||Z o, Zn.|lE - IZ a, eiil $ € IZ a, eJ
1 i 1 1 ‘N |
€ |Z a, e,
et soit lpl tel que si n > L?, ]Ix—xnllE < —E—l——&——i
Z| a.l
‘ 1 *
Soit 0 = max(dl,d%+l). Soit (Q+N+1 < n1<...<nN.
Prenons : Py = JﬁZ, Py = k0+1+1 » Py = kdhl+2""’
pzj_l = k(9+j_1+2 ’ p2j = k(j"‘j*.] » pour j £ N,
puis PoNe] = kéLN+2 s Poygg = k&]+],...
PoN+2j-1 © k(ﬂj_l+2 > PoNe2j © k(ﬂj”' > J e N
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Deux espaces de Banach et leurs modeles étalés

En se servant de ces 4N entiers p,, nous allons estimer

.. || . Dans les différences
1 'n nong E

+oo.t0 .z )(p,._,) = (o, z_ +...+a 2z
| N e 21i-1 1 n, N nyg

apparaiseent trois sortes de termes : provenant des y, , des X
1

)(pZi)

des v..

i

- la contribution des v, est nulle, car tous les pj se
trouvent 4 1'extérieur de leurs supports.

- la contribution des X vaut

;al+"'+aN| lI(X(Pl)'X(PZ)a-“,X(PZi_])"X(PZi)s---)| !T
N
N (10‘1‘+"°+IQN1)|ix—xplle €|Z &y eil'

- reste la contribution des Yy Elle vaut
i
\l(O,...,O,O,(al&...+aN)—(a2+...+aN),(a2+...+aN)—(a3+...+aN),...,

uN_]+aN—aN,uN)|lT = I|O,...,0,al,a2,...,aN|IT.
1 N
Comme le nombre de zéros est N, ceci est minoré par i—Zlail.
1
Ceci prouve la proposition.

REMARQUE. - Soit E un espace de Banach et (Xn)n une suite bornée

cN
dans E. Les conditions
k
1
(a) IIE'? € xnill > 6 Yk, \/n]<...<nk, V’gl_,,gk =+,
et

®) [[T o x || 28 Zo; ¥(a) 2 0.

n'impliquent pas, méme satisfaites simultanément, que (Xn)neﬂi

ait une sous~suite équivalente & la base canonique de 2t
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Deux espaces de Banach et leurs modéles étalés

En effet, 1'espace E que nous venons de construire n'est pas
réflexif, et d'aprés un résultat de R.C. James, il existe dans E

une suite (Xn)n¢am de points de norme | vérifiant YkeN

dist(conv(xo,...,xk)9 span (Xk+l"")) > &8, et donc a fortiori b).

Le modale étalé construit sur cette suite est 2! ; elle posséde
donc une sous-suite vérifiant a) , donc a) et b). Mais 1'espace E

ne contient pas 21.

Nous allons maintenant nous intéresser aux modéles étalés

du dual E'.
PROPOSITION 10. — Le dual E' n'a que c, pour modéle étalé.

DEMONSTRATION. - Considérons d'abord le cas d'une suite conver—
geant vers O pour o(E',E) : on peut la remplacer par une suite de
blocs consécutifs ayant le méme modéle &talé.

Soit donc (wn) une suite de blocs normalisés consécutifs

nelN
sur la base canonique de E'.
Soilent (un) des blocs normalisés dans E, u ayant méme

1 .
support que w_ , avec wn(un) ;.E-Vn. Alors pour toute suite de

scalaires Gyee ey
1
llalwn]+...+aN wnN||E' > |(al wn1+...+aN wnN)(uk)l2/§ max [ail ,
en choisissant k convenablement.
Par ailleurs, llan W teectag W l'E' = sup |a1 v (x)+...+an (x)|.
! LT PR

Soit x€E avec ||x|] = 1, réalisant le sup dans la ligne précédente.
Pour une certaine suite Py<:+<Py, » OR @

Hxl g = TG =x(,) 50 xlp,y, _)=x(py D |
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Deux espaces de Banach et leurs modeles étalés

Ces p; se répartissent comme suit : un certain nombre, p;,. .,p;k
o

avant le support de wnl, puis p5k0+l avant ce support et pi sur ce
. 1 1 A
support, puls Py++-Py SUT le support de LA etc... Considérons

x' défini par : x'(k) = x(k) si k est dans ie support de 1'un des

w_ > ou si
i _ 0 1 1
K7 Py w1 2 Po 2 Poy 41 2 OC o
0 1
et si x'(k) = 0 sinon.
o] w DN+ 40, W Y = a +.. .40 ! <
na v (x") N Iy (xD = v (%) g iy ® et [x'] <
1 1
N
cela revient 3 dire que l'on peut décomposer x = I X ol X
1 i i
a meme support que LA débordant éventuellement d'un entier i
i
gauche et 3 droite de celui de v (remarquons que cette notation

i
est légérement abusive, en ce sens que, par exemple, X dépend

de W ,W_ ,eee,W ). !

n,’ ' n
1M Iy
Nous allons maintenant considérer séparément deux cas

a) Max w_(k) =~ 0
n
k n> +

Puisque llx'lE <1, ona Vi llxn IIE < 2.
i
N N
La norme de x = ¥ xX_  servant a calculer ll Lo, w ‘!E' estimée
ot 1t N

par des p, <. Si n, » 2N+1, il est clair que ‘lx||E sera

ee< .
Pox 1
estimé en prenant p; = i, i< 2N, si bien que

x(pl)—x(pz),...,x(ka_])—x(ka) commence par au moins N zéros.

Par ailleurs, dans les différences X(ij—])_x(ij)’ certaines

0. (pzj)‘

peuvent étre du type Xn.(ij—l)—x
1 1+1
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Deux espaces de Banach et leurs modz}es étalés

Mais ces différences sont au plus au nombre de N-1, sont majorées

par 4 en module , et donc, pour chacune
N

l(f “q wn.)<xr1i(p23‘—1)"X

(ij))l < 4 max lail. max || wn[‘
1 +1

nzn &)

n.
1
et la somme de ces N-1 termes peut donc €tre rendue arbitrairement

petite en prenant n, assez grand.

1 N
En résumé, on peut supposer que ||x|| = || X || s'écrit sous
la forme 1 .
1 1 1 1
||x\] = ]](O,...,O,xnl(pl)—xnl(pz),...,xnprkl_l)—%n](p2k]),0,...,O,
N N
.0, x (py)-x_ (p,) ...)Il .
my 1 Tyt E
On a donc
N N N
17 o v L s sl 12 ag w1511 E 5 [l 1)
1 1 | 1 1 1 1

en notant z_ les différences faites & partir de X et si n, 2 2N,

N L 1 N i
< sup{|: oy wn.(xn_)[ s 5 Z|1Zn.]IT < 1}
1 1 1 1 1
.- .. 1
Pour o, fixé, on choisit les P, pour que ||zn1||T = ||Xn1||E >
puis, par un raisonnement déja fait 3 la proposition 4, n, assez

2

. 2 .
grand pour que, par un choix convenable des p, , on ait

I[znzllT z-%|[xn2]]E et ainsi de suite. On obtient, LIELUTRE

étant ainsi choisis

N N N
15 o vy e < sop (18 g G015 ol g < 0
1 1 1 1 1 1
N
< 4 sw o o oy 111 1]
1 1 1

2lx |lgpe!

< 4 max Iai[
i
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Deux espaces de Banach et leurs modeles étalés

b) Dans le cas général, on décompose W= wg+w;, comme on 1'a
fait au lemme II.7; Pour les termes w;, on a, d'aprés ce qui

précéde, |l2di wail[E < 4 mix |ak| . Les termes wé représentent

d des permutations prés des translatés d'un méme élément w&E'.
Avec une certaine approximation (meilleure, par exemple que

max[akl), on peut le remplacer par un bloc fini, c'est-3-dire

une somme finie de formes linéaires coordonnées.Or, pour celles—

ci, on a :

N
||Zak fnillE' = supf |f & Bni| > ['Zsieil|E < 1}

Cherchons de quelle forme peut &tre un vecteur X = ZBiei » avec

N
|[x|lE = 1, réalisant sup {|C a; B 3. si IIX[IE est estimé
1 i
- ron - il t clai ! t
par [](Bpl sz, ,szk—l BPZk)IlT, il est clair qu'on peu

sans modifier ZaiBn , remplacer par O tous les §. apparaissant
i J
dans les différences qui ne contiennent aucun des Bn . Ceci

i
revient 3 dire que x est de la forme :

X = (0,000,0,8 4B L 150,...,0,8 B 0.0 )
i 1 2 2
et que sa norme est donnée par
t=|]x||g = ll<0,--.,o,snl—enr+1,0,--7,0,8n2—sn2+] 0.9y

De ce fait, on a
ll(O""’O’Bn]+1’O""’O’6n2+l’o"')|IT <1

puisque c'est une autre estimation possible de [le].
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Deux espaces de Banach et leurs modeles étalés

Si n, est assez grand (nIZ»ZN), on obtient

1 N |
2 Z‘Bn.—enﬁl <
1 1 1
N
et -1- Z] B I < 1
2 n.+1' >
i N N
dlod o Z |8 [<¢2,0u z|g |4
1 1 1 1
On a donc
N N N
P o, fn.HE'\< sup{|Z o, sn'l , z|sn’[\<4}
1 1 1 1 1 1

< 4 max |a.]
1< 1< N
Considérons maintenant le cas d'une suite normalisée quelconque

(w) dans E'. Une sous-suite, encore notée (w_) converge
nneN n‘ne

lN’
dans E' pour o(E',E), vers une limite notée w. On peut donc écrire

W, = VT, ol v,o> 0 pour o(E',E), et peut donc €tre remplacée par
une suite & supports disjoints ayant méme modéle étalé. On supposera
donc les v d supports disjoints, et inf||vn|| =n > 0, puisque

n

w_ ne converge pas dans E'.

@©

Dans E', w n'est pas un bloc fini, mais w(k)fk converge

0
(e}
et donc I w(k)fk > 0 . Pour n assez grand, w et v sont donc
n n—-> + o«
pratiquement disjoints, et, si & = IIWIIE, on peut donc écrire :

l[Z o, W + l-max|o¢il s

8
o g = HGepwe o v gy 2 7 |30y + 7

1 1

en choisissant un élément x de E, de norme 1, tel que w(x) > §/2
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Deux espaces de Banach et leurs mod2éles étalés

et v (x) > 1/4 pour un 1 convenable.
i

Par ailleurs

}](Zai)w+2aivn'||

A

E' 6'Zai|+llzaivni]lE' >

et la norme du modéle étalé construit sur la suite w_ est donc
équivalente & la norme lZuil + maxlail ; la complétion de RON)
i i

pour cette norme est isomorphe & c, -

REMARQUE. - Si T' est le dual de l'espace de Tzirelson, on peut
8galement considérer 1'espace de Banach F construit 3 partir

de la norme

=[] = supl] | (x(p)=x(py) ;o sx(py )%y M | |ge5 By vi< py, )

Cet espace aura des propriétés analogues 3 celles de 1l'espace
E que nous avons étudié dans ce paragraphe, mais, & moins d'un

miracle, n'aura que c¢ our modéle étalé.
’ o

BIBLIOGRAPHIE. -

[ﬂ A. ANDREW, Spreading Basic Sequences and subspaces of
James' Quasi-reflexive space. A paraitre 3 Math. Scand.

[ﬂ A. BAERNSTEIN, On reflexivity and summability. Studia Math.
42 (1972) - 91-94.

Eﬂ B. BEAUZAMY, Banach-Saks properties and Spreading Models,
Math. Scandinavica, 44 (1979) p. 357-384.

(4]  B. BEAUZAMY et B. MAUREY, Iteration of Spreading Models
Arkiv fur Math. vol. 17 (1979) n° 2. p. 193-198.

[l A. BRUNEL et L. SUCHESTION, On B. Convex Banach Spaces,
Math. System Theory 7 (1974). p. 294-299.

55



[6]

[7]

[9]

[10]

Deux espaces de Banach et leurs modéles étalés

A. BRUNEL et L. SUCHESTON, On Je convexity and ergodic

super-properties of Banach spaces, Trans. American Math.
Soc., 204 (1975). p. 79-90.

R.C. JAMES, Bases and Reflexivity of Banach Spaces,
Ann. of Math. 52 (1950), p. 518-527,

J. LINDENSTRAUSS. L. TZAFRIRI, Cliassical Banach Spaces.
(T. 1 : Sequences spaces). Springer Verlag.

E. ODELL. H.P. ROSENTHAL, A double dual characterization of
separable Banach spaces containing & . Israel J. of Math.
20 (1975). p. 375-384. 1

J. SCHREIER, Ein gegenbiespel Zur Theorie der schwachen
Konvergenz, Studia Math. 2 (1930). p. 58-62.

B. BEAUZAMY

DEPARTEMENT DE MATHEMA TIQUES
UNIVERSITE CLAUDE BERNARD

43, bd du 11 novembre 1918

69622 VILLEURBANNE CEDEX

56



