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^époitement de 

^i^ é m a t i q u e s 

lYOS 1 9 7 9 1.16-2 

STRUCTURES VECTORIELLES ET AFFINES FLOUES. 

CONVEXITE. 

par J. COULON et J.L. COULON 

1ère partie : STRUCTURES VECTORIELLES FLOUES. 

On appelle structure vectorielle floue tout (E,J) où E est 

un espace vectoriel (sur un corps commutatif K) et J un treillis 

fermé. 

§ 1. Notion de sous-espace vectoriel flou : 

a) THEOREME. - Soit (E,J) une structure vectorielle floue sur 

un corps commutatif K, et soit A iP,(E) . 

Il y a équivalence entre : 

i) - A ^ 0 et V(a,a)eA , V(b,P)€A 

JOIAB ^ O ^ V X G K , VyeK , (Xa+yb,aAB)eXJ 

ii) - A ï 0 et Va eE , Vb €.E, VXfcK , Vu € K : 

A(Xa+yb) è A(a) A A(b) . 

En effet : 

Supposons i - (a,A(a))cA, et (b,A(b))€% - ou bien 

A(a) A A(b) = 0$A(Xa+yb), ou bien (Xa+yb,A(a)/\ A(b)) € A et 

A(Xa+ub)^ A(a) A A(b) . 
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Supposons au contraire ii - Si (a,a)eA, (b,$)£A avec aAB ^ 0, 

puisque A(a)> a et A(b)^B, A(Xa+yb) ̂  A(a) ̂  A(b) > B , et 

(Xa+ub,aA 8) e A. 

b) DEFINITION. - Lorsqu'on a i,ou ii, on dit que A est un sous-

espace vectoriel flou de (E,J). 

c) EXEMPLES. -

. Tout sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel 

flou de (E,{0,1}). 

. Tout sous-espace vectoriel de E est un sous-espace vectoriel 

flou de (E,J) (dit net). 

. Tout E^Cx»-**) non vide est un sous-espace vectoriel flou 

de (E,J) (dit constant). 

Plus généralement, tout aF(xn> a si x^F, o sinon) (c'est-à-dire 

tout FOE^) est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) (dit élémen

taire) . 

d) PROPRIETES ELEMENTAIRES • -

• Stabilité par intersection, dans la mesure où cette inter

section existe. (Lorsque J est complet, on peut donc parler de 

sous-espace vectoriel flou engendré par une partie floue, ou par 

une famille de points flous deux à deux fortement distincts). 

. Si (a,a) e A, (b,B) €À avec ot A 8 ̂  0, si X € K et u € K, si A 

est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) : pour tout ye J tel 

que 0<>x<a AB : (Xa+ub,y)e£. 

. Si A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J), et si X e K : 

(a,a) e A <=»(Xa,a) € A. 
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(car A(a) >, ct=7>A(Xa) ='A(Xa+oa)> A(a) A A(a) = A(a)> a . Alors 

d'ailleurs, (0,a)éA). 

• Plus précisément tout sous-espace vectoriel flou de (E,J) 

est constant sur chaque droite vectorielle de E ëpointée 

(t^a £E, V X € K * : A(Xa) = A(a)). 

. Si A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) : A(0) = max A(E)• 

(en effet, soit a^E : A(0) = 3((oa+oa)^ A(a)A ̂ (a) « A(a)). 

§ 2. Décomposition d !un sous-espace vectoriel flou : 

1. Pour toute partie floue A : A = U a N (A) (comme il est démontré 

dans [2]). a € J 

2. Pour toute partie floue A : A * U a N (A). 
a e A(E) a „ N 

Soit en effet aeE. Pour tout aeA(E) : otN (A) (a) £ A(a) d'après [\] • 

Mais d'autre part A(a) = A(a) Nf, x (A) (a). 
A(a) 

, A/ 

3. Si A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) : 

Pour tout acJ : N (A) est un sous-espace vectoriel de E, ou 
<v a * * 

est vide. Si A(E) est une chaîne, pour tout a€J : N¿00 est un 

sous-espace vectoriel de E, ou est vide. 

. En effet, si A(a) ^ a et A(b)£ a : A(Xa+iib) A (a) A A(b)^ a. 

. D'autre part, si A(E) est une chaîne et si A(a)> a et 

A(b) > a : A(Xa+yb) >, A(a) A A(b) = min(A(a) ,A(b)) > a. 

. Par contre, si E est un plan vectoriel sur K, dont {ej,e2} 

, si A est la partie floue 

définie par A(0) = 1, A(Xej) = a si \ C T , A(Xe2> «B si 
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44 r\j f\) 

\£K , A(a) = 0 sinon, A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) 

alors que N^(A) = Ke^UKe2 n'est pas un sous-espace vectoriel de E. 

REMARQUE• - Si a € A(E) , N (K) n'est jamais vide, et est donc un sous-

espace vectoriel de E. 

4. A toute partie floue À, on associe la partie J(A) de J -éventuel

lement vide - définie par : 

- si A(E) n'a pas de plus petit élément : 

J(A) = {éléments minimaux de A(E)} . 

- si A(E) a un plus petit élément : 

J(A) = {éléments minimaux de A(E) - {min A(E)}}«, 

THEOREME. - Soit (E,J) une structure vectorielle floue sur K où E 

est de dimension finie sur K, et soit A un sous-espace vec-

toriel flou de (E J) non constant. Alors J(A) ^ 0. 

PREUVE DE CE THEOREME. -

LEMME. - Si dim^E = n , si A est un sous-espace vectoriel flou de 
>v est 

(E,J), si K est une chaîne contenue dans A(E) : K < n+1. 

En effet, supposons qu'il existe a ^ , . . . > a

n + j
€ E - {0} tels que 

A(a,) f ... fA(a n +,)€K. 

Par exemple, Â(a,)< ...< A(a 
i n+1 

Il est facile de voir que a,4 Ka0+...+Ka que de même 

a 2iKa 3+...+Ka n + ),.-.,a n4Ka n + 1. 

Mais alors din^Ra^.. ,+Ka^) = 1 + dim K(Ka 2+.. .+Ka n + J)-•. .^m+dim^a +J*IH>1 

ce qui est absurde. 

Il s'ensuit que toute partie non vide de A(E) possède au moins un 

élément minimal. 
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Par conséquent, ou bien A(E) a un plus petit élément et A(E) = 1min A(E)> 

a au moins un élément minimal, ou bien A(E) n a pas de plus petit élément 

mais possède au moins un élément minimal. Dans les deux cas, J(A) ^ 0. 

ILLUSTRATION : E = R 2. 

a * A(E) peut être réduit à un élément : J quelconque, A = E ^ a e j ^ ) . 

ß • A(E) peut être une chaîne à deux éléments : J = (0,l), 
V 

A = un sous-espace vectoriel de E C E . 

y . A(E) peut être une chaîne à trois éléments : J = {0,y, 1} , 
^ 1 

A vaut 1 en 0, y sur une droite épointée, 0 ailleurs. 

6 • A(E) peut être de la forme 

J = C°> ÏJ n- On note e = (6 .,k) . . 
K. 1 1 

Soient A A n droites vectorielles de E. 
1 n 

A(0) = 1, A vaut .e^ sur A^ - {0} , A est nulle ailleurs. 

e • A(E) peut être de la forme é" ^^^^^ 

Nous allons donner un exemple où A(E) = R, ce qui montre que : 

même di dim^ E est finie, A(E) peut être infini. 

J est un anneau booléien à R atomes (par exemple P(R)). 

Soit XXf 1!ensemble de ses atomes, et <J> une bijection de -Ou 

sur • 
2 -+ ~+ 

E = plan euclidien (R , muni de la base canonique {i,j}. 
^ ^ 2 2 
A définie par A(0) = 1 . Si X + y ^ 0 , 

A(xt + yj) = Xf ( y>) , où e(0) = 1 et si ̂  0 : e(y) 
Y X 2+y Z | U | 
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(on remarque que si aej - CL : N^(A) = {0}, et que si 

a e - A : (A) = R[<K<0 î + n/ 1 - 4>(a)2 j*) . 

A. A(E) ne saurait être d'une autre forme. 

En effet, A(E) ne contient aucune 4-chaine ; et s'il 

contient une 3-chaîne, le plus petit élément de cette chaîne est 

min A(E), du fait que 

a,6,XCA(E) 
N (A) = E =~*ot = min A(E). 

a <̂  B < A 

REMARQUE. - Si dirn̂ E infinie, même si le sous-espace vectoriel flou 
~ K A/ 

A n'est pas constant, il se peut que J(A) = 0. 

Comme le prouve cet exemple : 

E = R[x] 

J = fo,i] 

si P est un polynôme non constant : A(P) = =R l si 
degré P 

a€R : A(a) = 1. 

A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J), 

A(E) = {i / n€tft est infini, et Nj (A) = {P / degré P ^ n} . 
n 

THEOREME. - Soit (E,J) une structure vectorielle floue de dimension finie 

où J est une chaîne, et soit A un sous-espace vectoriel 

flou de (E,J). Alors A(E) est fini. 

C'est un corollaire immédiat du lemme évoqué au théorème précédent. 

Si din^E = n, A(E) ^ n+1). 

Enfin, nous ferons ces remarques : 

Soit A une partie floue de (E,J). Notons K = A(E) , et pour 

tout Q C K : A Q = N Q(A). 
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Pour tout (a,B)eK : a < e ^ Â ^ A ^ 

a incomparable à jl ̂ ( A ^ Ç Ag et Â <£ A^) 

A a n A - U A 

Pour tout a e K : = E ^ a = min A(E) 

Si = (A / a e K et A ¿ E), A maximal dans v a a ' a 

^**a€j(À). 

Si, pour tout a € K, M a = A a - [ U A U U A a| , 0«A) R 

Y € K Y € K 
Y > a Y t-+ a 

est une partition de E, (Y a signifie "Y et a sont incomparable11) . 

En effet : si et € K, il existe a£E tel que A(a) = a. Alors a e M 

si a e E, a e M 
A(a) 

Si a < 8 ou si a H g : a £ M a ¿ A. a £ M c 

a 8 8 

THEOREME. - Si A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) : 

a ej[a ^ max A(E) =^ N ^A) est un sous-espace vectoriel 

de E. 

Si A(E) est une chaîne .-Va£j[a < max A(E) =^ N^(A) 

est un sous-espace vectoriel de E.] 

En effet, 

Si A(a) > a et A(b) > a , A(Xa+pb) > 1(a) /\ A(b) > a 

Si A(E) est une chaîne, si A(a)>a et A(b)>a , 

A(Àa+yb) > min(A(a) ,A(b)) . 

Enfin N (A) ^ 0 pour a ^ max A(E), et N f(A) ^ 0 pour 
*\> 

a < max A(E). 
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§ 3. Problème réciproque : construction d'un sous-espace vectoriel 

flou de (E,J). 

Soit (E,J) une structure floue, K une partie non vide de J, 

(A ) ^„ une famille de parties nettes de E. 

Quand existe-t-il un sous-espace vectoriel flou de (E,J), A, 

tel que A(E) = K, A = U a A Q , et pour tout a€K : A Q = N (A) ? 

THEOREME 1. - Si : 

i) Va, g £K : a < g A 5 A. 
CL T P 

ii) Si, pour tout a€K ; M = A -[ U A U U À 1 
CL CL rr "Y ir Y 

Y € K T Y ^ K T 

y > a Y H A 

v e s t u n e partition de E, si pour tout 
CL CL fe. 1\, 

acE : A(a) = l'unique a c K tel que a G M^ , alors : 

A(E) = K 

A = U a A 
a £ K 

V a € K : N (A) = A 
a a 

En effet il est évident que A(E) = K . Soit a€E, et A(a) » a. 

Soit BeK : si g ̂  a :g A (a) g ̂  a , sinon, a £ M ^ a £ A =>> BA (a)«o ̂  a 

et aA (a) = a. Donc A(a) = max g A(a) , et A = U a A . 
6 £ K 3 a £ K A 

^ I J 
Pour tout a e K, N (A) = u M 

a y £ a Y 

aCN (A) A(a)^a et a 6 M ^ . 
a x A(a) 

a € M (Y ̂  a) =5> A(a) = Y > a = ^ a € N ( A ) . 
Y OT 

Or U M = A , s i y > a : M C A C A . Donc \J M C A 
^ y a Y Y a Y a 

si a € A , si 8 = A(a) : a 6 M O A H et a ^ B ^ a 6 
a p a 

donc a € M , avec g > a . 
p 
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REMARQUES. - 1) Les conditions i) et ii) impliquent donc qu'en fait 
Va,8 e К : a < 8Ф» A ^ A Q 

a f 8 
Va,8 e К : A f)kQ = U A a 8 Y P Y в К T 

У > a v8 
Pour tout a € К : M = A - (J A (ligne de flou de la partie 

a a тек Y 

floue A). Y > a 

2) Il n'est pas possible de remplacer - dans le théorème 1-
l'hypothèse ii) par : Msi, pour tout aCK, M = A - ^ A , 

a a y C-K T 

Y > X 
( M a ) a € K est une partition de E" , à moins d'ajouter l'hypothèse : 

"pour tout a € K : A = U M 11 (qui implique d'ailleurs 2)). 
01 Y 6 К Y 

y > OL 

THEOREME 2. - Soit (E,J) une structure vectorielle floue, et soit 
л; 
A une partie floue non vide. Il y a équivalence entre : 
1) к est un sous-espace vectoriel flou de (E,J). 
2) V a £J : N a(A) est un sous-espace vectoriel de E ou est 

vide. 

Et si A(E) est une chaîne entre 1) et 2) et : 
и ^ ^ 

3)4 a € A(E) : N (A) est un sous-espace vectoriel de E . 
a € A(E) L a i- max A(E) =^N^(A) ëSt un sous-espace vec

toriel de E] . 

En effet, 

supposons 2) - * € H X ( a ) A 2 ( b ) ( A ) , b e H X ( a ) A Î ( b ) ( A ) ^ . ^ b C l l î u ^ î ( b ) ( 2 : ) . 

supposons que A(E) soit une chaîne, et supposons 3) : même preuve, 

car alors А(а)л A(b) = min(A(a) ,A(b)) с A(E). 

supposons que A(E) soit une chaîne, et supposons 4) : si on 
avait pour des éléments a,b€E, A, y cK A(Aa+yb) £ A(a)AA(b), on 

aurait A(Aa+ub) < A(a) A A(b) . Donc, a, b € N £ ( X a + y b ) $ ) , et 

Aa+ub G N ^ ( X a + y b ) ( A ) • Résultat absurde. 
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THEOREME 3. - A) Soit (E,J) une structure vectorielle floue, 

K une partie non vide de J, (A ) une famille de parties 
a a € K 

nettes de E vérifiant les conditions (i) et ii) du théorème 1, 

telle qu'en outre : 

V a £ J : U A est un sous-espace vectoriel de E. 
Y £ K 
Y > a 

Alors la partie floue définie au théorème 1 est un sous-espace 

vectoriel flou de (E,J), et \/ aeJ î N (A) = U A 

Y ̂  a 

B,* Soit (E,J) une structure vectorielle floue, 

K une chaîne non vide de J (J n'est pas nécessairement une 

chaîne), (A ) une famille de sous-espaces vectoriels 
a a € K 

de E telle que : 

V a , 6 ^ K : a < g A ^> A 
a ^ 6 

Si, pour tout a € R A , 
a Y ̂  K Y 

Y > a 

(M ) est une partition de E, 
a a € K 

si pour tout a£E : A (a) = l'unique a e K tel gue a € M , alors 

A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) 

A(E) = K 

A = U a A 
a € K a 

*\) 

pour tout a ̂  K : N (A) = A . 
a a 

En effet, 

pour le A) : il est clair que si A est la partie flouede (E,J) 

définie par A(a) = a ^ a c M , va £ J : N (A) = U A - on conclut 
a a a

 Y e K Y 

Y ^ a 

alors en appliquant le théorème 2. 
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Pour le B) : l'énoncé 3) 1) du théorème 2, lorsque A(E) 

est une chaîne permet de conclure. 

THEOREME 4. - Soit (E,J) une structure floue et K = {a.,..-,a } 
] n 

une chaîne finie de J (otj<...<an). 
Soient A ,. .. ,A des parties nettes de E telles que 

1 n 

E = A 3 . .. IDA 

1 ? T n 

Posons alors M = A , et pour 2 ̂  i < n : M = A - VJ A . 
a, ex, ^ a. a . . . a. 
1 1 i i j > i j 

Dans ces conditions : M ,.••,M forment une partition de 
1 n 

E. Si A (a) = l'unique ou tel que aeM^ : 
i 

A(E) = {ot p...,a n} 

n 

A = U a. A 
. . i a. 
i=l i 

Pour tout ie{l...n} : N (A) = A 
a. a. 
i i 

Si en outre A , •. •, A sont des sous-espaces vectoriels 
2 n 

de E, A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J). 

La preuve découle immédiatement de ce qui précède. 

THEOREME 5. - Soit (E,J) une structure floue où J est complet. 

Soit K une partie non vide de J, et (A ) une famille de 

CL CL ^ K. 

parties nettes de E telles gue : 

ru; V a , 6 € K : a ^ B =^A A. 
a p 

(v) U A = E 
„ a 

a €E 
(w) Pour tout a C K : A ^ 0 A 

a y C K Y 

Y > a 

81 



(x) Pour toute famille ^g-j d'éléments de K : 

0 A = U A 
i C I 1 Y € K r 

Y > V a. 
i€l 1 

Alors il existe une partie floue A de (E,J) telle que : 

A(E) = K 

A = U et A 
a £ K 

A; 

pour tout a € K : N (A) = A 
a a 

On a d'ailleurs : A(a) = l'unique a e K tel gue 

aCA - [ U A U U A ] 
A Y € K Y y € K Y 

Y H a 

A(a) = max{a£J/ il existe g £ K, tel que 8 £ a 

et a C A j • 
P 

DEMONSTRATION• - On utilise le théorème 1 en remarquant que : 

S i a , g e K : a < g = * A ^> kn. 
a ^ 8 

En effet, À ^ A = U A = U A = Art . 
a y € K Y Y € K Y 5 

Y > a V 8 Y ^ B 

d'après (x) , en prenant pour ( a^)^ € j l a famille réduite à g. 

Et, par ailleurs : A^ £ A^ • 

Posons, pour tout a £ K : M 8 8 A - [ U A U U A l . (M ) 
a a

 Y € K Y

 Y A Y J Ù « « 

Y > ex Y Ha 

est une partition de E, car : 

comme dans tous les cas, a ^ g^M et M_ disjointes. 
a 8 

s'il existe a £ K tel que M = 0 : 0 ^ A - U A C U A . 
A Y € K y Y £ K 

Y > a Y >-* a 
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Soit alors a C À - U A , ae U A , donc il existe a Y Y Y С К Y Y С К Y 

Y > a Y ot 
Ç £ К tel que £ H a et a € À ^ 

Or A ^ A = U A r=*> il existe ôeK, tel que 6 £ a V Ç > a 
a ô € К 6 

ô >, a V i 

et а € A. ; ce qui est contradictoire. 
ô 

U M = E. En effet, soit a€E, et К = {a€K/a£A } 
ot a a 

a € K 
U A = E =^K ф 0. Soit а л = V К . - v a ' a r v 0 a а € К 

D'après (x), П A = U A . 
а € К A Y £ K Y 

a 1 

Y * a Q 

Or a£ О A . Donc il existe y C K tel que y ъ CLq et 
а e к а  

a 

a€A^ . Mais comme Y e & A : Y = otQ. Donc a Q€ (c'est d'ailleurs 

max К ). D'où il résulte que a CM 
A AO 

AUTRE PREUVE. - Posons, pour tout aeJ : В - О A 
а y € К У 

Y > а 
On voit comme plus haut que a,B£K et о < 8 ~Э A 

а ф b 

Si а € К : В = А , car А = U А = В (d'après (х), 

Y ^ а 

avec pour ("j^çj ^ a famille réduite à a). 

B = U A = E. 
0 a € K a 
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Soit (a.). _ T une famille d éléments de J. Alors В = П В i l €1 va. a. 
I I 

En effet, В - U A Л В = П [ U A ] . Or : 
i Y € К Y i€ I ai ie I 6 € К Ô 

Y £ Va. б г a. i i 

Si Y £ K, Y ̂  Va. , on a pour tout i£ I : A С U A. 
1 Y 6 € К ô 

6 £ a. 
i 

Si а £ Л | U AJ ; pour tout i€I, il existe 6 .€ К , ô. ̂  a. 
ici K R i i i 

б г a. 1 
et ас A^ • Mais alors a € П A = U A . Donc il existe rc К . 

i i€l i r £ K 
г г Vô. i 

r ^ Vô. ^ Va. , ае A . 
i i r 

On démontre alors dans [з] ("théorème de représentation11) 

que la partie floue A de (E,J) définie par : 

A(a) = max{a€J/ aeB } = max{a£J/ Ц existe Y ^ K tel que Y ^ a et 
a€A^} vérifie pour tout a€J : N^(A) = B^ , donc notamment 

Va €K : N (A) = A . 
a a 

Or A(E) = K. En effet, 

si a с A(E), il existe aeE tel que A(a) = a . Mais alors il existe 
Y £ K tel que y Z a et a€A = N (A). 

/V Y Y 
Donc a = A(a) > y ) a , et a € K, 

STil existait a€K - A(E), on aurait 

A = N (A) = N (A) = U A С U A 
Y € A ( E ) Y y С A ( E ) Y € К 
Y > a Y > A y > a 

qui contredirait (w). 
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A/ 

Donc A(E) = K 

A = U a N (A) = U a A 
a a 

a CK a € K 

pour tout a £ J : N (A) = 0 N (A) = ^ A 
a y € A(E) Y

 Y € K Y 

Y £ a y t a. 

C'est bien la même partie floue A que celle trouvée à la première 

démonstration, d'après le principe de détermination de Moisil, 

de sorte qu'on a indifféremment. 

A(a) = l'unique a £ K tel que a CM 

A(a) = max{a€ K/aeA^}, ce dernier résultat n'étant lui, pas 

généralisable au cas où J n'est pas complet. 

Ai 

ANNEXE. - Exemple où : ^ les (N ^ C A ) ) ^ ^ A ( E ) S O T L T ^ 6 S S O U S " 

espaces vectoriels de E sans que Â ne soit sous-espace vectoriel 

flou de (E,J)^ . 

E = R e j , © R e 2 

1 en 0 <SW ^ <* sur fcej - (0) 

> 6 , A vaut . m / n N 

Ç ' 6 sur IRe2 - (0) 
0 ailleurs 

" 0 

N Q(A) = E, N a(A) = R e r N g(A) = (Re2> N^A) = (0), mais N^(A) = R e j U R e ^ 
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§ 4 Hyperplans flous : 

A : partie floue de (E,J) -> J(A). 

A : sous-espace vectoriel flou de (E,J) •> HJ(A) = {a€A(E)/N (A) 

est un hyperplan de E} (CJ(A)). 

1. DEFINITION. - Soit A un sous-espace vectoriel flou de (E,J) 

On dit que c'est un hyperplan flou de (E,J) ssi HJ(A) ^ 0. 

EXEMPLE. - Si H est un hyperplan de E, si a et g sont des éléments 

de J tels que a < £ : otE V BH est un hyperplan flou de 

(E,J) : HJ(A) = J(A) = {g} . 

^ A> 

EXEMPLE. - Si J est une chaîne, J(A) a au plus un élément. 

Donc si A est un hyperplan flou de (E,J), HJ(A) = J(A) est un 

singleton. 

PAR EXEMPLE. - Si (A(E) est en outre finie, un hyperplan flou est 

de la forme a.E u a 0H U a 0A U . .. U a A où 
1 2 3 a~ n a 

3 n 

a < ...< a sont les éléments de A(E) 
l n 

H est un hyperplan de E 

A ,...,A sont des sous-espaces de E tels que 
3 n 

A Ç A Ç ... Ç A Ç-H. 

2. REMARQUES. - 1) Un hyperplan flou n'est pas nécessairement 

un sous-espace vectoriel flou différent de E maximal. 

EXEMPLE : E = R e 1 © R e 2 
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J = a < > 8 
\jS et aRej et aRejVBffU^ sont deux hyperplans 
0 

flous de (E,J). 

2) Un sous-espace vectoriel flou peut ne pas être un 

hyperplan flou et en contenir un. 

Supposons en effet que A(E) a un plus petit élément, qui ne soit 

pas 0. Il existe a€E, tel que A(a) = min A(E) . Soit H un hyperplan de E 

contenant a, et soit B = A(a)H. C'est un hyperplan flou (élémentaire), 

B(a) = A(a) H(a) = A(a), et si b c E : B(b) = A(a) H(b) <s A(a) ̂  A(b) . 

3. THEOREME. - Si (E,J)est une structure vectorielle floue, A est 

un sous-espace vectoriel flou non constant tel que X(E) soit 

une chaîne. 

1) il existe un hyperplan flou'iï de (E,J) tel que A C B 

et B(E) c A(E) . (moyennant zorn) . 

2) A est l'intersection des hyperplans flous de (E,J) le 

contenant. 

DEMONSTRATION. - 1er cas. A(E) = 2 

Soit A(E) = {a,B} , où a < g .De sorte que A = aE Y gA 0 (OÙ 
a> p 

A Û = • S o^- t H u n hyperplan flou contenant A_ , et soit 

B * aE v BH. 

B est un hyperplan flou contenant A. 

Si 36 est la famille des hyperplans de E contenant A , 

A = n (aEvBH). En effet, si a eE : ou bien A(a) = ; 

H€36 
alors a j Î A j E . Il existe donc H e 3S> tel que a £ H, et (aE VBH)(a)=a=A(a) 

ou bien A(a) = 3 ; alors a £ A , et pour tout H e 9 f i ; (aE v BH)(a)=B=A(a). 
P 
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2ème cas. A(E) > 2 

PREUVE DE 1 : Il existe alors dans A(E) deux éléments a et 8 

tels que a < 8 

a n'est pas plus petit élément de A(E). 

Soit H un hyperplan de E contenant A^( ̂  E), on définit la famille 

(B ) y e K P a r : K = {a,6}U[A(E)0] 8, l]] 

B = E 
a 
B g = H 

pour tout y £ K - {a,8} : B = A . 
Y Y 

Invoquons le théorème ( §3, théorème 3, (B)) : 

Y < 6 , et Y » < S C K ^ B ^ B * : C A R S I Y » 6 C K - {a,8) : B = A ^ A « R 

Y r o Y Y^ 6 6 

si ô € K - {a,8} : B = H ^ A ^ A . « R 

si 6 £ K - {a,8> : B = E ? A * B 
enfin B = E ? H = Brt . 

a ? 8 

Pour tout Y £ A(E), notons M « A - A , (N ) r est 
T T 6 6 A ( E ) Y Y € M E J 

une partition de E. 

Pour tout Y € K , notons N = B - U B F I . Alors (N ) est 

une partition de E. 6> Y 

En effet, par définition même de (N ) : yy6€.K et 
Y Y C.K 

Y ^ 6 + N O N = 0 . 
Y o 

Si y €K - {a,8) : = ^ 0 , 

N = E - H i 0 
a 

N - H - U B - H - A O A " U A = M * 0 . 
P

 Y € K T Y C A ( E ) Y P y £ A ( E ) Y B 

Y > 6 Y > 6 Y > S 

Montrons que U N = E. 
Y € K Y 

Soit a£E. Il existe y Ç.A(E) , a£M . Alors ou bien Y > 3, et a € N 
Y /v Y ' 

ou bien a CM , et a C A C H , alors si Y ^ A(E) : a^A , donc a C N • 
B B Y > 6 T 6 * 



ou bien a£M^(Y £A(E), y < B) , et si a { H : aeN^ , si 

a € H , ô£A(E) * 6 e A(E) ai A. , et a e N . 
6> 8 6 > y 8 

Pour tout Y ^ K , est un sous-espace vectoriel de E. 

^ La partie floue B définie par B(a) = l'unique y € K tel que aCN^ est 

telle que : 

B(E) = KCA(E) 

B est un hyperplan flou 

B = U x B 

Y C K T 

Pour tout Y € K : N Y(B) = B . 

Enfin , A C B. En effet, 

principe de Moisil généralisé : PC QWVOI e P ( E ) : N (P)CN (Q) 
a a 

et si Y £ A(E) : Y ^ a =^A C B = E ; a < Y ^ 8 = * A C A C H = B ; 
Y Y Y <* Y 

Y > B=»A = B . 
Y Y 

x 

Notation : l'hyperplan flou B ainsi construit est noté (a,B,H). 

Remarque : la démonstration du seul^> peut être simplifiée en 

prenant 8 = max Â(E) • 

PREUVE DE <3> : Soit a CE. 

A(a) n'est pas minimum de A(E), ni atome de A(E) : 

Il existe alors a€A(E), tel que a < A(a) , et a non plus 
a 

petit élément de A(E) et H hyperplan ^A^. 
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Soit B = (ot,A(a),H) : d'après <̂ f> , c'est un hyperplan flou 

qui contient A. 

or a e A A / .C A C H = » a € H 1 
A(a) a 

pour tout 8€A(E), | a € N £ ( a ) =7> (a ,A(a) ,H) (a) = A(a) . 

A» 

tel que B > A(a) : a € A D / 
P 

A(a) est un atome de A(E) . 

Comme A(E) > 2 , A(a) ^ max A(E) • 

A 

Soit A^. . = N 1 ^ N (A) , et soit K un hyperplan de E tel que H^A'A/ 

Avaj Av,a; A(a) 

A, /v a ̂  H 
Posons B = A(a)Evmax A(E)H. 

B est un hyperplan flou. 

BOA, car si b G E : ou bien b € H, et B(b) = max A(E) ^ A(b) 

ou bien b£ H, b^ A1**, f»A(b) f> A(a) =^A(b)v< A(a) . 
A, /V ri J 

Alors B(b) = A(a) ^ A(b). 

Enfin B(a) = A(a) , car af-H. 

© A(a) = min A(E) et A(E) a un atome : 

Notons a = l'atome de A(E), B = max A(E). 

Soit H un hyperplan de E tel que HO A^ (il en existe car A^ ^ E et a^A ) 

a^H. Q 

Soit B = A(a) EvB H. 

B est un hyperplan flou. 

B(a) = A(a)v B H(a) = A(a). 
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Si b € E : ou bien A(b) = A(a) . Alors A(b) = A(aK< A(a)vB H(b) = B(b) -

ou bien A(b) î A(a) . 

Alors A(b)*> a ^ b € A a ^ b e H =^B(b) = B £ l(b) . 

(g) A(a) = min À(E), et A(E) n'a pas d'atome : 

A chaque couple (a,B) d'éléments de A(E) - {A(a)} , on associe un 

hyperplan H de E contenant A , tel que a^A , et l'hyperplan flou 
^ a a 

(a,B,H) contenant A (comme au \y ). 

*\ 

A(a) minore donc ( (a ,8 ,H) (a) ) ̂  g Ry 

Soit y € J , y > A(a). Il existe un couple (a,6) d'éléments de A(E)-{A(a)} 

tel que a< B< y. Si H est l'hyperplan associé à (a,B) : 

(a,B,H)(a) ̂  B < y, et y ne minore donc pas ((a,B,H) (a)) , . . 
va ,p,n; 

C'est-à-dire que A(a) = / \ (a,B,H)(a) ce qui achève la preuve du 
(a ,B) 

théorème. 

Si A(E) n'est pas une chaîne ... 

1) Même si A(E) n'est pas une chaîne, si max A(E) ^ 1, il existe un 

hyperplan flou contenant A. 

En effet, si H est un hyperplan de E, max A(E) E v H est un hyper

plan flou de (E,J) qui contient %. 

2) Si J n'est pas une chaîne, un sous-espace vectoriel flou de 

(E,J) peut éventuellement n'être contenu dans aucun hyperplan flou 

de (E,J). 
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EXEMPLE . - E = R 3. 

J = < ^ ^ ^ ^ ^ antichaîne en bijectîon avec R. 

Soit (DJ, une indexation des droites vectorielles 

de E telle que Ç ^ n ^ D . 
£ n 

A est la partie floue de (E,J) définie par : 

A(0) = 1 

Si a 4 G, 

A(a) = Ç ̂ > Ra = . 

A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J). Il n'est contenu dans 

aucun hyperplan flou de (E,J). En effet, supposons qu'il existe un 

hyperplan flou de (E,J). En effet, supposons qu'il existe un hyperplan 

flou H contenant A. 

J(H) C J(A) = CL . 

En effet, O^J(H) 

lÇj(H), car sinon 

*V \t ^ 
ou bien H(E) = {0,1}, mais alors H est un plan de E contenant A, 

/ V A * A/ 

et alors pour tout Ç € : N (H) = H=>N (A) = D , ce qui est impossible. 

Ou bien H(E) = {Ç,l} , mais alors H = Ç EVH, où H est un plan de E 

contenant chaque D (n + O puisque N (H) = N. (H) = H3N (A) = D . 
H n I r\ n 

J(H) n'est pas réduit à un élément : 

En effet,si J(H) = {Ç} 

ou bien H(E) = {0,U , et H = Ç H. Alors pour tout n€&r {Ç} 

N (H) = 0^N (A) = D (impossible). 

Ou bien H(E) = {0,Ç,1} , et H = ÇHvD (D étant une droite ou {0}). 
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Soit alors rij et n^ deux éléments distincts de {£}. 

N n (H) = D^D^ (impossible). 

N (H) = D^>D . 

Soient donc Ç et n deux éléments distincts de J(H). 

N^(H) est un plan, P^ 

• Soit D r = P r H P K K n 
N (H) est un plan, P 

1£H(E) (qui a un plus grand élément), et Nj(H) = (car si ACD^-{0} 

H(a) £ *H(a) - 1 ). 
n 

Soient P et À deux éléments distincts de , tels que D , D 
Ç P 

et D. soient trois droites, coplanaires. 
À 

Pour tout aeD : H(a) ^ A(a)=p 
P *V 

=*pour tout a€ + Dç : H(a) £ P 

' V 

Pour tout a£Dç : H(a) • 1 
A/ 

(puisque N

p(H) est un sous-espace vectoriel de E). 

A/ A/ ^ 

Donc pour tout a€D^ : H(a) > P . Mais H(a) ^ A(a) = X . Donc pour 

tout aGD, : H(a) = 1, ce qui contredit N,(H) = D r . 

A 1 Ç 

ANNEXE : Une démonstration plus simple du théorème 3 du § 4. -

Soit A un sous-espace vectoriel flou tel que A(E) soit une 

chaîne ayant au moins 3 points (2° cas). 

Comme il a été remarqué plus haut, la preuve d e / l \ peut être 

simplifiée en prenant g = max A(E). 

En ce qui concerne la preuve de < ^ > il est plus simple de dire : si 

a€E,. 
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CAS I : A(a) = max A(E). 

Il existe ot£A(E) , un élément qui n est ni le maximum ni minimum 

de A(E) ; il existe un hyperplan H contenant A . 

Soit В = (a,A(a),H) : d ' a p r è s O / , c'est un hyperplan flou contenant 
A. Or a C A ^ a ) C Â

a

C H =^a€H. Or H = N£( a)> puisque A(a) = max A(E) . 

Donc (a,A(a),H)(a) = A(a). 

CAS II : A(a) ф max A(E). 
Лиг 

Notons A ' ^ ( a ) = N X ( a ) ^ A ^ " e x ^ - s t e u n hyperplan H de E tel 

que HDA-v. ч  A(a) 

(puisque Al-, ̂  est un sous-espace vectoriel de E - A(E) étant une A va,; 
chaîne - ne contenant pas a). 

Posons В = A(a) Evmax A(E) H. В est un hyperplan flou. 
B^>A , car si b £ E : ou bien b€ H , et B(b) = max A(E) > A(b) ; 
ou bien b ^ H , et B(b) = A(a). Mais alors b^A'<£, . , A(b) \> A(a) . 

et puisque A(E) est une chaîne, A(b) ̂  A(a) . Donc B(b)^A(b). 

Enfin, puisque af H : B(a) = A(a). 

2ème partie : STRUCTURES AFFINES FLOUES. 

On appelle structure affine floue tout (S,J) ; où £> 

est un espace affine (de direction E). 

§ 1. Notion de variété affine floue : 

DEFINITION. - Soit f e J &. 

(f est une variété affine floue)<$( 3 M £ & , 3 A sous-espace 

vectoriel flou de (E;J), tels que tfp€r£>: f( p) = A (MP)). 
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REMARQUE. - f (M) = A(0) . 

Pour tout P É & : f(P) = A(MP) < max A(E) * A(0) = f(M). Donc 
f(M) = max f(&). 

NOTATION. - Dans les conditions de la définition précédente, f 
est notée (M,A). 

THEOREME. - Si f est la variété affine floue (M,A) , si f(N) = max f(&) 
alors ; (M,A) = (N,A) en effet, pour tout P € & : 
(N,A)(P) = A(N^) = A(NM+№)> A ( N M ) A A (MP) = f (N)A f(P) = f(P) = 
=(M,A)(P). 

REMARQUE. - Si f = (M,A), on a nécessairement A(u) = f(P) où 
- * ^ AJ 

MP - u. A est donc déterminé par f, on dit que c'est la direction 

de f. 

THEOREME. - si caractéristique (K) ¿ 2 . 

Soit î€J . Il y a équivalence entre : 

(i) f est une variété affine floue 

(ii) f(&) a un maximum non nul, et VP, Q £ &>, 

Vx,yeK(A+u = 1 ̂ f(XP+yQ)> f(P)A f(Q)). 

En effet, 

si f = (M,A) : f(XP+yQ) = A(X№+yMQ)> A(MP)A A(MQ) = f(P ) A f(Q) 
par ailleurs, f(M) = max f ( & ) . De plus, f(M) = 4 0 

Supposons (ii). Soit M tel que f(M) = max f(&) 4 0. Définissons 
OJ •*> 

A par A(u) = f(M+u). Alors 

A(au+bv) = f(M+au+bv) * ffa(M+u)+b(M+v)+(l-a-b)M]} f(M+u)A f(M+v)A f(M) = 

= A ( U ) A A ( V ) . (résultat de (ii)). 
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NIVEAUX DE FLOU D'UNE VARIETE AFFINE FLOUE . 

PROPOSITION. - Soit f e J 6 . 

1 II y a éauivalence entre : i) f est une variété flou de 

(&,J) 

ii) f(6?) a un maximum non nulf 

et V a ej : N (f) est vide ou 

une variété affine de &. 

2 Si f(£>) est une chaîne, ces conditions sont encore équiva

lentes à (iii) f(S>) a un maximum non nul, et Va e f(&>) : N (f) 

est une variété affine de &>. 

En effet, Si f est une variété affine floue de (&,J), et si 
_ ^ 

f(M) = maxf ( S>) + 0, pour tout a e J : N (f) = M + N (A). (Si M + 0 = 0). 
a a 

Supposons (ii). Soit M€.6> tel que f(M) = max f(S) 4 0. 

Va e j[N (f) + 0 =*MeN (f)] . Donc si N (f) 4 0, il existe un 

sous-espace vectoriel F a de E tel que N^(f) = • 

Posons alors A(u) = f(M+u), pour tout uCE. 

N a(A) = F a si N a(f) * 0. 

0 sinon. 

En effet, u£Na(A)<N> f (M+u) > a<^M+u eN^f) ; et si N^f) ^-0; 

ueN (A)<^M+u£M+F ̂ u € F . 
a a a 

Donc A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) et f = (M,A) , car 

(M, A) (P) = A (MP) = f (M+MP) = f (P) . 
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Supposons que f(6) soit une chaîne et qu'on ait (iii). Si M est un 

point de G? tel que f(M) = max f(6) ^ 0, si A est défini par 

A(u) = f(M+u), V a e A(E) = f(6) : N (A) est la direction de K (f). 

Donc A est un sous-espace vectoriel flou de (E,J), et f = (M,A) . 

REMARQUES . -

l.Soit & un espace affine de dimension trois, D et A deux 

droites affines non coplanaires de J l'anneau booléien 

ot ¿1 N B , et f : S> —^ J valant a sur D, 8 sur A et 0 ailleurs. 
0 

f(&) = {0,a,6K N (f) = & , N (f) = D, N (f) = A 
O a 8 

Nj(f) = 0. 

mais f n'est pas une variété affine floue, car f(&) n'a pas 

de maximum. 

2. Mais si & est de dimension finie et si f(&) est une chaîne : 

il y a équivalence entre : 

(i) f est une variété affine floue de (&,J) 

(iv) V a e f( £>) : N^(f) est une variété affine de & ; et f ^ 0. 

En effet, si f(Ê>) n'avait pas de maximum, il existerait une suite 

(M ) ^ , de point de & telle que la suite (f(M )) ^ . soit stric-v n n ^ l r n v n n > 1 

tement croissante. Mais alors la suite ) ^ ^ n > \ s e r a^- t u n e 

n 
suite strictement décroissante, ce qui est impossible. 
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§ 2. Parties floues convexes : Désormais le corps de base est 

R. 

a. 

DEFINITION. - Soit ( &,J) une structure affine floue. Une partie 

floue f de (&,J) est dite convexe si : 

\/p,Qe 6, \/Ae [o,l] : f[xp+(l-X)Q] >, f(P)AF(Q). 

ce qui revient à dire que si (P,a) ef, si (Q,8) £ f et si a A 6 ̂  0, 

(XP+(l-À)Q,a A 6) €f. 

THEOREME. - soit feJ&.(f est convexe) ̂  [ V a € J : N (f) est 
L a 

convexel.Et si f(&) est une chaîne : 

(f est convexe y)<=>[ V a £f (&) ,N (f) est convexe]. 

La preuve est immédiate. 

REMARQUE. - Toute intersection de parties floues convexes est 

convexe (sous réserve que cette intersection existe). 

b. 

ENVELOPPE CONVEXE D'UNE PARTIE FLOUE : 

Il résulte de la remarque précédente que, si J est complet, 
& 

pour toute f £J , il existe une plus petite partie floue convexe 

contenant f, à savoir l'intersection des parties floues convexes 

contenant f, notée f. 

EXEMPLE. - Si J est complet et quasi totalement distributif 

cad"a A ( Va.) = V ( a A a . ) " (par exemple si J est une chaîne complète) : 
I 1 I 1 
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si pour tout pêN et pour tout M £ , C(M,p) désigne l'ensemble 

des parties finies {Mj ,.. . ,M } de points de & telles que M soit 

dans l'enveloppe convexe de {Mj,. .. ,M } ; on a : 

f(M) = V V ( /\ f(Q)) (Cf [i]) 

pGlN F€C(M,p) QCF 

en effet, il résulte de (M}CC(M,1) que f(M)^:g(M) = V V ( AF(Q)) 
p£N F€C(M,p) QeF 

d'autre part il est évident que tout convexe contenant f contient g, 

et enfin g est convexe du fait que F€C(M,p), G£C(N,q), 

X e [o,l] F U G € C(XM + (l-A)N, h)(hN< p+q) , et du fait que J est 

quasi totalement distributif. 

PROPRIETE. - Si f est nette, f est nette et donc l'enveloppe convexe 
'Y, 

usuelle de f. Soit en effet f le plus petit convexe net contenant f. 

f ^ L < f ^ V a € J : N (f) = f CN (f ) C N (f) = f 
a a a 

mais comme N (f) est un convexe net contenant f : N (f) of =^N (f) = f 
a a a 

ce pour tout a€.J. C'est-à-dire que f = f. 

PROPRIETE.:- Pour toute feJ , pour tout a e J : N (f ) C N (f) 
a a 

j\ 
N^(f) est en effet un convexe qui contient N^(f). 

(Z) EXEMPLE OU N^(f) ̂  N^(f). 

& désigne une droite affine réelle, munid du repère (0,"u) 

J = [0,l] 

f est définie par : f(0+ Au) = "5" " T si 

i + I si X<-2 

0 sinon. 
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Soit g une partie floue convexe contenant f, et soit P €. &. 

Pour tout e > 0, il existe un entier n tel que n > 2 

!< e 

n 

P est dans le segment 

[0 - nu , 0 + riuj 

de sorte que g(P) > g(0 - nu) A g(0 + nu) > f (0 - nu)Af(0 + nu) = 

4- - ̂  >/ 4* Z e- C'est-à-dire que V P̂ e & : g(P) >y j . 

Or Ej ( M ^ est visiblement un convexe qui contient f. D'où f = E 

1 ^ * Î, (f) = ^ = 0 

1 

N,. fr) = &. 

§ 3. Cônes flous. 

a. CONES VECTORIELS FLOUS. 

Soit (E,J) une structure vectorielle floue, et soit A € J , 

On dit que A est un cone vectoriel flou de (E,J) ssi : ̂ a c E , 

VX > 0 : A(Xa) ^ A(a). 

REMARQUE. - Alors, Va CE, VX > 0 : A(Aa) = A(a) . 

b CONES FLOUS. 

Soit (&,J) une structure affine floue, de direction E, et soit 

f £ J & . 

On dit que f est un cone flou ssi : 3M €. & , Vp € - {M}, 

V X > 0 : f(M+ X MP) > f(P). (On dit que M est un sommet du cone). 
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REMARQUES. -

Alors, f est constante sur chaque demi-droite épointée d'origine M. 
* E ^ >̂ ^ 

Si A £ J est définie par A(u) = f(M + u) , A est un cone vectoriel 

de (E,J). 

i> -=> -=» a.. r , 
En effet, A(Xu) = f(M + Au) > f(M + u) = A(u). On note f « [M,A J . 

Si f = [M,AJ =[N,B]=9Â = B , de sorte qu'on peut appeler À le cône 

vectoriel flou directeur de f. 

En effet, soit ÏÏ^E : 

ou bien u n est pas colinéaire à MN, et si I désigne le centre ^ _ — > 
du parallélogramme M,M + u, N + u,N ; 

A(u) = f(M+u) = f(N+N(M+u)) = f(N+^N(M+u)) = f(I) = f(M-4w(N+u)) = 

3 % 
« f(M+M(N+u)) = f(N+u) = B(u) ; 

ou bien u est colinéaire à MN , et 3P€.{M,N}, 3X > 0 , 
4 

P(N+u) = X P(M+u). 
u ^~0 . 

Alors A(u) = f(M+ï) = f(N+u) = B("uV 

Enfin A(0) = f(M) - f(I) = f(N) = B(0). 

THEOREME.- Si f€J^, il y a équivalence entre : 

(1) f est un cône flou de (£>,J) 

(2) VA^J : N

a(f) est un cône de Ê? ou est vide et, si 

f(6) est une chaîne : (1), (2) équivalent à (3). 

Va £ f(£?), N a(f) est un cône de &. 

c Toute intersection de cônes vectoriels flous est un cône vec

toriel flou. Toute intersection de M-cones flous (cad de cônes 

flous de sommet M) est un M-cône flou. 

De sorte que, si J est complet, on peut parler du cône vectoriel 

flou engendré par une partie flou de (E,J), du M-cône flou engendré 

par une partie floue de (ô,J), du M-cône convexe flou engendré par 

une partie floue de ( 6> ,J) . 

101 



3ème partie : QUELQUES PROBLEMES D'ENGENDREMENT, LORSQUE 

J EST COMPLET NOTAMMENT. 

(lorsqu'il est question de convexes, de cônes, de cônes convexes, 

le corps de base est R). 

§ 1 . Soit (E,J) une structure vectorielle floue de dimension finie 

où J est une chaîne complète. 

Soit A € J . 

PROBLEME . - Construire le sous-espace vectoriel flou de (E,J) 

engendré par A. 

Posons, pour tout a €J , <N (A) > = sous-espace vectoriel de E 

engendré par N a(A). 

<a> = { g c J/ < N (A) > =< N (A)>} 
P CL 

a' = V <a> 

on peut faire les remarques suivantes : 

1) Pour tout a£J, <a> est un intervalle de J d'extrémité a'. 

En effet, si g < y < ô, et si 5 <a > et 6 < a > . 

< N a(A)> =<N g(A)> ^ <N y(A)> O <N 6(A)> = <N a(A)> , de sorte que 

y € < a> : < a > est donc un intervalle de la chaîne complète J 

non vide (a€< a > ), d'extrémité V< a > = a'. 

2 
2) Pour tout (a,B)CJ , a ' = 8'=i> ou bien < a > = < B > 

ou bien <a> est un intervalle 

se terminant en a', ne contenant 

pas a', alors que <g> = {a'} 
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Ceci résulte trivialement de 1) et de ce que les intervalles 

( < o t >) a£ j
 s o n t deux à deux disjoints. 

3)| Les intervalles ( < a > ) a e j sont en nombre fini. 

En effet, si n est la dimension de E, il y a au plus (n+1) intervalles 

de ce type. 

. Soit K la partie de J ainsi définie : 

ou bien Nj(A) ̂  0 : alors K = {a'/otcj} (remarquons que 1 est le 

maximum de K) . 

ou bien Nj(A) = 0 , V a e J : N

a ( A ) ^ » 1 n'a pas de prédécesseur 

dans J : alors K = { a ' / o t e j } (l=maxK). 

ou bien Nj(A) = 0 , Va e J : N^(A) ^ 0 , 1 a un prédécesseur, 1 , 

dans J : alors K = {a f i 1 / a € j] u {1 }. 

(remarquons que si V a c J* : N (A) 5 {o}, 1 e { a f / a € J } ) -
_ a ¥ 

(1 =max k). 

ou bien Nj(A) = 0, i a ^ 1 tel que (A) = 0 , 

V a £ J (N (A) 4 0 ^ N (A) 2 {0} ) : 1 

a a r 

alors K = { a ^ 1 / a e j } . 

ou bien Nj(A) = 0 , 3aj < 1 tel que N (A) = 0 , 3 a 2 C J 

tel que N (A) = {0}: 
a 2 

soit a = {a J/N (A) ={{o}} : alors K = a f^l / a J} {a } 
o a o 

(a =max K) . 
o ' 

REMARQUE. - Soit a J. Y-a-t-il un plus petit élément de K, noté a , 

supérieur à a? 

si a K : a = a 

si a K et si a 1 ^ 1 : a = a f . 
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si a ̂  K et si a' = 1 : 

si N j (A) 4- 0 : 'a = 1 

si : N. (A) = 0 , V B C J* : Nfl (À) * 0, 1 n
!a pas de 

prédécesseur dans J : a = 1 

si : Nj(A) = 0 , € J * : N g (A) H , 1 a un prédesseur 

dans J : a = 1 , 

si : Nj(A) - 0, 3 A ] < 1 tel que N^ (A) = 0 , 

V*ej[N (A) ^ 0 & N (A ) 2 {o}] 1 

ex a T J 

aucun élément de K ne majore a. 

si : Nj(A) = 0 , 3 a . < 1 tel que N^ (A) = 0 , 3 a 2 6 J 

tel que N (A) = {0}} • 1 

a 2 

ou bien a< a eta = a 
o o 

ou bien a n'est majoré par aucun élément de K. 

DEFINISSONS UNE FAMILLE (B ) ^ R DE PARTIES NETTES : 

Soit y 6 K 

* si Y ^ max K : il existe alors a <? J tel que Y = a ? 

ou bien il existe B £ J tel que B < Y : on pose alors 

Y est extré- B = < N (A)> 
Y 6 

mite de <B> I 
sinon, B = <N (A)> . y é < B > 

Y Y 

* si Y = m a x K : 

ou bien il existe 0L€J tel que y « a1 : même définition que 

précédemment 

ou bien Y = 1 » et N^-(A) = {o} . Alors, 

. ou 1 est extrémité d'un intervalle <B> où 

N g(A) Jfo}et B. = < Np(A) >; 

. ou sinon, Bj = {0} 
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ou bien Y = s6 o. Alors, 

ou bien a est extrémité d'un intervalle <B> où n'est pas 
o r 

a , et B = <NQ(A)> o * a B 
o 

ou, sinon, B - (o) . 
o 

ON DEFINIT AINSI UNE PARTIE FLOUE D'IMAGE K : 

Il suffit de remarquer que B

minK
 = E 

Y,,T 2eK et T , < Y 2 ^ B Y i £ ^ 2 " 

* Or min K = o' : en effet, 

si minK £ {CL '/a e j}, il est évident que minK = o' 

si minK = a ou f et minK^ {a'/ae K} , <N . __(À) = {o}, 
o minK 

donc minK^ <o> et minK >o', contradictoire. 

Donc B . = B , = <N (A)>= E. 
minK o' o v J 

Supposons maintenant que Yj,Y2^K et "Y j <Y£ : 

remarquons tout d'abord que B z> <N (A)> . 
Y l Y l 

1) Si B « <K (A)>: B D <N (A)> <N (A)>= B , 
Y 2 Y 2 Y l YL Y 2 '2 

et si B^ - <N^ (A)> : Yj est extrémité de < Y j > > et 

i * ' ^ _ ^ 
Y 2 < Y

1

> • d e s o r t e ^ u e < N

Y ( A ) > ^ < N

Ï (A)> • 

2 ) Si B ^ < N (A)>: alors Y 9 est extrémité d'un <B> et 
Y 2 Y 2 Z 

Y«£ <B> . Alors <Y > précède <B>. 
1 

Donc <N^ (A)>^ <Ng(A)> = B^ . 

ou bien <N (A)>^<N (A)>, ou bien <N (A)>= <N.(A)> . Mais alors, 
y | ' P Y j P 

Y | est origine de <B> , et il existe donc a<Yj tel que \ y ̂ 4 <a> 

Yj extrémité 

d'où B^ = <Na(A)> ^ <N^ (A)> .
 d e < a > 
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Dans les deux cas, 13 2 B. • 
1 * Y 2 

. Notons B l'unique partie floue telle que : B(E) = K et pour tout 

Y G K : N y(B) = B y . 

*B EST UN SOUS ESPACE VECTORIEL FLOU DE (E,J) : chaque niveau N y(B), 

pour y^B(E), étant un sous espace vectoriel de E. 

* B ^ A : 

Soit a e J. 

ou bien a n'est majoré par aucun élément de K, et N^(B) = 0. 

1er cas : a £ K, a' = l , N^(A) = 0 , il existe otj< 1 tel que 

N a (A) = 0 , V 6€J[NB(A) t 0 ^ N g ( A ) ^ {o}] 

-V» "V.' 

Alors N (A) = 0. Sinon,< N (A)> 2 » d o n c ot £ < 1 > = <a ' > = <o > a ot rp 1 

et on aurait a'^a j< a', ce qui est impossible. 

2e cas : ct^K, Nj (A) = 0 , 3a}< 1 tel que (A) = 0 , "SA^J tel 

que N (A) = {o} . 
a 2 

Alors a >a , et N (A) = 0. 
o a 

ou bien, si a est le plus petit élément de K majorant a : N (B) = N^(B) 

si a € K : N (B) = N/,(B) = B (A)?3N (A) 
a \ a ^ a ^a

 a 

si ot € K : N a(B) = Ng(B) = Nrf(B) = *aP<\(A) > 3 < N^A) > D N (A) 
a ^ 1 a 

si a i K : ou bien N (A) + 0 : N (B) = N^(B) = N (B) = B.^N(A)>DN f2\ 
A = OU BIEN Nj(A) =0 , V B E J* : Ng(A) I* 0 , 1 N*A PAS DE 

PRÉDÉCESSEUR DANS J : 

N (B) = N„(B) = N,(B) = B . ^ N (A)> ~> N (A), 
a a I l a a 
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ou bien N.(A) = 0 , ^ B e j * : N Q(X) ^ 0, 1 a un prédécesseur, ï, 

dans J : N a(B) = Ng(B) = N f(B) = Bp=>{o} = ^(A) 

ou bien Nj(A) = 0, 3ttj < 1 tel que N^ (A) = 0 , 3 a ^ J tel que 

N (A) = (0} et a < a : N (B) = N^(B) = N (B) = B„ = {o} = N (A)• 
(¿2 o a a a 0 a 0 a 

En définitive, pour tout a e J : N

a(B) ̂  N a(A). Donc B D A . 

B EST LE PLUS PETIT SOUS ESPACE VECTORIEL FLOU DE (E,J) A CONTENIR A : 

—• 
Soie D un sous espace vectoriel flou contenanc A. 

LEM4E. - N

a(D)
 = max K < a (et par conséquent N a(D) = fl^N^CB) = 0). 

En effet, soit a e J tel que N (D) = 0 - Alors N^(1) = 0. La définition 

de < montre que maxK ̂  a (ou bien a = 1 et c'est trivial, ou bien 

Nj(A) = 0, 3a < 1 tel que N

a(A) = 0 et dans chacun des 2 cas possibles 

alors il est évident que max K < a) . 

Si a = max K, il artiste un intervalle X de J d'extrémité a tel 

que Vç<2X : N (A) D {o} mais j>n aurait N (D) - N (D) = flNJD) Z> N (Ap{ol 

Soi: alors a £ K tel que N

a(D)
 = 0-

N (D)^N (A), et donc N (D) 3 < N (A) • 
a a * a ' a ' 

Alors ou bien N a(B) = <-N^(A)> , ou bien il existe un intervalle 

X d'extrémité a tel que V B G X : N (B) =^N D(A)> ; mais alors 
a p 

N (D) = N (D) = H Nfi(D) O H <N Q(A)> - N (B̂ T • 
a VX B€X * g € X B a 

§ 2. Soit (E,J) une structure vectorielle flou de dimension/V^ 

où J est une chaîne complète. 

Soit A e J^. 

PROBLEME. - Construire le sous-espace vectoriel flou de (E,J) 

engendré par A. 
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NOTATIONS. - Soit ( e £ ) i £ ( N *
 u n e b a s e d e E ( s i ^i^iei e s t u n e 

base de E, on suppose avoir pu construire un bon ordre sur I). 

Pour tout n £ N * : A = A \ E 
n n 
B = sous-espace vectoriel flou de (E .J) 

n ^ n 

engendre par A . 

* ^ E„ 
Pour tout neiN , et pour toute M £ J n , M désigne le prolongement 

par 0 à E . de M. 
n + 1 E 

n ** 

Pour tout n€N , et pour toute M€J , M désigne le prolonge-

ment par 0 à E de M. 

. *\> 

Alors : le sous-espace vectoriel flou de (E,J) engendré par A 
est U B . 

ne®* n 

En effet, 

1) Pour tout n€lN , B n est le sous-espace vectoriel flou de 

(E^+j,J) engendré par A^ : car B^ est un sous-espace vectoriel 

flou de (E^+j,J) contenant A^ ; et si D est un sous-espace vectoriel 
flou de (E .J) contenant A ! , 

n+1 n 
D I E O A ^ D 1 E O B ^> D ̂ (D ! E ) !3>B !. 

n n 1 n n ' n y n 

2) Donc, puisque, pour n e IN : A ^ C A ^ : B ^ C B

n + ] > et B * C B * . 

^ ~* 
3) La partie floue de (E,J) : B = O B est donc un sous-espace 

ne(N* n 

vectoriel flou. B O A , car pour tout n £IN : B E o B E = B ^ A = A Ii? 
n n n n A , E

n -
Si D est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) contenant A, 

D I E n ^ A n , donc D ) En^> B n et D o (D I E )3B*, ce pour tout n^N*. 

De sorte que D O U B* = B. 
^.7* n 

n CflSI 
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§ 3. Soit (E,J) une structure vectorielle floue quelconque. 

Soit A£J une partie floue telle que A(E) soit une chaîne finie. 

PROBLEME. - Construire le sous-espace vectoriel flou de (E,J) 

engendré par A. 

Soit A(E) = {a a } , où aj <...< a 

V -V 
Soient A,,...,An les valeurs successives de la suite < N (A)*...<N (A)> 

1 " a. 
1 n 

(où < (A)> désigne le sous-espace vectoriel de E engendré par 
^ 1 

N a (A)). 
i 

Soit P1]»*-'^ ^ a suite extraite de a^,...,a^ telle que 

Bj = max (a£A(E) / < Na(A)> = k} 

8j> = max {a e A(E) / <N (A)> = A n} = a . 
^ a l n 

Soit B = 6,AjU ... O J A . 

B est un sous-espace vectoriel flou de (E,J). 

A C B : il suffit de vérifier que V a € A(E) : N^(A)C ^(B) 

or pour tout i € { l n} , il existe j G {!,...£} tel que 

N (A)C< N (A) > = N. (B) = N (B). 
1 1 J 1 

B est le plus petit sous-espace vectoriel flou de (E,J) contenant A : 

car si D est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) contenant A, 

on a V a € A(E) : ̂ ( A ) C ^ ( D ) , donc <Na(A)> C ^(D) . Or pour 

tout aÊÀ(E), N (B) = <N (A)> . Donc Va € B(E)CA(E) : N (B) C N (D), 
A A/ *j

 a a a 
ce qui montre que BCD . 

REMARQUE. - Pour tout a €J tel que a< a = 8 : N (B) = <N (A)> . 

n jL a a 

sinon, N a(B) = 0. 

En effet, pour tout a <=-J tel que a ̂  a = p . 

n x, 
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N (B) = LL N (B) = <N (A)>= U, < N (A)>=<N (A)>=<N (A)> 
6£B(E) P 6£B(E) B ; 6£A(E) *a a a^ 
Bia &} a Bïa L—> où 6 =min{B€A(E)/ 

" 8 ̂  a } 

ly car B(E)CA(E), et par ailleurs 

pour tout B€A(E), il existe 

Y€ B(E) tel que <N g (A)>=<N^ (A)> 

| § 4. Soit (£> ,J) une structure affine floue de direction E, quel-
6 

conque. Soit f CJ une partie floue telle que f(£>) est une chaîne 

finie. 

PROBLEME. - Construire l'enveloppe convexe de f. 
1) Il suffit de parodier la construction du § 3 , en remplaçant 

<N (A)> , sous-espace de E engendré par N (A), par N (f) = 
i i i 

enveloppe convexe dans & de N / r N . r r a.(f) 

2) On a encore la remarque :va € J : N (f) = N (f). 

REMARQUE. - Il n'est pas possible d'obtenir un résultat analogue 

à celui du § 1, car l'hypothèse de dimension finie ne rend pas 

nécessairement g(ô>) finie lorsque g est une partie floue convexe. 

§ 5. Soit (E,J) une structure vectorielle floue, où J est complet* 
^ E 

Soit A ç J . 

Le cone vectoriel flou engendré par A est défini par 

C(0) = A(0) 

si a 5e 0 : C(a) = v A(X a) 

X > 0 

On définit, puisque J est complet, une partie floue C de (E,J) par ( 1 ) . 

C^ A. 

C est un cône vectoriel flou, car si y > 0 ; 

C(ua) = V A(Xya) = V A(ta) = C(a). 
X ">0 t >0 
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Si D est un cone vectoriel flou qui contient A : 

<*V A/ 

pour tout a€E, pour tout X > 0 : D(a) = D(Xa)> A(/\a) 

donc pour tout a € E : D(a)> V A(Xa) = C(a). 
X > 0 

Version affine : 

Soit (& ,J) une structure affine floue, où J est complet. 

Soit f € J ^ , et soit M £ & . 

Le M.cone flou engendré par f est défini par : g(N)= V f(M+XMN). 
X> 0 

C'est le cone flou de sommet M et de cone vectoriel directeur 

le cone vectoriel flou engendré par u-»f(M+u). 

§ 6 LORSQUE J EST UN TREILLIS COMPLET ET QUASI TOTALEMENT DISTRIBUTIF. 

1. Soit E un espace vectoriel. 

A(u,p)6E>№, on associe v(u,p)={ {UJ ,.. . ,u^}/3(Xj ,•••,X^) € K , 

u = A. u. +. . . + X u } . 
1 1 p p 

! Si A est une partie floue de (E,J), où J est complet et quasi 
totalement distributif, le sous-espace vectoriel flou de (E,J) 
engendré par A est u-»\/ V ( / \ A(v)) (*). 

L p€ F6V(ïï,p) v € F 

Soit en effet B la partie floue de (E,J) définie par (X ) . 

Puisque {u}£V(u,l) pour tout u € E : B 3 A . 

Si D est un sous-espace vectoriel flou de (E,J) contenant A, et 

si u C E : pour tout p€tN et pour toute F € V(u,p) , D(u) ^ A D(f) 

D(u)^ B(u). 

B est un sous-espace vectoriel flou de (E,J), car si u,v€-E et 

X,y£ K : F€V(u,p) et G € V(v,q)=5> F O G € V(Xu + uv,h) où p+q, 

de sorte que 
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B(U)AB(V) . ( V V ^ A ( F ) ) ] A [ " V V ^ (AA(G))1 

pCUffe V(u,p) QE(N* G E V ( v , Q ) 

£/\A(F (JG) (quasi dis tributivi té totale) 
(p,q) E N *IN* 

Fev(u,p) 
G6V(v,q) 

< V ^ V ^ ^A(H)) = B(Xu+yv) 
" reN H€V(Àu+yv,r) 

2. Soit &> un espace affine 

A(M,p)C<§ * N , on associe C(M,p) = {{M , . . . ,M }/M est dans l'enveloppe 

, convexe de{ M, ,. . . ,M }} on a vu que, si f€ J , f(M)= V V (Af(F)) 
P p€ÏN* F€C(M,p) 

3. Soit (ê ,J) une structure affine floue, où J est complet et quasi 

totalement distributif. 

Soit M € & , et soit f £ J & . 

Le M-cone convexe engendré par f est l1enveloppe convexe du M-cône 

,engendré par f. 

LEMME. - 5i gCJ est un M-cone, g est aussi un M-cône. 

En effet, soient ~uCE et X >0 : 

g(M+Xu) = V ^ V ^ [/\g(m) - V V ^ R A G ( x n ) ] 
p€N m€C(M+Xu,p) p<£(N n€C(M+u,p) 

car m £ c(M+Xu,p)** &(M,y) (m) e C(M+ïï,p) donc g(M+Xu) = V ^ V [Afa)] 
pe N * ̂€C(M+"ti,p) 

(car g est un M-cone), d'où g(M+Xu) = g(M+u). 

CONSEQUENCE. - Lfenveloppe convexe du M-cone engendré par f est un 

M-cone (d'après le lemme) convexe contenant f. Il est clair que c'est 

le plus petit M-cone convexe contenant f. 
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