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SUR LES POINTS EXTREMAUX DE LA BOULE UNITE 

DE L'ESPACE DES COEFFICIENTS D'UNE REPRESENTATION UNITAIRE 

ET SUR L'EGALITE A ^ G ) = % n (G) 

par Paul NOUYRIGAT 

Soit 7T une représentation unitaire d'un groupe localement compact 

G . Eymard p] puis Arsac [l | ont défini et étudié les espaces 

B ( G ) et A ( G ) . L'espace B ( G ) est l'ensemble des coefficients 

ïï 7T ïï 

des représentations unitaires continues de G qui sont faiblement 

contenues dans TT- L'espace A ( G ) est le sous-espace de Banach de 

B ( G ) engendré par les coefficients de TT» Nous montrons que les 

points extrémaux de la boule unité de A ( G ) sont liés aux sous-
ïï 

représentations irréductibles de TT, puis que l'égalité A ( G ) = B ( G ) 
ÏÏ ÏÏ 

entraîne que TT est somme de multiples de représentations irréductibles. 

Nous adopterons les notations de p"| . 

Soit G un groupe localement compact et soit dx une mesure de 

Haar à gauche sur G , choisie une fois pour toutes. Soit TT une 

représentation unitaire continue de G dans un espace Hilbertien %. 

Pour Ç et neJÉ? , on désigne par Ç $ r\ la fonction sur G définie 

par £ * r)(s) = ( Ï Ï ( S ) H T I). On désigne par VN l'algèbre de Von Neumann 
ÏÏ 

engendrée dans par ÏÏ(G). On sait que A ( G ) s'identifie au 
ÏÏ 

prédual de VN , la formule de dualité étant : 
ÏÏ 
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<T,ç*n> = (Tç|n) , pour TeVN^ ,ÇeJT ncJf 

On écrira désormais A et B au lieu de A (G) et B (G). 

7T 7T 7T TT 

1. - Soit TT une représentation unitaire de G. 

On montre que, si u est extremal dans la boule unité de A , 
TT 

il existe G* sous-représentation irréductible de TT telle que u 

soit extremal dans la boule unité de , On désigne par 3t la 

boule unité de A 
7T 

(1.1.) PROPOSITION. - Soient u et v dans A . On suppose qu'il 

existe un opérateur partiellement isométrique T e VN^ tel que 

u = Tv ; v - T *u , | |u| | - | |v| | . 

Alors pour que u soit extremal dans 3h, il faut et il suffit 

que v le soit. 

Soit Jff.CZJfP tel que T * T soit le projecteur sur Jff. . Alors 

T (resp. T*) est nul sur 3(P (resp. [T(jfj)] ) et est une isométrie 

sur (resp. T (JPj)). 

Supposons, u extremal dans 38 et soit v = l / 2 ( V j + V 2 ) où V j 38 9 

^2 ^ ^8* On a donc 

u = Tv = l/zfTVj+Tvj] , avec Tvf® et T v 2 ^ ^ . 

d'où u = Tvj = Tv 2- On peut écrire V j = £(Çj+£p*n£ avec £\ £ ; 

qejr1; > I ! v ! M -ïlUi+çil l I K I I - C e l < i u i d o n n e 

Tvj * l *• T\. puis 
i 

i = M u i i - i l T v j i ^ ï | | T Ç i n i n u- z|| e-lUhjIk A\^V\\\U \\< 
i i i i i 1 

On en déduit que pour tout i on a ||Ç.||=||Ç.+Ç1|| et, les éléments 
i 

£. et Ç 1 étant orthogonaux, ç! = o puis Vj = Z Ç.*n • • 
i i 
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Or Ç. = T*TÇ. d'où v. = ET*TÇ. * n- = T*Tv, = T*u = v. 
1 1 1 i l 1 

Par suite = v et v est extremal dans 3d. 

Pour la réciproque on permute u et v puis T et T * . 

(1.2) COROLLAIRE. - Pour que u e A ^ soit extremal dans@, il faut 

et il suffit que sa valeur absolue \u\ le soit. 

On utilise la décomposition polaire u = T|uJ de u et on applique 

le résultat précédent. 

(1.3) REMARQUE. - Soit u 4 ^ . Si u est positif (i.e. u est une 

forme linéaire positive sur VN^ , si u = l/2(uj+u2) et ||u|| = 1 

avec Uj«=ii# et u^ffi alors u } et u 2 sont positifs. 

En effet on a 1 = ||u|| = u(e) = 1 /2(uj (e)+u2(e)) <: 

1/2(| |u, | | + | |u 2| |) ^ 1 d'où llujl = uj(e) et ||u 2|| « u 2(e) . 

Alors d'après [2\ prop. 2.19 on a le résultat. 

Ceci montre que pour que u, positif, soit extremal dans £S 

il suffit qu'il le soit dans la partie positive d e ^ . 

(1.4) PROPOSITION. - soit u*@. Alors si u est extremal dans 08, 

u peut s'écrire u = Ç * r) , avec r\ zjf et 

- IUII - ||n|| - l. 

En effet, on peut écrire u = E Ç. # r\. , avec | | u| | «Z | | Ç. | | | |n-| | =1 
• î 1 i l 
1 

(Z^ëJtf ;r\^cJ^). Si la somme comporte plus d'un terme, on a 

u = u 1 + u 2 avec 1-| |u| |-| |u, | | + | |„ 2| | d'où u-| juj |y^j +| |u 2| . 
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D'où, u étant extremal, tous les termes de la somme sont propor­

tionnels . 

Il résulte alors que u = £-* n avec | | u| | =| | Ç | | =| | n | | =1 . 

(1.5) PROPOSITION, - On suppose la représentation JT Irréductible. 

Alors les points extrémaux de sont les U Ê qui s'écrivent 

u = n , a v e c | |u| |-| |Ç| |-| |n| 

D Taprès (1.4) il suffit de montrer que les Ç * r\ avec £ € Jf7 

n fc^f7, | | Ç*n| | =| | ç| | =| | n| | =1 , sont extrémaux dans 3d • Soit 

donc un tel Ç-* Puisque TT est irréductible, on a VN^ = «Sf (Jff) 

d foù A^(G) s'identifie à l'espace des opérateurs à trace s u r ^ , 

cet espace s'identifie à J^%^ et Ç * n s'identifie à Ç r\ 

Or Ç 9 n est un opérateur de Hilbert Schmidt et sa norme d'opérateur 

de Hilbert-Schmidt est 1. Donc Ç G n est extremal dans la boule unité 

des opérateurs de Hilbert-Schmidt et, par suite, dans la boule unité 

des opérateurs à trace qui est plus petite. 

Pour toute sous-représentation irréductible, a de TT , il existe 

un seul projecteur central P êVN tel que P A = A P = A C A 
r j a a ^ a TT TT a ot TT 

([l] Prop (3.16) p. 50). Si a et 6 sont des sous-représentations 

irréductibles de TT disjointes on a (fl"|(3.12)) A n A 0 = {0> d'où 
*- -1 Ot p 

on déduit P P Q = 0. Les sous-espaces P O f ) = et P c Q f ) = W0 

sont donc orthogonaux. 

Prenons dans chaque classe de sous représentations irréductibles 

de TT une représentation TT.. Soit n. l'ordre de multiplicité de TT . 
i l î 

dans TT . On pose alors 

T = 9 n. TT. ; jf? = ; P = ffi P. ; avec 
î i l 

- P P**) et P. - P 
1 TT • 1 TT . 

1 1 
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D'après [1] on peut écrire 

A7T = AQ 8 A T > a V e C U = V U T 6 T I M M l U

G l l + M U

T l I • 

De plus A = PA et A = (l-P)A ; en effet A = ® A = ®(P.A )=(GP.)A R T ÏÏ a i r T . ÏÏ . . î if . 1 IT 
i l l î 

car les P^ sont orthogonaux deux à deux. 

(1.6) REMARQUES- - (i) Si désigne l'espace de la représentation 

TT. et si Pï est le projecteur sur Jf\ , alors P! est dans le commutant 
i i v J i ' i 

de VN et P. est le support central de P.'. TT i r r i 

(ii) Il se peut qu'il n'y ait aucune sous-représentation irré­

ductible de TT, auquel cas A = {0}> 
a 1 

(1.7) THEOREME. - On conserve les notations ci-dessus. Les points 

extrémaux de 3S sont les points extrémaux des boules unités des 

A , c'est-à-dire les ri., où ÏÏ. s i i' 
i 

ç. 6 jr. ne jr . | | e i * T ) i | | - i - | | e i l l - l h i l l -

On a d'abord le lemme suivant : 

(1.8) LEMME . - Soit E un espace de Banach. Soient Ej et E^ 

deux-sous-espaces fermés de E. On suppose E=Ej 9 E 2 et gue, 

dans l'écriture d'un x de E sous la forme x = X j+x 2(xj € E ̂  ; x 2 £ E 2 ) 

on a, | | x| | = | | X j | | +| | x 2| | . Alors, si uéEj est extremal 

dans la boule unité de Ej, il est extremal dans la boule 

unité de E. 

La vérification est immédiate. 

Si u est extremal dans la boule unité de A alors u est extremal 
ïïi 

dans la boule unité de A^ : on applique le lemme à la décomposition 

de A sous la forme A = A $ A * ([il th. (3.18) p. 53). 
ÏÏ ÏÏ ÏÏ^ ÏÏ L J 
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Réciproquement, soit u extremal dans â*> ; alors, d'après (1.5), 

u est de la forme u = Ç •* n avec | | U | | « | | Ç | | = | | T I | | =1. 

Supposons d'abord Ç =ri . 

Soit H le sous-espace fermé engendré par les TT(S)Ç 

pour s € G . Alors H est stable par la représentation TT et TT | ̂  

est la représentation associée à la fonction continue de type 

positif u sur G. 

D'après [2\ p. 261, 13.6.2. pour montrer que T T | h est irré­

ductible , il suffit de montrer que dans toute décomposition 

u = u j + u 2 e n s o i m n e de deux fonctions continues de type positif, 

U j et u 2 sont proportionnelles à u. Soit donc u =
 u ] + u

2

 u n e telle 

décomposition avec U j € B(G) , u 2 ^ B ( G ) > Uj4 0 , u 2 ¥ 0. On a 

| |uj| |.-uj(e) et | |u 2| |=u 2(e), d'où 1 -|| u||-u(e) = u} (e)+u 2(e) . 

On en déduit | ju^||+||u 2||=1. D'autre part on peut écrire 

B(G) « A^ 9 A r (Q] th. (3.18), p.53). Appliquant le lemme (1.8) 

on voit que u est extremal dans la boule unité de B(G). 

0 r u = l | u ' M w r
 l | u 2 " l T ^ r r ' d ' o ù u = TT^TT = TT^TT ' 

Par suite irj H est irréductible, donc équivalent à l'un des TT^ 

et u 6 A i = A . E n outre, u est extremal dans la boule unité 

de A dotic est de la forme u = £.* n- ; £• ; n. € OC. 
TT. s x i s x i i i 
i 

i M H U i t H K i i - 1 . 

On ne suppose plus Ç = 

Soit u - Tç*- ç la décomposition polaire de u. D'après (1.2), 

ç * ç est extremal dans^. D'après ce qui précède, ç * ç est de 

la forme ou* , avec a i £ i ; \ | | | =1 | | | »1, pour un 

certain i. De plus, T e VN ; donc TX.CJf. . 
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On a alors u = T (ç * ç) = TCcu* = Tou * &^ 

et ||u|| < l l T a . l l ||B.|| « Ma.ll | | B . | | = 1 = ||u|| ; 

df où J J ITa^ J I = 1 , ce qui achève la démonstration. 

( 1 . 9 ) REMARQUE. - Le théorème a d'abord été démontré dans le 

cas où G est unimodulaire et TT la représentation régulière de 

G par G. Mauceri ( [3j) . 

2 . - On conserve les notations du § 1 ) et on suppose en plus 

que A^ = B^ . On va montrer que TT est somme de multiples de 

représentations irréductibles. 

L'espace de Banach A^ est alors l'espace de Banach dual de 

C* , la fonction u e A étant identifiée à la forme linéaire 

TT TT 
TT ( f ) H—> f f(x) u(x)dx pour f € L (G). 

JG 

( 2 - 1 ) PROPOSITION. - L'espace A est -r (A ,C*) dense dans A . 
T TT TT TT 

En effet, pour la topologie de dualité o^(A^,C^), la boule 

united de A^ est compacte. Elle est donc l'enveloppe convexe 

cr(A ,C*)~fermée de ses points extrémaux. Or les points extrémaux 

TT TT 

de sont dans Â _ d'après ( 1 , 8 ) . On a alors le résultat. 

( 2 . 2 ) COROLLAIRE. - Soit Té . Alors 

TT 
| | T | | = S U P { | < T , U > | , u e A T , ||U | | S 1 } . 

En effet T est une forme linéaire G" (A ,C*) continue sur A 
TT TT TT 

et sur & elle atteint son maximum en un point extremal qui est 

donc dans A 
T 
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On va maintenant construire une * isométrie entre les 

-* *• 1 
algèbres et • On a pour f eL (G), 

| | i r(f)|| = Sup{|<7T(f),u>| , U € A t , ||u|| .< 1} 

= Sup{| / f(x)u(x)dx| , u 6 A I |u| I ^ 1}. 
G 

D'autre part x(f)€VN^ , d'où 

| | T ( £ ) | | = Sup{|<x(f),u>, U ^ A t , ||u|| 4 1} 

= Sup{| f f(x)u(x)dx| , u £ A , ||u|| « 1}. 
G T 

Et, par suite, ||ir(f)|| = | | T ( f j | | pour tout f€L'(G). 

D'autre part, puisque т (x) est la restriction de тт(х) à Jf?^ 

pour x^G, on a 

Tf ( f )|jf - T(f) = PoTT(f) pour fGL ](G) 

P étant le projecteur sur • La dernière égalité suppose, ce que 

nous ferons toujours, que l'on identifie un opérateur T sur Jff 

à l'opérateur sur Ж qui est nul surJÉ^ et qui coïncide avec T 

sur Ж . Cette identification est une * isométrie de ^f(Jif ) 

dans^(#V 

(2-3) PROPOSITION. - L'application 7 r(f ) + - > T(f) se prolonge en une 

*-isométrie *p de C* sur C*. Pour T € C* , on a ф ( Т ) = P.T . 
TT T TT T 

Il suffit de remarquer que les Tr(f), pour f£L*(G), sont 
' denses dans С et que les T(f) le sont dans С , pour obtenir 

TT T 
que <p est une isométrie. Que <f soit un *-homomorphismes résulte 
de l'égalité x(f) = Р.тг(£) et du fait que P est un projecteur 
central de VN 

TT 
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(2.4) PROPOSITION. - Les espaces de Banach de fonctions sur 

G, B et A sont égaux. 
T TT * 

On va voir que 1 application 0 : B - ̂  A , obtenue en 
T TT 

transposant cp est l'identité. 

Soit u e B = (C*) 1 . Alors u est identifié à la seule fonction 
T T 

continue u sur G, vérifiant 

<u, T(f)> = J f(x)u(x)dx pour tout f € L ] ( G ) . 
G 

D'autre part, 0(u) € (C~*) ' est identifié à la seule fonctions 
TT 

continue v sur G vérifiant 

< 0(û), Tr(f)> = J f(x) v(x)dx pour tout f 6 L ] ( G ) . 

D'après la définition §e 0 on a, pour f €L^(G) : 

<0(u),Tr{f)> = <u,<f (ir(f))> = <u,x(f)> c'est-à-dire 

/f(x)u(x)dx » / f(x) v(x)dx pour tout f ^ L ^ G ) . 
G G 

Par suite u = v ; 0 est l'identité et B = A 
T TT 

(2.5) PROPOSITION. - Les espaces de Banach Â _ et B̂_ sont égaux. 

Soit u c B (=A ). Pour que u soit dans A^ il faut et il suffit 

T TT N T 

que l'application r(f) <x(f),u> soit ultrafaiblement continue 

sur C* . Or u c A ; donc la forme linéaire T*—> <T,u> sur VN 
T TT 7T 

est ultrafaiblement continue. De plus la topologie uitrafaible 

de VN est induite par celle de VN . Donc la restriction de 

u à C C VN est ultraf aiblement continue et ueA. 
T T T 

(2.6) THEOREME. - Sous l'hypothèse A « B on peut écrire 
TT TT 

TT = (B n. TT. , où les TT. sont des représentations irréductibles 
i 1 1 

de multiplicité . 
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La proposition (2.5) montre que A = A , donc A_ = {0} 

d'où tf- = 0 ; or ÏÏ = ^"8 T , donc TT = T et le résultat, 
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