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SUR LES POINTS EXTREMAUX DE LA BOULE UNITE
DE L'ESPACE DES COEFFICIENTS D'UNE REPRESENTATION UNITAIRE
ET SUR L'EGALITE A,(G) = B, (G)

par Paul NOUYRIGAT

Soit ¢ une représentation unitaire d'un groupe localement compact
G. Eymard [5] puis Arsac [[l ont défini et &tudié les espaces
BH(G) et An(G). L'espace B'rr(G) est 1'ensemble des coefficients
des représentations unitaires continues de G qui sont faiblement
contenues dans 7. L'espace A (G) est le sous—espace de Banach de
B(G) engendré par 1les coeffizients de 7. Nous montrons que les
points extrémaux de la boule unité de A (G) sont 1iés aux sous-
représentations irré&ductibles de 7, pui: que l'égalité Aﬂ(G) = BW(G)

entralne que 7 est somme de multiples de représentations irréductibles.

Nous adopterons les notations de [f] .

Soit G un groupe localement compact et soit dx une mesure de
Haar i gauche sur G, choisie une fois pour toutes. Soit ¢ une
représentation unitaire continue de G dans un espace Hilbertien.?&
Pour £ et ne# , on désigne par £ 3y n la fonction sur G définie
par £ % n(s) = (n(s)E|n). On désigne par VNTr 1'algébre de Von Neumann
engendrée dans () par w(G). On sait que A“(G) s'identifie au

prédual de VNn » la formule de dualité é&tant :
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Sur les points extrémaux de la boule unité de l'espace ...

<T,Exn> = (t&|n) , pour TeW el nest

On écrira désormais A1rr et B1r au lieu de A“(G) et Bn(G)'

]. -~ Soit 7 une représentation unitaire de G.

On montre que, si u est extrémal dans la boule unité de A'n s
il existe ¢ sous-représentation irréductible de 7 telle que u
soit extrémal dans la boule unité de A- . On désigne par # la

boule unité de Aﬂ

(1.1.) PROPOSITION. - Soient u et v dans A_". On suppose qu'il
existe un opérateur partiellement isométrique T(-_VN_" tel que

u="Tv ; v=T*u, HuH =|

Alors pour que u soit extrémal dans $, il faut et il suffit

que v le soit.

Soit .)f CH# tel que T* T soit le prOJecteur sur ,36’ . Alors

T (resp. T ") est nul surf (resp. EI'(X )] ) et estune isométrie
sur ,}fi (resp. T (f])).

Supposons u extrémal dans & et soit v = l/2(vl+v2) ol v c-_-93,

v, & 8. On a donc
= Tv = l/2[Tv1+Tv2] , avec Tvlﬁ-@ et Tv e B .
d'ol u = Tv, = Tvé. On peu}t écrire v, = E(F, JTES ),t-n avec F,‘ie,}f] s
5 G”L HV || = EHEi*EiH Hn1|| Ce" qui donne
Tv, = )i TE; * ng puis !
= ell=1o, e 2 1ol ng 1= 211 g5l Hngdle e, st | <
i 1 1 1

On en déduit que pour tout i on a Hé;il | =| |£i+£'|| et, les &léments

i
£; et g' étant orthogonaux, gi = 0 puis vy =L E;#n
i

i 1
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Sur les points extrémaux de la boule unité de 'espace ...

= * ‘ol = * = * = T* =
Oor gi T TF,i d'ou vy IT TF,i xn, T Tv] T u V.
Par suite v, =V et v est extrémal dans &.
Pour la réciproque on permute u et v puis T et T¥.

(1.2) COROLLAIRE. - Pour que ueA, soit extrémal dans B, il faut

et il suffit gue sa valeur absolue ‘ul le soit.

On utilise la décomposition polaire u = T|u| de u et on applique
le résultat précédent.

(1.3) REMARQUE. ~ Soit ue% . Si u est positif (i.e. u est une
forme linéaire positive sur VNTT , 81 u = 1/2(u1+u2) et ||u|! = 1

avec uley? et uze.@ alors u, et u, sont positifs.

En effet on a 1 = [|u|] = u(e) = 1/2(u;(e)+uy(e)) «
1720 uy |1+ Ty D < 1 a%on [, 1] = u;(e) et [lo,]] = uyCe).
Alors d'aprés 1_2] prop. 2.19 on a le résultat.

Ceci montre que pour que u, positif, soit extrémal dans 93

il suffit qu'il le soit dans la partie positive de &.

(1.4) PROPOSITION. - Soit ue #B. Alors si u est extrémal dans &,

u peut s'éecrire u = Lun , avec Ele/ ned et

[Tull = [le]l = {Inl] = 1.

En effet, on peut &crire u = I g #n; , avec ||u||=ZHgi|| ||ni||=1
i

(gief;nie X). Si la somme comporte plus d'un terme, on a

u=

\ “ "2
vy avee 1=[1ul =y |1+ gl | @om we oy |y 1 egl iy

29



Sur les points extrémaux de la boule unité de 1'espace ...

D'oli, u €tant extrémal, tous les termes de la somme sont propor-
tionnels.

I1 résulte alors que u = £# n avec ||u||=||€||=]|n|| =1.

(1.5) PROPOSITION. - On suppose la représentation s irréductible.

Alors les points extrémaux de B sont les ue A1T gqui s'écrivent

u=§£xn , avec ||u|l=HE[|=HnH=1'

D'aprés (1.4) il suffit de montrer que les £=n avec § € ¢
ned, ||eg«n|| =]1&g||=]|n]|=1, sont extrémaux dans # . Soit
donc un tel £+ n. Puisque m est irréductible, on a VNn = L (#F)
d'od An(G) s'identifie 3 1'espace des opérateurs A trace sur 3¢,

. » -~ A ) - a - -—
cet espace s'identifie 3 #®H et £4n s'identifie d £ @ n

Or £ @ n est un opérateur de Hilbert Schmidt et sa norme d'opérateur
de Hilbert-Schmidt est 1. Donc £ ®#n est extrémal dans la boule unité
des opérateurs de Hilbert-Schmidt et, par suite, dans la boule unité

des opérateurs & trace qui est plus petite.

Pour toute sous-représentation irréductible, o de m, il existe
un seul projecteur central Pae VNa tel que PuA'n = A'nPa = Au el ATT
([l] Prop (3.16) p. 50). Si o et B sont des sous-représentations
irréductibles de m disjointes on a ([[](3.12)) Aaﬁ A8 = {0} d'ou
on déduit PaPB = 0. Les sous—espaces Pa(xP) = Jfa et PB(Jf) = Jf%

sont donc orthogonaux.

Prenons dans chaque classe de sous représentations-irréductibles
de 7 une représentation M Soit n. l'ordre de multiplicité de T

dans 7. On pose alors

T= ®&n, n. GX? =@0H.; P=6 P, ; avec
i i i

H =P (H) et P, =P .
1 e b Y ™

i 1
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Sur les points extrémaux de la boule unité de l'espace ...

D'aprés [I] on peut &crire

ATr = A0 @ AT , avec u = uc+uT et ||u||=||uo|l+l|u1||.
De plus AT = PAn et A0 = (l-P)ATT ; en effet AT = ? A"i = ?(PiAﬂ)=(?Pi)An
car les Pi sont orthogonaux deux 3 deux.
(1.6) REMARQUES. - (i) Siin désigne 1'espace de la représentation

™, et si Pi est le projecteur sur J(k , alors Pi est dans le commutant

de VNTT et Pi est le support central de Pi.

(ii) I1 se peut qu'il n'y ait aucune sous-représentation irré-

ductible de 7w, auquel cas A0 = {0},

(1.7) THEOREME. - On conserve les notations ci-dessus. Les points

extrémaux de # sont les points extrémaux des boules unités des

A c'est-a-dire les . . ;
"i ’ re 1 F,l;f nl, ou

gie Ay me Ay [lggxngll=1=lfe;l1=lIng] ]

On a d'abord le lemme suivant :

(1.8) LEMME . - Soit E un espace de Banach. Soient E, et E2
deux-sous-espaces fermés de E. On suppose E=E1 @ E2 et gue,
dans 1'écriture d'un x de E sous la forme x = x1+x2(x1€ El;xzé.Ez)
on a, ||x]|=|lx1||+||x2||. Alors, si ter] est extrémal
dans la boule unité de E], i1l est extrémal dans la boule
unité de E.

La vérification est immédiate.

Si u est extrémal dans la boule unité de A1T alors u est extrémal
dans la boule unité de ATT : on applique le lemmé 3 la décomposition

de A sous la forme A_ = A"iO A ([1] th. (3.18) p. 53).
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Sur les points extrémaux de la boule unité de 1'espaca...

Réciproquement, soit u extrémal dans & ; alors, d'aprés (1.5),
u est de la forme u = £ n avec Hu||=HEH=||nH =1.

Supposons d'abord £ =n .

Soit HC¥ le sous—espace fermé engendré par les 1w(s)E
pour s€ G. Alors H est stable par la représentation m et TiH
est la représentation associée 3 la fonction continue de type
positif u sur G.

D'aprés LZJ p. 261, 13.6.2. pour montrer que = est irré-

H
ductible , il suffit de montrer que dans toute décomposition
= +
u u] U.2

ul et u2

décomposition avec u, € B(G) , u, ¢ B(G) , u“,# 0 , u, ¥# 0. On a

en somme de deux fonctions continues de type positif,

sont proportionnelles & u. Soit donc u = u,+u, une telle

||u1||-=u](e) et ||u2||=u2(e), d'ot 1 =||u||=u(e) = u](e)'+u2(e).

On en déduit ||u]H+| ‘uzl |=1. D'autre part on peut &crire
B(G) =A_© A ([1] th. (3.18), p.53). Appliquant le lemme (1.8)

on voit qtlxe u est extrémal dans la boule unité de B(G).
u

or u= [Ju | lmtr + | Ju,| 2, d'oi u = e = 2
T Tuy 1T 28 T, T IEN I

Par suite "IH est irréductible, donc équivalent 3 1'un des L

et ue An{ = A1T . En outre, u est extrémal dans la boule unité
H i
de A". dohc est de la forme u = Ei* n; s gie.’lfi ; niefh’.‘i

ul=leg =g l1= 1.

On ne suppose plus & = p.

Soit u = Tr+ £ la décomposition polaire de u. D'apfés (1.2),
tx§ est extremal dans . D'aprés ce qui précéde, ¢ 7 est de
la forme a.x B, , avec a.e . ; B¢ |la;||=[|8;]]=1, pour un

certain i. De plus, Te€ VNTr ; donc T:K]._C’}fi .
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Sur les points extrémaux de 1a boule unité de 1'espace ...

On a alors u=T (gsx1) = T(aix Bi) = Taix Bi

et Ilull € o Il 1egll < [aghl 1l =1 = [lell
d'oﬁ|||Tail] = 1, ce qui achéve la démonstration.
(1.9) REMARQUE. -~ Le théoréme a d'abord &té démontré dans le

cas oli G est unimodulaire et m la représentation réguliére de
G par G. Mauceri ([3]).

2. - On conserve les notations du § 1 ) et on suppose en plus

que A_" = Bn . On va montrer que 7 est somme de multiples de

représentations irréductibles.

L'espace de Banach A" est alors 1l'espace de Banach dual de

»* . - . o, wm e .
CTT , la fonction ue;A1T étant identifiée 3 la forme linéaire

n(f)+—)j f(x) u(x)dx pour feLl(G).
G

(2.1) PROPOSITION. - L'espace AT est 3'(An,C:) dense dans An'

En effet, pour la topologie de dualité O"(An,C::), la boule
unité # de ATr est compacte. Elle est donc 1'enveloppe convexe
o—(A“,C;)-fermée de ses points extrémaux. Or les points extrémaux

de # sont dans AT d'aprés (1,8). On a alors le résultat.

(2.2) COROLLAIRE. - Soit Te C . Alors
HTl] = sup{|<T,u>|, wea_, ||u]| < 1}.

En effet T est une forme linéaire G‘(Aﬂ,C:) continue sur ATT

et sur & elle atteint son maximum en un point extrémal qui est
donc dans AT .
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Sur les points extrémaux de la boule unité de 1'espace ...

On va maintenant construire une * isométrie entre les
1
algébres C: et C: . On a pour fel (G),
[n(e)]] = sup{]<n(£),u>|, wea , [|u]] < 1}

Sup{ | ff(x)u(x)dxl s USA_, [ul] < 13.
G

D'autre part Tt(f)e VNT , d'ol

1511 = swptl<xeu, wer, [lol] < 1
= Sup{|j f(x)u(x)dx| , u€AT s |ul] <« 13

G
Et, par suite, ||7(£)|] = ||t(£f)] pour tout feLl(G).

D'autre part, puisque T(x) est la restriction de w(x) i J?fr
pour xeG, on a

n(£) ., = T(£) = Pom(£) pour feL'(G)

H

T

P étant le projecteur sur ,}?} La derniére égalité suppose, ce que
nous ferons toujours, que l'on identifie un opé&rateur T sur Jf_r

- P . e . .

a4 l'opérateur sur ¥ qui est nul sur‘}ft et qui coincide avec T

sur fr. Cette identification est une # isométrie de F(#°)
.

dans LPf)

(2.3) PROPOSITION. - L'application n(f) +> t(f) se prolonge en une

*-isométrie \p de C:’ sur C_’:. Pour T€ C: , on a ‘-P(T) = P.T.

I1 suffit de remarquer que les w(f), pour feLl(G), sont
denses dans C:T et que les 1(f) le sont dans C: » pour obtenir
que ¥ est une isométrie. Que ¢ soit un %-homomorphismes résulte
de 1'égalité +1(f) = P.n(f) et du fait que P est un projecteur

central de VN_" .
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Sur les points extrémaux de la boule unité de l'espace ...

(2.4) PROPOSITION. - Les espaces de Banach de fonctions sur

G, BT et Aﬂ sont égaux.

On va voir que l'application O : B{~? An , obtenue en
transposant ¢ est l'identité.

Soit ;e:BT = (C:)'. Alors wu est identifié 3 la seule fonction
continue u sur G, vérifiant

<u, T(f)> = _[ f(x)u(x)dx pour tout fE'Ll(G).

G

D'autre part, 8(u) € (C:)' est identifié A la seule fonctions
continue v sur G vérifiant

< 8w, m(f)> = J. f(x) v(x)dx pour tout fEI)(G).
D'aprés la définition ge & on a, pour f(ELl(G) :

<Q(E),ﬂ{f)> = <G,?(W(f))> = <u,7(f)> c'est-a-dire

ff(X)u(X)dx = / £(x) v(x)dx pour tout f€ L'(G).
G G

Par suite u = v ; © est 1l'identité et B_r = A1T .

(2.5) PROPOSITION. - Les espaces de Banach AT et BT sont égaux.

Soit ue:BT (=A“). Pour que u soit dans A, il faut et il suffit
que l'application t(f) +* <t(f),u> soit ultrafaiblement continue
sur.C: . Or ue:A" ; donc la forme linéaire T+—> <«T,u> sur VN"
est ultrafaiblement continue. De plus la topologie ultrafaible
de VN_  est induite par celle de VNTT . Donc la restriction de

. ¥ . .
u a CTC.VNT est ultrafaiblement continue et ue;A%

(2.6) THEOREME. - Sous 1'hypothese A = B“ on peut écrire

m=© n, oL, ou les T. sont des représentations irréductibles
i

de multiplicité o,
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d'oG e =0 ; or m=o® T, donc 1 =

Sur les points extrémaux de la boule unité de l'espace ...

La proposition (2.5) montre que AT = ATr , donc A_ = {0}
T et le résultat.
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