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UNE NOUVELLE CARACTERISATION DES ANNEAUX DE PRUFER 

par M- FLAMANT 

I , PRÉLIMINAIRES. 

Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions, S * if la 

partie multiplicative constituée par les éléments non nuls de A. Pour un 

A^nttdule M, on désigne par l'application A-linéaire de M dans Kê^M 

définie par i ̂ ( m) = pour tout m fcM (1). 

PROPOSITION 1.1. - Soient A un anneau intègre, K son corps des fractions, 

M un k-module et N un sous-module de M. Les propositions suivantes 

sont équivalentes : 

a) Le sous-module N est saturé pour la partie multiplicative S. 

b) Le sous-module N est l'image réciproque par i w du sous-espace 
M 

vectoriel N q = Ké^N du K-espace vectoriel K ^ M . 

c) Le A-module guotient M/N est sans torsion. 

- O ^ ^ b ) . Montrons que i 1 (N ) « N. Tout d'abord N c i J ( N ) car pour tout 
' 7 M O M O 

0 4 r N on a i M(n) * l©ncK* AN. D'autre part I ^ ( N Q ) C N , en effet soit 

«*éi~'(N il existe s * S et n « N tels eue lfcx • — t n donc il existe s'e S 
* M ° s 

tel que s's.x = s'n donc &'sx € N et comme N est saturé pour la partie 

a^ltiplicative S, x c N , 

K ) - = ^ a ) . Montrons que le sous A-module N « i ' (N ) vérifie la propriété 
7 M o 

suivante : 

s € S , m € M , sm € N = > m £ N 

E 0 effet : s c S , m e M , sm € N = ^ ston* 1 6sm e N , par suite -(stm) « ItaeN 
o s o 

jonc m e N. 
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c ) = ^ a ) . Soient s € S ; m e M tels que s m c N . Il vient alors : 

sm=sm=0 =^~m=0, m é N , 

a ) = ^ c ) . Soient m € M / N , s e S tels que sm~0. Dans ces conditions 

sm=sm=c =*> sm *N donc m 6 N et m=0. 

DEFINITION 1.1. - On dit qu'un anneau intègre A est un anneau de Prufer s'il 

vérifie la propriété (P) suivante : 

(P) : Tout A-module de type fini sans torsion est projectif. 

Nous rappellerons sans démonstration le résultat classique suivant (î) 

PROPOSITION 1.2. - Pour un anneau intègre A, les propositions suivantes 

sont équivalentes : 

a) L'anneau A est un anneau de Prufer. 

b) Tout idéal non nul de A engendré par deux éléments est inversible. 

PROPOSITION 1.3. - Pour un anneau intègre A, les propositions suivantes 

sont équivalentes : 

a) l'anneau A est un anneau de Prufer 

b) Pour tout k-module de type fini M, l'image réciproque par i 

M 

de tout sous-espace vectoriel du ^-espace vectoriel KG^M est un 

facteur direct de M. 

c) Pour tout A-module de type fini sans torsion M, 1'image réciproque 

par i w de tout sous-espace vectoriel du K-espace vectoriel Ht M est 
A 

un facteur direct de M. 

a ) = ^ b ) . Soit N»i 1 (V) l'image réciproque par i M d'un sous-espace vectoriel 

V du K-espace vectoriel KO^M. Le sous-A-module N est saturé dans M pour la 

partie multiplicative S donc le A-module quotient M/N est sans torsioo* 

étant de plus de type fini, il est projectif. La suite exacte 

0 — >N-* M — * M / N — > 0 est scindée et N est un facteur direct de M. 

b ) = c ) . Evident. 
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c ) = > . Soit P un A-module de type fini sans torsion, il s fécrit sous 

la forme M/N où M est un A-module libre et N un sous-module de M- Le sous-

A-module N est saturé dans M pour la partie multiplicative S donc il est 

facteur direct de M. La suite 0—» N—»M—*M/N—*yO est scindée donc P«M/N 

est un A-module projectif. L'anneau A est un anneau de Prüfer. 

DEFINITION 1.2. - On appelle plan hyperbolique sur un anneau A tout A-

module projectif de rang 2 muni d'une forme bilinéaire symétrique 

non dégénérée et qui est somme directe de deux sous-modules tota

lement isotropes. 

PROPOSITION 1.4. - Un plan hyperbolique sur un anneau de Prüfer ne possède 

que deux facteurs directs totalement isotropes et tout vecteur iso

tropes et tout vecteur isotrope лшг nul appartient à l'un d'eux. 

Soit P un plan hyperbolique sur un anneau de Prüfer A, il existe 
des facteurs directs totalement isotropes M et N tels que P=M*N. Soit u 

u n élément isotrope non nul du A-module P, s»l*u est un vecteur isotrope 
non nul du K-espace vectoriel Кв дР et par suite l'une des deux seules 
directions isotropes de cet espace hyperbolique- Si Kt désigne L'autre 

direction isotrope, alors P = ^ ( K s ) 9 ^ ( K t ) . 

II , RÉSULTAT FONDAMENTAL! 

THEOREME FONDAMENTAL.- Soit A un anneau intègre. Les propositions suivantes 

sont équivalentes : 

a) L'anneau A est un anneau de Prüfer. 

b) Tout élément non nul du k-module M*A*A appartient à un facteur 

direct propre de M. 

c) Pour tout élément non nul u du k-module М«АдА, il existe sur M 
une structure de plan hyperbolique pour laquelle u est un vecteur 

isotrope. 
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Démontrons d'abord un lemme intéressant en lui-même. 

LEMME. - Soient A un anneau intègre, M ie A-module AxA, u»(x,y) un élément 

non nul de M et OU =Ax+Ay 1 'idéal de A engendré par x et y. 

1) les propositions suivantes sont équivalentes : 

a) L'idéal (X est inversible. 

b) L'élément u appartient à un facteur direct propre du A-module M. 

2) Si l'une des deux propositions précédentes est satisfaite et si N 

est un facteur direct de M contenant l'élément u, alors les A-modules 

M/N, N * et CX sont isomorphes. 

I -

a)=^b) L'idéal (X =Ax+Ay étant inversible, il existe des éléments x 1 et y* 
- j 

de l'idéal fractionnaire (X tels que : xx'+yy'=l. Posons v^Cy'^x') et 

considérons les sous-modules N et P de M respectivement définis par : 

N=MO Ku , P=MOKv. Pour tout élément (s,t) de M, le système : 

{ xX+y \i s a ( j m e t u n e solution et une seule dans K, soit ^"sx'+ty 1 

yA - x V-t (fi-sy-tx 

Mais X(x,y)cN et u(y',-x')eP par suite M-N8P. 

b ) = ^ a ) . Soit N un facteur direct propre du A-module M contenant l'élément u. 

En désignant par N q le K-espace vectoriel KG^N, il vient N *Ku et par suite 

N - M O K U . L'homomorphisme 0:N* * et défini par 0(f)«f(u) est alors bijectif 

en effet : 

- l'homomorphisme 0 est injectif ; supposons f(u)»0, le sous-nodule M 

est l'ensemble des éléments n de M pour lesquels il existe s c S tel que 

sn=*Au y XcA. Il vient alors : 

f(sn)=sf(n)»f(Xu)«Xf(u)« 0. 

f(n)=0 V n € N d'où f«0. 

- l'homomorphisme 0 est surjectif ; soit a «ax+|}y un élément de (X 

la forme linéaire f sur M définie par f(.l,0)-a , f(0,l)«(Jest telle que 

f(u)-f£x(l,0)+y(0,l)J = a . Il s'en suit que 0 J ^ f / N J « à . 

24 
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Le A-module étant projectif et de type fini, Ou est un A-module possédant 

la même propriété et par suite l'idéal <X est inversible. 

2 - Supposons que l'une des propriétés a) ou b) soit satisfaite et soit 

M=N$P une décomposition de A-module M en somme directe de deux sous-modules 

dont l'un, N, contient u. Si x' et y' sont deux éléments de (X ^ tels que 

xx l +yy l = sl> alors P est isomorphe au sous-module des éléments de la forme 

|i(y'f -x') ,u=sy-tx, s, t € A . L'application : u(y ' ,-x' ) i—u est un isomorphisme 

de P sur CL . 

Revenons à la démonstration du théorème fondamental. Le lemme que nous 

venons d'étudier montre l'équivalence des assertions a) et b ) . La proposition 

1.4 montre que c ) = * b ) . Pour terminer il reste à voir que b ) = ^ c ) . Soit M«N6P 

une décomposition de M en somme directe de deux sous-modules dont l'un, N, 

contient l'élément u. Il existe un isomorphisme k : P * N* . Soit B la 

forme bilinéaire définie sur M M par : 

B[(n,p),(n ' , P ' ) J = B N[(n,k(p)),(n',k(p'))]-k(p').n^k(p).n' . (3) 

Le A-module bilinéaire (M,B) est un plan hyperbolique pour lequel u est un 

vecteur isotrope. 
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