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QUELQUES APPLICATIONS GEOMETRIQUES DES ALGEBRES DE JORDAN 

par A. TILLIER 

INTRODUCTION . 

Le but de ce travail est de caractériser algébriquement certaines par

ties d'une algèbre de Jordan (composantes connexes de l'ouvert des élé

ments inversibles et du fermé des éléments involutifs) et de les munir 

d'une structure de variété pseudo-riemannienne symétrique grâce aux pro

priétés algébriques sous-jacentes. 

Une algèbre sur un corps K de caractéristique différente de 2 

est dite de Jordan si elle est commutative et si, sans être associative» 
2 2 

elle vérifie toutefois x (xy) * x(x y). Alors l'algèbre Ktx] engendrée 

par x dans *U est associative. 
2 2 

No ton 8 L(x) l'application L(x)y • xyt et posons P(x) • 2L (x) - L(x ) ; 

possède un élément unité e, P(x) est un automorphisme involutif de 

si et seulement si x «e. Les automorphisme8 de cette nature engendrent 

un groupe d'automorphismes , noté sé^% appelé le groupe des automorphismes 

intérieurs de 3 / . 

Soit c un idempotent de ÎL (c «c). Posons # A(c) - (x € ̂ Uf L(c) - Àch 

Alors X«l, l/2 ou 0, et U « ÎL] © # 1 / 2 © 4lQ (déconçosition de Peir-

ee) f

 CUX e t ^ sont deux sous-algêbres de % vérifiant ttj UQ » {0} et 

^ 1 / 2 * ^ / 2 e ^\ ® ^o* 0 n a P P e l l e r a n 9 d > u n idempotent c la dimension 

de 3/j(c). Soit f un espace vectoriel sur K muni d'une forme bilinéaire 

•ymétrique Q. Alors l'ensemble K * Y muni du produit (a fx)(3 fy) • 

(aB • Q(x,y), ay • Bx) est une algèbre de Jordan appelée algèbre de Jor 

dan de la forme quadratique Q(x,x). Pour qu'une algèbre de Jordan soit 

obtenue par cette construction;'il faut et il suffit qu'elle possède un 

élément neutre e 9 et deux idempotents de rang 1 , a et b vérifiant ab « 0 

et a+b * e. Enfin sé^ est transitif sur l'ensemble des idempotent8 de 

rang 1 , sous certaines hypothèses acquises en particulier si QJL est de 

(*) (avec une forme quadratique Q positive). 
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Quelques applications géométriques des algebres de Jordan 

forme réelle. 
2 2 

Une algèbre de Jordan $À sur R est dite de forme réelle si x +y • O 

implique x « y « 0. Les algèbres de Jordan sur R d'une forme quadratique 

définie positive sont de forme réelle. Si 41 est de forme réelle et de 

dimension finie sur R, <U possède un élément neutre e et est semi-simple : 

nous supposerons désormais que <U est de forme réellej de dimension fini* 

et single. Un idempotent c est dit primitif si on ne peut l'écrire COHM 

somme de deux idempotents non nuls ; c est primitif si et seulement s'il 

est de rang 1 , et tout x € 91 s'écrit x « £ X^c^ (X^ G R), où les 
i-1 r 

sont des idempotents primitifs vérifiant c.c. • 0 pour if*j et 2 e. • *• 
Cette décomposition n'est pas unique ; toutefois r (appelé le degré dm 
cli) est entièrement déterminé par *U et les applications Tr(x) « §! 

r i.l^ 
et Det(x) « n sont bien définies ; Tr est linéaire et 

i-1 1 

Tr(x(yz)) « Tr((xy)z). De plus Tr(xy) eet une forme bilinéaire eymétriqm 

définie positive sur 
2 

Désignons par I l'ensemble des involutifs de 3Z(i.e. x • e) ; alors I 
r 

est fermé, x G I si et seulement si x » 2 e^c, avec • ± 1* Posons 
i«l 1 1 

l v » (x € l|e. « +\ pour 1 < i < k et e. • -l pour k+1 < i < r}. Perfec-

tionnant quelque peu le théorème de transitivité de jfQ*
 o n peut montrer 

que les lfc sont lee composantes connexes de I. 

Pour algèbre de Jordan à élément unité e, on dit que x est inver

sible s'il possède un inverse, noté x *, dans l'algèbre associative en

gendrée par x et e dans ̂  . Si le corps de base est R, l'ensemble 

Jnvi6!!) des éléments inversibles est un ouvert en général non connexe* 

r 
Soit de nouveau 01 de forme réelle et simple ; alors si x • 2 * - c , * » 

x E Jnvtfl) si et seulement si X̂^ 0 (Vi). Soit 

pour l < i < k e t X . < 0 pour 

k+1 < i < r}. En s'appuyant sur ce qui a été démontré pour l t on démontre 

que les >nv(^/) k sont les composantes connexes de Snv(*U). 

Une variété M (connexe) est appelée un espace symétrique s'il existe 
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une application (x,y) i—* x.y <f de MxM dans M vérifiant : 

i) x.x - x 

ii) x.(x.y) - y 

iii) x.(y.z) - (x.y).(x.z) 

iv) x est un point fixe isolé de l1application Sx(y) - x.y. Si de plus 

M est muni d'une structure pseudo-riemannienne g, de telle sorte que 

Sx(y) représente le symétrique de y sur la géodesique joignant x à y 

(lorsque celle-ci existe), nous dirons que M est une variété peeudo-

rCemarmierme symétrique. 

Revenons à ¿11 et posons f(x) - -log |Det(x)|. Alors 

D2f(x)(Ç,n) - Tr[(P(xH)ç)n 1 , où D 2f représente la différentielle se-

coude de f, et où est identifié à son espace tangent. Grice à cette 

identification, en posant g » D 2f et x.y » P(x)y~l, chaque >nv ( 3 / ) k 

devient une variété peeudo-riem&mienne symétrique et chaque 1^ devient 

une eoue-variété peeudo-riernœvvienne symétrique oorrpacte de Snv(*U)^. 
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C H A P I T R E 1 

PROPRIETES GENERALES DES ALGEBRES DE JORDAN 

1. ALGEBRES COMMUTATIVE S ; ALGEBRES ANTICOMMUTATIVES. 

Dans tout ce qui suit K désignera un corps connu ta t if de caractéris

tique différente de 2. 

(1.1) Algëbres associatives enveloppantes. - Rappelons qu'une K-algèbre 

consiste en la donnée d'un K-espace vectoriel CL et d'une application K— 

bilinéaire (x,y) * x.y de QL*Oi dans GL appelée la multiplication de 

l'algèbre considérée. Deux éléments d'une K-algèbre CL sont dits orthogo

naux si leur produit est nul. S'il existe un élément u d'une K-algèbre 

O , .) tel que, pour tout x € 6t 9 u.x « x.u * x, cet élément est unique ; 

on l'appelle Vunité de St. Pour tout élément a d'une K-algèbre CL, 

on notera L(a) (resp* R(a)) l'endomorphisme x i—» a.x (reap, x * x.a) du 

K-espace vectoriel tt. Si pour tout a € Cl» L(a) « R(a) (resp. 

L(a) « -R(a)), ce qui revient à dire que la multiplication de OL est «y* 

métrique (resp. antisymétrique), on dit que l'algèbre GC est conrrrutative 

(resp. anticonrnutative). A toute K-algèbre (€tt .) on associe canonique-

ment une K-algèbre commutative Cl* et une K-algèbre anticonrnutative âTsur 

le même K-espace vectoriel <X f en prenant pour multiplication respecti

vement : 

(x.y)+ " Y (x«y + y-x) 
et 1 

(x.y)_ - j (x.y - y.x). 

Tout morphisme QL—* & de K-algèbres (i.e. une K-application linéai

re transformant la multiplication de GC en celle de âi) devient un nor— 

phisme d'algèbres : dL* •+ en même temps qu'un morphisme d'algèbre s : 

GL + £ ; de la sorte on définit deux foncteurs : l'un de la catégorie 

des K-algèbres dans celle des K-algèbres commutât ives, l'autre de la infime 
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catégorie dans celle des K-algèbres anticomnutatives. Le cas le plus in* 

téressant est celui dfune K-algèbre associative GC (i.e. les opérateurs 

L(x) et R(y) commutent pour tout couple (x,y) d'éléments de â ) , on a 

alors entre les deux lois (,)+et (.)_ les relations suivantes : 

((x,y)+ • z) + - (x.(y.z)^)+ « ((x.z)_. y)_ . 

((x.y)_. x ) + - ((x.y)+ . x)_ , 

pour tout triple (x,y,z) d'éléments de QL . Réciproquement, si deux opé

rateurs K-bilinéaires V* V + y donnés a priori sur un K-espace vecto

riel 1K, l'un commutatif (x,y) »—• (x.y)+, l'autre anticomnutatif 

C x s y ) » (x*y)_ vérifient les deux identités précédentes, alors l'algè

bre anticommutative ainsi définie sur V est une K-algèbre de Lie, l'al

gèbre commutâtive ainsi définie sur ̂  satisfait à l'identité (dite de 

Jordan) : 

2 2 2 
(J) x. (x .y) « x .(x.y) (x - x.x) 

et la forme K-bilinéaire (x,y) •—• (x.y)+ • (x.y)_ fait de f une K-algè

bre associative. Ceci conduit tout naturellement & étudier les K-algèbres 

i iiMiitatives remplissant la condition (J) ; c'est ce qu'on appelle les 

K-algèbres de Jordan. De façon plus spectaculaire (et souvent plus effi-

eace) la condition J signifie que les opérateurs L(x) et L(x ) commutent 

dans l'algèbre associative des K-endomorphisues linéaires de Y. 

Les foncteurs â. £t et Bt ̂ w ^ a * précédemment définis vont 

donc de la catégorie des K-algèbres associatives dans celle des K-algè

bres de Lie et celle des K-algèbres de Jordan respectivement. Ces fonc-

tturi admettent un adjoint à gauche (ce qui est bien connu pour le pre-

sriLer) : pour définir la K-algèbre associative enveloppante d'une H-algè-

bre de Jordan (</, .) on procède comme pour les algèbres de Lie, i la 

saisie différence que l'idéal choisi dans la K-algèbre tenaorielle 

*M m © T 1^ pour passer au quotient est-engendré par les éléments de 
n«o 

la forme 

x.y - l(x B) y • y B x) ; 
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il est clair alors que, si on désigne par Ass(^) la K-algèbre associatif 

ve quotient ainsi définie, l'application canonique J + Ass(,/)* est un 

morphisme d'algèbres de Jordan et que tout morphisme de > dans l'algèbre 

de Jordan Ét+ d'une K-algèbre associative & se factorise canoniquement 

suivant J + kss(J) + a où AssC/) & est un morphisme de K-algè-

bres associatives bien déterminé. 

(1.2) Exemples d'algèbres de Jordan . 

1) Sous-algëbres de Jordan d'une algèbre associative. - Soient (fit, •) 

une K-algèbre associative et 1f un sous-espace vectoriel de Bi. Pour que 

âi soit une sous-algèbre de Jordan de Cfc (i.e. un ensemble stable pour la 

multiplication symétrisée : (x,y) è-* j (x.y + y.x)) il faut et il suffit 
^ 2 

que Y soit stable pour les carrés, i.e. x e V — x G Y% Un exemple 

particulièrement intéressant est fourni par les opérateurs hennitiens 

d'un espace de Hilbert réel, complexe ou quaternionique (dans ce cas Mfc). 

2) Algèbre de Jordan d'une forme quadratique* - Soit Q une forme quadra

tique définie sur un K-espace vectoriel Y. Notons B la forme K-biliné-

aire symétrique définie canoniquement par Q, i.e. : 

B(x,y) - | (Q(x+y) - Q(x) - Q(y)). 

On définit alors canoniquement sur l'espace vectoriel K © Y une K-

algèbre de Jordan à unité en prenant pour "table" de multiplication : 

(l,0) 2 « (1,0), (1,0).(0,x) - (0,x).(l,0) - (0,x), 

(0,x).(0,y) - (B(x,y), 0 ) . 

On montre aisément que l'algèbre associative enveloppante de cette 

algèbre de Jordan % « KxiT devient, lorsqu'on y identifie l'unité de 

à celle de K, une algèbre isomorphe à l'algèbre de Clifford C(Q) de la 

forme quadratique, ce qui permet d'identifier à la partie filtrée du pre

mier degré de C(Q) laquelle est évidemment une sous-algèbre de Jordan de 

C(Q). (Pour la définition des algèbres de Clifford et leurs propriétés gé

nérales, on pourra se référer à BOURBAKI [ 1 ] ) • 

Remarque* - La notion d'algèbre de Jordan d'une forme quadratique se con-
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fond avec celle d'algèbre de Dirac définie par J.M. SOURIAU p2 ] : une 

algèbre de Dirac sur un K-espace vectoriel V consiste en un K-espace vec

toriel Si d'endomorphismes de V tel que, pour tout A G Q , A 2 soit un 
2 

opérateur scalaire (i.e. A G K.idy). Il est clair qu'on définit de la 

aorte une K-forme quadratique Q sur 2 et que, pour idy É 9 , l'algèbre 

do Jordan de cette forme quadratique Q s'identifie canoniquement à la 

sous-algèbre de Jordan 3 + Kidv de X(V) (Lorsque idy G 9, on a tri

vialement 2 « K.id y). 

2 . L'IDENTITE FONDAMENTALE ET SES PREMIERES APPLICATIONS. 

(2.1) La relation fondamentale entre les opérateurs L(x) : 

THEOREME 1 . - Pour tout couple (x,y) d'éléments d'une K-algèbre de Jordan 

• ß on a 

L(x2y) - L(x2) c L(y) - 2(L(xy) - L(x) • L(y)) • L ( x ) . 

LEMKE. - Le crochet t A,b] désignant le cormrutateur A 0B - BoA de deux opé

rateurs A et B linéaires sur <%3 on a 

[L(x), L(y2)] • 2[L(y), L(xy)] - 0. 

Preuve du lerme . - De l'identité 

[L(x+ty), L((x+ty)2)] - 0 • (tG K) 

on déduit, par bilinéarité 

*y 2 

t C t U y ) , L(x2)] + 2[L(x), L(x .y)]) + t 2([L(x), U y )1 

+ 2[L(y), L ( x . y » ) " 0 i 

d'od, en raison du fait que t est quelconque dans K : 

l U y ) , L (x 2 ) ] + 2[L(x), L(x.y)l - 0 - l U x ) . I-Cy2)] + 2fL ( y ) , L(x.y)] . 

Preuve du théorème 1. - Du lenme, on déduit que, pour tout triple ( x , y , « ) 

d«éléments de «, on a : 

L ( x ) ( y 2 . z ) - L(y2)(x.«) - 2(L(x .y)(y.z) - L ( y ) ( ( x « y > • * » ) , 
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soit, en raison de la commutativité : 

L(y2.z)(x) - ( L ( y 2 ) o L(z))(x) - 2((L(y.z) • L(y))(x) -

- L(y) o L(e) o L(y)(x))f 

d'où l'identité : 

L(y 2.z) - L(y 2) o L(z) = 2(L(y.z) - L(y) o L(z)) 0 L(y). 

THEOREME 2 (Puissance - associativité). - Pour tout entier n > 2 et pour 

tout élément x G on définit par itération 

n n-1 
X = X . X . 

Alorsj pour tout couple (p,q) d'entiers > 1, on a 

P 3 P+q x r . x^ « x r n. 

Preuve. - On commence par démontrer ceci pour p«2, en procédant par ré

currence sur q suivant la chaîne de déduction : 

n+1 2, n+K ^ n+2 « , n+K 
x - x (x ) = > x x(x ) 

/ 2, n-1)) « x(x (x " 

« x (x(x )) 

2 n 
• x . X • 

Le théorème 1 donne alors l'identité 

L(x n + 1) = 2L(xn) o L U ) + L(x 2) o L U 1 1 " 1 ) - 2L(x) o L U 1 1 " " 1 ) 0 L(x) 

qui assure en particulier que les opérateurs l ( x \ ( n > l ) appartiennent 

tous à la sous-algèbre associative engendrée par L(x) et L(x 2) dans l'al

gèbre dfendomorphismes £(<#) et, comme cette sous-algèbre est conmutative 

du fait que L(x) et L(x2) commutent, on a alors : 

x p + q - x p.x q - * x p + q + 1 - x p + q . X 

- (xp.xq) . X 

- (L(x) o L(xP))(x1) 

- (LCx5) oL(x))(xq) 
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« L(xP)(x<+1) 

p q*i 
« x r . x n • 

(2.2) Application à lfétude de la nilpotence. - Un élément x d'une K-

algèbre de Jordan est dit nilpotent s'il existe un entier n > 1 tel que 

x n - 0 . 

PROPOSITION « - Pour qu'une Y^algèbre de Jordan <ît n'ait que des nilpo-

tents nuls#£i faut et i l suffit qu'elle remplisse la condition suivante : 

x e et x 2 « 0 — o x - 0. 

Preuve. - Cette condition assure que l'opérateur L(x), stable sur la 

sous-algèbre K[x] de °U engendrée par le seul élément x de est injec-

tive ; en effet, pour P(x) « 2 aSc1 et xP(x) * 0 on déduit, compte tenu 
i«*l 

de 1*associativité de K[x] , que 

0 » xP(x) « x2P(x) » » x ^ x ) 

2 
d foù (P(x)) * 0 et, par conséquent, P(x) - 0. 

Mais alors, on a en particulier, pour tout x G et tout entier 

n > 1 : 

x n « 0 ~ c > x11"1 » 0 — o ... — > x « 0. 

Exemple. - Pour que l'algèbre de Jordan d'une forme quadratique Q n'ait 

que des nilpotents nulsjil faut et il suffit que le cone d'isotropie de Q 

toit réduit à 0. 

3. IDEMPOTENTS D'UNE ALGEBRE DE JORDAN. 

(3.1) Décomposition de Peirce. 

DEFINITION. - Un élément x d'une HL-algèbre est dit idempotent ai x «x. 

Exemple. - Les idempotents d'une algèbre de Jordan d'opérateurs herai-

tiens sont les projecteurs orthogonaux appartenant à cette algèbre. 

Rappel. - Un élément x d'une K-algèbre associative (&,e) est dit algé

brique s'il existe un polynôme P G K[f,X] non nul tel que P(x) • 0. Si d* 
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plus, on peut trouver parmi tous les polynômes annulés par x un polynôme 

complètement décomposable à racines simples 

r 
n (X-a ) , 
i*l 

on dit que x est simple. Un tel élément algébrique simple se décompose 

canoniquement en une combinaison linéaire 
r 

x = 2 a. p. 
i-i 1 1 

d1idempotents p^, deux à deux orthogonaux, tels que 

r 
2 p. « e ; 
i«l 1 

ces idempotents sont donnés par la formule 

r - ! 
p. « n (a. -a ) (x-a.). 

Lorsque (&, e) « (£ {Y), id ), Y étant un K-espace vectoriel» 

on obtient là la décomposition spectrale des opérateurs linéaires algé

briques simples sur Y : ot ̂, . s o n t les valeurs propres de l'opé

rateur considéré et pj, ...» p r sont les projecteurs canoniques de la 

décomposition directe 

Y « rx © ... © ir 

de Y en espaces propres pour cet opérateur. 

Notations et définitions. - Pour tout couple (Y, HT) de sous-espaces 

vectoriels d'une K-algèbre de Jordan % , on désignera par Y.iY le 

sous-espace vectoriel de engendré par les produits v.w, v € Y9 w € *tf* 

Si ce sous-espace Y. HT est réduit à 0, on dit que Y et if sont or~ 

thogonaux. Si Y. Y C Y (resp. . Y Q Y) on dit que Y est une 

sous-algèbre (resp. un idéal) de . Par décomposition (•, -) de f # 

on entendra la donnée d'un couple (Y$iD de sous-espaces vectoriels de 

<% tel que # = Y © HT% Y. Y c Y* Y. HT c HT% HT. HT C iT. 
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THEOREME DE DECOMPOSITION DE PEIRCE. - Soit c un élément idempotent 

d'une K-algèbre de Jordan . Alors : 

i) L'opérateur L(c) est algébrique simple de valeurs propres (0, y, 1). 

i/i) Pour chacune de ces valeurs propres a, notons # a (c) le sous-espace 

propre de L(c) correspondant. Alors ^ 0(c) et <îl] (c) sont deux sous-

algèbres orthogonales de % et (^0(c) + ^ ( c ) , <8fj(c)) est une dé-

2 

composition ( + , -)de . 

Preuve 
i) Pour x « y « z = c l'identité fondamentale devient 

L(c) -<L(c)) 2 * 2(L(c) - (L(c))2) . L(c) , 

de sorte que L(c) annule le polynôme 

2X 3 - 3X 2 + X = X(2X-1)(X-1). 

ii) Pour tout x € ®, on a 

L(cx) - L(c) o L(x) » 2(L(cx) - L(c) o L(x)) o L(c) ; 

d'où, pour e x • 0 î 

L(c) o L(x) « 2(L(c) o L(x) * L(c)) 

et alors : 

c.y « 0 ou c.y * y ~ ° c.(x.y) • 0. (1) 

De même, pour e x « x, on a : 

c.y « y ou c.y « 0 s—* (L(x) - L(c) o L(x)).y « 0 

i.e. : 

c.y « y ou c.y = 0 — x . y * e(x.y). (2) 

Or, de <1) et (2) il résulte bien que <#0(c) et ^j(c) sont deux sous-

algèbres orthogonales de °U. 

Pour e x * | x , l'identité fondamentale dpnne ; 

I L(x) - L(c) s L(x) - (L(x) - 2L(c) o L(x)) o L(c) , 

d'où alors : 
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c.y - 0 ou c.y - y — > j(L(x) - L(c) o L(x)).y * 0 

i . e . 

c.y « 0 ou c.y • y <• y x.y « c(x.y). 

Reste à voir que le produit de deux éléments de ̂ j^Cc) appartient 

à 4f0(c) + °UX (c) ; pour cela, il suffit de montrer que, pour tout 
2 

x e ^i/2(
c)t x e 8 t annulé par le projecteur canonique de # sur 

*l/2^c) e t» C 0 Œ m e c e projecteur est égal à -4(L (c) - L(c)) on est rer 

mené à prouver que 
1 2 2 

e x « x m m s > c. (ex - x ) * 0 » 

Or ; 

(ex 2 - x2),c - (L(x2,c) - L(x2) c L(c))(c). 

Et , en vertu de l'identité fondamentale : 

« 2(L(x.c) - L(x) o L(c))(x.c) 

» ( 1 L(x) - L(x) o L(c))(x) 

- { (x 2-x 2). 

(3.2) Relation d'ordre fondamentale. 

Notation. - Si deux idempotents (x,y) d'une K-algèbre de Jordan 

sont tels que x.y - y, on dira que x est plus grand que y, ce qu'on no

tera x >y. Dans ces conditions, il est aisé de s'assurer & partir de 

l'identité fondamentale, de la double égalité 

(l-Lfe3)o Lfc)o (1-2L($)« 0 - L(y)o (l-L(x))o (l-2L(y)) 

ce qui va permettre de montrer que la relation ainsi définie sur l'en

semble des idempotents de est une relation d'ordre. Pour cela» il 

suffit de montrer que : 

LEMME. - Pour tout triple (x,y,s) dHderrpotente de : 

x.y » y et y.2 - 2 —•> X.Z - s» 

Preuve* - De l'identité, appliquée à z . 
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L(y) o (id - L(x)) o (id - 2L(y)) - 0 , 

on déduit : 

L(y) o (id - L(x)))(-z) - 0 . 

d'où : z • y . (x.z). 

De l'identité, appliquée à x ̂  

(id - L(y» o L(z) o (id - 2L(y)) - 0, 

on«déduit : 

((id - L(y)) o L(z))(x-2y) - 0 ; 

dfoù : (1 - L(y))(x.z - 2z) - 0 , 

soit x.z « y . (x.z). 

(3.3) Idempotents primitifs. 

PROPOSITION l. - Pour un idempotent non nul c d'une K-algèbre de Jor

dan à les assertions suivantes sont équivalentes : 

%) c est minimal dans l'ensemble des idempotents non nuls de <tt . 

ii) Pour toute décomposition c • cj + c2 ^ 0 e n idenpotentede Qt , on a 

Cj * 0 ou c 2 • 0. 

Preuve. - Si c n'est pas minimal, il existe un idempotent de tel 

que C j.c * C j et c - C j ^ 0 et alors : 

2 

(c -Cj ) « c+Cj - 2c.Cj - c - C j . 

Réciproquement, s'il existe une décomposition de c en idempotents 

non nuls : 

c « ci+c2> 

alors : 

C j+c 2 - ( C j + c 2 )
2 « c

} +
c

2 * 2 c r ° 2 * d , ° ù c r ° 2 * 0 

et, par conséquence.Cj « C j d'où 0 < C j < c,,. 

Remarquons que la propriété de décomposition d'un idempotent non 

primitif en d'autres idempotents peut se généraliser ainsi : 
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PROPOSITION 2. - Soient c un idempotent de <îf et ( C j f . . . f c r) un système 

orthogonal dfidempotents inférieurs à c. Alors c,+ ... • c r et 

c - ( C j + . . . + c r) sont deux idempotents inférieurs à c. 

Preuve. - Pour C j + ... + c r ceci résulte de ce que : 

2 ^ 2 
(c. + ... + c ) » 2 c . + 2 2 c..c. * c + . . . + c 

1 r i„! 1 i < j 1 J 1 r 

et de : 

c(cj + ... + c y) « c . C j + ... + c.cr • C j • ... + c^. 

Pour c - (cj + ... + cr)yil suffit de reprendre la démonstration précé

dente. 

COROLLAIRE. - Dans toute K-algèbre de Jordan de dimension finie n, tout 

idempotent c de % se décompose en une somme df idempotents primitif s* deux 

à deux orthogonaux : 

c * c,+ ... + c , ^ 1 p / 

avec p ̂  n. 

Preuve. - Compte tenu de la proposition précédente, ceci résulte du fait 

que tout système orthogonal d'idempotents est linéairement libre et du 

LEMME. - Soient c et à deux idempotents orthogonaux et à* un idempotent 

inférieur à à. Alors c et d% sont orthogonaux. 

Preuve. - Par hypothèse on a c € <#©(d) et df G #j(d) d'où l'orthogona-

lité de c et d'yen vertu du théorème de Peirce. 

(3.4) Cas d'une algèbre de Jordan d'opérateurs linéaires. - Soit 

^ « JC(1T) l'algèbre de Jordan constituée par les opérateurs linéaires 

d'un K-espace vectoriel^au moyen de la forme bilinéaire symétrique 

/ a Tï\ É K AqB + BoA . _ 
(A,B) «—> — — — » A.B . 

2 

Il est clair que les idempotents de % sont les projecteurs sur les sous-

espaces vectoriels de if. Soit P un projecteur d'image 6t ; désignons par 

& l'image du projecteur complémentaire id^. - P de P ; alors la déconr-
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position directe Y « fit © & permet dfécrire : 

id f t 0 1 [O 0 
P - ^ idr - P -

. o o ] [o id^ , 

et, de façon plus générale, d'exprimer tout opérateur linéaire R de Y 

sous la forme matricielle : 

A B ' 

R - ; 
. c D . 

de sorte que : 

A ' 

P.R -

•jC 0 

et la décomposition de Peirce de R suivant les valeurs propres (1, -j» °) 

s'exprime par : 

A 0 | [O B | [O O' 
R » + + 

. 0 °J Le °J L ° D . 

En particulier, pour un projecteur Q, la relation Q < P , i.e. P.Q » Q 

apparaît comme la relation d'ordre habituelle PoQ • QoP * Q, qui consiste 

2 dire que l'image de Q est incluse dans celle de P et que le noyau de Q 

contient celui de P. Notons aussi que 1 'orthogonalité de deux projecteurs 

P et Q se traduit par P 0Q « Q 0P - 0, i.e* l'un projette sur le noyau de 

l'autre et vice versa; Quant aux idempotents primitifs,ce sont ici les 

projecteurs de rang 1• 

4. ELEMENTS INVOLUTIFS ET REPRESENTATION QUADRATIQUE. 

DEFINITION 1. - Soit (<îf,e) une Y^algèbre de Jordan à unité, lin élément s 

de 4Sf est dit involutif si s « e. 

LEMME» - h 'égalité 

e+s 
p " — 

met en correspondance biunivoque les éléments involutife s de et les 

idenpotents p de $1. 

(EVIDENT !) 
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DEFINITION 2. - Pour toute K-algèbre de Jordan ¿ on définit une appli

cation P ; *U + Sk^U) en posant 

P ( x ) - 2 L 2 ( x ) - L(x 2) (x 6 # ) 

Cette application P est appelée la représentation quadratique de <8r# Son 

intérêt vis-à-vis des éléments involutifs de % tient au résultat sui

vant : 

PROPOSITION. - Soit s un élément de % . Alors P(s) préserre l'unité e 

si, et seulement si9 s est involutif ; dans ces conditioner P(s) est égal 

à la symétrie : 

x + + x _ i—• x + - x _ , 

suivant la décomposition ( + , -) de °U définie par l'idempotent fe+*J 

canoniquement associé à s (i.e. x + - X j * x 0 et x _ - X j ^ * 

De plus, cet automorphisme linéaire P(s) préserve la multiplication de 

; c'est donc un automorphisme involutif de l'algèbre de Jordan • # 

Preuve. - La première assertion résulte de ce que P(x)(e) • x . Pour avoir 

la seconde;il suffit de remarquer que 

s .Xj - x p

 8 t Xl/2 " ° 9 S , X « " " x ° ' 

d'où : 

P(s ) ( x ) - 2 ( X j + x 0 ) - ( X i + * l / 2 + x 0 ) - X j - X j ^ 2 + x o. 

Enfin, pour avoir la dernière assertion, il suffit de remarquer que la 

décomposition (+, -) d'un produit x . y s'écrit : 

x . y « ( x , . y j + x e . y 0 * x 1 / 2 . y , / 2 ) +
 ( xi / 2

(yo +yi> • y i / ^ o * * , ) ) ; 

d'où : 

P(s)(x.y) « (Xj.y, • x 0.y 0 • x, / 2 . y 1 / 2 ) - ( x 1 / 2(y 0*y,) • y , / 2 ( x o * X l ) ) 

- P(8)(x).P(8)(y). 

Définition et fiotatioh. - Le groupe d'automorphismes de l'algèbre de Jor~ 
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dan 4îf engendré par les P(s), s «e, sera noté J/«(4H ; se» éléments 

seront appelés les automorphismes intérieure de • . 

Retour aux exemples fondamentaux : 

1) Pour une algèbre de Jordan d'opérateurs linéaires, l'autooorphisme dé

fini canoniquement par une symétrie 

' I 0 " 

S * 

. 0 "I . 

est la transformation : 

A B 1 [A -B " 
t » , i.e. M * S*M*S, 

C D J [-C D 

ce qui justifie la terminologie adoptée. 

2 ) Si # » K est l'algèbre de Jordan d'un K-espace vectoriel quadra

tique (y\Q), les éléments involutifs de 4Bf distincts des éléments évi

dents ( 1 9 0 ) et ( - 1 , 0 ) sont les éléments de la forme (0,x), Q(x) - i, 

i.e. ils décrivent la quadrique unitaire d e 1 1 e 8 t a l o r s a ^ s é 

de s'assurer que l'automorphisme de ̂  canoniquement défini par un élé

ment involutif (0,x) de °U laisse Y stable et que, dans ce sous-espace, 

c'est la symétrie d'axe x dans la direction de l'hyperplan tangent à 

en x, de sorte que le groupe s/0(<%) s'identifie alors canoniquement 

au groupe 0(Q) des automorphismes de l'espace quadratique (f,Q). 

5. IDEMPOTENTS DE RANG 1 . 

DEFINITION. - Par rang d'un idempotent c d'une K-algèbre de Jordan , 

on entendra la dimension du K-espace vectoriel <2f j(c) • {x € ; c.x^x). 

Il est clair que tout idempotent de rang 1 est primitif ; la récipro

que est fausse en général sauf pour les exemples fondamentaux suivants : 

Exemples •— 

1) Si * « K xlTest l'algèbre de Jordan d'un K-espace vectoriel quadra

tique (1T,Q), alors tout idempotent distinct de l'unité ( 1 , 0 ) , i.e. de 

la forme ̂ (l,x), Q(x) - l, est de rang 1 . En effet : 
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y(B,y).(l,x) « (8,y) 

équivaut à : 

y - Sx et Q(x+y) - Q(y) + 1 • 23 

i.e., tout simplement à y « Bxjd'où : 

•jCyU.x» « K.(l,x). 

2) Si °U est lfalgèbre de Jordan des opérateurs hermitiens d'un espace 

de Hilbert réel, complexe ou quaternionique, alors tout idempotent pri

mitif de °U est de rang 1. En effet, il est clair qu'un tel idempotent 

est la projection orthogonale sur une droite, ce qui fait que la dé

composition canonique d'un hennitien H suivant P et le projecteur com

plémentaire I-P est 

"a B' 
H - (a € R ) 

B Cj 

d'où : 

W • I 
Nota» - De façon plus générale nous démontrerons que/dans une R-algêbre 

2 2 

de Jordan de forme réelle (i.e. dans laquelle x +y « 0 entraîne x""y"0)/ 

tout idempotent primitif de rang fini est de rang 1. 

Voici un résultat sur les couples d'idempotents de rang 1 qui s'avé

rera d'une grande importance par la suite : 

LE MME. - Soit (a,b) un couple d'idempotents de rang 1 d'une YL-algëbre dm 

Jordan % • On suppose que a et b sont distincts et non orthogonaux et 

que la sous-algèbre de °U qu'ils engendrent* notée <2f(a,b), possède une 

unité e. Soit 

b « \a + bj^ 2 + b. 

la décomposition de Peirce de b relative à a. Alors : 
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i) et b 0 ne sont pas nuls. 

ii) Ql (a,b) est de dimension 3 et admet (a.b,bi/2) pour base. 

iii) On note u et v Zes éléments involutifs de $r(a,b) définis par a 

et b r u e . u • 2a-e et v « 2b-eJ. ̂ Zors ; 

u.v * (2X-l)e, 

ce qui fait que #(a,b) s'identifie canoniquement à Valgèbre de la for

me quadratique de matrice : 

1 2X-1 ' 

2À-1 1 

suivant la base (u,v). 

Preuve :m 

i) • 0 entraîne que Xa et b 0 sont deux idempotents inférieurs à b 

d foù X«0, qui donne a.b « 0, ou bien b o»0 qui donne b«a. b 0-0 donne : 

b - Xa + bjy2 » ab « Xa + | bl/2 f 

d 9oû : 

2a.b - Xa + b, 

qui assure que #(a,b) est de dimension 2, ce qui permet d'écrire : 

e » aa + Bb (a, B € K) j 

d foû : 

(l-a)a - Bab - j(&\a + Bb) — * B « 0 et a - 1 ; 

mais alors a-e>d
foù b * Xa, i.e. b » a. 

ii) Soit (a,B,Y) un triple d'éléments de K tel que : 

aa + Bb • Y b ^ 2 • 0. 

Alors : 

(a+BX)a + (B+Y ) b 1 / 2 + Bb 0 « 0 

ce qui, compte tenu de i), donne : 

a + BX • B+Y * B • 0 
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i.e. : a - 6 « Y « 0. 

2 2 1 o 
Puisque a «a, b «b et a.b - Aa + y bl/2* 1 1 r e 8 t e * v o ^ r V** ^1/2^ € t 

b 0.bj^ sont des combinaisons linéaires de a, b et
 b i ^ 2

# ®r» l'égali

té : 

b - b 2 « A 2a + ( b 1 / 2 )
2 + (b e)

2 + A b 1 / 2 • 2 b 1 / 2.b. 

on déduit, compte tenu des propriétés de la décomposition de Peirce : 

v v 1—A . 
bo' bl/2 " — • bl/2 

et 
A 2a • ( b î / 2 )

2 + (b 0)
2 « Aa + b 0 « b - b 1 / 2 

et, comme de Aa + b 0 « b - bj^2#on déduit : 

A 2a + b 2 - b - 2b.bi/2 • ( b 1 / 2 )
2 ; 

dToù < bl/2 ) 2 " (b<>>2 « ̂ 2a - b + 2b.b 1 / 2. 

Il ne reste donc plus qu'à prouver que b.b|^2 est une combinaison liné

aire de a, b et bjy2 ; or 

b.b ] / 2 - 2((a.b).b - A(a.b)) 

et, en utilisant la décomposition de Peirce de a par rapport à b : 

a - yb + ajy2 + a e / 

laquelle donne : 

a.b * yb + *\/2 

d'où : ! 

(a.b).b « -j(yb + a.b) , 

on obtient bien la combinaison linéaire : 

b.b, / 2 « A(l-2A)a + Ub + A)b, / r 

iii) Soit e l'unité de <2f(a,b). On a alors : 

u.v - (2a-e)(2b-e) 

• 4ab - 2(a+b) + e 

- 2(A-l)a - 2b0+ e 
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Ox> e se décompose canoniquement suivant : 

e • aa + 6b + Y b ^ 2 

qui donne : 

a • aa + Ba.b + ^ yb\y2

 / 

soit : 

((a-1) + 8X)a + y(6+Y)b 1 / 2 - 0 ; 

d foù : 

B+Y • 0 et a « 1 -BX. 

Ainsi : e « (l-BX)a + BCb-b, ) « (l-BX)a «• 8(Xa-bp) ; 
l / 2 > 

d voù : 

b 1 / 2=i (i-BX)b 1 / 2 + e ( | b I / 2 - b 1 / 2 b 0 ) 

et, comme on a vu en ii) que »b0 " ^l^^\/2f
 c e t t e égalité se ré

duit, du fait que b\f2 ï 0,à i 

B(X-l) - 1, 

ce qui assure que XjM et 8 « -^j , d'où (X-l)e • (X-l)a - b c, et, par 

conséquent 

u.v • 2(X-l)e + e - (2X-l)e. 

Remarques . _ 

!• Du fait que u.v est symétrique par rapport à a et b, il résulte que 

si a - yb +
 a\/2 + a c 

est la décomposition de Peirce de a par rapport à b, on a y«X. 

2. Pour K-fc, la forme quadratique de iii) est définie positive si 

O < X < 1;sinon elle est hyperbolique et alors les points u et v sont 

sur la même branche d'hyperbole unitaire si, et seulement si, 

(2X-1) > 1, i.e. X > 1. 

6. ALGEBRES DE JORDAN D'UNE FORME QUADRATIQUE NON NEGATIVE. 

Soit (^,Q) un espace quadratique réel tel que dans la signature de Q 

il y ait au moins un signe +. Il existe alors dans l'algèbre de Jordan # 

79 



Quelques applications géométriques des algebres de Jordan 

de des idempotents non triviaux, i.e. distincts de (1,0) et (0,0), ce 

sont les éléments y (l,x), Q(x) • 1 ; tous ces idempotents sont de rang 1 

et deux d'entre eux sont orthogonaux si, et seulement si, les éléments 

involutifs qu'ils définissent sont opposés, i.e. ces idempotents sont 

complémentaires. Réciproquement : 

THEOREME. - Soit une algèbre de Jordan réelle admettant une unité e 

et deux idempotents a et b complémentaires (i.e. a+b « e) ^ de rang 1. 

Alors a et b sont orthogonaux^ a-b « s est un élément involutifs 

* 0(a) - *,(b) et 4f0(b) = *,(a) et «i / 2(a) * <# 1 / 2<b) (-*0, on a la 

décomposition en somme directe : 

<?U = Re © Rs © 1T 

et est l'algèbre dfune forme quadratique non négative sur Rs © 

Preuve. - Les trois premières assertions sont évidentes et conduisent à 

la décomposition de Peirce : 

°U = Ra © Rb © iT 

d'où 

% = Re © Rs © 1T 

2 
et, comme s = e et s est orthogonal à V% il ne reste plus qu'à prouver 

o 

que, pour tout x E y9 x E Re, ce qui resuite du : 

LEMME. - Soit a et b deux idempotents orthogonaux de rang 1 d'une K-aZ-
2 

gèbre de Jordan Y. Alors^ tout élément x j x E l/2(
a) n ^ 1 / 2 ^ ) 8 

crit canoniquement sous la forme : 

x 2 - A (a+b) , A G K. 

Freinte. - Désignons par ^l'algèbre de Jordan ^(a+b); alors x e if% 

ainsi que a et b et 

*JU) = Hr0(b), ^ ( b ) - f , ( i ) ; 

d'où x 2 g ->Tj(a) + lT,(b) - Ka + Kb, i.e. : 

x = Aa + yb (x, y g K). 
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Mais alors, en multipliant par a, on obtient : 

2 . 
ax * Aa ; 

d'où : 

(ax )x = y x ; 

or : 

(ax )x = (ax)x « x / 

d'où : x = Ax. 

De même la multiplication par b conduirait à : 
3 

x = yx; 
d'où X-y. 

Exenple. - Dans l'algèbre 3(^(R) des matrices réelles symétriques : 

c : ) • 
on a évidemment deux idempotents complémentaires de rang 1, à savoir : 

(' °) • (° ' ) • 
\ o o / v o i / 

Il est clair alors que l'espace quadratique dont il est question 

dans le théorème est constitué par les matrices de trace nulle : 

c :.) 
et la forme bilinéaire symétrique 

(A,B) Tr(AB). 

81 



Quelques applications géométriques des algèbres de Jordan 

C H A P I T R E 2 

ALGEBRES DE JORDAN SANS ISOTROPIE 

1. ALGEBRES DE JORDAN A ISOTROPIE MODEREE. 

Soit une K-algèbre de Jordan. Un K-sous-espace vectoriel if de • 

est dit isotrope s'il existe un élément xik) de if tel que, pour tout 

y € if % x.y * 0. Si l'espace Kx est isotrope, on dit que x est isotrope 
2 

ce qui revient à dire plus simplement qu'on a à la fois xr*o et x «0. Un 

K-sous-espace vectoriel if de % est dit totalement isotrope si tous ses 

éléments non nuls sont tous isotropes, ce qui suffit à assurer que la 

restriction à if*Y de la multiplication de °U est nulle. 

Exemple. - Si °U » K*1T est l'algèbre de Jordan d'un K-espace vectoriel 

quadratique (^»Q), les éléments isotropes de tfl sont les éléments iso

tropes de l'espace quadratique (V,Q), i*e. les couples (0,x), x#0 et 

Q(x) = 0. De ceci, il est aisé de déduire que les sous-espaces isotropes 

(resp. totalement isotropes) de % sont exactement les sous-espaces iso

tropes (resp. totalement isotropes) de l'espace quadratique (^,Q). Cet 

exemple justifie la terminologie adoptée ici. 

PROPOSITION 1. - Pour une ¥L-algèbre de Jordan les propriétés suivan

tes sont équivalentes : 

i) Toute sous-algèbre de °U non totalement isotrope possède un idempotent 

non nul. 

ii) Pour tout élément x de % , non isotrope^ qui engendre une soua-al-

gèbre K[x] de dimension'finie4 il existe un idempotent non nul dans K [ x ] « 

iii) Tout nilpotent non nul de °U est isotrope. 

Preuve. - L'équivalence de i) et ii) étant évidente, il ne reste plus 

qu'à montrer celle de ii) et iii). 

Supposons ii) satisfaite et considérons un nilpotent x^O de Qt\ il 
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existe donc un plus petit entier n > 2 tel que x • 0 ; a fortiori K[x] 
2 

est de dimension finie, ce qui permet, à supposer que x + 0, de disposer 
d fun polynôme à une indéterminée p(X) « j a-X1, a- E K, tel que xp(x) 

i«l 1 1 

soit un idempotent non nul de K[x] ; mais alors X n divise Xp(X) (Xp(X)-l) 

sans diviser Xp(X)-l, i.e., X n divise Xp(X), ce qui se trouve en contra

diction avec xp(x) ̂ 0 , et x11 « 0. 

Supposons iii) satisfaite et considérons un élément non isotrope x 

de tel que K[x]soit de dimension finie. Alors, la suite décroissante 

des sous-espaces vectoriels x^K[x] de K[x] est stationnaire, ce qui per-
s £ 

set de disposer d'un entier r > 1 et d'un polynôme q(X) « y f$. X tel que 
i«l 1 

X* m X 2 rq(X) d'où (Xrq(X))2 « Xrq(X) ; mais,comme par hypothèse x n'est 

pas nilpotent, on a xrq(x) ̂  0, ce qui achève la démonstration. 

DEFINITION. - Une K-algèbre de Jordan non totalement isotrope est dite à 

isotropie modérée si elle satisfait aux conditions équivalentes de la pro

position précédente et si* de plus* pour toute sous-algèbre Y de * de 

dimension finie* et tout idempotent c e Y * on a Yù(c) • ^i/2^ c^ * 0 

dès que c#0 et YQ(c) est totalement isotrope. 

Voici deux exemples pour justifier l'intérêt de ces algèbres de 

Jordan : 

PROPOSITION 2 

i) L'algèbre de Jordan K*Y d'un K-espace quadratique ( Y>Q) non totale

ment isotrope* est à isotropie modérée. 

ii) Si une algèbre de Jordan ne possède pas d'élément isotrope, elle est à 

isotropie modérée. 

Preuve 
2 

i) Considérons un élément (a,x) tel que (a,x) jt 0, i.e», af* 0, ou 

Q(x) j< 0. Alors, de 

(a,x)2 - 2a (a,x) - (Q(x) - a 2, 0) , 

on déduit : i o 
Q(x) t cT — * (1,0) « 2 ((a,x)z - 2a(a,x)) , 

Q(x)-oT 
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Q(x) * a 2 — * (-^(a,x))2 « 2a<<*>x). 

Pour terminer, il suffit de se rappeler que les idempotents de dif

férents de (1,0) et (0,0) sont les éléments de la forme «j(l,x), Q(x) • 1 

et que, pour un tel idempotent c, ̂ 0(c) * Kc
1, d'où i^0(c) C Kc' pour toute 

sous-algèbre Wde % contenant c, avec cf « e-c. 

ii) Le fait que x n'ait pas d'éléments isotropes assure que, pour tout 

élément x/0 de °U , l'opérateur L(x) est injectif sur l'algèbre K[x] ; 

mais,comme K[x]est stable pour L(x), l'opérateur linéaire ainsi défini 

sur K[x] est surjectif si K[x]est de dimension finie, ce qui assure 

l'existence d'un polynôme p(x) E K[x] tel que xp(x) « x, d'où p(x) ̂  0 

et (p(x))2 « p(x). 

Pour en terminer avec ce cas, il suffit de considérer un idempotent 

ĉ O tel que # 0(c) * 0 et de montrer que ^\^2^ " 0 ; or : 

ex - y x — > (cx)x « x *a->(ex )x « ^ x 

« — s 3 1 3 3 A 

mais alors x*0, d'après (1.2.2). c.q.f.d. 

L'importance des algèbres de Jordan à isotropie modérée tient au 

résultat suivant : 

THEOREME 1. - Toute sous-algèbre de dimension finie d'une K-algèbre de 

Jordan 4/ à isotropie modérée possède un élément unité . 

Preuve. - Comme il est clair que toute sous-algèbre d'une algèbre de 

Jordan à isotropie modérée est aussi à isotropie modérée, on est ramené 

à prouver que toute K-algèbre de Jordan °U à isotropie modérée et de 

dimension finie, possède une unité. 

Puisque n'est pas totalement isotrope, elle possède un idempotent 

non nul C j . Si ^ 0 ( C j ) est totalement isotrope, C j est une unité et c'est 

terminé ; sinon, il existe un idempotent djft) dans # 0 ( C j ) et alors 
c2 * cl + (* e s t u n ^ ^ e m P o t e n t ^ ®j(c)^d'où : 
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% ( C ] ) C^(c 2) 

On fait alors pour ce qu'on a fait pour Cj et ainsi de suite, ce 

qui donne une chaîne d'inclusion stricte 

laquelle est forcément finie du fait que la dimension de tfl est finie; de 

sorte que le dernier terme ÎL (c ) fournit une unité c pour 41. 
i n n 

Voici une application spectaculaire de ce théorème : 

THEOREME 2. - Soit (a,b) un couple dfidempotents distincts, de rang 1, 

dans une algèbre de Jordan réelle <U , de dimension finie, à isotropie 

aodérée. On suppose que le coefficient X de la décomposition de Peirce : 

b - A a + bi^2 + bo 

est strictement positif (ce qui assure que a et b ne sont pas orthogonaux 

et que, en vertu du lerrme de (I, S), X est aussi le coefficient de Peirce 

de a par rapport à b). Alors, il existe un élément involutif w de 

tel que llf automorphisme P(w) de U échange a et b et laisse invariant 

tout élément de LU orthogonal à b et a. 

Preuve. - Puisque, d'après le théorème 1, la sous-algèbre (a,b) possède 

une unité e J f on peut appliquer le lemme (I, 5), ce qui fait que U (a,b) 

est l'algèbre de Jordan d'une forme quadratique définie positive pour 

O < A < 1 et hyperbolique pour X > 1 (le cas X«l ne peut avoir lieu) et, 

dans ce dernier cas, les éléments involutif s de 01 (a,b) associés canoni-

quement à a et b sont sur la même branche d'hyperbole unitaire. Dans ces 

deux cas, on peut trouver un élément Wj E fy, (a,b) involutif tel que 

P(Vj)a « b et P(Wj)b = a. Soit e l'unité de ; alors e 0 « e-ej est l'u

nité de i/0(ej) et w *= e0+Wj répond à la question ; en effet, du fait que 

31 (a,b) C €lj(ej), e 0 est orthogonal à &(a,b) d'où 

L(w)(x) « L(Wj)(x) ( x € &(a,b)) ; 

d'où : 

P(w)(x) - P(w)(x) . 
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Par ailleurs, si c est orthogonal à a et b, on a : 

b 1 / 2.c + bc.c * 0, b 1 / 2.c G ^i / 2 ( a ) , bô.c E 3i0(a)j 

d'où bjy2«c • 0, ce qui fait que c est orthogonal à €£(a,b); d'où 

c E *ÎZ0(ej) et, par conséquent c E ^j(w); d'où : 

P(w)(c) * c. 

Remarques ._ 

1. Si 31 est sans élément isotrope, on a nécessairement 0 < A < 1, du 

fait que, pour ^(a,b), le cas hyperbolique ne peut se produire. 

2. Lorsque - R x f est l'algèbre de Jordan d'un espace quadratique 

(̂ \Q)> l'automorphisme P(w) échangeant a et b a une signification 

précise ; il n'existe que lorsque les éléments involutifs u et v 

canoniquement associés à a et b sont sur la même composante connexe 

de la conique passant par ces deux points sur la quadrique unitaire 

Y et/alors, P(w) est la symétrie axiale oblique échangeant ces deux 

points. 

2. SEMI-SIMPLICITE DES ALGEBRES DE JORDAN SANS IS0TR0PIE. 

THEOREME 1. - Pour une K-algèbre de Jordan* de dimension finie* sans 

éléments isotropes, les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) L'unité e de %L est le seul idempotent non nul c tel que ^i^ 2(c) soit 

réduit à 0. 

ii) Il n'existe pas de décomposition de 41 en produit de 2 algèbres de 

Jordan non nulles. 

iii) Les seuls idéaux de sont *IL et io). 

Preuve. - S'il existe un idempotent distinct c de e tel que ̂ i/2(c) * 0, 

la décomposition de Peirce : 

<U •* ttD(c) © ^(c) « il.ic) © <&,(e-c) 

fait que est isomorphe à un produit de deux algèbres non nulles. 

Comme iii) — > ii) évidemment, il ne reste plus qu'à prouver i) —> iii), 

A cet effet, considérons un idéal 0 de *U ; il possède une unité propre 
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u et, pour tout x E \^(u), on a « | x et ux G î / d'où x E 0 ; mais 

alors u.x * x^d'où x«0;de sorte que, par hypothèse u«e ou 0, et c'est 

terminé. 

DEFINITION. - Sous les conditions équivalentes du théorème 1 on dit que 

est une algèbre de Jordan simple. 

THEOREME 2. - Toute K-algèbre de Jordan de dimension finie U , sans 

isotropie, se décompose canoniquement en un produit fini de K-algèbres 

de Jordan simples 

u = % e .. . © <sî . 
1 p 

Preuve. - Pour avoir une telle décomposition il suffit de procéder par 

récurrence sur la dimension de îi en partant d'un idempotent Cjj*0 tel 

que tt,/2(c,) « 0. 

Supposons l'existence d'une seconde décomposition en produit d'al

gebres simples : 

<W « U\ © ... © ; 
1 q 

alors, l'unité ej de i/J se décompose en une somme d'idempotents ortho

gonaux : 

e! «= c.+ ... + c (c. € 11.) 
1 1 p i l ' 

et il est aisé de vérifier que, pour tout ĉ ; on a c^*0 ou c^ « e^; d'où : 

* i • U v 

ce qui, en vertu de la simplicité de 22j, assure que í¿j coïncide avec 

un î/^jd'où l'unicité de la décomposition à l'ordre des facteurs %l^ près. 

3. SYSTEMES ORTHOGONAUX D'IDEMPOTENTS DE RANG 1. 

Dans tout ce paragraphe, U désigne une K-algèbre de Jordan sans iso-

tropie^ simplet de dimension finie > 1. 

LEUMB 1. - Sur tout système orthogonal if d1 idempotents de rang lè la 

relation R définie par 
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^l / 2(a) n # 1 / 2<b) * {0}. 

est une relation d'équivalence. 

Preuve. - La réflexivité de R tient à ce que M est simple. La symétrie 

de R étant évidente, il ne reste plus qu'à prouver la transitivitê de R. 

De façon précise, nous allons prouver que, pour tout élément non nul x 
d e ^1/2^) ^1/2^) e t t o u t élément non nul y de 

^1/2^) n ^1/2^°^ ( a > b > c e «SOs x # y e s t u n élément non nul de 

^l/2<«) n U\/2(c). En effet, de ̂ ï / 2 ( a ) O &i / 2<b) C ^(a+b) C % ( e ) 

et de tt.(c). ̂ i / 2(
c> C îi, (c)*on déduit que x.y g ^ l/2(c);d

foùf en 

échangeant le rôle de a et c : y.x E U\.Aa). Pour vérifier que x.y + 0 
2 

écrivons conformément au lemme de (1.6), x » À(a+b), A^Oj il résulte 

alors de l'identité fondamentale : 

(L(x2b) - L(x2) o L(b)Xy) - 2((L(xb) - L(x) o L(b)) 0 L(x))(y) : 

•J Y " J Y " x(*y ~ b(xy)) 
2 

i.e. : y m \ x(*y ~ b<xy)) / 

d'où xy ̂  0. c.q.f.d. 

Il est clair que,pour cette équivalence,il existe deux classes au 

plus. En fait, nous allons montrer qu'il n'en existe qu'une. Pour cela, 

nous nous appuierons sur le résultat général que voici : 

LEMME 2. - Soient (^,e) une K-algèbre de Jordan à unité* de dimension 

finie* et s un idempotent de *U. On considère des décompositions 

a « c.+ ... + c , e-a - c,.+ ... + c 
i p p+l n 

en idempotents primitifs orthogonaux. Alors* pour que ^iy 2(
a) • {0}9 i l 

suffit que* pour tout 1 < i < p et tout p+l < j < n ; 

^l/ 2(
ci> n #l/ 2

( cj> " { 0 }-

Preuve. - Tout d'abord, il est clair que c^ E 2/j(a) pour 1 < i < p et 

c 4 E ^ 0(a) pour p+l < i < n et comme ^ (a). U\/2(a) C ^i / 2(a), on a, 

pour tout 1 < i < p : 
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^ i / 2 C a ) - ( ^ i / 2 ( a ) H « . ( c . ) ) © ( ^ i / 2 ( a ) n ^ , / 2 ( c . ) ) 

e C W i / 2 ( a ) n ^j( C i)) ; 

or, pour x e U i ^ 2 ( a ) H ( c p , o n a a.x » | x et c .x - x , d'où 

C« - c . ) « x • - -i x et,comme a-c . est un idempotent, ceci ne peut avoir l ieu 

que pour xK);d'où : 

^ / 2 ( a ) " < < U l / 2 ( a ) ° e ( t / l / 2 ( a ) 0 ^ l ^ ' l " ' 

Nous allons montrer maintenant que l'hypothèse faite sur les ^ 1 / 2 ^ c i ^ » 

1 < i < n, assure que ^ i ^ 2 ( a ) n ^l/2^°i^ * ^ P ° U r 1 ^ * ̂  P# E n e f f e t » 

le fait que Cj G ^ ( a ) n îioCc^) pour p+1 < j < n assure que, pour tous 

ces indices j : 

U (a) H %Cc.) « (a) H ^ (c.) H U0(c.)) 
1/2 V 2 1 l / 2 V 2 1 3 

®(«l / 2(a) H % / 2 ( c . ) H ^^(c.)) 

® ( ^ l / 2 ( a ) H W 1 / 2 ( C . ) H W j U j ) ) ; 

or, par hypothèse, le deuxième terme de cette décomposition est nul et, 

par ailleurs, ' U j ^ C a ) n ^j(Cj) « { 0} du fait que a.x • j x et ĉ .x » x 

entraîne (a+Cj)x « -| x alors que a+Cj est un idempotent ; il ne reste 

donc plus que : 

U 1 / 2 ( a ) n V , / 2 ( c . ) - « 1 / 2 U > n tt1/2(c.)n^(c.) 

i^e. pour tout xG îii^2(a) H ^l/ 2^
ci^ e t t o u t P + l ^ J ̂  n» on a ĉ .x • 0 j 

d foû (e-a)x » 0 et a.x • d'où x-0. 

Ainsi, on a bien pour tout 1 < i < p : 

Wl / 2(a) - ^l / 2(a) n îl0(c.) 

i*e. pour tout x G îlly2(a) et tout 1 < i < p, on a ĉ x » Oj d'où 

^ x » a.x « 0. 

DEFINITION. - Par système total orthogonal (en abrégé s.t.o.) d'idenpo-

tente d'une Yi-algèbre de Jordan à unité ( U9e) on entendra, tout ensemble 
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fini d'idempotents de U * deux à deux orthogonaux et de somœ e. 

PROPOSITION. - Supposons l'existence d'un s.t.o. Sf d'idempotents de 

rang 1 de îl . Alors* pour tout couple (c,d) d'éléments de y* on a : 

Preuve. - En effet, si a est la somme des éléments s de y tels que 

^l^2(c) H ^iy 2(s) i {0}, on a bien, dfaprès les lemmes 1 et 2, 

^l/2^a) * Ojd'où a»e en raison de la simplicité de tfl. 

4. UNE PROPRIETE CARACTERISTIQUE DES ALGEBRE S DE JORDAN DE FORME REELLE, 

Rappelons qu'une R-algèbre de Jordan <U est dite de forme réelle si» 

pour tout couple (x,y) d'éléments de U : 

2 2 

x +y « 0 — 5 > x * 0 « y. 

En particulier, une telle algèbre est sans isotropie et : 

PROPOSITION. - Dans une algèbre de Jordan formelle réelle de dimension 

finie* tout idempotent primitif c est de rang 1. 

Preuve. - En effet, pour tout élément xfO de il^(c) 9 la sous-algèbre R[xJ 

possède une unité qui ne peut être que c, ce qui assure que x est inver

sible dans R[x],de sorte que R[x] est un corps commutatif , extension 

de degré fini de Rc qui, du fait que IL est de forme réelle, ne peut être 

que Rc. 

Réciproquement : 

THEOREME. - Si une algèbre de Jordan réelle H, de dimension finie est 

sans isotropie (elle possède donc une unité e) et si* pour tout élément 

x de W les idempotents primitifs de R[e,x] sont de rang 1* alors cette 

algèbre <U est de forme réelle et tout élément x de *£/ se décompose 

canoniquement en : 

r 
x « 2 X.c. . 

i - i 1 1 ' 

où { C j,...,c r} est un s.t.o. d'idempotents et les nombres Aj,.,,9Ar sont 

tous distincts. 
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Preuve. - La construction d'une telle décomposition se fait dans l'algè

bre commuto-associative Y « R[e,x) par récurrence sur la dimension de 

cette algèbre, compte tenu du fait que, dans toute décomposition de 

Peirce, les sous-espaces ^ 1 / 2 ^ s o n t n u l s # ^ *"ive ainsi à trouver 

une suite finie d'idempotents primitifs ( C j , . . . t c ) de R[e,x) telle que 

Y soit le produit direct des algèbres Rc^. 

Inversement, si une telle décomposition a lieu, elle fournit pour 

tout polynôme p(X) : 

r 
p(x) « 2 p(X )c., 

i«l 1 1 

ce qui assure que {X j,..., X^} est l'ensemble des racines du polynôme mi-

nimal de x ER[e,x] et que ces racines sont simples, ce qui fait que 

les c^ s'exprime par les formules habituelles : 

c. - H (À.-A.)"1(x - X.e). 
1 j*i 1 J J 

2 2 

Considérons maintenant deux éléments x et y de 3/ tels que x +y « 0 

et leurs décompositions canoniques : 

x « \ X.c. y « 2 y.d. i 
î-l j«l J J 

ce qui donne les décompositions canoniques : 

x 2 « 2 x\ c! y 2 « 2 v | d | ; 

i e i 1 1 j e J J J 

où I (resp. J) est une partie de [l,p] (resp. [l,q]) telle que/pour 
2 2 

tout i £ I;il existe i'G I tel que XT « X., (resp. pour tout j g J, il 
2 2 ^ 

existe j' 6 J tel que y. • y . f ) . Précisons aussi que chaque c! (resp. d!) 
J J 2 2 ^ 

est une somme de c^, (resp. d. t). Mais alors, l'hypothèse x • -y per
met de supposer, sous réserve de renuméroter les y.,que J-I et : 

3 

c! - d! et \\ + »1 - 0 , i € I , 

d'où : 

. x , - ... - à - o • - . . . -
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COROLLAIRE. - Pour qu'une R-algèbre de Jordan <U de dimension finie soit 

de forme réelle., i l faut et i l suffit que* pour tout x E U* R[e,x] le 

soit. 

5. LA TRACE. 

Soit <U une R-algèbre de Jordan de forme réelle, simple. Du lemme de 

(1.6) et de la proposition du paragraphe 3, on déduit que, pour tout cou

ple orthogonal (a,b) dfidempotents primitifs de 11 , il existe une sous-

algèbre de U isomorphe à JC>(R) qui contient a et b. Ceci permet/comme 

pour le théorème 2 du paragraphe 1, de trouver encore un élément involu-

tif w de 'U tel que P(w) permute a et b et laisse invariant tout élément 

c de % orthogonal à a et b, d'où il va résulter que : 

PROPOSITION. - Pour tout idempotent h de <U* considérons deux décompo

sitions en s.o.i.p. : 

c.+ ... + c « b • d.+ ... + d , p < q. 
1 p 1 q» 

Alors i l existe un automorphisme intérieur * de U tel que : 

SKCj) - d ] f *(cp) - d p et *(b) « b. 

Preuve. - Notons e l'unité de <U. On peut alors trouver un élément invo-

lutif Wj de U tel que P(V j ) (C j) « dj et P(w1)(e-b) « e-b. Ceci étant, 

on peut trouver un nouvel élément involutif w 2 de *U tel que P(w2) laisse 

invariants e, b et dj et transforme P(Wj)(c2) en d2. Par itération, 

on arrive à trouver une suite d'éléments involutifs (wj, w 2 > ..., w^) de 
& telle que P(w ) 0 P(w ,) 0 ... o P(w.) transforme (e,,..., e ) en p p-1 I i p 

(dj,..., dq) et laisse e-b invariant et, comme e est invariant par les 

P(w^), c'est terminé. 

COROLLAIRE. - Dans toute R-algèbre de forme réelle if deux décompositions 

en s.o.i.p. d'un même idempotent comportent le même norrbre de termes. 

Preuve. - Ceci est trivial lorsque if est simple, compte tenu de l'exis

tence d'un automorphisme intérieur $ transportant l'une de ces décompo

sitions en une partie de l'autre sans modification de 1'idempotent* Sinon 
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il suffit de considérer la décomposition canonique 

y m -r © . . . e rx 

en facteurs simples ; tout idempotent se décompose en un système ortho

gonal dfidempotents : 

b = b,+ ... + b r ; bj € r v b r € iT, 

ce qui fait que toute décomposition de b en s.o.i.p. se disloque en une 

décomposition de bj en s.o.i.p., une décomposition de b^ en s.o.i.p., etc. 

DEFINITION. - Ce nombre de termes ainsi associé à tout idempotent b 

d'une Wi-algèbre de forme réelle s'appelle le degré de b (on le note 

deg(b)). 

THEOREME 1. - Soit une algèbre de Jordan de forme réelle de dimension 

finie. Alors il existe une fR-forme linéaire unique 

Tr : 41 -> R 

telle ques pour tout idempotent c de li,, Tr(c) - deg(c). 

Preuve. - Si une telle forme linéaire existe, elle est déterminée sur 

un élément x de au moyen de la décomposition canonique en s.o.i. : 

r 
x * S X.c ; 

i-1 1 1 

on a, en effet, par linéarité : 

r 
Tr x « S X ideg(c i). 

i«l 

Pour construire une telle forme linéaire, on considère un s.t.o.i.p. 

(Cj,..., ĉ ) de îl et, pour tout x G (Jl9 la décomposition de Peirce 

relative à c. : 
i 

x « X.c. + x. i/o + x. n ; 

n 

il est clair alors que x »—*> 2 x^ est une forme linéaire. Reste à voir 

que, si x est un idempotent la*' primitif, cette somme de scalaires 

réels vaut 1, or on sait, d'après la 1ère remarque suivant le lemme de 

93 



Quelques applications géométriques des algebres de Jordan 

(1.5) que, si 

d - 6.c. + d., . + d. -
il 1 i. L>° 

2 

est la décomposition de Peirce d'un idempotent primitif d relativement 

à c., 

Ci • ¥ + Ci,J. + ci,0 
2 

est la décomposition de Peirce de par rapport à d; d'où : 

n n n n 
e - S c. • ( 2 6,)d + 2 c. . + S c. n 

1*1 1=1 1«1 '-J 1«1 * 

ce qui réduit à : 

i«l 2 i"l 

DEFINITION. - Tr(x) est appelé la trace de x. 

COROLLAIRE 1, - Tr est invariant par tout automorphisme de l'algèbre 

de Jordan 11. 

COROLLAIRE 2. - Pour tout idempotent c de Tr 8 'annule sur le sous-

espace yii^M* 

Preuve. - Si w est l'élément involutif associé à c, on sait que, pour 

tout x G ^1/2^°)» P(w)(x) • -x d'où, compte tenu du corollaire 1/ 

Tr x * -Tr x. 

THEOREME 2. - Sur toute algèbre de forme réelle de dimension finie, la 

trace est une forme linéaire associative, i.e.* pour tout triple (a, b,c) 

d'éléments de <U3 on a : 

Tr(a(bc)) «= Tr((ab)c). 

Preuve. - Il est clair qu'en raison de la linéarité de Tr , on peut se 

limiter au cas où b est un idempotent primitif. Notons alors 

a - Xbj + a 1 / 2 + a 0 , c - yb, + cj + c c 
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les décompositions de Peirce de a et c par rapport à b. Il est aisé de 

s'assurer que 

a(bc) - (ab)c • | « i / 2 - J c l / 2 * ï â° cl/2 " 1 al/2°° 

i.e.f en résumé, cette différence appartient à ^x^W e t i 1 suffit, 

pour conclure, d'appliquer le corollaire 2 du théorème 1 . 

c.q.f.d. 

La trace permet de munir toute algèbre de Jordan U, de forme réelle, 

et de dimension finie, d'une structure hilbertienne canonique ; de façon 

précise : 

THEOREME 3. - L'application (x,y) »—• Tr(xy) est une forme bilinéaire 

srjrmétrique définie positive sur U . 

Preuve. - La bilinéarité symétrique de cette fonction réelle résulte 

évidemment de la linéarité de la trace et de la bilinéarité symétrique 
2 

du produit de Jordan. Reste à voir que Tr x > 0 sauf pour x-0. En effet, 
n 

pour toute décomposition x «• 2 y*c., à l'aide d'un s.t.o.i.p. (c.)» on 
i=I 1 1 1 

2 n 2 
a Trx « 2 y. et il s'agit bien là d'une quantité positive qui ne s'an-

i«l 1 

mile qu'avec tous les ŷ . 

DEFINITION. - La topologie ainsi définie sur 91 s 'appelle la topologie 

canonique. 

6. ELEMENTS POSITIFS. 

Soit U une algèbre de Jordan de forme réelle et de dimension finie. 

Do élément x de ïl est dit positif (resp. strictement positif) si dans 

sa décomposition canonique x * 2 X«c. tous les coefficients sont > 0 
i-1 1 

(resp. > 0). Il est clair que ceci signifie aussi qu'il existe un 

s.t.o.i.p. (dj) et une famille (yj) de nombres > 0 (resp. > 0) tels que 

x m 2y.d.. Notons aussi que les éléments positifs de %l sont exactement 
J J 2 

les carrés y , y G 11 . 

Voici un résultat dont l'intérêt tient à l'ampleur de ses conséquences : 
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PROPOSITION 1. - L 'ensemble & des éléments positifs de U possède les 
propriétés suivantes : 

i) Pour tout couple (x,y) d'éléments de 9 * Tr(xy) > 0. 

ii) Inversement,si un élément x de 41 est tel que* pour tout élément y 

de &j Tr(xy) > O, alors x est positif. 

Preuve : 

ii) Soit x • 2 oua^ la décomposition canonique de x. L'hypothèse assure 

alors que, compte tenu de ce que tout idempotent est positif, 

a. ± Tr x.a. > 0. 

i i 

i) Soient (c i), (dj) deux s.t.o.i.p. et (\/)9 (y^) deux familles de nom

bres positifs tels que : 

x=2x.c. y b 2 p,d., 
i l ; J ] 

Alors : x.y - 2 X.y. c.d.. 
7 i J i J 

Il suffira donc de prouver que, pour tout idempotent primitif d, 
Tr c.d > 0. Or si i i 

d « X.c. + d. i + d. A i i î,^. 1,0 

est la décomposition de Peirce suivant c^, on a 

c.d = X.c. + d- i i i l 2 i,i 
2 

d'où 

Trc..d * X. 
i i 

compte tenu de ( 5 . , th. 1 , cor. 2). Or on sait que 0 < \^ < 1. 

COROLLAIRE 1. - 9 est un cône convexe fermé et* en particulier* toute 

somme finie d'éléments positifs est un élément positif. 

COROLLAIRE 2. - Pour tout couple (x,y) d'éléments de il existe un élÂ-

2 2 2 
ment z de %l tel que x +y • z . 

COROLLAIRE 3. - Pour toute suite finie (Xj,,..,x n> d'éléments de *UJ on a 

2 2 
X j + ... + x^ « 0 —+ X j « ... « x n « 0. 
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PROPOSITION 2. - Deux éléments positifs y: et y de U sont orthogonaux 

Ci.e. xy * o; dès que Tr(xy) *= 0 . 

Preuve. - Soit x • 2 ^£c£ et y «I y^d. des décompositions suivant des 

s.t.o.i.p. avec des coefficients positifs. Alors l'hypothèse assure que 

Tr(c^.dj) « 0 pour A^ \ь Ф 0. Pour s'assurer que x.y • 0 il suffit de 
supposer que x et y sont deux idempotents primitifs. 
Mais alors, si 

est la décomposition de Peirce de y suivant x, on a : 

xy * Ax + j y, ; 

d foù 0 * Tr(xy) « A ; 

ce qui entraîne y * y 0. 

THEOREME 1. - L'intérieur de 9 (рога* la topologie canonique de U ) est 

constitué par les éléments strictement positifs de 4L . 

Preuve. - Si x G 9 n'est pas strictement positif, alors dans sa décom

position canonique x • \ c i un des coefficients (on peut supposer 

que c'est le premier) est nul ; il est clair alors que la suite 

x » c, + £ A.c. 
n n i . 0 i i 

est une suite d'éléments non positifs de îl qui tend vers x* Reste donc 

à voir que tout élément strictement positif x de Й1 est intérieur à 9 . 
r 

Soit x « 2 A.c la décomposition canonique de x ; on a alors 
isl r 

inf A. » A > 0 et;de 2 c. e e,on déduit que x s'écrit sous la forme 
i-1 1 

x « Xe+y, y E 9 et, comme 9 est un cone convexe, il ne reste plus qu'à 
«outrer que l'unité e est intérieure à 9 . A cet effet, considérons la 
boule-unité ouverte 

В » {y G 41 ; Tr y 2 < 1} 
s 8 2 x.e,, y « 2 y.d. étant la décomposition canonique de y G B, ï y , < 1 ; 
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a fortiori tous les \\x^\ sont < 1 ; dfoù 

s 

y e B — > e+y » 2 (1+y .)c..G & . 
j-1 J 3 

Remarque. - Du corollaire 1 de la proposition 1, il résulte qu'on définit 

sur toute algèbre de Jordan %l de forme réelle un ordre compatible avec 

l'addition en posant x > y si, et seulement si, x-y est positif, i.e.t 

2 
est un "carré parfait11 z . 

Nous allons voir que cet ordre induit sur l'ensemble des idempotents 

de %l l'ordre fondamental défini dans le Chapitre 1. À cet effet, noua 

aurons besoin de ceci : 

LEMME. - Soient x un élément positif de "'U et b un idempotent primitif 

de %L. Alors* dans la décomposition de Peirce : 

x « Xb + xj^ 2 + x 0, 

le nombre X est positif. 

Preuve. - De 

xb - Xb • -j x, ; 

on déduit, compte tenu de (5, th. 1, cor; 2) : 

Tr(xb) « X, 

et X est positif par la proposition 1. 

PROPOSITION 3. - Soient a et b deux idempotents de <U tels que a-b soit 

un élément positif x de U. Alors x est un idempotent orthogonal à b. 

Preuve. - Par récurrence sur le degré de b, compte tenu de (prop. 1, cor. 1), 

on se ramène au cas où b est un idempotent primitif. 

Soit x * Xb + xi^ 2 + x 0 

la décomposition de Peirce de x relative à b. Alors : 

a « (1+ )Jb + X j ^ 2 + x e. 
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est la décomposition de Peirce de 1*idempotent a relative à b d'où : 

(1+X)b + x c - (1 +X)
2b + (x , / 2 )

2 + <x e)
2 

et, par conséquent : 

(1+A)A + Tr b(x. ) 2 + Tr bx 2 « 0 ' 
7 2 ° 

ce qui, par associativité de la trace,se réduit à : 

0+X)X + 1 Tr(x, ) 2 . 0 . 
1 7 2 

et comne, d'après le letnme, X > 0, et Tr(x, ) 2 > 0, il s'ensuit 

2 /2 

que A- 0 et T r ( X j ^ ) - 0, d'où X j = 0;de sorte que x»xo et, par consé

quent, a - b+x2 d'où x2=x. 
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C H A P I T R E 3 

DOMAINES DE POSITIVITE 

1. DEFINITIONS ; GENERALITES. 

Soit X un espace vectoriel topologique réel. Pour toute forme biliné-

aire symétrique f, continue sur XxX, notons Ker f l'ensemble des a G X 

tels que, pour tout x G X, f(a,x) * 0 ; c'est un sous-espace vectoriel 

fermé de X. Si Ker f - {0} (resp. Ker f f {O}) on dira que f est régu

lière (resp. singulière). 

DEFINITION 1. - On dit qu'un ouvert Y de X est £-positif si* pour tout 

couple (a,b) d'éléments de Y,, f(a,b) ̂ 0 . Par continuité de f* ceci res

te vrai pour tout couple (a,b) d'éléments de l'adhérence Y de Y. 

PROPOSITION 1. - Soient Y un ouvert f-positif de X et a G Y. S'il existe 

y € Y tel que f (a,y) * 0, alors a G Ker f. 

Preuve. - Y étant ouvert, pour tout x G X il existe X > 0 tel que 

y + Xx G Y d'où : 

0 <f(a, y+Xx) = f(a,y) + Xf(a,x) = Xf(a,x). 

Ainsi, pour tout x G X, f(a,x) > 0 , ce qui, par linéarité par rap

port à x, donne f(a,x) * 0. 

COROLLAIRE 1. - Si (-a) appartient à Y lui aussi* alors a G Ker f. 

Preuve. - Par continuité de f, on a alors, pour tout y ç ï ; f (a,y) > o 

et f (-a,y) > 0;d'où f(a,y) « 0. 

COROLLAIRE 2. - Si a G Y \ Ker f alors* pour tout y G Y : f (a,y) > o . 

Preuve. - Ceci résulte par contraposition de la proposition 1, compte 

tenu de ce que, pour tout couple (a,b) de points de Y, f(a,b) > 0. 
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DEFINITION 2. - On dit qu'un ouvert f positif non vtde Y de X est un 

domaine de positivité de caractéristique f si un point x de X appartient 

â Y dès que, pour tout a G Y \ Ker f, f (a,x) > 0. 

PROPOSITION 2. - Soit Y un domaine de positivité de X de caractéristique 

f. Alors : 

i) Y est un cone convexe. 

ii) Pour tout x G X \ Y i l existe a G Y tel que f (a,x) < 0. 

Preuve 

i) Soient yj et y 2 deux points de Y. De (prop. 1, cor. 2) on déduit que, 

pour tout a G Y \ Ker f : f (a,yj) > 0 et f (a,y2) > 0, d'où 

f (afyj + y2) > 0. Mais alors, en vertu de la définition, yj + ŷ  G Y. 

De la même manière, on montre que pour tout y G Y et tout X > 0, Xy G Y. 

ii) X \ Y étant un ouvert de X, pour tout y G Y il existe X > 0 tel que 

x + Xy £ Y. Si pour tout 2 G Y on avait f(x,z) > 0 il en résulterait 

alors : 

f(z,x + Xy) = f(z,x) + Xf(z,y) > 0 

ce qui, en vertu de la définition 2, donnerait x + Xy G Y ; or ceci est 

en contradiction avec x + Xy Y. 

COROLLAIRE 1. - Ker f C Y \ Y. 

Preuve. - De ii) il résulte clairement que Ker f C Y et, comme il est 

évident que Ker f H Y = 0, c'est terminé. 

COROLLAIRE 2. - Pour toute autre caractéristique % de Y, on a : 

Ker g « Ker f. 

Preuve. - Si a G Ker f, alors -a G Ker f ; ainsi a et -a appartiennent 

à Y d'après le corollaire 1, ce qui, en vertu de (Prop. 1, cor. 1), don

ne a G Ker g. En intervertissant le role de f et g, on aurait 

Ker g C Ker f. 

PROPOSITION 3. - Désignons par X l'e.v.t. séparé quotient de X par Ker f 

et par î la forme bilinéaire symétrique régulière induite par f sur X. 

Alors, pour tout domaine de positivité Y de X de caractéristique i , l H-
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mage canonique Y de Y dans X est un domaine de positivité de caractérisa 

tique f. 

• • 

Preuve. - Il est clair que Y est un ouvert de X (la définition 2 entraî

ne que Y + Ker f C Y) et que cet ouvert est f-positif. Si y G Y \ Ker 

alors il est aisé de s'assurer (grace à prop. 2, cor. 1) que yE Y\ {Ô} T 

de sorte que,si xE X est tel que, pour tout yE Y\ {Ô}, f (x,y) > 0, 

on a alors, pour tout xE x et tout yE Y \ Ker f, f(x,y) > 0, d'où 

x E Y, i.e. x E Y. 

Nota bene. - Cette proposition permet de supposer que X est séparé et f 

régulière. 

Voici une propriété intéressante des domaines de positivitë qui, 

cependant ne les caractérise pas. 

PROPOSITION 4. - Tout domaine de positivité Y de caractéristique f est 

maximal parmi les ouverts f-positif s de X. 

Preuve. - Soit Z un ouvert f-positif contenant Y. Si x é Y, il existe, 

en vertu de la définition 2, un a E Y \ Ker f tel que f(a,x) < 0. Or, en 

vertu de (prop. 2, cor. 1), un tel a appartient à Z \ Ker f ce qui, 

compte tenu de (prop. 1, cor. 2), donne pour tout z E Z, f(a,z) > 0«de 

sorte que x Z. 

Par contre, la propriété suivante concerne la frontière 

Fr(Y) « Y \ Y. 

PROPOSITION 5. - Pour tout a E Fr Y \ Ker f, il existe b E Fr Y \ Ker f 

tel que f(a,b) « 0. 

Preuve. - En vertu de la définition 2, il existe b E Y \ Ker f tel que 

f (a,b) < 0 et comme on a aussi f (a,b) > 0, il en résulte que f(a,b) • 0% 

De plus, d'après (prop. 1, cor. 2 ) , b £ Y, ce qui donne bien en défini

tive b E Fr Y \ Ker f. 

COROLLAIRE. - Pour qu'un ouvert de positivité Y de caractéristique f de X 
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sait un domaine de positivité* il faut et i l suffit que Y soit l'inté

rieur d'une partie Z de X possédant les propriétés suivantes : 

i) un point x E X appartient à Z dès que pour tout z E Z \ Ker f * 

f(z,x) > 0. 

ii) Pour tout x E Z\ Y i l existe y E Z\ (Y U Ker f) tel que f(x,y) « 0. 

Preuve. - Si Y est un domaine de positivité, c'est un cône convexe ou-

vert d'où Y « Y et Y vérifie i) et ii). Réciproquement, du fait que Y 

soit un ouvert de positivité et de i), on déduit que Z est un cône con

vexe fermé d'où Z«Y ; de ii) on déduit alors qu'un point xE X appar

tient à Y dès que pour tout z E Z\ Ker f, f (z,x) > 0. 

2 
Un premier exemple. - Dans le plan IR , les cônes convexes ouverts sont 
les intérieurs des angles de sommet 0. Si, pour le produit scalaire eu-

2 

clidien de R , un tel angle est un domaine de positivité, la proposition 

5 assure que les côtés de cet angle sont perpendiculaires de sorte qu'on 

peut affirmer que les domaines de positivité des espaces vectoriels eu

clidiens de dimension 2 sont les intérieurs des angles droits. 

2. LE DOMAINE DE POSITIVITE D'UNE ALGEBRE DE JORDAN DE FORME REELLE. 

Soit $t une algèbre de Jordan de forme réelle et de dimension finie. 

Désignons par l'ensemble des éléments "strictement positifs" de <2f 

c'est-à-dire des éléments x^O tels que dans la décomposition canonique 

x « Ï A ^ tous les X^ soient > 0. Il revient au même de dire que ce 

sont les combinaisons linéaires à coefficients > 0 d'un s.t.o.i.p. quel

conque de °U . Cet ensemble fy* a déjà été étudié au chapitre 2 ; on a 
2 

vu, en particulier, que c'est l'intérieur de l'ensemble des x , xE , 

et que ce dit ensemble satisfait aux conditions de la proposition S du 

f 1. Il reste donc à voir, pour s'assurer que fy* est un domaine de posi-

tivité,que, pour tout couple (x,y) d'éléments de Tr(x,y)> 0 ; or 

si 
x as 2 X.c. ; y « 2 u.d. 

1 1 2 1 

sont les décompositions canoniques de x et y, on a 

Tr(xy) « 2 X £Uj Tr(c£dj), 
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tous les produits X̂ ŷ . sont > 0 et, comme tous les ĉ  ne sont pas tous 

orthogonaux aux d^, on dispose au moins d'un couple (i0,j0) tel que 

Tr(c. d. ) > 0 et, comme tous les Tr(c.d.) sont > 0, c'est terminé. 

Notons aussi qu'on peut caractériser autrement ce domaine de positi-

vite 

DEFINITION. - Un élément x d'une algèbre de Jordan <*U à unité e est dit 

inversible s'il est inversible dans l'algèbre associative ^(e,x). Il 

est clair que* lorsque °U est de dimension finie* ceci a lieu si* et 

seulement si* il existe un polynôme p(X) « « a.X1 tel que : 
i-I 1 

p(x) = e, 

ce qui assure en particulier que les valeurs propres de x sont toutes 

non nulles. Cette remarque permet dans le cas d'une algèbre de Jordan • 

de forme réelle de caractériser les éléments inversibles de au moyen 

de la décomposition canonique : pour qu'un élément x de décomposition 

canonique : 

x « 2 x.c. i i i 

soit inversible;il faut et il suffit que tous les coefficients soient 

non nuls ; à partir de là* i l est clair que : 

PROPOSITION 1. 

^ + * {x2 ; x € Inv 

Inv étant l'ensemble des éléments inversibles de %. 

Pour l'étude du domaine de positivité d'une algèbre de Jordan de 

forme réelle, notons qu'on peut se ramener au cas d'une algèbre simple ; 

en effet : 

PROPOSITION 2. - Pour tout couple (<#,*0 d'algèbres de Jordan de forme 

réelle* on a : 

(<% x « # + x + . 
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Preuve. - Comme il est clair que 4¡T+ x V* C x * 0 * , il ne reste 

plus qu'à montrer l'inclusion inverse à savoir que : 

<x,y) E (<% x r)* = > x G et y E f + , 

Or, pour tout couple (a,b) E ^ + x on a (a,o) G fyt x <f + et 

(o,b) 6 ^ x 7 * d'où : 

Tr(x,y)(a,0) > 0 et Tr(x,y)(0,b) > 0 

i.e. : Tr(x.a) > 0 et Tr(yb) > 0 

d'où x E et y G 

c.q.f.d. 

Ceci va permettre de donner une interprétation géométrique intéres

sante des idempotents primitifs de fyl. 

DEFINITION. - Rappelons qu'une génératrice G d'un cône convexe Y est 

dite extrémale s'il existe X G G \ {0} tel que : 

x - y+z et y G r et z G r —•*> y G G et z G G. 

THEOREME. - Pour qu'un élément non nul x de °U* soit colinéaire à un 

idempotent primitif il faut et il suffit que la demi-droite {Xx ; X > 0} 

soit une génératrice extrémale du cône . 

Preuve. - Considérons une décomposition 

r 

x « 2 y .d. , y. > 0, 
i-1 1 

(d^) étant un s.t.o.i.p.; l'un des coefficients y^ étant non nul, on 

peut supposer qu'il s'agit de Si Xx, X > 0, n'est pas un idempotent 

primitif l'un des y., i > 2, n'est pas nul et on a alors avec y • P.d. 
r *̂ * 

et z » 2 p.d. une décomposition x « y+z,y,z et y.z • 0, de sorte 
i-2 1 1  

que la génératrice de passant par x n'est pas extrémale. 

Réciproquement, considérons un idempotent primitif d de % et mon

trons que la génératrice {Xd ; X > 0} est extrémale dans . Soit : 
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d « y+z , y G ^ + et z G^ +. 

Notons 

y s Xd + y, + y 
J -M/2 / o 

la décomposition de Peirce de y relative à d ; alors : 

z - (l-A)d - y,^ - y o 

est la décomposition de Peirce de z relative à d, ce qui fait que si 

w « 2d-e est l'élément involutif de 01 canoniquement associé à d, on a : 

P(w)y = Xd - y + y e 

et, comme il est clair que °U1 est stable par les automorphismes de 

on a : Xd - + d'où, puisque ^ + est un cone convexe : 

Xd * y. - i(y*P(v)y) E . 

De même, en considérant z au lieu de y, on obtient : 

(l-X)d-y G ̂ + . 

r 
Mais, comme on peut écrire y 0 • S u-d. avec des d. tels que 

(d,dj, d^) soit un s.t.o.i.p. , Xd + y o G % implique que les 

sont tous positifs alors que (l-X)d-y0 G implique que ces mêmes y. 
sont tous négatifs;d'où y e • 0. 

On a donc : 

y * Xd + y, 
l/2 

+ 2 
et, comme y E °U , il existe u E tel que y « u . Mais la décomposition 

de Peirce de u relative à d : 

u = yxl + u j y 2

+ U o 

2 

fait que ("i^ e s t u n élément positif de l'algèbre de Jordan de forme 

réelle % (d) © (2f0(d)/ce qui, compte tenu de la proposition 2, permet 

d'écrire : 
(ui / 2)

2 « v 2 + w 2 , v E #j(d), w E # e(d). 
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Mais alors : 

u 0 + w * y o

 88 0 ; 

d'où u 0 • w
 88 0 et ceci entraîne la nullité de u ^ 2 aussi et, en défini

tive^ 88 y^d, et on montrerait de même que z est colinéaire à d. 

Remarque. - Cette propriété permet de caractériser le cône positif dfune 

algèbre de Jordan de forme réelle complètement décomposable i.e. d'un 

espace Rn. Rappelons à cet effet qu'un cone est dit siwplioial s'il ad-

met un simple»pour base ; dans ces conditions, d'après un célèbre théo

rème de Carathéodory (cf. Rockafellar), la décomposition d'un élément de 

cette base en un barycentre positif de points ex tr émaux est unique, d'où; 

COROLLAIRE. - Pour que le cône de positivité d'une algèbre de Jordan de 

forme réelle °U et de dimension n soit simplicial, i l faut et i l suffit 

que soit isomorphe à Rn. 

Preuve* - Cette condition est évidemment suffisante. Réciproquement, si 

le cône de positivité de °U est simplicial, l'unité de °U se décompose 

en un s.t.o.i.p. unique, à l'ordre près il n'existe alors qu'un seul 

s.t.o.i.p., ce qui permet une décomposition de tous les éléments de 

suivant les mêmes idempotents primitifs, i.e., en bref, le degré de 4L 

est égal à sa dimension n ce qui ne peut se produire que pour R n, à un 

isomorphisme près. 

3. UN EXEMPLE REMARQUABLE. 

Il est clair que l'algèbre de Jordan <%l • R x Y d'un espace quadra

tique réel (T^,Q) est de forme réelle si, et seulement si, Q est définie 

positive. Le domaine de positivité est alors : 

{ ( t , x ) € R x f ; t 2 > Q(x) et t > 0} 

3 

Dans le cas notable où y est l'espace euclidien R , on retrouve 
4 

ainsi le cône du futur de l'espace de Minkowski R . Notons aussi qu'on 

peut alors identifier, au moyen de : 
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/ x 0 X j i + x 2 j + x 3 k \ 

( x 0 , X j , *29
 X 3 ^ ' * J » 

\-x,i - x 2 j - x 3 k x e / 

l'algèbre de Jordan ̂  à la sous-algèbre de Jordan de 3^(11) constituée 

par les matrices : 

c :)• 
où a € R et b est un quaternion pur. Cet isomorphisme transporte le pro

duit scalaire euclidien de en le produit scalaire 

(A,B) 1 T r ( A c B + B.A ) t 

z 2 
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C H A P I T R E t\ 

COMPOSANTES CONNEXES DE L'ENSEMBLE DES ELEMENTS INVERSIBLES 

1. DECOMPOSITION DE BRAUN-KOECHER. 

LEMME 1. - Soient % une K-algèbre de Jordan quelconque et (a,b) un couple 

d* idempotent s orthogonaux de Alors : 

(a) - («f.(b) n au. (a»© (b) H % (a)). 
'/2 '/2 '/2 '/2 

Preuve. - Du fait que b e # 0(a) et que # e(a) *i/ 2<
a> c *i^2***»

 1 1 

résulte que : 

* 1 / 2 ( a ) - (# 0(b) n ^ 1 / 2(a)) © (#i/2(t>) O *, / 2(a)) © <#,(b) n * , / 2 U » . 

Mais comme bx « x et ax « ^ x entraînent (a+b)x • j x, alors que a+b est un 

idempotent de <Hl, on a #j(b) O ^i / 2(a) - {0}. 

LEMKE 2. - Soient a, b, c trois idempotents deux à deux orthogonaux de 1t. 

Alors : 

* 1 / 2 < a )
 n ^ i / 2 < b ) c * , < c ) . 

Preuve. - Comme c e # e(a) H # 0(b), #i / 2(a) n 4^j/2(b) est stable par 

L(c) d'où : 

* 1 / 2

U ) ° % 2 ( b ) * % 2 < a ) 0 * l / 2 ( b ) n * » ( c ) 

® « l / 2 U ) n « 1 / 2 ( b > n « r l / 2 ( c > 

(a) n « , / 2 ( b ) n flf^c) . 

M i s , le système (a,b,c) étant orthogonal, on a : 
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m (a) n <% (b) n % (c) * {0} = * 1 / # 1(a) H «. fb) H *. (c) • 
1/2 '/2 /2 V2 */2 1 

LEMME 3. - Si °U admet un système total orthogonal d'idempotents 

( C j , , . . , c ) , alors* pour tout iE [l,rj 3 on a : 

Preuve. - Par changement de numérotation, on peut supposer i«l ; les 

Cj, j r4 2, constituent alors un s.t.ci. de ^ 0 ( c 2 ) , ce qui permet de 

procéder par récurrence sur n à partir de l'égalité fournie par le 

lemme 1 : 

* I / 2

( c i î - ( ^ l / 2 ( C l ) ° * 1 / 2

( C 2 » ® <«1/2 ( C1 ) ° * . < C 2 ) ) 

et du fait que, si on pose <^0(c2)
 s V : 

e 1 / 2(c,) n *.<c2> « f I / 2 < C l ) . 

alors que, grâce au lemme 2 on a pour j & {1,2} : 

f <c,) n T T < C j ) - * 1 / 2(c,) n ^ 1 / 2 ( c . ) . 

THEOREME DE DECOMPOSITION. - Soit % une algèbre de Jordan de forme réelle 

de dimension finie n et de degré r. Considérons un s.t.o.i.p. (c^9...9c^) 

de ^ et posons* pour tout couple (i,j) d'indices de l 1 >r] * tels que 

i < j : 

«ij " *l/2 ( ci> ° *l/2 ( cj>-

Alors : 

i) Tous les espaces vectoriels réels tfl^ ont la même dimension q. 

a) <% - © r c. e ( e ^44)-
i-1 1 i<j 1 J 

iWj La décomposition ii) est orthogonale pour la forme trace (a,b) *—*Tt(Ä.W* 

Preuve : 

i) Soient (i,j), (i'tj1) deux couples d'entiers de [l,r]tels que i < i» 
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et i'< j'. On sait qu'il existe alors un automorphisme intérieur P de<# 

tel que P(c.) - c i t et P( C j) * c ̂  t, d'où P(* i j ) - « ^ j m 

ii) Ceci se démontre par récurrence à partir de 

W- Rc, © *i/2(c,) © ^ o ( C j ) , 

coopte tenu de ( C j ) « © <%. . (lemme 3) et de ce que, grlce au 
Lune 2 : 7 i < j 1 J 

K i < j — > C «.(c,). 

iii) Si <i,j) »t (i\j»), on a : 

C <#(c.f) ou C 4 M c , ) îj 0 i' îj « N j " 

d'où : 

# i r C #i / 2(c.,) ou « . . . « . . . . C ^ l c , , ) 

«t/ comme on sait que la forme trace s'annule sur les espaces ^j^C»), 

on voit bien que <2̂ j et °U^,y sont orthogonaux pour la structure hil-

bertienne canonique de 11 . 

Par ailleurs,pour 1 < i < j < r et pour un indice k € (l,r 1 distinct 

de i et j, - {0} d'après le lemme 2, alors que ̂  4 ^ C *i/ 2<
ci) 

•t c.**.. C « I / 2 ( C j ) . 

Voici une application importante de ce théorème de décomposition : 

r 

PROPOSITION 1 . - Soit x - 2 X.c. un élément de <ît ee décomposant "eim-

plement" suivant le s.t.o.i.p. (C|,...,c ) (i.e. tout idempotent canoni

que de x est une sontne de c^). Pour que L(x) soit inversible dans l'anneau 

^(^0 des endomorphismes de l'espace vectoriel Qlè il faut et il suffit 

que x soit inversible dans °U (i.e. tous les X^ sont non nuls) et que pour 

tout couple (i.j), 1 < i < j < on ait X. • X. i 0. 

Preuve. - Tout élément y de * se décomposant en : 
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on a alors : ^ + ^ 

Ainsi, s'il existe un couple (i 0 >j 0), 1 < i 0 < j 0< r, tel que 

X. + X. « 0, pour tout élément yïO de . (et il en existe du fait 

que les tfl^ sont tous non réduits à o), on a xy«0, i.e. L(x) n'est pas 

inversible dans «£(<20. Pour la réciproque, il suffit de remarquer que 

lf existence d'un ŷ O tel que xy = 0 implique soit que l'un des X^ est 

nul, soit que X^+X^ * 0 pour un certain couple (i,j), 1 < i < j <r. 

COROLLAIRE. - Pour tout x e ^ + ou x e - Qi*à L(x) est inversible dans 

2. LA RACINE CARREE DANS LE DOMAINE DE POSITIVITE 11*. 

2 
PROPOSITION 1. - L'application $ : x * x est un difféomorphisme C00 de 

^ sur lui-même. 

Preuve. - Il est clair que cette application est bijective et que 

D$ (x) * 2L(x). Mais,comme L(x) est inversible dans £ ( ^ ) , d'après le 

corollaire précédent, $ est bien un difféomorphisme d'après le théorème 

des difféomorphismes locaux. 

COROLLAIRE. - L'application x >—*> y/x* inverse de $ sur <U* est un difféo-

morphisme (T de ¿11* sur lui-même. 

Pour pouvoir faire une étude différentielle de l'ensemble Juty, des 

éléments inversibles d'une algèbre de Jordan 11, il convient de noter le 

résultat général que voici : 

PROPOSITION 2. - Soit (%l9e) une algèbre de Jordan réelle de dimension 

finie à unité e. Alors l'ensemble J n <U des éléments inversibles de $L 

est un ouvert pour la topologie canonique de îl. 

Preuve. - Remarquons tout d'abord que l'ensemble des éléments x s *U tels 

que L(x) soit inversible dans Z(fU) est un voisinage ouvert if de e,du 

fait que L est continue et que l'ensemble des éléments inversibles de 

l'algèbre associative £($L) est un ouvert de cette algèbre. 
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Soit x. e Jxi 41 • Il existe alors un polynôme P0(X) « 2 a X 1 sans 

i«l *• 

terme constant tel que P0(^>) = e et alors P 0^(^) est un voisinage ou

vert de x„ dans îL en raison de la continuité de P et. comme il est clair 

que P C ./n U , c'est terminé. 
o 

PROPOSITION 3. - Soit 41 une algèbre de Jordan de forme réelle de dimen

sion finie. Notons 1(41) l'ensemble des éléments involutifs de 01. Alors 

on définit une surjection canonique o de J>n 4L dans 1(41) de classe C° 

en posant pour toute décomposition canonique : 

x * 2 X-c . 

o ( x ) = S-A-c.. 
i \\\ 1 

4 

De façon plus implicite* on a o(x) « P((/x 2 ) ~ K x ) 

Preuve. - Pour tout y possédant les mêmes idempotents canoniques que x, 

i.e. : 

y - 2 Ikc. 

on a : 
2 2 

P(y)(x) - L(y) x = 2 vu y i C i 

et c'est notamment le cas de : 

d'où : 

P(^2)-l ( x ) = P ( ( y ^ " 2 ) _ 1 X x ) - 2 - i - c . . 

Le caractère C°° de a résulte alors du corollaire de la proposition 2. 

3. LES ENSEMBLES I k(^>-

Dans tout ce qui suit 41 désigne une algèbre de Jordan de forme réelle 

de dimension finie n et de degré r. Notons 1(41) l'ensemble des éléments 

involutifs de 41. Un élément w G 1(41) est dit de degré k si son idempo

tent associé y(u)+e) est de degré k ; ce nombre k est donc un entier com-
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pris entre s et r. Notons que ceci signifie aussi qu'on peut trouver un 

s.t.o.i.p. d^, 1 < i < r suivant lequel w se décompose en : 

к r 
w e 2 d. - 2 d.. 

1=1 i=k+l 

De façon plus générale, le degré d'un élément x ̂ E.Aiv %l est défini 
comme étant celui de l'élément involutif a(x) e 

'(x). Il est 
alors clair que : 

PROPOSITION 1, - Un élément x G ̂ nv(^) est de degré к si, et seulerr&nt 
si, on peut trouver un s.t.o.i.p. (dj,...,d ) tel que 

r 
x = 2 X.d. / 

i-1 1 1 

où Xp...,Xk sont > 0 , alors que \ + j f v » * r

 s o n i < °« 

Notation. - L'ensemble des éléments de J'uviH) (resp. I(<2£)) de degré к 
sera noté Jn\ &(resp. 1^(4)). 

PROPOSITION 2. - Pour tout entier к E [ i9r], est un rétracte de 

déformation de Jnv(îl). 

Preuve. - Pour avoir une déformation continue de ̂ ïiv^ ^ 4ui s e réduise 

à l'identité sur 1^(&), il suffit de poser pour : 

r 
x - 2 X.d. ; X. > 0 ; (d.) : s.t.o.i.p. 

r X. 
НЛх) « 2 (tX. + (1-t) -^-)d.. 

i-i 1 IvJ 1 

L'importance des ensembles 1^ Й1 tient à ce que : 

THEOREME. - Les I k(#), 0 < к < r, sont les composantes connexes de !(€/)• 

Preuve. - Compte tenu du fait que l'application continue Tr : U R 
prend sur chaque 1^ la valeur constante 2k-r, il suffit de montrer que 
chaque 1^ est une partie connexe de Я1. A cet effet,considérons deux 
o.i.p. (cp . M,c r) et ( c j f . . . f c p un système de coefficients * ± 1 ; 

1 1 4 



Quelques applications géométriques des algèbres de Jordan 

nous allons montrer par itération qu'on peut joindre w « 2 à 

w 1 « 2 €i ci P a r u n chemin dans 1^ (k étant le nombre de > 0). Rap

pelons tout d'abord (cf. II, 1, th. 2) qu'on dispose d'une sous-algèbre 

de dimension 3, contenant Cj et cj, isomorphe à celle d'une forme 

quadratique définie positive ; ceci permet, si on désigne par ê  l'unité 

de de disposer d'un élément involutif de tel que 

P(ej-e + W j ) ( C j) « cj. Soit Ic^-e^ • w o l'idempotent canoniquement asso

cié à Cj dans 4jL^. Alors, du fait que l(4i^) est une quadrique ellip

soïdale, on peut trouver un chemin f : [ 0,1 ]-*• 41^ tel que f(0) « w c 

et f ( l ) « Wj d'où, en posant g(t) = e^-e + f(t) un chemin g : [0,l] *U 

tel que : 

g(0) - ej-e+Wo - 2c-e, g ( l ) = ej-e+Vj 

et,puisque la représentation quadratique P : tfl + X ( i l ) est continue, 

P(g(t)) est alors un chemin de £(îi) tel que P(g ( 0))(Cj) « Cj et 

P ( g O ) ) ( C j ) - c j ; d'où P(g (0 ) ) (w) « w du fait que g(0) est l'élément in

volutif associé à Cj et que la composante de w suivant 2̂/ 1 /2^C1 ^ e S t 

nulle. Mais alors P(g(t))(w) est un chemin dans 1^(40 qui joint w à 

r 
w *= e.c! + 2 e.P(g(l))c. ; 
i 1 1 i=2 1 1 

mais comme cj, P(g(l ) ) c 2 > • P(g(l ) ) c est un s.t.o.i.p. et que cj est 

orthogonal à c^, on peut renouveler ce procédé sur le couple 

(P(gO))c2t c p ce qui, par itération, fournit des chemins de 1^ 

1 2 r 

COROLLAIRE. - Les ensembles «/nv̂ ÇÎÛ 0 < k < r sont les composantes con

nexes de l'ouvert Jnv 4L. 

Preuve. - Ceci résulte du théorème précédent et de la proposition 2. 

4. LES GROUPES 0^(41). 

On désignera par 0^(4JL) (resp. G^(4L)) le groupe d'automorphismes de 

l'algèbre 41 (resp. de l'espace vectoriel 41) engendré par les P(x), 
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X E \(U) (resp. X E Jnv^U)). Notons que la oonnexité de е п н л 

traîne celle de 0 k(3l). 

THEOREME 1 
i) 0Q(«Z) = 0 r ( ^ ) = {id^}. 
гг ; Pour 1 < k < r-1 et tout couple (c i) J (с£), 1 < i < s, de s.o.i.p. 

(système orthogonal d'idempotents primitifs de îl), il existe Ф € 0 ^ ( 3 0 
tel que : 

ФСс^ - cj, .. Ф(с8) - c\ 

Preuve. - Ceci se démontre par itération à partir d'une sous-algèbre 
(fyj.ej) de (^,e) de dimension 3 contenant C j et cj, isomorphe à celle 

d'une forme quadratique définie positive, ce qui permet d'avoir un élé

ment involutif Wj de tel que P j ( w j ) c j = cj ( p j г représentation qua-
dratique de 41^). En remplaçant alors dans l'élément involutif e-e^w^ 
de %L9 e-ej par un élément involutif de degré k-1 en jouant sur les 
coefficients canoniques (e/) de e-e^, on obtient un w E I^(^) tel que 
P(w)Cj * cj et P(w)a = a pour tout idempotent orthogonal à C j et cj. 
L'itération se poursuit alors comme dans la démonstration de (II.5. propO* 

THEOREME 2. - Soit к E [0,D . Alors : 

г) 1 к ( Ю est un espace °к(^)-homogène (i.e. c'est une partie stable pour 

0(k) et ce groupe opère transitivement sur elle). 

ii) Jriv^ZL) est un espace G^(îl)-homogène. 

Preuve .— 

i) Pour tout w E 1^, on a P(w)w = w d'où, en raison de la connexitë de 

P(w)Ik(3/) С I k(^). Le fait que 0^(41) opère alors transitivement sur 

Ik(3Z) résulte alors du théorème 1. 

3 3 

ii) Pour x E ./nvk(ÎZ), on a P(x) = x , or x E Jnv^{4l) d'où 

P(x) ^nv k(^) С ^nv f e(^) en raison de la connexité de Jnv^iU). Pour 

s'assurer que opère transitivement sur Snv^iîl) il suffit de 

faire appel à l'application canonique о : Jnv^(il) + \№L) 1 e n ****** 

pour tout couple (x,Y) d'éléments de ./nv, (ÎL) les éléments 
x e P V l ? ) " 1 ( x ) et Y « P(V Y 2)" 1 (Y) appartiennent À 1 к ( Ш et alors s i 

1 1 6 



Quelques applications géométriques des algèbres de Jordan 

4> £ 0^(V,) transforme x en y on a : 

y - PrV^y5) o * o P ( y ? r ! ( x ) . 

Remarques 

1) / n v R K ( U ) - >nvk(<ZO, Ir.k(í¿) » -Ik(«¿)-

2 ) ./hv (#) s *2¿ + , on retrouve ainsi le fait connu que 2/ * est un 

domaine de positivité homogène. 
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C H A P I T R E V 

LA STRUCTURE PSEUDO-RIEMANNIENNE DES S^W) 

$1 désignera encore une algèbre de Jordan de forme réelle de dimen

sion finie n et degré r, 

1. LE DETERMINANT. 

Le déterminant d'un élément x de ̂  peut être défini à partir de la 

décomposition canonique : 

k 
x = E X .c. 

1=1 

de cet élément suivant : 

k deg c. 
dét x • II X . . 

i=l 1 

On a aussi, de façon moins intrinsèque, à l'aide d'un s.t.o.i.p. dj, 

1 < j < r, suivant lequel x se "diagonalise" (i.e. chaque c^ est une 

somme de d.) : 
J 

r 
dët x - II y. 

3-1 J 

si 
r 

x « 2 u .d.. 
j-i yJ J 

Exemple. - Reprenons celui fourni par l'algèbre de Jordan fy, « R xY 

d'un espace quadratique défini positif (^,Q). Les idem^otents canoniques 

d'un élément non nul x • (Ç,x) sont alors y (1, Q(x) 2 x) et 
1 

i ~ 2 

2^9 ~Q(x) x), ce qui permet d'avoir les coefficients de la décomposi

tion canonique de x ; ce sont Ç+Q(x)2 et Ç-Q(x)2 d'où : 
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dét x = Ç 2 - Q(x) 

ce qui, sous une forme plus intrinsèque s1écrit : 

(1) det x = I((Tr x ) 2 - Tr(72)) 

du fait qu'on a alors 

Tr(Ç,x) « 2Ç. 

Notons que ceci donne pour tout élément y de f conjugué à x (i.e. 

y m y\j2 ^ a n s ̂ a décomposition de Peirce relative aux idempotents asso

ciés à x) : 

( D dét(x+y) - dét x - -i Tr(y2). 

Remarque. - Soit c un idempotent de *U. Alors pour tout élément x de 4 

dont la décomposition de Peirce relative à c se réduit à 

x - x c + X j 

(i.e. x j ^ " °) > o n a : 

O Ù % - (ye <U ; cy - y} et <U0 » { ye <U ; cy - o ) . 

Cette remarque permet, compte tenu de l'exemple précédent, de calcu

ler le déterminant d'un élément de qui, suivant un s.t.o.i.p. 

dj,...,dr se décompose en : 

r 
y - S y.d + x , K o < B < r , 

j - 1 J J 

x G m . 

(Rappelons que, suivant la notation de IV, 1 . 
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On a alors en posant : 

& , = 2 R D. , # - fid + RCL + <fc ft 

je* (a,6} J 1 a ^ a B 

et en se rappelant que s'identifie à l'algèbre de Jordan d'une forme 

quadratique sur *U _ admettant d + dn pour unité : 

ctB ot B r 

~n~ l 2 dét y = TT y . (y y - - Tr x ) y 

r 
grâce à la formule (l1) de l'exemple précédent. Lorsque x « S V.d. est 

j-1 J J 

un élément inversible de ^li , le déterminant de y * x + x

ag s'exprime de 

façon plus intrinsèque suivant : 

2 
Tr x ' 

det(x + x ) = (1 - \ . — ) dit X . 

Cette formule va se généraliser de la façon suivante : 

PROPOSITION (Règle à la Sarrus ! ) . - Soit (dp.-^d ) un s.t.o.i.p. de 41 • 

Considérons un élément x e J>nv*U se diagonalisant suivant oe s. 

i.e. : 
r 

x = 2 y.d. , y. G R 
j = l J 

et prenons pour tout couple ((a,B), (Y,6)) d'éléments de l'eneemble 

{(i,j) ; 1 <i < j <r} élément x ^ G et un élément x fi G 

¿4 lors : 
2 2 

Tr x Tr x . 
dét(x+x fi+x ) - (1 - 1 25- - ± ï*). dét x. 

a3 Y6 2 y ay B 2 y ^ 

Preutte. - Dans le cas où les ensembles {a,B} et {y»6} sont disjoints» 

ceci se montre aisément en appliquant la remarque précédente à une décom

position 
X " ( x o + x

a p
) + ( x l + XY6> 

OÙ 

X « X 0 + X j 

est la décomposition de Peirce de x suivant S d. où J est une partie 
j G J J 
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de [l»r] contenant {a,6} et disjointe de {y,6}. 

Dans le cas où les ensembles {a,6} et {y,6} ont un élément commun, 

on peut alors, sous réserve de renuméroter les indices j, supposer B«y 

et que, grâce à la remarque précédente, <U se réduit à : 

a 6 y aB "By ^ay 

On est donc ramené au cas où le degré r de ̂  est égal à 3. D'après Braun 

et Koecher, <U est alors isomorphe à l'algèbre de Jordan ?Cj(K) où K est 

égal à l'un des trois corps R, C ou H ou encore à l'algèbre O des octa

ves de Cayley. On peut alors définir le déterminant d'une matrice hermi-

tienne 

a a b 

a B c 

b c y 

par la règle de Sarrus ordinaire du fait que a, B et y sont des nombres 

réels. Dans le cas particulier qui nous occupe, x • x 0 + x â. s'identi-
otB B<5 

fie à une matrice 

' Ua ««3 0 ' 

d foû : 

d é t ( x + Xap + V " Wt ' -

et.f comme on a clairement : 

W ô " d é t x ' 

¿1 en résulte bien : 

d é t ( x + xa3 + V * d é t x ~ T V r xaB" T T r *66 ' 
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Ce résultat va permettre d'établir le fait fondamental que voici : 

THEOREME. - Pour tout élément x E /nvC^)^ le hessien D 2f de la fonction 

f(x) = -Logjdét x| est égal à la forme bilinéaire symétrique 

(u,v) H-> Tr(P(x"l)u.v). 

Preuve. - De la proposition précédente, il résulte clairement que, t et J 

désignant deux variables réelles : 

d2 

d û s d é t ( x + t xaB + s x

Y ô
) = °> t»s=o 

ce qui assure que les sous-espaces fyl sont deux à deux orthogonaux 

pour ce hessien. 

De même, on prouve à partir de la formule : 

2Tr x? 
dét(x + tda + sx ) = (1 - i-—-£!)(! + -i)d6t x 

B Y ot 

valable pour a £ (&,YÎ ,. que d Q est alors orthogonal à pour ce 

hessien. Dans le cas où a E (B/y), e.g. a « B, on a alors : 
2 

2 Tr x R 

dét(x + td + sx ) = (1 - 4 - 7 — ) 0 + — )dét x. 
a «Y 2 (y g+t)y Y

/ v va' 

Cette formule apparemment plus compliquée donnant par équivalence, lors

que t tend vers 0,1a même forme que précédemment, on peut affirmer que 

tous les d̂  sont orthogonaux à tous les pour le hessien de f. 

La formule évidente 

,2 6.. 
f (x + td. + sd.) * — i i 

d t d s t-.-o 1 3 yi Pj 

assure en particulier que pour i^j, Rc^ et RCj sont orthogonaux pour D^f. 

Enfin, pour avoir la restriction de D f à remarquons que : 

f (x + tx. .) « - Log(l - ±- . =i ) - Log |dét x| 

1 3 
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et de l'équivalence, pour t tendant vers 0 : 

Jl Tr x? 2 Tr x?. 
" Log(l - • — ) ~ ~ . ii / 

2 y y ' 2 y .y. 
1 J M 

on déduit que la restriction de D f à 3 ^ est égale à 

(u,v) ̂  - i _ Tr u.v . 

i j 

Or : 

LEMME 

i) P(x" 1)d. = i- 2 d. 

• t i ; Pour tout y e ^ . . : 

Preuve : 

i) On a évidemment : 

d'où : 

P U ' S d . - Z x ' V d . ) - ( x ' 1 ) ^ . 

- ( t 2 - Ï 7 ) di-

- 1 d i d * 
ii) x y - (•— + -J.)y 

i y j 
2 

De même : (x*1) y - + • ) y.. 

1 j 

d'où : 2 

P U " ' ) , - I((-L + J_) - <ij + J j » y . 
y i uj y. V j 
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2. QUELQUES REMARQUES SUR LA REPRESENTATION QUADRATIQUE. 

Chez Braun et Koecher, on trouvera les résultats suivants relatifs 

à la représentation quadratique P d'une algèbre de Jordan de dimension 

finie : 

1° Pour tout couple (x,y) d'éléments de on a : 

P(P(x)y) = P(x) o P(y) o P(x). 

2° Un élément x de ̂  est inversible si, et seulement si, P(x) l'est dans 

JC(^) et alors : 

P(x) H = P(x H). 

2° Pour tout couple (x,y) d'éléments de JnviW) t P(x)y € </nv(3/). 

De plus, si est de forme réelle : 

LEMME 1. - Pour tout x G P(x) est auto-adjoint pour la forme 

trace (u,v) • Tr uv. 

Preuve. - Par associativité de la trace on a en effet : 

Tr(L2(x)u.v) = Tr(fux2)v) 

= Tr(u(x2v)) 

* Tr(u.L2(x)v) 

et 2 

Tr(L(x) u.v) =* Tr((x(xu))v) 

» Tr(L(x)u.L(x)v). 

LEMME 2. - La restriction de ? à «/nvC^) est injective. 

Preuve. - Compte tenu du lemme 1, il suffit de montrer que la forme qua

dratique u H-+ Tr(P(x)u.u) est non dégénérée, ce qui résulte trivialement 

du lemme terminal du paragraphe 1. 

LEMME 3. - Pour tout couple (x,y) d'éléments de Jnv(Qi) : 

(P(x)y)"1 « P(x",)y-1. 
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Preuve. - Compte tenu du lemme 2 il suffit de prouver que 

P(P(x)y)_1 = PCPCx'^y' 1). 

Or, d'après 1° et 2° : 

P(P(x)y) = P(x) o P(y) o P(x) 

PCPCx'^y"1) = P(x)"1 « P(y)"1 , P(x)' 1; 

d'où 

P(P(X)y) o P(P(x'
1)y"1) = i d ^ . 

3. L'ESPACE PSEUDO-RIEMANNIEN SYMETRIQUE ^nv(^). 

CD 

Rappelons (cf. LOOS I) qu'un espace symétrique (réel de classe C ) 

consiste en la donnée d'une variété M et d'une famille d'applications 

: M + M telle que : 

a) (x,y) * Sx«y soit de classe C°°. 

b) Tout x € M est un point fixe isolé de S . 
2 x 

c) Pour tout x E M, S x « id^. 

d) Pour tout couple (x.y) de points de M : 

S x o S y , S x - S( S xy) 

i.e. si on pose « x * y, pour tout triple (x,ypz) de points de M : 

x * (y * z) « (x « y) * (x « z). 

Dans ces conditions on peut construire une connexion affine V uni

que, sans torsion et invariante par les symétries S x- Cette connexion est 

complète et elle est déterminée par les S^. Si Exp est l'application ex

ponentielle associée à V, on a : 

Sx(Exp O « Exp(-Ç). 

Si de plus il existe sur M une structure pseudo-riemannienne g inva

riante par les symétries S . on dit que (M,g,S ) est un espace pseudo-rie-
x x 

matin i en symétrique : 
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THEOREME. - Pour tout couple (x,y) d'éléments de inv(^) on pose 

x * y = P(x)y '. 

Alors /nv fyi est un espace pseudo-riemannien symétrique pour la 

structure : 

gx(u,v) = Tr(?(x~])u.v). 

Preuve. - Du lemme 3 du paragraphe 2, on déduit : 

-1 ~* -i 
X * (x * y) = P(x)(P(x)y ) « (P(X) o P(X ̂ y « y 

et 

(x * y) * (x * z) = P(P(x)y"1) (P(x)z"1) 1 

= P(x)P(y)"1P(x)P(x)'",

z 

= P(x)(P(y)z~l) 1 

= x * (y * z). 

De plus P(x)x 1 - x et, du fait que P(x) est inversible, il résulte 

que x est le seul point fixe de S x. 

Reste à montrer que, pour tout couple (x,y) d'éléments de ./nv(4C) 

et tout couple (u,v) d'éléments de °d : 

gy(u,v) = gx*y<
DSx(y)u, DSx(y)v). 

Or, d'après (LOOS I, p. 69), la dérivée de x»—• x"1 est -PCx" 1), d'où : 

DSx(y) «= - P(x) o P(y)"
1, 

d'où, après un calcul élémentaire : 

8 x * y ( D S x ( y ) u ' D S

x

( y ) v ) e Tr(P(x)"'1u)(P(x)P(y""1)v)/ 

ce qui, en raison du fait que les P(z), z G %L sont auto-adjoints par 

rapport à la forme trace, se réduit bien à 

g x * y ( D S x ( y ) u ' D S

x

( y ) v ) B TrCPCy'^u.v). 
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COROLLAIRE 1. - Les Jnvk(*U) 9 0 < k < r, sont des espaces pseudo-rieman-

niens symétriques connexes. 

Preuve. - Il suffit de remarquer que les composantes connexes de >nv(#) 

«ont stables pour (x,y) ^P(x)y"1 du fait que P(x)x""' « x (Argument de 

connexité standard ! ) . 

COROLLAIRE 2. - Pour tout couple (x,y) d'éléments de JTLV^W) on a : 

2 
dét P(x)y « (dét x) dét y. 

Preuve. - Ceci se déduit par connexité du résultat fondamental du para

graphe 1 : 

2 

D

x ( y — - Log|dét y|) - g x, 

coopte tenu de l'invariance de g par les symétries S . 
X X 

Remarque. - Ce résultat reste valable dans Jnv{%L) grâce à la théorie 

des mutations. 

4. LES ESPACES RIEMANNIENS SYMETRIQUES 1^(11). 

Rappelons que I k(^) désigne l'ensemble des éléments involutifs de % 

de degré k. 

THEOREME. - I k(^) est un sous-espace symétrique compact de ^nv^^W), 

défini négatif9 de dimension s » k(r-k)q (q « dim 

Preuve. - * k ( ^ 0 est un fermé de *U et comme x € I k ( ^ 0 implique 

Tr(x 2) « Tr e « r, c'est un compact de Pour s'assurer que est 

un sous-espace symétrique de Jnv^CU) il suffit, d'après (LOOS I, p. 125), 

de montrer alors sa stabilité pour la loi (x,y) x • y. 

Or, pour x e I(^) et y € I k(^)
 o n déduit à partir de la décomposi

tion canonique 

. r 

(y ) - y - 2 ^ c . f e £ - ± 1 
i*l 

la décomposition canonique : 
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r 
P(x)y • 2 £.P(x)c. 

i=l 1 

compte tenu du fait que P(x) est un automorphisme de l'algèbre de Jordan^l. 

Pour avoir l'espace tangent à \(4l) en un point x, il suffit de se 

rappeler que 

V y - * y 2 ) = 2 L ( x ) 

et que 

Ker L(x) = {u G % ; P(x)u « -u}, 

d'où T x(I k ) - (u G ¿11 ; P(x)u - -u} ; 

et il est clair que, pour tout couple (u,v) de vecteurs de cet espace 

tangent, on a : 

gx(u,v) =* Tr(P(x)u.v) « -Tr(u.v). 

Comme {u G *IL ; P(x)u = u} est supplémentaire de T on voit que 
X K. 

dim ) " ind g. 
k 

Soit c - e+x. Alors T x(I k&)
 B ^|y 2(c) et c « 2 c , où les c. sont 

i=l 1 

primitifs. Prolongeant en un s.t.o.i.p. (Cj,... ,c }, il vient, d'après (IV. 1)# 

* U l / 2

( c ) " < ® < k ^ i J * P u i s q u e d i m ^ij = q P ° u r tout couple (i,j), il 

k+1 < j < r 
s'ensuit que dim " k(r~k)<l. c.q.f.d. 
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