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STRUCTURE DES ANNEAUX A FACTORISATION UNIQUE 

par Alain BOUVIER 

Cet article est consacré à la démonstration d'un théorème de struc­

ture peur les anneaux à factorisation unique [5] et à des conséquences 

immédiates. 

THEOREME DE STRUCTURE. - Un anneau A est à factorisation unique [5] si 

et seulement s'il vérifie l'une des conditions : 

(i) A est factoriely 

(ii) A est principal spécial [9] , 

(iii) A est local (non nécessairement noéthérien) et son idéal 

maximal Ttl vérifie 1U = (0). 

DEMONSTRATION• - Conditions suffisantes. Si A vérifie (i) et (ii), il est 

à factorisation unique d'après [5] . Si A vérifie (iii), tout élément non 

nul de ̂ s A - U(A) est trivialement irréductible et possède une unique 

factorisation en irréductibles. 
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Conditions nécessaires. On sait [5] qu'un anneau à factori­

sation unique intègre est factoriel et que si A est un anneau à factori­

sation unique non intègre, il est local, de radical TTC, = div(A). Deux 

cas sont alors possibles : 

1) A possède un élément irréductible et premier p. Alors, tout autre 

irréductible q est premier. Sinon, dfaprès [5] » on aurait q^ = OepA^qepA, 

ce qui est absurde. 

Donc A est D-atomique [Y], présimplifiable (car à factorisation 

unique), non intègre, donc principal spécial [ 5 ] . 

2) A ne possède pas dTélément irréductible qui soit premier. Or A 

possède nécessairement des éléments irréductibles. Dfaprès [5] , pour 

2 

tout irréductible p de A, on a p — 0. Donc pour tout element x€"TîX , on a 

x 2 = 0. D'où 171 = nil(A) et spec(A) = {HZ,}. 

Vérifions que /f7k = (0). Soient p et q deux irréductibles non 

associés (donc distincts) de A. Alors, pq = 0 sinon, on a 0 = pq = p q 

et pq(q-p) = 0. 

Comme A est présimplifiable \̂ \ , cela entraîne que q - p = 1 - u 

avec U ^ U ( A ) , et u ï 1. Par ailleurs, puisque pq 4 0 et que pq (q-p) = 0 

on a q - p^U(A). Donc q-peA* - U(A) et q-p admet une factorisation en 

irréductibles, : q - p = P-jPg • • • P n avec p^ irréductibles et h ï 1. 

En multipliant par p, on obtient : qp = P-jPg P^P ^ 0 • 
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Comme A est à factorisation unique, cela entraîne h = 1 et p^A = qA. 

Donc = qv avec vcU(A). Alors : q - p = P^P 2 • • •
 = <lv > d'où 

q(1-v) = p. Cela prouve que q divise p, ce qui est absurde. Donc le produit 

de deux irréductibles distincts ou non est toujours nul. Cela entraîne 

que T U 2 = (0). 

C.Q.F.D. 

CONSEQUENCES IMMEDIATES. 

1) Un anneau à factorisation unique non intègre est de dimension 

de Krull nulle. C'est un anneau spécial d'indice 2 : il possède un unique 

idéal premier Tfc qui est nilpotent, d'indice de nilpotence égal à 2. 

Tb = div(A) = rad(A) = nil(A) et spec(A) = {m,}. 

2) Un anneau à factorisation unique non intègre A n!est pas néces­

sairement noéthérien. Exemple : si K est un corps et si 

A = K[X ] r rT/(X X ) 

L n J n £ IT n m n ,m £ K 

3) Soit 1Tb l'idéal maximal d'un anneau à factorisation unique non 

intègre A. L'anneau gradué G (A) associé est G (A) = ® (ll&n/fl&n+1 ) = (A/f|)« ̂ R* • 
n 

0 ^Tïl — ^ A * A/17Z, —»> 0 est une suite exacte scitidée de A-modules et 

A est une extension d'un anneau de carré nul par un corps. 

k) Un anneau à factorisation unique est réduit si et seulement s'il 

est intègre, c'est-à-dire factoriel. 

5) Soit Tri, l'idéal maximal d'un anneau à factorisation unique non 

intègre A. Pour un A-module M, les assertions suivantes sont équivalentes : 
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a) M est libre ; 

b) M est project if ; 

c) M est plat ; 

d) l'homomorphisme canonique M — f M est injectif ; 

e) Tor^ (A/ia,M) = 0. 

REMARQUE. - Un anneau atomique [ 5 ] , présimplifiable* possédant des pgcd et 

des ppcm, n'est pas nécessairement à factorisation unique. En effet : 

A = (ï / h Z)[X^/{X - 1) est un tel anneau ; mais il n'est pas à factori-

2 
sation unique puisque (3 + 3x) = 1 + 2x 4 0. 

On note K-dim(A) la dimension de Krull d'un anneau A et gb-dim(A) 

sa dimension globale. 

COROLLAIRE 1. - Pour un anneau à factorisation unique non intègre A de 

radical ÏÏU , les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) A est noêthérien ; 

ii) TTb est de type fini ; 

iii) A est artinien. 

DEMONSTRATION. - (i)«=^ (ii) : Conséquence immédiate du théorèmede I.S. Cohen, 

(iii)—9 (i) : trivial ; (i)^(iii) puisque K-dim(A) = 0. 
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COROLLAIRE 2. - Soit %> Vidéal maximal d'un anneau à factorisation unique 

non intègre A. L'anneau A est -principal si et seulement si ffc> est 

un idéal principal* 

DEMONSTRATION• - Si est un idéal principal, d'après le corollaire 1, 

l'anneau A est artinien local. Alors Tfé> principal entraîne A principal 

d'après \s\ • 

En utilisant une idée de J. HACHE, on peut énoncer : 

COROLLAIRE 3. - Si p est un élément irréductible d'un anneau localement 

à factorisation unique \h\ A, pour tout k ^ 1 , A/p A est un anneau 

pré simp lifiable. 

n 

DEMONSTRATION. - Si A = JT A. et si p = (p ,u2,...,u ) où p 1 est irré-

1 = 1 1 k n k 
ductible dans et u^C U(A^) pour i ^ 2, on a A/p A = A^/p A^ • On peut 

donc supposer A à factorisation unique. 

Notre assertion est évidente lorsque A est factoriel ou principal 

spécial. Supposons que A vérifie la condition (iii) du theorem de struc^ 

ture. Nous pouvons supposer k = 1. On note x f la classe de xe A dans 

A/pA où p est un irréductible de A. Supposons que x fy f = 0 avec x 1 ^ 0 . 

Deux cas à considérer : 

xy ^ 0. Alors, d'après [5 ] , xyepA avec xy i 0 et x^pA entraîne yepA, 

donc y' = 0 . 
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xy = 0. Comme x f 4 0, on a y^U(A) donc y SA - U(A) = ^ s 1 - U(A) 

et y' G1 - U(A/pA). 

D'où le résultat. 

REMARQUE. - Soit A un anneau à factorisation unique non intègre. La 

dimension de Krull de A[X^ ,...» X ] est toujours finie. De façon plus 

précise : 

a) Si A est un anneau noêthérien : 

K-dixn(A[x i,.,.,xJ) = K-dim(A[[x i S... 5Xj]) = n ; 

b) Si A n'est pas noêthérien : n ̂  K-dim (A[X^ ,. •. ,X "] ) ̂  2 n-1. 

COROLLAIRE . - Soit A un anneau à factorisation unique non intègre ; 

a) Si A est noêthérien^ sa dimension globale est infinie. 

b) Si A n9est pas noêthérien^ sa dimension globale est supérieure 

ou égale à 3. 

DEMONSTRATION. - a) Comme A est local non intègre, si A est noêthérien, 

A ne peut pas être de dimension globale finie [ 2 ] . 

b) Supposons A non noêthérien ; on a gb-dim(A).£ 2 sinon 

A serait héréditaire. Or A est présimplifiable, donc connexe et tout 

anneau héréditaire connexe est intègre. 

Si gb-dim(A) = 2 , dfaprès [8] , deux cas sont possibles : 

1 ) est principal ou n'est pas de type fini ; alors [8] A est un 
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anneau intègre (de valuation) et c'est contradictoire. 

2) TTL est engendré par une suite régulière de deux éléments. D'après 

notre corollaire 1, l'anneau A serait noéthérien et ce serait encore 

contradictoire. Donc ; gb-dim(A) ^ 3. 

REMARQUE . - Pour un anneau à factorisation unique noéthérien non intègre 

A, on a gWim(A [x l l...,X n]) = gb-dim(A[[x i , . . . ,x j ] ) = «. 

COROLLAIRE 5. - Pour tout anneau localement à factorisation unique A, on 

a Pic(A) = 0. 

DEMONSTRATION. - Soit A un anneau localement à factorisation unique, il 
n 

peut se mettre sous la forme A = ( % A.)xE où les A. sont factoriels 
i=1 1 1 

et B semi-local. D'après [î] on a alors : 

n 
Pic(A) = ( • Pic(A.)) « Pic(B) = 0. 

i=1 1 

Nous appelons Anneaux de Fletcher les "unique factorization rings" 

de [6]. 

COROLLAIRE 6. - Soit A un anneau localement à factorisation unique [h] • 

A est un anneau de Fletcher si et seulement si les idéaux premiers 

-principaux sont les idéaux premiers de hauteur $ 1 • 
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DEMONSTRATION. - La condition est nécessaire d'après [6] • Réciproquement 
n 

soit A = T[ A . un anneau localement à factorisation unique dont les 
i=1 1 

idéaux premiers principaux sont les idéaux premiers de hauteur 1 . 

L'anneau A^ est factoriel ou principal spécial ; sinon, d'après le théorème 

de structure, A ^ e s ^ local et son idéal maximal TT^ est non principal 

et de hauteur nulle dans A.. Il s'ensuit que ^ = TfL K A 0 X .. . * A est un 

1 1 2 n 

idéal premier non principal et de hauteur nulle dans A ce qui est absurde. 

Par conséquent, tous les A^ sont factoriels ou principaux spéciaux, 

donc de Fletcher [6] et il en est de même de A. 
c.q.f.d. 

COROLLAIRE 7. - Soit S une partie multiplicative d'un anneau localement 

à factorisation unique A ; alors, S 1A est localement à factorisation 

unique et l'image crmonique de A dans S 1A est intégralement fermée. 

n 
DEMONSTRATION. - L'anneau A peut se mettre sous la forme A = 3t A. où les 

i=1 1 

A^ sont des anneaux à factorisation unique. Alors S 1A est de la forme 

n ^ 1 

'% S. A.,donc est localement à factorisation unique [ 5 ] . 
i=1 1 1 

Soient <J> : A *S 1A et cfĵ  : A^ >S.1A. les homomorphismes 

a -1 
canoniques et — c S A un élément entier sur (J>(A), Il peut se mettre sous 

a 1 a n a ' 
la forme ( — ,..., — ) et — est entier sur <b-(A-). On peut supposer 

s ̂  s s • 1 1 
1 n 1 
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S.1 A. non nul. 
i i 

a. 
Si A. est factoriel, — ^ t ^ A ^ ) ; si A^ est principal spécial ou 

i 

vérifie (iii) du théorème de structure, S^1A^ î 0 entraîne S^A^ = A^ 

a. 
et — € 4). (A.) d'où -£<}>(A). 

S • 3. X s 1 

Soient B un système représentatif d' éléments irréductibles [5] 

d'un anneau A et <|>B l'application Xi *X 1A de l'ensemble des parties 

non vides de B dans l'ensemble des anneaux de fractions de A. En correc­

tion à une erreur de [9] , on peut énoncer ( jj] et [3\ ) : 

Pour un anneau atomique A, les assertions suivantes sont équiva­

lentes : 

A est D-atomique ; 

Il existe un système représentatif d'éléments irréductibles B tel 

que $g soit bijective ; 

Pour tout système représentatif d'éléments irréductibles B, $g est 

bijective. 

Le théorème suivant permet de donner, pour des anneaux autres que 

les anneaux atomiques, une condition nécessaire et suffisante pour que $g 

soit bijective lorsque B est un système représentatif d'éléments indécom­

posables [5 l . 
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THEOREME 2 . - Soit A un anneau localement à factorisation unique ; 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

i) A est V-atomiquej 

ii) Pour tout système représentatif d'éléments indécomposables B , 

$B est bijective ; 

iii) Il existe un système représentatif d'éléments indécomposables 

B, tel que $g soit bijective. 

DEMONSTRATION. - Le résultat étant trivial si A est intègre, on suppose 

que A n'est pas intègre. Comme dans un anneau atomique non intègre, les 

systèmes représentatifs d'éléments irréductibles sont les systèmes repré­

sentatifs d'éléments indécomposables [5] , il est clair que (i)==^(ii) 

et que (ii)=^(iii). 

( i i i ) i ) • Supposons qu'il existe un système représentatif d'élé­

ments indécomposables B tel que $g soit bijective. A est atomique. Sinon, 

A est de type (k,h) avec k £ 2 [5] . Donc A = A^x A^ où A 1 est un anneau 

intègre et n'est pas un corps et où A^ est localement à factorisation 

unique. Il existe nécessairement dans B un indécomposable de la forme 

(0,u) avec u unité de A^ et un indécomposable (p,v) avec p indécomposable 

non nul dans A 1 et v unité de A^. Les éléments (0,u) et (p,v) sont dis­

tincts. Posons X = {(0,u)} et Y = {(0,u) , (p,v)} . Alors X et Y sont 

deux parties distinctes de B telle que X 1A=A 0 = Y
 1A et 4L. ne serait 

bijective, ce qui est contradictoire. Donc A est atomique et notre asser­

tion est une conséquence du résultat rappelé plus haut. 
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