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SUR LA TOPOLOGIE MIXTE DE WIWEGER

par C.H. COOK - J. DAZORD

Etant données deux topologies vectorielles séparées T et 13’ sur
un espace vectoriel E, définissant deux espaces vectoriels topologiques
(evt) notés EQS et E15*’ Wiweger introduit sur E une troisiéme topologie
vectorielle construite 3 1'aide de G et G et appelée topologie mixte.
Lorsque E‘G est localement borné, la topologie mixte est la plus fine
topologie vectorielle sur E coincidant avec c* sur les ensembles bor-
nés pour G ([W], p. 51). En se restreignant au cadre des espaces loca-
lement convexes (elc), EQG étant donc un espace normé, GARLING note que
la topologie mixte est alors un exemple de limite inductive généralisée
([G1]). COOPER a prouvé depuis qu'en supposant seulement que E‘.<3 est

un espace (DF), on obtient un résultat similaire ([C], prop. 1).

Une premiére partie de notre travail est consacrée 3 1'étude des li-
mites inductives généralis@es, que l'on aborde ici dans le cadre des
structures de convergence ; (pour les notions concernant les structures
de convergence, on pourra se référer i [F], [CF1] et [CF2]). On retrouve

alors les principales propriétés établies par Wiweger dans le cas des to-
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pologies mixtes, 1'étude des parties bornées donnant méme des résultats
plus satisfaisants. Dans une seconde partie, nous &tudions la limite in-
ductive généralisée définie sur un espace vectoriel par une topologie
localement convexe et une bornologie convexe. Une derniére partie est

consacrée & une extension de la notion de topologie stricte.

Etant donnée une structure de convergence vectorielle a (nous dirons
en abrégé : une convergence vectorielle @) sur un espace vectoriel E,
nous appelons espace & convergence le couple ainsi constitué et nous le
notons E . On sait qu'on peut alors définir les notions de forme linéaire
o-continue et d'ensemble 0~borné. Nous adoptons les conventions sui-
vantes : 0 étant soit une topologie localement convexe, soit une conver-
gence vectorielle sur l'espace vectoriel E, nous notons Bor(Ea) la bor-
nologie des ensembles a-bornés et (Ea)' 1'espace des formes linéaires
a-continues sur E. Nous désignons par 05 une bornologie convexe (resp.

vectorielle) sur E et notons O la convergence induite par & sur un en-

B
. x . .

semble BE (b . Enfin, G désignant une topologie localement convexe gé&-

parée (resp. une convergence vectorielle séparée) sur E, S désigne 1'es-

pace des formes linéaires sur E dont les restrictions aux ensembles BEG

»* . ~ . . o
sont G -continues. Notre &tude est en partie motivée par le probléme

suivant :

Probléme : &tant données, sur un espace vectoriel E, une topologie loca-
- . . . "

lement convexe séparée (resp. une convergence vectorielle séparée) G

et une bornologie convexe (resp. vectorielle) ® , trouver une topologie

localement convexe (resp. une convergence vectorielle) Y sur E vérifiant :
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(i) Y|B = QS¥|B pour tout BE G ;
(ii) (EY)' =53

(iii) Bor(EY) = GbFBor(EG*).

Dans la pratique on suppose souvent qu'on a : GbCBor(%GF) et la con-
dition (iii) se réduit alors 3 : Bor(EY) = (. On pourra constater qu'une
réponse satisfaisante au probléme est donnée dans le cadre des conver-
gences vectorielles. Par contre, lorsque 13* est une topologie localement
convexe, on obtient aisément (i) et (ii) mais la condition (iii) présente

des difficultés qui sont d'ailleurs inhérentes 3 1'étude des ensembles

bornés d'une limite inductive.

Nous supposons que toutes les topologies ou les convergences consi-

dérées sont séparées.

1. - LA CONVERGENCE MIXTE Y.

Dans un premier temps nous supposons que E est un ensemble, G* une
convergence sur E et @5 une bornologie sur E. La convergence mixte Y est
ainsi définie : nous dirons qu'un filtre 3 sur E converge vers un point
x au sens de Y si 3F converge vers x au sens de B et si x appartient

3 un ensemble B commun 3 F et G, en abrégé :

T x = F—x et IBEFNEG, *<B.
Y X

PP . * .
I1 est immédiat que la convergence Y est plus fine que G et que si &
est un filtre convergent au sens de Yy, % posséde une base constituée d'é-

léments de ®. Si @ est la bornologie la moins fine sur E, on a Y=‘(‘3"E H
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si & est la bornologie discréte, Y est la topologie discréte sur E.

Notons F(A) l'ensemble des filtres sur une partie non vide A de E.
Si A rencontre tout 8lément d'un filtre & sur E, nous notons CSFA le
filtre induit par &% sur A. Soit iA 1'injection canonique de A dans E
et soit (} un filtre sur A ; iA(g) désigne le filtre image de Cg_ par
iA' D'autre part, é&tant donnés deux filtres 3¢ et F' sur E, nous écri-
vons JF<3#' pour signifier que le filtre T#' est plus fin que le filtre

3 ; de méme pour deux convergences 0. et B sur E, 1'écriture o<B signifie

que B est plus fine que «.
Donnons dés & présent une caractérisation de la convergence Yy :

(1.1) PROPOSITION. - Etant donnés un filtre I* sur E et un point »x<E,
les assertions sutvantes sont équivalentes :
(a) F — x ;
Y
(b) il existe un ensemble BEG avee x=05 et un filtre g, sur B véri-
fiant : G — x et iB((}) < &,
G IB

En d'autres termes on a : EY = IiE(B, <* B)" la limite inductive

.

étant prise dans la catégorie des espaces d convergence.

Prewve. - (a) => (b) : par hypothése 3 x et il existe BESFN(OS avec
G
*B. Puisque BEFF, ona =i (B ). Or : H, — x, ce qui prouve
B B B ‘G’
B

] -
qu'on a (b) en prenant % = ‘353.
(b) => (a) ; il suffit de remarquer qu'on a &:_(i, donc B=Fet d'autre part

iB(%) ?.
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La proposition qui suit &tablit que la convergence Y satisfait a la

condition (i) mentionnée dans 1l'introduction :

(1.2) PROPOSITION. - Les convergences Y et G cotneident sur tout ensemble

borné B de B.

PN * . . . P
Prewve. - Déja on a : B <y. Soit maintenant 3 un filtre sur B vérifiant

F — x , avec XB. Alors : i (%) — x et B&i_ (3). Ainsi
x B % B
R B ko)

i () — x.
B Y

Nous supposerons désormais que E est un espace vectoriel sur un corps
K (K=R ou C€), E &tant muni d'une convergence vectorielle 13* et d'une bor-
nologie vectorielle ®. Notons V le filtre des voisinages de l'origine
dans K. Etant donné un point x€E, V.x désigne le filtre sur E engendré
par les ensembles V.x = {Ax ; AV} ot V décrit V. S5 étant un filtre sur
E, on note V.3 1le filtre engendré par les ensembles V.F = {Ax ; XV,xF}
ol V décrit V et F décrit <J¢+. Avec la méme définition de la convergence
Y que celle donnée plus haut, on &tablit alors sans peine que Yy vérifie

les propriétés suivantes
A) Si &%+ — 0 et si — 0, T+ (G —> 0 ;
Y ¢y Lo

?

B) Si F—— 0, AZ*— 0 pour tout AEK ;
Y

Y
C) Si » — 0, V.55 — 0 ;
Y Y
D) Pour tout xE, V.x — O.
Y

Ainsi Yy est une convergence sur E compatible avec la structure vecto-

rielle de E ([F], p. 296), autrement dit EY est un espace vectoriel 3

convergence.
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Rappelons que S désigne l'espace des formes lindaires sur E dont les
. . . * s e
restrictions aux ensembles B=(® sont continues pour & ., La proposition
suivante, qui résulte immédiatement de la caractérisation de EY comme li-

. . . - * . .
mite inductive des espaces a convergence (B, G B)’ montre que Y satisfait

3 la condition (ii) de l'introduction :

(1.3) PROPOSITION. - S est l'ensemble des formes linéaires Y-continues

E:S=(E)"'.
sur (Y)

La condition (iii) : Bor(EY) = (%ﬂBor(EE*) est &tablie par Wiweger
* . .
dans le cas o G est une topologie vectorielle sur E et ® est 1'en-

semble des bornés d'un espace normé E dont la boule unité est fermée

G
* P . ..
pour % . Avant d'étudier cette condition, rappelons qu'un ensemble B est

dit borné pour la convergence vectorielle a si V.iB(B) a 0, ot ig(B) dé-

signe le filtre sur E engendré par {B} ([CFi], p. 103).

(1.4) PROPOSITION. - G étant une comvergence vectorielle sur E et G

une bornologie vectorielle sur E, on a :

Bor(EY) = ®»NBor(E ).

<

Preuwve. - Soit AEBor(EY). Alors : V.iA(A) -Y> 0 ; donc il existe un ensemble
B vérifiant : B’:‘GbﬁV.iA(A). Soit alors €>0 tel que : De.ACB, ol

D, = {K ; |x| <¢&. On a: D _.A, donc AE® et 1'inclusion :
Bor(EY)C@JﬂBor(E ‘G*) est démontrée. Considérons maintenant un ensemble
BE®MBor (E 5*). Alors : V.iB(B) g; 0 et, puisque V.iB(B) contient un élé-

ment de @, nous avons : V.iB(B) —* 0. Ainsi BeBor(E,Y).
Y

Bien entendu, si on suppose »CBor(E *), nous obtenons : Bor(EY) = B
e
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Les propositions (1.2), (1.3) et (1.4) montrent que la convergence Y
est solution du probléme posé en introduction. Plus précisément Yy est la
plus fine convergence vectorielle sur E vérifiant (i), (ii) et (iii) re-

. s e ® . .
lativement 3 G et (b. Cependant d'autres convergences peuvent satisfaire

3 ces trois conditions :

Exemple - Rappelons tout d'abord qu'étant donné un elc E, les formes li-
néaires continues et les ensembles bornés sont les mémes pour la topolo-
gie de E et pour la convergence canoniquement associée 3 la topologie de
E. Soit alors F un espace de Banach de dimension infinie et soit E=F' son
dual. On désigne par <" la convergence définie sur E par la topologie
faible o(F',F) et G est la convergence définie sur E par la topologie

de la convergence compacte sur F. Soit G> 1'ensemble des borné&s pour <X,

D'aprés le théoréme de complétion de Grothendieck, 1'espace S est iden-

. - e . * ..
tique & F. Il est alors immédiat que les convergences © et B vérifient

. - %* .
relativement 4 0 et & les conditions :

(1) q;*la = qs|B pour tout BEG ;
(ii) (Ewa*) = (ETS) =F=5 3

(1ii) Bor(E ,) = Bor(E) = ®.

Pour tout &lément x d'un ensemble E, notons x le filtre des parties
de E contenant x. ¥ &tant un filtre sur E et H un ensemble d'applications
de E dans un ensemble El, on note H(3®) le filtre sur El engendré par les
ensembles H(F) = {_)u(F), quand F décrit < . Considérons maintenant un

ucH
espace & convergence (E, G) et un espace vectoriel 3 comvergence (E‘,‘Ei)-
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Un ensemble H d'applications de E dans E, est dit &quicontinu - ou, si
nécessaire, (G, )-équicontinu - si pour tout XE et tout filtre % sur

E vérifiant —* ¥, ona: H(SF—&)»—:;* 0. La caractérisation des en-

1
sembles &quicontinus pour la convergence mixte y ne présente alors aucune

difficulté :

(1.5) PROPOSITION. - Soit H un ensemble d'applications linéaires de 1l'es—
pace vectoriel E dans un espace vectoriel d convergence (EI,TZI). Pour

que H sotit (yg'Gl)—équicontinu, 1l faut et il suffit que pour tout

BE®, la restriction H B de BE & B sott un ensemble (13* B,Tsl)—
équicontinu.
Preuve. - Supposons que la partie H est (Y,Tsl)—équicontinue. Soit B un

ensemble 8quilibré de (> et soit x=B. Pour tout filtre Sy sur B vérifiant :

%'Y . X, on a : iB(%)T x. Donc : H(iB(C})—fc) ; 0. Alors :

1
5 Lo * - - . . .
<H|B)(95-x) TET 0. Finalement H|, est (G lB,13l)-equ1cont1nu puisqu'on
* - s .3z .
a: YIB = G IB. Réciproquement, considérons un filtre &* sur E vérifiant

"G""B

(HlB)(3iB-k) = H(-x) —Z~ 0, ce qui termine la preuve.
1

EP-;+ x et soit BEF N & avec x=B. Alors QﬁB — ¥ et

~

Les deux propositions qui suivent sont & comparer aux résultats ana-
logues de WIWEGER ([W], 2.2.5, p. 52 et 2.3.1, p. 55). Nous devons aupa-
ravant introduire la propriété (P) :

(P) : On dit que la convergence vectorielle G sur E vérifie la propriété
(P) si, pour qu'une application u de E dans un espace vectoriel 3 conver-

gence (E,,G,) soit (G, G, )-continue, il faut et il suffit que 1'appli-
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. . * .
cation u|, soit (& lB,‘Gl )Y-continue pour tout B=®.

On obtient alors immédiatement :

(1.6) PROPOSITION. - La convergence Y est la moins fine convergence vec-—

torielle sur E vérifiant (P).

Nous dirons qu'une suite (xn) S d'un espace 3 convergence E1; conver-
ge vers x si le filtre de Fréchet associé i (xn), dont une base est cons-

tituée des ensembles {xk : K?n}d>o, converge vers x pour G. Alors :

(1.7) PROPOSITION. - Etant donnée une sutite (xn) de E, les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(a) x_—— X
noy

(b) xn? X et {xn}r%e@b.

2. - LIMITE INDUCTIVE GENERALISEE D'UNE FAMILLE DE DISQUES BORNES D'UN ELC.

On suppose maintenant que 15* est une topologie localement convexe
sur l'espace vectoriel E et que ® est une bornologie convexe sur E. B
décrivant une base de disques bornés de ®, il s'agit d'étudier la limite
inductive généralisée au sens de GARLING ([Gl]) des disques (B,TB' B)°
Nous aurons en particulier & comparer la topologie de cette limite induc-
tive généralisée 3 la convergence Y introduite plus haut & l'aide de la

. . . - * .
limite inductive des espaces & convergence (B, G |.) ; dans ce dernier

B

* . . ca s .
cas, © ‘B désigne la convergence canoniquement associée a la topologie

n“lB.
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. .. . . . - . . *
On sait que la limite inductive généralisée des disques (B, G B) est
l'elc E. ol T désigne la plus fine topologie localement convexe sur E

. * . . .
vérifiant T = T© lB. Une telle topologie existe bien. Rappelons-en une

B
construction ([G1], prop. 2, p. 4). Soit B un disque de ® et soit EB le
sous—-espace vectoriel de E engendré& par B. Notons Tg la plus fine des to-

pologies localement convexes ' sur E; telles que l'injection canonique

B

(B, T > (Eg

B ') soit continue. La famille d'espace (EB’TB)BEGBCOHS-

titue de maniére &vidente un systéme inductif d'ele. Nous poserons
E_ = lip (EB,TB), la limite inductive &tant prise dans la catégorie des

T E®
elc. Alors, suivant GARLING ([Gl], p. 5-6 et p. 2), nous avons :

(2.1) PROPOSITION (GARLING).:
1. Les topologies T et G* cofneident sur tout ensemble BE® et la
topologie T est la plus fine topologie localement convexe sur E

ayant cette propriété.

2. Pour qu'une application linéaire u de E. dans un elc F soit
continue, il faut et 11 suffit que pour tout BEG la restriction

de u @ B soit continue pour <¥.

On sait qu'ad toute convergence vectorielle o sur un espace vectoriel
E on peut associer une topologie localement convexe «5a qui est la plus
fine topologie localement convexe sur E moins fine (en tant que conver-
gence) que o ([F], prop. 10, p. 297). Alors, en désignant toujours par Y
la convergence vectorielle limite inductive des convergences 'G‘ g® hous

avons

10
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(2.2) LEMME. - Sur tout borné B de G>, les topologies localement convexes

* .
G et QBY coftneident.

Preuve. — On a immédiatement : G < ’GY <vy. D'ol : G‘|B<‘Gle<Y|B

pour tout BEG®>, Comme on a : Y| = 13*|B (1.2), le résultat est acquis.

B
La proposition suivante est trés similaire & un résultat de FISCHER
(IFl, 21, p. 302) ; on y considére cependant une limite inductive géné-

ralisée au lieu d'une limite inductive d'espaces vectoriels :

(2.3) PROPOSITION. - La topologie limite inductive généralisée T n'est

autre que la topologie localement eonvexe TaY associée 4 la conver-

gence vectorielle Y.

s e . . . * . P
Preuve. - De la continuité des injections : (B, G ) -~ ET, 1l résulte

B
qu'on a : Ty, donc‘FQTaY. On obtient alors le résultat & l'aide de (2.2)

et (2.1.1).

Bien que G soit la topologie localement convexe associée a la

Y

convergence Y, la convergence d'un filtre au sens de G_ n'équivaut pas

y

i sa convergence au sens de Y ; autrement dit, la convergence Y n'est
pas topologique en général. On sait que si une convergence vectorielle

sur E est une topologie, le filtre ( | F engendré par les ensembles

R ol o

o
(JF., avec FfEQFi et fyi——+ 0, est le filtre des voisinages de l'origi-
i€l «
ne pour 0. Plus précisément, pour que la convergence vectorielle a soit
une topologie, il est nécessaire et suffisant que le filtre ( ) F

vae

converge vers z&ro au sens de o ([CF2]). L'étude du caractére topologique

11



Sur la topologie mixte de Wiweger

de la convergence Y nécessite un lemme qui n'est d'ailleurs qu'une retrans-
cription d'un résultat de WIWEGER ([W], 2.4.2, p. 56). Nous en donnerons

cependant la preuve, celle de Wiweger méritant d'€tre clarifiée :

(2.4) LEMME (WIWEGER). - Soit E_ un espace localement borné et soit TZ‘

G
une topologie vectorielle sur E15 qui coineide avee © sur tout en-

semble borné de ETB.‘AZors G est plus fine que G.

Preuve. - On sait qu'un evt E13 est dit localement borné s'il possé&de un
voisinage de l'origine borné. La topologie de Er<3 peut alors €tre définie
par une quasi-norme q ({K], p. 159). Soit U la q-boule unité fermée de
ET} : U={xE ; q(x) < 1}. On sait que les ensembles (%'U)d>l forment

un systéme fondamental de voisinages de l'origine dans ET;' Pour établir
le résultat, il suffit donc de trouver um voisinage v de 1l'origine pour

* ., * - . . o .
© vérifiant V CU. Or, par hypothése, il existe un voisinage V* pour 12‘

tel qu'on ait :
E 3
Uy NV Ccu (1.

Supposons qu'on ait : V*¢D et soit XV \U. D'aprés (1) : x#£2U et on a :
q(x) > 2. Soit A = 2/q(x). Comme q(Xx) = 2, on a : Axe (2U)\ U. Puisqu'on
peut supposer V' &quilibré, on a : A¥eV'. Ainsi : AXE(2U) N V¥ C U, ce

qui 25t absurde.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir que la convergence Y n'est
qu'exceptionnellement une topologie. Nous élargirons ici nos hypothéses :

x . R
T est une topologie vectorielle sur E, G> une bornologie vectorielle

gur E vérifiant »CBor(E o
G

12
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(2.5) PROPOSITION. - Soit G une topologie vectorielle sur E et ® wne
bornologie vectorielle sur E vérifiant Gb(ZBor(Eqsi). Les assertions
sutvantes sont équivalentes :

(a) la convergence vy est topologique ;

(b) E y €5t localement borné et &> = Bor(E *).
e <

Preuve. - (a) = (b) : soit 1)& le filtre des voisinages de l'origine pour
la topologie vectorielle y. Par définition de la convergence y, nous

avons 1fY NG # @. Ainsi EY’ c'est-3-dire 1l'espace vectoriel E muni de

la topologie y, est un evt localement borné puisqu'on a : (D = Bor(EY)
(prop. (1.4)). Une extension évidente du lemme (2.2) permet d'écrire :
T;*lB = YlB pour tout Be€(® . Il résulte alors de (2.4) que la topologie

&¥ est plus fine que Y, d'oli : Yy = 13*.

(b) = (a) : soit 3¢ un filtre sur E vérifiant : QF—;;* 0. E _ &tant
&) G

localement borné, on en déduit JF NBor(E ) # 8, soit : N # 8.
G

Alors : Y* 0, ce qui termine la preuve.

Désignons par S 1'espace des formes linéaires sur E dont les restric-

. . * . s
tions aux ensembles BEG» sont continues pour T . La topologie T véri-

fie alors (2.1) :
(i) TIB = q;*lB pour tout BEG ;
(ii) (ET)' = S.
L'étude de la condition (iii), c'est-d-dire 1'&tude des ensembles bor-
nés d'une limite inductive généralisée présente des difficultés. Cependant

(2.6) PROPOSITION. - O5 NBor(E ) € Bor(E_).
—— -* T

13
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Preuve. - Soit BE€® MBor(E ) et soit V un voisinage de 1l'origine dans
G

E.- I1 existe un voisinage de l'origine v* pour 13‘ tel que 1'on ait :

V‘f\B<:Vr\B (2.1.1). Soit X>1 vérifiant BC:XV‘. Alors, en supposant B

et V¥ disqués, on a :
BC (A\V) 4 (AB) = A(V N B) CXVNB) CAV.

WIWEGER &tablit (IW], 2.4.1, p. 56) que si G = Bor(E,.), of G dési~

gne une topologie d'espace normé, et si la boule unité de E__ est fermée

G
* P .

pour G, on a 1'égalité : GbrWBor(ETB*) = Bor(ET). De plus, lorsque E

est un espace normé et lorsqu'on a & = Bor(ET;), la topologie limite

. . . . . P » . .

inductive généralisée définie par G et & est une topologie mixte au

sens de Wiweger. Montrons que 1'égalité qui vient d'€tre donnée peut &tre

mise en défaut dans un cas plus général :

Exemple. - Considérons, sur le dual E=F' d'un elc complet non tonnelé F,
la topologie faible G" = o(F',F) et la bornologie &quicontinue @. Alors
Bor(ET) ¢ 6>. En effet, la topologie T, c'est-3-dire la plus fine topo-
logie localement convexe qui coincide sur les ensembles équicontinus de
F' avec la topologie faible, n'est autre que la topologie de la conver-
gence compacte sur E ([B], (3.3.6), p. 28 ; [K], (7), p. 271), i.e.

E = Fé. Les bornés de E. sont donc les bornés faibles de F', qui ne sont

pas tous équicontinus.

Nous supposerons désormais que la bornologie 6> est plus fine que la

bornologie canonique de E
g q < o

1'espace S = (ET)' muni de la topologie de la convergence uniforme sur

: OC Bor(E *). Désignons alors par §
G

14
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les ensembles BEGH. Le théoréme de complétion de Grothendieck permet

d'écrire :

S = [E QLT

Alors :
(2.7) PROPOSITION. - Supposons que la bornmologie & admette une base

d'ensembles fermés pour G . Alors, 81 l'ele (E *)éb est infraton-

nelé, onag : & = Bor(ET).
Preuve. ~ Les ensembles bornés de E,t ont pour polaires dans S = (ET)'
les tonneaux de S' pour la dualité (E,S). Comme (> admet une base d'en-
sembles fermés pour la topologie faible O(E,S), dire qu'on a :
= Bor(ET), c'est dire que tout tonneau de S pour la dualité (E,S) est
un voisinage de l'origine dans SGb' Or un tonneau de § pour la dualité

(E,S) est un tonneau de sGb et ce dernier elc est tonnelé par hypothése.

La preuve que nous venons de donner montre qu'on peut affaiblir les

deux hypothéses de la proposition (2.7) en supposant seulement que G

t 2 ' = '
admet une base d'ensembles fermés pour O(E,S) et que l'elc Scb [(Eia*)cbl
est tonnelé. Par ailleurs, il résulte de (2.7) que la condition

6 = Bor(ET) est vérifiée lorsque la bornologie & admet une base dénom-

brable d'ensembles fermés pour <~

(2.8) COROLLAIRE. - Supposons que la bornologie G> admette une base cons-
tituée de disques faiblement compacts dans Eqs* (ou plus généralement
compacts pour C(E,S)). Alors, pour qu'on ait G = Bor(ET), tl faut

et 11 suffit que l'ele Scb soit tomnelé.

15
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Preuve. - Nous avons seulement & prouver que la condition est nécessaire.

Or 1'identité (ET é = (ET)éb implique que S, est tonnelé puisque la topo-

®
logie de Sp, est compatible avec la dualité (E,S).

En fait, il n'est pas nécessaire que l'elc S soit tonneléd pour ob-
q ~ P

tenir 1l'identité (b= Bor(ET). D'une maniére plus précise, si l'elc S

G

est tonnelé, il en est de méme du dual fort (Er)é et E est un espace

distingué ([K], p. 306) :

Exemple. - Siona : ® = Bor(Eqs*), nécessairement : & = Bor(ET). Sup-

posons alors que E soit un espace de Fréchet non distingué ({1, p.

(G!(

435). Alors : = (E ' est un elc complet non tonnelé.

c* B
I1 résulte de (2.7) que si la bornologie ® admet une base dénombra-

E e

ble d'ensembles fermés pour TB*, l'ele ET est distingué.

Nous terminerons cette partie par un résultat qui, lorsque
= Bor(ET), a été établi indépendamment par NOUREDDINE ([N], (1.1.7),
p. 107). La preuve dans le cas plus général qui nous intéresse, est en

fait la méme que celle de Noureddine :

(2. 9) PROPOSITION. - Toute partie précompacte H de (ET)ébest équiconti-

nue dans (E_)".
T

Preuve. - Notons tout d'abord que 1l'elc (ET)' est complet et ses précom-
pacts sont relativement compacts. Soit alors €>0 et soit B € . Dési-
gnons par B° le polaire de B danms (ET)’. I1 existe une partie finie F

de (ET)' vérifiant :

HCF +&B°.

16
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L'ensemble : V=¢F°, ol F° est ici le polaire de F dans E est un voisinage
faible de l'origine dans ET. Or si xEVNB et x'€ H, on a : |<x,x'>| < 2e.
Ainsi 1l'ensemble H B des restrictions des &léments de H 3 B est équicon-
tinu pour G(ET,(ET)'), donc, a fortiori, pour T et par 13 méme pour 15*.
Etant donné un elc E, désignons par E; 1l'elc obtenu en munissant le
dual E' de la topologie de la convergence uniforme sur les ensembles pré-
compacts de E. On sait ([DJ], déf. (3.1), p. 47) que E est dit p-infra-

tonnelé si tout ensemble précompact de E; est équicontinu. On obtient

alors immédiatement :

(2.10) COROLLAIRE 1. - Supposons que la bormologie & soit plus fine que

la bornclogie précompacte de E o Alors l'ele E_ est p-infratonnelé.
G

(2.11) COROLLAIRE 2, - Sott Gb une bornologie convexe plus fine que la
bornologie canonique d'un elec E. Alors E est p-infratonnelé pour la
topologie localement convexe la plus fine qui cofncide sur les en—

sembles Be > avec la topologie fatble de E.

A propos du dernier corollaire, on notera que si ETS est un espace
normé de dimension infinie et si T désigne la topologie localement convexe
la plus fine qui coincide sur les ensembles bornés de E . avec la topologie
faible O(E'g’(EfG)')’ E_ est un espace p-infratonnelé& qui n'a pas la topo-
logie de Mackey. Dans le méme ordre d'idées, ROELCKE &tablit que si l'on
considére sur un espace normé Ezs une topologie localement convexe non
normable G moins fine que G, i'espace vectoriel E n'est pas infraton-

nelé pour la topologie mixte définie par 6 = Bor(Eq;) et par & (Ir],

cor. 2, p. 79).

17
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La preuve de la proposition (2.9) montre qu'on peut préciser le

résultat :

(2.12) PROPOSITION. - Sur E, la topologie de la convergence compacte sur
Sq n'est autre que la topologie G, qui est la plus fine topologie
localement convexe coincidant sur les ensembles BE G avec la topolo=-

gie faible o(E,S).

Preuve. — Déja nous avons (E_. )' = S car une forme linéaire faiblement

Co

continue sur les ensembles bornés de ET est un élément de (ET)'° D'autre

part, une partie compacte de SGb est, d'aprés la preuve de (2.9), faible-

ment Equicontinue sur chaque borné de ET, donc équicontinue dans (E_. )'.
(-]

I1 reste maintenant 3 prouver qu'une partie &quicontinue de (Eq; )' est
-]

précompacte dans S, . Or tout ensemble B & est précompact pour G, et

6:)
le résultat est acquis grice au théoréme de précompacité réciproque de

GROTHENDIECK ([K], p. 266).

3. - UNE GENERALISATION DE LA TOPOLOGIE STRICTE.

Désignons par T un espace topologique complétement régulier et par
c”(T) 1'algébre de Banach des fonctions réelles coﬁtinues et bornées
sur T. On sait que 1l'espace Mb(T) des mesures de Radon bornées sur T
s'identifie 3 1'espace des formes linéaires sur Cw(T) continues sur la
boule unité de Cw(T).pour la topologie de la convergence compacte sur T
([B2], prop. 12, p. 65). En d'autres termes, l'espace Mb(T) est 1l'espace
dual de Cw(T) pour la topologie localement convexe la plus fine qui

coincide sur les ensembles bornés de Cm(T) avec la topologie de la conver~-

18
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gence compacte sur T. Il s'agit 13 d'une topologie mixte généralement ap-
pelée topologie stricte. Nous nous proposons de reprendre cette étude en
envisageant une topologie mixte plus générale : & désignant maintenant
une bornologie quelconque sur T et q; (T) 1'espace Cm(T) muni de la to-
pologie de la convergence uniforme sur les ensembles A € @ , nous noterons
dié ,Y(T) l'elc obtenu en mettant sur Cm(T) la topologie localement con-
vexe la plus fine qui coincide sur les ensembles bornés de Cm(T) avec la

(7).

topologie de q;

s ]

L'étude des parties bornées de l'elc C@’
?

Y(T) se révéle particulié-

rement simple :

(3.1) PROPOSITION. - Pour toute bornologie G sur l'espace T, on a :

Bor(C@ ,Y(T)) = Bor(C (T)).

Preuve. — 11 est immédiat que la boule unité A de 1l'espace de Banach Cm(T)

est fermée pour la topologie de la convergence simple sur T. A fortiori,

A est une partie fermée de 1l'elc CZS(T)' Le résultat cherché provient

alors d'un théoréme de WIWEGER mentionné plus haut ([W], 2.4.1, p. 56).
Soit BT le compactifié de Stone-Cech de T et soit KB 1'adhérence

dans BT d'un ensemble A € G . Lorsque A décrit &, les ensembles KB cons-

= U Ke.Nous

©  scc
noterons encore xg cet espace compactologique qui joue le méme rdle pour

tituent une base de compactologie sur 1l'ensemble T
la bornologie © que l'espace T" de BUCHWALTER pour la bornologie canoni-

que de T ([B4], p. 66). Rappelons ([G2], déf. (1.1.1), p. 3 et [B2], déf.

3, p- 9) qu'une prémesure U sur un espace compactologique (X ,3) est un
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élément p de la limite projective lim M(K) ol M(K) désigne 1l'espace des
e

mesures de Radon sur le compact K€ M. La prémesure U est dite bornée si

Iu,'(]x) < 4+ o,

La proposition qui suit est tout d fait analogue 3 la caractérisation
du dual (Cb(T))' qu'on peut trouver dans [B3] ; la preuve s'étend sans
difficulté du cas de la bornologie canonique de T & celui d'une bornolo-
gie quelconque sur T. Un énoncé semblable est donné dans {G3] lorsque

la bornologie @ est celle des parties O-compactes de T :

(3.2) PROPOSITION. - L'espace dual (CZ (T))' s'identifie 4 1'espace des

prémesures d support compact sur l'espace compactologique T c

Ainsi un élément pe (CZ; (T))' s'identifie & une mesure de Radon |

sur BT dont le support est contenu dans un ensemble KB, ASG . On a évi-

(=<}

GHY

celui des mesures de Radon sur BT. L'étude du dual (CZ Y(T))' requiert
’

demment : (COC:: (T))' C (C (T)' C (Cm(T))', ce dernier espace &tant

tout d'abord un lemme :

(3.3) LEMME. - L'espace dual (CO; Y(T))' est engendré par son cdne positif.
]
Preuve. - Etant donné un élément ue(CO:g Y(T))" notons ﬁ la mesure de
]

B

Radon sur BT associée 3 p définie par : ﬁ(fB) = u(f) ol £ désigne le
prolongement continu canonique 3 BT de la fonction f& C°°(T). La mesure
positive Y* sur BT définit une forme lindaire u* osur c(T). 11 s'agit de
montrer qu'on a : u+€ (C; ,Y(T))'. Soit A la boule unité de Cm(T) et soit
v(a,n) = {£ec™(T) ; Il fllA < n} un voisinage fondamental de l'origine dans

c> (T) avec AEG et lIfll, = Sup |£(x)}. Etant donné €>0 il existe un voi-
© A e
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sinage V(A,n) tel qu'on ait : |u(£f)| < € pour toute fonction £fEV(A,n) N A.
Soit gECw(T) vérifiant : 0<g<lf| ; on a geV(A,n) N A et par conséquent :

U+(|f|) = Sup U(g) Se. D'ol |u+(f)| < g,
o<e<|f

La caractérisation que nous avons rappelée de 1l'espace Mb(T) des

mesures de Radon bornées sur un espace topologique complétement régulier T

se généralise alors ainsi :

(3.4) PROPOSITION. - Les assertions suivantes sont équivalentes :
(> v
(a) WECY (M) ;

(b) WE(C (T))' et pour tout €>0, ¢l existe A€ G vérifiant

[}
G,y
G l'espace des prémesures bormées sur l'espace compactologique T

|1I|(BT\ KB) S & Autrement dit l'espace dual (C (1)) 's'identifie

G.
Preuve. - Griace i (3.3), on peut supposer que la mesure || associée &
o0
€(c T))' t itive.
U E( @:Y( ))' est positive

(a) => (b) : supposons qu'il existe € >0 tel que pour tout AEE on ait :
ﬁ(BT\KB) > & Montrons que la forme linéaire W n'est pas continue sur A
pour la topologie de la G -convergence sur T. Etant donné Ac G, il existe
un compact KCBT\ZB tel que : Lx)> % . Solt alors fB une fonction
continue sur BT telle que fB(x) = ] si XEK et fB(x) = 0 si XEKB, avec

0 < fB(X) <1, x€BT. Alors : f = £B p Vérifie : f€V(A,n) N4 et :

ol = 5eE®H ] > iw > &
(b) => (a) : reprenons la preuve de BOURBAKI ([B2], prop. 12, p. 65).

Etant donné €50, considérons un ensemble AEG vérifiant (RT\ KB) <

N ™

et un réel N>0 tel que : mVJ(KB) <-2§ . Alors, on a pour toute fonction
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sl @) < e

Nl

W (D) =|j 4 <j lfBldﬁ+f ] o <
l RT BT\T&6 ZB

Désignons par Mb(T{g ) l'espace des prémesures bornées sur l'espace
compactologique T@;, c'est-a~dire 1l'espace dual (Ct; Y(T))’. La norme de
s
la masse totale est définie sur M (T ) par : hull = 11| (BT) = lﬁ[czg ).

On a alors immédiatement avec (3.1)

(3.5) COROLLAIRE. - Muni de la norme de la masse totale, l'espace Mb(T@“)
est un sous—espace fermé de l'espace de Banach M(BT) des mesures de

Radon sur RT.

La notion de partie de Prokhorov de 1'espace des mesures bornées sur

un espace compactologique'l‘c3 est un extension de la définition classique :

(3.6) DEFINITION. - Une partie H de M (I ) est appelée partie de Prokhorov
87 les deux conditions suivantes sont vérifides :
(P1) H est bornée dans MbCQE) pour la norme de la masse totale ;
(P2) pour tout €>0, 11 existe A €EG tel qu'on ait :

sup |NBT\E) < e
\EH

La proposition qui suit est alors une généralisation naturelle d'un

résultat bien connu ([S}], th. 5.1, p. 322 ; [Bl], prop. 5, p. 77)

(3.7) PROPOSITION. - Pour qu une partie H du cual (c°(°§ Y(M' soit dqui-

continue, il faut et 11 suffit que B soit une partie de Prokhorov de

M (Tg)-
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Preuve. -~ Soit H une partie de Prokhorov de Mb(qu) et soit B un ensemble
borné de Cm(T). Notons C(B) l'espace des fonctions réelles sur B continues
pour la topologie induite par q;:(T). Nous devons montrer que 1'ensemble
HB des restrictions 3 B des éléments de H est une partie équicontinue de
C(B). Soit V(A,n) un voisinage de 1'origine dans C:;(T). Posons

vV =V({,n)"B. On a alors :

sup Sup |N(£P)| < sup sup J g€ la] + sup  sup J_BIfBIdIJI
el fev UWEH feB RT\ A LEH fEV(A,n) ‘A

Posons : M = Sup [I£7], M, = Sup || (BT).
feB peH

On a :

sup Sup [N(E)| <M. sup [HCBT\EP) + .
fen fev pHEH

Ainsi, étant donné €0, en choisissant convenablement A grace a (P2) et

n>0 vérifiant : nMH< €, on obtient : Sup Sup Iff(fB)l < 2e.
fcH feB

oo

GsY

est fortement bornée, donc vérifie la condition (Pl1). Soit alors €>0. Par

Pour la réciproque, remarquons qu'une partie équicontinue H de (C

(T’

o}

G

des restrictions des é&léments de H 3 A, on obtient, en choisissant conve-

équicontinuité, pour la topologie induite par C_ (T), de l'ensemble H

nablement Ac G et n>0, |u(f)| <§-E pour toute fonction £EV(A,n) N A.

Soit alors g€C™(T) vérifiant o<e<|f

. 0na: |ulg)|< g-, d'od
u+(|f|) <—2§ . De la méme maniére : p (|f]) <§, donc : |u|(|£]) < e. Conmsi-
dérons un compact K vérifiant : K CBT\KB. Il existe une fonction fB €C(BT)
telle qu'on ait : fB(x) =1 si1 x€K et fB(x) = 0 si xEKe avec

0 < fe(x) < | pour tout x€RT. Alors la fonction f = fB T appartient &
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V(A,n)MA. Alnsi : [ﬁI(K) <Z|ﬁ|(f6) = |u|(f) < g. Soit finalement :

1N BT\ EP) = sup {|1] () ; KRBT\ B} < e.

Nous appellerons topologie Etroite sur Mb(T@;) la topologie faible
o(M.b(T@),Cm(T)). Lorsque & désigne la bornologie engendrée sur T par
les parties compactes, 1'étude de conditions suffisantes portant sur T
pour que les parties étroitement compactes du cBne positif :

Mb(Tf§)+ = Mb(T)+ soient des parties de Prokhorov est classique ; il en
est ainsi lorsque T est localement compact ou polonais ([B2;, th. 2, p.
64). La preuve dans le cas ol T est polonais utilise seulement le fait

qu'un tel espace est intersection d'une suite décroissante d'espaces

localement compacts.

Rappelons que deux parties X et Y d'un espace complétement régulier
T sont dites normalement séparées s'il existe une fonction continue
f:T~R telle que 1'on ait f(x) = 1 pour tout Xx€X et f(y) = O pour
tout yc¥Y. Oﬁ obtient alors la proposition suivante qui nous a &té indi-

quée par Z. Frolik :

(3.8) PROPOSITION (FROLIK). - Supposoms que la bornologie G sur T véri-
fie la condition : (C) pour tout A €G, il existe B €@ tel que les
ensembles A et (T\ B) soient normalement séparés.

Alors toute partie étroitement compacte du cdne positif Mb(T@.)+ est

une partie de Prokhorov.

Preuve. - Selon une méthode employée par VARADARAJAN ([V], p. 224), nous

établirons tout d'abord la continuité de 1l'application bilinéaire :
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(f,u) - deu

+
A@_ X Mb(T@) — R

ol A@ désigne la boule unité de C (T) muni de la topologie de la G-

convergence sur T et M‘b(T@)+ le cOne positif de M.b('r@;) muni de la to-

pologie &troite.

Etant donnée la mesure ueMb(TG )+, considérons une suite générali-
sée (ua) de Mb(TG )+ qui converge étroitement vers U et une suite géné-
ralisée (fi) de A@ qui converge vers zéro. Soit e>0, soit A €G véri-
fiant : L'(BT\KB) < € et soit B un ensemble de G tel que A et (T\B)
soient normalement séparés. Il existe alors une fonction f € A telle que
l'on ait : f(x) = 0 si x€A, f(x) =1 si xeT\ B et 0 < f(x) <1 pour
tout x €T. Nous avons donc

LT\ <) <\ <.
Comme (ua) converge &troitement vers u, il existe a_ tel qu'on ait pour

tout o=, : O <Ha(f) < u(f) +e = ﬁ(fB) +€ < 2¢. Or on peut écrire :

, Bia By v B 4v
0 < [u (£)] <JBT|fi|dua<J8T\§6|fil dn, + J@S‘fii dr, -

Le premier terme se majore aisément puisque fi IS

B A\ v _B v B _
0< JBT\EBIfiI al, <H,ETNE) < () = u () < 2e.

D'autre part il existe i_ tel que pour tout i>i_, on ait : "f§“—6 < &
B

On a donc & partir d'un certain rang (i , o ) :
1 1

v

0 < Jiﬁlffldﬁu < ¢ Uu(EB) < guai('r) < E(U(T)+€).
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Nous avons ainsi &tabli la continuité de l'application bilinéaire :

(f,p) — deu sur 1'espace ACé X M.b(T )+.

On termine alors la preuve de la méme fagon que Varadarajan. Soit H

. o . - s + « .

une partie étroitement compacte du cOne positif Mb(T‘3 ) . D'aprés ce qui
précéde, pour tout €0 et tout €lément ue&H, il existe un voisinage ouvert

VU de u dans M‘b(TG)+ et un voisinage Uu de 1'origine dans A@ tels que

l'on ait : Sup [V(f)[ < €. Par compacité de H, on extrait du recou-
VEV , U
vrement ouvert (VU) de H le recouvrement fini {Vu }, 1<i<a. En considé-
i
n
rant le voisinage de 1l'origine dans A<5 : U = ("]Uu » on obtient
i=1 "1
Sup |u(f)] < g ce qui achéve la preuve.

u=H, f€U

I1 faut noter que la condition (C) de la proposition (3.8) n'est
pas nécessaire. En effet, elle implique que toute partie A€E G, et en par-
ticulier tout point x€ T, admet un voisinage B qui est un élément de & .
Ainsi tout point de T admet un systéme fondamental de voisinages consti-
tué d'éléments de G . Lorsque & est la bornologie engendrée sur T par
les parties compactes, la condition (C) implique que T est localement
compact. Or, dans ce cas, la conclusion du théoréme reste valable gi T
est un espace polonais. D'une fagon générale, si 1l'on désigne par cTG
1'espace de Kelley obtenu en munissant 23 de la topologie la plus fine
coincidant sur les ensembles re avec leur topologie compacte ([B4],

p. 20) il est clair que la condition (C) implique que CTéf est un espace

localement compact.
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