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INTEGRATION NON ARCHIMEDIENNE

par Ibrahim RIHAOUI

INTRODUCTION. - Ce traveil constitue une contribution & 1'élaboration
d'une théorie de 1'intégration ol le corps des scalaires K est un corps
valué non-archimédien (n.a.). L'idée d'une telle étude remonte & MONNA et
SPRINGER et l'on trouve dans leur article (5) 1'essentiel de la théorie

de 1'intégration n.a. dans le cas d'un espace éparpillé locsalement compact
et dénombrable & 1'infini, développé & partir des conditions et définitions

analogues 4 celles qu'on trouve dans BOURBAKI (1).

En vue de généraliser ces résultats, on se place ici dans le cadre
plus vaste des espaces &parpillés, donc en supprimant la condition de
compacité locale. De plus, on aborde ce probléme selon une approche qui
utilise & la fois les méthodes ensemblistes et les méthodes fonctionnelles

de la th&orie, en essayant d'8tablir la liaison entre ces deux aspects.

Ainsi, le ler chapitre est consacré & la caractérisation des fonc-
tions d'ensembles o-additives définies sur une tribu C de parties d'un
ensemble X et & valeurs dans K. A cet égard, on peut noter que 1‘'indgalité
triangulaire forte de la valeur absolue n.a. nous conduit & un résultat
remarquable que l'on ne trouve pas dans le cas classique : en effet, pour

toute fonetion d'ensembles g-additive p, X est réunion d'une suite de
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Intégration non archimédienne

p-atomes deux & deux disjoints et d'un ensemble T tel que la restriction

de p & T soit nulle (Théoréme 1.2.10).

Cette question étant réglée, on voit que dans le cas n.a. il faut
plutSt s'intéresser aux fonctions d'ensembles définies sur un clan  de
parties de X, ce qui nous améne, au 2éme chapitre, & définir la notion
de mesure u sur ), et 4 établir quelques résultats dépendant 4 la fois

de la mesure u et de la topologie T(Q) engendrée par Q.

La notion d'intégrale est introduite au chapitre (3) & partir des
données suivantes. Soit E un espace vectoriel de fonctions définies sur
X & valeurs dans K. On pose, pour f€E, S(f) = {xe€X tels que |f(x)| # 0},
ensuite S(E) = {UcX ; 3f€E ; UeS(f)} et Q(E) {UGS(E);f¢U€E, VfeE}.

On dit que E est un W-espace si

(a) Q(E) recouvre X.

(b) La topologie T = T(Q(E)) engendrée par Q(E) colncide avec la
topologie initiale assocife aux fonctions feE.
Alors si E est un W-espace, on appelle intégrale sur E une forme linéaire

I: E~ K vérifiant la condition suivante :

(1) si (fa)o.cA est un net de fonctions de E tel que fa+0-(i.e. VxeE
lim fa(x) =0 et Ifa(x)l < IfB(x)I si a3B) alors I(fa) + 0.

Dans cette situation générale, on retrouve comme cas particulier le
travail de MONNA (5).

~

Pour &tendre la définition de 1'intégrale & un ensemble contenant
E, on utilise les résultats du chapitre 2 pour définir une fonction
Ny : X+ R, , T-semi-continue supérieurement (3.3.5) ce qui permet de
définir sur E la semi-norme n.a. | -HI : £ | f”I = Sup| f(x)lNI(x)
et d'introduire les ensembles X = {x(-X;NI(x) > -:;} (neN) et l'espace

P(1) = {£:x~+ X ;||f||I < + ©} ,F(I) est un espace semi-normé contenant

E et 1'intégrale I peut se prolonger de fagon unique en une forme linéaire
T* sur 1'espace L(I) des fonctions intégrables, qui n'est autre que
1'adhérence de E dans F(I).
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Ce procédé permet d'éviter le recours aux recouvrements spéciaux
de MONNA et l'on obtient en méme temps un certain nombre de résultats

originaux et des caractérisations plus satisfaisantes de certaines notions.

Ainsi si 1l'on note EB 1l'espace E muni de la topologie stricte
o]
(c'est-d-dire la topologie localement K-convexe définie par les semi-

normes ‘|f||¢ = Sup|f(x)|d(x) ol ¢ parcourt 1'ensemble des fonctions
xeX

T-s.c.s. telles que, pour tout &>0 et tout fe€E, 1'ensemble
{xex ; |£(x)|¢(x) > 8§} est T-compact), le théordme (3.3.10) montre que

I est une intégrale sur E si et seulement si IeE! .
o

D'autre part le théoréme (L4.1.2) &tablit qu'une fonction f est

€1lément de L(I) si et seulement si elle vérifie les conditions suivantes

(a) Pour tout neN, la restriction de f & X est T-continue.

(b) V86 > 0, {xex ; |f£(x)| NI(x) 3 8§} est T-compact contenu dans un

X .
n

De plus L(I) est un W-espace, ce qui permet d'introduire la topo-

logie T* engendrée par Q(L(I)). Le théoréme (4.1.6) montre que I* est une

intégrale sur L(I) mais 1l'on ne peut pas de nouveau prolonger I¥* puisque
L(1*) = L(1).

Quant aux fonctions mesurables, définies d'une fagon analogue &
celle de BOURBAKI, elles sont caractérisées comme étant les fonctions
T®-continues (L4.3.3), ce qui montre, qu'en général, une limite simple
de fonctions mesurables n'est pas mesurable et 1l'on est amené & définir
la convergence selon Egoroff qui conserve la mesurabilité (4.3.5). On

donne ensuite la version n.a. du théoréme de Lebesgue (4.3.8) qui constitue

une généralisation du théoréme (7.6) de (5).

Pour un espace &parpillé X, la liaison entre mesures et intégrales
est fournie par le théoréme (5.2.2) ol 1'on établit une correspondance
biunivoque entre les intégrales sur C(X,K,b) et les mesures définies sur

1'algébre des ensembles & la fois ouverts et fermés de X.
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Signalons aussi les résultats suivants, non valables dans le cas

classique :
1° I1 existe dans X un plus grand ensemble négligeable (L.2.2).

2° Le dual de l'espace normé L(I) (espace des classes des fonctions inté-
grables) n'est pas égal & 1l'espace L (I) des classes des fonctions mesu-
rables essentiellement bornées, méme si X est compact (4.4.7).

3° Les compacts de X ne sont pas tous intégrables et ils le sont si et

seulement si la topologie T™ est discréte (5.L).

Au chapitre 6, on introduit par analogie avec le travail de
BUCHWALTER (3), la notion de parties K-bornées de X, et 1'on démontre que
Cé(X) (CB(X) étant 1'espace des fonctions continues f : X + K muni de
la topologie de la convergence uniforme sur les parties K-bornées) s'iden-
tifie 3 1'espace des intégrales sur C(&6¥X,K) (6PX étant le compact &tudid
dans (?D) dont le support est contenu dans l'adhérence dans §PX d'une
partie K-bornée de X.
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CHAPITRE 1. - FONCTIONS D'ENSEMBLES o-ADDITIVES A VALEURS DANS
UN CORPS VALUE NON ARCHIMEDIEN.

1.1. CORPS VALUE NON ARCHIMEDIEN.

(1.1.0) Dans ce paragraphe on donne sans démonstrations quelques propriétés

classiques des corps valués n.a. dont on aura besoin pour la suite :

(1.1.1) DEFINITION. - On appelle corps valué n.a. un corps K muni d'une
valeur absolue n.a. , c'est-d-dire d'une application x + |x| de K

dans R, satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) |x] = oe=yx=0; (2) |xy| = |x[lyl 5 3) [x+y| ¢ max([x],|y])

pour tout x et tout y dans K.

Un corps valué est toujours considéré comme muni de la topologie
définie par la distance d(x,y) = |x-y| qui en fait un corps topologique.
De plus la valeur absolue est toujours supposée &tre non triviale. Enfin,

on suppose que le corps valué K est complet.

(1.1.2) PROPOSITION. - Soit K un corps valué n.a. complet et soit (xi)iel
wne famille de points de K. Pour que la famille (xi) soit sommable,
1l faut et il suffit que lim x, =0 sutvant le filtre des complé-

mentaires des parties fintes de 1.

(1.1.3) COROLLAIRE. -

(a) Soit (xn) une suite de points de K. La série (xn) est convergente
’ 81 et seulement si lim X, = 0.

(b) Dans K toute série convergente est commutativement convergente.

(1.1.4) LEMME. -
{a) Soit an une série convergente dans K, alors |an| < Suplxnl.
(b) Sotent x et y deux points de K. St |x| < |y| alors |x+y| = |y|.
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(1.1.5) PROPOSITION. - Tout point de K posséde un systéme fondamental
dénombrable de voisinages d la fots ouverts et fermés.

1.2. FONCTIONS D'ENSEMBLES o-ADDITIVES.
(1.2.1) Soient X un ensemble, C une tribu de parties de X, K un corps

valué n.a. complet, et U une application de C dans K vérifiant :

(1) u(g) = 0.

(2) si (An) est une suite d'ensembles de € deux & deux disjoints
x -]
w(U a)=2_ ua).
n n
n=1 n=1

On va dans la suite caractériser les fonctions d'ensembles de ce

type ; donnons-en d'abord quelques propriétés :

(1.2.2) PROPOSITION. - La fonetion u définie ci-dessus vérifie les pro-
priétés suivantes :
(a) Soient A,BeC alors u(A) = p(AaB) + u(A\B).
En particulier si BeA on a u(A\B) = u(A) - u(B).
(b) Soit (An) une suite de parties dans C deux d deux disjointes
alors 1im u(An) = 0.
(e) Si (An) est une sutte monotone de parties dans C alors
u(lim An) = lim u(An).

Preuve. — Elle est classique et ne présente pas de difficultés.

(1.2.3) On va définir en quelque sorte la valeur absolue de y de la
maniére suivante :

Soit m l'application de C dans R, définie comme suit :

Pour A€C m(A) = Sup{|u(B)| ; BeC , Beal} (1) .

Les propriétés dem sont rassemblées dans la proposition suivante
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(1.2.4) PROPOSITION. - L'application m vérifie les propriétés suivantes :
(a) m(@) = 0 ; |u(a)]| < m(A) Vaec.
(b) AcB % m(A) < m(B) (croissance de mj.
(e) ST (An) est une suite quelconque de parties de C on a

m(UAn) = Sup m(An) .
(d) S (An) est une suite décroissante de parties de C telle que
nAn = ¢ alors m(A ) ¥ O.

(e) St (A ) est une suite monotone de parties de C on a

m(lim An) = lim m(An).

(f) 8t (A) est une suite de parties de C deux d deux disjointes
alors lim m(A ) = 0.

Preuve. -

(a) et (b) sont évidentes.

(c) 1°) Considérons d'abord une suite (An) de parties deux & deux disjointes
et soit A = UAn‘ D'aprés (b) on a m(UJ An) » Sup m(An). D'autre part si

BeC , BeA, alors B = BnAnec et BncAn. Les ensembles Bf1 étant deux &
deux disjoints on a u(B) = Eu(Bn), d'od

lu(®)| = IZu(Bn)l < Sup |u(Bn)I € Sup m(A ) d'aprés (1.1.4) (a) et 1la
relation (1) de (1.2.3),donc m(A) < Sup m(An) et par suite
m(UAn) = Sup m(An).

2°) 8i (A)) est une suite quelconque, posons B,=A et B = An\kL;rjx A,
pour n 2> 2 .

(Bn) est une suite de parties de C deux & deux disjointes d'ol

m(UAn) = m(UBn) = Sup m(Bn) € Sup oA ). L'inégalité dans 1'autre
sens est vérifiée en vertu de la croissance de m d'oi (c).

m(An)

(d) Supposons que m(An)-/-b 0. Alors il existe § > 0 tel que

m(An) >8 Vnew (2).
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On va définir par récurrence 3 suites (A_ ), (Bnk) et (Ek) comme
suit :
Posons n, = 1. Comme m(A,) > &6 , 3B_ €A, |u(B_ )| > §. Or 1a suite
1 1 i n1 n1 n1
(ANB_ ) est décroissante et ) ANB_  =¢ donc W(AMB_ ) + 0 quand
n o, =1 BBy n n,

n++o, daprés (1.2.2)(c).

> < . 1 = .
Donc 3n, > n, tel que |u(A NB )[<§ . Soit E, =B NA CA \A

! 2 1 1 2 1 2

On a u(Bn1) = u(E,) + u(Ang\Bn1) et Iu(Bn1)| < max{lu(E1)|,|u(Ang\Bn1)|}

a'ol |u(E1)| > 6.

En continuant ainsi on construit la suite (A ) et la suite (Bn ) telles

o (s, )| | )| ’
BeA , |lu@ )] >8 e [u(A. NB <8
oy Oy Dy Deer g
On pose =B \A C A \A (3)
T P A m By
et 1'on trouve lu(Ek)I >8§ Vke¥ (k)

D'aprés (3) (Ek) est une suite de parties dans ¢ deux & deux disjointes

donc 1lim U(Ek) =0 (1.2.2) (v), ce qui est en contradiction avec (k).
(e) 1°) si (An) est une suite croissante on a d'aprés (b) et (c)

m(lim An) = m(UAn) = Sup m(An) = 1im m(An) .

2°) si (An) est une suite décroissante, posons A = lim B = nAn et
pour tout n€¥, B = A \A. La suite (Bn) est décroissante avec (\Bn = @.
donc m(Bn) + 0. Pour tout € > 0, Iny|n 3 nO-)m(Bn) < g, Or An = BnUA,

par suite : pour n > no , m(A ) = Sup {m(Bn),m(A)} < m(A) + € donc

lim m(An) < m(A) + €, comme = est arbitraire lim m(An) < m(A). L'inégalité

dans 1'autre sens résulte de (b).
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(f) Supposons gque m(An)—%io. Alors il existe & > 0O et une sous-suite

(An ) telle que m(A_ ) > 8§ VkeN. Pour tout ke N, 3B CA_  tel que
X Py "k %k

[uz, )1 > 8 ().

La suite (B_ ) est formée d'ensembles deux & deux disjoints, ce

qui montre que (5) est en contradiction avec (1.2.2)(b).

Deux familles particuliéres de ¢ retiennent l'attention : ce sont
les parties négligeables et les atomes que nous allons définir dans ce

qui suit :

(1.2.5) DEFINITION. - Soit N(m) = {AeC ; m(A) = 0}. On appelle négligeable
tout ensemble N appartenant & N(m).

la notion d'ensembles négligeables va permettre de définir sur

C 1la relation d@'équivalence suivante :

Si A,BEC, on pose ARB ¢>AABEN(m) .
Pour A€C, la classe A de A est donnée par la relation
A= {B€ ; B = AAN avec Ne€N(m)}.

Quant aux atomes, on a Jla :

(1.2.6) DEFINITION. - On appelle atome tout ensemble A €C vérifiant :
(1) m(A) > 0.
(2) BeC=pm(ANB) = 0 ou m(A\B) = 0.
A désignera par la suite l'ensemble des atomes.

On obtient alors les résultats suivants :

(1.2.7) PROPOSITION. -
(a) S A€A alors AcA et |u(A)| > o.
(b) 8% nous appelons distincts deux atomes A et B tels que Z#ﬁ,
alors pour toute sutite (An) d'atomes deux d deux distincts on a
UA ) = Tu(a ).
en particulier 1lim u(An) = 0.
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Preuve. -

(a) résulte des définitionms.

(b) Posons B, = A, et B_. = A \ | lAk. La suite (B ) est formée d'ensembles
1 1 n n n
k¢n
deux & deux disjoints avec LJBn = LJAn.

De plus u(B1) = u(A1) et pour m32 , A = BnLJ(;J (Anf1Ak)) d'old
<n

u(a ) = u(B ) + u(gnl-‘.nn Ak). Meis

Sup m(A_NnA ) = O,
Sup miA, N Ay

U anr)| s m(ll;lnAnn A)

k<n

D'od (A = u(B) et w(UA) = u(UB) = 2u(B) = u(A).

(1.2.8) PROPOSITION. - Soit (Ki)ieI la partition de A correspondant Q
la relation d'équivalence R. Alors 1 est au plus dénombrable.

Preuve. - Pour tout i€I on a u(Ai) #0 (1.2.7)(a). Or tout point de
K posséde un systéme fondamental dénombrable de voisinages, donc si

card(I) n'était pas dénombrable, la famille (].l(Ai))iGI ne serait pas
sommable. Alors il résulte de (1.1.2) que u(Ai) ne tendrait pas vers
zéro suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I.

Par suite 3§ > 0 ; VYJo partie finie de I, 3igd, ; [u(B,)| > 8.

Soit i,€I un indice quelconque; alors 3i1#io : Iu(Bi )| > 6.

Pour la méme raison aizé{io,i1} ; Iu(Bi )| > 6. On construirait alors

une suite (Bi ) telle que pour tout n €y

n
lu(s, )| > 6. or la suite (B, ) est formée d'atomes deux & deux dis-
n n
tincts ce qui implique, avec (1.2.7) que u(Bi ) + 0 et 1'on aurait
n

, i¢liosi seeisi L} et

ainsi une contradiction.
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(1.2.9) La proposition (1.2.8) nous permet de considérer une suite

(An) de représentants des classes (Kn) de A et on peut toujours supposer
que la suite (An) est formée d'atomes deux & deux disjoints. Soient

S = L)An et T = X\ S. Alors T ne contient aucun atome. En effet si

BEA et BCT, alors 3keN ; Bexk donc m(AAB) = O mais comme ANB = ¢
alers m(ANB) = 0 3'ol m(AUB) = 0 et par suite m(A) = 0 et m(B) = 0

ce qui est absurde.

On est maintenant en mesure d'établir le théoréme principal qui
caractérise les fonctions d'ensembles o-additives définies sur une
tribu C. Ce théoréme est en fait intimement 1ié & la nature n.a. du

corps K :

(1.2.10) THEOREME. - Soient X un ensemble, C une tribu de parties de X,
K un corps valué n.a. complet et u une application o-additive
de C dans K. Il existe une partition de X formée d'une suite
(An) d'atomes et d'un ensemble négligeable T.

Prewve. - I1 faut prouver que m(T) = O. Montrons que si m(T) > O alors

T contient un atome, ce qui contredit (1.2.9).
Soit B, = T. Posons F(B1) = {EFeC ; ECB, et m(E) = m(B1)}
a = Sup{m(B1\ E) ; EGF(BT)}.

On construit une suite décroissante (En)cF(B1) :

1 X .
VneN,m(B1\En) 2o - . Soit B, = f\En , on a m(B,)=lim m(E ) =
m(B1) = m(T) d'aprés (1.2.4)(e) done B,€ F(B1) et m(B‘\ 32) =a .

En répétant le méme raisonnement, on construit une suite décroissante
(Bn) telle que :

(1) ¥ne N,m(B ) = n(T) .
(2) m(B \ Bn+1) = Sup {m(Bn\E) ; EeF(Bn)}.

Soit B =f\Bn. Alors B est un atomeyen effet m(B) = lim m(Bn) = m(T) > O.

33



Intégration non archimédienne

D'autre part, s'il existait FgC ; FCB avec m(F) > 0 et m(B\F) > 0 ;
on pourrait supposer m(F) = m(B). Or lim m(Bn\ B .) =0 (1.2.8)(f).

Donc 3no ; n 3 ng qm(Bn\BnH) < m(B\F).

n+1

| P .
Or FéF(Bno) d'ol m(B\F) m(Bno\ F) £ m(Bno\Bnoﬂ) < m(B\F) ce qui

serait une contradiction et le théoréme est démontré.

On voit ainsi que, dans les conditions du théoréme (1.2.10), on
peut toujours se ramener & supposer X = N ce qui n'est évidemment pas

le cas si K=R ou €.
Pour avoir d'autres situations, on va donc s'occuper des fonctions

d'ensembles définies sur un clan de parties de X, ce qui fera, entre

autres, l'objet des chapitres suivants.
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CHAPITRE II - MESURES A VALEURS DANS UN CORPS N.A.

2.0. NOTATIONS. - Compte tenu du chapitre précédent, on va considérer

des fonctions d'ensembles définies sur un clan de parties d'un ensemble X.

Soit donc £ wun clan de parties de X. On suppose que §I forme un
recouvrement de X. On peut considérer  comme une base pour une topologie
T(R) et on voit que pour cette topologie, tout U€Q est un ensemble &

la fois ouvert et fermé (on écrit en abrégé : of).

Si (Ua)aeA est un net de parties de X, Ua+ @ signifie que le net

est filtrant décroissant et que M Uy = 2.
On peut alors donner la définition suivante :

(2.1) DEFINITION. - On appelle mesure une application u : Q + K véri-

frant les propriétés sutvantes :

(a) u(g) = 0 ; u(U1UU2) = u(U1) + u(Ue) st UNU, = @

1]
(b) S¢ (Uq)aeA est un net d'ensembles de Q tel que Ua+ )

alors lim u(V ) = O pour toute famille (Va)aeA de Q telle que

Vac Ua.
(¢) Pour tout aeX, il existe UeQ tel que aeU et {u(V) ; V&Q et

VQ U} est borné pour la valeur absolue (u est "localement®bormée).

2.2. EXEMPLE. - Soient X un espace localement compact éparpillé (c'est-
d-dire dont la topologie admet une base formée d'of) et T sa topologie.
Si on prend pour  le clan des parties ouvertes et compactes de X,on a
T = T(Q). Une fonction additive u : Q + K est alors une mesure si et
seulement si pour tout U€R 1'ensemble {u(V) ; V€Q et VC U} est borné
pour la valeur absolue. La condition (b) est en effet satisfaite d'aprés

la propriété d'intersection finie. Ces fonctions d'ensembles sont celles
considérées dans (5) (3.2).
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Le reste de ce chapitre est consacré & quelques résultats techniques

concernant la mesure u. L'introduction des fonctions & valeurs dans R +

étant indispensable, on a2 ainsi les définitions suivantes :

2.3. Soient U une mesure sur un clan @ et I la topologie engendrée par
Q. Pour tout T-ouvert G on pose m(G) = Sup{|u(U)| ; U€R, UcG} (1).
Inf{m(G) ;g T-ouvert, Goa} (2),

Inf{m(U) ; UeQ , UaA} (3) .

Pour ACX, on pose m*(A)
p(A)

On a alors le lemme suivant :

(2.4) LEMME. -
(7) m(@) = 0 ; UeQ =y |u(U)| € m(U) ; U,VE€Q et UcV = m(U) § m(V).

(i1) St (Vk)uk‘n est une suite finie d'ensembles de Q, alors

m(UVk) = max m(V ) .
k
(ii11) St (Ua) est un net de Q tel que U Y0 alors m(U,)¥0.

(iv) m, o™ et p esont des fonetioms croissantes et si U€Q on a

m(U) = m’(U) = p(U).
(v) Pour tout T-ouvert G, on a m(G) = Sup{m(U) ; U€Q , UcG}.

(vi) Pour tout T-compact, A, on a m*(A) = p(A).

Preuve. -

(i); (iv) et (v) sont évidentes.
(ii) Voir (1.2.4) (e).
(iii) Pour tout a, soit V €Q tel que V€ U et m(U,) & 2|u(va)|.

D'aprés (2.1) (b), |u(Va)| + 0, il en est donc de méme de m(Ua).

(vi) On a m®(A) € p(4). Réciproquement, soit €>o0, il existe G, T-ouvert

tel que GA et m(G) < m®(4) + €. or G = U U (Ue€Q) donc Ac U
a€A o k=1 ak

D'o& p(a) ¢ p(UT, ) = m(UUa ) & m(G) ¢ n™a) + e.
k k
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L'introduction de la fonction suivante sera d'une grande utilité

(2.5) Pour tout x€X on pose :

Nu(x) = p({x}) = Inf{m(U) ;, UeQ , xgU} (4) o

I1 est clair que N " est une fonction T-semi-continue inférieurement.
On a alors la relation suivante :

(2.6) PROPOSITION. - Si G est un T-ouvert on a

m(G) = Sup Nu(x) (5) .
xeG

Preuve. - D'aprés (2.4) (v) et la définition de T, il suffit de montrer
la relation (5) pour UEQ. On a évidemment m(U) 2 Sup N (x). Réciproquement
soit € > O un nombre positif guelconque. xey

Posons s = Sup Nu(x). L'ensemble A = {VeQ ; m(V) & s+e/2} est un recou-
xeU

vrement de U, De plus, si V1, V2€A alors V‘UV2€A d'aprés (2.4) (ii).
Donc si on pose pour V1,V2€A : V, € VeV, CV, , alors (U\V)VG ) est un

net tel que (UN\V)¥@. Donc m(I\V) + O &'aprds (2.4) (iii), par suite,
il existe VeA tel que m(U\V) g e/2 , d'old

n(U) = max{m(UnV), m(U\V)} € s+e/2 + €/2 = s+¢€.

(2.7) COROLLAIRE. - Pour tout AcX

n¥(A) = Sup Nu(x) (6)

x€A

Prewe. - Vxeh,p({x})

n"({x}) ¢ m*(A) a'od m*(A) > Sup N (x).
X€A
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D'autre part, posons pour tout neéN, A]:1 = {xeX ; N (x)<Sup Nu(t)+nl}'

teA
Alors A est un ouvert car NU est T-s.c.s., de plus A DA d'ol

u

n¥a) m(An) = Sup N (x) < Sup Nu(t) +-:;1- .
xeA " teA

La fonction m définie sur R est réguliére par rapport aux compacts

dans le sens suivant :

(2.8) PROPOSITION. - Soit Uef. Alors pour tout € > O, l'ensemble
P={xeU ; Nu(x) > €} est un T-compact. En particulier m(U) < + «,

Prewe. - Soit (Ga)aeA un recouvrement ouvert de P. Pour tout x€P, il

existe Uxeﬂ et o€l tel que xcchGa. Montrons qu'il existe une suite
n
dans P telle que Pc|_J U_ . Pour x€U\P, on a
k=1

finie (x.k) 1€k<n

ND(X) <€ ; comme N est T-s.c.s. il existe Uxeﬂ tel que x€U € U\P et
m(Ux) < €. Soit F 1'ensemble des parties finies de U. Pour FeF,soit

= . 1] a
Up U\HF U s (UF)FGF est un net de Q avec UFM. D'aprés (2.4)

(iii), il existe Fo& F tel que xn(UF ) < £ ; par suite PN Up = ¢; donc
[+ ]

PCU U, Or Pf\Ux =@ si xéP;d'oﬁ pc ) U, Comme Nu est s.c.s.
x€F, X€PMF,

elle est bornée sur P, donc sur U,ce qui montre que m(U) < + ©» Qd'aprés

(2.6).

Cette proposition montre que si UG , alors pour tout € > O, il
existe un P-compact Pc U tel que m(U\P) & €.
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CHAPITRE III - INTEGRALES A VALEURS DANS UN CORPS N.A.

(3.0) Ce chapitre est consacré & l'introduction et & 1'étude de la notion
d'intégrale définie sur un espace vectoriel de fonctions définies sur un

ensemble X & valeurs dans un corps n.a. K.

Comme 1'espace topologique K est éparpillé (1.1.5), cette étude
fera nécessairement intervenir des topologies éparpillées sur 1'ensemble
X. C'est donc dans ce cadre naturel et général que 1'8tude est entreprise

(cette situation correspond d'ailleurs & celle des topologies complétement

réguliéres lorsque K=C ou R).

Pour commencer, on va donc jeter un regard sur les espaces épar-
pillés considérés dens leur relation avec les espaces de fonctions

continues & valeurs dans K.

3.1. ESPACES EPARPILLES ET FONCTIONS CONTINUES A VALEURS DANS K.

(3.1.0) NOTATIONS :

(a) X désigne un espace topologique, K un corps valué n.a. complet et b

une bornologie sur K (pour plus de détails voir (4)).

(b) L'espace des fonctions f : X + K continues et telles que f(X)eb est
noté C(X,K,b).

(¢) si vcXx, ¢y ¢ ¥ * K est la fonction caractéristique de U.

(3.1.1) DEFINITION. - On appelle espace éparpillé un espace topologique
8éparé dont la topologie admet une base formée d'of.

(3.1.2) PROPOSITION. ~ Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) X est éparpillé.

(1) Pour toute bornologie b, C(X,K,b) définit la topologie de X.

Preuve. - (i)==$(ii) Soient T la topologie de X et T' la topologie
définie par C(X,K,b), on a évidemment T'4T .
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Soient V un ouvert de X et a€X; il existe un of U tel que aeUcV.
Alors ¢UEC(X,K,b) et a€{x €X ; |¢U(x) - ¢U(a.)l < —;-} c V donc Vet'.

(ii)=4 (i) Comme K est &éparpillé, la topologie initiale associée & la

famille des fonctions continues C(X,K,b) admet une base d'of.

(3.1.3) PROPOSITION. - Soit X un espace topologique séparé. Les conditions
sutvantes sont équivalentes :

(Z) Pour tout a €X, l'intersection des of contenant a est égale
a {a}.

(12} Pour toute bormologie b, C(X,K,b) sépare les points de X.

Prewve. -

()= (ii) Soit x#y. Il existe un of U tel que xeU et ygU. Alors
oy €CIX,K,b), ¢,(x) = 1 et ¢,(y) = 0.

(ii)=(i) Soit x#y. I1 existe f€C(X,K,b) telle que f(x) # f(y). Alors
U= {z2€X ; [f(x)-£(z)| < |£(x)-£(y)]|} est un of contenant x alors que

y#U.

(3.1.4) PROPOSITION. - Soit X un espace localement compact. Les conditions
suitvantes sont équivalentes :

(1) X est un espace éparpillé.

(27) Pour tout a€X, l'intersection des of contenant a est égale
a {a}.

Preyve. - Voir ( (2) Cor. de 1a prop. 6 n° 4 §4, ch. II).

(3.1.5) PROPOSITION. - Sotent X un espace compact, Q l'algébre de ses
of , E(R)L’espace vectoriel des foneotions Q-étagées d valeurs
dans K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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(a) X est éparpillé.

(b) Pour tout xe€X, l'intersection des of contenant x est égale 4 {x}.
(e) X est totalement discontinu.

(d) E(Q) définit la topologie de X.

(e) E(Q) sépare les points de X.

(f) C(X,K,b) sépare les points de X.

(g) C(X,K,b) définit la topologie de X.

Preuve. -

(ade=s(b) d'aprés (3.1.L4).

(b)e=slc) d'aprés (2) prop. 6, n® L, §k4, ch. II).
(a)=>(d)=>(e)=(f) : facile.

(f)=s (b) d'aprés (3.1.3).

(gle=y(a) d'aprés (3.1.2).

(3.1.6) PROPOSITION. - Sotent X un espace éparpillé, Q 1'algébre de ses
of, et E(Q) l'espace vectoriel des fonctions Q-étagées & valeurs
dans K.
Considérons sur X la bormologie p des partiee relativement compactes
alors E(Q) est dense dans 1'espace de Banach n.a. C(X,K,p) (la
norme étant définie par £ + ||f|| = Sup|f(x)]).

xeX

Preuve. - Soient feC(X,K,p) et € > 0. Soit P = f£(K); P est un compact
de K. Pour tout ae€P, soit Vy = {rex ; |x-a| ¢ €}. La famille (Va)
constitue un recouvrement of de P; il existe par suite une famille finie

. -1
((:Lk)Kk\(]:1 telle que UVaka. Pour tout k , 1<ksn , soit A =f (Vak) :

AkestunofdeXet UAk=X.

Posons U, = A, et U, = Ak\iL<Jk Ay (2€k¢n) ; alors (Uk) est une partition

n
of finie de X. Pour tout k, iskgn , soient xkeUk,Ak=f(xk) et ¢=: A

o .
k=1 & Uy
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Alors ¢ €E(Q) et ||o-f|| € €. En effet si xeX il existe k, xeU, , alors
£(x)-0x)| = lf(x)—)\kl = If(x)—f(x.k)l € € car f(x) et (f(x.k) sont deux

éléments de f(U. ) et 1'on a f(U )Cf(Ak) cvV_ , d'ol la proposition.
k k oy

(3.1.7) COROLLAIRE. - Sotent X un espace compact totalement discontinu,
E(Q) est dense dans 1l'espace de Banach n.a. C(X,K).

(3.1.8) PROPOSITION. - Soient X un espace topologique séparé et
£eC(X,K) 57 ae€X est tel que |f(a)| > O, alors il existe un of
U contenant a tel que |[f(x)| = |£(a)]| VxeU.

Preuve. - En effet, il suffit de prendre U = {xeX ; |f(x)-f(a)]| < |f(a)|}
et d'appliquer (1.1.4)(1v).

3.2. LES W-ESPACES.

(3.2.1) La notion d'intégrale va &tre définie pour une classe d'espaces
vectoriels contenant en particulier les espaces C(X,K,b) du paragraphe
précédent, ces espaces seront appelés W-espaces et leur définition fait

1l'objet de ce paragraphe.

(3.2.2) Soit E un espace vectoriel de fonctions de X dans K.
Pour f€E, soit S, = {xex ; |f£(x)]| # o}.

Posons S(E) = {UcX ; 3fe€E ; chf}'
On remarque que si 1@E, 8, = X et S(E) = P(X).

(3.2.3) LE CLAN Q(E). - Soit Q(E) = {UeS(E) ; Vf<E f¢UeE}.
(3.2.4) LEMME. - Q(E) est wn clan de parties de X.

Preuve. - Facile.
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(3.2.5) DEFINITION. - Soit E wun espace vectoriel de fonctions de X dans
K. Alors E est un W-espace &1 :
(1) Q(E) est un recouvrement de X.

(i) Toute fonction f€E est continue pour la topologie T(E) = T(Q(E))
engendrée par QUE).

(3.2.6) REMARQUES :

(a) I1 résulte de la condition (i) que pour tout a €X, il existe
f€E telle que f(a) = 1.

(b) 81 E est un W-espace, la topologie T(E) est en fait la topologie
initiale associe aux fonctions f€E. En effet, T(E) rend continues toutes
les fonctions f €E. D'autre part si T' est une topologie rendant continues
les fonctions f€E, T' est plus fine que T, car si UeR(E) et a U, il
existe fE telle que f(a) = 1. Alors £, €E et a€{xeX ; fch(x) # OlcU.
or {xeX ; f¢,(x) # O}€T' donc UeT'.

(3.2.7) EXEMPLES. - Soit X un espace éparpillé.
1° Si X est un espace loaclement compact, l'espace K(X) des fonctions

continues & support compact et & valeurs dans K est un W-espace. En effet,

Q(XK(X)) est la famille des ouverts compacts et T(X(X)) est la topologie

initiale de X. C'est cet espace K(X) que 1l'on trouve dans (5).

2° L'espace C(X,K,b) est un W-espace. En effet, Q(C(X,K,b) est

1'algébre des of de X et T(C{(X,K,b)) est la topologie initiale de X
(Voir 3.1.2).

(3.2.8) A partir d'un W-espace E, on a défini le clan Q{E). Réciproquement,
si Q est un clan de parties de X recouvrant X, on peut considérer 1'espace

E(Q)  des fonctions Q-étagées & valeurs dans K et 1l'on a le résultat
suivant :

(3.2.9) PROPOSITION. - Soient Q wn clan de parties de X recouvrant X

et E(Q)l'espace des fonctions Q-étagées d valeurs dans K. Alors :
(Z) Q(E(R)) = Q.

(12) E(Q) est un W-espace et T(E(R)) = T(R).
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Preuve. - Remarquons tout d'abord que toute fonction ge E(R) peut se
n
mettre sous la forme g = ; or.k¢>vk ou <Vk)16k$n est une partition finie

de X par des ensembles de . C'est toujours sous cette forme que 1l'on

considérera les fonctions de E(R).

n
(i) 5i WR , alors U€S(E(R)) et si g€E(Q), g = 2 o6, donc
k=1 k

n
gdy, = 12;‘1 o.k¢UndEE(Q) par suite UEQ(E(R)). Réciproquement si
Ue E(Q)) , i1 existe geE(R) telle que UCSg. Or Sgeﬂ donc par

définition de QRUE(Q)) , € E(R2) donc UﬂSgGQ, par suite

uns = %yl
g g

U=UNs €Q .
g

(ii) B(R) est un W-espace car pour tout V€, d)v est continue pour
T(Q) qui est égale d'aprés (i) & T(Q(E(Q)) c'est-a-dire T(E(Q)).

On est maintenant en mesure de définir 1'intégrale.
3.3. INTEGRALES SUR UN W-ESPACB.

(3.3.0) NOTATIONS. - Soient X un ensemble et K un corps valué n.a.
complet.
(a) Si f est une fonction de X dans K, on désigne par |f| 1a fonction
de X dans R_ définie par £](x) = |f(x)|. Si f et g sont deux fonc-
tions de X dans K, alors |f| § |g| signifie que pour tout xeX,
I£(x)]| € |g(x)].

{(p) Pour un net (foz)ael\. de fonctions de X dans K on écrit fa+0

lorsque £, + 0 simplement sur X et Ifal < |fB| sia2B

(¢) 81 UCX ; %y désigne la fonction caractéristique de U & valeurs

dans K.
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(d) Dans ce paragraphe, E désignera un W-espace. On écrira Q et T
au lieu de Q(E) et T(E) = T(Q(E)). Les propriétés topologiques qui inter-
viendront sont relatives & T.

(3.3.1) DEFINITION. - Soit E un W-espace. On appelle intégrale sur E,
toute forme linéaire 1 : E + K vérifiant l'une des conditions équi-

valentes suivantes :

(I) Soit (fa)aeA un net dans E tel que £, Vv 0.Pour tout o €A soit

g, €E telle que |ga| < lfc;l . Alors I(g ) ~ O.

’ , .
(I') Soit (fa)aeA un net dans E, tel que f ¥0. Pour tout € > O, tl

existe a€ N tel que |I(g)| < € powr toute g€E telle que |g|<|fal

(3.2.2) EXEMPLES :

1° Soient X un espace compact éparpillé et C(X,K) 1l'espace de Banach

n.a. des fonctions continues de X dans K. Tout &lément du dual C(X,K)' est

une intégrale sur C(X,K).

2° Soient X un espace localement compact éparpillé et X(X) 1'espace
des fonctions continues & support compact et & valeurs daens K. Toute forme
linéaire I : K(X) > K vérifiant la condition suivante : Pour tout compact
P, il existe une constante A telle que pour toute fomction f€K(X) dont
le support est contenu dans P on ait |I(f)| ¢ A |1£]] , est une intégrale.
Cette définition de 1'intégrale est celle donnée par MONNA (5).

Une intégrale sur E, peut d'une manidre simple engendrer une femille
de mesures sur ! . Ainsi, on a :

(3.3.3) LES MESURES Mpe — Pour toute f€E, on considére la fonction
d'ensembles 1. : Q > K définie comme suit uf(U) = I(f¢U) (1) . Alors

(3.3.%) LEMME. - La fonetion U, est une mesure bornée sur Q .
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Prewve. - Il est clair que u, vérifie les condition (a) et (b) de 1la
définition (2.1). La condition (c¢) résulte du fait que Mo est bornée.
En effet soit m€X tel que |m} = XA > |. Si Sup {qu(U)I ; UEQY = + o

il existe une suite (Un) d'ensembles de {itelle que |I(f¢U )| > A" pour
- _ - n -
tout n€N. Or (1 °f) + O et [n gy | « Im %fl.d'ol lim Itm nf¢U ) =0,
n n

ce qui est une contradiction.

Comme e est une mesure, on définit comme en (2.3) la fonction m,
pour tout ouvert G en posant mf(G) = sup{|u(U)| ; vuce, Ue Q}=Sup{|I(f¢U)|;
UCcG,U€Q} et la fonction s.c.s. Nu qu'on écrit Nf pour simplifier.

f

On a Nf(x) = Inf{mf(U) ; xeU , UeQl}.

I1 s'agit maintenant de définir une fonction N_ dépendant essen-

I
tiellement de 1'intégrale I.

(3.5.5) PROPOSITION. - Il existe une unique fonction s.c.s. Np: X>R,

telle que IleI = N, pour tout fe€E.

Preuve. - Soient f, g€E, a€X, € > 0. Posons h = f(a)g - g{a)f et soit
A={ue€eqQ ; aeU}. Pour U1,U2¢A, on pose U, € U, > U DU, , alors

(h¢U)U€A est un net avec hd)UJvO. I1 existe donc UGA tel que V€ R et
VCuU = fI(h¢>v)| < € . Comme Nf est s.c.s. , on peut supposer que

mf(U) P Nf(a) + €.

Alors pour VeU, on a lf(a)us(v) - g(a) uf(V)I = |I(h¢v)|‘e , et

qu(V)I 'S mf(V) K3 mf(U) § N_(a) + €, donc

f
|£(a) ug(V)l s max { e,[g(e)[(N.(a) + €)} d'ad
|£(a) mg(U)l 3 max{E,lg(a)l(Nf(a) + €)} et par suite

|f(a—)|Ng(a) < max{e,lg(a)|(Nf(a) + €)}, comme € est arbitraire, on obtient

lf(a)lNg(a) < | g(a)le(a).
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En échangeant les rSles de f et g, on obtient 1'inégalité dans
l'autre sens, on a ainsi |f|N_ = Igle. Pour tout a €X, il existe faeE
telle que f(a) = 1 (3.2.6) (a), donc il existe Ue€Q tel que aeU et

|fa(x)| =1 VxeU (3.1.8), on définit alors N 1

cette définition est cohérente en vertu de la relation Ileg = IgINf et

sur U par N =Nf,
a

la fonetion NI ainsi définie localement vérifie les conditions de la

proposition.

La fonction N; sera d'une grande utilité ; nous en donmnomns ici
quelques propriétés découlant de la proposition (3.3.5). Posons d'abord
pour f€E, HfHI = mf(X) = Sup{lI(fd)UH;UGQ} . La fonction ||]|I est

une semi-norme n.a. sur E et 1'on 8 :

(3.3.6) COROLLAIRE. - Soit fe€E, on a :
CRLCIRNIET
(11) llfllI <+ wet st UEQn(U) = ||f¢U||I.

(1i1) ||f||I= Su§ I f(x)lNI(x). Done |f| ¢ l8|=#||f||1\< [|g||I
Xxe

(iv) Pour tout § > 0, {x€X ; lf(x)INI(x) > 8} est compact.

) 12l = swpllxie)| 5 sez, lal < |1
(vi) N (a) = inf{IIfHI ; F€E, f(a) = 1} pour tout a €X.
Prewve. -

(i) si |I(f)| = 0 1'inégalité est &vidente.
Supposons |I(f)| = ¢ > 0. Pour U1 , UEGQ posons U1 < 02@U1c.U

Pour Ue{ soit g; = f-f¢; , comme U U=X,o0ne gUb d'ou
UeQ
lim(I(f)-I(f¢U)) = 0 ; par suite, il existe Uel tel que

o°

|1(£) - (£e,)| < € = |1(£)]. Done [1(e)[=]1(s8))| ¢ sup{[1(Fe,)] ;
ve@} = ||g},.
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Résulte des définitions et de (3.3.4) et (iii) résulte de

|£|N; = N, et de (2.6).

Soit P = {x€X ; Nf(x) > 6}, P est T- compact. En effet :

Soit (G_)

o el un recouvrement ouvert de P. Pour tout x€P, il existe

UxG et ae€l ; xGUxC Ga' Montrons qu'il existe une suite finie

(xk)Kk.sn de P telle que PCUU)LK . Pour x€ X\P on & N.(x) < §,

comme I\Tf est s.c.s. et queX\ P est ouvert, il existe UXG Q ch X\P

et mf(Ux) < 6. Soit F 1l'ensemble des parties finies de X. Pour FEF,

soit U_=3x\ U u , fo
F xer * Ul‘

i1 existe Fo€F ; |1(g) < 6/2 pour toute g€E telle que |g| < |f¢U |.

€FE et f¢; +0. D'aprés (3.3.1) (I'),
F

F
Soit V€ Q ; VCUp alors | £o,] < |f¢UF| done [u (V)] = |1(£e,)| 8 )
°
D'oli m(U_ ) <6 et N.(x) <8 VYxeU_ d'aprés (2.6), ce qui montre
£ 7 F, £ Fo

que PnUF =@, Donc Pcl) U.OrPAU_=¢ si x#P d'ou
° X X
x€F o
re UJ U, -
x€ PNF,

(v) on a ||£]]; = sup{|T(#e,)] 5 U€Q } ¢ supl|1(a)]| ;5 le| < |],z€E}

< suplllell; 5 lel ¢ I7l,g B} ¢ ||£]];.

Posons N(a) = Inf{||f]] f€E f(a) = 1}.

I H
Pour toute fE€E, HfIII > If(a)|NI(a); donec si |f(a)| = 1, |If||I;NI(a)
et par suite N(a) 2 NI(a).

Réciproquement, soit f€E telle que f(a) = 1. Alors

Nf(a) = NI(a)If(a)I = ¥ (a).

Or Nf(a) = Inf{mf(U) ; UER, ag U} =

Inf{|[¢yll; s UER, a€U} 2 Inr{][gl[; ; e(a) = 1, g&€E} = N(a).
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(3.3.7) COROLLAIRE. - Pour tout a€X, i1l existe U€Q tel que a€U et tel
que pour tout & > 0, 1'ensemble {x€U ; NI(x) 3 8} est compact.

Preuve. - Il existe feE ; f(a) = 1. Comme f est continue, il existe U€Q

tel que a €U et |f(x)] = 1 YxeU (3.1.8). Par suite N, et N_ colncident

I f
sur U et il suffit d'appliquer (2.8).
(3.3.8) COROLLAIRE. - NI est la plus petite fonction s.c.s. ¢ telle que
Veee |1(£)] s sup|f(x)]|o(x).
x€X
Preyve. - Soient a€X et s tel que ¢(a) < s , montrons que NI(a.) <s. 11

existe fEE ; f(a) = 1, comme ¢ est s.c.s., il existe U€ R tel que a2€U,
o(x) <set |f(x)] =1, Vxeu.
Soit VE€Q ; Ve U alors qu(V)l = |I(f¢v)l < Sup|f¢v(x)|¢(x) =

x€X

Sup ¢(x) € s ; donec mf(U) < s et par suite Nf(a) Ss.

xeV
Meis N.(a) = lf(a.)lNI(a) = NI(a),donc NI(a.) < s.

(3.3.9) On va donner une caractérisation des intégrales sur E faisant
intervenir une topologie localement K-convexe sur E. Cette caractérisation

rappelle celle qu'on trouve dans le cas classique pour une mesure de Radon

sur un espace complétement régulier.

Soit ®(E) 1l'ensemble des fonctions s.c.s. ¢ : X =+ R, ayant la pro-
priété suivante : pour toute f€E et tout § > 0,1'ensemble {xe&X;|f(x)|d(x)28}
est compact. ®(E) contient les fonctions caractéristiques des compacts de
X et 1'on a NI€<I>(E) d'aprés (3.3.6) (iv).

A tout ¢ € $(E) correspond la semi-norme n.a. ||.] |¢ définie par

REY |¢ = Sup|fix)]|e(x)
x€X

On appelle topologie stricte sur E la topologie localement K-convexe
définie par le systéme des semi-normes
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On a alors le théoréme suivant :

(3.3.10) THEOREME. - Soit J une forme lindaire J : E »> K. Les conditions
sutvantegs eont équivalentes :
(a) J est une intégrale.
(b) J est continue pour la topologie stricte.
(c) ST f€E et (f) cp
tout compact de X avee |fal < |t Yoer alors J(g,) + 0.

un net dans E tel que fo ™ 0 uniformément sur

Preuve., -
(a) => (b) : En effet, [J(f)]| HfHN ,¥f €E d'aprés (3.3.6) (i), donc
J

J est strictement continue ( (9) théoréme 3.k4).

(b) => (c) : I1 existe d'aprds((9) théoréme 3.4) ¢&(E) telle que
l3()] < ||f||¢ , VfeE.

Soient f€E et (fon)ael\. vérifiant les conditions de (c) et soit & > 0.
L'ensemble P = {x€X ; |f(x)|¢(x) 2 6} est un compact. Par suite ¢ est

bornée sur P et comme fa + 0 uniformément sur les compacts, il existe

2t s a0 =plf ]| 1lel] <

D'autre part, si fo,on a pour tout a€A, Ifa(x)|¢(x)\< [ £(x)|e(x) < 6.
Done Ya »ao | J(£)] ¢ ||fa||¢\< 8

(¢) =% (a) : Si (fa)JrO et si pour tout a, Igal < Ifozl s on peut supposer

qu'il existe f€E telle que Ifal < |f]. Le théoréme de Dini montre que
fo. + O uniformément sur les compacts de X; donc il en est de méme de

(ga) et par suite J(ga) + 0.

Une notion aussi usuelle que le support d'une intégrale s'introduit

d'une fac¢on naturelle comme suit :

3.L4. SUPPORT D'UNE INTEGRALE.

(3.4.1) Avec les notations du paragraphe précédent, posons X = {xex;NI(x)>o}
et S = )-(: Alors :
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(3.4.2) PROPOSITION. - S est le plus petit fermé F de X tel que
f€E et ||f||, =0o=»|1(f)]| = 0.

Prewve. - Si ||f]]g = 0 alors el = sup|£(x) [N (x) = 0 =¥ |1(£)] = 0.
x€eX

D'autre part, si F est un fermé vérifiant les conditions de la proposition,
alors FOX, . Sinon, il existerait an+\F et par suite UEQ ; a€U et
UNF = $. Or il existe f@E telle que f(a) = 1 d'ol f¢,€E, fch(a) =

1
et Hf¢U||F = 0. Mais Hf¢UHI = ]Sc:glf(x)lNI(x) > |£(a)|N (a) = N (a) > O,

Done il existe gcE ; |g| ¢ lf¢U| et |I(g)] > 0 (3.3.6) (v). Or

HSHF $ HmU”F = 0, ce qui est une contradiction. Donc FOX_ et par

suite FOS d'ol la proposition.

(3.4.3) DEFINITION. - On appelle support de l'intégrale 1, le fermé S
défini par la proposition précédente.

(3.L.4) PROPOSITION. - Soit G un T-ouvert de X tel que SNG # $. Alors il
existe f €EE telle que support de £CG et I(f) = 1.

Prewe. - Comme SNG #  , X NG # B, soit a€X NG, il existe UEQN tel
que a€UCG et il existe g€E ; g(a) = 1. D'od 8o €E et Supp(gd)U)CUcG.
Comme gt (a) = 1, ||g¢U| |I > 0, donc il existe f'€E telle que lf'|<|g¢U|

et |I(£')] > 0. I1 suffit alors de prendre f = 1(e) e,
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CHAPITRE IV. - L'ESPACE DES FONCTIONS INTEGRABLES.

4.1. PROLONGEMENT DE L'INTEGRALE : L'ESPACE L(I).

(4.1.0) Soient X un ensemble, E un W-espace, Q = Q(E), T = T(Q(E)) = T(E)
et I une intégrale sur E.

Le probléme qui se pose est de savoir s'il est possible de prolonger
la forme linéaire I & un espace contenant E. La technique utilisée dans le
cas classique et qui se sert essentiellement de 1'ordre sur R, fait défaut
ici. Cependant la fonction NI va nous permetire de surmonter cette diffi-

culté, et 1'on procéde de la maniére suivante :

Pour toute fonction g : X + K on pose ||g] II = Sup|g(x)|NI(x). Soit
F(I) ={g : X+ K ; ]|g||I < + =}, x€X

F(I) est un espace semi-normé n.a. contenant E (3.3.6)(ii). On désigne
par L(I) 1'adhérence de E dans F(I).

L(I) est 1'ensemble des fonctions intégrables : c'est un espace

vectoriel muni de la semi-norme n.a. ||.]| !I'

I1 existe alors un unique prolongement linéaire I* de I & L(I) véri-
tiant |1%(g)| < |lell; YeeL(1) (1).

On peut définir 1™ comme suit :

Si geL(I), il existe une suite (fn)cE telle que lim| Ig—fn| |I = 0.
On pose 1™g) = lin I(f) (2).

D'aprés la relation [I(f)| < [|f] II (qui exprime en fait la continui-
té de I sur (E,H.HI)), on voit que la limite du membre droit de (2) existe,
car la suite (I(fn)) est de Cauchy dans K, que cette limite ne dépend pas

de la suite (fn) particuliére et qu'enfin la relation (1) est vérifiée.

Nous donnerons dans la suite quelques caractérisations de 1'espace

L(I). On a d'abord le lemme suivant :

(L.1.1) LEMME. - Soient PCYcX avec P partie T-compacte. Pour toute fonetion
f T-continue de Y dans K et tout § > 0 , 7l existe g€E telle que :

Helly < Hellp 5 lel < [£l sur Y et ||e-£]] < 8.
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Prewve. - Comme P est compact, s = ||f||P < + = , Bupposons 65-1 < 1.
1'ensemble P' = {x€P ; |[f(x)| > 8} est compact.

Pour tout a€P', il existe g,€ E telle que ga(a) =1 et UaGQ tel
que a€U € {(xex ; lga(x)-ﬂ < 851} et N RUNS {xex ; |f(x)-f(a)| < &}.

Comme 65”1 < 1, et que |£(a)] 2 6 ,]ga| =1 sur U_ et l£l=|£(a)| sur
ynua(1A.quL

P' étant compact, il existe un recouvrement fini (U_ ) de P.
k 1€ksn
Soient V, =U_ et V., =U N\ U U (2¢k¢n); on obtient un recouvrement
LI kooTe jax &

(Vk) 1¢ken de P' par des ensembles de 2 deux & deux disjoints. Si xcka\ Y,
n
alors |g. (x)]| = 1 et |£f(x)]| = |f(a,)]. Soit g = Y fla )g_ ¢, . Alors
" X = A
g6E et N gHX\< ||f||P . Montrons que Igl < |f| sur Y. Si x#LJVk, le
résultat est immédiat et si x€V,, lg(x)] = lf(ak)l = |£(x)].

Enfin, soit x€P. Si erk , alors

leg(x)-£(x)| = |f(ak)gak(x)-f(x)| = |f(a.k)(gak(x)-1) + f(ak)—f(x)|\<max(s<551,6)=6.
si x#UVk alors x#P'; d'ol |g(x)-f(x)| = |£(x)] < 8. Donec ||g—f|lp\<6.
Pour t>0, posons X, = | {xex ; NI(x) )%}.

On obtient alors la caractérisation suivante de L(I), améliorant
ainsi la caractérisation donnée par ( (5), 6.5).

(4.1.2) THEOREME. - Pour qu'une fonetion f£ : X + K soit intégrable, il faut
1l suffit qu'elle vérifie les deux conditions suivantes :
(a) Pour tout n€ ¥, f est T-continue sur X .

X
(b) Pour tout >0 , l'ensemble {xeX ; |f(x)|NI(x) 2 8} est un compact
eontenu dans un Xn.

rs

Preuve. - La condition est nécessaire :

(a) Soit £€L(I), il existe une suite (gk)cE telle que liml| f—gk" =0
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Donc la suite (gk) converge uniformément vers f et ceeci sur tout Xn, ce

qui montre que f est continue sur chaque Xn'

(b) Soient 6 > 0 et g€E tels que ||.’(‘-g||I < é.
L'ensemble Q = {x€X ; Ig(x)INI(x) 2 8} est compact (3.3.6)(iv). Soit
ne ¥ tel que -Illl |el lQ <8 et soit P=QAX ; P est un compact contenu

dens X . Mais P' = {xeX ; |f(x)|NI(x) 2 8} CP. En effet, si xgq,lg(x)INI(x)«s

, 1
et si er\P,ls(x)lNI(x) < ;HsllQ <8

Par suite si x §P, |f(x)lNI(x) < max{lf(x)-g(x)|NI(X),|g(X)|NI(x)} < 8.
Comme f est continue sur Xn et que Xn est fermé, P' est fermé donc compact.

Réciproquement, montrons que si f vérifie (a) et (b), alors pour tout
§ > 0, il existe geE ; ||f-g|| < 6.
Soit P = {xe€X ; If(x)lNI(x) 3 6}; P est un compact contenu dans un
Xn; par suite f et NI sont bornées sur P; il existe ¢ >0 tel que
max(| 211, 18] ) < .

Soit k€ N tel que %.s min(% ,Gc-1)‘ En vertu du lemme (4.1.1), il existe

geE telle que |lelly < 11fll, o lel < Ie] sur % et |letllps £ Alors

si xeP, |gx)-r(x) |V (x) € 1 ¢ 5 6,

si x€X N\ P, Ig(x)-f(x)]NI(x) < max(ls(x)lNI(x),|f(X)|NI(X)) = lf(x)|NI(x)\<6,
si x $X,]8(x)-£(x) |N (x)¢max( | g(x) [N (x), | £(x) [N (x) kemax( | 2] | 7.8) < 6.

Donc ||eg-f| II & 6 . La démonstration est ainsi achevée.

(4.1.3) DEFINITION. - Un ensemble A CX est dit intégrable 8t sa fonetion
caractéristique ¢ a P X+ K est intégrable.

Désignons par Q(I) la classe des ensembles intégrables.
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Le théoréme précédent donne alors le corollaire suivant :

(k.1.4) COROLLAIRE. -
(a) Q(I) est un clan de parties de X recouvrant X.
(b) Pour que AG QI), 11 faut et il suffit que :
(1) Pour tout ne ¥, AN X sott un of de X,
(i1) Pour tout 8§ > 0, il existe un compact P contenu dans un X
tel que ||ANPl|; = []o,pll < 6.

Heuveo -
(a) résulte de (b) et de (3.3.7).
(b) découle immédiatement de (L4.3.3).

A partir d'un W-espace E et d'une intégrale I sur E, on a défini
un espace L(I) et une forme lindaire I¥. Il est intéressant de voir si 1l'on
se retrouve en présence d'une situation analogue, c'est-d-dire avec un
W-espace et une intégrale, et par conséquent s'il est possible de prolonger
encore une fois 1'intégrale I*.

La réponse est donnée par les résultats suivants ol nous commengons
par définir la topologie T* 1iée & 1'espace L(I).

(4.1.5) LA TOPOLOGIE T* - soit Q®= {UcX ; YneN, UAX_ est un of de
X, pour la topologie induite par T(E) sur Xn}.

0% est une base pour une topologie notée * , et 1'on voit que tout U€Q”
est un T™of et qu'une fonction £ : X + K est r¥continue si et seulement

si f est T-continue sur chaque Xn. Alors :

(b.1.6) PROPOSITION. - L(I) est wn W-espace et T ¥ = T(L(I)).

Prewve. - Si Q(I) désigne la classe des ensembles intégrables, on a pour
tout e ¥, u= LU UAV (a'aprés L.1.4, (a)) . Or si U€EQ® et
Ve Q1)

velI), UnVeQ(I), par suite Q(I) et Q™ définissent la méme topologie
7™, Comme Q(I)CR(L(I)) (voir 3.2.3) et que toute fonction fE&L(I) est
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T*-continue (4.1.2, (a)), il s'ensuit que L(I) est un W-espace et que
¥ = p(L(1)) = T(QL(I)) d'aprés (3.2.5).

Dans ces conditions, on obtient le :

(4.1.6) THEOREME. - I* est wne intégrale sur L(I). De plus N # = N; donc
L(1%) = L(I) et T** = 1% |

Preuve. — Pour montrer que 1* est une intégrale, il suffit de montrer
que N_€ ®(L(1)) ((3.3.9) et (4.1.0) relation (1)).

1° N, &tant T-s.c.s. elle est aussi 7% -s.c.s. car TeTH®

2° Soient £&L(I) et & > O. Posons P = {x€X ; |f(x) NI(x) > 6}. P est un
T-compact contenu dans un X, Comme T et T induisent sur Xn la méme topo-

logie, on voit que P est T™ -compact donc N; €p(L(1)).

Montrons maintenant que NI = NI*'

D'aprés (3.3.8) et (4.1.0) relation (1), on a NNy
Pour montrer 1'inégalité dans l'autre sens, supposons qu'il existe a €X tel

que NIa(a) < NI(a). Alors il existe t>0, tel que NI..(a)<t<NI(a.). I1 existe

ve 0¥ tel que a6 Uc{xeX ; NI*(x) < t}. Comme U€ Q*, il existe un T-of de

V tel que UNX = VAX .. Donec UUX\X = VUX\+vX est un T-ouvert
2! £ ! g

contenant a. D'autre part, il existe f€E telle que |f] & 1 et £(a) = 1

(en effet il existe g€E ; gla) = 1 et U€Q ; |g(x)] = 1 sur U, i1 suffit

de prendre f = 3¢U).

Ainsi :

t < |f(a)|NI(a) = Nf(a) < mf(UuX\X _1) = Sup{|uf(W)| ; WEQ, weUuxax ).
t g

Donc il existe WE€Q ; WEUUX\X _. avec t < |I(f¢w)| comme 4,6 €L/I) om a :
t

1 (£~ £6 ) || | £6-Ebn || €| |60l [+ = Sup N_(x)€ Sup  N_(x)gt.
w ¥nu LARAUUARE olRA ML TARS Sl b St 8 y 1'%)g
t
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Par suite, II*(f¢w)-I*(f¢w“U) |$t<|I*(f¢w)| et t <|I*(f¢mu)l.

. %*
D'od t <|I (anu)lsi ]fcbquHI. = Sup |f(x)lN1*(x) < Sup Noa(x) & t, ce
xsWaU x€U

qui est une contradiction.

Le reste du théordme est maintenant immédiat.

La topologie 7% va nous permettre de donner une caractérisation plus

&légante de 1'espace L(I). Mais on aura d'abord besoin de quelques pro-
priétés de il

La premiére précise la relation entre les thompacts et les T-
compacts.

Ainsi :

(4.1.7) LEMME. - Soit PCX. Pour que P soit T “compact, il faut et il
suffit qu'il soit T-compact et qu'il existe n €¥ tel que PAX soit
fint.
Pregve. - La condition est suffisante, car les topologies T et T *colncident
sur chaque Xn.

Réciproquement, supposons que P soit T*—compa.ct.

[ -]
Soient X, = {xeX ; Ny(x) >0} = U x_ ; X, = {xex ; N;(x) = 0}
n=1
P, = PAX, et P, = BNXo.

Pour tout x€Xo, {x}€ Q, de méme Xo€0™ done Xo est un ensemble T -discret
% . . . . .

et T*—of. Donc P, est T -compact et discret et par suite fini. I1 suffit

donc de montrer que P + est contenu dans un xn. Supposons le contraire, on

va alors construire une suite (Un) de parties de Q deux & deux disjointes
telle que pour tout k€Y :

(a) UkﬂP+ # 9.

(v) P+\ U1UU1U ...UUk n'est contenu dans sucun X .
n
(c) ka\xk = @,
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Soit k=1, il existe acP+\X1, comme P+cx+, il existe n > 1 tel
que ann, alors soit ‘beP+\Xn.
On a donc a,b€P \ X, avec NI(a) > NI(b), comme N, est T-s.c.s.,
il existe UEQR tel que bEU et ag¢U.
Si P+\U n'est contenu dans aucun Xn’ on pose U1 = U.
Sinon, alors P NU n'est contenu dans aucun X, - Mais a appartient &
1'ouvert U X‘; , donc il existe VEQ tel que a€VcC un X: . Alors P AV £ 0,
L -
PNVOP NU et 1'on pose U1 =V .

Supposons la suite (Un) construite jusqu'au rang k-1 et soit

k-1
Q=P \ U u..

i
1=1
Comme Q n'est contenu dans aucun Xn, il existe a,b&Q tels que

NI(a) > NI(b) et a,bka § par suite il existe WER tel que bDEW et
afw.

Si Q\W n'est contenu dans aucun Xn’ il existe Ukeﬁ tel que
k-1
b€ U, €W \( U U U X .

i=1
Si QNVW n'est contenu dans aucun Xn, comme

c ¢ c . . . ..C c ¢
aew’n U1n...nuk_1n )ﬁ( , 11 existe Ukeﬂ tel que atUchl\U1 ...nUk_1ﬂ)S<

et 1'on a Q\UkDQnW.

La suite (Un) étant construite soit U = UUn.

Pour tout n€N, UNX = U (u NX ) done Ueﬂn.
n ken k n

Alors la famille {X\U,U1,02,.. .} est un recouvrement T™ouvert de p

n'ayant aucun sous-recouvrement fini, ce qui contredit la T*—compa.cité de P

Avec cette propriété, on peut donner une autre caractérisation de
L(1).
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(4.1.8) THEOREME. - Pour que £ : X + K gotit intégrable, il faut et tl
suffit qu'elle vérifie les deux conditions suivantes :
(a) £ est T*continue.

(b) Pour tout &>0, {x€X ; If(x)INI(x) > 8} est T™compact.

Preuve. - Le théoréme résulte de (4.1.2), (4.1.5) et (4.1.7).

La topologie T* est, en quelque sorte, définie par ses compacts.
En effet :

(4.1.9) LEMME. - Soit UCX. Si pour tout thompact P, UNP est of pour la
topologie induite sur P par T™, alors U est un T*-of.

Prewve. - I1 suffit de démontrer que pour tout g& L(I), gd)UGL(I). Car
pour tout a €U, il existe g €L(I) telle que g(a) = 1, comme gd)UGL(I) et
que toute fonction de L(I) est T*-continue, il existe veQ™ tel que aeV,

|g¢U(x)| =1 et |g(x)] = 1 VxeV, alors a€VecU donc U est T ¢ouvert et
. - ¢
il en est de meme de U .

Soit donc g€ L(I) et soit 6>0, alors P={xex;|g(x)|NI(x)26} est T%-
compact, par suite il existe un T*of V tel que UNP = VNP. Mais
gdy € L(I) et ||g¢v-g¢UHI\< § done gb,; €L(I).

(4.1.10) COROLLAIRE. - Pour que f : X = K soit T*-continue, i1l faut et 7l

suffit que sa restriction 4@ tout T*-compact soit T™-continue.

Comme dans le cas classique 1l'espace L(I) est complet. Cela résulte
de la :

(4.1.11) PROPOSITION. - L’espace F(I) = {f : X+ K ||f||I < + @} mmi
de la semi-norme n.a. HHI est complet.

Preuve. - Soit (fn) une suite de Cauchy dans F(I).
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Si xeX, = {xeX ; NI(x) > 0} 1la suite (fn(x)) est de Cauchy dans K et par
suite convergente, soit f(x) sa limite.

Si x€Xo = {xeX ; NI(x) = 0} on pose par exemple f(x) = O. Alors

< 1 et

1° f¢ F(I). En effet, il existe no, ; n2ng -?[Ifn-fn ”I
e}

ey llp ¢ [lg [lp+

si x€X, est tel que |£(x)] > 0 , i1 existe po que 1l'on peut prendre
supérieur & no tel que n2po élfn(x)l = |f(x)| a'ol
le() N (x) = [£, ()N ()] ¢ |]g ]];

s e Hy+1s

si x€Xo , ol x est tel que f(x) = 0, on a |f(x)|NI(x) = 0, par suite

Hellp< g, [+ 1<+=.

2° £+ £ dans F(I). En effet, soit §>0, il existe no ; p,q)noq[[fp-fql |I,$5

Soit x€X,_ , il existe p = p(x) €N que l'on peut prendre supérieur
3 no tel que pr(x)-f(x)INI(x)<6 ; d'oll pour nzne

|fn(x)—f(x){NI(x) < ma.x(lfn(x)-fp(x)|NI(x).|fp(x)-f(x)|NI(X)) < 6.

D'od ||£p7fll1 ¢ 6 » Viojno

(4.1.12) COROLLAIRE. - L(I) est un espace semi-normé n.a. complet.
Une partie partout dense de L(I) est définie par la

(4.1.13) PROPOSITION. - Sotent E un W-espace, Q@ = Q(E) et I une intégrale
sur E. Soit Q = {veq ; ¢U€L(I)} et désignone par E(Q;) 1'espace

vectoriel des fonctions QI-étagées et & valeurs dans K.
Alors E(QI) est partout dense dans L(I).
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Prewve. - Comme E = L(I), il suffit de démontrer que ECEZQIS. Soit
donc f€E et soit 6>0. Posons P = {x€X ; If(x)lNI(x)zd}; P est T-compact.

Comme N, est s.c.s. on & s = Sup NI(x) < + ® , D'autre part, si xeP,|f(x)|>0,
x€P

comme |f| est continue € = Inf|f(x)]| > O. Par une démonstration analogue

xeP

i celle du lemme (L.1.1), on peut trouver une fonction ¢€E(f,) telle que

o] € |£] et ||o-f]| < min (6,6/5) et 1'on vérifie alors que ||¢-f||I < 8.

4,2. FONCTIONS NEGLIGEABLES ET ENSEMBLES NEGLIGEABLES.

(4.2.1) DEFINITION . -

(a) Une fomction £ : X +k est dite négligeable si ||f][; = o.
(b) Un ensemble ACX est dit négligeable si ||¢,||; = 0. Déaignons

par Fo, l'ensemble des fonctions négligeables.

Cette définition entraine quelques commentaires .

(4.2.2) REMARQUES ET DEFINITIONS :

(a) I1 existe un plus grand ensemble négligeable d& savoir 1'ensemble

Xo = {xex ; NI(x) = 0}. I1 est & noter que cette situation n'a
pas d'équivalent dans le cas classique.

(b) Fo est un sous-espace vectoriel fermé de F(I) et il est contenu
dans L(I).

(c) Deux fonctions f et g sont dites équivalentes si f-g€ F,.Dans
ce cas, on & I]f||I = ||g||I.

(d) Une propriété est dite vraie presque partout (p.p.) si elle est
vraie en tout point de X sauf peut-étre en des points de Xo. Alors une
fonction est négligeable si et seulement si elle est nulle presque partout.
Une fonction définie presque partout et égale presque partout & une fonc-—
tion intégrable peut &tre considérée comme définie partout et intégrable.

(e) Nous posons F(I) = F(I)/Fo et L(I) = L(1)/F, avec la norme quotient.
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On a &lors :

(4.2.3) THEOREME. - L'espace L(1) dees classes des fonmctions intégrables
est un espace de Banach n.a.

D'aprés ce qui précéde, la forme linéaire I¥ peut &tre considérée

comme définie sur L(I).

4.3, FONCTIONS MESURABLES ET CONVERGENCE SELON EGOROFF : THEOREME DE
LEBESGUE.

(4.3.1) On peut donner d'une fonction mesurable une définition analogue
& celle qu'on trouve dans Bourbaki (1). Cette définition a été d'ailleurs
adoptée par MONNA (5).

(k.3.2) DEFINITION. - Une_fonction £ : X >~ K est dite mesurable 8t pour
tout T-compact P et tout 6>0, il existe un T-compact Q tel que
IMP\QI |I € 8§ et tel que la restriction de £ d Q est T-continue.

On a alors la caractérisation suivante :

(4.3.3) PROPOSITION. - Pour qu'une fometion £ : X +K eoit mesurable, 11
faut et il suffit qu'elle soit 1™ continue.

Prewve. - Supposons que f soit T*-continue. Soient P un T-compact et 6<0,

. 1
Il existe n€¥ tel que — < § , alors Q = PNX est T-compact avec | MP\Q” <6,

I
comme T et T~ cofncident sur Xn’ f est T-continue sur Q.

Réciproquement, si f est mesurable, montrons qu'elle est thontinue.
D'aprés (4.1.10), il suffit de démontrer qu'elle est T”—continue sur tout
7* compact P. Soit donc P un T™-compact, d'aprds (4.1.7) il existe ne ¥

tel que P\)(n est fini. Comme P est I'-oompact et que f est mesurable, il
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existe un T-compact Q tel que Hd)Q\P] lI € % (done Q:P/\Xn) et f est
T-continue sur Q donc sur Pan et par suite 7™ continue sur Pan car

TcT*, finalement f est T™-continue sur P.

(4.3.4) REMARQUES. -

(a) On voit d'aprés (L4.3.3) et (L.1.5) que la topologie T*est en
fait engendrée par les ensembles mesurables. Le théoréme (k4.1.8) montre que
toute fonction intégrable est mesurable.

(b) La proposition (4.3.3) montre aussi que les fonctions mesurables
forment un anneau. Par contre une limite simple d'une suite de fonctions
mesurables n'est pas nécessairement mesurable. Pour obtenir une limite

mesurable, on introduit la notion suivante due & MONNA (5) :

(4.3.5) DEFINITION. - On dit que le net (fu)aeA econverge selon Egoroff
vers T 81 pour tout T-compact P et tout §>0, il existe un T-compact

Q tel que ||¢P\Q| |I § 8 et que f converge uniformément vers f sur Q.
Par une démonstration analogue & celle de (4.3.3) on trouve

(4.3.6) PROPOSITION. - La convergence selon Egoroff est emactement la

convergence uniforme sur les T*-compacts de X, = {x€X ; NI(x) > 0}.

(4.3.7) I1 résulte de (4.3.3) qu'une fonction égale presque partout & une
fonction mesurable est mesurable et que la limite selon Egoroff d'un net
de fonctions mesurables est aussi mesurable. D'autre part, si une suite
(fn) de fonctions mesurables converge selon Egoroff vers une fonction f,
elle converge vers f presque partout, mais la réciproque, vraie dans le

cas classique, n'est plus valable dans le cas non archimédien.

Ceci étant, le théoréme de convergence de Lebesgue peut s'énoncer :
(4.3.8) THEOREME. - Soient g une fonction intégrable et (fa)o.GA wn net de

fonetions intégrables convergeant vers f selon Egoroff et tel que
pour tout o €A, Ifal < lg]l pep.
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Alors la fometion f est intégrable et l'on a I1¥(£) = lim I*(fa).

Preyve. - Comme (fa) converge vers f selon Egoroff, f est mesurable.
D'autre part, Ifal < lel p.p. et ceeci pour tout a, donc 2] « lel p.p. et

f est intégrable (L.1.8).

Pour tout a € A , soit h = f-fa , 0n 8 :

lhal = If-fa] < max(lfl,lfal) < max (|f] |g|) <€ lg| et ceci presque partout.
I1 suffit alors d'appliquer la partie (c) du théoréme (3.3.10) au net (ha)

en remplagant J par ™etrT par T* et en remarquant que la démonstration
reste valable si on remplace la condition Ihal < Igl par la condition

]h‘a | € |g| presque partout et en se limitant & la convergence uniforme sur

les T —compacts de X_.

4.4, L'ESPACE L (I).

(b.4.1) Par analogie avec le cas classique on va considérer 1'espace (1)
des fonctions mesurables essentiellement bornées et en examiner quelques
propriétés.

(4.4.2) DEFINITION. - Désignons par L) l'espace des fonctions mesurables
t telles que ||f]]_ = sup | £(x)l< += .

+

On note L (1) le quotient de L (I) par le sous-espace F, des fomctions
négligeables.

Avec la semi-norme ||.]|_, L7(I) est un espace semi-normé n.a. ; on

vérifie qu'il est complet, d'ou :
(4.k4.3) PROPOSITION. - L'espace L (I) est un espace de Banach n.a.

(b.4.%) LEMME. - Soient £€L (I) et g€L(I).Alors £g €L(I) et Hfglll.sllf””"gul.
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Preuve. - Facile.

si gGLw(I) (resp. L(I)), § désigne la classe dans (1) (resp.
(L(I)) de g. On a alors, en écrivant I au lieu de I™:

(k.4.5) PROPOSITION. - Soit fo€L™(I). L'application & — I(fog) est une
forme linéaire continue sur L(1) dont la norme est ||fol|_

Preuve. — On vérifie que 1l'application I : g + I(fog) ne dépend que des

classes dans L(I) et L7(I). Cette apphcatlon est continue en vertu du

lemme (4.h.h) et sa norme est donnée par la relation || I, I} = supl| g"; |1(£08)].
[}

si g@L(I) ; ef Oalors |I(fog)| & ||fog|l < [Ifoll,llell; done
-1 N
[Hally 11(feg)| < [lfoll, a'od [l1, [] < [|£oll,

Montrons 1'inégalité dans l'autre sens :

9

soit 6>0 ; posons so = ||fo||_ et € = min($, ;..;5).
o

I1 existe X0 € X, ; ]fo(xo)l > 5o - €. Soient To = folx0) et 8o = |To].

La fonction f, est mesurable, donc T -contmue, par suite il existe
ven™ tel que x €V et xeV & |fo(x)-folxo)| < min (€,a,).

D'autre part, il existe h€E et UEQ tels que xo€ U , |h(x)| =1 si xgU
et h(x) = 0 si x$U. Soient W="UAV et k = h¢, , alors W€ et k&L(I).

5i xe€W, k(x)]| = 1 et |fol(x)]| = 8o , si x ¢V, k(x) =

or Hxll; = sup {|2(e)] ; g€L(1),]g] ¢ |k|}. Donc, il existe g€ L(I) telle
que |g| < || et |1(g)] > (1-e)||x|| . D'od [1(e)| 2 (1-e)|lell; et
|1(rog) | 2 (1-e}{|megl ] > (1-€)(so-e)|lgl ;.

Mais I(7og) = I(mog-fog) + I(fog)done |I(Mo@)| ¢ JI(mog-for)| + |T(fog)|.

or |I(meg-fog)| & HfoS""oSH = Sup| £, (x)g(x)-Tog(x) [N (x) =
xEX
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Sup|£o (x)-mo | |g(x) [N (x) < € |lgll
XEW

Donc |I(fog)| 2 [I(mo)| - €llell; > (1-e)(so-€)|lell-ellgll; ce qui

implique l|8||;1|1(f08)| 3 (1-€)(so-€)-€ = s,7€(so+2-€) 2 so-€(8,+2)> So— §

D'ol ||If°|| 2 |lfoll, - 8 et finalement ||If°|| = ||f]],.
(4.4.6) COROLLAIRE. - L:(I) est un sous—espace fermé du dual L(I)'.

(4.4.7) REMARQUE. - L7(I) n'est pas en général égal 3 L(I)' méme si X est
compact. En effet, soit X un groupe compact totalement discontinu et soit
I une intégrale de Haar sur C(X,K) (Voir (5), 3.4) & valeurs dans K.
Comme I est invariante par translation, on obtient N (x) = Cte = c. Donc
pour f&C(X,K) HfHI = c||f]] de sorte que la topologie définie par la
norme ||.||I est égale & la topologie de la convergence uniforme. Dans ce

cas on a ¢
X, = X et L(I) = L7(I) = C(X,K).

Si 1'on avait L (I) = L(I)' on aurait C(X,K) = C(X,K)" ce qui est impossible
si C(X,K) est de dimension infinie et K est complet sphérique,car un espace

normé de dimension infinie sur K n'est jamais réflexif.
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CHAPITRE V. - ESPACES DES INTEGRALES ; INTEGRALES ET MESURES.

5.1. L'ESPACE DES INTEGRALES.

(5.1.0) Soit X un espace éparpillé, E désignera le W-espace E = C(X,K,b)
ol b est une bornologie sur K dont les &léments sont bornés relativement
d la valeur absolue dans K. Dans ce cas Q = Q(E) est 1'algébre des of de
X et T = T(E) est la topologie initiale de X.

Pour toute f€E ; £ + ||f|| = Sup|f(x)| < + ® est une norme n.a. sur
xeX
E.

L'espace E muni de cette norme est un espace de Banach n.a.
A désignera l'ensemble {fe¢E ; ||f|] < 1},

La topologie stricte sur E définie au (3.3.9) est alors déterminée

par la famille des semi-normes ﬂ9||f||¢ = Sup | f(x)|¢(x) o ¢ parcourt
xeX

1'ensemble ®(E) des fonctions ¢ : X + B, s.c.s. telles que pour tout 6>0,
1'ensemble {xeX ; ¢(x) > 8§} soit compact.

Cette topologie est aussi la topologie localement K-convexe la plus
fine induisant sur A la topologie localement K-convexe de la convergence

compacte((T), théoréme 2.4). On note EB l'espace E muni de la topologie
(o]

stricte.

M(X) désignera l'espace des intégrales sur E. On a donc

M(X) = (EBO)'.

Soit IEM(X). Pour tout §>0, {x€X ; N (x) » §}est un compact [(3.3.6)
(iv) avec f=1] . Done

1l = sup N (x) = sup{|1(e)| 5 €AY = ||1]] < + =.
x€X

L'espace M(X) muni de la norme I + ||I|| est un espace de Banach n.a.
comme on peut le vérifier sans peine.
Sur M(X), on peut encore placer la topologie vague o(M(X),E).

Nous examinons dans la suite quelques propriétés de M(X), en commengant
par caractériser ses parties &quicontinues.
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Nous empruntons la définition suivante au cas classique ;

(5.1.1.) DEFINITIOR. - Soit HCM(X). On dit que H est une partie de
Prokhorov 8t elle vérifie les conditions suitvantes :
(a) sup{||I]] ; I€H} < + =
(b) Pour tout >0, il existe un compact P de X tel que

Hxvelf; < 8 Vie n.
Dans ces conditions, on obtient :

(5.1.2) PROPOSITION. - Soit HCM(X) . Pour que H soit équicontinue ¢l
faut et 1l suffit qu'elle soit une partie de Prokhorov.

Preuve. -~ Soit H une partie équicontinue de M(X).

I1 existe un voisinage V de O dans EB tel que :
©
l1(£)| € 1 VIieH etkeV.

On peut supposer que V = V(¢,e) = {f€E ; ||£| |¢ € €} avec ¢ €P(E). Soit
AEK ; L1 ¥0 et lll £ E/”¢H. On a XAcV.

En effet, si £ cA, |le||¢ = sup |A f£(x)|elxc—=— .1.]|¢]| « €.
xeX lo]1
ponc Yie® ||I]|| = sup(|1(f)] ; €A} ¢ |)\—1| et par suite

sup{||1|| ; I€H} |>\-1| < +

D'autre part, soit § > 0. Il existe a€K ; o#0 et |a| < §. L'ensemble
P = {xeX ; ¢(x) > €]a]} est compact.

Soit 1€ H. Comme X\P est ouvert, on a :
[IxzP||, = sup N._(x) = m (XN\P) = sup{|I(¢,)| ; UER, USX\P} d'aprés (2.3)
I xe X\PI 1 U g

(2.6) et (3.3.4).

Done ||x\p||; = sup{|I(£)] ; feE, |f| ¢ |3,

|¢X\P
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Soit £E€E ; |f] ¢ MX\PI ; alors a_~-1fev, en effet :

o', = suplal ™' l£(0) |o(x) = sup a7 |£(x)[60x) < la|™ Ry plal 'eralse-
x€X XEX\P

Done |I(a '£)] = la| |1(£) |1 et |1(£)| < |a| « § a'od HX\P||14 5.

Réciproquement, soit H une partie de Prokhorov. Soit s = Sup||I||
kH

et soit P le compact de X tel que ||X\P| |I <1, VIeH.

Montrons que H° = {f¢E ; |I(f)| < 1, VI€H} est un voisinage de O
dans EBO. Comme H®° est un ensemble K-convexe, il suffit de montrer qu'il
contient 1l'intersection avec A d'un voisinage de zéro pour la topologie
de la convergence compacte. Soit V(P,—;-) = {feE ; ||f] IP\< é}. On a

v(P,%)n AcH®.

En effet, soit fGV(P,%)r\ A. Pour tout I€H on &

lz()| < ”fHI = max{Sup lf(x)INI(x), Sup]f(x)]NI(x)}\< max(1.:1,%.s)
xeX\P

L}
—
.

xeP

(5.1.3) COROLLAIRE. - S X est compact, pour tout a>0, l'ensemble
H={1eM(X) ; ||I|| € a} est équicontinu.

Le reste de ce paragraphe est conmsacré i la topologie vague a(M(X),E)
de M(X).

(5.1.4) PROPOSITION. - Pour tout x€X , soit €y la mesure de Dirac au point

x. Alors € €M(X) et l'application x =+ €, est un homéomorphisme de
X sur un sous-espace de M(X) mmni de la topologie vague.

Preuve. - Facile.

(5.1.5) PROPOSITION. - Soit s>0. L'ensemble des intégrales 1 telles que
I11]] > s est vaguement owvert.
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Prewve. - Posons G = {IeM(X) ; ||I]] > s} . Soit I.€ G, il existe f& A
telle que |Io(£)| > s et par suite &>0 tel que |Io(f)| > s+4. Soit

v = {I€M(X) ; |I(£)-Io(£)| < 8} ; alors VC G. En effet, I€V implique
s+6 < |Io(£)] < |TI(£)| # & atod [I(£)] > s et |]I]] > 5.

(5.1.6) COROLLAIRE. - L'application I + ||I|| est vaguement s.c.t.
PP

(5.1.7) PROPOSITION. - Toute intégrale d support fini (ai) est une

combinatison linéaire des intégrales €,
i

Kign

Preuve. - En effet pour f€E, les relations f(ai) = 0 impliquent I(f) = 0O
n
(3.4.2) donc I = Z :Ai eai.
i=1

(5.1.8) PROPOSITION. - L'ensemble des intégrales d support fini est vague-
ment dense dans M(X). De fagom précise, toute intégrale 1 est vaguement
adhérente d l'espace vectoriel V des intégrales dont le support est
fini et contenu dans le support de I.

Preuve. - Soient V° = { f€E ; |I(f)] < 1, VIeV}.

voo = {1eM(x) ; |1(£)] « 1, VfeV®}. Comme V est un sous-espace vectoriel
de M(X), V°° est l'adhérence vague de V dans M(X) ( (9), théoréme 3.11,

et théoréme L4.13). Montrons que I€V®°® . Or si f€V® on a

Sup |£(x)| = 0 donc HfHI=Oet |1(£)] = o.
x€ Supp(I)

5.2. INTEGRALES ET MESURES.

(5.2.0) On conserve les notations de (5.1.0). Il s'agit dans ce paragraphe
d'établir une correspondance entre les intégrales sur E d'une part et les

mesures sur {l d'autre part.

On notera M(X) 1'espace des mesures sur fl.
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si ueM(x), ||ul] = sup Nu(x) < + o , comme il résulte de (2.8) car
xeX

XeqQ.

On vérifie facilement que 1'espace M(X) muni de la norme u » ||ul|]

est un espace de Banach n.a.

Nous avons d'abord le lemme suivant :

(5.2.1) LEMME. - Soient § wun clan de parties de X recouvrant X, E(Q)
l'espace des fonctions Q(-~étagées et u une fonetion additive u :  + K.
Alors il existe une unique forme linéaire J : E(Q) + K telle que
3(¢y) = uv) Vuea.

J est une intégrale si et seulement gi | est une mesure. De plus

Vxex, Nu(x) = NJ(x).

Preuve. — Il suffit de poser pour tout g = k::)\ktbkal E(Q) (les Ve étant

deux & deux disjoints) J(g) = ;Aku(vk)’ d'ol découlent l'existence et
1'unicité de J. Pour g€E(R) soit S(g) = {xeX ; |g(x)] > 0}, s(g)eQ.

Si y est une mesure et (ga)+0 dens E(Q) on peut supposer que Ya eA,| |ga| le.

Comme S(g,)+0, alors ¥6>0,3a, tel que m(s(g, ) & 8, (2.b. ii).

Alors si T€E(Q) et |f] < ]gaol on a IJ(f)Iécm(S(gao)) < 6 , ce qui montre
que J est une intégrale (3.3.1)(I').
Réciproquement, si J est une intégrale, u est une mesure d'aprés (3.3.1).
Soit UeQ ; on a ||Ull; = [loy]]; = supl|a(e)| 5 e€E(Q), lg| « loyl}-
Soit g = §1Xk¢vke E(Q) (les V, sont deux & deux disjoints) ; si lg| « |¢U|
on a UVkCU et Supl)\k| <1, d'od

la(e)] < S‘}:Pl’\kl Iu(Vk)I < Sup|u(Vk)| < Sup m(V,) & m(U). Done ||U||J\< m(U).
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D'autre part, si Ve Q ; Vc U alors ld)v] < |¢U| et [u(v)| = IJ(¢V)I\< HullJ
Par suite ||U[]; = m(V).

On a Ny(a) = Inf{||£]| feE(R), f(a) = 1}.

J?

Nu(a.) = Inf{]|U|| Uen , a€u}.

J >
Evidemment NJ(a) < Nu(a). Réciproquement, soit f €E(R) ; f(a) = 1, f est
T(R) continue, alors il existe UER ; a€UC{ x€X ; |f(x)-f(a)] < 1}

done o] & |f] et HUIIJ\< ]|f||J , d'oll Nu(a) = N;(a).

On peut maintenant &€tablir le théoréme suivant :

(5.2.2) TEROREME. - Les espaces M(X) et M(X) sont des espaces de Banach
tsométriques. De fagon précise, tl y a une correspondance biunivoque
entre les intégrales sur C(X,K,b) et les mesures sur Q. Dans cette
correspondance, 4 toute mesure | est associée l'unique intégrale I
telle que

Vxex N (x) = N (x) et Vueo 1(¢)) = n(u).

Preyve. -

(a) Si u est une mesure sur Q, le lemme montre qu'il existe une unique
intégrale J sur E(Q) telle que J(¢U) = p(U),YUEQ et Nu(x) = NJ(X),VXGX.
D'aprés (4.1.2), on voit que toute fonction de C(X,K,b) est J-intégrable.
Il existe donc, (4.1.6), une unique intégrale I prolongeant J & C(X,K,b)

avec Ni(x) = Ny(x) = ¥ (x), Vxex.

(b) Réciproquement, si I est un intégrale sur C(X,K,b), la relation
u(u) = I(¢U) définit une mesure y sur et l'on a d'aprés (a),
NI(x) = Nu(x),VxeX.

La correspondance du th€oréme (5.2.2.) est encore valable pour d'autres
familles de formes linéaires sur E et de fonctions additives sur Q, c'est

ce qu'on va examiner dans le paragraphe suivant.
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5.3. FONCTIONS 0-REGULIERES.

(5.3.0) Soient X un espace éparpillé, E = C(X,K,p) od p est la bornologie
des parties relativement compactes de K ; 2 = Q(E) est 1'algébre des of
de X.

On pose les définitions :

(5.3.1) DEFINITIONS :
(a) Une fonction additive d'ensembles u : Q + K est dite o-réguliére

st pour toute suite Un+¢ et pour toute sutte vnen telle que veu,
on a u(vn) + 0.

(b) Une fomction additive d'ensembles u : Q » K est dite bornée st
sup{ |u(vV)| ; V€ Q} < + o,

(c) Une forme linéaire I : E + K est dite o-réguliére si pour toute
suite £ Y0 et toute suite g €E telle que le, | < Ifn| on a
I(gn) + 0.

(5.3.2) I1 s'agit de trouver une correspondance entre les formes linéaires
o-réguliéres et les fonctions additives sur  bornées et o-réguliéres.

On rappelle d'abord certains résultats de (&) :

Désignons par &YX l'espace des caractéres de C(X,K,p) muni de la
structure uniforme de la convergence simple sur C{X,K,p) et de la topologie
associée. L'espace 8PX est un compact totalement discontinu et toute
fonction f €C(X,K,p) admet un prolongement unique ?EC(GPX,K). De plus
X est partout dense dans 6PX. Si Q aésigne 1'algdbre des of de 6Px, tout

U€Q est l'intersection avec X d'un unique Teq.

On aura besoin des lemmes suivants :
(5.3.3) LEMME. - Soient f,ge C(X,K,p) telles que |f| < |g| . Alors |2] < |gl.

Prewve.- Il suffit de vérifier que si xo¢ 6PX\X, on a [F(x0)| & [&(x0)].

si |#(x0)] = 0, il n'y a rien 3 démontrer. Supposons donc |2(xo) | =a>0.
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L'ensemble V = {xe6¥X ; |g(x)| < a}e Q. D'autre part, il existe UG tel
que xo €U et |f(x)]| = |T(x0)] ¥ xeU (3.1.8).

Alors on a UNV = §. Sinon, on aurait UnV # # soit UnVAX # §. Soit
8, EUNVNX, alors |flas)]| = |f(ao)| = [£(x0)| + @ tandis que
lglao)] = | glao)] < a d'ol |glao)] < |f(ao)| ce qui est contraire &

1'hypothése.

Comme UNYV = ¢, alors x°¢\7%|g-(xo)| 2a = |[flx)].

(5.3.4) LEMME. - S I est une forme linéaire sur C(X,K,p), o-réguliére,

alors 1 est continue sur l'espace de Banach C(X,K,p).

Prewve. - En effet, Sup{|I(f)] ; feC(X,K,p), ||fj]| € 1} < + = . Supposons
le contraire et considérons a€ K ; Ial > 1, Alors pour tout ne€ N, il existe

£ €8 ; |I(fn)| 2 |a®|. on aura ainsi o Z.140 et ]a_nfnl < Ja™™.1] alors

que |I(0._nfn)| > 1 ce qui est absurde.

(5.3.5) LEMME. - Soit u:Q *K wne fonetion additive o-réguliére bornée.
Pour tout UG S, on pose 1(U) = u(UNXx).

U est alors une mesure bornée sur i et s (TJn) est une sutite décroissante

de Q telle que f\ﬁnc 8PxNx  alors Yn(Un)JrO , m étant définie comme dans
(2.3).

Prewve. — Il est clair que | est une fonction additive sur ﬁ, elle est de
plus bornée car Sup{ Iﬁ(ﬁ)l , Ue R} = sup{ [u(U) ; U€Q} < + © . Comme &Py
est compact, U est une mesure sur Q (2.2).

Pour U€ Q, posons m(U) = Sup{|u(v)| ; V€Q, V€U } et soit une suite
(Un)CQ telle que Un+¢ . Alors pour tout nel, il existe Vnsﬂ tel que

VCU et m(U ) & 2|u(vn)|. Or u(v ) + 0 a'aprés (5.3.1) (&), done
m(Un)+O.
Si U€EQ , alors U = UNXEN et

WU) = supl[u(V)| ; Ve, VeT} = sup{|u(v)| ; veR ; veu} = m(u).
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Donc si (Un) € T est une suite décroissante avec nTJnC 6PX \X, alors si

= U "ou 1 (U
U, U NX on aura Un+¢ d'ol m(Un)*O et par suite m(Un)+O.

On obtient alors :

(5.3.6) THEOREME. - Soit X wun espace éparpillé. Il existe une corres-
porndance biunivoque entre les formes linéaires I o-réguliéres sur

C(X,K,p) et les fonctions additives u sur l'algébre des of Q qut sont
bornées et o-réguliéres.

Dans cette correspondance, on a I(¢,) = uw(v) Vuea. (1)

Prewve. - Soit I une forme lindaire o-réguliére sur C(X,K,p). En posant
pour Ue Q, p(U) = I(¢,),on obtient une fonction additive et o-régulidre
comme on peut le voir sans difficulté. De plus, par une démonstration
analogue & (5.3.4),0n voit que u est bornée. Enfin, il est évident que u

est 1'unique fonction additive sur Q vérifiant (1).

Réciproquement, soit p une fonction additive sur @, bornée et o-réguliére.
Soit J la mesure sur @ définie par le lemme (5.3.5). D'aprés le
théoréme (5.2.2), il existe une unique intégrale T sur ¢(6PX,K) telle que

1(0) = T(cpﬁ-) Vieh et Nz(x) = Nﬁ-(x) Vx € 6PX. Pour f €C(X,K,p) on pose
I(f) = I(F).

Pour UEQ on a I(ch) = i($U) = i(¢[—13 =7(U) = u(v).

Montrons que I est o-réguliére. Soit fn+0 de C(X,K,p). Montrons que
V 550, il existe no tel que g€C(X,K,p) et le| ¢ |fnL#tI(g” & §. Scient
c = ||f1|] s, S = HEH = Sup Ni(x) et t = max(ec,s).
x € 68X

Posons U = {x «8Px ; Ifn(x)l > G/t}'

On aﬁnefl et la suite -ﬁn est décroissante d'aprés (5.3.3). Comme fn+0
- D ) ) -
on a ﬂUnC 6"X\X; done il existe no tel que n2no=d m(Un)$5/t (5.3.5).

Alors si g€C(X,K,p) et |g| s |f | , ona
(]
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11e)] = [T < Iellp < 15, |5 = swp [T, (x)|¥g(x) =
xed X
max{Sup |fn°(x)|Ni(x), Sup |§n°(x)‘NT(X)}'< max(c.é/t,d/t.s) REX

xU, x¢Un°

Enfin I est unique d'aprés (5.3.L4) et (3.1.6);d'ol le théoréme.

5.4. INTEGRALES DISCRETES.

(5.4.0) On conserve dans ce paragraphe les notations (5.1.0) : on a
E=C(X,K,b) 3 =Q(E) ; T = T(E). 51 I est ure intégrale sur E, on note
toujours T*1la topologie définie dans (L.1.5), c'est-d-dire la topologie

assocife & 1l'espace L(I) des fonctions intégrables.

(5.4.1) On voit d'aprés (4.1.4) que tout ensemble inté€grable est réunion
d'une suite de compacts et d'un négligeable. De méme la proposition
(4.3.3) montre qu'un ensemble mesurable est réunion d'un ensemble F0 et
d'un ensemble négligeable.

Réciproquement, est-ce que tout ensemble compact est mesurable ?

I1 est clair que tout compact mesurable est intégrable. On va examiner

la situation ol tout compact est intégrable.

(5.4.2) DEFINITION. - On dit que l'intégrale I est discréte si la topologie
T%® est discréte.

On voit immédiatement que 1l'intégrale I est discréte si et seulement
si pour tout x X, ¢ = ¢{x} est intégrable et ceci d'aprés (4,3.3)
(En particulier I est discréte si tout compact est intégrable).

On a alors la caractérisation suivante des intégrales discrétes :

(5.4.3) PROPOSITION. - Pour que l'intégrale I soit discréte, il faut et i1

suffit qu'il existe une suite (An) de K convergeant vers zéro et une
sutte (xn) de X telles que

1(£) = £ £(x ) V£ ec(x,K,b) (1),
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Preuve. - Soit I une forme linaire donnée par la formule (1). I est

bien définie car la série (An) est convergente (1.1.3) tandis que
YfeC(X,K,b) on a [|f]] < + =,

x I est une intégrale car elle vérifie la condition (I') de (3.3.1).

En effet si £ 40, on peut supposer que |f | < |f| Va . soit &0, i1
existe une partie finie Fc ¥ telle que n*Fay [)\nllf(x)l < 6. Soit

sp = Supl)\n| . I1 existe a, ; 0200 =)Sup!fa(xn)| < G/SF.
n€r neF

Alors pour tout g€ C(X,K,b) telle que |g| < |fct | on a
[+
|1(e) | < sup|2_|lglx )] < 6-
* Soient UEQ et agX, d'aprés (5.2.2) on a :
[ull; = sup{|z(ey)} 5 Ve Q, veul.

NI(a) = Inf{HUHI ; UeQ , ae U},

Soient Ui et Ve ; Ve U, On a

1(e,) = |22 Al avod |T(ey)| ¢ suplr | < suplr | et []u|; < sup |2 [.
xnev anV anU X,

D'autre part soit %, & Us si |)\no| = 0 alors IIUIII > |)\n°|.

Ssi |A\_ | >0, 1'ensemble F = {n€¥ ; n¥n, et |A_| > 1 x|} est fini. T1
No n 2 No

existe VEQ ; VeU, x, &€V et {ney ; xnev}nF = p.

[+
I = A= L1.b).
Alors | (d)v)l |§:€V n| I)\nol (1 )
ptod [ully > In |, [lull; > sup |\ | et finalement ||ul|; =sup |A |.
xEU xneU
Alors :
SOit a‘XS Si BRGN s &4= xn alors NI(a) = l)\nl. Sinon NI(a) = 0.
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Pour tout neN, X = {xeX ; NI(x) ;-Ill' } est donc finij; donc pour tout

X€X, ¢ _ est intégrable (4.1.2) et par suite 7% est discréte.

Réciproquement, si I est une intégrale discréte, pour tout x€X, ¢>x

est intégrable.

Alors NI(x) = H¢x”I = Sup{lI*(f)l ; feL(I), Ifl RS ¢x} = ll'.((bx)l et ceci
d'aprés (3.3.6) (iv) et (4.1.6).

5 . *
D'aprés (1.1.2) la famille I (¢x)xeX

new, X est 7 -compact ( (4.1.8) avec f=1) donc fini. Donc 1'ensemble

est sommable, puisque pour tout

* P .
{xex ; |I (¢x)|>0} est dénombrable. En écrivant cet ensemble sous la forme
d'une suite (xn), la série I f(¢x ) est convergente.
n

Soit alors 1l'intégrale J définie par J(f) = I I’(¢xlf(xn);fGC(X,K,b).

Soit U€ Q et F 1'ensemble de ses parties finies. Pour F€F, posons

by = EF % . alors la famille (¢5) est un net de fonctions I-inté-

FeF
grables convergeant selon Egoroff (L4.3.6 avec T® discréte) vers la fonction

I-intégrable ¢y et l'on a |¢F| < |¢Ul pour tout F €F. Le théoreéme de

1% ) =
xeU

Lebesgue (4.3.8) montre que I(¢U) = lim I*(¢F) done I(¢U)
I 16, ) = 34y F

xeU n
n

Les intégrales I et J colncident sur Q2 et l'on a NI(a) NJ(a),

Va‘ X, donc ces deux intégrales sont égales (5.2.2).
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CHAPITRE VI. - PARTIES K-BORNEES D'UN ESPACE EPARPILLE ET
INTEGRALES A SUPPORT BORNE.

(6.0) NOTATIONS. - On fera dans ce chapitre une étude analogue a celle
qu'on trouve dans (3) et 1'on va définir les parties K-bormées d'un espace

éparpillé et caractériser ensuite les intégrales & support borné.

On commence par fixer les notations et rappeler certains résultats

de (W) :

(a) Soient X un espace éparpillé, K un corps n.a. complet, b une
bornologie sur K et C(X,K,b) l'espace des fonctions f continues sur
X & valeurs dans K et telles que f(X) €b.

(b) On désigne par 5bX 1l'espace des caractéres de C(X,K,b) muni de

la structure uniforme de la convergence simple sur C(X,K,b) et de la
topologie associée. L'espace §°X est le complété de X pour la structure
ultrauniforme définie sur X par C(X,K,b) ; X est partout dense dans

GbX et toute fonction fe€C(X,K,b) admet un prolongement unique

e C(Gbx,K,b) défini par fb(u) = u(f), u e 8bx.

(c) On note :

. b, la bornologie de toutes les parties de K mais on é&crit
c(X,K) pour c(x,K,b1).

. bo la bornologie des parties de K bornées pour la valeur
absolue de K.

. P la bornologie des parties relativement compactes de K.

(&) 6PX est un compact totalement discontinu et les algébres de Banach
n.a. C(X,K,p) et C(SPX,K) sont isométriques.

(e) Soient H la famille des parties équicontinues et simplement
bornées de C(X,K) et 61 la struecture ultra-uniforme universelle sur X.
61 est définie par les ultra-écarts (dH)HeH ol dH(x,y) = Suplh(X)‘h(Y)l

h€H
x,y€X, 6.X désigne le complété de X pour 8,. Toute fonction f€C(X,K)

posséde un prolongement unique £ eC(61X,K) et les algébres C(X,K) et
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C(G.IX,K) sont isomorphes avec les méme parties équicontinues et

simplement bornées.

On peut alors introduire la notion de parties K-bornées :
6.1. PARTIES K-BORNEES D'UN ESPACE EPARPILLE.

(6.1.1) DEFINITION. - Soient X un espace éparpillé et PCX. P est dite
K-bornée si elle est ej—précompacte.

On & la caractérisation suivante d'une partie K-bornée :

(6.1.2) PROPOSITION. - Une partie PCX est K-bornée si et seulement st
f(P) est relativement compacte dans K pour toute fe C(X,K).

Preuve. -

(a) si P est bornée et f€C(X,K), f est 61-uniformément continue donc

f(P) est précompacte et par suite relativement compacte dans K.

(b) Si P n'est pas 61-précompa.cte, il existe HEH , a>0 et une suite (xn)

de points de P tels que d.H(xp,xq) > 0 pour p#q.

Pour tout n€¥, soit Un = {x&X ; dH(xn,x) < a/z} ; on obtient 18 une suite
d'of disjoints. Si ¢n est la fonction caractéristique de Un; ¢n€ C(X,x).
Soit A€K ; |A] > 1. Alors £ =220 AntbnGC(X,K) et 1'image f(P) n'est pas

relativement compacte puisqu'elle contient la suite ()\n)

(6.1.3) PROPOSITION. - Soit X un espace éparpillé. Les assertions suitvantes
sont équivalentes :
(a) X est K-bormé.
(b) 6.X = &¥X.

(c) Gb’ X = 6Px.
Preuve. -
(a)=> (b) : Si X est K-borné, 61X est compact et partout dense dans
GPX, donc 61X = &Px.
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b
(v) :(c) Car on a topologiquement 91XC6 1XCGP)(.

b
(c)=N(a) Ona C(X,K,b1) = C(§ 1){,1(,131) = C(GPX,K,b1) = c(&Px,Kk,p) =

c(X,K,p) ; donc X est K-borné d'aprés (6.1.2).

(6.1.4) PROPOSITION. - Soient X un espace éparpillé et A une partie
quelconque de X. Alors :

_Db b
(a) L'adhérence A ! de A dans § 1X est exactement 1'engsemble
b

B={ued 'X; fGC(x,K,b1) et HfHA = 0 =y u(f) = 0}-

-by
(b) Pour que u€A , il faut et il suffit que |u(f)| < ||f] IA
pour toute f€ C(X,K,b1).

Preuve. -
|}

b
(a) B est ferm% dans § 'X et contient A donc A 'C B. Supposons qu'il
- b
exisge u€B\A 1. On peut trouver un of U de § X tel que u€U et
UNA ' = g. Soit V = UAX, V est un of de X donc ¢, € C(X,K). Alors
u(¢v) = ¢U(u) =1 et ||¢V| IA = 0,ce qui est absurde.

b

(b) Si UER | et f€C(X,K,b,),alors u(f)€ £(A) d'od lu(f)] < ||f||A . Si

b
[u(f)] < ”fHA ,elors ué€B et ue A .

(6.1.5) On désigne par CB(X,K) 1l'espace C(X,K,b1) muni de la topologie

localement K-convexe définie par la famille des semi-normes n.a.

P, : T~ | £l IA = Sup|f(x)|, ol A parcourt la famille B des parties K-
XeA

bornées de X.

On notera Cé(X,K) le dual de CB(X,K) et X" les éléments de Cé(X,K)

. b
qui sont en méme temps des caractéres de C(X,K) soit X" = Cé(X,K)ﬂG 'x.
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Le lemme suivant est facile & vérifier :

b
(6.1.6) LEMME. - Toute partie PCX, K-bornée, est § 1-pzr'écc»npacte et les
b1
structures ultra-uniformes & ' et 6, ecotneident sur P. de plus
b C
Pl=5".

Pour caractériser X", on a la

b
(@) X" est dans & 'X la préunion des ensembles P ! lorsque P déerit la

famille des XK-bormés de X.

b
(b) Les ensembles P | forment une base d'équicontinus de X".

(6.1.7) PROPOSITION. g

Prewve. - b

(a) Si ucP ! d'aprés (6.1.4), (b), |u(f)] & HfHA donc u €X". Si uex",
il existe PE€EB tel que |u(f)] < k”f”P done ue PBO1 d'aprés (6.1.4)(a).
b

(b) (6.1.4)(b) montre que pour tout P&B, P 1 est équicontinue dans X".
Réciproquement, si H est un &quicontinu de X", alors : ¥ €>0,3 >0 et
PeB tels que |[f][; < 8=y ]u(f)| « e, YueH. Soit f€C(X,K) telle que

||f||P = 0. Considérons A€K tel que |A| > 1.¥Yne N, \"f&C(X,K) et

b
||)\anP = 0 donc |u(A"f)| € € et par suite |u(f)] = 0 d'od ue? 1

(6.1.8) REMARQUE. - Il résulte de (6.1.4) que X"C61X. On peut ainsi
topologiser X" en le considérant comme sous-espace topologique de 61X.
On aura domc C(X",K) = C(X,K) et toute fonction f € C(X,K) admet un prolon-

gement continu unique f" &C(X",K).

6.2. L'ESPACE Cé(X,K).

(6.2.1) L'espace 8PX &tant compact, les intégrales sur C(6PX,K) sont
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exactement les éléments du dual de l'espace de Bahach Cu(GPX,K)

(ou Cu(X,K,p)) (3.3.10), on les appellera intégrales sur 6Px.

On va &tablir une correspondance entre C'B(X,K) et un sous-espace de
¢} (8°%,K).

On a d'abord le lemme :

(6.2.2) LEMME. - Pour toute bormologie b sur K, l'espace C(X,K,b) est
partout dense dans CB(X,K).

Preuve. - Soient f€ C(X,K) et A une partie K-bornée de X. Alors f(a) = B
est relativement compact dans K. Soit €>0, par une démonstration analogue

8 celle de la proposition (3.1.6) on trouve une fonction g€ E(Q), donc

g&C(X,K,b), avec Hf—gHAg €.

(6.2.3) Si\JGCé(X,K), sa restriction pP & C(X,K,p) est un élément de
C&(X,K,p) donc de C&(GPX) par suite up est une intégrale sur &Px et i1
résulte du lemme précédent que 1l'application u —+ 1P est injective. Il

s'agit maintenant de savoir quelles sont les intégrales sur §Px que l'on
obtient ainsi.

Pour cela, définissons d'abord le support d'un élément}JGCé(X,K).

(6.2.4) DEFINITION. - S7 ueCé(X,K), on appelle support de u et l'on note
S(u) le support de 1l'intégrale N

On a alors le résultat suivant :

(6.2.5) THEOREME. - Leg éléments ue€ Cé(X) correspondent bijectivement

par 1'application u » u * gqux intégrales sur §PX dont Le support est

econtenu dans 1'adhérence dans X" (ou dans 6,X ou dans &Px) d'un
K-bormé A de X.
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6
Prewve. - Si fe€ C(X,K,p) (resp. feC(X,K)) on note fP (resp. f 1) son
prolongement continu & 8FX (resp. & 61X).
Soit pe€ Cé(X,K), i1 existe ¢>0 et A€ B tels que :
lu(e)| < ellell, » Yeecx,k). Alors [WP(P)] = [u( | scllel], « o[£P]| P

0
decne S(WP)CEP = 1 ' (3.4.2).

Réciproquement ,soit I une intégrale sur 6PX telle qu'il existe A¢ B
avec S(I)c A | = AP, Posons ¢ = [11|| = sup N_(x).

xe6Px
Avec les notations de (3.h.1)/on a (GPX)+ = {xed¥x ; NI(x) > 0} ¢ AP,

I

Soit f@C(X,K,p). On a :

TP s €P]1; = swp [fP(x)|Np(x)g e sup  |£P(x) el fp||xp=c||fp|| .
x&(6Px) xe(8FX) A

6 6
Comme A | est un compact de 6Px, il existe uc€ A ! te1 que prllieflfp(uo)l .

S]
Mais uc€ A 1% lfp(uo)l = |uo(f)] ¢ HfHA (6.1.4)(b), done |1(£P) I\<°"f|"A

Alors pour f€C(X,K,p) on pose uP(f) = I(£P). I1 s'agit de prolonger
up a& C(X,K) tout entier.

Soit f€ C(X,K), i1 existe une suite (gn)CC(X,K,p) telle gue ]If—gnl IA +0
d'aprés (6.2.2).

La suite (up(gn)) est de Cauchy dans K, elle est donc convergente. On
pose u(if) = 1lim up(gn) et 1'on vérifie que u(f) ne dépend pas de la suite
particuliére choisie.

De méme,on vérifie sans peine que U est linéaire et qu'elle vérifie 1a
relation |u(f)| < c||f| lA ,¥rec(x,x).
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Ainsi pe CL(X,K) et up = I , ce qui termine la démonstration du
B

théoreéme.
On a immédiatement le corollaire suivant :

(6.2.6) COROLLAIRE. - Soit CC(X,K) 1'esmace C(X,K) mmi de la topologie
localement K-convexe de la convergen e wniforme sur les compacts de
X. Alors les éléments ueCé(X,K) correspondent aux intégrales sur
6PX dont le support est contenu dans X.

8i e Cé(X,K), son support S(u)vérifie les propriétés analogues &
celles données au § (3.4). En effet :

(6.2.7) PROPOSITION. -
(a) St f@C(X,K) telle que f" = 0 sur S(u)alore u(f) = 0.

(b) Pour tout ouvert U de X tel que UNS(u) # @, 7l existe £ €C(X,K,p)
telle que Supp feU et u(f) = 1.

Preuve. - Il existe ¢>0 et A€B tels que |u(f)| ¢ HfHA V reC(X,K).
(a) Soit fe€ C(X,K). Il existe une suite (gn) de C(X,K,p) telle que

1 N 1
Ynew ||f-g ||, ¢ —, a'od ||f"'g§”_e1 s- .
A

8
=1 : n__DP 1
Comme S(u)CA ', on obtient ||f gnl lS(u) ST

8i f"=0 sur S(u), on a

||8§HS(U) 5;1‘ et IU(SD)I = |UP(8;)| N MHgleS(u) < M/n ‘

Mais u(f) = lim u(gn) =0,

(b) Soit V un ouvert de &PX tel que U = VA X, alors sGP)nvV # ¢'.d'oﬁ
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(3.4.4), il existe fe C(8PX,K) telle que Supp fPeV et uP(£P) = 1.

Alors u(f) = yP(£P) = 1 et Supp £ = Suppf*n XeVAX = U.

(6.2.8) COROLLAIRE. - Pour tout owvert U" de X" tel que U"ns(u) # ¢, 71
extste f€C(X,K,p) telle que Supp f"CU" et u(f) = 1,

Preuve. - Soit ue Cé(X,K); alors u définit un élément u"e Cé(X",K) avec
w? = u" done S(u") = S(u) . Il suffit alors de remplacer X par X" et
d'utiliser le fait que toute fonction de C(X",K,p) est le prolongement f"
8 X" d'une fonction f€C(X,K,p).

(6.2.9) COROLLAIRE. -

(a) Soit uGCé(X,K). Alore S(u) est, dans X, le plus petit fermé F
tel que £=0 sur F implique u(f) = O.
(b) Sott ueC)(X,K). Alors S(u) est, dans X", le plus petit fermé F"

B
tel que f" = 0 sur F" implique u(f) = 0.

Prewve. -

(a) est un cas particulier de (b).

(b) D'aprés (6.2.7)(a), S(u) est un tel fermé. Réciproquement, si F"
vérifie la condition,alors S(u) €F" car dans le cas contraire, on aurait
S(u)nU" # 8 avec U" = X"\F" d'oll 1'existence d'une fonction feC(X,K,p)
telle que p(f) = 1 et Supp f"CU" ; mais alors f" = O sur F" et u(f) = 1,

ce qul est une contradiction.
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