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Quelques résuliats de M.H. Powell sur le théoreéme du grarhe fermé

par Jean Horvath

Si j'ai choisi de parler ici sur quelques résultats récents de mon
jeune collegue Mike Powell [7], c'est non seulement parce que je crcis
que ces résultats méritent d'étre connus et qu'en particulier ils
simplifient et illustrent certains théorémes classiques, mais aussi
parce que dans ces résultats interviennent des idées de bornologie,
dont précisément Bordeaux est un des hauts-lieux, grace au talent,

1'énergie et 1'enthousiasme du Professeur Hogbe-Nlend.

1. Le théoréme de Adasch-Komura-Valdivia

l.1i. Pour nous mettre dans 1'ambiance, je voudrais commencer par
rappeler le théoreme déja classique de ces auteurs [1; 6; 3: 9]. En
1961 Mahowald démontra que si E est un espace vectoriel topologique
séparé tel que toute application linéaire dans un espace de Banach dont
le gravhe est fermé est nécessairement continue, alors E est tonnelé.
Le probléme se vosa alors de caractériser les espaces localement convexes
separes F tels que toute aovplication linéaire d'un espace tonnelé
seéparé dans P uont le gravhe est fermé est continue.

iiotons par ﬂ?F ia topologie de l1l'espace localement convexe séparé
. L'ensemble é aes topologies tonnelees plus fines que °fF ntest
pas vide car ia topologie localement convexe la plus fine lui appartient.
La borne inférieure localement convexe ﬂ?; de P est elle-méme
tonnelée: c'est La topologie la moins fine parmi toutes les topologies
tonnelées plus fines que ﬁ?F; on lt'appelle la topologie tonnelée associée
a °fp. On voit facilement que si E est un espace tonnelé et
u: B —9F[°tFJ une application linéaire continue, alors u reste continue

quand on remplace TF par "'f;
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Komura démontra en 1962 que les deux assertions suivantes,
portantes sur l'espace rocalement convexe séparé F, sont équivalentes:

la) Pour tout espace tonnelé séparé E, toute application linéaire
u: E—>P dont 1le graphe est fermé est continue.

1b) Si T est une topologie localement convexe séparée sur PF

moins fine que T alors f; = 'ft.

F.,
Avant de donner la démonstration, je rappelle que le graphe d'une
application linéaire wu: E-—»F["C’F] est termé si et seulement si il

existe une topologie localement convexe séparée € moins fine que "CF

telle que u: E—)F[’f] soit continue [6, lemme 3.1 5, 5.27].

la) =» 1bj: i °CF est plus rin que T , alors évidemment T;

est plus fin que °f't. Dtautre part lF: F[%tj —-)F["C‘] est continu,
donc & plus forte raison ayant graphe fermé. Par conséquent
1F: F[ft]—’F[‘fF] a un graphe fermé, donc est continue par hypothése.

I1 en Tésulte que "Ct est plus fine que T donc que ‘af;,

’FI’

1b) = 1la): Si le graphe de u: E—=>F[<e est fermé, soit T

7

une topologie localement convexe séparée moins fine que QC’F telle que

u: E>F[T] soit continue. Puisque E est tonnele, nu: E—*F["Ct]
est aussi continue, mais Tt = 'C; par hypothése, donc a plus forte
raison 1u: E—sF‘[TF] est continue.

Le dual algébrique F* de F est complet, donc quasi-complet pour
la tovologie g (¥F*¥,F). Il en résulte que l'intersection d*une Tamilie
quelconque de sgsous-—espaces vectoriels quasi—complets de F¥* est un sous-—
espace vectoriel quasi—complet. HKEtant donné un sous—esvace vectoriel L
ae P* on peut donc parler de son quasi—compiété 'L , qui est 1l'inter—

section de tous les sous-espaces vectoriels quasi-complets de ¥*¥

contenant L.
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Un espace localement convexe séparé F est tonnelé si et seulement

si GEF est égal a la topologie de Mackey T(F,F') et ' est quasi-
complet pour ¢ (F*,F). Il en résulte immédiatement gque T; =T(®, Fv )

fgenpn
=[:)(F, Fr o).
On a alors les deux assertions suivantes, dont 1l'équivalence avec

les deux assertions précédentes constitue 1'énoncé du théoréme d'Adasch-

Komura-Valdivia sous la forme qui lui a été donnée par Powell:

1lc) [Adasch} Pour tout socus-—espace vectoriel L de F'Y qui est

g (F*,F)-dense dans F' on a T e,

14) [Valdivia] Tout sous-esnace vectoriel guasi-complet I de F¥,

tel que M N F' soit O{(P',F)-dense dans PF', contient PF!'.

I1 est clair gue ces deux conditions sont équivalentes.

1b) => 1lc¢): Si L est un sous—espace g (F',F)—dense de ¥F', alors

€ = g(7,L) est une tovologie localement convexe séparée moins fine

Tue T,. Par hypothése <* =T(®, T ) = ﬂj; =T(®,P" ), d'ou T ="F'

Ce—a—d. ‘L' DR'.
lc) =>» 1b): Soit T wune topologie localement convexe séparée moins

fine que € et vosons L = (F {=€])'.

= Alors L est un sous-—esvace
faiblement dense de ¥', donc par hypothése ‘L = P! s, d'ou "-r_'t = f:,

1.2. Le résul{at qu'on vient de démontrer cdonne une démonstration

particuliérement simple du théoréme du graphe fermé de Ptak et des époux

Robertson.

Je désigne par V(F',F) 1la tovologie la plus fire sur ®' qui

induit sur toute partie équicontinue la méme topologie que o (F',?). Un

sous-ensemble M de F' est V(F',F)-fermé =i et meulement si pour tout

ensexble convexe, égquilibré, O(F',P)-fermé, équicontinu A C F' 1tinter-

section MM A est o(F',F)-fermée.
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On dit que 7 est un espace infra-Ptak (ou Br—complet) si tout
sous—-espace V(F',F)-fermé et ¢ (F',F)-dense de F' est égal a F'. Il
résulte du théoréme de Krein-Chmoulian que tout espace de Fréchet est
infra-Ptak, et du théoréme de Grothendieck sur le complété que tout
espace infra-Ptak est complet.

Théoréme [Ptik-A.P. et W. Robertson]. Si E est un espace tonnelé
et F un espace infra-Ptak, alors toute application linéaire E —F

dont le gravhe est fermé est continue.

Démonstration. Je vais montrer que F satisfait a la condition 14).

Soit ¥ un sous-espace vectoriel quasi—complet de F¥ +tel que L = MNP
soit O(F',F)~dense dans F'. Je dis que L est V(F!',F)-fermé, alors
par hypothése L = P! y Ce—a—de M DF'. Or si A est un sous—ensemble
convexe, équilibré, o (F!',F)-fermé et équicontinu de F', alors

LAA = iNA est og(F',F)-fermé puisque M est quasi-complet et A compact.

1.3. A vrai dire, Komura démontre un résultat bien plus général que
celui gque nous avons cité plus haut. Il consideére une propriété o
qu'un espace localement convexe séparé peut avoir ou ne pas avoir, et il
dit que E a la propriété o si E a la topologie localement convexe
finale par rapport 2 une famille d'applications linéaires dans E d4d*'espaces
7ui ont tous la propriété K . Etant donné un esnace localement convexe

sévaré 7 avec sa topologie "CF, la & -~topologie associée °€; est
la moins fine narmi toutes les topologies ayant la propriété X qui
sont vlus fines que TF' On a alors l'équivalence des conditions
suivantes, portantes sur l'espace localement convexe séparé PF:

a) Pour tout espace E ayant la propriete & , toute application
linéaire u: E—F dont le graphe est fermé est continue.

b) Pour tout espace E ayant la proprieté K, toute application

68



Quelques résultats de M.H. Powell sur le théor2me du graphe fermé

linéaire u: E—F dont le graphe est ferme est continue.

¢) Si ®C est une topologie localement convexe séparée sur F

— —

o «
moins fine que ch, alors ch =T .

2. Espaces normables

Si pour K on prend la propriété d'€tre normable, alors X est
la propriété d'étre un espace localement convexe séparé bornologique.
Un systéme fondamental de voisinages de l'origine pour la topologie
bornologique T?; associée a ﬂ:F est donné par tous les ensembles

convexes, équilibrés,‘f%—bornivores. On 2 alors 1l'équivalence des

agssertions suivantes:

2a) Pour tout espace normable B, toute application lineaire E-—F
dont le graphe est fermé est continue.

2b) Pour tout espace localement convexe bornologique séparé E,
toute application linéaire E —F dont le graphe est fermé est continue.

2¢) 5i SC est une topologie localement convexe séparée sur F
X

X
gy alors "C’F=T .

moins fine gue T

Comme T et <. ont les mémes ensembles bornés, cette dernieére
condition est equivalente a la suivante:

2d4) 8i < est une topologie localement convexe séparée sur F
moins fine que ﬁ:F’ alors tout ensemble T -~borné est ch—borné (ce—a—d.
'CF et € ont les mémes ensembles bornés).

On sait qu'une anplication linéaire d'un esnace localement convexe
séparé E dans un espace localement convexe séparé F est bormée
(c.~a—d. transforme tout ensemble borné en un ensemble borné) si et seule-

ment si elle transforme toute suite qui converge vers O aun sense de

Mackey dans E en une suite bornée dans F. Appliquant ceci a
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1.: Fle] — F["C,_d,] on voit que 2d) est égquivalente a la condition
suivante:
2e) 3i C est une topologie localement convexe séparée sur F

moins fine que < alors toute suite qui converge vers O au sense

F’
de Mackey pour € est bornée pour “CF.

I1 est clair que 2b) peut aussi sténoncer en disant que si E est
un esvace localement convexe séparé quelconque et wu: E—>F une applica-
tion linéaire dont le graphe est fermé, alors u: E[T;]—QF est
continue, c.-a-d. bornée. On voit donc que 2b) est équivalente a:

2f) Pour tout espace localement convexe séparé £, toute application
linéaire u: E-—3F dont le gravhe est fermé transforme les suites qui
convergent vers O au sens de Mackey dans E en des suites bornées
dans F.

Observons que 2e) est un cas particulier de 2f). En tenant compte
de ce gue pour TF et O(F,F') 1les sous—ensembles bornés sont les
mémes, on voit Tue 2d) est équivalente a:

2g) Si L est un sous-esvace O(F',F)-dense de P', alors pour tout
sous—ensemble B de P, tel que y'(B) soit borné pour tout yt€ L,
on a fue y'(B) est borné vour tout y'e€ F'.

Exemple. Soit # = €([0,1]) 1'espace des fonctions continues sur
1'intervalle [0,1] muni de lz topologie de la convergence uniforme. Il
existe un esvace normable E et une application linédaire E —F dont le
graphe est fermé mais qui n'est pas continue. kn effet, les fonctions
2n

"tpiangulaires"” fr bien connues, définies par fn(x) =2 "x si
-n
et fn(x) = 0

ogxs27", f(x)=2%2-2"%) si 275 xg2.2

si 2.2-nS xS 1, convergent vers O au sens de Mackey pour la tovologie

de la convergence simple, mais Il f I O??él Ifn(x)!-*oo . L'espace F

ne satisfait donc vas & la condition 2e).
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3+ Espaces banachisables
Quand A est la propriété que la tovologie de E peut &tre définie

par une norme pour lagquelle E est un espace de Banach, alors X est

la propriété d'étre un espace ultrabornologique. Un systéme fondamental

de voisinages de O pour la topologie ultrabornologique °€; associée

a la tovoologie ﬁfF est donné par tous les ensembles équilibrés, con-

vexes qui absorbent tous les disques complétanis {(c.-a~d. ensembles

bornés, équilibrés, convexes B tels que mani de la jauge de B
b b

soit un espace de Banach). Les assertions suivantes sont équivalentes:

3a) Pour tout espace de Banach E, toute application linéaire E —7@

dont le graphe est fermé est continue.

3b) Pour tout espace ultrabornologique E, toute application

lineaire E-—>F dont le granhe est fermé est continue.

3¢) 5i ¢ est une topologie localement convexe séparée sur P

moins fine que T, alors Qf; = <",

11 est connu [3] qu'un espace localement convexe séparé F est

ultrabornologique si et seulement si tout ensemble convexe, équilibré qui

absorbe tout ensemble convexe, équilibré, compact est un voisinage de O.

Je démontre ceci en le généralisant suivant Powell. Soit F un esnace

localement convexe séparé et soit J{ la collection de tous les ensembles

s s . : / .
convexes, equilibres, compacts de T. Notons par qu la tonologie dont

un systéme fondamental de voisinages de O est donne par tous les

ensembles convexes, équilibrés qui absorbent lcs éléments de X . Je dis

l d - e
qu'alors ﬁf;’= ??F. Comme tout ensemble convexe, equilibre, comvact

, /
est un disque complétant, ﬁf; est moins fin que cho Soit alors V

un ensemble convexe, équilibré qui ntest vas un voisinage de O vour

1 32

Tp- 11 existe un disque complétant BC F tel que B ¢ n”Y ovpour tout
: > I 3y 1

entier n =21, c.-a-d. il existe x, & B tel que xn$- n-v Or SX

T1
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converge vers O dans FB’ donc l'enveloppe convexe, équilibrée, fermée
K de { %In} est compact pour ‘1‘3 et & vlus forte raison X&€ XA .
Mais n(f. n2V, donc V n'est pas un voisinage pour °C£, non plus.

On dit [2; 3] qu'une suite (xn) de points de F est trés con-
vergente vers 0O s'il existe K& A et une suite ?\nToo tels que
)\nxn €K (c.-a-d. (xn) tend vers O au sens de FHackey pour la bor—
nologie engendrée par J{ ). lous venons de démontrer que si V n'est

pas un voisinage de O pour TF, alors il existe une suite trés con-~

vergente vers O qui n'est pas absorbée par V. En erfet, y, = }_2_111

est treés convergente vers O puisque ny, € X, mais yn¢ nV. S5i donc

o]

V est un ensemble convexe, équilibré qui absorbe toute suite trés con-
vergente vers O, i1 est un voisinage de O pour f;.

I1 résulte de csci que 1l'application linéaire f: E[T%]—)F est
continue si et seulement si f transforme toute suite tres convergente
vers O dans E en un suite bormée dans F. Les assertions 33)-—30)
sont donc équivalentes au suivantes:

3d) Si ¢ est une topologie localement convexe sévarée sur F moins
fine que QCF" alors tout ensemble convexe, équilibré, € ~compact est
fF-bomé.

3e) Si T est une topologie iocalement convexe séparée sur F moins
fine que "(,'F, alors toute suite tres convergente vers O pour <€ est
bornée vour °€F.

3f) Pour tout espace localement convexe séparé E, toute anplication
linéaire E —>PF dont le granhe est fermé transforme les suites trés con-
vergentes vers O dans E en des suites bornées dans F.

Tout ensemble convexe, équilibré °C’F—compact est O(P,F!')—compact et
tout ensemble convexe, équilibré, O°(F,P!)—compact est un disque complétant.

Dt'ici résulte que les assertions précédentes sont aussi équivalentes a:

T2
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3g) Si L est un sous—esvace O(F',F)-dense de F', alors pour
tout sous-ensemble convexe, équilibré, g (F,L)—compact K de F on a
que y'(K) est borné pour tout y' € F!'.

Je voudrais remarquer que dans un travail récent [10] valdivia donne
deux nouvelles classes qui sont maximales pour le théoréme du graphe fermé.
I1 résulte de ce travail que si E est un espace normé, non tonneléd,
alors il existe un esvnace de Banach F* et une apnlication linéaire
u: ¥ —F dont le gravhe est fermé mais qui n'est vas continue. I1 semble

que des résultats voisins aux précédents se trouvent dans la thése d'Eber-

hardt [4], qui ne me fut malheureusement pas accessible pendant la rédaction

de cette conférence.

4. La topologie ultrabornologique associée a2 un esvace de De Wilde

Les réseaux constituent la contribution la plus importante a la
theorie des espaces localement convexes au cours des vingt dernieres
années. Pour les détails je renvoie au mémoire de De Wilde [2]; un exnosé
trés succinct d'une petite partie de la théorie se trouve dans le cours
que j'ai fait en 1972 3 1'Ecole d'Eté de Bruxelles sur les Espaces
Vectoriels Topologiques [ 5]. Ici je ne veux que rappeler quelques défini-
tions et résultats fondamentaux.

Un réseau sur un esnace localement convexe séraré E est une famille
R = {C(nl,..., )} de varties de E, ou ¥, ny, Ny,e.. varient dans

1'ensemble des entiers 21, et qui satisfait aux conditions

(o o]
) =qglc(n1 yeeeslly 5N

I

k)'

o =] (v =)
E =n¥1C(nl)’ C(nl) =n§_J__lc(n1’n2),°"9 C(nl,...,nk—l

On dit que KA est du type € si pour toute suite (n ) d'entiers

kzl
21 il existe une suite (9 k)k21 de nombres >0 tels gue les conditioms
9k x, & C(nl,...,nk) pour k 2 1 dimpliquent que la seérie

0<
o0
1?:17\ Xy est convergente dans E.

3
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Profitant de l'absence de De Wilde de ce colloque, je propose
mu'on appelle un espace localement convexe séparé sur lequel il existe
un réseau du type %€ un espace de De Wilde. Avec cette terminologie
commode on peut énoncer:

Théoreéeme du gramhe fermé de De Wilde. Si E est un espace de

Fréchet (donc aussi si E est un espace ultrabornologique) et si 7 est
un esvace de De Wilde, alors toute application linéaire de E dans F
dont le granhe est séquentiellement fermé est continue.

La classe des espaces de De Wilde jouit de propriétés de stabiliteé
remarquables. Par exemple:

a) Tout esnace de Fréchet est un espace de De Wilde.

b) Tout sous—espace vectoriel séquentiellement fermé d'un espace de
De Wilde est un espace de De Wilde.

c) Le produit d'une suite d'espaces de De Wilde est un espace de
De Wilde.

d) La limite inductive d'une suite d'espaces de De Wilde est un
espace de De Jilde.

e) Le dual fort d'un espace métrisable est un espace de De Wilde.

f) Le dual fort de la limite inductive d'une suite d!'espaces métri-
sables est un esvace de De Wilde.

Ce gui nous intéresse ici le plus, c'est la propriété évidente
suivante:

g) 3i R ={C(n1,...,nk)} est un réseau du type € sur E et
u: E—F est une apvplication linéaire continue, alors u(??)
={-u(C(n1,...,nk)) } est un vréseau du type € sur u(E).

Dtici résulte en particulier que le quotient d'un espace de De Wilde
est un esvace de De Wilde, que toute application linéaire surjective dtun

espace de De Wilde sur un esvnace de Fréchet dont le graphe est fermé est

Th
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ouverte, et finalement que si °C’E est une topologie de De Jilde, alors

toute topologie localement convexe séparée moins fine que °C°E est

aussl de De Wilde.

Allant dans 1l'autre direction, De Wilde démontra que si ‘fE est

- x .
de De Wilde, alors la topologie bornologique associee TE est aussi

de De Wilde. Or Powell a démontré le théoreme suivant:

Si GEE est une topologie de De Wilde, alors la topologie ultrabor-

nologique associée °€; est aussi de De Wilde.

Je remarque tout de suite que c'est le plus loin quton puisse aller

dans cette direction: s8i F est une topologie plus fine que °E’E et

quil est de De Wilde, alors T est moins fine que °fIE1. En effet, comne

["f 1> EelT ] est continue, 1.: E[’C%]—»E[’C] est fermee, donc,

d*aprés le théoréme du graphe fermé de De Wilde, continue, c.-a-d. ‘t‘.’g

est plus fin que ¥ .

Comme corollaire du théoréme de Powell on obtient que si °C’E est

de De Jilde, alors 'CE, "f et [B(E,E') sont de De Wilde. En effet,

ces topologies sont moins fines gue "6’%.

La démonstration du théoréme de Powell se fait en plusieurs étapes:
1) So0it R = {C(nl,...,nk)} un réseau du type € sur E[T_].
Soit n = (nk) une suite d'entiers 21 et (S)k) une suite de nombres

>0 agui satisfait par rapport & n a la condition cqui définit un réseau

du tyve € . Choisissons O0<r<1 et x = (x) tel cue x. eC('\.

P

g o=yl

L'application ¢ = ()Un x, o Z —> E sera définije par f(a} Z’. a.r 9k
!

pour a=(ak)€f . {aef \ak\_l} est le oube unite
, o2
fermé de / posons B = . ' ;
’ n,x,r (fn,x r(U) L*ensembie Bn,x,r est
convexe, équilibré et 1'on a E = () ]
ny,x,r Ny»X, T
2) "%n x,r est compact. Soit u g€ E'. On a |<?J(a.),u>[

dt ou

‘zar ku(I )| = I<aa 7(/(11)>‘<OO pour tout a e £2°
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tc,/(u) = (rkgku(xk))k21 € /1. 11 en résulte que Y /T & est

. . 0 5l
continue pour les topologies o (f ,f") et G (E,E'). Puisque U est

o0 .
a(f ) fl )—compact, B est O(E,E')—compact.
n,x,r

D'autre part i«:%::l Q\ X, converge, donc 9kxk tend vers O et
1'ensemble {gkxk} est précompact. Or pour a = (ak) €U on a
Zlaklrk§ Zrk = v/(1-r), donc (I/(a) = 2 }—:-E akrk. l—l;:i:?}r‘k est
contenu dans l'enveloppe convexe, équilibré, °fE-fenné de {T&?kxk}

qui est précompacte. Il en résulte que B, . . est ?E—précompact,
b At |

donc aussi compact.

A
3) Soit P la topologie localement convexe la plus fine sur E

qui rend continues les injections s E. Puisque les B
NyXyT A
sont des disques complétants, la topologie < est ultrabornologique.

NyX,T

Elle est évidemment plus fine que TE'

PaN
4) R est un réseau du type € pour T . Soient (nk) et (gk)
comme gavant, choisissons O0<t<1 et ts2 = t. Soit alors
x. € C(n n. ) t 0SS A $tk L'élément a = (a,) € foo défini
K FERRREL VR X Sk = Y%
k ' - L4 -
par 7\k =at S appartient & U. wvans E["L‘E] la série Z')quk

converge vers un élément x puisque A est du type el pour TE'

m
kX k . m+l k=m-1, k
On a x-—kz;.l)kxk= 2 a 8 gy Xy = S k%m(aks

e s
kom K ) Ik
m+1 =
€ s B sy Ce—a=d. Z A, ¥,  converge vers x dans EB donc
n,x,sA X=1 Kk n,X,s
aussi pour € .
A a A
5) € = <€ ;- Comme C est de De Wilde et plus fine que QCE’
Fal
d'aprés la remarque déja iaite, T est moins fine que € 2. Dlautre

E

Va)
part T est ultrabornologique, donc plus fine que fg
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