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STRUCTURES ULTRA-UNIFORMES 

ET ESPACES EPARPILLES 

A. DEAIBES 

INTRODUCTION. 

On essaie dans ce travail d'étudier la notion non archimédienne 

introduite par A. F. Monna [é\ dans les espaces uniformes, dans le 

but de généraliser les espaces ultra-métriques. Ainsi un espace 

uniforme (X , U ) est dit ultra-uniforme, si et seulement si, sa struc-

ture uniforme U admet une base d'entourages B, telle que v « v, 

pour tout vefB ; la proposition (3.^.1) montre qu'un espace topologique 

•séparé X est ultra-uniformisable, si et seulement si, il est éparpillé, 

terminologie [l6j. L'étude des espaces éparpillés X est faite dans (2) y 

où l'on considère un espace séparé X et où l'on profite des ofs de X, 

et des familles stables sur X, pour définir les espaces (À- Jï-di s connexes 

(2.1.5) qui sont des espaces Ji> -£ normaux particuliers \\\ . Alors 

les espaces éparpillés apparaissent comme étant les espaces F HF 

disconnexes et les espaces fortement éparpillés [loj , comme étant 

les espaces IFHF-disconnexes (P désigne la famille des parties finies 

de X et F désigne la famille des parties fermées de X).Or l'étude des 

espaces éparpillés , au même titre que celle des espaces complètement 

réguliers \\\ , peut se faire par une voie externe, aussi bien que 
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par une voie interne ; la voie externe ce isiste à prendre comme ensemble 

auxiliaire, un corps K value complet n.a , une bornologie b sur K, et 

à attribuer le premier rôle à l!algèbre des fonctions continues 

C(X,K,b) = [f : X i—> K/f est continve, f(X)<=.b }. La topologie 

d'un espace éparpillé X est la moins fine, qui rend les fonctions 

de C(X,K,b) continues (2.2.1). Les espaces ji HF-disconnexes sont 

exactement les espaces séparés, où pour tous A e ^ , f €C(X,K,L), il 

existe un h£ C(X,E,L) tel que ht A = f (2.h) (L étant la bornologie 

des parties relativement Lindelof de K (2.3.8)). 

Dans la même section, on introduit la notion d'espace of-

paracompact (2.3) et on démontre la propriété suivante : 

ultra-métrique ̂  of-paracompact =^ fortement éparpillé ̂  éparpillé ; 

les k familles sont différentes l'une de l'autre. La proposition 

(3.1.2) montre que la borne supérieure d'une famille de structures 

ultra-uni forme s sur un ensemble X, est ultra-uni forme, ce qui nous 

permet de définir (3.^.3) sur un espace éparpillé X, la structure 

ultra-uniforme universelle comme étant la borne supérieure des 

structures ultra-uniformes compatibles sur X. Dans la section (3)^ 

on démontre aussi qu'une structure uniforme II sur un ensemble X, 

est ultra-uniforme si et seulement si, elle est définie par une 

famille d'ultra-écarts et que le séparé complété d'un espace ultra

uniforme est ultra-uniforme. La section (k) est consacrée à l'étude 

des srtuctures ultra-uniformes 11̂  définies par la famille "P^ 

des partitions of P de X, telle que Card(P) cX<p> j $ étant un 

ordinal ^ 0. Ceci nous permet de définir (U.1.3) les structures 

ultra-uniformes -précompactes et de démontrer qu'il existe pour 

chaque espace éparpillé X, un plus petit ordinal a tel que 

0 1 = (H. 1.6). On dit dans ce cas que X est A-précompact et ̂  

si X est complet pour 9^ , on dit qu'il est à -compact. Dans la 

section (5), on étudie les structures ultra-uniformes définies 

par CfXjKjb^où on retrouve les 2 espaces S X et )fX introduits 

dans (V] , qui sont deux complétés particuliers de X, respectivement 

pour 1L| et pour tl o et on les note respectivement par $ LX 9 

et § P X , puisque ^Vi^ est exactement la structure ultra-uniforme 
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définie par C(X,K;L), et i l celle définie par C(X,K,P),K étant un 

corps infini et P désignant la "bornologie des parties relativement 

compactes de K (2.3.8). Dans la même section, on démontre, par 

analogie avec [h\ et [2] , que la structure ultra-uniforme U d'un 

espace ultra-uni forme séparé (X, y,) est exactement la structure 

ultra-uni forme de la '^-convergence, où désigne les parties 

uniformément équicontinues, simplement bornées de 1L(X,K,b) * 

[f : ( X , ^ ) - ^ K/f est uniformément continue, f(X) € bj , et que 

le séparé complété de (X ,U ) est l'espace des caractères de U (X,K,b) 

ayant leurs restrictions aux , continues. Si X est CX -précompact, 

Ô L X = 9-jX, équivaut a X ^ ^ ̂ Q . 9 est le séparé complété 

de X pour 8 1 et î U 0 est le plus petit cardinal mesurable. Enfin, 

on démontre le théorème ( 5 . 1 0 . 1 ) : $ 5 5 = e = 

pour tout espace éparpillé X^ e étant la structure uniforme univer

selle, j»(resp.-v) celle définie par l'algèbre #^(X) (resp. ̂ (X)) 

des fonctions réelles continues et bornées (resp. continues). 
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1 . BORNOLOGIES SUR UN CORPS VALUE COMPLET n.a. 

1 . 1 . DEFINITION. - On appelle corps value complet non archimédien un 

corps K value complet dont la valeur absolue \.\ vérifie l'iné

galité non archimêdienne 

jx + y |<sup [|x|, jyjj pour tous x, y de K. 

1.2. DEFINITION. - On appelle bornologie sur K un recouvrement b 

héréditaire de K, stable par réunion finie> tel que 

a; B 1 , B 2e b — ^ B 1 + B 2 , B ^ B ^ b . 

b) B̂ jG b B 

c) B 1 eb , 0 / ï 1 B^ 1 et. 

1.3. DEFINITION. - On dit qu'une partie A d'un espace topologique X 

est LindelSfj si et seulement si l'espace topologique A muni 

de la topologie induite par X est Lindeldf. 

On dit qu'une partie k d'un espace topologique X 

est relativement LindelSf si et seulement si Â x est LindeWf. 

1.u. Notations : 

a) X désigne un espace topologique séparé ; 

"b) (X , U ) désigne un espace complètement régulier muni d'une 

structure uniforme compatible. 

c) K est un corps value complet n.a. ( 1 . 1 ) , b désigne une 

bornologie sur K (1.2)) ; 

d) $(X,K,b) = [f : X-*K/f est continue, f(X) cb] ; 

e) IKx^K.b) = [f : X ^ K / f est uniformément continue, f(x) € b} 

f) Si b^ et b^ sont deux bornologies sur K, 

b r < b 2 < ^ b 1 c b 2 . 

16 
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2. LES ESPACES TOPOLOGIQUES àL - £ DISCONNEXES. 

2 . 1 . LA DISCOMEXITE. 

2 . 1 . 1 . DEFINITION. - Soient A et B deua: parties de X. On dit que A et 

B sont disconnexes s'il existe un of oo s tel que Acco , Bnoj> = 0. 

2.1.2. PROPOSITION. - Pour tout X , pour tout K, et pour tout b sur K, 

les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) Deux parties A et B de X sont dieconnexes 

b) Il existe f 6C(X,K,b) telle que f - 1 sur A, et f = 0 sur B. 

Preuve, a) » b) parce que la fonction caractéristique d'un of de 

X dans K est continue et {0,l}eb. 

b)- > a) Trivial. 

2.1.3. DEFINITION. - On dit qu'une famille de parties fermées 

de X est stable sur X si et seulement si : 

a) pour tout A ecé , et pour tout B e on a A u B e 

b) pour tout fermé A de X 9 et pour tout B6CT£ » tels <7ue Ac B, 

on a A£ (A * 

2 . 1.U. DEFINITIONS. 

On appelle *P Za famille des parties finies de X, c'est une 

famille stable sur X. 

£>J Oz appelle X la famille des compacts de X, c'est une famille 

stable sur X. 

c) On appelle f la famille des parties fermées de X, c'est une 

famille stable sur X. 

2 . 1 . 5 . DEFINITIONS. - Soient Aet S deux familles stables sur X. 

Alors : 

a) On dit que X est Jl disconnexe, si et seulement si 

deux fermés disjoints quelconques dont l'un est l'élément de$$ 

l'autre est élément de £> sont disconnexes 
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b) On dit que X est éparpillé^ si X est (F disconnexe. 

c) On dit que X est fortement éparpillé si X est IF - TP 

disconnexe. 

Il est clair qu'un espace cÂ -S disconnexe est cÀ ~ 3 -

normal 

2.2 LES ESPACES EPARPILLES. 

2.2.1. PROPOSITION. - Soit X un espace séparé. Alors> les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

a) X est éparpillé * 

b) Tout X G X admet une base de voisinages formée d'ofs. 

c) La topologie de X admet une base formée drofs • 

d) Pour tout K et pour tout b sur K, la topologie de X est 

la topologie initiale associée à C(X,K,b). 

Preuve, a) < > b) 4—^ c) Trivial. 

d) b) puisque p\ f] [̂ B(f. (x), oi] est un of, pour 
i=1 1 

toute suite finie (f^) ; f i€C(X,K,b), 1^iyn , <X>0y 

et Bff.(x),otj = fx €X/|fi(x)]<aj. 

b) > d) Soient T la topologie de X, et T 1 la topologie 

initiale associée à C(X,K,b). T est plus fine que T ^ Soit 

F un fermé dans T, et soit xc [F. Il existe f€ C(X,K,b) ; 

f(x) = 0, et f(F) = {ij f^[B(0, 1)'] r\ F « 0. 

Donc [ F est un ouvert dans T ^ F est un fermé dans T 1 , et 

par suite T = T^. 

2.2.2. THEOREME. - a) Pour tout espace topologique Y, il existe un 

espace éparpillé Z, et une application continue surjective 

^ : Y - ^ Z tel que le couple ,Z) soit solution du problème 

universel des applications continues de Y dans des espaces 

éparpillés quelconques X. Ce qui signifie encore que toute 

application continue u : Y y X de Y dans un espace épar

pillé X se factorise de façon unique par une application continue 
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u : Z —;*X, telle que u = u o^f • Le couple {<f ,Z) est unique 

à un isomorphisme unique près. 

h) Pour tout K et pour tout b sur K, on a : 

les deux algèkres C(Y,K,b) et C(Z,K,b) sont isomorphes. 

Preuve. - a) L'unicité du couple (<̂P ,Z) à un isomorphisme unique près 

résulte de problèmes générales d'application universelle. Reste à 

prouver l'existence du couple ,Z). Soit K un corps value complet 

n.a, et b une bornologie quelconque sur K. On met sur Y la relation 

d'équivalence R :xRy ^ = = ^ f(x) = f(y) \/ f e C( Y,K,b). Soit 

: Y — ^ r- = Z l'application canonique. f€C(Y,K,b) se factorise 
K o 

à travers Z en f 8 f o cp , On munit Z de la topologie initiale associée 
à i f/f £• C(Y,K,b)j. Z est alors un espace éparpillé, puisque la topolo-

. . . . r o 
gie initiale associée à [ f/f eC(Y,K,b) j est séparée et admet une 

base d'ofs. 

o 

<p est continue, puisque f o cp est continue pour toute 

f€C(Y,K,b). Soit u : Y — ^ X une application continue, x Ry implique 

u(x) = u(y), puisque X est éparpillé. Donc u se factorise à travers 

Z e n u = u<=><^ #u est continue, puisque g o u - (gou) pour tout 

g£C(X,K,b). u est unique, puisque cf est surjective. 

b) Il suffit de considérer l'application y : f * — ^ f 

de C(Y,K,b) dans C(Z,K,b). 

2.3. Les espaces of-paracompacts. 

2.3 . 1 . DEFINITION. - On dit qu'un espace topologique séparé X est 

of-paracompacts si pour tout recouvrement ouvert de X, il existe 

un recouvrement of localement fini plus fin. 

2.3.2. PROPOSITION. - Soit X un espace of-paracompact. Alors pour 

tout recouvrement ouvert de X, il existe une partition of 

plus fine. 
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Preuve. - Soit R = (U.). T un recouvrement ouvert de X II existe 

un recouvrement of (X.). T localement fini plus fin que R. On met 
1 1 ë 1 

sur I un bon ordre et on pose Y = X. ,. . . , Yrf = X. - Y c 

o 1 i^ ^ " 

pour tout ordinal û. . La famille (Y^) âéfinit une partition of de 

X plus fine que R. 

2.3.3. PROPOSITION. - Pour tout recouvrement of dênombrable de X, 

il existe une partition of dênombrable plus fine. 

Preuve. - Soit R s s { c ° n / n ^ , ' J ^ recouvrement of de X. Posons 

X = u) .....X = ûo - M 60 . Alors la famille disjointe d'ofs 
o o n n k 

(X n) qui ne sont pas vides est une partition of dênombrable de X 

plus fine que R. 

2.3.*+. PROPOSITION. - Tout espace of-paracompact X est fortement 

éparpillé. 

Preuve. - Soient et F 2 deux fermés disjoints de X. Alors ̂ F^ et 

JF 2 constituent ion recouvrement ouvert de X, il existe une partition 

of de X plus fine notée P. Pour tout xeF^ il existe un co(x) e P $ 

tel que xe 6o(x), et co(x)c £ f 2« Posons co = [^J <o(x) est un of, 

0 0 O F 1 et a) nF 2 = 0. X e F 

2.U . 5 . PROPOSITION• - Tout espace ultramétrique est of-paracompact. 

Preuve. - Soit (0^ )^ ^ L un recouvrement ouvert de X. Il existe un 

fecouvrement of R de X plus fin, tel que R = { B^ xi»n^ ni 6 N * î e-^x-exj 

Soit A = /x./n.=nl. Il est clair que B(A ) est un of. La famille 
n v. 1 1 ' n n 

(B(A ) ) , telle que n e(n.). T est un recouvrement of dênombrable. 
n n n 1 1 € 1 

Il existe (2.3.3) une partition of dênombrable plus fine notée 
P = iCô / k e N J , telle que co, CB(A , — ). On considère lfespace 

^k ^k 
topologique co, muni de la topologie induite par celle de X. Mettons 

1 
sur a) la relation d'équivalence R (k) : xR(k)y^B^d(x,y)>£— . 

n k 
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Soit la partition of de co^ correspondante. La f ami lie R f = ((R^^k 

est une partition of de X. R* est plus fine que R. En effet, soit 

O ' a 1 . Il existe n &N, tel que 0 fC ÙÔ . Alors O'c B(A ). Soit 
1 . . ^ n k ^ 1 

x€ 0 f , il existe x.€A , tel que d(x.,x)4T~ implique x€B(x.,— ) 

ceci implique que O'cBfx.,- ). Donc R 1 est plus fine que R. Alors 

R f est plus fine que (0* ) . Ainsi tout espace ultra-métrique 

* z e 1J 

est of-paracompact. 

2 . 3 - 6 . PROPOSITION. - Tout espace ultramétrique X eat fortement 

éparpillé. 

Preuve. - X est of-paracompact ( 2 . 3 * 5 ) » donc X est fortement éparpillé 

( 2 . 3 . U ) . 

2 . 3 . T . PROPOSITION. - Soit A une partie Lindelôf de K ; alors À est 

LindeZô/. 

Preuve. - Soit R = (U^)^j un recouvrement ouvert de A. R 1 = {Rf{[A}} 

est un recouvrement ouvert de K. Il existe une partition of de K 

plus fine que , notée P = ^ i ^ i e l ' 1\ = € l / ^ > £ n A # 0] est 

dénombrable. et A C 
l€l^ 1 

Donc A est Lindelôf. 

2 . 3 * 8 . PROPOSITION. - La famille des parties relativement Lindelôf 

(resp. relativement compactes) de K définit une bornologie sur 

K notée L (resp. P). 

Preuve. - La famille des parties Lindelôf (resp. compactes) de K est 

stable par image continue, par adhérence dans K. De plusyune partie 

fermée d'un espace Lindelôf est Lindelôf. 
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2.3.9« PROPOSITION. - Les quatre notions suivantes sont distinctes : 
a) X est éparpillé ; 
b) est fortement éparpillé ; 

c) X est of-paracompact ; 
d) X est ultra-métrique. 

Lfespace W ( [ 8 ^ ) est fortement éparpillé et n'est pas of-
paracompact ; le plan de Tychonoff T ( [ 8 J ) est éparpillé et n'est 
pas fortement éparpillé. Un espace compact totalement discontinu, 
non métrisable est of-paracompact et non ultramétrique. 

2.U. Le Ъ-plongement. 
2.U.1. DEFINITION. - On dit qu'une partie A de X est Ъ-plongêe dans X 

si et*seulement si pour toute fe C(A,K,b), il existe une 

h€C(X,K,b) telle que h j A =* f. 

2.U.2. PROPOSITION. - Soit Липе famille stable sur X, et soit X 
un espace disconnexe. Alors, pour tout къЖ> on a : 

a) Chaque of со de A est la trace d'un of Q de X. 

b) Chaque partition of dênombrable (¿0 ) - de к est la 
1 n n > 1 

trace d'une partition of dênombrable Ш ) . de X • r " n n £ I 

Preuve. - a) со et С Д^о appartiennent à Jfc. Il existe alors un of SI-
de X, tel que S2Z>ÙÙ , et fi^ С Д 0 0 * ^ * A L O R S 8 8 ¿0. 

b) Il existe une famille dênombrable d'ofs ( ^ n ) n > 1 telle 

que Sîn лА = 63 q ; 1(a) • Posons X 1 = S2^ , X g = ^ ^ C ^ l 

la famille ( x
n ) n > -j e s t un recouvrement 

k " 1 " n-1 
of dênombrable de X. On pose Y = X 1 f Y . = X n - ï , ï E X - U Y 

» ï d d 1 n n k * * * 
k=1 

la famille ( Y ) « est une partition dênombrable de X. Y Л A » ¿ 0 ; 
n n >1 * п л n * 

n £ 1. 
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2.U . 3 . PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) X est dk- $ disconnexe * 

b) Pour tout Aeoij pour toute f ê C ( A , K , L ) ; Ilf/J = sup| f (x) |< + <x>, 
X€X 

il existe une h£C(X,K,L) 3 telle que h j A = f. 

Preuve. - a ) = s^b) On peut supposer que llffl^l. Si K est discret, la 

famille (y) y €f(^)
 e s' t v n e partition of dénombrable de f(A), puisque 

f(A) est Lindelôf, et par suite (f V ) ) y é f ( A ) e s t x m e partition of 

dénombrable (¿0 ) .de A, il existe une partition of dénombrable 

(¿2 ) , de X telle que (S2 N A) = ¿0 ; n > 1 . Soit 
n n > l n n *~ 

•h = f(x(^0 ) ) . 1 n ; x(CO )e ¿0 ; n > 1 . Alors heC(X,K,L), et 
> 1 N 00 n n ^ 

h| A § 1 F . Si K n'est pas discret, il existe un ^ c K ; 0<)>l j < 1 . 

Mettons sur K la relation d'équivalente R : xRy^-* lx-y | ^ l A | =o( . 

Soit P la partition of de K correspondante à R. P 0 f(A) est une par

tition of dénombrable de f(A). f 1 [*P 0f(AA est une partition of 

dénombrable de A, qui est la trace d'une partition of dénombrable P 
00 

de X ( 2.U . 2 ) . Soit f = £ f(x(<so )). 1 n ; x(u> )e fl n A pour 
o _ 1 n J 6 n n n 

tout ^ n e P - Alors f Q€ C ( S T k , L ) , llfQll , et Uf-fQ| A I U . Posons 

*P = A 1 (f-f Qj A). Le même raisonnement montre qu'il existe f ̂  c C(X fK,L), 

telle que )lf1 | A - < p | U « , et llf̂ l r < 1 . Alors llf-fQ|A ~ A ^ l ^ t f
2 ' 

On répète le même raisonnement pour tout n e N et on pose : 

00 

h = JZ .heC(X,K,L), Hbj -fil = 0 . Donc h| = f. (f(X)€L, 
n=o n , A , A 

puisque f n(X)c(o] u f (A) ; n>JD). 

b)=^ a) Soient A^ et A 2 £ c $ , tels que A^n A^ = 0. Soit 

h eC(A 1 u A 2,K,L), telle que h 1 sur A 1 et h = 0 sur A g. Il existe 

f€C(X,K,L), telle que f t A A = h. Donc A« et A 0 sont disconnexes. 
I A ^ u A ^ 1 2 

Donc X efct (A ~ [A disconnexe. 

2.U.U. PROPOSITION. - Supposons que X soit C$ - f disconnexe. Alors 

pour tout Kj et pour tout Accrf^ on a : A est L -plongée dans X. 
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Preuve. - Soit f<cC(A,K,L) telle que HfJ) = +00. On pose 

û) 1 = (xCA/ ! f(x ) U 1 } . ̂ 2 = A - ^ 1 , f 1 = 1 ^ + f . 1 ^ 

et f 2 = 1 ^ + f . 1 ^ • Alors f = f^fg- Il existe h 1 s-C(X,K,L), 

telle que = f<] ( 2.U . 3 ) . Posons g 2 = , il existe h 2ëC(X,K,L), 

1 - 1 ^ 
telle que hgj = = j . Posons = h 2 ( 0 ) . A^ A A = 0. Il existe 

un of cO dans X, tel que A . c o ) , et A^^O = 0. La fonction h- = 1  

appartient à C(X,K,L), puisque [h 3(X)]"
1c [f(X)J~\ et ( [f (X)]~1Jc bTsl 

Posons h = h^.hj. Alors h| A = h^j .h^ = f^.fg s f. 

2 . 1 * . 5 . COROLLAIRE 1 . - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) X est fortement éparpillé 

b) Pour tout Kj chaque fermé de X est l>-plongé dans X. 

2.U . 6 . COROLLAIRE 2 . - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) X est éparpillé 

b) X est OC - f disconnexe Cx est séparé). 

c) Chaque compact de X est l>-plongé dans X, pour tout K 

( X est séparé). 

2 . 1 * . 7 . THEOREME (Urysohn). - A c X . Les propriétés suivantes sont 

équivalentes : 

a) 2 parties B et C de A discorvnexes dans A sont disconnexes dans X. 

b) 2 ofs disjoints de A sont contenus dans deux ofs disjoints de X. 

c) Pour tout KjA est L-plongée dans X . 

Preuve. - a ^ b trivial. 

b =->c II suffit de reprendre la même démonstration que dans 

( 2 . 1 * . 3.5 a ) ^ b ) , en remarquant que toute partition of dénombrable de 

À est la trace d'une partition of dénombrable de X puisque deux ofs 

disjoints de A sont disconnexes dansX . 
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c). ̂ >b) Soient 60^ et co^ deux ofs disjoints de A. 1^ € C(A,K,L) , 

il existe h €C(X,K,L), telle que hj ̂  = *\to ̂  » et pax suite h = 1 sur 

¿0 1 et h = 0 sur 6u . Posons Q = |x€ X/h(x)j< ̂  , et ¿ 2 2 = X- Sl^ , 

il est clair que Çl^ et vérifient la condition. 

3. LES STRUCTURES ULTRA-UNIFORMES 

3.1. Définitions et quelques propriétés. 

3.1.1. DEFINITION. - Une structure uniforme sur un espace uniforme 

(X,U) est dite ultra-uniforme si elle admet une base d'entourages 

]B qui vérifie la relation : 

v 2 = v V v elB (1) 

X est dit dans ce cas un espace ultra-uniforme. 

La base B peut être choisie symétrique. 

Alors on suppose dans la suite que B vérifie la relation 

v 2 = v = v 1 tfv eJB ( 1 ' ) 

3.1.2. PROPOSITION. - Soient (ï.)j f e I ^
xune famille d'espaces ultrauniformes> 

telle que la structure ultra-uniforme de Y. ; ici admette 

une base vérifiant O 1 ) , ( f i ^ G l

 u n e famille de fonctions d'un 

ensemble X dans Y i , i e i , telles que : X-^Y^^ ; i e l . Alors 

la structure uniforme initiale associée à (f.)• » eat wltra-
J 1 1 € l 

uniforme. 

Preuve. - On désigne par ̂  une partie finie de I, v. un entourage de 

JB^9 et g. = f̂  yc f ̂. D ns ces conditions, il suffit de démontrer que 

[iQy 8 i ( v . ) ] 2 - . 0 S ^ V * S o i t ( x ' y ) f e [ Q « i ( v i ) J ^ 3 z 6 X , tel 

que (fi(x),fi(z))€ v i , et (f^z) ,f.(y) ) <= v. , i e-Jf. Alors 

{tiU)tti(y))€v
2

i « v. ; i€^—^(x,y)ei)(y.) ; i c # - * U , y ) € n i j ^ ) -

2 

Et par suite [ £ | ij(v.)]- [ £ j ij(v.)j . 
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3.1.3. COROLLAIRE. - a) La borne supérieure d'une famille quelconque 

de structures ultra-uniformes sur un ensemble X est ultra

uniforme . 

b) Le produit d'une famille quelconque d'espaces 

ultrauniformes est ultra-uniforme. 

c) Chaque sous-espace d'un espace ultra-uniforme 

est ultra-uniforme. 

3.1.U. PROPOSITION. - Si v = v = v . Alors la relation R(v) sur X, 

telle que xR(v)y^(x,y)e v est une relation d'équivalence. La 

partition P(v) correspondant à R(v)est une partition of. 

3.2. Structures ultra-uniformes et ultra-écarts. 

3.2.1. DEFINITION. - On dit qu'un écart d sur X est un ultra-écart 

si et seulement si d(x,y)^ Max[d(x,z); d(z,yjt/x,y , z € X 

3.2.2. PROPOSITION, a) Chaque ultra-écart d sur X définit une structure 

ultra-uniforme sur X . 

b) Toute famille d'ultra-écarts sur X définit une 

structure ultra-uniforme sur X . 

Preuve. - a) B(d fa ) = {(x,y)eX> X/d(x,y)^<*} = fB(d,<X )] 2 , 

puisqu'on a la relation (2). 

b) C'est un cas particulier de (3.1.3). 

3.2.3. PROPOSITION.-Pour tout ve lB , l'application caractéristique de 

£v dans R définit un ultra-écart d^ corme suit : 

a vU,y) = 1 £ v(x>y) ; x, ycX. 

3.2.k. THEOREME. - Pour qu'une structure uniforme sur X soit ultra-

uniforme, il faut et il suffit, qu'elle soit définie par une 

famille d'ultra-écarts. 
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Preuve. - La condition est nécessaire, il suffit de considérer la 

famille (d ) 
v v£, B 

La proposition (3.2.2) dit que la condition est suffisante. 

3.2.5. THEOREME. - Pour qu'une structure uniforme "Il soit définie 

par un seul ultra-écart> il faut et il suffit qu'elle admette 

une base dênombrable d'entourages 

2 ""1 
B = J v /neN , v = v = v 1 . 

e n * n n n ) 

Preuve. - La condition est nécessaire. Soit d l'ultra^-écart qui défi

nit U • Il est clair que le famille B(d f^) ; n c N est une base dênom

brable d'entourages de 11 vérifiant (l 1). ^ 

La condition est suffisante. On pose d = ^ 2 d^ , en supposant 

que la suite (v ) „ soit décroissante, d es£~un êcar? (évident), d 
n n € N 

est ultra-écart. En effet, soit x,y, zêX. Posons 

n(x,y) = sup £n/(x,y)ev n j . Alors 

00 n(x,y) ^ 

d(* .y ) " C 2 " X U . y ) - X T 2~ nd v (x,y) + Z Z 2" nd v (x,y) = 
— V 1 •* V / \ . - v 
n=o n n=o n n*n(x,y)+1 n 

2-n(x,y) 

n(x,y) ̂  inf[n(x,z), n(z,y)J , puisque v ^ = v

n i neN. Alors 

d(x,y) = 2 n ( x'y }.< sup['2 n ( x' z ), 2 n ( z ' y ) ] 4 sup|>(x,z),d(z,y)] . 

Enfin d définit la structure ultra-uniforme % ,puisque v « B(d,2"). 

En effet, (x,y) € v n implique d(x,y) ̂  2
n et d(x,y)^2 n implique 

n(x,y)^ n. 

3.2.6. COROLLAIRE. - Soit X un espace ultra-uni forme êcartisable. Alors 

X est ultra-écartisable. 
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3.3. Le complété d'un espace ultra-uniforme. 

3.3.1. PROPOSITION. - a) Si la structure ultra-uniforme il de X est 

définie par la famille dfultra-écarts (d^)^ ^ alors les ultra

écarts d. se prolongent par continuité uniforme en des ultra-

écarts d. sur X qui définissent la structure ultra-uniforme de X„ 

b) le complété X d'un espace ultra-métrisable X 

est un espace ultra-métrisable. 

3.3.2. DEFINITION. - On appelle of-filtre sur un espace topologique X 

tout filtre IF qui admet une base d'ofs. 

3.3.3. PROPOSITION. - Soit X un espace ultra-uniforme. Pour tout 

filtre de Cauchy F sur X, l'unique filtre de Cauchy minimal jF 
o 

moins fin que F est un of-filtre. 

Preuve. - Le filtre F admet comme base les ensembles v(A), lorsque 

A décrit une base de F (ou F) et v décrit /B. Voir [l̂ j . Donc il suffit 

de prouver que v(A) est un of, pour tout vefB et tout AeF. 

ye ( J v(x) . v(y) a ( \J v(x)) * 0^ 3 z €v(y) a ( ( J v(x))=^3x €A , 
x e A xeA xe A 0 

tel que z € v(y) n v ( x q ) ^ v ( y ) c v (x Q ) , puisque z 1 s v ( y ) ^ ( z 1 ,y) ̂  v,(y , z ) € v > 

et ( z , x Q ) e v ^ ( z 5 x q ) g v « ^ z 1 ç-v(x o). D'où v(A) = v(A) = v(A). 

A/ 

3.3.1*. THEOREME. - Le complété séparé X de l'espace ultra-uniforme x 

vérifie les propriétés suivantes : 
SU 

a) X est un espace ultra-uniforme • 

b) (X,i) est solution du problème universel des applications 

uniformément continues des espaces ultra-uniformes X dans les 

espaces ultra-uniformes complets séparés quelconques. 

28 
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Les structures ultra-uniformes compatibles. 

3.^.1. PROPOSITION. - Soit X un espace topologique ; peur qu'il zcrîstz 

uns structure ultra-uni forme AL compatible sur X 3 il faut et zi 

suffit que la topologie admette une base d'ofs. 

Preuve. - a) v(x) est un of. Voir ( 3 . 3 . 3 . preuve). 

b) la condition est suffisante. Il suffit de considérer par 

exemple, la structure ultra-uni forme définie par C(X,K,b) . Cette 

structure ultra-uniforme sera étudiée dans la section ( 5 ) * 

3.U.2. PROPOSITION. - Soit (li.). «. une famille de structures ultra-
X 1 S. X 

uniformes compatibles sur X. Alors leur borne supérieure est 

compatible. 

Preuve. - La topologie associée à la borne supérieure est la borne 

supérieure des topologies associées à (1Ì.). T , qui est celle de X. 
X X €» X 

3 . ^ . 3 . DEFINITION. - La proposition nous permet de définir la struc

ture ultra-uniforme universelle comme étant la borne supérieure 

de toutes les structures ultra-uniformes compatibles. 

On note dans la suite cette structure ultra-uniforme par 9^ 

et son complété par d^X . 

3.U.U. COROLLAIRE. - a) La structure ultra-uniforme universelle 9^ 

est compatible. 

b) la structure ultra-uniforme universelle est 

définie par tous les ultra-écarts continus sur XxX. 

3 A . 5 . PROPOSITION. - Il existe une seule structure uniforme compatible 

sur un espace compact totalement discontinu. Cette structure uni

forme est ultra-uniforme. 

3 . ^ . 6 . PROPOSITION. - Soit (X,d) un espace métrique compact totalement 

discontinu. Alors il existe sur X une ultra-distance d^ équivalente 

à d. 

Preuve. - C'est un corollaire de ( 3 - 2 . 6 . ) . 
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h. LES STRUCTURES ULTRA-UNIFORMES Mb ET LES ESPACES 3-COMPACTS 

U . 1 . Les structures ultra-uniformes % ^ . 

U . 1 . 1 . NOTATIONS. -

a) X désigne un espace topologique éparpillé, 

b) P désigne une partition of de X . 

c) P désigne toutes les partitions of de X * 

d)&,£>,^ désignent des ordinaux quelconques . 

e ) X ^ désigne le cardinal aleph cK., 

f ) Card(P) désigne le cardinal de ^cj/co £ P J , • 

g) 1 . P 0 = (P6P/Card(P ) < X 0 j / 

2.P 1 «|P€P/Card(P)< X y] , 

P^ = [P€P/Card(P)<X pj / 

h ) v(P) = \ J 60 л ¿0 . 
сов P 

U . 1 . 2 . PROPOSITION. - Pour chaque espace X, il existe un plus petit 
ordinal Ci j tel que P<*. = P . On dit dans ce cas que X est cc-pré-
compact. 

Preuve. - On pose a = sup | Card(P)/Pe pj, jî = sup { ̂  /Card(p < a] . 
Alors a = Xj* (voir (6, page 1 2 5 J ). Si Card(P)< \ ^ pour tout P é P , 

on pose QL = , et on pose (X=ji+1 dans le cas contraire. 

U . 1 . 3 . DEFINITION. - Soit X un espace ultra-uniforme> et soit % la 

structure ultra-uniforme de X. On dit que \i est fl-précompact 
si et seulement si pour tout v^B, on a : 

Card(P(v))<X p . 

THEOREME. - Soit X un espace éparpillé. Alors chaque P 3 définit 

une structure ultra-uniforme compatible sur X notée li^j. 
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Preuve. - a) Pour tout P € on a : A c v ( P ) . 

b) Quels que soient P et P' de P^ on a : 

v(P^ P f)cv(P) Av(F), P AP
ffi * 

c) Pour tout P £ P p , on a : v(P) « £v(P)] ~ 1

 4 

d) v(P) = f v(P)] 2 , pour tout P€ P^ . 

Alors la famille (v(P))_ _ définit une base d'une structure 

ultra-uniforme sur X. U,^ est compatible, puisque pour tout 

PePrt et pour tout x g X , il existe un seul co s-P, tel que xe co > 
J X X 

et v(P) (x) = 6j(x) , de plus pour tout of o j de X la partition of 

(00 ePj , pour tout j*> . 

U• ï. 5• THEOREME. - est la plus fine structure ultra-uniforme 

§> -précompacte, compatible avec la topologie de l'espace éparpillé 

X. 

Preuve. - Soit % une structure ultra-uniforme compatible avec la 
2 -1 

topologie de l'espace éparpillé X. Alors pour tout v « v « v e IL , 

on a : P ( v ) e P ^ , et v(P ( v ) ) « v . Donc 41̂  est plus fine que î£. 

U . 1 . 6 . THEOREME. - La structure ultra-uniforme universelle est 

exactement la structure ultra-uniforme sur l'espace éparpillé X, 

définie par P. 

Preuve. - P définit une structure ultra-uniforme Incompatible sur X, 

qui est d'ailleurs CL -pré compacte puisque £ » P^ , si on suppose 

X CL-précompact (U.1.2). 1JL est plus fine que toute autre structure 

ultra-uniforme 1J, ' compatible sur X. En effet, soit 

v = v 2 = v 1 c U ' • P ( v)eP et v(P ( v ) ) = v e U . Donc IL est plus 

fine que U f et,par suite yU est la structure ultra-uniforme universelle. 

U . 1 . 6 . THEOREME. - Pour chaque espace éparpillé X, il existe un plus 

petit ordinal ql tel que X soit oi-précompact et la struc

ture ultra-uniforme universelle soit ci-précompacte. 
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U.2. Les filtres de Cauchy pour les ilp . 

U.2.1. DEFINITION. - Soit F un of-filtre sur X(3.3.2). On dit que IF 

est un ̂ -of-filtre, si et seulement si pour toute P e P ^ , 

il existe un ôoeP tel que c o e F . Ceci revient à dire que (F 

est un of-filtre de Cauchy pour "Up • De plus, un ̂ >-of-filtre 

est un of-filtre maximal, et il est filtre de Cauchy pour toute 

U y ; avec 

h.2.2. DEFINITION. - On appelle è-of-filtre sur X tout of-filtre 

maximal- F sur X tel que F = f\ûj ï 0 . pour toute famille 

dénombrable fco ) . d'éléments de F . 
n n ̂  1 

U.2.3- PROPOSITION. - Pour un of-filtre F, les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

a) F est un filtre de Cauchy pour (1-of-filtre). 

b) F est un &-of-filtre. 

Preuve. - a ) s = ^ b ) Supposons que F ne soit pas un ô-of-filtre. S'il 

n'est pas maximal ce n'est pas un 1-of-filtre. S'il est maximal, il 

existe une suite {où ) strictement décroissante, telle que W çp, 
n n^n ^ n 

pour tout n eN , et ¿0 = X, f \ co = 0 . On pose : X„ = X -
o n ^ o n 1 1 * 

X = X n X = X - ¿0 .. . . Il est clair que (X ) i est d \ d n n - i n n n ^ 1 

une partition of P de X ; P g P ^ X n ^ F » n i 1 • D o n c F n ' e s t pas de 

Cauchy pour . 

h) s=^a) Supposons que F n'est pas un 1-of-filtre. Il existe 

PeP^, telle que pour tout 6J£P, on a : ¿0 j. F. Si F est maximal £¿06- F, 

et C\ fco = [ = 0. Alors F n'est pas ion <S-of-filtre. Si TF 
^ep a ) C P 

n'est pas maximal, alors F n'est pas un§-of-filtre. 

32 
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U.3- Les fonctions ji-additives. 

U . 3 . 1 . NOTATIONS. 

a) 2 désigne le corps à 2 éléments { 0 , 1 ^ • 

b) of(X) = {¿0/co cX, ¿0 est un o f ] . 

U . 3 . 2 . DEFINITION. - On dit qu'une fonction cp ; of(X) 2 est 

-additive, si et seulement si : 

a) cp (0) = 0 . 

b) cp(X) = 1 . 

c) Pour tout P eP^ , il existe un côQ e P , tel que tf(^o 0)
s lj 

et powr tout w e P co ̂  60 , cp ( 6û) = 0. 

U . 3 . 3 . PROPOSITION. Il y a une correspondance bijective entre les 

fonctions $ -additives sur of(x), et les -of-filtres sur X 

Preuve.- Soit F un jb-of-filtre sur X. On pose cp(F) : o f ( X ) ^ 2 

l'application, telle que <p(F) (60 ) - j 1 si ¿0 6 F , 

\ 0 si 60 j. F • 

Alors : a) <f (F)(0) = 0 , puisque 0 ̂ F. 

b) cf(F)(X) = 1 , puisque X£F. 

c) Pour tout P^Pp > il existe un seul <^>0

ep» tel <lue 

6 0 o G F o # qui satisfait alors la condition c) ci-dessus. 

Réciproquement, soit cp une application jj-additive. On pose 

F(cp) = J A c X / 3 co a of(x) ; A D CO , et cj> (où) = 1 } • 

F(c|)) est un ji-of-filtre (évident). Il est clair que F e t 

cp|->IF( tp ) sont deux applications réciproques l fune de l'autre. 

U.3.U. PROPOSITION. - Lés filtres de Cauchy minimaux sur X pour la 

structure ultra-uniforme lip, définie par sont exactement les 

£ -of-filtres sur X. 

Preuve. - Tout filtre de Cauchy pourU^ , minimalist un of-filtre 

( 3 . 3 . 3) ydonc un £-of-filtre (H. 2 . 1 ) . Réciproquement, il suffit de 

montrer que deux Ji-of-filtres distincts sont incomparables. Or 

les J!>-of-filtres sont des of-filtres maximaux. 
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ii.3.5. COROLLAIRE. - Le complété séparé de X pour 1 1 ^ * la structure 

ultra-uniforme définie par est exactement l'espace des 

ft-of-filtres sur Xj c'est exactement l'espace dee fonctions 

-additives de of(X) dans 2. 

Preuve. - Trivial. 

U.3 .6. COROLLAIRE. - Soit X un espace éparpillé ot-précompact. Alors 

son séparé complété ultra-universel est exactement l'espace des 

fonctions OL-additives de of{X) dans 2, c'est exactement l'es

pace des a-of-filtres sur X . 

Preuve• - Trivial. 

k.k. Les espaces OC-compacts* 

U.U.1. DEFINITIONOn dit qu'un espace X est d-compact si et seu

lement si : 

a) X est OL-précompact (4*1.2). 

b) X est complet pour sa structure ultra-uniforme universelle 

Q 1 * . 

U.U.2. LEMME. - Soit Xj3 le complété de (X,Up). Soit PeP^ , alors 

P*|<ô^ /coe P] est une partition of de X^3 telle que X * P. 

Preuve. - Soit coQ e P.1 c 0 < 3 est uniformément continue pour Ug* donc 

se prolonge en l'application caractéristique de C3^f , qui est donc 

un of de Xjj . Comme | j ¿0" &a (J^ &~ [tj0 & , on en déduit 

_ 6 ^eP,cOfi ¿0 o ^ A 

que les co** ; P sont deux à deux disjoints. P est un recouvrement 

de Xj5 (définition U.3.2. et corollaire U.3.5). 

U.U.3. PROPOSITION. - L'application P h ^ f est une bisection de (x) 

sur P^tXp). 

Preuve. - Voir (l».lt.2). 
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U.U.U. COROLLAIRE. - Pour tout espace X éparpillé et pour tout ordinal 

ç> ; 0 4 ^> < &(4.1.2), la structure ultra-uniforme du complété Xj*> 

est exactement la structure ILn>sur l'espace éparpillé . 

U.U.5. COROLLAIRE. - X ^ est un espace éparpillé complet pour sa 

structure ultra-uniforme 'lip . 

U.U.6. THEOREME. Soit X un espace CL-précompact (4.1.2). Alors §\Xé 

le séparé complété de JÍ pour 1iy - 0¿ 3 est un espace et -compact. 

Preuve. - 0 X est complet pour (U.U.5) . 9 X est ol-précompact 

(U-U-3). Alors 0 X est &-compact. 

U.U.7. PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) X est O-compact . 

b) X est un compact totalement discontinu. 

Preuve. - a j - ^ b ) Soit F un ultra-filtre sur X. Alors F est un filtre 

de Cauchy pour tl^ , donc (F est convergent, et par suite X est compact 

totalement discontinu. 

b)^=^a) X est éparpillé £ l 0 , p. 1 2 8 ~ | , X est O-précompact 

(évident) et il est complet pour Oi/o • 

U.U.8. PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) X est of-paracompactj et ^compact. 

b) X est LindeVôf (X est éparpillé). 

Preuve. - a ) « a^b) Soit ( 0 . ) . _ un recouvrement ouvert de X, il 
i i € I 

existe une partition of dénombrable plus fine. Donc X est Lindelof. 

b) - _ * a ) X est 1-précompact (évident), X = 0 X ( 5 . 7 - 9 . ) . 

X est of-paracompact ( 2 . 3 . 3 ) . 



Structures ultra-uniformes et espaces éparpillés 

36 

5. LES ESPACES £ b X ET LA STRUCTURE ULTRA-UNIFORME UNIVERSELLE. 

5 . 1 . Parties uniformément équicontinues de /ll(X>K?,b). 

5 . 1 . 1 . DEFINITION. - On appelle transformation de Dirao l'application 

qui à x € X fait correspondre t^, tel que * x(f)
 = f(x), 

pour toute application f de Y, dans K. 

5 . 1 . 2 . DEFINITIONS. • Soit H une partie de 4l(X tK tb). Alors : 

a) On dit que H est simplement bornée, si et seulement si 

sup |f (x) I < + cx>. 
f e. H 

b) On dit que H est uniformément équicontinue, si et seulement 

si pour tout <LyO, il existe veîl, tel que (x,y)<&v entraîne 

i f (x) '- f (y) U £ , pour tout te H. 

c) On associe à chaque partie H simplement bornée l'ultra-écart 

fini djj , tel que d^Xjy) = sup / f (x) - f (y) l . 
f&H 

5 . 1 . 3 . PROPOSITION. - Soit H une partie de u^(X,K,b) simplement bornée. 

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) H est uniformément équicontinue .> 

b) est uniformément continue sur XxX. 

Preuve. - a) sas^ b) Soit £,> 0 , il existe ve^Z, tel que (x,y) e v entraîne 

sup|f(x) - f(y)l< S / 2 . Soit U - {((x 1,x 2),(y 1,y 2))/(x 1,y 1)^v,(x 2 Jy 2) e v i 

f€H 

l'entourage dans (X,X) . Alors 

Id^x^Xg) - ^ ( y ^ y g ) U ^ H ( x 1 , x 2 ) + d H ( y 1 , y 2 ) ^ pour tout ( ( x ^ x ^ , 

( y ^ y ^ t t l -

b ) ^ a ) Trivial. 

5 . 1 . 1 * . PROPOSITION. - Soit b la bomologie de toutes les parties de K . 

Alors, pour toute partie uniformément équicontinue H de U(X,K,b), 
—s 

l'adhérence H de H dans l'espace produit de toutes les fonctions 

définies sur X (muni de la topologie de la convergence simple) 
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est uniformément êquicontinue> donc contenue dans 2/,(X,K,b). 

En particulier^ une fonction f, limite simple d'une famille 

( ^ ) ^ j uniformément équicontinue est uniformément continue. 

De pluSj si H est simplement bornée^ alors H s est aussi 

simplement bornée3 et 

d-s = • 

Preuve. - Fixons £;>0 ; soit v e U l'entourage de 1 1 associé à (H,£ ) 

Pour tout (x,y) € l'application de dans R définie par |f(x)-f(y)/ 

est uniformément continue. Il en résulte que |f(x) - f(y) l «£• S pour 
—s 

toute f€H , puisque cette condition est satisfaite pour toute f€H. 

Pour les mêmes raisons, on a lorsque H est de plus simplement "bornée 
V. ""S 

d cL. , d'où d = cLT puisque HC H . 
H S ^ -5 S ^ 

5 . 1 . 5 . DEFINITION. - Pour chaque famille ^ ^ \ c l dridempotents de 

U(X,K,b) , on pose : ^ 

\ * * + 11 *t \ ÇO si x€< l Z(f.) / 
a) f = sup f i telle que f(x) = ^ i^I 1 

i£ I L 1 ailleurs » 

n si X £ ^ coZ(f.) y 
b) h = inf f. , telle que h(x) i é I 

i^I 1 ( 0 ailleurs ; 

Z(f) = f" 1(o), coZ(f) = X-Z(f). 

5 . 1 . 6 . PROPOSITION. - Soit f un idempotent de K*. Alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

a) f £U (X,K,b) , 

b) v(f) = [Z(f) 2 U ( [ z ( f ) ) 2 ] e lL . 

Preuve. - a ) = ^ b ) puisque (f * f ) ~ 1 [B(1.|,-)J = v(f) 

b) • • n i a ) puisque (f / f ) (v(f ) ) 2> la diagonale de K 2 . 

5 . 1 . 7 . PROPOSITION. - Soient t s deux idempotents de 4jL(X,K,b). 

Alors on a : 

a) tyt2^M (X,K,b) . 

b) sup(f1,f2)€.lt (X,K,b). 
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Preuve. - a) f 1. f=f - supff^fg). Donc il suffit de démontrer b). 

b) v(f ) n v(f 2)c v(sup(f 1 ff 2)). En effet, si 

(x.yUvff^ n v(f 2), et ( x . y î c f z î f ^ ] 2 a l z(f 2)]
 2 , alors 

(x,y)é vfsuptf^fg) ) . Si (x,y)e v{t,)r) v(f 2) et ( x , y ) ç [ [ 2 ( ^ ) 1 2 , 

par exemple, alors (x,y)e [ f z(t )n z ( f 2 ) ] 2 et par suite 

(x,y) cvlsupff^f )). 

5 . 1 . 8 . PROPOSITION. - Soit j famille dfidempotents de 

lt,(X,K,b) uniformément équioontinue. Si (F(l) s { 3 c I / 3 

est fini^t i 4 l o r s ; 

a,) La famille (fn)„^ ^ z - x , tgZZé cue f = sup f. est unifor-
j #e F U ] } i € K i 

mément équioontinue. * 

W sup f. est uniformément continue . 

c?; XZ^[( T i ) ± e I l = z[sup f j est un of. 

i € I 

Preuve. - a) On applique ( 5 . 1 - 7 ) en raisonnant par récurrence sur 

le nombre d'éléments de . 

b) sup f^ est uniformément équioontinue puisque sup f^ est 

i S I iel 

la limite simple de la famille ( f ^ ) ^ ^ i f ( i ) * ^ n aPPlî<l u e ( 5 - 1 . * 0 

en remarquant que si H est une famille d'idempotents de I K X j K j b ) . H s 

l'est aussi. 

c) Trivial. 

5 . 1 . 9 * REMARQUE.-Dans toute la suite, on considère l'espace vectoriel 

Li,(X,K,b) muni de la topologie de la convergence simple. On pose aussi 

% - ( h ) la famille de toutes les parties uniformément équicontinues 

simplement bornées de ll(X,K,b). 

5 . 1 . 1 0 . PROPOSITION.-Les parties H munies de la topologie de la conver

gence simple sur X notée pour toute partie Hc<& définissent 

s u r 4 K x,K,b) un recouvrement stable par réunion finie, par somme 

vectorielle et par homothétie, tel que : 

a) Pour toutes deux parties et H 2 de , telles que 

H 1 C H 2 ' ° n a G H 2 U = \ ' 

b) Pour toutes deux parties H 1 et H 2 telles que R^e% ; 

K^C Hg, on a H 1 63ê. 
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5.2. Le spectre de U(X,K,b). 

5.2.1. DEFINITIONS. 

a) On appelle caractère de ̂ ( X ^ b ) toute forme linéaire non 

nulle u sur ^(XjKjb) telle que : 

f , g c U(X,K,b), f . g e1X{X,K^) entraînent u ( f . g ) = u ( f).u ( g ) [k] , 

b) On appelle caractère du spectre de U(X,K,b) tout caractère 

de U(X,K,b) ayant ses restrictions aux parties H uniformément 

êquicontinueSj et simplement bornées continues. On appelle 

0^ X lfespace des caractères du spectre de U(X,K,b) muni de 

la structure uniforme de la convergence uniforme sur les parties 

H et de la topologie associée. 

c) On appelle caractère de C(X,K,b) toute forme linéaire non 

nulle sur C(X,K,b) 3 telle que 

u ( f . g ) = u ( f).u ( g ) V f , g C C(X,K,b) . 

5.2.2. PROPOSITION. - Pour tout u € 6^ X, et pour toute f c l K X ^ b ) , 

on a : u ( f ) c f (X). 

Preuve. - Supposons tout d'abord que u ( f ) = 0, et O^f(X). Il existe 

0(. > 0 , tel que f(X) c [ b(0,O.). Alors j Cl[(X,K,b) et par suite 

u ( j K f ) = u ( j ) . u ( f ) = 0 = u(l) (absurde). Si u ( f ) # 0, on pose h - f 

h = f-u(f).u(h) = 0, alors 0 € f(X)-u ( f ) ainsi u ( f ) e f ( X ) . 

5.2.3. PROPOSITION. - Soit f eU(X,K,b) et soit U > 0. Alors : 

a) La fonction caractéristique q de |xeX/ jf (x)|> est 

uniformément continue. 

b) f.q est uniformément continue. 

c) 1 - q> la fonction caractéristique de[x cX/ jf(x) | > QC } est 

uniformément continue. 

d) f.(l-q) est uniformément continue. 
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Preuve. - a) I l existe vcli, tel que (x,y) e v entraîne | f(x) - f(y) \$CL. 

Donc (x,y)cv entraîne |q(x) - q(y) \ = 0 et, par suite, q e 41 (X,K,b). 

b) I l existe ve4i, , tel que (x,y)e v entraîne | f(x) - f(y)l^^t 

et,par suite,(x,y)£ v entraîne |q(x)f(x) - q(y)f(y))^ °L , puisque 

(x,y)ev entraîne q(x) = q(y). 

c) Trivial. 

d) Trivial. 

5.2.U. PROPOSITION. - Soit H une partie uniformément équicontinue, et 

soit u e 0^X. Alors, pour tout 0, il existe x Ç.X, tel que 

|u(f) - f(x)|*flL j pour toutef f*H. 

Preuve. - On pose H 1 = {g/g = f-u(f), f €H^. H 1 est uniformément équi

continue et g£H«j entraîne u(g) = 0. Pour chaque g C H ^ o n pose q(g) 

la fonction caractéristique de { xCX/\g(x)|><*}. Alors u(q(g)) = 0 . 

La famille (q(g)) u est uniformément équicontinue (évident). Donc 
6 € n 1 

u(sup q(g)) • 0, et par suite Z [ H ^ * ZJ*sup q(g/j ï 0 et,par 

g C H 1 g £ H 1 

suite, il existe xcX, tel que |u(f ) - f (x) )< CL , pour toute f€H. 

5.2.5. THEOREME. - a) La transformation de Dirac £, est une application 

de X dans 0 X. 
u 

b) £ est uniformément continue • 

c) h est invective » 

d) S 1 : 8 (X) 1 — * X est uniformément continue. 

e) £ (X) est partout dense dans Q^X t 

f) 0^X est le séparé complété de (X,1L). 

Preuve. - a) £ est un caractère de1L(X,K,b) (évident). £ I est 
x x 1 H 

continue, puisque H est uniformément équicontinue. 

b) £ est uniformément continue, puisque chaque H est unifor

mément équicontinue. 

c ) U (X,K,b) sépare X. En effet, si x ^ y, il existe v = v 2 , 

tel que (x,y) Iv. L'application d : X K, telle que d (y) = 1 r (x,y) 

/ X X I V" 
est uniformément continue, et <*x(x) • 0 , d x(y) = !• Donc £, est injective. 
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d) Soit v = v = v . Alors la famille ( 1 c o ^ c p ( v )
 e s t 

uniformément équicontinue, et simplement bornée. De plus ( V.) x 

est simplement fermée. 

(e" 1x£ 1)[w (H4K£(x)A £(x)] = v.W(H,^) = {(ufv)6 (©uX] 2/1u(f)-v(f)ls<^,fcH). 

e) Voir (5.2.U). 

f) 0^X est un espace ultra-uniforme séparé, et complet puisque 

la limite uniforme sur chaque H d'une famille de caractères de 0^X , est 

un caractère de 0^X. Donc 0^X est le séparé complété de (X,4^). 

5.2.6. COROLLAIRE. - Soit (X,U.) un espace ultra-uniforme séparé. Alors 

la structure ultra-uniforme M est exactement la structure ultra

uniforme de la convergence uniforme sur les parties & , c'est-

à-dire^ c'est la structure ultra-uniforme de la -convergence. 

5.3. Les espace S^X. 

DEFINITION. - On appelle Ë*X l'espace des caractères de C(X,K,b) 

muni de la structure ultra-uniforme de la convergence 

simple sur C(X,K,b), et de la topologie associée. 

5.3.1. PROPOSITION. - <$^X est un espace ultra-uniforme séparé complet. 

Preuve. - S^X est un sous-espace ultra-uniforme du dual C(X,K,b)*, 

le dual algébrique, muni de la structure ultra-uni forme de convergence 

simple sur C(M,K,b). & X est une partie fermée de C(X,K,b)* , puisque 

toute limite simple de caractères est une,,forme multiplicative, et 

unitaire, donc un caractère et par suite S^X est un espace ultra

uniforme séparé complet. 

5.3.2. PROPOSITION. -

a) 6 est continue • 

b) £ (X) est partout dense dans S X. 

c) £ est un homéomorphisme de X sur £(X). 

d) S^X est le séparé complété de X pour la structure ultra

uniforme définie par C(X,K,b), c'est-à-dire la structure ultra

uniforme définie par les ultra-écarts continue (<* f) f çc(x K b ) 1 

tels que df(x,y) = | f (x)-f (y) \ ;(x,y)GXXX. 
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Preuve, a) Soit W(f1,...,fn,X) ( £ x ) un voisinage de £ x , il est clair 

que t \f\ fT 1 (Btfjtxo), fit))] C W(f 1 f... ff n lX) (fc^)- ° 

( £ est continue même si X n'est pas separé). 

b) C'est un cas particulier de ( 5 . 2 . U ) . 

c) £ est injective, puisque X est éparpillé. £ 1 est continue^ 

puisque la topologie de X est celle associée à C ( X , K,b). 

d) Trivial. 

5 - 3 . 3 . PROPOSITION. - a) L'application y: f — * f° de C ( X , K,b) dans 

C( 6 B X , K,b) telle que f b(u) = u(î)pour tout U É ^ X , est un 

isomorphisme. 

b) f(x)c f b( 6bx)c7oT). 

Preuve. - Trivial. 

5 . 3.U. THEOREME. - Soient X et Y deux espaces éparpillés. Alors pour toute 

fonction continue f : X>—> Y j il existe une application 

f : S^X «^Y 3 telle que la diagramme : 

f 
X i » Y 

£ \ I * 

S bX - - ^ 6 Y 
f 

so%t commutati,f. 

Preuve. - On définit f de la façon suivante; f(u) est le caractère de 

6 bY, tel que f(u)(h) = u ( h 0f), V h€C(Y fK , b ) . f ( £ ) (h ) • £ (h cf) = 

€ f ( x ) (
h ) - 1 ) 0 1 1 0 l e diagramme est commutatif. f est unique, puisque 

£ ( X ) est dense dans é^X. 

5 . 3 . 5 . THEOREME. - Le couple 5^X7 est solution du problème universel 

des applications continues de X dans les espaces éparpillés 

Y s tel que Y - £ bY. 
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Preuve. - Cas particulier de (5.3.^). 

Ç.U. Relations entre les £ bX. 

5.U.1. PROPOSITION. - Soient b^ et b 2 deux homologies sur K, telles 

que "b Ql°2* Alors C(X,K,t^ est isomorphe à C( S^X>K%b^). 

b 2 rb2 
Preuve. - L'application f f de C(X,K,b2) dans C( O X,K,b2) 

est un isomorphisme (5.3.3) . Soit fCC(X,K,b 1) ; f(X)cb^donc ^ 

f(X)€b 2. f €C(X,K,b2) implique f
b2 : £ b 2 x > K existe. f b 2 ( ^ 2 X ) € b 1 > 

t)p b bp 
puisque f(X)cf ( <S 2X)c f(X). D'autre part, soit h€C( S X . K , ^ ) , alors 

h| x(X)€b 1 t il eat évident que ( k | x )
b 2 s h. 

5.U.2. THEOREME. - Soient b 1 et b deux homologies sur K, telles que 
b 

b 1 C b 2 # ylZtfrs 6 2 X est un sous-espace topologique partout 

dense dans 6 b lx 

b P bi b P bi 
Preuve. - C( 5 X tK tb ) » C(X,K,b1), alors 5 ( S X) - S X. Donc 

£ b 2 X est un sous-espace topologique partout dense dans J^X. 

5.H.3. PROPOSITION. - Soient F la bornologie des parties finies de K3 

et b 0 la bornologie de toutes les parties de K . Soient b^ 

et hideux homologies sur K. Alors, on a : 

a) X C $b°x cS b lX c S F X Jtopologiquement). 

W X c S b l x c S \ et XQ 8 b 2 X C & bX (topologiquement), 

b étant la bornologie supÉb^bg). $ blX et § b 2 X ne sont pas 

nécessairement comparables. 

Preuve. - Voir (5.U.2). 

5.5. L'espace $ PX. 

5-5.1- Notations, a) P est la bornologie de toutes les parties relativement 

compacte âe K. 

b) b désigne une bornologie sur K, tel que b cP. 

c) 2 est le corps à 2 éléments. 

43 
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5.5.2. THEOREME. - Pour tout espace X, S^X est un espace compact 

totalement discontinu* 

Preuve. - ô^X est une partie fermée de TT f (X). Donc S^X 
f cC(X,K,b) 

est un compact totalement discontinu. 

5.5.3. PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) X = S bX. 

b) X est un espace compact totalement discontinu. 

Preuve. - Un compact est éparpillé si et seulement si il est totalement 

discontinu [lO, p. 1 2 ô J . 

5 . 5 . ^ . PROPOSITION. - Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) X est éparpillé . 

b) Il existe un ensemble I, tel que X soit homéomorphe à une 

partie de 21. 

c) X est homéomorphe à un sous-espace d'un (c.t.d.). 

Preuve. - a) y b) X est homéomorphe à line partie partout dense 

de 2 C ( X ' 5 ) . 

b) ) c) Soit Y C ^ . Y est un compact totalement 

discontinu • 

c ) — _ — ^ a ) Un sous-espace d'un (c.t.d.) est éparpillé. 

5 . 5 . 5 . PROPOSITION. - Pour toute bomologie bcP, on a : 

S bx - S PX à un isomorphisme près laissant X ponctuellement 

invariant. 

Preuve. - S PX est compact ( 5 . 5 . 2 ) partout dense dans £ b X ( 5.U . 2 ) . 

Donc S^X e 6^X (topologiquement) donc uniformément. 

5 . 5 . 6 . Remarque. - On identifie les espaces ultra-uniformes S^X pour 

tout b C P , et on note 5 P X ces espaces. 
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5 • • 7• PROPOSITION. - Posons \ la structure ultra-uniforme définie par 

C(X,K,P). Alors \l = 4/0» K étant infini. 

Preuve. - Soit P C P Q , l'application définie par f(x) = a^ si x e M

n i 

1 ^ n^ k = card(P), avec a^ ï a , quel que soit n # vérifie v(P) * 

B(d , GC) pour p. < inf l a -a | . Donc _ est plus fine que tt 0 • i / n m t 
nfm 

Réciproquement, soit fCC(X,K,P) et soit CL > 0, de la partition 

of de K définie par I x-y | ^ OL f en peut extraire un recouvrement fini 

de f(X), soit (¿0 .)«,., . Les f 1 (¿0 . n f(X)) forment une partition finie 
1 I -5 1 * n 1 

P de X, et (x,x')a v(P) entraîne |f(x) - f(x ' )J 4 cl ce qui montre que 

f est -uniformément continue, et i l 0 est plus fine que tlp. 

5 . 6 . L'espace S LX . 

5 . 6 . 1 . PROPOSITION. - Pour tout dL e R + ; 0 <: cl t 1 . Il existe une suite 

infinie (a ) v 0 t e l l e que inf 11 a -a I ; n / m | > 
n n > r ^ <- n m 1 J*^ 

K est infini. 

Preuve. - Si K est discret, une suite quelconque infinie ( a

n ) n > 1 » 

telle que a^ ^ a , pour tout n / m , vérifie la condition. 

Si K n'est pas discret, il existe un A *s K ; \ï\ j> 1 . La suite ^ n ; n > 1 

vérifie la condition. 

5 . 6 . 2 . PROPOSITION. - La structure ultra-uniforme •% est identique à il L 

4L L est la structure ultra-uniforme définie par C(X,K,L). 

Preuve. - Même démonstration que ( 5 . 5 . 7 ) en tenant compte de ( 5 - 6 . 1 ) . 

5 . 6 . 3 . PROPOSITION. - Soit A une partie fermée non compacte de K. Alors 

il existe dans A une suite (a ) telle que 

inf 1 1 a n-a m | ; n # m } = c*> 0 . 

Preuite. - Il existe dans A une suite (a ) « , telle qu aucune de ses 
n n > 1 

sous-suites ne soit convergente; c'est une propriété connue des espaces 

métriques compacts. Alors inf f la -a I ; n 4 mi * > Of car sinon 
v. n m 1 ' 

on peut extraire de f a \ , une sous-suite (b ) « , telle que 
1 n* n £ 1 n n^ 1 • 

lim •"bn~'bn+1^ = °* D ° n c ("b ) - converge, puisque K est ultra-métrique. 
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Donc inf || a

n ~
a

m | ; n ^ m ^ = o(. > 0. 

5.6.U. PROPOSITION. - Soit b c L ^ b ̂  P / fes propriétés suivantes sont 

équivalentes pour un espace éparpillé X. 

a; X = S bX • 

b) x = âLx. 

Preuve. - - *i Si X • S bX , d'après ( 5-U . 2 ) on a : X c <$LX c ^ X 

d'où l'égalité. 

b) »a) Soit u e 6 b X , et F • { A C X | 3 eu c A , avec u( 1 ^ ) * l"l • 
* b 

IF est un of-filtre maximal qui converge évidemment vers u dans % X. 

Montrons que c'est un S-of-filtre : sinon il existerait une suite stric

tement décroissante d'of (¿0 ) - , = X, ¿0 €F, telle que ^\<o = 0. 
n n^O n n^O n 

Soient X = 4) , -¿0 , pour n> 1 . Il existe une suite dénom-
n n-1 n 

brable ( a

n ) n ^ -j <jui appartient à b, et inf ||
 a

n "
a

m ) » n ^ mj = ot> 0 

( 5 . 6 . 3 ) . Soit g : X -*>K l'application définie par g(X n) - { a ^ , pour 

n ^ 1 . g£C(X,K,b) et u(g) - u(g).u ( l 6 o ) » pour tout n> 0 montre que 

u(g)c Ç\q £ a^/mjnj = 0 ce qui est. absurde. En définitive, IF converge 

dans X vers x, et u - £ . 
* 0 x 

5 . 6 . 5 . COROLLAIRE. - Soit X un espace éparpillés et soit b une borno

logie sur K; bc L y et b ^ P . Alors S bX = g L X à un homéo-

morphisme près laissant X ponctuellement invariant. 

Preuve. - Désignons par £ b : X —f S bX et £ L : X — * S LX l'application 

de Dirac. On a : £ b( £ LX) - 6 L X ( 5 .6.U) et & L( S bX) = g bX ( 5 . 6 . U ) . 

Il existe donc u : 6 b X '—> S L X et v : £ LX S bX , des applications 

continues, telles que Uo c?b s et v Q 6^ « S b . Alors v 0 U o <5 b « § ^ 

et U o V 0 §^ = S*", a i n s i u et v sont deux hcméomorphismes réciproques. 

5 . 6 . 6 . Remarque. - On identifie les espaces topologiques <SbX et § LX 

satisfaisant aux conditions de ( 5 . 6 . 5 ) et on note ces espaces £ L X . 

46 
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5 . 6 . 7 . Remarque. - D'après ( 5 . 6 . 3 ) si K est ii.^ini, il existe des parties 

relativement Lindelof qui ne sont pas relativement compactes. Par suite, 
P L 

les espaces topologiques S X et § X ne dépendent pas du corps K, mais 

seulement de l'espace éparpillé X, ce sont respectivement les supports des 

complétés de X pour li 0 et 11 • 

5 . 6 . 8 . PROPOSITION. - Soit E un espace éparpillé tel que E 

Soit X une partie partout dense de E et L-plongée dans E. 

Alors toute application continue f : X — ^ Y tel que Y = S LY. 

admet un prolongement continu unique f : E —=> Y. 

Preuve. - Soit x çE, et soit VF(x) le filtre de voisinages de x. IF(x) 

est un 1-of-filtre. |F(x)r> X est un 1-of-filtre, puisque chaque P ^ P ^ X ) 

est la trace d'un P'€ P-(E) (U.U .2), f[|F(x) xj est un 1-of-filtre, et 

par suite il converge vers l'unique point z€Y. On pose f(x) = z. f 

prolonge f, puisque si xçX f [(F(x)a X\ converge vers f(x). f est continue. 

Soit co un voisinage of de z, il existe un of ^élF(x), tel que f £<+>0 n x } 0 ^ , 

puisque f[lF(x)n X̂ j converge vers z. Soit y ^ ô , ft y) £ ¿0 5 puisque 

& F(y). Donc f{coa )e60, et par suite f est continue, et elle est unique. 

5 . 6 . 9 . PROPOSITION. - Soit E un c.t.d. Soit X une partie partout dense 

de E, et P-plongée dans E. Alors toute application continue 
p 

f : X -^Y j tel que Y = £ Y admet un prolongement continue 

unique ? : E > Y. 

Preuve. - Même raisonnement que dans ( 5 . 6 . 8 ) . 

5 . 6 . 1 0 . PROPOSITION. - Soit E un compactifié totalement discontinu de X. 

Alors les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) X est P-plongé dans E. 

b) E = 6 PX. 

Preuve. - a) — b ) On considère les deux diagrammes 

X - * E X £ * S PX 

^ s ^ ^ ^ ( 5 . 3 . 5 ) et . /r Q\ 

S PX E 
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Alors : (î o C ) | x = 1 X et (£ 0 i)j x = 1 X . Donc î 0 £ = 1 £ et f 0 i = 1 

d'où E = S ?X. 

b) a) Voir ( 5 . 3 . 5 ) . 

5 . 6 . 1 1 . PROPOSITION. - Soit E un espace éparpillé tel que E = $ LE , 

et soit X «ne partie partout dense de X. Alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

a) E • S LX. 

W X est L-plongé dans E. 

Preuve. - Même raisonnement que dans ( 5 . 6 . 1 0 ) 

5 . 7 . La complétion ultra-universelle. 

5 . 7 . 1 . THEOREME. - La structure ultra-uniforme universelle ©1 est 

exactement la structure ultra-uniforme de la convergence uniforme 

sur les parties $ équicontinues, simplement bornées de C(X,K,b). 

Preuve. - Il suffit de démontrer que C(X,K,b) = 6 ^(X9K,1D) et qu'une 

partie H équicontinue, simplement boréée de C(X,K,b) est uniformément 

équicontinue, et simplement bornée dans 8̂  (X,K,b). C(X,K,b) = ^(XjKjb) 

est évident. Si K est équicontinue, simplement bornée, dfî est continu, 

et fini^ donc dg est uniformément continue et, par suite, H est uniformément 

équicontinue, simplement bornée. 

5 . 7 . 2 . THEOREME. - Le séparé complété ultra-universel de X est exacte

ment le spectre 6^X de C(X,K,b) c'est-à-dire l'espace des 

caractères de C(X,K,b) ayant leurs restrictions aux parties 

équicontinuesj simplement bornées de C(X,K,b) j continues, muni 

de la structure de la convergence uniforme sur les H . 

Preuve. - Voir ( 5 . 2 ) et ( 5 . 7 . 1 1 ) . 
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5 . 7 . 3 . DEFINITION. - On dit qu'un espace X est non arckimédien si et 

seulement si Ô^X = X. 

5.1.h. PROPOSITION. - Il existe un isomorphisme entre ^(X,K,b) - C(X,K,b) 

et ^(ô^XjKjb) qui échange les parties H (Les parties unifor

mément équicontinueSj et simplement bornées). 

Preuve. - L'application de ô (XtK,b) dans ^ X . K . b ) , cp : f ^ f â 

telle f ô(u) = u(f) ; u e 0 X, est un isomorphisme (évident). Si rU3é, H V X 

puisque d^ = d̂ tf ; = Cp(H), et réciproquement. 

5 . 7 . 5 . COROLLAIRE. - B { 0 X) = ô X. 

5 . 7 . 6 . PROPOSITION. - Pour toute b sur on a : 

a) <Sb(<3 .X) = S bX. 

b) 0 X est un sous-espace topologique partout dense de S X . 

Preuve. - C(X,K,b) = C( 0 X,K,b). Alors Sb(ô ,X) = s\. ô X est épar-
b 

pillé donc Q^X est un sous-espace topologique partout dense de S X. 

5 . 7 . 5 . THEOREME. - Pour deux espaces éparpillés X èt Y et pour toute 

application continue f : X > il existe une application 

continue f : ô X - ^ ^ ï telle que le diagramme : 

f 
X • - * Y 

soit commutatif. 

Preuve. - Soit b la bornologie de toutes les parties de K. On pose f(u) 

pour tout u C (̂ X, le caractère sur 0^ (Y,K,b) tel que f(u) = u(h 0f) ; 

he 0(Y,K,b). f(£ ) (h) = £ (b 0f) = £ w f est unique, puisque X 

est partout dense dans ©^X. Enfin prouvons que f(u) est un caractère du 

spectre de (Y,K,b). Soit H c & de 0 (Y fK tb). Alors E 0 f est unifor

mément équicontinue, puisque H 0 f est équicontinue, H 0 f est simplement 

bornée de Ô ^ X ^ b ) et par suite \^ f est continu. Donc
 f ( u ) ( H

 e s t 

continue. 
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5.T . 8 . THEOREME. - ( £ , ^X) est solution du problème universel des 

applications continues de X dans les espaces non archimédiens Y. 

5 . 7 . 9 . PROPOSITION. -

a) Chaque espace discret est b n.a. 

b) Chaque espace éparpillé Lindelof est n.a-

c) Chaque espace of-paracompact est n.a. 

Preuve. - Chaque espace discret est of-paracompact (évident). Chaque 

espace Lindelof est n.a. En effet, pour chaque recouvrement ouvert de X, 

il existe un recouvrement of dénombrable plus fin. Donc il existe une 

partition of dénombrable plus fine (2.3.3) et; par suite, il suffit de 

prouver b). b) Soit u € Ô^X, il existe x s X tel que £ = u. En effet, 

supposons que £ x ^ u , pour tout x î t X . Alors il existe une partie HfciH 

de ^(X,K,b) telle que u(f) = 0 , pour toute f eH, et pour tout x g X , 

il existe f

x ^ H ; fMx) ï 0 . Donc pour tout x cX, il existe un of ̂  (x) ; 

x€¿o(x), et O^f (¿ü(x)) X étant o f-par a-compact, il existe une partition 

of P de X plus fine que (¿0 (x))x« Alors u( 1^) = 0 pour tout co €P. La 

famille O/OK.-r» est uniformément équicontinue, et sup 1- = 1 . Donc 
*° G p ¿ce p 

u(l) = 0 (absurde) et,par suite, il existe x^X tel que u s ¿0 X

# 

Alors 0 X = X. 

5 . 8 . Relations entre S^X et Ô^X. 

5 . 8 . 1 . THEOREME. - Soit X un espace c¿-précompact. Alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

a) ¿LX = ^ X , 

Xoi^^o • ^lû étant le plus petit cardinal mesurable. 

Preuve. - a) y b) Soit P e P • P^ de ^ X . ^(-p) e s ^ continue. La 

famille í**,) € p
 = { x ¿ o l ^ P »

 x<o€¿°} e s t cLy(p)-discrète. £ L X est 

replet, puisque S LX est une partie fermée de J ] f(X). Donc 
f £C(X,K,L) 

(x ) « est modéré ( S i i r o t a ) et par suite K,¿?n . 

b) = ^ a) Sht = e4[X+^>S
L{ 6 ̂ X) = Ê^X, puisque ^ ( ^ X ) = S L X . 
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T 

Supposons que d ̂ X) ̂  G ̂ X. Il existe donc un 1-of-filtre sur 

noté F qui nfest par convergent. Alors F n'est par un ot-of-filtre, et 

par suite, il existe une Pé'P, telle que co£ P entraîne toj*F. L'espace 

V , , 9 1 X 

est modéré. Soit : 9 X l'application canonique. 
R(v(P)) 1 R(v(P)) 

Cp (ïF) est une "base d'ultra-filtres qui ne converge pas. Il existe donc [l] 

une famille dénombrable (<ù ) v « ; ¿0 t<Q (1F) ; ntN, et ^ = 0. 
n n ̂  1 n * n >/» n 

Alors <M 1 ( d o et A q ? 1 ( c o )R0 (absurde), puisque £F est un &-of-

filtre. Donc 6 ( É^X) = 0 X , et S X = ê^X. 

5 . 8.2. COROLLAIRE. - Soit X un espace éparpillé. Alors toute fonction 

: Of(X) - ^ 2 , \-additive est Y-additive pour tout Y 9 tel 

que ^WJo-

Preuve. - Il suffit de démontrer que & (X^)= . Pour cela, on 

applique le même raisonnement que ( 5 . 8 . 1 , b)^r> a)). 

5 . 8 . 3 . COROLLAIRE.-Soit X un espace éparpillé. Alors tout \-of-filtre 

sur X, est un X-of-filtre pour tout Y j tel que X^^l0 • 

5 . 9 . Les espaces discrets. 

5 . 9 . 1 . THEOREME. - Soit X un espace discret. Alors les propriétés sui

vantes sont équivalentes : 

a) X est complet pourM^ j 

b) X = &Lx, 

c) X est modéréf 

d) Tout £ -of-filtre sur X est convergent . 

Preuve. - a) ^b) voir ( 5.U . 3 ) -

c) ) d) voir ( 6 . 5 . 1 ) * 

a) — - * d ) voir Çjl . 

file:///-additive
file:///-of-filtre
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5 . 9 . 2 . COROLLAIRE. - Soit X un espace discret. Alors les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

a) 8 LX i X 

b) X est mesurable. 

5 . 1 0 . Relations entre 0 et 9. $ et <SP , Jet 

5 . 1 0 . 1 . THEOREME. - Pour un espace éparpillé X, les propriétés 

suivantes sont équivalentes : 

a) e = 0 f 

b) 0 = S L ' 

c) j3 - S P > 

d;j3X= S P X . 

Preuve. - Lfespace uniforme (X, <9) est un espace fin [l2};donc <c O est 

définie par une famille des partitions ofs" équivaut à "j} est définie 

par une famille des partitions ofs" .£ 12» p. lUî\ . Donc a)¿=$> c). c)*=î> d) 

évident. 

b)̂ =v> c) Soient feC * T x ) , et ¿\>o; il existe une partition of 

P = i ^ ° k ) k > 1 » telle que v(P) cB(d f,<* ).. Il existe un nombre fini de 

boules (x^,ÛC ) { 1 ̂ i < n ) telles que leur réunion est X. Chaque P 

est contenu dans un B, (x. ). Posons Jï „ * í U<*-> / a; c B, (x, % ck ) l . 
1 1 c k k â , 1 ) 

e t c ^ m S ^ U < u k ^ k C B d ^ m * 0 ^ * ^ k ^ d * xq f** ; q< pour tout 

1 < m ̂ n. (¿2^) -j ^ £ < n

 e s ^ 1 : 1 1 1 6 partition of P^ de X, telle que 

l r(P 1)cB(d f >(X). Donc J i = S ? . 

a) b) même démonstration que b) c). 
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