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INTRODUCTION 

Soit TC une représentation unitaire d'un groupe localement compact G dans un espace 

hilbertien % . Soit VN l1 algèbre de Von Neumann engendrée dans ( ) par les 

opérateurs TC ( x ) , où x parcourt G. L'objet du présent travail est d'étudier quelques 

propriétés du prédual de VN^ , c'est-à-dire de l'espace de Banach des formes linéaires 

ultra-faiblement continues sur VN^ • 

On peut identifier A^ à un espace de fonctions continues et bornées sur G, plus pré

cisément à un sous-espace de Banach de l'algèbre de Fourier-Stieltjes B(G) définie et étu

diée par P. Eymard dans £ 5 ] • En particulier, si TC est la représentation régulière gauche 

de G dans L (G), A^ sfidentifie à l'algèbre de Fourier A(G) (cf. £5} ). Des résultats 

sur les espaces A^. en général - ainsi que sur le cas particulier des représentations 

quasi-régulières - ont été récemment annoncés par G.Arsac dans [ 1 1 • Nous avons nous-mêmes 

obtenu quelques résultats de ce type, et nous les exposons dans ce travail. 

Après le chapitre I, consacré à quelques préliminaires et notations, nous montrons au 

chapitre II que Â . , défini comme prédual de VTL , s'identifie au sous-espace de Banach 
lu 1 u 

de B(G) engendré par les coefficients de 1E , c1 est-à-dire à l'espace introduit par G. Arsac. 

De plus, tout u € A^ s'écrit u = ¿ 1 ^ **l± °^ les ^± et les V, * s o i r t d a n s $C $ 
i=1 1 1 TT 

où l'on pose Ç i * T£ i ( z ) = ( TtteJçJ pour tout x £ G, et où on a de plus 

i=1 1 u l 

Nous envisageons une troisième définition équivalente de A^, , directement inspirée 

d'une idée de C.Herz (remarque sur la note précédente de M. Varopoulos, C.R. Acad. Se., t. 260, 

1965, p.6001-6004). Elle nous permet d'établir que, si u est une somme finie de coefficients 

de 1t , sa nome peut sfexprimer à partir des décompositions de u en telles sommes finies, 

sans avoir à utiliser de séries. 

Contrairement à cç qui se passe pour A(G), l'espace A ^ n'est pas en général une 

algèbre pour la multiplication ordinaire des fonctions. Nous donnons une condition nécessaire 

pour que A ^ soit une algèbre : cfest que TC(G) soit un ensemble linéairement indépen

dant dans à£( <fé-jj. )• 

A la fin du chapitre II, nous étudions les applications linéaires continues d'un A (G ) 

dans un A ^ (G^) dont la transposée est un morphisme d'algèbresde Von Neumann. La caractéri-

sation que nous en obtenons nous permet en particulier de retrouver que, par restriction à un 

sous-groupe fermé H de G, l'algèbre de Fourier A(G) s'applique sur A(H). 

Le chapitre III est à l'origine de ce travail. La représentation 1C est ici la repré

sentation quasi-régulière, induite sur G par la représentation triviale d'un sous-groupe 

fermé H de G. Nous démontrons que, pour que H soit distingué, il faut et il suffit que les 

fonctions de A^ soient constantes sur les classes x H. Dans ce cas on a A ^ = A(G/H). 
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Le chapitre IV est consacré à l'étude du produit tensoriel TC1 @ TC2 de deux repré

sentations TC1 et TC2, définies respectivement sur des groupes G1 et G . Nous obtenons 

A1C 1 <S)"ft2

 C 0 D m e C O m p l é t é d e AtC 1 ®
 A1T p o u r ^ ce^aine norme. Le problème est alors 

A. ^ 

de placer ~ ^ par rapport aux produits tensoriels A^. (x) A _ et A-n- fi) A _ . 
1 w 2 'M T^2 'C-) T l .2 

On a deux applications canoniques j : A - @ A F R — » A _ ^ ^ et 
i c 1 i t 2 ^-i ® T t 0 

i : A 1 C 1 @ 1t2 * A1T 1 ®
 A1C 2 '

 q i a i s o n t l i n e a i r e s > continues et de norme ^ 1 . Nous mon

trons que i est une injection. D'autre part, nous prouvons que j est une isométrie surjec-

tive si, et seulement si, l'une des algèbres VN^ ou VN^ est commutative. Ceci généra

lise, en particulier, la formule A(G1 X G2) = A ( G 1 ) ® A ( G 2 ) ^ connue dans le cas où G^ et 

G2 sont commutatifs, au cas où l'un seulement des groupes est commutatif. Enfin, nous démon

trons que, si 1t est une représentation irréductible, l'espace de Banach possède la 

propriété d'approximation métrique. Il en résulte que, si T., ou 1C est irréductible, 

l'application j : A ^ <§} A — » ^ ^ est une injection. 
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CHAPITRE I - PRELIMINAIRES 

§ 1.- Topologies sur 

Soit un espace hilbertien complexe ; outre la topologie de la norme on utilisera 

plusieurs topologies sur 

1.1Topologie forte 

Soit x e ; la fonction T — » IIT(X)|| est une semi-nome sur <^($?). L9ensem

ble de ces semi-normes définit sur ( ) une topologie localement convexe séparée appe

lée topologie forte. 

1.2.- Topologie faible 

Soient x,y £ <fé ; la fonction T — > | < T(X) I y>| est ime semi-norme sur 

L'ensemble de ces semi-noimes définit sur ( $ù ) une topologie localement convexe séparée 

appelée topologie faible. 

1.3." Topologie ultra-forte m 

Soit (x.) une suite d'éléments de $C tels que ll^-lj^^oo ; la fonction (OO
 1 \ y i-1 -1 

/ " ^ IÌT(x.)ÌÌ2 ) ' 2 est une semi-norme sur L'ensemble de ces semi-nonnes 
i=1 1 / 

définit sur une topologie localement convexe séparée appelée topologie ultra-

forte. 
1.4.- Topologie ultra-faible 
Soit et (y i) i cleux suites d

féléments de tels que 

ZL U,f<CO , £ «y ||2 <«> ; 
i=1 i=1 

la fonction T «—» £ < T( X-Î ) l > e s t 1 1 1 1 6 semi-norme sur % ). L'ensemble de ces 
i=1 . ' 

semi-normes définit sur % ( $ ) une topologie localement convexe séparée appelée topologie 

ultra-faible. 

1.5.- Sur les bornes de les topologies forte et ultra-forte coïncident, les 

topologies faible et ultra-faible coïncident. 

1.6.- Sur le groupe unitaire de ^ les topologies forte et faible coïncident. 

§ 2.- Formes linéaires sur une algèbre de Von Neumann. 

Soit V une algèbre de Ton Neumann dans <fê • 

1.7«- Soit u ime forme linéaire sur V ; les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) u est faiblement continue ; 

(ii) u est fortement continue ; 

(iii) Il existe deux suites finies (X|,...fx) et (y1#...*y) d'éléments 

de tels que, pour tout T € V, 
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n 
u(T) = Z I < T( X i) | y i > . 

1.8.- Soit u une fome linéaire sur V ; les conditions suivantes sont équivalentes : 

(i) u est ultra-faiblement continue ; 

(ii) u est ultra-fortement continue ; 

(iii) Il existe deux suites (x. ) et (y.) d'éléments de % tels que 

OO OO 1 Ì 1 Ì 

Z I II x ± H 2 < 00 , 21x l^i"2 < 0 0 vérifiant 
i=1 i = 1 oo 

u(T) = Z I < T(x.) j y. > pour tout T Ê V. 
i=1 1 1 

1 . 9 . - L'adhérence, A, au sens de la norme de l'espace de Banach dual de V, de l'ensemr-

ble des formes linéaires fortement continues est l'ensemble des formes linéaires ultra-forte

ment continues. 

1 . 1 0 , - Avec les notations de ( 1 . 9 . - ) » V est l'espace de Banach dual de A et la topo

logie o— (V,A) est la topologie ultra-faible. 

1 . 1 1 . - Soit u une foime linéaire positive sur V, les conditions suivantes sont équi

valentes : 

(i) u est ultra-faiblement continue ; 

(ii) Il existe une suite (x. ) d'éléments de .vérifiant Z \ || x. lj2< cx> 
1 i=1 

tels que pour tout T S V 
co 

= Z I < T(xi) | x. > . 

1 . 1 2 . - Soit G un groupe localement compact, TC une représentation unitaire continue 

de G dans un espace de Hilbert $G , alors les algèbres de Von Neumann engendrées dans 

<$f ( % ) par % (G) et % (L1 (G) ) sont égales. 

§ 3 . - Théorème de densité 

1 . 1 3 . - Théorème de Kaplansky 

Soient V. et W des algèbres involutives d'opérateurs dans $C , avec V CW, et sup

posons que V soit fortement partout dense dans W. Alors la boule unité de V est fortement 

partout dense dans la boule unité de W. 

§ 4 . - Décomposition polaire 

1 . 1 4 . - Soit V une algèbre de Von Neumann, u une forme linéaire ultra-faiblement conti

nue sur V, alors il existe un couple unique (T, | u| ) ayant les propriétés suivantes : 

a) | u| est une forme linéaire positive ultra-faiblement continue sur V ; 

et l lull = Il I u | H ; 

b) T est un élément partiellement isométrique de V dont le projecteur final 

est égal au support de | u | ; 
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c) Pour tout S 6. V on a : 

<S,u > = < ST, |u|> et <S, lu|> = < ST* , u > . 

On dit que lu| est la valeur absolue de u, ( [ 4 ] , p. 61, th. 4 ) . 

§ 5.- Notations 

Nous adopterons dfune manière générale les notations de [5] • 

Soit G un groupe localement compact, soit dx une mesure de Haar à gauche sur G, 

choisie une fois pour toutes. Pour 1 £ p ^ 00 on définit comme d'habitude les espaces 

L P(G) relatifs à dx. Pour toute fonction complexe f sur G et tout s £ G on définit 

les fonctions V(s)f, S (s)f, f, f, f par les foimules 

V(s)f(x) = f(s"1x) ; S(s)f(x) = f(xs) ; f(x) = f£) ; f(x) = f(x"1 ) ; f = f . 

Soit %s> un espace hilbertien complexe ; une représentation, 1t , de G dans *}C est 

un morphisme de G dans le groupe unitaire de <fé , continu pour la topologie forte. 

Soit V une algèbre de Von Neumann dans ; On note V + l'ensemble des opérateurs 1 

positifs de V. Si A est un ensemble de foraies linéaires sur V, on note A + l'ensemble 

des formes linéaires de A qui sont positives, c'est-à-dire l'ensemble des u £ A tels que 

<T,u> ^ 0 pour tout T £ V + . 

On note B(G) l'ensemble des combinaisons linéaires de toutes les fonctions continues 

de type positif sur G, autrement dit, l'ensemble de tous les coefficients ( 1t(x) ç| 1̂  ) 

des représentations unitaires continues de G. Pour u 6B(G), on pose 

|j u ii = sup / f (x) u(x) dx 

f €L 1 ( C 0 , Hfll^l J 

où 21* désigne l'ensemble de toutes les (classes de) représentations unitaires continues 

de G et où îi f H — = sup ||1£(f)ll . Alors B(G) est un espace de Banach. 
1t G Z 

Soit TC une représentation de G ; on désigne par B (G) l'ensemble des fonctions u* 

IL 
continues et bornées sur G, vérifiant 

sup f (x) u(x) dx < 00 . 
fÊL 1(G), Il1t(f)ll £ 1 1 

Muni de la norme !j u II = sup f(x) u(x) dx , l'ensemble B (G) est un sous-

f6L1(G) J * 
l|t(f)|l < 1 

espace de Banach de l'espace de Banach B(GJ. 

36 



CHAPITRE II - L'ESPACE DE FOTJRIER A (G) 

Soit Tt une représentation unitaire continue de G dans un espace de Hilbert complexe / é . 

Soit W _ C ^ {%> ) l'algèbre de Von Neumann engendrée par (G). On désigne par VN* 

l'espace de Banach dual de M . 

§ 1 •- Définition et premières propriétés 

2 . 1 . - Définition 

On appelle espace de Fourier de la représentation % , et on note A ^ (ou A^ (G)), 

l'espace de Banach des formes linéaires ultra-faiblement (ou ultra-fortement, ce qui re

vient au même) continues sur VN^ . 

La norme de A^ est donc la noime de VNJJ^ • Le théorème de densité de Kaplansky, appli

qué à l'algèbre involutive TC(L1(G)), montre alors que, pour u £ A^ , 

2 . 2 . - Il || = Sup | <T, u>| = Sup | < X (f), u >| . 

T £W% f £L1(G) 

Il T || ^ 1 IIU(f)ll < 1 

D'autre part TO^ est l'espace de Banach dual de ety si F^CÂ^. désigne l'en

semble des formes linéaires fortement continues sur VN^ , alors F^ est partout dense 

dans . 

Soit u e A^ . Alors u est déterminé par les <1t(s), u> pour s 6 G. Par suite, 

si lfon pose u(s) = < TC(s),u > , on peut considérer A^ comme un espace de fonctions 

sur G. Dans la suite on notera de la même façon la forme linéaire ultra-faiblement 

continue sur VN et la fonction sur G qu'elle définit. 

2.3.- Exemple 

Si Tt est la représentation régulière gauche de G, le théorème ( 3 . 1 0 . ) de [ 5 ] montre 

que Â . est l'algèbre de Fourier du groupe G. 

Soit u 6 A ; alors u est de la fomie : 
&> 

T — > ZL№±)\%±) avec l.e% ,l±ïK ,ZJkf<<*> t Z l ^ A — 

Soient Ç et 1[ dans % ; notons £ *1? la fonction sur G définie par la f03>-

mule t *\ (s) = ( ft(s)£|^ ), pour s 6 G. On note alors ¿ 1 £- * \ • l a fonction 
i=1 1 1 

sur G, déterminée par u. On a donc par définition 

2 . 4 . - u(s) = (E h*X±)(s) = ^ ( ^ ^ i W i ) -
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2.5.- Proposition 

Tout uéA|j s'écrit, au moins d'une façon, sous la forme 

CO 

u = Z I ^ * > a v e c S . e ^ ;HUJ2<<x> ; 2 1 H J , 2 < « 

Cela résulte de (1.8.) et (2.4.). 
co 

Adoptons la convention suivante : lorsqu'on écrira u £ A^ sous la forme u = 2 1 £ . 

on supposera que l±£ % 9 % ± e % , ^ | j q | j 2 < o o et III %A\2 < <*> 

2.6.- Proposition 

Soit u 6 A^ . Alors u est une fonction continue et bornée sur G ; de plus 

l i u l l ^ ^ Il u | j . 

La représentation 7C est continue, donc, si A * l| Ç.l i < °° et .H < co 
oo 1 1 1 1 

la fonction s —* H ( 1C ( s ) ç . J 11 .) est continue d'après (1.5.) et (1.6.). 
i=1 i H 

D'autre part 

Ijult = sup | < l t ( z ) , u > | < sup | <T fu > I = | lu | i . 

i i T i K i 

2.7.- Proposition 

Soient u CA^. et x €G ; alors les fonctions y ( x ) u et S ( z ) u appartiennent 

à A^ et 

||u|| = Il Y(x)* 11 = 'î $ 0 0 * 'I . 

En effet, si u = ¿ 1 ç. * 1} ., on a H | |^ . | | 2 = 21 \\ Tt(x)lA\2 < oo 
¿ 1 1 j _ i i î 

et H H *[.li2 = ZI I» 1t(z)fl .M2 < oo .Par suite on a 

2.8.- V(i)u = ZI i * (it(x)fl.) et S(x)u = £ ( l t(x ) ç . ) * « . . 
i l Ul 1 1 *» 1 

Donc V(x)u éA^ et S(x)u Ê A ^ . D'autre part T — » It (x~1 )t est une isométrie 

de la boule unité de VN sur elle-même, donc 
Iw 

Il y(x)u H = Sup | < T, y(x)u> | = Sup | <1C(x"1 )T,u> I = Sup | < S,u > | = || u Q 

I t i| $ 1 iiT I U 1 « s « < 1 

On démontre de môme que II u H = Il S (x)u II . 

2.9.- Proposition 

Soient \x € (G) et u £ A^ ; on a 

2.10.- < 1t(^),u> = f u(x) dii(x). 
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En effet si u = Ç * ̂  on a 

<TC(lx), Ç **> = (1C(^)Ç|* ) = J(lc(x)ç|*L )dii(x) = ju(x) dvi(x). 

L'égalité ( 2 . 1 0 . ) est donc vérifiée pour u £ . et, par continuité pour u €. A^ . 

1 2 . 1 1 . - Corollaire 

k^ç est un sous-espace fermé de . 

Cela résulte de (2.6.), ( 2 , 2 . ) , ( 2 . 1 0 ) et de l'expression de la norme dans • 

§ 2.- Expression de la norme dans 

Nous montrons dans ce paragraphe qu'on peut obtenir la norme d'un u £ à partir d'une 

de ses décompositions sous la foime u = * ^ • 

Soit T S VN^ ; alors <p : S >ST est un endomorphisme ultra-faiblement continu de 

Vfl^ . Par suite, pour u , la forme linéaire u o 9 est ultra-faiblement continue 

sur VIL* • Il existe donc un unique élément, noté Tu, de A vérifiant 

2 . 1 2 . - < ST, u > = < S, Tu > pour tout s £ VN^ . 

On vérifie immédiatement que la loi externe (T,u) — > Tu fait de A^ un VK^ -module 

à gauche. Lorsqu'on écrira u sous la forme u = ̂  Ç i * \ i , on notera T ( - Ç ̂  * ̂  i ) l'é

lément Tu. 

2 . 1 3 . - Proposition 

Soit T £ . L'application y : u — > Tu de A^ dans A est linéaire, con

tinue, de norme ||T|| et vérifie 

2. H.- T(ç * <lp = (TÇ) * ̂  pour et 

2 . 1 5 - - Tu(x) = < T, y(x" 1)u>= <1C(x)T,u> pour u 6. A^ et x fi G. 

L'égalité ( 2 . 1 2 . ) montre que y est la restriction à A^ de la transposée de 9 . 

Donc y est linéaire et continue. D'autre part 9 est la transposée de y , d'où 

Pour tout S € VN^ et ^ et 1 dans % , on a : 

<S,T(Ç * % )> =<ST,£ (STÇ|̂  ) =<S,(TÇ) , 

d'où ( 2 . H . ) . 

La formule ( 2 . 1 5 . ) résulte de (2.8.) et ( 2 . 1 2 . ) . On a, de plus 

2.16.- T ( £ q * < u ) = £ (T^)* 1 i • 
\ 1 = 1 / 1 = 1 

2 . 1 7 . - Proposition 

Soit u EA f f . Alors pour toute écriture de u sous la foime u = ̂  > on a 
lu 1 1 v 1 

11 u i u £ iu.ll « <ï,J . 
Cela résulte du lemme ( 2 . H . ) de [ 5 ] . 
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2.18,- Corollaire 

Avec les notations de la proposition ( 2 , 1 7 . ) on a 
n 

u = lim ZI 5 i * % • 
n -»oo i=1 1 1 

OO °° 
Soit u n = Ç * % ; on a u-un = 2 1 Ç * d'où || u-u il £ ¿ 1 |j ç jj (Ujj;' 

i=1 i=n+1 i=n+1 

ce qui tend vers 0 quand n tend vers l'infini. 

2 . 1 9 - - Proposition 

Soit u € et soit (T^) une suite d'éléments de TO^ , convergeant ultra-fortement 

vers 0 . Alors (T U ) converge en norme dans Â . vers 0 . 

On peut écrire u = ZI 5 - * "L • A V E C Zl\\^A2<<» et £ Il °? .il2 < as # 

i=1 1 1 i 1 i 1 

On a alors lim ZI ¡1 T^ll 2 = 0 d'où 

et lim lj T u || = lim Z I Î I T £ . | | 2 = 0 . 
a a i 

Soit u £ A^ . Alors u possède une décomposition polaire unique u = T |u| , où |u| 

est une forme linéaire positive normale sur TO , et T £ TO est un opérateur partiellement 

isométrique. De plus Ru|( = jj | u H 

2 . 2 0 . - Théorème (G, Arsac [il ) ^ ^ 

Soit u £ A . On peut écrire u = XL l< * 1 < avec ZHl£j2<«> » 7 \ N i 2 < c o 
1 6 i=1 1 1 i=l 1

 i = 1 °i N 

de telle sorte que l'on ait exactement : 
oo 

2 . 2 1 - (lull = ZI H M M J • 
i=1 1 " 1 

Soit u = T lui la décomposition polaire de u. Alors |u| est de la forme 

s — * Z I (SÇH | cJt avec 21 i < <*> J c'est-à-dire |u|= ¿ 1 Ç. t r Par suite 
i=1 a,1 1 i=1 i=1 1 1 

ft l u l l = £ 1 I qli2
 car l'inégalité |<S, | u|> U Hs|| (Çl^li 2) est une égalité 

pour S = 1t(e). 

D'autre part 

00 
u = T|u|= ZI (TÇ±) * q donc, puisque T est partiellement isométrique 

i=1 9 

oo °° 

|iu» = iiT |u|iU H||TÇ.|| ^ H liç.lt2 = iluli et 
i=1 1 1 i=1 1 

HuH = 2 1 liTc.ll i i ç j i . 

i=1 1 1 

L'énoncé suivant précise le lemme (2.14.) de £ 5 ] : 
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2.22.- Proposition 

. Soit u = Ç1 * \ % un coefficient de 1c . Alors il existe £ et fl£ dans tels 

que u = £ *^ et tels qufon ait exactement : 

Hu i t = B ç l U ^ I I 

Soit u = T |u| la décomposition polaire de u ; on a l u i = T* u d'où J u l =(T*£F) * 

Par suite (Ul, p. 48, Lemme 2.) il eziste £ £ 3£ tel que | u | = £ * £ ; donc u =(TÇ) * £ . 

Alors, puisque T est partiellement isométrique, on a 

l l u l U H T Ç I I H Çl'l $ i i ç « 2 = l u | ( e ) = Il l u i 11 = i iull 

donc lluli = iTÇlï l U i i . 

2.23.- Proposition 

s o i t u = i± *i[±

 e k

% *
 a v e c i i u i i = ^ i i^i i " t i ' ' • S o i t K C ^ • A l o r s » s i o n 

pose UJJ. = Z I ^ * % ± , on a 

i £, K 

- K i « • 
1 & K. 

oo 
Il est clair que û . 6 A^ # La série j ^ Il Ç̂|f il̂ Jl est commutativement convergente, 

donc 

j u l - l u ^ u - J i l l u - I U Kr I' « Z I iU,ll « 1 . H + Z I 11$. H «"LU = Hul l ; 
l' *• oK iéK 1 i e ^ K 1 

C e c i donne 

iiu-ii = Z I U à . 
i ÉK 

§ 3.- Condition nécessaire pour que A ^ soit une Algèbre 

2.24.- Proposition 

Si A ^ est une algèbre (pour la multiplication des fonctions), alors 1C(G) est une 

partie libre de l 1 espace vectoriel . 
n 

On va démontrer, par récurrence sur n, que la relation 7\ X. 1t(s.) = 0, où les 1̂ (s. ) 
. } i l i 
i=1 

sont deux à deux distincts, implique X̂  = X = . . . = X^ = 0. 

Pour n = 1 le résultat est évident. 

Soient I t ^ ) ^ T£(s2). Supposons \^ T l ^ ) + X 2 ( 1t(s2) = 0 avec X^ et \ 2 

non nuls. Alors on peut écrire ^ ( s ^ = - X^"1 X^ "ft(s2) et Tt(e)=- X̂ ""1 A^lt^s,^"" ). 

On se ramène ainsi à lfégalité : 

11(e) = Xlt(s), où X ^ O et 1C(e) ̂  1C(s). 

pour tout v £ A^ on a donc 

2.25.- v(e) = Xv(s). 
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Soit u £ A C tel que u(e) / 0. On a alors,dfaprès (2.25.), u2(e) = X u 2 ( s ) . 

Or u2(e) = u(e)2 = X 2u(s) 2 = X2 u2(s) ; on peut donc écrire Xu2(s) = X 2u 2 ( s ) ^ 0 . 

Il s'ensuit que X = 1, puis que Tt(e) = *£(s), ce qui est contradictoire. Par suite 

on a X^ = X^ = o. 

Supposons la relation vraie pour n-1 ^ 2 . Soient des ^ ( s p deux à deux distincts, 

i = 1,2,...,n. Supposons £ X! X ( s ? ) = 0 où aucun des Xî n'est nul. 
i=1 1 1 

On obtient alors 

M a ? ) = - A ( X ; - 1 V ) M s ! ) et 
i=2 1 

i c ( e ) = - £ ( x ; - 1 x : ) i c ( s « s ; - 1 ) 

On se ramène alors à l'égalité 
n—1 

2,26,- M e ) = 22 X- ^( s-) °ù l e s M s . ) 3<>nt deux à deux distincts et les 
i=1 1 1 

non nuls. 

D'après l'hypothèse de récurrence, les M s ^ ) , pour 1 £i <; n-1, sont linéairement 

indépendants. Il existe donc u e Â j. tel que : 

<1C(s2),u>o . . . - < 1 t ( e n _ 1 ) l u > = 0 et <Ms.,),u> ^ 0. 

On a alors, d'après (2.26.), 
n-1 

u(e) = <TC(e),u> = H X <TC ( B . ) , u > = X < 1 C ( 8 ) , U > . 
i=1 1 1 1 1 

De même on a, 
n—1 

u2(e) = < tC(e),u2 >= X <Tt(s.),u2> = X <1t( S l),u
2 > . 

i=1 1 1 1 1 

Par suite, on obtient 

u 2(e)= X 2 <1C( S 1), U>
2= X 2 < 1 C ( S 1 ) , U

2 > = X 1 <1C( S i),u
2 >^o . 

Il s'ensuit que X^ = 1 . On démontre de même = . . . = X^ ^ = 1. 

La formule (2.26.) s»écrit alors 
n-1 

2.27. M e ) = Z I 1 5(e.) • 
i=1 1 

n-1 
On a donc, pour tout u É A ^ , u(e) = 22 u(s.) ; ce qui donne,en élevant au carré, 

c i=1 ' 

u(e) 2 = u2(e) = £ « ( s , ) 2 + 2 u(s. ) u(s.) . 

D'autre part on a aussi 

u2(e) = £ . u2(s.). 
i=1 1 
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En comparant les deux écritures de u (e), on déduit que 

/ * u(s.)u(s.) = 0, pour tout u € A^ ; cette somme comporte au moins un 
1 <J J 

terme car n-1 ̂  2 . Prenons alors u £ n o n nul sur TC^) et ^(s^) et nul sur 

TC (s^ )••••> ̂ (s

n_i)« ®
n obtient u(s,|) u(s^) = 0 ce qui est contradictoire. Par suite, il 

existe au moins un X^ nul. Lfhypothèse de récurrence montre qu'alors tous les X^ 

sont nuls. Donc (G) est une partie libre de TO^ . 

2 

fîflmftTQue : Pour que A ^ soit une algèbre, il faut et il suffit que u soit dans A ^ dès 

que *u est dans A ^ . 

Une réciproque partielle de la proposition ( 2 . 2 4 . ) est donnée par la proposition suivante : 

1 2.28.- Proposition 

Soit TC une représentation de dimension finie. Si TC (G) est une partie libre de 

0^ {% ), alors A^ est une algèbre. 

En effet, toute fonction sur TC (G) se prolonge en une forme linéaire sur l'espace 

vectoriel engendré par TC (G) ; celui-ci étant de dimension finie, cette forme linéaire est 

ultra-faiblement continue, donc appartient à A^ . Soient u et v dans . La fonc

tion TC(s) » < ÎC(s),u> < TC (s),v > définit donc un élément de A^ . Par suite 

«uv appartient à A^ . 

Supposons que 1C (G) est une partie libre de ^ ). Soit Ç ; alors la 

fonction X. 1C (s.) — * y\ X.( TC(s.)£/ç)^ est une forme linéaire sur l»espace 
i=1 1 1 i=1 1 1 

vectoriel engendré par TC (G). Pour que (£ * appartienne à A^ , il faut et il suffit 

que cette application soit ultra-faiblement continue. C'est en particulier le cas dès que 

l 1 application j\ X. ! t ( s . ) — * ¿1 X. Tt(s.)(£) 1C(s.) est ultra-faiblement continue, 
î̂ î 1 1 i=l 1 1 1 

Si 1C est quasi-équivalente à T u @ T C , on retrouve le fait que A est une algèbre 

(cf. G.Arsac [1 ] ). 

§ 4 #- Utilisation des produits tensoriels dans l'étude de A^ ; application au calcul de la 

norme dans P^ . 

Le but essentiel de ce paragraphe est de démontrer que si u é F , la norme de u est 

Tu 
donnée par 

I | U | 1 = ^ { I S ' ' ^ L L L ± Ï L , U = Ô * 

Soit % l'espace hilbertien conjugué'de % . Sur % ® % on met la nonne 

projective : 

2.29.- |iz||=inf | i i | y | | y , x = £ 
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Soit le complété de % © % pour cette norme. Tout x de ® J£ 

s'écrit x = £1 où la série £1 |j ll^jj converge et on a ([6] théorème 1 
i=1 1 1 i=1 

p. 51) 

2.30.- || x || = i a f i H llqli ll̂ .ll , x = Z I Ç ± ® ^ L . 
L i=1 i=1 j 

L'application p1 : % x K — * , définie par p!(ç, ) = Ç * /f[ est bilinéaire 

et continue. Soit p : % ® % — > sa linéarisée ; p êst continue et p(?£®fé) = P̂. 

Soit £ : % fe*K> — > A le prolongement de p à % (£ K> , on a alors 

NI/ 
OO <X> 

p ( ZI S i ® = ZI h * i i • 
i=1 1 l x i=1 1 1 

2.31.- Proposition 

L'application canonique 
77? atî: e s t i s o m é t r i e surjective. 

7Ker(p) 

Cela résulte du théorème ( 2 . 2 0 . ) et de la formule ( 2 . 3 0 . ) 

2 . 3 2 . - Proposition _ 
La bisection canonique p : % ® % ^Ker(p) — * F1C e s t u n e i s o m ^ ' b r i e d e l'espace norme 
quotient % & % / sur le sous-espace de A . 

7Ker(p) 1 Z TC 

En effet le dual de lfespace norme % % est l'espace de Banach des formes bi-

linéaires continues sur %®K • Si 9 est une telle forme et s i £ ^ £ ® o j . £ 
i=1 1 1 

n n — 
on a <9, S ® * . ) = ZI ''l-)* Par suite le dual de % ® % s'identifie à 

i=1 1 1 1 i=1 1 x 

au moyen de la relation 

<T, ¿ 1 C i®
rî i>= à (TÇĴ .) pour T et TL L±®%±£ . 

i=1 1 1 i=1 1 1 i=1 1 L l 

D'autre part, dans la dualité ( M ®% , ̂  (/&)), l'ensemble Ker(p) est l'orthogonal 

de 1£(G), car la relation "<1t(s), ¿1 • > = 0 P 0^ t o u t s £ G " équivaut à 
n i=1 1 _ 

11 P( Z I S- ®<?-) = 0 "• P a r suite le dual de % 1 , qui d'identifié isométri-
i=1 1 1 1 XKer(p) 

quement à l'orthogonal de Ker(p) dans ($>), est le bi-orthogonal de 1C (G) dans 

^ (^ê ) ; D'après (1.7.) la topologie <r-( ( & )• % ) est la topologie faible 

de ^ (^6). Donc le bi-orthogonal de 1C(G), qui est l'adhérence faible, dans (H)9 

de l'espace vectoriel engendré par 1C(G)', n'est autre que VW^ . Le dual de 7C(G>JC, 

s'identifie alors à VN^, au moyen de la formule Kèr(pJ 

<T, £ s . g w n +Ker(p)> = i t e j t . ) . 4 4 
i=1 1 i=1 



On en déduit donc 

]| A l ® 1 + Ker(p)ll = Sup | <T, L L @ 41 +Ker(p)>| = 
i=i 1 1 i=i 

n I • «V n M 
= Sup | < T, ZI *L * % , > I = 'I P ( H l< @ t< + Ker(p))l| . 
T £ V % i=1 1 1 i=1 L 

|TI$1 

Par suite, p est une isométrie. 

2.33.- Corollaire 
Soit u € ; alors on a 

iiu!i=infjZl >u= g . 

Cela résulte de (2.29.) et (2.32.). 

§ 5 #_ Etude de certains morphismes de dans Â . . 

Soit u € A^ ; alors T — > < T , u > est une forme linéaire ultra-faiblement continue 

sur VN^ . Il existe donc un unique élément de A ^ , noté ïï, tel que 

2.34.- < T, u > = <T* , u > pour tout T £ V E t . 

Nous allons voir, que, considérée comme fonction sur G, on a : u(x) = u(x 1 ) , et que, 

d 1 autre part, l1 application u —* u est une isométrie de A^ . 

2.35.- Proposition 
00 0 0 

Soit u = ¿1 Ç. * \ . ; alors on a u = 22* "L * £. . 
i=1 1 1 i=1 1 1 

En effet on a, pour tout T é.VN— , 
^ 1U — _ _ _ _ _ yy> 00 

<T*, 21 i±* %±>= V =21 (Tlilq) = <T, ti * k > • 
i=1 i=1 i=1 i=1 

2.36.- Corollaire 

Soit u é A ; alors on a 

||u|| = |u|i , et u(x) = u(x~ ), pour tout x £G. 

Les vérifications sont immédiates. 

Soient G1 et G 2 des groupes localempnt compacts et et Itg des représenta

tions de Ĝ  et G 2 respectivement. 

1 2.37.- Proposition Soit i : — > ranr2 ^ m o r P h i s m e injectif ultra-f aiblement continu df algèbres 
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involutives. Alors 1»espace de Banach A ^ est un quotient de l'espace de Banach A . 

Plus précisément, si Q désigne la restriction à A^ de la transposée de i, ̂ ap

plication canonique 9 : A^ / — > A— est une isométrie surjective. 

^ 2 / ^ ( 9 ) * 1 

En effet, puisque i est ultra-faiblement continue, on a & (k^) C A-fc • L'applica

tion i est alors la transposée de & ; par suite © (A1C 2^ e s t P a r t o u" b ûense dans . 

L'application Q se décompose en © == 9 0 y où y : A ^ — » A ^ /xer(©) e s t 

la surjection canonique, et 9 : k% /Ker(e ) > klt]* 

L'ensemble Ker(©) est l'orthogonal de iCra^) dans A u ^ ( [ 2 ] ch. IV - § 4 # Corol

laire de la proposition 2. p. 101). Par suite l'espace de Banach dual de A ^ /Ker( © ) 

s'identifie isométriquement au bi-orthogonal de i(VN-^) dans V N ^ ( [ 2 l ch. IV, § 5 , 

proposition 9 ) . Un élément de ce bi-orthogonal est identifié à la forme linéaire 

u2 + Ker( d ) — » < T 2, ^ > • 

D'autre part i(VN^ ) est une algèbre de Von Neumann, donc ^(W-^ ) est ultra-faible

ment fermé. Il en résulte que i(VN^ ) est égal à son bi-orthogonal et que le dual de 
ATC 2/Ker(0)

 s*identifie à ± ( w % ^ ) . 

La norme d'un élément Ug + Ker( G ) € /Ker(0)' e s* a ^ o r s donnée par 

|| u, + Ker(e)| = Sup I <i(T 1), iu>| . 

tl^ll £ 1 

On obtient donc 

liv^ + Ker(e)H = Sup | <i ( T 1 ) , u2>| = Sup | < ̂ , e(u2)>\ = 

^evu^ I T1 j| ^ 1 

i^ll £ 1 

= Sup l ^ . ç d u + Ker(e)) > | . 

Par suite on a 

lug +Ker(0)!i = IÎ9(u 2+Ker(©))|i . 

Et lfapplication 9 est une isométrie ; elle est surjective car 9(A-. = 0 ( * ) 

^/Ker (e) K \ 

est partout dense dans 

2 .38 . - Proposition 
Soit p : V N ^ — * VN^ ̂  un morphisme dfalgèbres involutives ultra-faiblement continu 
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On suppose que p("\W ) est ultra-faiblement dense dans VN - . Alors la transposée 

i de p est une isométrie de A— dans A~ . 
lu 2 ' ^ l 

Soit p = p o q la decomposition canonique de p, avec q : VN^ — ' ^ i t 
1 VKer(p) 

et p Î — ^ V U ^ . L'application 'p est une isométrie ([3] p.18, 1.8.3.) ; 
1/Ker(p) 2 

Soit i la restriction de *p à ; alors i ( A

u )Ck^^9 car p est ultra-faiblement 

continu. Soit ^ é A ^ ; on a || u 2 II = Sup | < p(TJ)), u 2> \ car p(VN^ ) est ultra-

l i p C T ^ I Î ^ 1 

faiblement dense dans V N ^ . Soit £B 1 la boule unité de . Alors q( 9 3 ^ est la 

boule unité de ^n ^ / K e r C p ) > e t P((l( ̂ -|)) e s t la boule unité de p C V N ^ ) . On a donc 

I J U g J I » Sup | <p(T 1),u 2> = Sup | <p(T1)fu2>| = Sup | < M^) > | • 

d'oîi |ju2i| = !i iC^) li . 

L'application i est donc une isométrie. 

2.39.- Corollaire 

Supposons qu'il existe un isomorphisme d'algèbres involutives, p : V N ^ — > VN^ . Alors 

les espaces de Banach A ^ et A^ sont isométriques. 

Ce corollaire s'applique en particulier lorsque IE 1 et TC2 sont deux représenta

tions quasi-équivalentes d*un même groupe G( t3] p.106, 5.3.2.). Alors A ^ = A^^ 

(cf. G. Arsac [ 1 ] ) 

2.40.- Proposition 

Soit 6 : A ^ — - > ATC2

 u n e application linéaire continue. Alors pour que 

9 = ̂ 0 : VN^ — > V1TTĈ  soit un morphisme d'algèbres involutives, il faut et il suf

fit que 8 vérifie 

pour tout U| A , 

2.42.- ^ 9 ^ ) = B ^ d ) ^ ) pour tout U j ^ A ^ et T 2 € - Y N ^ . 

En effet, soient Tg, S 2 é-VM^ et vu, 6 A.^. On a 

<9(T 2 * ) , u 1 > = <T 2*, 9 ( u 1 ) > = <T 2, © U j ' ) > , et 

< 9 ( T 2 ) * , u 1 > = < 9 ( T 2 ) , > = < T 2 , 0 ( î ^ ) > . 



L'égalité (2.41.) est donc équivalente à ç(T2*) = <p(T2)*. 

On a, d'autre part : 

<9(T2S2),u1 V = <T 2 S2, 9 (u,) > = <T 2 #S 2 © (u,)> et 

<9(T2)9(S2),u1 > = <9(T 2),9(S 2)u,> = <T2, © (T 0 (s2)^ > . 

Ceci montre que l'égalité (2.42.) est équivalente à 

<P(T2S2) = Ç(T2) <p(s2). 

2.43.- Corollaire 

Soit B : A-ft. — > A^. une application linéaire continue vérifiant (2.42.). Alors 

(2.41.) est équivalent à 

2.44.- 6 ( A r ; ) C A ?

+ 

H TC2 

Supposons que © vérifie (2.41 • ) • alors, d'après 2.40., 9 = ̂ © est un morphisme 

d'algèbres involutives ; par suite (C4l, p. 8, proposition 8.) 9(VN^ ) C VN * et 

Réciproquement, si 8 ( A ^ ) C , on a <p(W*^) C V N ^ ; ce qui entraîne 

<p(T2*) = 9(T 2)* pour tout T 2

 e V N T C ([4] , p. 53, Déf. 2.). Par suite 9 est un morphisme 

d'algèbres involutives, et 6 vérifie (2.41.). 

2.45.- Proposition 

Soit 8 : A^ — * A ^ une application linéaire continue, vérifiant (2.41.) et (2.42.) 

si Q est surjective alors A^ est isométrique à l'espace de Banach quotient 

^TC1 /Ker( © ) * ̂  ^ e S ^ ^JiÔ60*^6» ® es*t 1:1116 isométrie de A ^ dans 

Supposons 6 infective ; soit 9 = ^ 9 . D'après (1.10.) on sait que la topologie de 

dualité o- (VN^, A^ ) est la topologie ultra-faible, donc, d'après Bourbaki ( [ 2 ] p. 1 0 3 , 

corollaire de la proposition 6.), 9 est ultra-faiblement continu. D'autre part, B étant 

infective, 9(VÏÏ^ ) est ultra-faiblement dense dans VN^ . Alors d'après (2.38.) 8 est 

une isométrie. 

Supposons 0 surjective. Alors 9 = *© est une injection ultra-faiblement continue. 

La proposition (2.37.) montre que est isométrique à Af^ y ̂  (9)* 

2.46.- Remarque 

On peut remplacer, dans lfénoncé de la-proposition (2.45.) l'hypothèse " 6 est surjective' 

par " @ (A^ ) est partout dense dans A ^ ". Cela suffit, en effet, pour que 9 soit 

injective. 
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2 . 4 7 . - Exemple 

Soit H un sous-groupe feimé de G. Alors , A(H) s'identifie aux restrictions 

à H des fonctions de A ( G ) # On retrouve ainsi -un théorème de C. Herz (C.R. Acad. Se. t. 271 > 

n° 4» P- 244-246) à partir du fait, simple à vérifier, que A(G) | H est dense dans A ( H ) . 

Ce dernier fait, par exemple, est évident si G est un groupe de Lie, car alors toute fonc

tion de ^ (H) se prolonge en une fonction de 2) (G), et de plus @ (G) est dense 

dans A(G), (cf. [ 5 l proposition ( 3 . 2 6 . ) . ) . 
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CHAPITRE III - L'ESPACE DE FOURIER D'UN ESPACE HOMOGENE 

Soit H un sous-groupe fenné de G ; soit G/H l'espace homogène des classes à gauche 

x = xH de G selon H, sur lequel G opère continûment à gauche : si x £ G/H et s £ G, 

on désigne par sx la classe sx de sx. On désigne par X une mesure > 0 sur G/H quasi-

invariante , c'est-à-dire 

3.1.- f f(ax)dXx= f (s~ 1 ,i) f(x) dXi 

JG/E J G / H 

où 

3.2.- X(s,i) = où s £ G et i = x H £ G / H , 
p(x) 

p étant une certaine fonction continue > 0 sur G telle que 

3.3.- f>(xç)= J ^ > - p ( x ) p o u r x e G et ç e H, 

où 4 et sont les fonctions modulaires de G et H respectivement. On définit la 
2 

représentation quasi-régulière, TC , de G dans L (G/H , X ) par la formule 
3.4.- 1C(a)f(i) =f(s-1i) V X (s" 1,x) pour s £ G et f € L 2(G/H, \ ) . 

La représentation TC n'est autre que la représentation induite sur G par la repré

sentation triviale de H( [ 7 ] )• 

3.5.- Lemme 

Le noyau de TC dans G est contenu dans H. 

Soit s £ G tel que s EL Alors s s fi s et il existe une fonction f continue, 

à support compact, sur G/H, telle que 

f(s~1â) V/p(s-
1s) ^ f(s) 1 / 7 (7 ) donc 

TC (s)f(s) ̂  f(ê) et U (s)f ̂  f. Par suite 1t(s) / 1 2 et s ^ K e r ( i r ) . 

On a donc Ker( TC ) C H. L ( G / / H' X ^ 

3.6.- Proposition 

Soit 7t la représentation quasi-régulière de G dans L (G/H, X ) . Soit u £A 
— v % TC * 

alors les fonctions u et u appartiennent à A ^ et 

3 . 7 . - ilufj = liuil = Ituli. 

Soient f et g dans L (G/H, X ) ; on a 

STg (x) = (TC(x)f g) = ( 1C(i)f|i) = f*g(x) et 

(f*gf (x) = (1t(x"1)f|g) = (1t(x)i|f) = g»f(x) pour tout x ÊG. 
_ v 

Ceci montre que u et u sont dans pour tout u £ k^. . D'autre part l'égalité 

|if l| = ||f l| pour tout f £ L2(G/H,X) entraîne les égalités ( 3 . 7 . ) . 

50 



3 .8 .- Proposition 

Pour que H soit distingué, il faut et il suffit que les fonctions de A^. soient cons

tantes sur les classes ± E . Dans ce cas A s'identifie canoniquement à A ( G / H ) . 

lu 
Supposons H distingué : Soit p : G — > G/H la surjection canonique. La mesure de 

Haar sur G/H est (̂ -invariante. Soit o- la représentation régulière gauche de G/H ; alors 

1t et o— sont à valeurs dans le même espace de Hilbert et TE = r o p. En effet 

soit s € G et f e L 2(G/H) ; on a 

<r-(B)(f)(x) = f(s"1i) = f(s"1x) = 1C(s)(f)(x) pour tout ¿ é G/H. 

Il en résulte que l'application qui à 1t (s) associe <j- (p(s)) se prolonge en un iso-

morphisme (d'algèbres involutives car H est distingué) de VN.j- sur . D'après (2.39.)> 

on obtient par transposition -une isométrie Q de A(G/H) sur A f qui à u € A(G/H) 

fait correspondre Ô (u) défini par 

0(u)(s) = <1C( s) f 9(u)>= <(r-(p(s)),u > = u(s), pour 8 É C 

Ceci montre que les fonctions de A ^ sont constantes sur les classes xH et que A^ 

s'identifie à A ( G / H ) . 

Réciproquement supposons que les fonctions de A ^ sont constantes sur les classes xH. 

Soit x 6 H ; alors pour tout u £ A^. on a u(x) = u(e). Par suite lt (x) = ^(e) et 

x 6 Ker(TC ). 

On obtient alors H C Ker( 1c ) ; d'après ( 3 . 5 . ) on a donc H = Ker( ÎC ) et H est 

distingué. 

3 .9 .- Remarque 

Soit H un sous-groupe distingué non compact de G. Alors toute fonction non nulle 

u éi¡|- , ne tend pas vers zéro à l'infini. On voit aussi qu'on ne peut obtenir de partitions 

de l'unité dans A ^ . La situation est donc ici moins riche en possibilités que dans le cas 

oix H = £e]- , c'est-à-dire dans le cas de l'algèbre de Fourier A(G) (cf [ 5 ] ) . 
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CHAPITRE IV - PRODUITS TENSORIELS D'ESPACES 

5 2 

Soient G^ et G^ des groupes localement compacts ; soit TE^(resp. TC^) une repré

sentation de G, (resp. G-) dans un espace de Hilbert % A (resp. % 0 ) . Soit TU = TC (g TC 

la représentation de G 1 z G 2 dans % 1 ® /G 2, produit tensoriel de T C 1 et TC 2 

( ^® %2 désigne ̂ e Produit tensoriel hilbertien de ^ ^ et % ^ ) . On rappelle que 1t 

est définie par 

1C(s1f s 2 ) = TC( S l)® 1C(s2) pour (s^ s 2 ) £ G 1 z G 2 . 

Le but de ce chapitre est de construire Â - à partir de A ^ et et de comparer 

A^ aux produits tensoriels A ^ © A ^ et A^ ̂  @ " 

Posons, pour simplifier les écritures, 

A1 = ̂  i A2 = A1t 2

 ; A = A1C ' V1 = 5 V2 = W T C 2 i ^ ^ i c • 

§ 1.- L'injection de ^ x G 2 ) dans (G 1 ) ® A ^ (G,) 

1 4.1Proposition L'algèbre de Von Neumann V est le produit tensoriel des algèbres de Von Neumann et V̂ . 

En effet V est engendré par les éléments de la forme 1C(s^, s 2) = ^(s^) 0 ^(s^) 

pour (s^ s2) £ G 1 x G 2 # De plus V1 (S) V 2 est lfalgèbre engendrée par TC (G 1 X G 2 ) , donc 

est dense dans V pour lfune quelconque des topologies, forte, faible, ultra-forte, ultra

faible. 

4.2.- Corollaire 

La boule unité de V̂  ® V 2 est dense dans la boule unité de V pour la topologie forte. 

4.3.- Proposition (T. Turumaru [ 9 I ) . 

On a A^ ® A 2 C A et A^ @ A 2 est partout dense en nonne dans A. De plus, si 

u = ® u 2 € A, avec û  6 ^ , u 2 6 A 2 , on a 

lu || ^ I I ^ H i|u2l| . 

Soient û  € A^ et £ ; on peut écrire 

<X> oû 

u 2 = H • avec l C % ' ; % €. % ; Il u M = £ | 5 || H | . 
* ja1 J 2 «>2 J 2 * " ^ 2 ^ ^ j=1 ¿ 2 U J 2 

d'où 4.4.-



Par suite Z-1 ta ® li ) * CL ® i ) appartient à A. 
i f j *1 ^2 U x1 U J 2 

Soit s = (s1,s2) £ G 1 x G 2 ; alors 

Z I ( « i • s3 > » ( 1 , © 1 j ) w - H ( ( *, c-, ) ®* 2(s 2> ) (q, • s t i , • t J 2) 

If J 

= U ^ ) U 2(s 2) = ÏLj ® UgU) . 

Donc @ u 2 appartient à A, les égalités (4.4.) montrent que 

Soit maintenant T £V tel que < T,u> = 0 pour tout u de A_j © A 2 # Si T est non 

nul, il existe des vecteurs de *}ù ^ et tels que 

<t. ( g . Si,® iQ • ( L %n ® ïi2>> * o «" 

Ceci est contradictoire, donc T = 0 et A_. @ A 2 est partout dense dans A. 

4.5.- Remarque 

En général on considère deux représentations <j— ̂  et ^ dfun même groupe G. La 

représentation @ ^2 e s * ^ ^ ^ - e c o m m e représentation de G. Lf algèbre de 

Von Neumann associée à a— ® <j- 2

 e s t alors une sous-algèbre du produit tensoriel 

des algèbres de Von Neumann VN ̂  et VN < r- 2 . D'après G. Arsac ( 0 1 ) l'application 

restriction à la diagonale de G x G, est une application de A ( r_ 1 d A ^ j dans 

1 @<r~2 # ^ VTOV°sî'bion (2.37.) montre alors que ^^-^ e s t ^ e î^^i 0 1 1* d e 

l'espace de Fourier associé à la représentation ® <r~2f c o n s i ( iérée comme repré

sentation de G x G, par le sous-espace des fonctions nulles sur la diagonale de G x G. 

Sur A1 @ A 2 on peut considérer trois normes : 

Il ul | = inf « u U il u. Il , u = £ u ® u. \ 

||u|| =Sup||<T,u>| , T Ê Ï , HT || £ 1 ]• 

X(u) =Sup @ T2,u>| , T 1 feV^ T 2 ÊV 2, 1 ^ 1 ^ 1 , | T 2 I 
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Soit u £ A1 ® A 2 ; on a 

4.6.- X(u) « Il ull ^ Il u HA . 

La première inégalité est évidente. La seconde résulte de (4.3.)• D'autre part, de 

X(u, ® v^) = | t i , l II û l et de (4.3.), on déduit U u, ® ^ ¡ 1 = 1 1 ^ / 1 I û l . 
n n 

Soit u = 21 \^ ® \ 5 alors, si on identifie u à l'opérateur —> Z 2 < T - | > f 

on définit une isométrie i de A, ® A , muni de la norme X , dans l f espace de Banach 

( v 1 ,A2) muni de la norme d
f opérateur. On note @ A 2 l 1 adhérence dans % (v^ ,Ag) de 

i(Â  ® Ag), et l'on note X la nonne dans Â  ̂  A ^ C C f . R. Schatten, A theory of cross-

spaces, Princeton university press, 1950). 
n 

Soit u = 21 \^ ®\ 2

 6 t S O i e n t T1 é V1 6 t T 2 € V 2 * 0 n 8 

n 

i(u)T. = 21 < Ti> u

n- > * ; a f ^ 

1 i=1 1 x1 x 2 

<T 2,i(u) T l> = A < T 1 , u i i > < T 2 , u i 2 > = S < T 1 ® T 2 , 21 u ± i ® u ± 2 > . 

On a done 

4.7.- <T2,i(u)T1 > = < ^ ® T2,u > . 

Si maintenant u ê A j ® A 2, alors on a u = lim i( u

n). 
n 

Par suite u ^ ) = liia i(u )T1 d'où 
n 

4.8.- <T .uC^ ) > = lim < ̂  ® T 2 , u n > . 
n 

D'après (4.6.), lfinjection canonique i,̂ de A1 ® A 2 dans A1 ® A 2 est continue si l'on 

met sur Â! ® A 2 la norme de A et sur A1 ® A 2 la norme X . Et on a le résultat suivant : 

4.9.- Proposition 

L'application i se prolonge en une injection abaissant les normes, encore notée i f de 

A muni de la norme || . |j dans A1 (g) A2» 

Soit u €A, tel que i(u) = 0. On a donc pour T1 £ V1 et T 2 £ Y^9 < T^i^u)^ > = 0 . 

D'après la proposition (4.3.)> il existe une suite (un) d'éléments de A1 ® A 2, telle que 

lim |( u-u K = 0. On en déduit, d'une part que < T,u> = lim < T,un> pour T £ V, d'autre 
n -too n n -*a> n 

part que lim i(u ) = i(u) = 0. 
n ->co n 

D'après (4.8.) on a, pour tout T1 £ Vf, T 2 £ V 2 > 

< T 1 ® T2,u> = lim < ̂  ® T2,un>=<T2,i(u)T1> = 0 donc u = 0. 
n 
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