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PREMESURES ET MESURES SUR LES ESPACES COMPACTOLOGIQUES

André GOLDMAN

INTRODUCTION. - Dans le chapitre 9 d'intégration (5), N. BOURBAKI généralise

la théorie de 1'intégration sur les espaces compacts au cas d'un espace topo-
logique séparé. Il introduit pour cela deux notions : la notion de prémesure
et la notion de prémesure localement bornée. Déjia il convient de remarquer
que la définition d'une prémesure ne fait intervenir la topologie de 1'espace
T que par l'intermédiaire de celle de ses parties compactes. Quant i la condi-
tion localement bornée, elle permet de construire un concassage de T d'une
part et de définir une notion de mesure extérieure d'autre part. La défini-
tion d'un concassage ne faisant appel qu'aux compacts de T et 3 la préme-
sure, il apparait alors qu'on peut remplacer avantageusement cette condition
par la suivante : la prémesure est localement bornée sur T muni de la topo-
logie la plus fine compatible avec ses compacts. En effet, si cyT désigne
1'espace ainsi obtenu, il a exactement les mémes compacts que T et il est

facile de voir qu'il est encore concassable pour toute prémesure localement
bornée.

En fait, bien que plus satisfaisante que la précédente, cette condition
nous semble encore trop forte. On se propose donc de ne conserver que le

strict minimum, c'est-d-dire une structure d'espace compactologique (6).

On montre tout d'abord que les résultats obtenus par N. BOURBAKI concer-
nant 1'intégration des mesures s'&tendent au cas des prémesures compactolo-
giques. Bien siir, certains de ces résultats ne sont plus valables et plus pré-

cisément tous ceux qui font intervenir le théoréme de Lebesgue-Nikodym.

Pour contourner cette difficulté, on définit une mesure sur un espace
compactologique comme prémesure pour laquelle il existe un concassage (on

apporte une légére modification 3 la dé&finition du concassage donnée par
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N. BOURBAKI). L'essentiel consiste & démontrer le théoréme de Lebesgue-
Nikodym et 3 &tudier les opérations sur les mesures comme par exemple :

mesure induite, mesure image, etc...

Dans le chapitre 4, on compare les propriétés des mesures définies sur
les espaces topologiques avec celles des mesures définies sur les espaces
compactologiques canoniquement associés. Il s'agit en quelque sorte, de
"mesurer" 1'efficacité de ces deux notions. On montre en particulier qu'il
existe des prémesures non localement bornées (pour aucune topologie compati-
ble) qui sont des mesures compactologiques. Ceci ayanf lieu par exemple pour

certains quotients d'espaces métrisables.

Le dernier chapitre traite des espaces topologiques dont tout point admet
un voisinage concassable (espaces localement concassables). On &tudie dans

quelles conditions de tels espaces sont concassables.

Signalons enfin que si la notion de mesure compactologique semble €tre
plus générale que celle développée par N. BOURBAKI, par sa grande généralité
méme elle pose des problémes jusqu'd maintenant sans réponse, comme par
exemple l'existence de prémesures qui ne seraient pas des mesures compactolo-

giques.

NOTATIONS. - Pour les notations concernant les espaces compactologiques, on
renvoie 3 (6). Précisons en plus que pour tout espace compactologique X, on

notera par K(X) l'ensemble de ses parties compactes.

Si T est un ensemble et A une partie de T, on désigne par ¢A la fonction
caractéristique de A. L'ensemble des fonctions numériques positives définies
sur T se note F+(T) ; si fe:F+(A), £° désigne le prolongement de f i T qui
coincide avec f sur A et qui vaut zéro ailleurs. Les notations concernant les

prémesures sont celles de (5).

Toutes les prémesures sont suppos€es positives (ceci ne restreignant pas

la généralité des résultats). Tous les espaces topologiques sont séparés.
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1. - PREMESURES SUR LES ESPACES COMPACTOLOGIQUES.

1.1. PREMESURES.

(1.1.1) DEFINITION. - Soit X un espace compactologique ; pour tout compact K
de X, soit M(K) l'ensemble des mesures de Radon sur K. Pour tout couple
(K,K') de compacts de X tels que KDK', désignons par Py, K l'appli-
cation de M(K) dans M(K') définie par pK,K'(U) = g1 pour toute ueM(K).
On appelle prémesure sur X tout élément de la limite projective du

systéme projectif (M(K),pK K')KGK(X)’ 1'ensemble K(X) étant ordonné
’
par inclusion.

Si T est un espace topologique et YT 1l'espace compactologique canonique-
ment associé, il est clair que la définition d'une prémesure sur T coincide
avec celle d'une prémesure sur YT. Il en résulte que tous les résultats ob-
tenus par N. BOURBAKI et concernant les prémesures sont encore valables dans
le cadre compactologique. On se contentera donc, dans la plupart des cas d'en

donner 1'énoncé (on renvoie & (5 our une démonstration plus détaillée).
P P

(1.1.2) DEFINITION. - Soit W une prémesure positive sur X. On appelle inté-
grale supérieure essentielle associée d la prémesure \, L'encombrement
défint par W(f) = Sup ui(fK) pour tout feF (X).

KeK(X)

(1.1.3) DEFINITION. - Une fonction fEIZjX) est dite localement négligeable
pour la prémesure u si W(f) = O.

(1.1.4) DEFINITION. - Une fonction f définie sur X et & valeurs dans un espace
compactologique Y est dite p-mesurable si pour tout compact K de X et

tout ©o 71 existe un compact K, tel que u'(K-KE) < € et tel que f
envote continiiment Kezdans un compact K' de VY.

(1.1.5) DEFINITION. - Sotit (fi)iel un ensemble de fonctioms positives sur X.
On dit que (fi) est compactement dénombrable l.p.p. (localement presque
partout) si pour tout compact K il existe une partie localement négli-

geable NCK telle que |fiﬂ = 0 sauf pour un ensemble dénombrable
d'indices. KK

(1.1.6) DEFINITION. - Un ensemble H de parties de X est dit compactement
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dénombrable l.p.p. st l'ensemble des fonetions caractéristiques de ces

parties est compactement dénombrable l.p.p.

(1.1.7) DEFINITION. - On appelle concassage de X pour W une famille compactement
dénombrable l.p.p. (Kd)aeA de parties compactes de X, deur d deux dis-

jointes et recouvrant X.

Dans un nombre restreint de cas, on doit cependant introduire une notion

plus forte.

(1.1.8) DEFINITION. - Soit K un concassage de X pour u. On dit que K est un
concassage fort s'il existe une sous-famille (Ka)aeA de K vérifiant :
(a) la famille (Kd) est compactement dénombrable,

(b) l'ensemble N = X\UKa est localement négligeable.
a€A

(1.1.9) PROPOSITION :
(a) Sotent f une fonction positive et (g ) une suite de fonctions posi-

tives et w-mesurables sur X. Si l'on pose g=2gn on a alors

W(fg) = Iulfe ).

(b) Soit H un ensemble filtrant décroissant de fonctions positives mesu-
rables. St H est compactement dénombrable l.p.p. et s'il existe dans H

une fonction h_ telle que W(h,) < + =, alors on a wXInf h) = Inf W(h).
heH heH

(c) Soit H un ensemble filtrant croissant de fonctions positives mesurq-

bles. Si H est compactement dénombrable L.p.p., on a U(Sup h) = Sup 1'(h).
heH heH

-]

Preuve. - A quelques détails prés, se reporter a ((5), n- 1.5, prop. 4).

(1.1.10) PROPOSITION :
(a) Soit H un ensemble filtrant croissant de fonctions positives semi-
continues inférieurement sur tout compact K de X. On a alors

u.(Sup h) = Sup u’(h).
heH heH

(b) Soit H un ensemble filtrant déeroissant de fonetions positives semi-
continues supérieurement sur tout compact K de X. S5'{l existe dans H une

fonetion h, telle que ﬁ%hc) < +o on g alors W(Inf h) = Inf u'th) .
heH hel

Preuve. - Voir ((5), n® 1.6, prop. 5).
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1.2. INTEGRATION DES PREMESURES. - Soit Y une prémesure Sur un espace compacto-
logique X. Lorsque X est u-concassable, il est facile de comstruire un espace
localement compact TX associé 3 X, ayant méme ensemble de base et muni d'une
mesure U _ pour laquelle toute fonction f mesurable sur TX soit U-mesurable

sur X et réciproquement. Par une méthode identique & celle employée par

N. BOURBAKI, il en résulte que toute la théorie de l'intégration sur les espaces
localement compacts se transpose facilement dans le cas compactologique. Cette
méthode n'est plus applicable pour des prémesures quelconques, et des démons-

trations directes sont nécessaires qui font appel i une technique semblable 2

celle utilisée dans le cas localement compact.

(1.2.1) DEFINITION., - Soit pe (l,*m[ ; on désigne par L;(X,u) (ot F est un es-
pace de Banach) l'ensemble des applications f de X dans F, u-mesurables
et telles que]f(lflp) < +o, On notera Np(f) = (ﬁlflp)l/p-

(1.2.2) PROPOSITION. - Soit (f ) wne suite de Cauchy dans Lg ; 1l existe une

sutte extraite (£ ) ayant les propriétés suivantes :

(a) La série de terme général Np(f -f_ ) est convergente.
+]
(b) La série de terme général (f -f ) est absolument convergerte l.p.p.
+]
(c) 5i Ll'on pose g(x) =ﬁ(f (x)-f_ (x)] aux points ou la série con-
k=1 Tk+l "k

verge et g(x) = 0 atlleurs, la fonction g appartient a L? et la suite

(fnk) converge en moyenne d'ordre p vers g+fn .
1

(d) 87 la suite (fn(x)) converge localement presque partout vers f(x), f

est de puissance p-iéme intégrable, et la suite (fn) converge en mcyenne
d'ordre p vers f.

On a comme conséquence les résultats importantssuivants :

(1.2.3) THEOREME. - L'espace Lg est complet.

Prewve. — D'aprés (1.2.2), g+f ~est la limite de (£ ) ; c'est une valeur d'adhé-
|

rence pour la suite (fn)’ donc un point limite.

(1.2.4) THEOREME (LEBESGUE). - Soit F un espace de Banach, (£) une sutte de
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fonections de Lg telle que :

(a) la suite (fn(x)) converge l.p.p. vers une limite f(x)€ F.

(b) Il existe une fonction numérique g20 telle que Np(g) < 4, gt
|fn(x)| < g(x) l.p.p. dans X pour tout n.

Alors la fonction f est de puissance p-iéme intégrable et la suite (fn)
converge en moyenne d'ordre p vers f.

Preuve. - On pose gm’n = Ifm-fnl, alors gm,n(x) + 0 quand m,n + + © ; d'autre
part, gm’n(x) < 2g(x). Soit la suite (hn) définie par hn(x) = §up gi,j(x).
12n
j>n

C'est une suite filtrante décroissante et h <2g. Appliquons (1.1.9) ;

N (Inf h ) = Inf N (h ) =Inf N (Sup g; .) > Inf Sup N (g .). Or Inf h = 0,
P4 a n Pi )3 1,] n i,; 2]

Il en résulte que Inf Sup Np(f f )} = 0, donc pour tout €>0, il existe n tel
n i

2]
que i»n et ja3n 1mp11quent N (f -f ) £ €. La suite (fn) est donc de Cauchy dans
Lp et on conclut avec (1.2, 2)

(1.2.5) THEOREME. - Il existe une application linéaire et une seule f -+ deu
de 1'espace L; dans F qui posséde les propriétés suivantes :
S7 a€F et 87 f est de la forme x + g(x).a ol g est une fonetion posi-
tive finie u-mesurable et telle que W(g)< + =, on a deu = ﬁ(g).a.

Preuve. - Avec le lemme suivant :

(1.2.6) LEMME. - L'ensemble des fonctions f de la forme f=g.a considérée dans
l'énoncé précédent, est total dans Lg.

Preuve. - Soit e€>0 ; il ex1ste un compact K de X tel que N (f¢ ) € € Sur K,

il existe une fonction h = Z a;.g; (ot a,e F et g; est une fonctlon positive

1
finie uK-lntegrable), verlflant uK(|f —hl)p < €P. Donc

NLCE-R®) = N ((£-0")0p + (£-h")0py] € N (£.0p,) + N ((£-h)°0) < 2e.

Il en résulte trivialement :

(1.2.7) PROPOSITION. - L'espace des fonctions f, & valeur dans F, telles que

Supp f soit compact et telles que la restriction de f d son support soit
continue, egt dense dans Lg.

(1.2.8) THEOREME (LEBESGUE). - Sotit (fn) une suite de fomctions intégrables
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satisfaisant aux conditions suivantes :

(a) la suite (fn(x))converge l.p.p. vers f(x)e F.

(b) 11 existe une fonction numérique g0 telle que u(g) < +o, et
|fn(x)| s g(x) L.p.p. pour tout n.

La fonction £ est alors intégrable et l'on a :

fdy = lim andp

Preuve. - D'aprés (1.2.4) la suite (fn) converge en moyenne vers f et le résul-
tat est alors conséquence de la continuité de 1l'intégrale.

2. - MESURES SUR LES ESPACES COMPACTOLOGIQUES.

2.1. MESURES. - Dans le cas d'une prémesure u quelconque, il ne semble pas pos-
sible d'obtenir un théoréme analogue 3 celui de Lebesgue-Nikodym. Pour cette

raison, on introduit des conditions supplémentaires portant sur pu. On définit

ainsi une notion de mesure compactologique comme prémesure pour laquelle il

existe un concassage de X. On remarque d'ailleurs que dans le cas d'un espace

localement compact c'est précisément 1'existence du concassage qui permet d'ob-
tenir ce théoréme.

(2.1.1) DEFINITION :

(a) On appelle mesure sur un espace compactologique X, toute prémesure yu
pour laquelle 1l existe un u-concassage.

(b) ST toute prémesure usur X est une mesure, l'espace est dit univer-
sellement concassable.

Le théoréme suivant donne une caractérisation plus maniable du concassage.

(2.1.2) THEOREME. - Soit p une prémesure sur un espace compactologique X. Les
agsertions sutvantes sont équivalentes :

(a) il existe un u-concassage de X ;

(b) il existe un recouvrement de X par un ensemble H compactement dénom-
brable 1l.p.p. de parties compactes.

Preuve :
(a) =>(b) : Trivial.
(b) =>(a) : Donnons-nous un bon ordre sur H = (Ka)' Pour tout ordinal &, on pose
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A, = K, N % J KB. L'ensemble (AOL) forme une partition de X : en effet, soit
<a
x € X et a le premier &lément de l'ensemble A = (o ; xeKa). I1 est clair que

Xx€X , ce qui suffit,
Cx

L'ensemble H étant compactement dénombrable l.p.p., il en est de méme de 1l'en-
semble (Aa)' Montrons finalement que tout ensemble Aoc est mesurable ; or ce

point est évident puisque 1'ensemble CAa = CKOLU(UKB) est mesurable.
B<a

Pour conclure, il suffit de remarquer que pour tout o l'espace X est concas-
sable. Soit La le concassage correspondant. La famille L =ULa est alors un

concassage de X.
On en déduit encore le résultat suivant :

(2.1.3) COROLLAIRE. - Sotent u une prémesure sur X et H une famille de parties
compactes reccuvrant X telles que :
(a) card KK X,
(b) tout compact K de X est inclus l.p.p. dans la réunion d'une famille
dénombrable d'ensembles de H.
Alors u est une mesure sur X.

Preuve. - Soit (Aa) la partition de X définie dans (2.1.2). Pour conclure,
il suffit de montrer que 1'ensemble (A,) est compactement dénombrable 1.p.p.
Soit donc K un compact de X et (an) la suite des ordinaux tels que KCUK

l.p.p. Comme Sup o, = a<w (ol w

1 ; est le premier ordinal non dénombrable), le

résultat est acquis.

(2.1.4) COROLLAIRE. - Soit H un ensemble de parties compactes recouvrant X tel
que :
(a) card KK R,
(b) tout compact K de X est inclus dans la réunion d'une famille dénom—
brable d'ensembles de H.

Alors l'espace est universellement concassable.
Dans quelques cas particuliers, on a des résultats plus précis.

(2.1.5) DEFINITION. - Un espace compactologique X régulier est dit séparable
8'tl existe une partie dénombrable partout dense dans cRX (ou cRX dési~

gne l'espace X mmi de la plus fine topologie complétement réguliére
compatible avec ses compacts).
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(2.1.6) THEOREME. - Soit U ume mesure sur un espace compactologique X. On a
l'inégalité sutvante :
> 00
card K(X) € (card X x Sup card C (K))
KeK (X)

ou i(X) désigne l'ensemble des classes d'équivalence des parties compactes
de X modulo l'égalité Ll.p.p.

Preuve. — On peut supposer la prémesure p diffuse. Soient K et K' deux compacts
de mesure non nulle tels que K'C K. Il existe une suite_(fn) de CT(K) telle

que ¢K‘ = Inf fn l.p.p. Par suite card E(K) £ (card Cm(K)) *°, mais il résulte
d'un théoréme de Kruse (7) que pour tout espace de Banach E on a

(card E))te = card E, donc card R(K) £ card Cw(K).

Soit maintenant (Ka)a un concassage de X ; on a évidemment card A £ card X,

ce qui domne cand\_) K(K ) £ card X x Sup card Cw(K ). Tout compact K de X
a o

oA 0eA
étant réunion d'un ensemble localement négligeable et d'une suite d'éléments

deu Iz(KOL), le résultat est acquis.
o

On en déduit les corollaires suivants :

(2.1.7) COROLLAIRE. - Soit U une mesure sur un espace compactologique X ; on
a card R(X) < (card X) Re x card Cw(X).

(2.1.8) COROLLAIRE. ~ Dans les deux cas qut sutvent on a card k(X) € (card X)‘*°.
(a) X est régulier et séparable.

(b) Tout compact K de X est séparable.

(2.1.9) COROLLAIRE. - Soit X un espace compactologique vérifiant l'une des

conditions de (2.1.8) et tel que card X = 2 *o, alors avec l'hypothése

du continu une prémesure \ sur X est une mesure si et seulement si
card k(X) g 2 xo.

On donnera au chapitre 4 des applications variées de ces résultats.

2.2. LE THEOREME DE LEBESGUE-NIKODYM.

(2.2.1) DEFINITION. - Soit p une prémesure sur un espace compactologique X.
On désigne par Q(X,u) l'espace vectoriel des fonctions numériques dont
les restrictions aux compacts de X sont intégrables.
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(2.2.2) DEFINITION. - Soit £€§' (X,u) ; I'application £.u : K - £ oMy définit
sur X une prémesure appelée prémesure produtt de u par la fonction f.
Toute prémesure de la forme f.u ou fe&ka,u) est appelée prémesure de

base u.

(2.2.3) THEOREME (LEBESGUE-NIKODYM). - Sotentv une prémesure et u une mesure
sur X. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) v est une prémesure de base yu ;
(b) v est une mesure de base u ;

(c) toute partie localement u-négligeable est localement v-négligeable.

Preuve :
(b) =>(a) =>(c) : Evident.
(c) =(b) : Soit (Ka) un p-concassage de X. Il est clair que toute partie

aeA
-négligeable est vKu—négligeable. I1 existe donc, sur chaque compact Ka’

MKy

une fonction fa intégrable pour yu, telle que v = f . Soit f la fonction

K, Ky oK

sur X définie par f(x) = fa(x) si xeKa. Soit K un compact de X. Il existe une

suite Ka telle que K = NlJ(t '(Kr\Ka )) ol N est localement négligeable. Il
n n3! n
en résulte que pour tout g€F+(K) on a :

. = o = ° = 1"
Q a a n Qa
n n n n

Cela montre d'une part que f_, est intégrable pour Wy et d'autre part que les

K
encombrements V" et (f.u)’ coincident sur chaque K€K(X). Pour finiril suffit

de remarquer que tout l-concassage est un v-concassage.

Remarque. - Soit (Ka) un p-concassage de X. Munissons 1'ensemble X de la
aeA
topologie somme des topologies des sous-espaces Ka' Soit X 1'espace localement

compact obtenu. Comme tout compact K de X ne rencontre qu'un nombre fini de
compacts Ka on peut définir sur X une prémesure ' par u& = ZuKr\K . I1 est

facile de voir que les fonctions mesurables sont les mémes pour p et u'.

L'ensemble Q(X,u) coincide avec 1l'ensemble des fonctions localement inté-—
grables sur X et, pour toute fonction positive £, on a p(f) = pu'(f). I1 en
résulte, sans autre démonstration, que les résultats &tablis dans ((4), §5)

sont encore valables dans le cadre compactologique.
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3. - OPERATIONS SUR LES PREMESURES.

3.1. PREMESURE INDUITE.

(3.1.1) DEFINITION. - Soit Y une partie u-mesurable de X. On appelle prémesure

induite par u sur Y, la restriction My de u d l'ensemble des parties
compactes de Y.

(3.1.2) PROPOSITION. - S7 X est concassable (resp. fortement concassable) pour

U, alors Y est concassable (resp.fortement concassable) pour My

Preuve. - Soit (Ka) un concassage de X. Pour tout compact Ka’ il existe une
oeA

partition de K DY en une suite (K )a A de parties compactes, deux & deux
disjointes, telle que l'ensemble N K F\V \\ ,K soit localement négligea-

ble. La famille (N ) étant compactement denombrable l.p.p., 11 en résulte,
agA

avec (1.1.9) que la famille (Ka Yok} ; XGUNOL) est un concassage de Y. On
n

démontrerait semblablement que si X est fortement concassable, alors ¥ est for-
tement concassable pour Uy

(3.1.3) THEOREME. - Soit u une prémesure sur un espace compactologique X. Dans
les deux cas suivants, | est une mesure :
(a) L'espace X est réunion d'une famille Xy ) 1 compactement dénombrable
l.p.p. de sous-espaces mesurables et concassables respectivement pour
les prémesures induites (“X.).

1 1el

(b) L'espace X est réunion d'une famille (Xl) de sous-espaces mesura-
bles et concassables respectivement pour les prémesures induites ux
vérifiant :
1) card Ig Xl.

21) Tout compact K de X est recouvert, d& un ensemble négligeable prés,

par une suite d'ensembles (Xi ).
n

Preuve. - Elle se fait exactement de la méme maniére que celles de (2.1.2) et
(2.1.3).

(3.1.4) COROLLAIRE. - 57 X est réunion dénombrable de sous-espaces (X;)
iel
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mesurables et concassables pour les prémesures induites (uy ), alors X
1
est concassable.

(3.1.5) COROLLAIRE. - Soit u une prémesure sur X, somme compactologique d'es—
paces compactologiques (Xi)ieI concassables pour les prémesures induttes

(u

X ). Alors X est concassable pour \.
i

3.2. FAMILLES SOMMABLES DE MESURES POSITIVES.

(3.2.1) PROPOSITION. - Soit (ui)iel une famille de prémesures sur X. Pour que

la famille (ui)ieI

KeK(X) la fanille ((u.) ) soit sommable dans M(K).
1 K iel

soit sommable, il faut et il suffit que pour tout

Prewve. - Voir ((5). 2.2).

(3.2.2) THEOREME. - Soit (un) une suite sommable de somme u de prémesures posi-
tives sur X. ST pour tout oo X est fortement concassable, alors X est

u—concassable.

Preuve. = Soit (K ) la famille définie dans (1.1.8). L'espace N, = X\ K

o 1 L-jg a
a€A Q€A

est universellement mesurable dans X ; en effet, son complémentaire est univer-

sellement mesurable. Il est donc concassable pour My On construit de sorte une

suite t\k = r\k_]\'a ’Ka ou (Ka) désigne le concassage de I\k—l' La famille
-1

(Ka) est un concassage de X. En effet, d'une part N =nNk est locale-
onGLJA1 k>1
ment négligeable pour toute My donc pour y = Zuk. D'autre part, soit K un compact
- J \ = L
de X ; K(\I\k est universellement mesurable et Kﬁl\k N U(HK ) avi::) N'! uk—]_o_
calement négligeable et universellement mesurable, donc N' = N"U(UK") avec
n
n=|
N'' universellement mesurable et Mpw localement négligeable et ainsi de suite...

Donc K ne rencontre qu'un ensemble dénombrable de compacts de Nk (2 un ensemble

u-négligeable prés).

3.3. IMAGE D'UNE PREMESURE.

(3.3.1) DEFINITION. - Une application i de X dans Y est dite u-propre st :
(a) i est y-mesurable.
(b) Pour tout compact K de V,u(i-](K)) < 400,
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(3.3.2) PROPOSITION. - Sott i.ume appliecation u-propre de X dans Y. Il existe
sur Y une unique prémesure v (appelée prémesure image par i de u) telle
que V'(g)

u(goi) pour toute geF+(V).

(3.3.3) LEMME. - Pour tout compact K de Y, i-l(K) est u-mesurable.

[ <]

Preuve. — Soit H un compact de X ; H = NU(UHn), les restrictions iH = in
1 n

étant continues et N négligeable dans H. Donc

nl-l(K) = N'U(g(ﬁnr\i-l(l())] , N' = Nﬂi_l(K) est négligeable en tant que
n .

sous-espace d'un ensemble négligeable L' application in : H -+ 1(1-1 ) étant

continue, il est clair que Hnni (K) = 1 (knl(H )) est compact d'od i (K)ﬁH
est mesurable dans H.

Preuve de la propcsition. - Soit UK la premesure induite par u sur i l(K). La
prémesure Mg étant bornée, on a i 1(K) = NU(UL ) ot N est négligeable, Ln

compact, 1n-1L continue, et n # n' = Lnan; = ¢ Soient My la mesure induite
n

par U sur L etv la mesure image sur K de u par 1'application in ¢ L, * K.

La famille (\)n) est sommable, \)K(K) = Z\)n(K) =7 un(i-l(K)) = u.(i-l(l())- De
1 1

plus, il est facile de voir que si KDK' alors (\)K) Soit donc

Kl = \)Kl M
v = (\)K) la prémesure ainsi obtenue.
KEK(X)

Pour tout g&F_(¥) on av'(g) = Sup \);((gK) = Sup UK(gol) U(goi). D'autre
part, si H = NU(UHn) est un compact de X, posons I-ll'_l =\ ’Hk ; on a alors

k<n
i(Ht'x) =H i(Hk) et i(Hr"x) est compact. Donc

uy(gei) = Sup uH. (goi) < Sup v i (@ < SV

L'unicité est triviale. Siv et v' sont deux prémesures images de 1y, on a
.1
alors V(K) = u(i (K)) =v'(K) pour tout K€K(Y).

(3.3.4) PROPOSITION. - Sott f une application de Y dans 1 ; f est v-mesurable
8t et seulement si fo.i est y-mesurable.

Preuve. - Supposons f mesurable. Soit K& K(X) ; K = NU(UK ) et
n21
1(K ) =N U(UK' J), avec iK continue et fK' continue. Donc

i1 n n,j
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K = N' U(‘ ' ), et fol restreinte a 1 (K' ) est continue. Rec1proque—
ment, supposons foi mesurable et soit K un compact de Y ; i (K) NLJ(LJL )

ol (Ln) est la suite définie dans la proposition précédente. 11 est clalr que

foi restreinte i Ln est un-mesurable, donc f restreinte 3 K est\)n-mesurable,

donc encore v K—mesurable .

(3.3.5) COROLLAIRE. - Sotent X un sous-espace de Y et u une prémesure sur X
telle que l'injection i : X + Y soit u-propre, alors il existe sur Y une
prémesure unique v vérifiant : ‘

(a) X est v-mesurable.
(b) u est exactement la prémesure induite par v sur X.
(e) V(YN X) = o.

Preuve :

(a) : Si KeK(Y) alors KNX est p-mesurable,

(b) : Soit K un compact de X, par construction de v on a\)K = UK’
() + VNX) = W(YNNX) = (@) =

(3.3.6) THEOREME. - Soient u une mesure sur X et i une application u-propre de
X dans Y. Si l'image par i de toute partie localement négligeable N est
une partie localement négligeable, alors la prémesure image i(u) est wune

mesure.
Preuve. - Soit (Ka) un concassage de X tel que les restrictions iK soient
oeA o
continues. La famille (i(Kd)) A forme un recouvrement de Y par des ensembles
o€

i(u)-concassables. Soit maintenant K un compact de Y ; i-l(K) est intégrable,
par conséquent de la forme i-l(K) = NUA ol N est une partie localement négli-
geable de X, et A ne rencontre qu'un nombre dénombrable de compacts (Ka)' 11
en résulte que K = i(N)UJ(i(A)\ i(N)) est réunion d'une partie localement n&-
gligeable i(N) (par hypothése) et de 1'ensemble i(A)\ i(N) qui ne rencontre

qu'un nombre dénombrable d'ensembles i(Ka)' On conclut en appliquant (2.1.2).

Remarque. - Si 1'application i est injective, la condition du théoréme est tri-

vialement vérifiée.

Avec l'hypothése du continu, on a encore :
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(3.3.7) THEOREME. - Soient p une mesure sur X et i une application u-propre

de X dans Y. On suppose que card K(X) g X,. Alors Y est concassable pour

la prémesure image 1i(u).

Preuve. - L'image réciproque par i d'un ensemble compact K de ¥ est de la forme
i—l(K) = NU(UKn) oi N est un ensemble localement négligeable etx(l(n) une

L]
suite de compacts de X. Il en résulte que card K(Y) € (card K(X)) ° < 2)?°.

[ ) [ ]
Pour toute classe K de K(Y), soit K un représentant. Alors 1l'ensemble A =.L|J K
KeK(Y)
est concassable pour la prémesure induite U, (avec 2.1.3) ; son complémentaire

dans X &tant localement négligeable, le résultat est acquis.

3.4. RELEVEMENT D'UNE MESURE. - N. BOURBAKI envisage uniquement le relévement

des mesures bornées.

(3.4.1) THEOREME. - Sotient i une application continue de X dans Y et u une
megure sur Y. Pour qu'il existe une mesure v surX telle que l'application
i soit v-propre et iQv) = y, 71 faut et il suffit que pour tout ©0 et
tout KeK(Y) 71 existe ng K(i-l(K)) tel que u‘(K\i(KE)) < eet tel que f
envote continfiment K. dans un compact de VY.

Preuve. — Soit (Ka)aeA un concassage de Y. L'application ia : i-l(Ka) > Ka

satisfait aux conditions du théoréme ((5) » 2.4), il existe par conséquent sur

i'l(Ka) une mesure bornée vy telle que My = ia(\)a). Par abus de notation, dési-

gnons encore par V la mesure image sur X par l'injection i-l(Ka) + X. La

famille (\)a) est sommable : en effet, soit H e K(X) ;

V(E) = D (B) = z\)a(nni"(xa)) < Tu (iNK ) < u(i(W)< +=. De plus, si

ge F (V) alors \).(801;-) = Z\);(goia)o: Zu;(qu) = W(g). Montrons finalement que V

est une mesure : i (ch) = NaLJ(UKa’n) ou (Ka,n) est une suite de compacts

deux 3 deux disjoints et Nu localement négligeable.

Si i est injective et si v et v' sont deux mesures distinctes sur X telles

que i) =u= i(') , alors v(K) = p(i(K)) = v'(K),Ke K(X).

3.5. PRODUIT DE DEUX PREMESURES. - Soient X et Y deux espaces compactologiques

munis respectivement d'une prémesure let p. Pour tout compact K de XxY soit A

G¢esp. B) la projection de K sur X (resp. sur Y). Désignons par Vg la prémesure
induite par >‘A® Mg sur K, alors
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(3.5.1) DEFINITION. - On appelle prémesure produit de X et u sur XxY la préme-

sure définte par v = () ; on noterav = A®u.

KeK (XxY)
(3.5.2) PROPOSITION. - Pour toute fonction feF+(X) et toute fonetion gef (),
on avi(E@g) = X(£).1u(g)-

K

Preuve. - Voir ((5) 2.6).

FONCTIONS ET MESURES MODEREES SUR UN ESPACE COMPACTOLOGIQUE. - Les fonctions et

mesures modérées ont un rdle important, dans la théorie de l'intégration, sur

les espaces topologiques produits. Nous allons introduire des notions ne faisant

intervenir que des compacts et donnant les mémes résultats pour l'intégrale su-

périeure essentielle.

(3.5.3) DEFINITION. - Une fonction f sur un espace compactologique X est dite
modérée pour une prémesure u, si f est nulle dans le complémentaire d'une
réunion dénombrable d'ensembles ouverts dans cX et u-intégrables. Une
fonction f est dite faiblement modérée si elle est somme d'une suite de
fonetions 4 supports compacts disjoints.

(3.5.4) DEFINITION. - Une prémesure yu sur un espace compactologique est dite
modérée (resp. faiblement modérée) st la fonction caractéristique de X
est modérée pour u(resp. faiblement modérée).

Remarque. - Les notions de fonctions modérées et fonctions faiblement modérées
ne sont pas comparables. Il existe en effet, des mesures non modérées somme dé-

nombrable de mesures 3 supports compacts disjoints. Pour un exemple, voir
((5), 19, ex.8).

(3.5.5) PROPOSITION. - Soit f une fometion positive v-mesurable définie dans
XxY. Supposons l'une des conditions suivantes réalisée :
(a) £ eat modérée.

(b) £ est faiblement modérée.
(c) u est modérée.

(d) u est fatblement modérée.
Alors :

i) L'ensemble N des x€ X tels que l'application y + f(x,y) ne soit pas
mesurable est localement négligeable.
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i11) L'application x + f(x,y) est A-mesurable et

ij(x,y)dv = Jdk Jf(x,y)du(y).

Preuve. — Les cas (b) et (d) se démontrent pareillement & ((5) 2.6, prop. 12)

en remarquant que l'on peut se passer du corollaire (2.6, corol. 1). Dans les

cas (a) et (¢) le résultat s'obtient en raisonnant différemment. Si (Ka) est
achA

un concassage de X et (HB) un concassage de ¥, soit (KaXHB) le concassage

BeB
correspondant de XxY. On munit 1'espace XxY de la topologie produit de X et Y

ot X (resp. Y) est 1l'espace somme topologique des sous-éspaces Ka (resp. HB).
Cette topologie coincide avec la topologie somme des topologies des espaces
KuXHB' Soient A' et L' les mesures définies sur X et Y (voir (2.1)) et v' la
mesure produit sur XxY. Les fonctions mesurables et les fonctions essentielle-
ment intégrables &tant les mémes pour v et V', le résultat provient du fait que

f est modérée pour v' (resp. u' est modérde) sur XxY.

(3.5.6) THEOREME (LEBESGUE-FUBINI). - Soient f une fonction essentiellement
intégrable définie dans XxY et N l'ensemble des x€X tels que la fonction
y > £(x,y) ne soit pas u-intégrable. Suppcsons que la mesure u sott mo-
dérée ou faiblement modérée. N est alors localement négligeable ; la

fonetion x + |f(x,y)du(y)est essentiellement intégrable et l'on a
JJf(x.y)du(x,y) = |dX(x) Jf(x,y)du(y).

Preuve. — Utilisons les notations de la démonstration précédente. Si U est mo-
dérée, ' l'est aussi, et le résultat est immédiat. Si p est faiblement modérée,
il existe une partition de Y en une suite de parties compactes (Kn), donc u'

est modérée (en prenant pour concassage de ¥ la suite (Kn)).

4, - COMPARAISON ENTRE LES MESURES SUR LES ESPACES TOPOLOGIQUES ET LES PREMESURES
SUR LES ESPACES COMPACTOLOGIQUES CANONIQUEMENT ASSOCIES.

4.,1. LE CAS DES PREMESURES ATOMIQUES.

(4.1.1) THEOREME. - Toute prémesure atomique sur un espace compactologique X
est une mesure.

Preuve. — Il est clair que l'ensemble des points de X forme un concassage de X
pour toute prémesure atomique y.
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Nous allons montrer qu'une prémesure atomique définie sur un espace topo-

logique T n'est pas nécessairement localement bornée.

(4.1,2) EXEMPLE. - Soient T un ensemble non dénombrable et a un point de T. On
munit l'ensemble T de la topologie suivante : si x#a, {x} est ouwvert, les
voietnages de a sont les parties de T contenant a dont le complémentaire
est dénombrable. Soit u la prémesure sur T qui vaut | en chaque point.
Alors :

(a) T est un P-espace.

(b) La prémesure u est non localement bornée sur T.

Preuve :

(a) : Soit f une fonction continue sur T. Si son noyau Z(f) est disjoint de a,
il est &videmment ouvert. Dans le cas contraire, par continuité au point a,
Z(f) contient un voisinage de a et c'est encore un ouvert de T.

(b) : En effet, aucun voisinage de a est dénombrable.

Dans l'exemple qui suit, on montre que méme pour des espaces dénombrables

une prémesure atomique peut 8tre non localement bornée.

(4.1.3) EXEMPLE. - Soit T = NU{al (avec ac BN\ N) muni de la topologie induite

par BN (compactifié de Stone-Cech de W). Soit y la prémesure qui vaut 1
en tout point de T. Alors :

(a) Tout compact de T est fint.
(b) La trace d'un voisinage de a sur W est un ensemble non fint.
(¢) La prémesure u est non localement bornée.

Preuve :

(a) : Sinon il existe un compact infini K contenant a. Il existe alors deux
suites infinies distinctes A et B telles que K\ (AUB) = {a}. A et B &tant des
noyaux disjoints de N leurs adhérences sont disjointes dans BN, donc dans T,
ce qui est absurde puisque a est adhérent 3 la fois 3@ A et B.

(b) et (c) : Evident.

On peut remarquer que si 1'on munit 1'espace T, défini dans 1'un des deux
exemples précédents, de la topologie la plus fine compatible avec ses compacts,
on obtient un espace discret, et par conséquent toute prémesure sur T est lo-

calement bornée pour cette topologie. On est donc en droit de se demander si
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une prémesure atomique est toujours localement bornée pour une topologie compa-

tible. Il n'en est rien avec les exemples :

(4.1.4) EXEMPLE. - Sott T l'espace somme topologique des droites numériques
GRi) . On définit, sur chaque R., une prémesure atomique par
ieR
ui(l/nz) = l/n2 et . (x) =0 8'il n'existe pas d'entier n vérifiant
x=l/n2. On munit l'espace T de la prémesure somme y = Zu; ou u; est la
prémesure qui cotncide aqvec M, sur R, et qui vaut O ailleurs. Finalement,

soit X l'espace quotient obtenu en identifiant les points (Oi) de T
en un potnt unique 0. Alors : 1eR

(a) L'espace X est un k-espace.
(b) L'application canonique i : T + X est u-propre.
(e) La prémesure image i(u) est non localement bormée sur X.

(d) L'espace X est concassable pour la prémesure i(u).

Preuve :

(a) : Tout espace quotient d'un k-espace est un k-espace.

(b) : Soit K un compact de X ; s'il ne contient pas le point 0, il est compact
dans T. Dans le cas contraire, supposons qu'il existe une suite infinie de

points x €K, distincts de O et appartenant deux i deux & des droites différentes.
On voit aisément qu'il existerait alors un compact de T rencontrant un nombre
infini de droites, ce qui est absurde. Donc K\ {0} ne rencontre qu'un nombre

fini de droites et par comnséquent i-l(K) est réunion d'un compact de T et de
1'ensemble (0.) .
i%,
ieR
(c) : En effet, tout voisinage du point 0 est de mesure infinie.

(d) : L'image par i d'un ensemble localement négligeable pour p est un ensemble
giig

localement négligeable pour la prémesure image i(u) et tout est conséquence
de (3.3.6).

Remarque. — On montrera dans (4.3.8) qu'avec 1'hypothése du continu 1'espace X

est en fait concassable pour toute prémesure A.

Remarque. - L'espace X n'admet pas de concassage dénombrable pour i(u). En effet,

dans le cas contraire, l'espace T serait réunion dénombrable de compacts (3 un
ensemble localement négligeable prés).

L'exemple suivant est emprunté en partie @ N. BOURBAKI ((3), 1.ex.5).
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(4.1.5) EXEMPLE. - Soit T le sous-ensemble de Rz, réunion de la droite D = {Q}xR
et de l'ensemble des points (l/n,k/nz) ou n parcourt l'ensemble des
entiers >0 et k l'ensemble Z des entiers relatifs. Prenons comme systéme
fondamental de voisinages de chaque point (0,y) de D l'ensemble
T (v) = {(u,v) 5 u¢l/n et |v-y| € u}, et comme voisinage de chaque autre
point l'ensemble réduit 4 ce point. Soit u la prémesure sur T qui vaut
l/n3 en chaque point de la forme (l/n,k/nz) et 0 ailleurs. On désigne par
X l'espace obtenu en identifiant la droite D d un point. On a alors :

(a) X est un k-espace dénombrable et hémicompact (c'est done un kaespace).
(b) L'application i : T ~ X est u-propre.

(e) La prémesure image i(u) n'est pas localement bornée sur X.

Prewve :

(a) : T est localement compact, donc X est un k-espace ; de plus, il est évident
que X est dénombrable. Montrons que les ensembles de la forme DLJTl(k/nz) = K
forment une base de compacts de X. Les ensembles de la forme Tl(k/nz)\ Tn.(k/nz)
avec n'zl étant finis, il est clair que Kn est lui-méme compact.

Soit maintenant K un compact de X. Pour conclure, il suffit de montrer que 1'en-

semble P, K est fini dans R. Dans le cas contraire, soit par exemple P, X unme

2 2
suite de P, K croissante et non finie. On peut bien siir supposer tous les points
2

X distincts de D. Il est facile de voir qu'il existe alors une sous-suite
croissante p_ x_ et une suite d'ensembles T. (p_ x_ ) tels que x_ n'appartient
r, i Try
2 k 2
3 aucun ensemble Ti . Il en découle immédiatement 1'existence d'un voisinage

J
fermé U de D disjoint de la sous-suite (x_ ), ce qui termine la démonstration.

(b) : En effet, 1l'image réciproque d'un compact K de X est incluse (d'aprés

ce qui précéde) dans la réunion de la droite D (de mesure nulle) et d'une réunion
finie d'ensembles de la forme T](k/nz) ; ces derniers &tant compacts dans T,

le résultat est acquis.

(c¢) : Soit U un voisinage de D ; pour tout ys)o,l( posons

d(y) = Sup(l/n ; Tn(y)C U) et A = {ye)O,l( s d(y) = 1/n}. Les ensembles An

sont fermés dans R et on a LJAn = )O,l(. I1 résulte alors du théoréme de Baire
qu'un, au moins, des ensembles Al aun point intérieur ; il existe donc un in-
tervalle (a,b)c }0,!( et n_>0 tels que pour tout y& (a,b) on ait Tno(Y)CU'

Soit B = Tn (y) ; c'est un sous-ensemble de U de mesure infinie.
ye (a,b) e
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4,2, LES ESPACES DE TYPE PONCTUELLEMENT DENOMBRABLE. - Ces espaces furent intro-

duits par Arhangel'skii (1) afin de généraliser simultanément les propriétés

des espaces localement compacts et des espaces métrisables.

(4.2.1) DEFINITION. - Un espace topologique T est dit de type ponctuellement
dénomtrable s'il est réunton d'une famille de ccmpacts possédant respec-
tivement une base dénombrable de voisinages.

(4.2.2) THEOREME. - Toute prémesure définte sur un espace de type ponctuellement
dénombrable est localement bornée. '

Preuve. - Soient x un point de T, K un compact contenant x et possédant une
base dénombrable de voisinages. Il existe alors un voisinage de K de mesure
finie. En effet, dans le cas contraire, soit (Vn) une base décroissante de

voisinages de K. On peut construire une suite de compacts (Kk) vérifiant :

) CV \NV
A
b)u(Kk)al.

(oG V est une sous-suite extraite de (Vn))'

o]
L'ensemble H = KLJ(LJKk) étant lui-méme compact, on obtient la contradic-
1

tion.

(4.2.3) COROLLAIRE., - Toute prémesure u sur un espace métrisable T est locale-
ment bornée.

On peut se demander s'il est nécessaire qu'un espace soit de type ponc-

tuellement dénombrable pour que toute prémesure sur T soit localement bornée.

L'exemple suivant montre qu'il n'en est rien.

(4.2.4) EXEMPLE. - Soient w, le premier ordinal nov. déncmbrable et T 1'espace
défini par T = NX(O,wl). On désigne par X l'espace quotient obtenu en

tdentifiant les points de la forme (n,w,) en wn pcint unique Ql. on a
alors :

(a) X est un k-espace.

(b) Toute prémesure sur X est atomique et l'ensemble des points de X de
mesure non nulle est dénombrable.

(e) Toute prémesure u sur X est localement bormée et l'espace X n'est ras
de type ponctuellement dénombrable.
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Preuve :

(a) : Evident.

(b) : Il est facile de voir que tout compact K de X est soit un compact de T,
soit réunion d'un compact de T et du point Ql. I1 en résulte que tout compact

K de X posséde un point isolé pour la topologie induite, et par consé&quent,
d'aprés un résultat de Rudin (8), toute prémesure U sur X est atomique. D'autre
part, pour tout entier n, l'ensemble des points de la forme (n,x) et de mesure
non nulle est évidemment dénombrable, donc 1'ensemble des points de X de mesure
non nulle est dénombrable. )

(e¢) : Soit (an) l'ensemble des points de mesure non nulle distincts de Ql.
Posons a = Sup P, @ . Le voisinage de Qi de la forme Nx)a,wl) est évidemment

de mesure finie.

4.3. AUTOQUR DES ESPACES SEPARAELES DE TYPE GG'

(4.3.1) DEFINITION. - Un espace topclogique séparé est dit de type GG st tout

compact K est inclus dans un compact K', intersection dénombrable d'ouverts.

Tous les espaces de type G; considérés dans cette partie sont compléte-
ment réguliers et séparables. Il convient de remarquer que de tels espaces ne
sont pas métrisables ; d'ailleurs une prémesure sur un tel espace n'est pas
toujours localement bornée, méme si ce dernier est un kp-espace dénombrable,

comme le montre 1'exemple (4.1.5).
Nous allons par contre montrer qu'il est toujours concassable, avec la

proposition préliminaire suivante

(4.3.2) PROPOSITION. - Sotent T un espace séparable de type Gg et KG(T) 1'en~
semble des compacts Gs de T. On a card KG(T) < 2k°.

(=]
Preuve. - 11 est clair que si C (T) désigne 1'algébre des fonctions continues
o0
et bornées sur T, on a card C (T) < ZX°. Par compléte régularité, tout compact
Gs de T est déterminé d'une fagon unique par une suite de fonctions continues.

On en déduit 1'inégalité : card KG(T) € (card Cw(T))X°, d'ol le résultat.

Avec 1l'hypothése du continu on en déduit immédiatement :

(4.3.3) THEOREME. - Tout espace complétement régulier séparable de type G6 est

wniversellement concassable.
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Preuve. — Elle résulte de (4.3.2) et (2.1.4).

(4.3.4) COROLLAIRE. - Tout espace T somme topologique d'espaces séparables de
type Gy est universellement concassable.

(4.3.5) COROLLAIRE. - Tout espace T quotient séparé d'un espace séparable de
type Gy est concassable pour toute prémesure image i(u), ou i est l'ap-

plication canonique et u une prémesure sur T.

LE CAS DES ESPACES METRISABLES A BASE DENOMBRABLE. - Pour un tel espace la

proposition (4.3.2) peut s'améliorer de fagon évidente et devient :

(4.3.6) PROPOSITION. - Soient T un espace métrisable 4 base dé;ombrable et F(T)
l'ensemble des parties fermées de T. On q card F(T) € 2" °.

(4.3.7) THEOREME. - Sott T un espace topologique tel qu'il existe une applica—
tion surjective et continue f d'un espace X métrisable d base déncmbrable

dans T. L'espace T est alors wuniversellement concassable.

Preuve. — En effet il est clair que card K(T) § card F(X).

(4.3.8) COROLLAIRE. - Tout espace quotient séparé d'un espace métrisable d base
dénombrable est universellement concassable.

(4.3.9) COROLLAIRE. - Tout espace T image par une applicaticn continue £ d'un
espace polonais P est universellement concassable.

Ce résultat peut se modifier l&gérement en remplagant T par une somme topolo-
gique. On obtient :

(4.3.10) PROPOSITION. - Sotent X un espace somme topologique d'espaces métrisa-
bles 4 base dénombrable <indexés par un ensemble de cardinal inférieur
ou égal a 2 "o, f une application surjective et continue de X dans un
espace topologique T et A un sous-ensemble de P(X) tel que card A g 2)t°.
On suppose que pcur tout compact K de T on a f_l(K) = ALJ(CPKn) ou A est
un élément de A et (Kn) une suite de parties compactes de X. Alors, avec

l'hypothése du continu, l'espace T est universellement concassable.

Les prémesures sur T ne sont pas pour autant localement bornées qu'elles

soient atomiques (comme on le voit dans (4.1.4)) ou diffuses comme le montre
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l'exemple suivant :

(4.3.11) EXEMPLE. - Sozt T = z:JRi une somme topologique de droites. On définit
ieR
sur T une prémesure | par \ ==§::ui ou M, est la prémesure qui coineide
ieR
avec la mesure de Lebesgue sur R, et qut vaut 0 ailleurs. On désignme,
comme en (4.1.4), par X l'espace quotient de T obtenu en identifiant
les points (Oi)' R en un point unique 0. On a alors :
ie
(a) L'application i : T » X vérifie les conditions énoncéee dans (4.3.10).
(b) La prémesure image i(u) eet non localement bormée.

(c) Avec 1'hypothése du continu, l'espace X est universellement concassa~
ble.

Preuve. — C'est la méme que celle de (4.1.4).

Néanmoins on n'a pas de contre-exemple correspondant pour les quotients

d'espaces métrisables 3 base dénombrable. Il convient donc d'énoncer :

(4.3.12) PROBLEME. - Une prémesure définie sur un espace T quotient d'un espace

métrigable d base dérnombrable est-elle localement bornée ?

5. - ESPACES TOPOLOGIQUES LOCALEMENT CONCASSABLES.

Soit p une prémesure localement bornée sur un k-espace T. Il en résulte
en particulier que tout point x de T poss&de un voisinage U(x) concassable pour
la prémesure induite uU(x)' On peut alors se demander si cette condition i elle

seule, ne suffit pas pour que T soit p-concassable.

-

Sans répondre complétement & cette question, nous allons montrer que dans
un nombre important de cas (mis & part le cas trivial ol U est localement bornée)

ceci a effectivement lieu.

(5.1) DEFINITION. ~ Soit W une prémesure sur un k-espace T. On dit que T est
localement concassable pour la prémesure u si pour tout x€T i1l existe un

voiginage ouvert U(x) concassable pour la prémesure induite My

(5.2) THEOREME. - Soit T un k-espace tel que tout point posséde un voisinage
dont le concassage est dénombrable. Alors T est concassable.

84



Prémesures et mesures sur les espaces compactologiques

Preuve. - Soit (Ka) = H une famille de compacts de T deux 3 deux disjoints
oeh

et tels que Supp My = Ka' Soient maintenant K€ K(T) et V un voisinage de K
[¢}

o
concassable. Le voisinage V est lui-méme de la forme V = NLJ(LﬁKn) ol N est
localement négligeable et les compacts (Kn) deux & deux disjoints. La mesure
- UK
sur V définie parv =7 2 n ETRET est bornée. Il en découle que l'ensembleLJKn
1 n
ne rencontre qu'un ensemble dénombrable de compacts K .

Ordonnons les ensembles H = (Ka) par inclusion ; il existe un &lément
ael
maximal soit (HB) , c'est un concassage de T.
BeB

(5.3) COROLLAIRE. - St tout point x€T posséde un voisinage réunion dénombrable
de compacts (en particulier lorsque T est lut-méme réunion dénombratle de

compacts), alors T est universellement concassable.

Une prémesure i sur un tel espace n'est pas pour autant localement bornée
comme le montre 1l'exemple (4.1.5).

(5.4) THEOREME. - Soit T un k-espace paracompact ; les notions suivantes sont
équivalentes :

(a) T est concassable pour yu,

(b) T est localement concassable pour la prémesure \.

Preuve :
(a) =>(b) : Evident.

(b) =>(a) : Soit (Ui) un recouvrement localement fini de T par des ouverts
i€l

concassables pour les prémesures induites. Soient Hi = (Ka) ; les concassages

a€A;
respectifs de (Ui) et H =UHi. I1 est clair que H est un recouvrement de T
iel i€l
compactement dénombrable l.p.p. et on conclut avec (2.1.2).
Par contre, nous ne savons pas si cette propriété est encore vraie dans

le cas général. Il convient donc de poser le probléme.

(5.5) PROBLEME. - Un espace T localement concassable pour une prémesure u est-
1l concassable pour cette prémesure ?
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