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L'ESPACE M (T)

Michel ROME

INTRODUCTION. - Désignons par Cm(T) l'espace de Banach des fonctions réelles
continues et bornées sur un espace complétement régulier (séparé) T. Jusqu'a
des temps récents on a surtout cherché & placer sur Cm(T) des topologies dif-
férentes de celle de la norme : les topologies Bo, g et Bl de (S), nommées
respectivement Tt’ TT’ T0 dans (FGH), en donnent immédiatement un exemple,
Elles fournissent d'ailleurs comme espaces duals les espaces Mt(T), MT(T) et

Mb(T) des mesures de Radon, T-réguliéres et o-régulidres &tudiés dans (V).

Ainsi les espaces de mesures se trouvent alors par dualité, naturellement

munis d'une structure compactologique vectorielle au sens de (B2).

Dans cet article nous utilisons une démarche duale, tr&s analogue 2 celle

de BERRUYER-IVOL (BI) concernant 1'espace M(T) et 1'algébre C(T) de toutes

les fonctions continues sur T.

Nous structurons en effet Cm(T) en algébre compactologique convexe (notée
[+ o]
alors C (T) pour la différencier de 1'algébre de Banach Cw(T)) en prenant la
. 0o w . - I3 . . - -
famille H = H (T) des parties €équicontinues et uniformément bornées, chacune
étant munie de la topologie de la convergence simple sur T. Nous introduisons
ensuite 1'espace 6°T des caractéres compactologiques de C(T) et 1'espace loca
oo © - ©

lement convexe (elc) complet M (T), dual de C (T). On reconnait en M (T) 1l'es-
pace introduit par LEGER-SOURY (LS) (sous le vocable MX) ; et nous montrons

en suivant (BP) que 6°T s'identifie au c-replété 0T de T.

L'espace Mw(T), qui est un espace de mesures intermédiaire entre MT(T)
et MO(T), est ainsi naturellement muni d'une structure d'elc complet. Mais de
ce point de vue, on rencontre 13 un espace assez curieux, qui comme nous le
verrons, se laisse difficilement classer, tout au moins dans la classification

actuelle des elc. Certaines de ses propriétés sont négatives : il n'est infra-
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tonnelé par exemple que si T est un espace discret I, et c'est alors 1l'espace
ll(I). D'autres sont assez positives ; en particulier Mm(T) posséde certaines
propriétés de compacité des espaces ll(I). D'ailleurs pour les établir nous
nous ramenons précisément aux espaces 21(1) en faisant un usage assez inten-
sif des partitions continues de 1'unité sur T. Cette méthode permet aussi
d'obtenir quelques propriétés importantes relatives 3@ 1l'ordre dans 1l'espace

M (T).

Pour terminer cette introduction signalons que les résultats essentiels
de cet article ont &té annoncés, sous une forme déja assez détaillée, dams
deux Notes aux Comptes rendus (Rl) et (RZ]. Ils ont, pour certains, &€té obtenus
de fagon différente et indépendante, par WHEELER (W), qui utilise une autre
terminologie. Notons aussi les travaux de DUDLEY (D) et HAYDON (H]), ainsi que

la synthése, présentée par BUCHWALTER, & 1'Ecole d'été de Bruxelles de
septembre 1972, [34).

1. - LA STRUCTURE COMPACTOLOGIQUE DE Cw(T).

Fixons dés le départ les notations. Le compactifié de Stone-Cech de T est
noté BT comme d'habitude ; notons fB la prolongée canonique d BT de chaque

B

fonction continue fe.ﬁx(T). On sait que l'application f + f° réalise une iso-
métrie de Cm(T) sur l'algébre de Banach C(BT). L'espace des mesures de Radon

sur BT est désigné par MB(T) ; c'est le dual de C (T).

Dans ce paragraphe nous définissons la structure compactologique sur
Cw(T) ; elle est analogue 3 celle de 1'algébre C(T), introduite et &tudiée
dans (BZ). Nous démontrons ensuite quelques lemmes utiles, suivant en cela les

exposés de (B2) et (BP).

(1.1) DEFINITION. - On désigne par H(T), ou simplement Hw, l'ensemble des par-
ties équicontinues et wniformément bornées de C (T). Il est pratique de
noter HT 1'ensemble des parties W de H qui sont contenues dans le disque
wnité A(T) de C (T).

(1.2) PROPOSITION. - Pour toute ReH l'enveloppe disquée simplement fermée
T(H) de H dans 1'espace R est équicontinue, (donc contenue dans C°°(T)),

uniformément bornée et simplement compacte.
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(1.3) DEFINITION. - En munissant chaque HE€H de la topologie de la convergence

simple sur T, on structure C (T) en une algeébre compactologique convexe
réguliére (acer), (B2), notée C (T).

(1.4) DEFINITION. - Désignons par 6 T l'espace des caractéres de l'acer (M.
C'est l'ensemble des caractéres de C (T) qui sont continus sur chaque HeH,

. . o o]
muni de la structure uniforme de la H -convergence.
Notons encore la proposition évidente :

(1.5) PROPOSITION. - Pour chaque partie bornée A non vide de C (T) on pose :
d,(x,y) = Sup |£(x)-£(y) ]
feA
pour x,y € T. Alors d, est un écart bormé sur T, qui est continu st et seu-
lement si la partie A est équicontinue.

(1.6) COROLLAIRE. - Lorsque H déerit 1'ensemble Hoc, alors dy déerit l'ensemble

de tous les écarts continus et bornés sur T.

Preuve. = Il suffit de prouver que tout écart d, continu et borné sur T, est
. el .
un écart dH pour une partie HE€H convenable. Or on voit avec le lemme (4.5.2)

de (BZ) , qu'il suffit de prendre pour H l'ensemble des fonctions t =+ d(t,x)
quand x décrit T.

(1.7) LEMME. - Pour toute HeHolo 1l existe une partie I(e,Halc contenant H, qut
est disquée, simplement compacte et complétement réticulée. De plus

dH = dK'

Preuve. - 1l suffit de définir K par :
K={f; £€A(D et |£(x)-£(y)| ¢ dy(x,y) pour tous x,y€T}.
On constate alors aisément que K est disquée et simplement compacte et qu'elle

est réticulée. Elle est donc complétement réticulée.

(1.8) LEMME. - Sotent HeH et ued T tels que u(f) = O pour toute feH. Alcrs

la fonction h = Sup|f| est continue et telle que u(h) = O.
feH

Preuve. - On suppose HGHT, ce qui permet d'introduire la partie K de (1.7).
Alors, pour toute f€H, on a |f|eK et u(]£]) = 0. Ecrivant h comme limite fil-
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trante croissante des fonctions hF = Sup |f|, ol F décrit la famille des parties
feF
finies de H, on voit déji que u(hF) = 0, puisque tout caractére est réticulant.

L'égalité u(h) = O s'obtient ensuite en utilisant la continuité de u sur la par-

tie K€ Hm.

(1.9) LEMME. - Pour tout u&6 T et toute f£&C (T) il existe un point teT tel
que u(f) = £(t) ; autrement dit u(f)€ £(T).

Preuve. - En remplagant f par la fonction g = If-u(f)l_on se raméne 3 supposer
f30 et u(f) = 0. Il faut prouver que, dans ces conditions, f s'annule sur T.
Supposons f(t) > o pour tout t€T. Alors la suite hn = nf Al est une suite crois-
sante de fonctions continues qui converge simplement vers la fonction 1. Il

suit de 13, par la proposition (0.2.1) de (BI), que la suite (hn) est &quicon-
tinue, de sorte que u(hn) converge vers u(l) = 1. Or u(hn) = nu(f) Al = 0, ce

qui donne la contradiction.

On tire de 13 :

(1.10) THEOREME. - Pour tout ue® T et toute HeH il existe un point teT tel
que u(f) = f(t) pour toute f€ H.

Preuve. - 11 suffit de remplacer la partie H par la partie G formée des fonc-
tions g = If-u(f)l lorsque f décrit H. On applique ensuite les deux lemmes (1.8)
et (1.9).

Plagons alors sur e“r, comme on a dit en (1.4), la structure uniforme de
la Hm-convergence. On obtient ainsi un espace uniforme complet. La transforma-
tion de Dirac t -+ € réalise une injection de T dans 67T et la régularité
compléte de T implique que c'est méme un homéomorphisme de T sur son image €(T).
Donc T est ainsi identifi@ & un sous-espace topologique de 6" T. On peut voir
cela autrement puisque le corollaire (1.6) signifie que la structure uniforme
de 67T induit exactement sur T sa structure uniforme universelle. Mais de plus
le théoréme (1.10) signifie que T est partout dense dans 1l'espace uniforme
(complet) 8°T et ainsi 6°T apparalt comme le complété universel de T. Or on
sait (BZ) que le complété universel de T s'identifie aussi au c-replété OT de
T, muni de la structure uniforme de la H(T)-convergence, ol H(T) est l'ensemble

des parties &quicontinues et simplement bornées de 1l'algébre C(T). Mais l'expli-

cation est claire : on a en fait exactement 1'égalité d'espaces wniformes
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87T = 6T. On a déja 6TC O T car tout caractére compactologique v sur C(T) défi-
nit par restriction un caractére compactologique VvV sur Cm(T). Réciproquement
tout caractére ueewT, vérifiant d'aprés (1.9) la condition u(f)e€ £(T) pour
toute £€ C (T), se prolonge de fagon unique, d'aprés un résultat classique,

en un caractdre u sur 1l'algébre C(T). Or ce caractére u est méme compactolo-

\ . . . £i
gique car si HEH(T) et si £, > O dans H alors les fonctions ]—;-lf—ll— tendent

. . H . P 0 .
vers zéro dans la partie Teray 0 aut est élément de Hl’ et ainsi u(fi) + 0.

- - <0, - » * -~ ~ ' .
En résumé 6 T et OT s'identifient & un méme sous-espace de BT ; ils sont
tous deux complets, contiennent T comme sous-espace partout dense, et induisent

sur T la méme structure uniforme, qui est sa structure uniforme universelle.
D'ol :

(1.11) THEOREME. - L'espace 0 T s'identifie exactement, en tant qu'espace uni-
forme, au c~replété 6T de T.

(1.12) COROLLAIRE. - Les algébres C*(T) et CT(OT) sont compacteclogiquement
1gomorphes.

2. L'ESPACE M (T).

L'algébre Cw(T) é€tant aussi bien entendu un espace compactologique convexe
régulier (eccr) on peut introduire son dual Mw(T) = Cw(T)‘. C'est l'elc complet,
3 - . m . . o
espace des formes linéaires sur C (T), qui sont continues sur chaque HeH ,
muni de la topologie de la Hm—convergence. Alors le théoréme (3.2.2) de (BZ)
donne aussitdt 1'égalité compactologique M (T)' = C(T), qui signifie que le
0
dual de M (T) n'est autre que C7(T) et que les parties équicontinues de ce dual,

3 . . . w .
munies de la topologie faible, sont exactement les parties HEH , munies de la

topologie de la convergence simple sur T.

Evidemment 1'espace 6T, égal i e”T, est ainsi un sous—espace uniforme de

O
1'elc M (T), de sorte que T s'identifie, par la transformation de Dirac, 3 un
sous-espace topologique de MW(T). Et puisque 6T est fermé dans Mw(T) on voit

[+ o]
encore que c'est exactement 1'adhérence de T dans M (T). De plus on a :

(2.1) PROPOSITION. ~ L'’espace T est total dans Mw(T).

Preuve. - C'est une conséquence triviale du théoréme de Hahn-Banach et de 1'éga-
1ité M (T)' = C(T).
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Enfin rappelons pour mémoire

(2.2) THEOREME (LEGER-SOURY, (LS)). - L'espace M (T) est solution du probléme
wniversel de linéarisation continue de toute application continue £ : T+ E
d'image f(T) bornée, de T dans un elc complet E quelconque. Autrement dit,
toute telle fonction f posséde un prolongement linéaire continu unique
F: M(T)~+ E.

. 0
Passons maintenant 3 une &tude systématique de 1l'ele M (T), étude qui

n'est pas faite dans (LS).

(2.3) PROPOSITION. - M (T) est wun sous-espace vectoriel fermé dans l'espace de

Banach MB(T) des mesures de Radon sur BRT.

Preuve. - Il suffit de voir que toute}JebrkT) est bornée sur le disque A(T).
Supposons le contraire : il existe alors une suite fneA(T) telle que
f
|u(fn)l 2 n2. Mais la suite g = :? est alors équicontinue et telle que
n

Ignl + 0. L'inégalité Iu(gn)l 3 n donne la contradiction.

On prendra garde toutefois que ﬁw(T) n'est pas un sous-espace topologique

de MB(T).

Remarque 1. - Le résultat de (2.3) peut beaucoup s'améliorer. On peut montrer
en effet, avec BERRUYER-IVOL ((BI), 1.2) que MF(T) est un espace intermédiaire
entre MT(T) et Mb(T)'

(2.4) PROPOSITION. ~ Une partie de M (T) est bornée si et seulement si elle

est bormée en norme.

. o - . . .
Preuve. - Si AcM (T) n'est pas bornée en norme, il existe une suite fdsA(T)
et une suite une,A telles que Iun(fn)| ] nz. Alors la suite g, = :?-est un élé-

ment de H sur lequel la partie A n'est pas bornée, et tout est dit.

(2.5) COROLLAIRE. - M (T) admet wne base dénombrable de bornés et son dual fort
est l'espace de Banach Cw(T). De plus la boule unité A° de Mm(T), polaire
du disque A(T), est un tomneau borné et bormivore de Mm(T).

Ainsi 1'espace MQ(T) posséde certaines propriétés des espaces (DF). Outre

1'existence d'une base dénombrable de bornés on a :
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(2.6) PROPOSITION. - Pour toute suite (V ) de voisinages de zéro dans M (T,

1l existe une sutite (A ) de scalazres telle que V f-]A vy sott un vorsi-
nage de zéro dans M (T)

Preuve. =~ Pour tout n il existe H EJ{ et o, >0 tels que o H C:V . Soit

H
‘_’ n ;s alors Hef{ et le vo1s1nage de z&ro H®° est contenu dans chaque

V. .
n

Ql:ﬂ

n

(2.7) PROPOSITION. - Soit E wn elc quelconque. Pour qu'une application linéaire

U : M (T) > E soit continue il suffit qu'elle soit continue sur la boule
unité 0° de M (T).

Preuve. ~ On peut supposer que E est complet (et séparé). Soit u : T + E la
restriction de U 4 T. Alors u est continue et son image u(T) est bornée dans
E : car sinon il existerait un voisinage de zéro disquée W dans E et une suite

& , p
tneT tels que u(tn)¢nw et dans ce cas la suite —n—‘l tendrait vers zéro dans

A® sans que U(—Hg) tende vers #8vn dane F  Alors, d'aprés (2.2), u admet un

prolongement linéaire continu °°(T) =+ E. On a V=U sur T, ce qui im-
plique V=U sur A° puisque d'une part U est continue sur A° et d'autre part A°

est l'enveloppe disquée fermée de T. Alors finalement U=V sur MQ(T) tout entier,
et ainsi U est continue sur Mm(T).

On va voir toutefois que Mm(T) n'est pas un espace (DF) en général.
En effet :

(2.8) THEOREME. - Les assertions suivantes sont équivalentes
(a) Mm(T) est un espace (DF) ;

w » . .
(b) M (T) est O0-infratonnelé, c'est-d-dire que toute suite fortement Lormée
de son dual est équicontinue ;

(c) toute suite £ € A(T) est équicontinue ;

(d) T est un P-espace, c'est-d-dire que tout noyau (ou tout GG) de T est
ouvert.

Preuve :
(a) =>(b) =>(c) : Evident.
(c) =>(d) : Avec la proposition (0.2.7) de (BI).
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(d) =>(a) : Soit H =L_,Hn une partie fortement bornée du dual de M?(T), réunion
d'une suite Hneffi Pour voir que H est équicontinue dans le dual de Mm(T), il
suffit déja de voir que H est équicontinue dans Cm(T). Or cela est évident,
toujours avec la proposition (0.2.7) de (BI). Alors Mw(T), qui posséde déji

une base dénombrable de bornés, est bien un espace (DF).

De fagon analogue on peut étudier d'autres cas spéciaux.

(2.9) THEOREME. - Les assertions suitvantes sont équivalentes :
{a) T est discret ;
(b) M(T) est infratonnelé ;
(c) M (T) est wn espace de Banach ;
(d) M) = 2 (1).

Preuve :
(b) =>(a) : Car alors le disque A(T) est fortement borné dans le dual Mw(T)'

d'aprés (2.5) ; il est donc é&quicontinu et T est discret.

(a) =>(d) : Si T est discret alors 1'algébre compactologique Cw(T) n'est autre
que l'espace Rm(T) muni de sa compactologie canonique de dual de 1l'espace de
Banach ll(T), et Mw(T) = lw(T)¥ coincide bien avec QI(T).

(2.10) COROLLAIRE. - S T est un P-espace non discret alors M?(T) est un espace
(DF) complet non infratonnelé, dont le dual fort est un espace de Banach.

(2.11) THEOREME. - Les assertions suivantes sont équivalentesg :
(a) T est pgeudocompact ;
(b) M (T) est semi-réflexif ;
(e) Mm(T) est un ele de type (u), c'est-d-dire que ses bornés sont relati-
vement compacts ;
(d) M?(T) est un espace de Schwartz ;
(e) M(T) = C(D)].

Preuve :

(d) =>(c) =>(b) : Evident, compte tenu de la complétude de Mw(T).

(b) =>(a) : Puisque Cm(T) est le dual fort de Mm(T), on voit que si Mé(T) est
semi-réflexif, alors il coincide avec MB(T) algébriquement, ce qui implique

BT = 6T et la pseudocompacité de T.
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(a) =>(e) : Si T est pseudocompact le théoréme d'Ascoli est valable et garantit

que la compactologie de Cm(T) est exactement celle, ¥ dm(T), formée des compacts

t 8 * . : > = 2 t
de 1'algébre de Banach C (T) ; mais alors M (T) = C (T)c'

(e) =>(d) : Car pour tout espace de Fréchet E, Eé est un espace de Schwartz.

(2.12) THEOREME. - Les assertions suitvantes sont équivalentes :
(a) T est fini ;
(b) M (T) est réflexif ;
(c) M (T) est espace de Montel ;
(d) M (T) est espace de Schwartz-Montel ;
(e) M (T) est nucléaire 3

(f) M (T) est de dimension finie.

Preuve :
(a)<=>(f) ; (£f) =>(e) ; (£f) =>(d) =>(c) =>(b) : Evident.
(b) =>(a) : Car alors Mm(T) est tonnelé@ et semi-réflexif, donc T est discret

et pseudocompact, c'est-d-dire qu'il est fini.

(e) =>(f) : Car Mw(T) est espace de Schwartz, donc ﬁ”(T) = Eé avec E = Cm(T).

Mais si Eé est nucléaire alors E, étant espace de Banach, est aussi nucléaire,

donc de dimension finie.

Remarque 2. - On voit ainsi, 3 la lecture de (2.9), que les propriétés de ton-—
nelage de M?(T) sont plus que médiocres. On rencontre 13 une difficulté, puis-
qu'alors l'espace Mm(T) échappe 3 toute classification habituelle des elc. Un
essai pour sortir du cadre des espaces infratonnelés est fait avec l'introduc~
tion des espaces (DF), mais, 12 encore, cette classe d'espaces laisse &chapper
Mw(T) dans le cas général. Dans un sens plus positif on peut remarquer, en
posant ici E = M(T), que tout disque équivore de E' = C”(T) absorbe le disque
unité A(T), donc est voisinage de zéro dans le dual fort Eé = Cw(T). Ainsi,
avec les notations de (Bl), E est un espace tel que TE' = Eé, autrement dit
il est trés distingué en acceptant la terminologie proposée dans (HZ). On peut
dire aussi que E est hypo-infratomnelé (tout disque équivore de E' est forte-

ment bornivore) avec les notations de (33], et méme qu'il est Aypotonnelé
puisqu'il est complet. Ainsi

(2.13) PROPOSITION. =~ Dans le cas général Mw(T) est toujours un espace conplet,
hypotonnelé et trés distingud.
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Remarque 3. — Signalons, comme probléme non résolu ici, que nous ne connaissons

oo .
aucune caractérisation de T pour que M (T) soit espace de Mackey.

3. - COMPACITE DANS M (T).

Nous avons vu que, pour T discret, 1l'espace Mm(T) est l'espace de Banach
EI(T). Or cet espace ll(T) jouit de propriétés tout a fait particuliéres que
1'on peut rapidement résumer, en constatant qu'elles sé regroupent autour de
deux thémes : propriétés relatives d l'ordre et propriétés relatives 3 la

compacité.
(A). - 21(T) est une bande dans l'espace de Riesz MB(T).

(B). = Sur le cbne positif de ZI(T) les topologies initiale et affaiblie

cofneident et la norme est additive.

~

(C). = Relativement 4 une partie A de EI(T) les assertions suivantes sont
équivalentes :
(a) A est relativement compacte ;
(b) A est relativement faiblement compacte ;
(c) A est bornée et, pour tout €o, il existe une partie finie JCT telle
que Ejl&il < epowr toute famille (E;)€ A.

(D). - 2I(T) posséde la propriété de Schur : toute suite faiblement de Cauchy
est convergente pour la norme ; en particulier zl(T) est faiblement
semi-complet.

L'objet des paragraphes 3 et 4 est de montrer que ces propriétés sont
conservées quand T n'est plus discret, 3 condition de remplacer ll(T) par

00

M (T). On obtiendra ainsi des propriétés positives remarquables de 1l'espace
00

M (T).

La méthode utilisée est basée sur un emploi intensif des partitions conti-
nues de 1'unité (not&es pcu pour simplifier), emploi qui va permettre de rame-
ner précisément les problémes 3 ceux des espaces 21(1), pour des ensembles dig-
crets I. La rédaction qui suit reprend bien entendu les grandes lignes de la

Note (RZ), en explicitant complétement les démonstratioms.

La ¢-topologie sur Mm(T). - Désignons par ¢ l'ensemble de toutes les pcu

o = (d)i)ieI sur T. L'ensemble I des indices de ¢ est considéré comme un espace
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discret, de sorte que nous pouvons introduire l'espace compactologique Qm(I),
dual de 1l'espace de Banach 21(1).

(3.1) PROPOSITION. - Pour toute ¢ = (¢. )1e1’ o€ d, L'application
V¢ 2 (1) > C(T) définie par

V(n) Zn¢ sin=(ni)
1€l

est un morphisme compactologique.

Preuve. - 11 suffit de voir que lorsque n décrit la boule unité (compacte) de
Rw(I), et lorsque J décrit l'ensemble des parties finies de I, l'ensemble de

toutes les fonctions z n; ¢i est équicontinu et contenu dans le disque unité
1eJ

A(T), autrement dit un élément de HT. Et cela est, bien entendu, conséquence
de la finitude locale de la famille (supp ¢i)'eI des supports des fonctions ¢i.
i

(3.2) COROLLAIRE. - L’ensemble H¢ des fonetions Zni ¢>i, Inl00 <1, est wn

disque équicontinu simplement compact de Cm(T), élément de HT.
Rappelons que la topologie sur Mm(T), qui est celle de la Hm-convergence,
peut se décrire avec la famille fondamentale des semi-normes
w July = sup (W] 5 HeH]
feH

On a alors :

(3.3) PROPOSITION :
(a) La transposée U¢ : M(T) » 21(1) de l'application V¢ est définte par
U¢(u) = (u(e; ))

(b) L’appltcatzon u +-z:|u(¢ ) o= nU¢(u)n1 est une semi-norme ccntinue,
notée encore ﬂpﬂ¢ pour simplifier, et |u|¢ ﬂulH

3 - . ° 00 L d
On est donc en droit d'étudier, sur l'espace M (T), la topologie locale-
ment convexe définie par les semi—normes “."¢,<be¢h On peut déjia remarquer
qu'on obtient 13 une famille filtrante croissante de semi-normes continues

sur Mm(T). En effet pour deux pcu ¢ = (¢i)- 1 et Y = (Y.),
ie
double ¢y = (o, w

e’ la famille

1z sz W

t H !
26,9 est un é€lément de ¢ ; or 1'égalité ¢1 ‘)EJ ¢ w
donne aussitdt 1'inégalité |u|¢ € |p|¢w ; et de méme ﬂuﬂw Iu|¢w
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Appelons donc ¢-topologie sur Mé(T) la topologie définie par les semi-
normes H ||¢, ¢€?d ; autrement dit la topologie de la convergence uniforme
sur la famille HQ des parties H¢, et désignons par M (T) l'espace M (T) ainsi
topologisé. La proposition (3.3) signifie encore que 1a ¢-topologie est aussi
la topologie initiale associée au systéme de toutes les appliecations conti-

nues U, : (T + D).

La ¢-topologie sur M (T) est évidemment moins fine que la topologie
propre de Mw(T). Mais elle est aussi plus fine que la topologie faible de
Mé(T) : en effet toute fECfRT), supposée telle que O<fgl, peut &tre considé-
rée comme E€lément de la pcu ¢ = (f,1-f), et alors Iu(f)l < “u“¢. Ainsi

(3.4) PROPOSITION. - La %-topologie sur M (T) est compatible avec la dualité.
En particulier Mw(T) et M;(T) ont les mémes bornés, qui somt les bornés

en norme.

La comparaison plus précise des topologies de Mm(T) et M;(T) est mainte-
nant basée sur les deux théorémes suivants, dont le premier a pour objet de
montrer qu'il existe sur T suffisamment de pcu, et qu'en conséquence la ¢~to-
pologie est en réalité assez voisine de la topologie de Mm(T) (voir toutefois

la remarque 4 ci-dessous).

(3.5) THEOREME. - Pour toute HeJ{ et tout eo, 1l existe une pcu ¢ = (¢ )

el
et une famille (t ) de poznts de T telles que -

f f t- ¢- \

Preuve. - Soit d 1'écart sur T, continu et borné, associé i la partie H.
Désignons par TH 1'espace métrique associé 3 dH’ par d sa distance et par

q: T~ TH la surjection canonique. La paracompacité de TH assure l'existence
d'une pcu y = (lpi)ieI sur TH’ subordonnée 3 un recouvremen; de TH formé des
boules ouvertes Bd(i,ED centrées aux points i d'une partie convenable I de TH‘
On pose alors ¢i = wioq et, pour voir que ¢ = (¢i) est une pcu, il suffit de
vérifier que la famille (supp ¢i) est localement finie sur T. Or pour chaque
teT, il existe un voisinage ouvert W du poipt q(t) dans TH et une partie finie

J de I tels que i¢ J implique wi=o sur W ; le voisinage V = q_l(w) de t dans T
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est ouvert et tel que ¢i=o sur V pour tout i¢ J, et tout est dit. Fixons main-
tenant des points t;€T par les conditions tie,al(i) et remarquons que toute
fe€H se factorise en f = goq, ol g est continue sur TH. De plus la condition
supp wich(i,E) garantit, pour chaque i€ I, 1'inégalité Ig(i)wi~g\pil < Ewi,
ce qui fournit aussitdt 1'inégalité If(ti)¢i-f¢i| g ebi, d'od 1'on déduit

I f—{f(timi[ < e

(3.6) THEOREME. - Pour toute HGHO;> et tout eo0, 1l existe une peu ¢ = (¢i)
telle que

Pudy < fuly + dul
pour toute L€ M7(T).

Preuve. - Il suffit de constater que, pour toute f&€H, et avec les notations

de (3.5), on a ]f(ti)| < | pour tout i, de sorte que |u(f)| € |u|¢ + du].

(3.7) COROLLAIRE. - Les espaces M;(T) et Mm(T) induisent une méme structure

uniforme sur leurs bornés communs et une méme topologie sur le cdne

posttif. En particulier ils ont les mémes parties relativement compactes.

Preuve. - Les bornés communs é&tant les bornés en norme, il suffit de voir 1la
coincidence des structures uniformes sur le disque unité A° = {u ; Ju|<1} de

Mm(T). Or pour chaque HeHolo et pour tout €0, il existe ¢€¢ telle que

vl < 26+ o,
pour toutes p, V€ A°, ce qui suffit.

Dans le cas ol les mesures ua sont positives, la condition ua + u dans

Mz(T) implique évidemment []uaﬂ = ua(l) =+ u(l), ce qui raméne, pour ax,, 3 la

coincidence des topologies sur les bornés communs.

Tirons maintenant les conséquences de la définition de la d-topologie

comme topologie initiale associée au systéme de toutes les applications

. g -> l
U¢ : MA(T) > 27 (D).

(3.8) THEOREME. - Sur le cdne positif de M (T) la topologie de M (T) cotneide
avee sa topologie affaiblie o(Mm(T), C°°(T)).

Preuve. - Grace a (3.7) il suffit de voir que si My > M faiblement, avec ua)o,
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alors u, > U dans M (T). Or pour chaque ¢ed, on voit que U¢(u )y - U¢(u) fai-
blement dans le cOne positif de 2 (I), donc d'aprés la condltlon (B) rappelée
au début de ce paragraphe, on a U¢(ua—u) + 0 en norme dans 2 (I), d'ol

[= o]
Iua-u|¢ + 0 et W > W dans My (T).

(3.9) THEOREME. - Relativement 4 une partie A de ﬁw(T) les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
(a) A est relativement compacte dans Mm(T) 3
(b) A est relativement faiblement compacte ;
(c) A est bornée et pour toute ¢>e<I> les familles U¢(u) P )) fo‘p—
ment une partie équisommable de 2! (I) quand u déerit A ; autrement dzt
pour tout ©o, il existe une partie finte J de I telle que :

Sup lue.)| < ¢
ueA g;; .

Preuve :

(a) =>(b) : Evident.

(b) =>(c) : Car la partie U¢(A) est relativement faiblement compacte dans
2](1), ce qui nous raméne & la condition (C) rappelée plus haut.

(c) =>(a) : D'aprés (c) la partie U¢(A) est relativement compacte dans 21(1),
donc A est précompacte dans 1'espace M (T), et par suite aussi dans M (T,

d'aprés (3.7). On termine en remarquant que M (T) est complet,
(3.10) COROLLAIRE. - Les intervalles (A,u) de M (T) sont compacts.

Preuve. - Ces intervalles sont déj3a fermés ; il suffit donc de vérifier les
conditions (3.9.c) et pour cela de se ramener par translation au cas d'un

intervalle (0,u), ce qui est alors immédiat.
Enfin un dernier résultat s'obtient par recours aux espaces ll(I) :
(3.11) THEOREME. - Dans Mw(T) toute sutte de Cauchy faible est convergente

pour la topologte de M (T). En particulier M (T) est fatblement semi-
complet.

Preuve. - Si (u ) est suite de Cauchy falble alors pour chaque ¢€ d, la suite
U¢(u ) est faiblement de Cauchy dans l (I), donc est de Cauchy pour la norme
d'aprés la propriété de Schur (D). Alors (un) est suite de Cauchy dans M¢(T),
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donc est aussi de Cauchy dans ﬁw(T) ; c'est dire qu'elle y est convergente.

Remarque 4. — Il est clair que @;(T) est un elc quasi-complet d'aprés (3.7).
Et 1'on peut se demander si M;(T) posséde une position privilégiée entre la
topologie de M (T) et sa topologie affaiblie. Il n'en est rien, comme on va

voir par les théorémes suivants qui réglent les cas limites. Donnons tout

d'abord un lemme :

(3.12) LEMME. - Pour que T soit urn P-espace 1l faut et il suffit que pour tout

écart continu d sur T les d-boules de rayon nul soient des ouverts de T.

Preuve. - Il suffit de constater que toute d-boule de rayon nul est un noyau
de T et que, réciproquement, tout noyau Z = Z(f) est, s'il n'est pas vide, la
d-boule de rayon nul centrée en n'importe quel point de Z, 3 condition de pren-

dre pour d l'écart dg associé 3 f selon (x,y) = |[£(x)-f(¥)].

(3.13) THEOREME. - Pour que l'on ait l'égalité topologique M:(T) = MU(T), 71
faut et il suffit que T soit un P-espace.

Preuve. - Soit d un &cart continu sur T tel que Og<dgl. Considérons la partie
gquicontinue

H={f; |[f|lg] et |£(x)~f(y)| < d(x,y) pour tous x,y}

On peut déja remarquer que f, geH implique %(fg)eth de sorte que les condi-
. . . 1
tions fl’fZ""’fneH impliquent z_n-_l(fle""fn-l)GH'

Supposons M:(T) = M(T). Alors il existe une pcu ¢ = (¢i) et une constante k>o
telles que toute fonction f €H puisse s'écrire sous la forme f = Z”i¢i ou
n= (ni) est un élément de £ (I) tel que Inﬂ g k.

Fixons un point t€T. Il existe un voisinage U de t et une partie finie

J de I tels que ¢, soit nulle sur U pour tout igJ. Soient alors n = card J,

Td l'espace métrique associé 3 1'écart d et q : T ~+ Td la surjection canonique.

On va d'abord prouver que 1l'image q(U) est finie et contient au plus n points.

Supposons le contraire : il existe alors (n+l) points L L dans U

tels que d(tr,ts) > 0 pour r#s. Pour chaque r soit fr HEP JES d(tr,x) ; on a
frejiet fr(tr) = 0. Posons donc

g ~ ;-l ]-I fs
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On obtient ainsi des fonctions g, vérifiant greIL gr(tr) >0 et gr(ts) = Q
si s#r. Alors le systéme (ngU) des restrictions 3 U de ces (n+l) fonctions
est libre dans C(U), contrairement au fait que chaque gy est combinaison

linéaire des n fonctions ¢i|U’ i€ J, puisque greH.

Ainsi q(U) est fini. Cela permet de voir que 1'ensemble des valeurs
d(s,t) est fini quand s décrit U. Désignons donc par o la plus petite de ces
valeurs qui soit strictement positive. Alors la boule ouverte ﬁd(t,u) ne
contient dans U que les points s tels que d(s,t) = O, donc
B (t, o):)(B (t,0)NU) et ainsi la boule B (t,0) est voisinage de t dans T. Mais
comme toute d boule de rayon nul admet pour centre chacun de ses points, on

a prouvé en fait que T est un P-espace d'aprés le lemme (3.12).

Réciproquement supposons que T est un P-espace et soit HEffRT). L'écart
dH associé est continu et borné ; il détermine donc sur T une partition d'of
(w;) formée des d -boules de rayon nul. Chaque f€H est constante sur chaque
w3 soit n, sa valeur. De plus le systéme des fonctions caractéristiques ]wi
définit une pcu ¢ sur T telle que f = In, lw pour toute fe& H. Ainsi H est
contenue dans un &lément de H; et par sultelM (T) = M (T), ol 1'8galité est

topologique.

Dans un autre sens on a, du cO0té des topologies faibles :

(3.14) THEOREME. - Pour que M:(T) sott un espace faible il faut et il suffit
que T soit pseudocompact.

Preuve. ~ On sait que T est une partie bornée de Mw(T), de sorte que, d'aprés
(3.7), les structures uniformes canoniques de Mm(T) et Mz(T) induisent toutes
deux sur T la structure universelle de T. Il suit de 13 que si M:(T) est un
espace faible, alors sur T la structure uniforme universelle est précompacte
puisqu'elle coincide avec celle définie par o(Mm(T),Cm(T)). Ainsi T est pseu-
docompact. Réciproquement si T est pseudocompact alors toute pcu ¢ = (¢l)1€I
sur T est nécessairement finie ; ainsi tous les ensembles I qui interviennent
sont finis et la topologie de M (T) coincide avec la topologie affaiblie de
M (T) ; alors on voit, avec (2.ll), que M (T) = C (T)' tandis que

M;(T) = Cw(T)é, ce qui montre en plus que Mz(T) peut ne pas €tre complet.
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4, - PROPRIETES RELATIVES A L'ORDRE.

L'espace MB(T) des mesures de Radon sur le compactifié de Stone-Cech BT
de T est &videmment, pour sa structure d'ordre naturelle, un espace de Riesz
complétement réticulé&. Il importe donc, dans ce contexte, d'étudier la situa-

[+
tion de son sous-espace M (T). On voit déjid que pour toute pe M, (T) et toute

R

pcu ¢ = ((bi)ieI on a la condition :

@ 1 Iulwy) < fulo = Jul.
iel
Alors :

(4.1) THEOREME. - Pour qu'une mesure ueM,(T) soit élément de M(T) Z1 faut
et i1l suffit que 1'on ait I|ul (9,) = lul pour toute peu ¢ = (¢,) sur T.

Preuve. - Supposons ueMw(T) et fixons geA(T). On a g = ng)i et
uig) = Zu(g¢i), puisque la famille des sommes partielles finies : g¢i est
ield

équicontinue et contenue dans A(T). Or |g¢i| < ¢ donc |u(g¢i)| € |u|(¢i), d'ot
lug| < Zlu|(¢i) et par conséquent [uf < Z|u|(¢i).

Réciproquement supposons la condition vérifiée. A toute HE HT et 3 tout
©o0, associons la pcu ¢ = ((bi) et les points tieT comme en (3.5). Il existe,
d'aprés la condition (%) ci-dessus, une partie finie JC1I telle que
Z lul(dai) € €. Alors pour toute f€H on a

igJ
| £(t.)¢.] < . et [f-Zf(t.)¢.) < ¢
de sorte que Iu(f)-:f(ti)u(cbi)l est majoré par € + |u|(z ¢;). La condi-
1€J 1¢J

tion du théoréme implique

Iul(,% 69 =l 0-22 ¢ = lulep < e
1

ieJ igJd
En résumé il reste ]u(f)—:f(ti)u(tbi)l € 2¢, soit encore

1€J
Iu—}: n(o;) Et'l

&3 ilg € 2¢ ce qui montre que p est limite uniforme sur H de me-
- - . . . w
sures discrétes, donc est continue sur H, et ainsi yeM (T).

La condition de (4.1) ne portant -que sur la mesure |u| on obtient donc

immédiatement le ré&sultat suivant, démontré au théoréme (1.2.1) de (BI) par
des voies totalement différentes
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(4.2) COROLLAIRE. - Pour toute mesure ueMB(T) les assertions suivantes sont
équivalentes :
(@) ueM (T) ;
(b) WTeM(T) et W eM(T) ;
(e) |u|eM (T).
En particulier Mw(T) est un sous—espace de Riesz de MB(T).

Comme seconde application de (4.1) on détermine la situation de Mw(T)

dans MB(T) selon :
(4.3) THEOREME. - M (T) est une bande de M (T).

Preuve. - On vérifie d'abord que Mw(T) est une partie pleine de MB(T)’ ce qui

est conséquence de (4.2), car si ueMw(T) et si A€eM_(T) est telle que

|x|€|u]|, alors pour toute H& HT et toute famille £, —B> 0 dans H on a

INED] « IM[CJE ) < ulclg;]), done AC£;) > O puisque [u[(|£;]) + 0. Pour

le reste il suffit de voir que toute mesure positive ueMB(T), borne supérieure
d'une famille filtrante croissante de mesures positives M, € Mm(T), est élément

de Mw('r) . Or pour chaque ¢€d on a

ful = n@1) = sup B (1) = Sup  Sup [: ua(cbi)] soit

a o J finie ‘ieJ
[ul = Sup Sup u_( $.) = Sup [ u(cb-)J = Iu(s;),
o S vy 090 = sup (T o) = iy

ce qui raméne au critére (4.1) et montre que L€ M°°(T).

Nous terminerons en décrivant un procédé permettant d'associer 3 toute
. - 00 .
mesure uEMB(T) sa projection sur la bande M (T). On peut d'ailleurs se limi~
ter au cas des mesures positives. Du méme coup nous obtiendrons une caracté-

risation de la bande étrangére 3 M (T) .

Pour chaque mesure ueMB(T) et pour chaque ¢ = (¢i)e<b, on a
lu; £)] < J£] |ul(o,) pour toute fe C®(T). Il suit de 13 que la famille
(u(¢if)) est sommable, ce qui montre aussi que la famille des mesures ¢iu est

étroitement sommable dans MB(T). On pose alors :

Mg =E ¢;u ; He (£ =Z wie, £)
iel ' 1€l
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(4.4) PROPOSITION. - Soit ueMB(T) une mesure posttive.
{a) On a ue M (T) et et seulement si u¢=u pour toute ¢ € ¢.

(b) Dans le cas général on a 0<u¢su et la famille des mesures u¢, ¢e ¢,
est filtrante inférieurement.

Prewve :

+ w - L [3 -
(a) Si ueM (T) on a &videmment p¢=p car la famille des sommes partielles
finies z ¢if est équicontinue et uniformément bornée ; et la réciproque s'ob-
ied
tient en choisissant f=1 et en revenant au critére (4.1).

(b) Dans le cas général, on a pour toute £f20 :

0¢ (5 = Swp  J_ wu(e;£) = Sup u[(}: ¢i)f} < u(o)
J finie ieJ J 1€J

d'od Osu¢su.

Enfin si Y& est une autre pcu, on peut introduire, comme dans la preuve
de (3.3), la famille double ¢y &d. On a alors H‘W = (uq’)w = (u¢)¢ de sorte
que, par ce qui précéde, UW < u¢A uw.

Ainsi, en utilisant la propriété de réticulation compléte de MB(T) on
peut introduire :

(4.5) DEFINITION. - Pour toute mesure positive ueMS(T) posons :
A, = 1Inf y, .
L ¢
(4.6) THEQOREME. - Pour toute mesure positive UE MB(T)’ la mesure AU est la
composante de u sur la bande Mm(T) de MB(T)'

Preuve. — Posons }\=)\u pour simplifier. Il suffit de vérifier que XGMOC(T) et
que si veMm(T) est telle que O<vgu alors aussi OgugA. Or ce dernier point est
immédiat avec (4.4.a) puisqu'alorsv = \)¢ < u¢ pour toute ¢& ¢. Pour le premier

point, utilisons le critére (4.1), ce qui nous raméne 3 prouver que 1'expres-

sion L = Inf )\(l-ch) est nulle, ol J décrit 1l'ensemble des parties finies de

J
T et ol l'on a posé, toujours pour simplifier, ¢J =z ¢i (la pcu ¢ = (¢i)
étant bien entendu fixée). Mais : 1ed
L = Inf Inf 1= =1 - i
o 3 uw( ¢5) $f Igf(uw(l) “w(¢J)) soit
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L = Inf(u, (1) - Sup u, (¢ 1)), mais
v 1% g vJ

d'ot L g Inf(uw(l)—k(l)) = 0, et par suite L=0.
7

(4.7) COROLLAIRE. - Une mesure ueMB(T) est étrangére d la bande M (T) st et
seulement 8'il existe, pour tout eo, une pcu ¢ = (cbi) sur T telle que
ZIUI (¢1) < €

. . : 00
On remarquera qu'on obtient 13 une généralisation au cas de M (T) d'un
critére classique de Tamano [T) selon lequel un caractére ue BT n'appartient

pas & 8T (ou est étranger a4 la bande M7 (T)) si et seulement s'il existe une

pcu ¢ = (d)i) sur T telle que u(¢i) = 0 pour tout ielI.

5. - PROPRIETE D'APPROXIMATION.

I3 3 » . m -
La caractérisation des parties relativement compactes de M (T), donnée

en (3.9), va permettre d'obtenir une propriété supplémentaire de Mw(T).
(5.1) THEOREME. - L'espace M (T) vérifie la propriété d'approximation.

Preuve. - Il faut montrer, et cela suffit, que l'opérateur identité de Mm(T)
est adhérent a4 l'ensemble des opérateurs continus de rang fini pour la topo-
logie de la convergence compacte sur Mw(T). Fixons donc un compact A de Mw(T)
et une partie équicontinue HeH (T) ; il faut alors trouver un opérateur
continu de rang fini u tel que (1-u)(A)CH°. Introduisons les constantes
k = Sup{lul ; ueA} et M = Sup{|f] ; f€H}. D'aprés le théoréme (3.5), appli-
qué 3 la partie %eHT et 3 la constante ¢ = le, il existe une pcu
¢ = (<t>i)ieI et une famille (ti)iGI de points de T telles que

If-g £e)e; | < o
pour toute f€H.

On tire de 13 que, pour toute LEA et toute f€H, on a

lu(e -3 £pu6) | < 5 -
1€l

Mais la partie A &tant compacte dans Mm(T), les familles (u(cbi))ieI sont équi-
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sommables d'aprés le théoréme (3.9) lorsque U décrit A. Il existe donc une par-

tie finie J de I telle que
1
sup 3 [1(0)] < 5 -
UeA i¢J

Alors, pour toute UE€A et toute f€H, on a

uee)-3 Eepue )| <1

1€J

Introduisons 1l'opérateur continu de rang fini u : Mm(T) -> Mw(T) défini par

W) = 3 1oy

€
ieJ i

L'inégalité précédente signifie précisément U - u(u)& H®° pour toute pHeA.

Ainsi (1-u) (A)C H®°, ce qui achéve la démonstration.
(5.2) COROLLAIRE. - L'espace M:(T) vérifie aussi la prorriété d'approximation.

Preuve. - Elle est évidente puisque M:(T) a une topologie moins fine que celle

m * [ -
de M (T), mais qui donne les mémes compacts.

Application & l'espace MU(T). ~ La méme méthode permet aussi de montrer que
1'espace MO(T) de (BI] vérifie la propriété d'approximation. Nous devons
faire toutefois quelques adaptations. Bien entendu nous renvoyons & (BI) pour

les définitions de 1'elc M (T) et de la compactologie HT(T) sur C (T).

Q0
a) Pour chaque HEH (T), 1l'application de Dirac € : t ~+ € peut €tre considé-
rée comme une application de T dans 1'algébre de Banach Cm(H). A ce titre,

elle se factorise en une application § ¢ TH - Cm(H), ot TH est l'espace mé-

trique associé 3 1'écart dH' Mais la définition méme de 1'écart dH montre
évidemment que g est une isométrie entre deux espaces métriques, isométrie

qui permet d'identifier 1'espace métrique TH a2 un sous—espace de 1'algébre
de Banach Cw(H).

b) Il suit de 13 que si H est un &lément de HT(T), choisi de la forme
H = T(fn)’ ol (fn) est une suite de Cw(T) équicontinue, uniformément bornée
et convergeant simplement vers zéro, alors H est un compact métrisable
d'aprés la proposition (2.1.1) de [BI), donc Cm(H) est un espace de Banach
séparable, et ainsi 1'espace métrique Ty est lui aussi séparable. Alors, dans

1'énoncé du théoréme (3.5), on peut supposer 1l'ensemble I dénombrable et
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mettre en évidence, pour tout €>0, une pcu dénombrable ¢ = (¢n) et une suite
(tn) de points de T telles que "f-Zf(tn)¢nﬂ € € pour toute f€H. Ceci impli-
que que le théoréme (3.6) reste valable pour une telle partie H et pour toute
ue;Mc(T). Il suffit en effet de constater que 1'égalité u(Znn¢n) = Znnu(¢n)
est valable pour toute suite bornée (nn) ; mais ceci provient du fait que

les sommes partielles wN = : nn¢n forment une suite équicontinue et unifor-
n<N
mément bornée qui converge simplement vers la fonction ¢ = Znn¢n et ainsi

HY=Y) > O.
¢) Enfin si L est une partie compacte de MO(T), on sait, avec le théoréme

(2.2.6) de (BI) que Sup |u|(fn) tend vers zé&ro pour toute suite (fn) de Cm(T),
HeL .
équicontinue, uniformément bornée et convergeant simplement vers zéro. Pour

chaque pcu dénombrable ¢ = (¢n) on a donc

lim sup |u|(1-3_¢) =0
N> pel nkN

ce qui, d'aprés b) et le fait que chaque lu] est €lément de Mo(T)’ montre que
la famille des suites (|u|(¢n))n de 21 est équisommable quand u décrit L.
A fortiori en est-il de méme de la famille des suites (u(¢>n))n quand y

décrit L.

En résumé les trois remarques ci-dessus permettent d'adapter au cas de

MO(T) la démonstration du théoréme (5.1) relatif 3 1'espace Mw(T). Ainsi :

(5.3) THEOREME. - L'espace MO(T) vérifie la propriété d'approximation.
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