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LOCALISATIONS ET ANNEAUX

SEMI-NOETHERIENS A DROITE

J. RAYNAUD

INTRODUCTION : Pour un anneau non nécessairement commutatif, si

on prend comme spectre i droite 1'ensemble des ensembles topo-
logisants, idempotents et premiers d'idéaux i droite de

1'anneau, on peut associer 3 toute localisation dans la catégorie
des modules 3 droite sur cet anneau.une partie du spectre 3
droite, et inversement 3 toute partie du spectre 3 droite on
peut associer une localisation. Comme M. Haeque pour les anneaux
commutatifs (3), on caractérise les localisations qui sont

stables par cette correspondance : ce sont les intersections

de localisations premidres 3 droite. On donne une caractérisation
et des exemples des localisations qui sont intersections

réduites de localisations premiéres i droite, et ceci nous

améne alors i caractériser les anneaux A tels que la dimension
de Krull-Gabriel de la catégorie ModA des A-modules 3 droite
soit définie. Ces anneaux sont appelés semi-noethériens 3 droite
car nos résultats généralisent ceux &tablis pour des anneaux
commutatifs dans (6) par N. Popescu. On s'apercoit alors que le
seul résultat, 2 notre connaissance, ot N. Popescu abordait danms

le cas non commutatif la caractérisation de ces anneaux est
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Localisations et anneaux semi-noéthériens 2 droite

erroné et un contre-exemple est donné. On termine en montrant
comment la notion de dimension de Krull-Cabriel se traduit sur le
spectre 3 droite de ces anneaux semi-noethériens i droite, et on
démontre que les anneaux semi-noethériens 3 droite A tels que

la dimension de Krull-Gabriel de la catégorie ModA soit nulle sont

les anneaux semi-artiniens & droite.

Les résultats de cet article ont &t& en partie annoncés
dans (13).

I - PRELIMINAIRES.

Dans la suite, les anneaux, modules et morphismes considérés
sont unitaires, et les anneaux non nécessairement commutatifs. Op
désignera par ensemble premier 3 droite d'un anneau A tout
ensemble topologisant, idempotent et premier (2) d'idéaux a
droite de A. Le spectre i droite de A, noté Speg(A), sera
1'ensemble des ensembles premiers ¥ droite de A. Comme dans
(9), tout ensemble topologisant et idempotent d'idéaux 3
droite de A associé & un A-module 3 droite simple sera
appelé ensemble simple 3 droite de A. La catdgorie des A-
mocdules 2 droite sera notée ModA, et si (Ot est un idéal 3
droite de A et x @n Elément de A on notera (trx 1'idgal
a droite {a€A|xa€Gc} de A. D'une maniére génédrale les nota-
tions et la terminologie utilisées seront celles de (1), (2)

et (9).

Pour un ensemble topologisant et idempotent :F; d'idéaux
3 droite d'un anneau A, désignons par QF 1'ensemble des

idéaux 3 droite de A qui sont maximaux cans 1l'ensemble des

78



Localisations et anneaux semi-noéthériens 2 droite

idéaux 2 droite de A qui n'appartiennent pas i 9:‘ » I1 vient :

(1.0) LEMME : Soient ,5}7 un ensemble topologisant et idem—
potent d'idéaux & droite d'un awmeauw A et € la sous-
eatégorie localieante de ModA associée & T . Les proprié-
tés suivantes sont alors équivalentes :

(.—‘
(1) ' posséde un A-module support ;

(2) L'ensemble Qg est non vide ;-

(3) La catégorie quotient ModAje posséde un objet simple.

Démonstration : (1)<=>(2) Il est facile de voir que 1'annula-

teur de tout Elément non nul d'un A-module support de 3-" est

un élément de Qg et que réciproquement pour tout &lément H

de SZ,, le A-module 3 droite A/F est un A-module support de'}f .

(1)<=>(3) S1 on désigne par T le foncteur canonique de
ModA dans la catégorie quotient ModA/C et par S 1le fonc-
teur adjoint 3 droite 3 T de ModA,t dans ModA, on peut
vérifier aisément que si M est un A-module support de ,T
alors T(M) est un objet simple de ModA/g et que récipro-
quement si U est un objet simple de ModAfe  alors le
A-module i droite S(U) est un A-module support de:i: .

On peut en outre remarquer que si P est un &lément de

fz_p, c'est un h-i1déal 3 droite (4) ("critical right ideal" de
(12)) de A et que, pour tout &lément 2 de A n'appartenant
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pas 3 H , 1'idéal 3 droite H,°x est aussi un &lément de
951. I1 résulte de tout ce qul précéde que pour un ensemble
premier 3 droite Sj d'un anneau A, 1'ensemble Qg est non-
vide et que de plus 1'atome associé 2 g par H. Storrer (12)
et considéré comme classe d'équivalence de h-idéaux 3 droite

n'est autre que ce mére ensemble QSj.

(1.1) LEMME : 57 F est un ensemble premier & droite d'un

ameau A, et (Gy un idéal a droite de A, on a alors :

G¢FeoIpeay 3ada Gr.eacp

Démonstration : Pour &tablir ce lemme il nous suffit de

démontrer que la condition est nécessaire. Si (r est un idéal

3 droite de A n'appartenant pas 3 ¥, et si on considére un
A-module support M de J' alors il existe un homomorphisme non
nul f du A-module & droite A/, dans l'enveloppe injective
EM) du A-module M. Ainsi y = £(1), ot 1 est 1'élément de
A&k. désignant la classe de 1'é1ément 1 de A, est un &lément
non nul de E(M), et donc il existe un &lément a de A tel que
ya est un &lément non nul de M. Une vérification immédiate

nous montre alors que a n'appartient pas 3 Gy, que 1'annula-
teur [N de 1'élément ya est un &lément de Qf' et que Groea

est contenu dans =

Donnons au passage une propriété des h-idéaux 3 droite qui
est 1'analogue dans le cas non commutatif de ce qui se passe pour

les idéaux premiers d'un anneau commutatif.
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(1.2) PROPOSITION

Sotent (xl’OIZ""’G‘n des idéaur d droite d'un
anneau A et KW un h-idéal & droite de A . ST H
contient le produit Ot;. Oty.....Gr, ou 1'intersection
O 1N G- NG, alors i1l existe au moins un G‘i
(1g¢i¢n) et deux éléments a,a' de A tels qu'on a :

a#ﬂ,a'¢6¢i et G(i.'a'glﬁ.'a.

Démonstration : Puisque W est un h-idéal 3 droite de A,

1'ensemble topologisant et idempotent = ?

AL d'idéaux 3
droite de A associ? au A-module 3 droite A/, est un ensemble
premier 2 droite de A, et H est un &lément de Qg - Donc

si le produit 0{.1-(}(2.....0(“ est contenu dans P, ce n'est
pat un idéal 2 droite appartenant 3 F , ce qui implique qu'il
existe un i,(lsisn)-, tel qu'on a G(l¢3:‘ Ceci entraine,
d'aprés (1.1), l'existence d'un &lément P' de Qgt et d'un
€lément a, de A tels que GLi.'ai soit contenu dans HKH'.
Mais puisqueF et H ' sont tous deux &léments de 93‘! et

que Qgf n'est autre que 1'atome associé i ? par H. Storrer
i1l vient : 3a¢ H 3a"¢ F' H.'a= P'."a", Si on pose

alors a' = a;a", on obtient le résultat. Si Or,n ﬁzn...no(n
est contenu dans FM , la démonstration est identique.

Dans toute la suite, nous désignerons par 3 (A) 1l'ensem-~

ble des ensembles topologisants et idempotents C:F( d'idéaux 3
droite de A tels que {O}¢ 9;(
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(1.3) PROPOSITION

Soit A un anneau. Alors :

(1) 57 g est un élément de S(A), et s1 C}: est un
ensemble premier d droite de A, les assertions suivantes

sont équivalentes :

@ g,

® VFPeay HEY,
(© IFeqy Vxgw F‘.'x¢3.
(2) 57 EF et F' sont deux ensembles premiers & droite
de A, les assertions sutvantes sont équivalentes :
@ Q'cF ;
(b)VF‘eng Vﬁ'eng. 3a¢F‘ 3a'¢F" H.rag F'. oo,

En ce qui concerne 1'égalité on a les conditions équiva-
lentes sutvantes :

% =F,
(B) r&{- ng, :

(W VHEay VFegy JagH Ja'¢p' Hioax
Fv.-an s

(G)Etdeqﬁ Ap'e » dag¢p Ja'¢ p' H.ca =
F '.‘a'.
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Démonstration : Elle est immédiate : il suffit d'utiliser 1les

propriétés de Qg7, le lemme (1.1) et le fait que l'ensemble g ,
pour S ensemble premier 3 droite de A, n'est autre que
1'atome associé 3 & .

Cette proposition, tré&s utile dans la suite, nous donne

pour un anneau commutatif le lemme (2.4) de N. Popescu (6).

11 - LOCALISATIONS STABLES A DROITE.

Si (¢ est un idéal 3 droite d'un anneau A, on désignera
par D(GuW 1l'ensemble des éléments 9: de Speg(A) tels qu'on
a (;(et}: . (La famille formée par les réunions quelconques de
parties de Speg(A) du type D(Gg) constitue une famille
d'ouverts pour une certaine topologie sur Speg(A) que 1l'on

pourra appeler topologie spectrale).

~/
Toute partie Y de Speg(A) détermine une localisation ZY
dans ModA caractérisée par 1l'ensemble topologisant et idempotent

@?Y des idéaux 3 droite de A défini par :

q’Y = ES-QY = {G<A|YCD(D)}.

~
Inversement, toute localisation ;Z; dans ModA, carac-

térisée par un ensemble topologisant et idempotent <9f d'idéaux

i droite de A, détermine une partie ?Eé = %57 de Speg(A)
définie par :

Y3 =Yg = &2@, D(tx) = (€ Speg(a)|F E(P}.
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Si, comme M. Hacque d_ans (3) pour les anneaux commutatifs, pou-

toute localisation dans ModA caractérisée par un ensemble topo-
logisant et idempotent Sf d'idéaux 3 droite de A on considére
fji's 1'ensemble topologisant et idempotent d'idéaux 3 droite de
A défini par @'s = S‘JZ avec Z = Y@ » on dira que ij est

un engemble stable & droite de A (ou que la localisation associée

est stable) si on a 9“’ = q:'s'

I1 est évident, avec les notations précédentes, que Cj“s

est le plus petit ensemble stable 3 droite de A contenant
G (on pourra 1'appeler le stabilisé & droite de G ).

(2.1) THEOREME.

Sotent A un anneau et g un élément de j(A).

Les assertions suivantes sont équivalentes
(@) S est un ensemble stable & droite de A ;

(2) Il existe une famille non vide (Cj}i)iél d'ensembles
. N . ? = M .
premiers a droite de A telle qu'on a g e ?i :
(3) Pour tout idéal & droite Gx de A tel que G(¢ g,
1l existe un h-idéal & droite B de A et un &lément a
de A n'appartenant pas @ Gu tels que : Gr."aC H et

VxFF' F‘.'x#?.

Démonstration : (1) =<==>(2) C'est &vident.

(2) <=>(3) La condition (2) est &quivalente 3 la condition
suivante : pour tout id8al i droite O¢ de A tel que GL¢ % ,
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il existe un ensemble premier i droite EF de A tel qu'on a
gg? et z¢F. or, d'aprés les résultats du paragraphe I,

cette condition est &quivalente 3 la condition (3).

Ce théoréme &tend aux anneaux non nécessalirement commutatifs
la proposition (3.3) de (3) et le théordme (1l.1) de (7).
(2.2) DEFINITION.

On dira qu'un aomeau A est un gmeau stable 4 drotite
st tout élément de J(A) est un ensemble stable & droite.

I1 résulte de la proposition (2.5.3) de (4) et cCu théoréme
précédent que tout anneau localement homogéne 3 droite (l.h.-
anneau 3 droite) est un anneau stable i droite et donc en
particulier que les anneaux noethériens & droite, semi-

artiniens 3 droite, etc... sont des anneaux stables 3 droite.

(2.3) PROPOSITION.

57 A est un ameau stable & droite, alors les

assertions sutvantcs sont équivalertes :
@) 37 est un élément maximal de U(A).

(2) \; est un élément maximal de Speg(A).

Démonstration : C'est immédiat puisque A est un anneau stable

g droite et que donc tout &lément de J(A) est contenu dans

un ensemble premier 3 droite de A.
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Dans le cas commutatif ce résultat n'dtait cité que pour
des anneaux semi-noethérilens (théoréme (2.5) de (6)) qui sont

stables comme on le verra dans le paragraphe suivant.

IIT - LOCALISATIONS STABLES REDUITES A DROITE ET ANNEAUX SEMI-
NOETHERIENS A DROITE.

(3.1) THEOREME

Sotent A un aomeau et g un élément de 3(A)- Les
assertions sutvantes sont équivalentes :

(1) S est une intersection d'ensembles premiers & droite

de A de la forme §= T, (o214 8) telle que,

pour tout 1€ 1, il existe un élément F de Q _4 qut
i

est élément de Qg N

(2) S/ est une intersection d'ensembles premiers & droite
de A de la forme g= ngi (ou I # @) telle que,
pour tout 1€1, il existe un module support de (}41 qut
est module support de ﬁ, 3

(3) Pour tout idéal & droite Gt de A tel que Or £ 4,
1l existe un idéal & droite F de A etun élément a
de A n'appartenant pas & O tels qu'on a (r.'ac H

et Feszg 3

(%) g est intersection réduite d'une famille non vide

d'ensembleg premiers a4 drotte de A.
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Démonstration : (1)<=>(2) C'est évident.

(1) =>(4) Dans la condition (1) il est toujours possible de
supposer que i # i' implique ﬂfi # g’.‘;’. Il suffit alors de
montrer que = ir€\I @‘i est une intersection réduite : pour
le voir on peut remarquer que pour un élément quelconque j de I

1'é1ément F de Qg! qui est &lément de Qg (et qui

existe par hypoth&se) est un idéal 3 droite appartenant i

i,é\I Cj‘{i, ce quil nous donne le résultat.

1#§

(4) = (3) Par hypothése \g est intersection réduite d'une
famille non vide (g"i)iél d'ensembles premiers 3 droite de A.
Si Ot est un idéal 3 droite de A tel que 6(¢ , alors 1l
existe un élément J de I tel que (J'L¢ f}‘j, et i1 résulte du
lemme (1.1) l'existence d'un &l&ment ‘7 de Q(F'j et d'un

élément x de A tel que G¢.'x soit contenu dans . Comme
m 8
de plus g, -,iclszi est une intersection réduite, il existe
un &lément 9’ de QI’ qui est €lément de Qg et puisque
3

<

L7 et "-7' sont tous deux &léments de QS' on a :
]

3y§\7 Iy ¢\7' \%'y =\7'.'y'. Si on pose
F - %'y = \7'.' y' et a = xy, on obtient le résultat.
(3) =5 (1) Tout &lément K de Q (qui est non vide) étant un

h-idéal 3 droite de A, 1l'ensemble topologisant et idempotent

g’A/ d'idéaux 3 droite de A associé au A-module 3 droite

{2
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A/ est un ensemble premier 3 droite et H est un élément
=]

de qg¢f . On obtient alors le résultat car une simple vérifi-
Ay
H A
cation nous montre qu'on a = H .
€ 93 A/P

(3.2) DEFINITION.

Tout ensemble topologisant et idempotent d'idéaux a
droite d'un ameau A qui vérifie les conditions équi-
valentes du théoréme (3.1) précédent sera appelé ensemble
stable réduit a droite de A. (On dira que la localisation

associée est une localisation stable réduite o droite).

I1 est &vident que tout ensemble stable réduit 3 droite

d'un anneau A est un ensemble stable 3 droite.

Un ensemble stable réduit 3 droite d'un anneau A é&tant
intersection réduite d'une famille non vide d'ensembles premiers
d droite de A, on peut se demander si cette famille est unique :

p = N N gt
la réponse est oui car en effet si on a g ieI‘Fi = jngf 't

ol les deux iIntersections sont réduites et oii les familles

((Fi)iel et (Cj‘('j)jeJ sont non vides et formées d'ensembles

premiers & droite de A, alors il est facile de vérifier que

pour tout €lément 1 de I 1l existe un élément § de J tel

an c
qu'on a Cji = 3 'j (puisque g = 1@1’]:; est intersection

réduite, il existe un élément H g de ! qui est élément de
i
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Qg. Ainsi il existe un é€lément j de J tel que Pi¢ ‘F'J

et il résulte de (1.1), des propriétés de Q g et de (1.3)
qu'on a Sfi = QF'j).

On peut citer comme exemple d'ensemble stable réduit i
droite d'un anneau A : tout ensemble topologisant, idempotent
et de type f£ini d'idéaux 3 droite de A (d'aprés le lemme
(5.1.2) de (9)) , et en particulier tout ensemble topologisant,
idempotent et plat d'idéaux Z droite de A. Donc dans un anneau

noethérien 2 droite A tous les éléments de a(A) sont des

ensembles stables réduits 3 droite de A.

~

On est alors amené & se demander quels sont les anneaux

tels que tous les &€léments de J(A) soient des ensembles stables

réduits 3 droite ? C'est 1l'objet de ce qui suit :

Suivant N. Popescu (6) nous appellerons anneau semi-noethévien
& droite tout anneau A tel que la dimension de Krull-Gabriel
de la catégorie ModA des A-modules 3 droite est définie
((1) page 382).

Donnons dé&s maintenant un lemme di i N. Popescu (lemme
(1.1) de (6)) dont la démonstration se trouve dans (8) (1emme

(4.3) page 232) et qui nous servira dans la démonstration du
théoréme (3.4) :

(3.3) LEMME (N. Popescu) : Soit (JQ une catégorie abélienne
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(localement petite) avec générateurs et limites inductives

exactes. On a alors les conditions équivalentes suivantes :
(1) La dimension de Krull-Gabriel de VQ/ est définie ;

(2) Pour toute sous-catégorie localisante propre € a2 A
(ie. € +A) la catégorie quotient u‘l/6 contient des
objets simples.

(3.4) THEOREME

Sott A un aowmeau. Les assertions suivantes sont

équivalentes :

(1) A est un ameau semi—noethérien & droite ;

(2) Tout élément de J(A) est un ensemble stable réduit
a droite ;

(3) A est un amneau stable & droite, et toute inter—

section d'une famille non vide d'ensembles premiers &
droite de A peut &tre réduite ;

(4) Tout élément de  J(A) posséde un A-module support.

Démonstration : Pour le début de la démonstration de (1) =(2)

c'est 4 peu de choses prés ce que fait N. Popescu dans (8) pour
une partie de la démonstration du théoréme (5.1) page 235
(lequel est erroné comme on en verra un contre-exemple ulté-
rieurement). (1) =>(2) Montrons que pour un &lément quelconque
? de 3(A), la condition {2) du thdoréme (3.1) est vérifide.
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Considérons (Ui)iG.I un ensemble de représentants de tous les
types d'objets simples de J; , ol £ est la sous-catégorie
locale de ModA associée & 1l'ensemble topologisant et idempotent
9. Pour tout 1€1, soient 'E(Ui> 1'enveloppe injective de Ui
dans 0{; et Qi = S(E(Ui)), oi S est le foncteur inclusion
canonique de £ dans ModA qui est adjoint 3 droite au foncteur
canonique T de ModA dans ‘Z) . Alors, d'aprés (2.3) page 217

de (5), l'ensemble topologisant et idempotent 5‘11 = CS‘JQ
d'idéaux & droite de A est un ensemble premier 3 droit: de A

(la sous-catégorie localisante associe 3 ‘Fi n'est autre que
T_l(g i), ol (Di est la sous-catégorie localisante de og
caractérisée par les objets Y de i’) tels que Hom‘e (Y,E(Ui)) = 0) .
Il est alors évident qu'on a %Q 1?1??1‘ Si Gy est un idéal
i droite de A appartenant 3 i?lq"i, on a, pour tout 1i€1I,

Hom, (A ) = 0. I1 vient alors pour tout i€I : Hom, (T(A, ),

E(Ui)) = 0. Il résulte alors du lemme (1.2) de (6) (oﬁ lemme
(5.2) page 235 de (8)) qu'on a T(A/G't) = 0, c'est~-3-dire que
Oy appartient 3 g .

On a ainsi démontré la relation \g = 12\1 gi’ ol
(C‘Fi)iel est une famille non vide d'ensembles premiers 3

droite de A, et 8i on pose Mi = S(Ui), une vérification

immédiate nous montre que Mi est un A-module support des

ensembles topologisants et idempotents % et ¢i'

(2) =(3) 1I1 suffit de montrer que si (Sﬁ i)iGI est une famille
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non vide d'ensembles premiers 3 droite de A, alors 1l'intersec-
tion %) = QI ?ipeut etre réduite. Or, par hypothése, l'ensemble

qui est &lément de A(A) est intersection réduite d'une
famille non vide (gi'k)kex d'ensembles premiers 3 droite de A.
Nous allons montrer que cette famille (gF'k)keK est une sous-
famille de la famille (®) -, c'est-3-dire que :

VkeK 3:[61. @'k = Cgi’ ce qui nous donnera le résultat.

Soit k un &lément quelconque de K. Alors puisque
g = kr;\EKg"l" est une intersection réduite, 11 existe un
élément P, de Q‘EI" qui est Zlément de Q_ . De plus, comme
It

§

F{k n'appartient pas 3 g = QICJ-'li, il existe un 8lément 1 de I
tel que H x D'appartient pas 3 Sfi. I1 résulte alors de (1.1),
du fait(j;?ue Fk est un &lément de Qg et de (1.3) qu'on a

Fr -

k
(3) ==(2) C'est trivial.
(2) =(4) C'est &vident.

(4) =>(1) Si on considére une sous-catégorie localisante propre
& de ModA (i.e. © # ModA) et si on désigne par % 1'en-
semble topologisant et idempotent d'idZaux A cdroite de A
associ? on a €3(A) . I1 résulte alors du lemme (1.0) que 1la
catégorie quotient ModA/¥ posséde des objets simples et donc
d'aprés le lemme (3.3) que A est un anneau semi-noethérien 3

droite.

Le théor3me est ainsi démontré.
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En conséquence si A est un anneau tel que tout &lément de
j(A) est un ensemble topologisant,icdempotent et de type fini
d'idéaux 3 droite de A, c'est un anneau semi-noethérien 3

-~

droite. En particulier tout anneau noethérien 3 droite est semi-

noethérien 3 droite.

Remarque : Je ne sals pas s'il existe un anneau localement
homogéne 3 droite qui ne soit pas semi-noethérien 3 droite
(un anneau semi-noethérien 3 droite est évidemment localement

homogéne 3 droite).

(3.5) COROLLAIRE

ST A est un ameau semi-noethérien 4 droite, alors
toute partie non vide de Speg(A) posséde un élément
mintmal.

Démonstration : Si (3:1) est une famille non vide

iel
d'ensembles premiers 3 droite de A, alors d'aprés (3.4) 1'in-

tersection %= i?IC‘F‘i peut &tre réduite, c'est-d-dire qu'il

existe un sous-ensemble non vide J de 1 tel que ear = j’ZJq‘(j

est une intersection réduite. Il est alors aisé de voir que les
Cﬁj(j €J) sont des éléments minimaux de la famille (q:i)ie 1

(en effet puisque 5 fﬁj est une intersection réduite,

= 3
jed
il existe pour tout j de J un &lément L"7 de Q‘F qui est
3

élément de 2 et ainsi si on a (Figqu, pour un certain 1€1,
comme il résulte alors de (1.3) qu'on a VF‘G— Q@' 33¢7
i

Ha'¢ = k7.'21§_ H."a', on en déduit que ‘7.'8 est &gal 3
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H.:a' et donc qu'on a

T, - C}'j).

On déduit immédiatement de ce corollaire :

(3.6) COROLLAIRE

Si A est un annmeau semi-noethérien & droite, et si
9‘4 est un ensemble premier 4 droite de A &lément non
maxtmal de Speg(A), alors il existe un ensemble premier &
droite ' de A tel que CSiCC" g*'#(", et tel que
pour tout ensemble premier & droite G de A vérifiant
iﬁ'gﬁ”«" g_"i‘\' oma F"=G' o _\‘"=§".

Dans le cas commutatif les résultats précédents nous donnent
en particulier le théoréme (2.1), les corollaires (2.2) et (2.3)
de (6).

IV - ANNEAUX VERIFIANT LA CONDITION (R) A DROITE.

On a vu dans la proposition (1.3) que pour qu'on ait la
relation Su"_c_,fﬁ entre deux ensembles premiers 3 droite i1l
fallait qu'on ait une condition faisant intervenir tous les
€léments de Qg et de. Qs‘:., et on peut se demander si une
condition presque analogue ne faisant intervenir qu'un &lément
de Q3 et qu'un &lément de Qg ne suffirait pas pour qu'on
ait 1a relation (""CT . La réponse est non en général comme on

en verra un exemple ultérieurement.
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(4.1) DEFINITION

On dira qu'un ammeau A vérifie la condition (R)

droite, si quels que soient les h—idéaux & droite F et

de A 1la relation HCH' implique la relation

EﬁA C giA entre les ensembles premiers 4 droite
ij‘ 4;
associés aux A-modules d droite homogénes A/ et A,

ﬁ'

I1 est &vident que les anneaux commutatifs et méme plus

généralement les anneaux dont tous les idéaux & droite sont

bilatéres vérifient cette condition (R) 3 droite.

On obtient immédiatement le lemme suivant

(4.2) LEMME

4

ST A est un anneau vérifiant la condition (R)
droite, et si q‘J et 5-" sont deux ensembles premiers
droite de A, on a

FeF 3F‘€ng3 BP’ng‘,. =l -

8

Qe

(4.3) LEMME

S1 A est un anneau vérifiant la condition (R) 4
dreite, et st (EF‘i)ieI est une famille non vide
d'ensembles premiers & droite de A, clors st est urn

~

autre ensemble premier & droite de A les conditions

sutvantes sont équivalentes ¢
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Démonstration : Pour démontrer que (a) implique (b) i1l
suffit d'utiliser les lemmes (1.1) et (4.2).

(4.4) LEMME

57 A est un anmeau vérifiant la condition (R) g

droite, et st g“ est un ensemble premier & droite de A,

les assertions suivantes sont équivalentes
(1) (j" est un ensemble simple & droite de A
(2) (3;1 est un élément minimal de Speg(A) ;

(3) Tout élément de Q§t‘ est un idéal & droite maximal
de A.

Démonstration : (1) = (2) C'est vrai et bien connu méme si

A ne vérifie pas la condition (R) 2 droite.

(2) => (3) Si on considére un élément H de Q , alors
il existe un idéal i droite maximal 7 de A qui centient H ,
et ainsi, puisque A vérifie la condition (R) 3 droite,

1'ensemble simple 3 droite E}dA est contenu dans C,F' ce

qui implique qu'on a ('FA = & par minimalité de .(l: dans
m

Speg(A). On en déduit 1'égalité H =M, et donc F

idéal 3 droite maximal de A.

est un

96



Localisations et anneaux semi-noéthériens 2 droite

(3) = (1) C'est trivial.

On pourrait aussi démontrer facilement que si QF. est un
ensemble premier 3 droite d'un anneau A vérifiant la
condition (R) 3 droite, alors pour que ? soit un €lément maxtmal
de Speg(A) il faut et il suffit que tout &lément de Stﬂ soit

minimal parmi 1l'ensemble des h-iddaux 3 droite de A.

Donnons maintenant un exemple d'anneau qui ne vérifie pas

cette condition (R) i droite : il nous est fourni par 1'exemple
(2.1) de (12) :

Soit A 1'anneau des matrices triangulaires supérieures

d'ordre 2 sur un corps. Considérons les idéaux V¥ = {(82)} )
1
3’ = {(gg)} et %7' = {(OB,)} de A. Il est facile de voir

que %7 et L7' sont des iddaux 3 droite maximaux de A, et une
vérification immédiate nous montre que Ff est un h-idéal a

droite de A. De plus le A-module & droite Aﬁﬁf est isomorphe
i un A-sous-module de A/ (si on pose S = (gé), on a Ff.'s =27).

Soit Eﬁ 1'ensemble topologisant et idempotent des id&aux 3
droite de A associé au A-module 3 droite Ay ¢ c'est un
ensemble simple 3 droite tel que H est un élément de %# ’
et puisque fr n'est pas un idéal i droite maximal de A on

déduit de (4.4) que A ne vérifie pas la condition (R)
droite.

374
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Remarquons que cet anneau A est noethérien 3 droite

~

(donc semi-noethé&rien i droite) ce qui nous servira dans la

suite.

V - LOCALISATIONS STABLES PLEINEMENT REDUITES A DROITE.

(5.1) PROPOSITION.

Sotent A un anneau et un élément de j(A).
les assertions suivantes sont équivalentes :

1) G est une intersection d'ensembles premiers d droite
de A de la forme = fZTIﬂ:i (oo I # @) telle que,

pour tout 1€ 1, l'unique (d un isomorphisme prés) module
atomique Ei assocté & ﬁﬁ i (12) est module support de é;;

(2) est une intersection d'ensenbles premiers ¢ droite

Je A de g forme E%'= 12?&31 (o I ¢ @) telle que, pour

tout 1€I, tout module support de EFi est module support
de E; 3

3) est une tntersection d'ensembles premiers & droite
de A de la forme E; = £:?Igfi (o I # @) telle qu'on a

%;’ = i‘glﬂsi.

Démonstration : (1) <=>(2) C'est évident car d'aprés (6.4) de

(2) le module atomique associé 3 un ensemble premier & droite

(12) est "le plus grand" module support de cet ensemble premier
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a droite.

(2) ==>(3) La relation iéllﬂwic_ Qg, est immédiate. Si W

est un Elément de Qi , alors il existe un &lément 1 de I tel
que F n'appartient pas a ‘F‘i et i1 résulte alors de (1l.1)
qu'il existe un élément x de A n'appartenant pas a ¥ tel

que H.'x est un élément de Qg! et donc que H est aussi
i
8lément de QS: (car an est 1'atome associé 3 1'ensemble
i i
premier i droite SSfi). On obtient donc : Qg = iglﬂgi'i'

(3) =(2) Soit E; un module support de @1. Pour

démontrer que c'est un module support de 'g, il nous suffit
de montrer que si E' est un A-sous-module non nul de E

alors E, est un A-module %,—-négligeable. Considérons
/g
E

i

X = ¥+E' un &lément non nul de Ei (ol x€ Ei)‘ Posons
/E'
Ot = Ann (x) et P = Ann (x). Evidemment H est un élément

de QS:' et il est contenu dans (Gt . Comme Ei est module
i

support de gfi, 1'idéal i droite g appartient 3 9‘1 et

on en déduit que ¥ est strictement contenu dans Ct . De plus

il résulte de 1l'hypothése que H est un &lément de Q ce

qui entraine que (G appartient 3 ‘% . On adonc : X¢€ (Ei/ ).
B

En conséquence Ei

est un A-module - négligeable.
/

E'
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(5.2) DEFINITION.

Tout ensemble topologisant et idempotent d'idéaux &
droite d'un anmeau A qui vérifie les conditions équi~
valentes de la proposition (5.1) précédente sera appelé
ensemble stable pleinement réduit & droite de A. (On dira

que la localisation associde est une localisation stable

pleinement réduite & droite).

I1 est clair que tout ensemble stable pleinement réduit 3

droite est un ensemble stable réduit 3 droite.

Caractérisons les anneaux A tels que tout &lément de j(A)

soit un ensemble stable pleinement ré&duit i droite :

(5.3) THEOREME

feit A wn anneau. Les assertions suivantes sont

équivalentesy

(1) Tout élément de zkA) est un ensemble stable pleinement
réduit & droite ;

(2) A est wn anneau stable ¢ droite qui vérifie la
econdition (R) ¢& droite, et toute partie non tvide de

Speg(A) posséde un élément minimal ;

(3) A ect un anmeau semi-noethérien & droite qui wrifie

la condition (R) & droite.

100



Localisations et anneaux semi-noéthériens 2 droite

Démonstration : (1) = (3) Il nous suffit de montrer que A
vérifie la condition (R) 3 droite. Considérons H et F" deux

h-id8aux 3 droite de A tels qu'on ait la relation H CH',

et 9-“, F' 1les ensembles premiers 3 droite de A respective-

ment associés aux A-modules 3 droite A/F‘ et A/ , Montrons

qu'on a la relation g'."gs:‘ . On peut supposer que # et H'
sont distincts et ainsi en déduire qu'on a @‘¢qn" Si on

suppose que la relation g#'E‘Jf n'est pas vérifiée et si on
considére 1'é818ment g = @'nSF' de 3(A) : c'est un ensemble
stable pleinement réduit 3 droite de A et donc il existe une

famille non vide ({F‘i)ie 1 d'ensembles premiers 3 droite de

t 3 - = »
A telle qu'on a S = 1?19'41 et telle que 9% iglﬂ'fi

Mais une vérification immédiate nous montre que cette famille

(g‘i)iGI n'est autre que celle formée par les deux seuls

éléments F et @". On a donc la relation Q = SE(UQ e
Comme [ est un &lément de , c'est alors un &lément de
Q ce qui implique que p ' appartient 3 et donc 3 §''

contradiction. En conséquence on a la relation g“g?’
(3) = (2) Résulte de (3.4) et de (3.5).

(2) => (1) Considérons un &lément g de 3(A). Comme A
est un anneau stable 3 droite, il existe une famille non vide

((Fi)isl d'ensembles premiers 3 droite de A telle qu'on a
= m e -

5/ iGIg'Ji' Si on considére la sous-famille (‘}'t'j)jeJ de

la famille (9'1)161 formée de tous les &léments minimaux de
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la famille ((‘Fi)iﬁl on a alors %,= j?J SF'j et on obtient

sans difficulté la relation QﬁgngQ&‘ . Solent j un

3
élément de J, et Ff un élément de Qfﬂ . Ainsi Fi n'appar-
h|

tient pas 3 5 . Si Oy est un idéal 3 droite de A contenant
strictement f , il appartient & (}{j' S'il existait un &l&ment
j' de J, distinct de j, tel que Gy n'appartienne pas 3 ﬂ-fj,,
alors d'aprds (1.1) il existerait un &lément [' de Qg ' et
un &lément a de A tels qu'on aurait F.'aC(r.'a QF':I ce qui
impliquerait, d'aprés (4.2), la relation ‘$‘j,§ EF‘j et donc
une contradiction avec la minimalité de 91 . En conséquence

Cx appartient 3 et donc H est un élément de 0

Ceci nous montre que g est un ensemble stable pleinement

réduit 3 droite.

VI - SUR UN RESULTAT DE N. POPESCU.

Les résultats que nous avons obtenus précédemment permet-
tent de voir que le théoréme (5.1) page 235 de (8) est erroné.
En effet la condition (1) de ce théoréme signifie que 1'anneau
A est semi-noethérien 3 droite, tandis que la condition (2)
équivaut 3 dire que tout &lément de j(A) est un ensemble
stable pleinement réduit 3 droite ce qui d'aprés notre théoréme
(5.3) équivaut 3 dire que A est un anneau semi-noethérien 3
droite qui vérifie la condition (R) 3 droite. Donc ces

conditions ne sont pas équivalentes car on a vu au paragraphe

. IV qu'existent des anneaux semi-noethériens 3 droite qui ne
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vérifient pas la condition (R) 3 droite (un exemple a &té
donné). Signalons aussi que la condition (3) de ce théoréme

(5.1) de (8) est &galement légirement inexacte.

VII - SUR LA DIMENSION DE KRULL-GABRIEL DES ANNEAUX SEMI-
NOETHERIENS A DROITE.

Dans toute la suite A désigne un anneau semi-noethérien
a droite et dq la catégorie ModA des A-modules 3 droite. On
utilise alors les notations de (1) page 382. Pour tout ordinal aq,
on notera Qﬁa 1'ensemble topologisant et idempotent d'idéaux
3 droite de A associé 3 la sous-catégorie localisante J%a
de v4 définie dans (1) page 382, et on désignera par Speg (A)
(resp. par Eu) 1l'ensemble des &léments €¢ de Speg(A) tels
qu'on ait f_\fag‘f" et 9-4&+1¢§‘4 (resp. tels qu'il existe un
élment H de ng tel que K-dim Aﬁd sa).

(7.1) PROPOSITION,

Soit A un anmeau semi-roethérien 4 droite. Alors
pour tout ordinal a<kK-dim(A4), i1 y a bijection entre
Speg, (A) et l'ensemble des types d'objets simples de la
ecatégorie quotient Ugéf . De plus €¢a est l'intersec-
a

ion des ensembles premiers & droite de A qut sont

éléments de Speg, (A) et cette intersection est réduite.

Démonstration : Cormme d'aprés (5.1) de (12) il y a correspondance

binnivoque entre 1'ensemble des types de modules atomiques et
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-~

l'ensemble Speg(A) des ensembles premiers & droite de A, on peut
considérer que Speg (A) n'est autre que l'ensemhle des types de
modules atomiques o fermés et contenant un sous-objet non
nul de vﬁL+1. De plus 1l'application de Spega(A) dans
1'ensemble Spa(dg) défini par P. Gabriel ((1) page 383), qui

au type d'un module atomique fait correspondre le type de son
enveloppe injective est une bijection (1'application réciproque
étont celle qui au type d'un injectif indécomposable Q fait
correspondre le type du coeur C(Q) de Q) : cela résulte du

fait qu'un anneau semi-noethérien 3 dro’te est localement
homogéne 3 droite, de (2.9) de (12) et de (2.5) de (12) (ou de
la proposition (2.5.1) de (4)). On a alors la premidre partie du
résultat d'aprds la proposition (2) page 383 de (1). La
deuxiéme partie du résultat se déduit immédiatement de la d&-
monstration de (1) = (2) du théoréme (3.4), de ce qui précéde

et de la démonstration du théoréme (3.1).

(7.2) THEOREME

Soit A un anneau semi-noethérien & droite. On a
alors :

(1) Speg(a) = gSpega(A) = UE .

(2) Pour tout ordinal asK-dhm@A) P E, = Bga SpegB(A).
(3) Pour tout ordinal asK-dim(lﬂ), les ensembles E, sont
constitués de la fagon suivante :

- E_1 est vide, et Ey = Speg_l(A) est l'ensamble des
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ensembles cirples & droite de A

5
- st o a w prédécessewr B : Ea = EBUSpegB(A) et
- af : 7 o . -
57 a est wm ordinal limite : Ea BEGEB'

Démonstration : Si a est un ordinal strictement plus petit que

K—dim(d{), alors il résulte de (1.3) que pour qu'un ensemble
premier 3 droite Sf de A soit €lément de Spega(A) il faut
et i1 suffit que T appartienne 3 l'ensemble E et

a+l
n'appartienne pas & 1'ensemble Eo.'

(1) C'est évident.

(2) si GF est un Elément de E,> alors il existe un élément
F de Qﬁ tel qu'on a K'dimA/Fifﬁ- Or il existe un ordinal 8
tel que gﬁ appartient 3 SpegB(A) ce qui implique que gj
n'appartient pas 3 E, et donc qu'on a K-dimA/ >B, On en

B
déduit B<a, et on a ainsi démontré la relation EagsgaSpegB(A).
Si ﬂf est un élément de SpegB(A), oi R est un ordinal
strictement plus petit que a, alors c'est un élément de

n LI F4 = M R
EB+1 et donc de E_. D'oll le résultat F_ 6% SpegB(A)

(3) 11 est clair que l'ensemble E_, est vide, et que l'on
a L, = Speg_l(ﬁ). En outre, d'aprés (7.1), Speg_l(A) est

1'ensemble des ensembles simples 3 droite de A.

Si o est un ordinal qui admet un prédécesseur 8, alors

les relations se démontrent sans difficulté d'aprés ce qui
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Si o est un ordinal limite : si B est un ordinal
strictement plus petit que a, alors B+l est aussi un
ordinal stric*ement plus petit que a et on en déduit :

= . : 1 -

SpegB(A)QEB+1§YI{10l Ey, ce qui implique qu'on a :
= E .
Fa gy SpeggWC U, E CE,

(7.3) Remarque : Si A est un anneau semi-noethérien 3 droite,

alors la dimension de Krull-Gabriel de la catégorie UQ = ModA
des A-modules 3 droite est le plus petit ordinal a tel qu'on

ait Ea = Speg(A).

(7.4) PROPOSITION.

Sott A un anneau semi-noethérien & droite. Considé-
rons un ordinal non nul o qui admet un prédécesseur B,
et F un Slément de E,. Alors tout élément &' de
Speg(A) tel qu'on atit Cﬁ'gf et G # 3:‘ est élément
de EB' S5i de plus l'anneau A vérifie la condition (R)
& droite, alors Ea est l'ensemble des éléments fF' de
Speg(A) tels qu'on ait F '€ EB pour tout élément '
de Speg(A) qui vérifie 92"(_;5}'-' et J' 4 "F

Démonstration : On peut supposer qu'on a asK—dim(JQ). Conme

d'aprés (7.2) on a les relations Ea = EBUSpegB(A) et
EBI\ SpegB(A) = @, on en déduit que 3?‘ est soit un &lément de

EB’ soit un élément de SpegB(A). Considérons un &lément g."' de
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Speg(A) tel qu'on ait gf'gqf et @" # QS"

- Si g:' est un élément de E il existe un &lément W

B,
tel ! K- <R. ! é 1. i
de Q;c el qu'on a dimA/Fi\B En outre d'aprés (1.3) si on
considére un &lément ' de

v 11 existe deux éléments

x et x' de A tels qu'on a : x¢Ft x'g ' et F.'x cR'."x'.
Comme \/4,8 est une sous-catégorie localisante de (ﬂ et que
F'.'x' est un &lément de Qg:., on en déduit qu'on a
K- di.mA/F + SB et donc que (' est un Elément de Ege

- {F{ est un élément de SpegB(A), i1 résulte de (7.1)
que g." n'est pas élément de SpegB(A) et donc qu'on a
‘}'8¢Sﬁ'. Il résulte alors de (1.2) que CS:' est un &lé.aent
de EB.

Supposons de plus maintenant que 1'anneau A vérifie la
condition (R) 3 droite, et considérons un &lément EF‘ de
Speg(A) tel que pour tout &lément ?F' de Speg(A) qui vérifile
‘ﬁ'gc.F' et 5:' #g( on ait C}"e EB' D'aprés (7.2) il existe
un ordinal y tel que ' est &lément de Spng(A). Si on
avait y3a , on en déduirait vy>B et on aurait alors Cj_"B c
ij COF Ceci impliquerait, d'aprés (7.1) et (4.3), l'existence
d'un &lément < ' de SpegéA) tel qu'on ait &' C,(.F' Comme en
outre Yy est distinct de B et que les ensembles Speg (A) et
SpegB(A) sont disjoints on aurait {F‘ # "F ce qui entrsine—
rait a2lors par hypothd3se que CF ' est un &lément de E, et

8

donc une contradiction car les ensembles E, et SpegB(A) sont

B

disjoints. C'est donc qu'on a : y<a, ce qui implique que
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est un élément de Ea'

Remarque :

1) Pour un.anneau commutatif, le théoréme (7.2) et 1la

proposition (7.4) nous donnent le théoréne (2.7) de (6).

2) S1 A est un anneau noethérien 3 droite ayant assez
d'idéaux bilatdres, il y a correspondance bianivoque entre
ensembles premiers & droite de A et idéaux bilatéres premiers
de 1'anneau A. Une simple vérification nous montre alors que
1'ensemble E, dque nous avons défini s'identifie 3 celui
défini par P. Gabriel dans (1) page 425. Donc le th&oréme (7.2)
et la proposition (7.4) nous donnent en quelque sorte une

généralisation du corollaire 2 page 425 de (1).

-~

On déduit sans difficulté d partir des résultats précé-
dents :

(7.5) COROLLAIRE.

Sotent A un anmeau semi-noethérien & droite, et «
un ordinal strictement inférieur 4 K-dim(d%). Considérons
E'a le complémentaire de 1l'ensemble E, dans Speg (A).
Alors les éléments de Spega(A) sont des éléments minimauz
de l'ensemble E' . St de plus l'ameau A vérifie la
eondition (R) 4 droite, alors Spegu(A) est l'ensemble
des éléments minimaux de E'a.

I1 est facile de voir que si A est un anneau semi-
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noethérien 3 droite tel que K—dim(gﬁ) soit un ordinal fini np,
alors toute chalne d'ensembles premiers 3 droite de A posséde

au plus n+l é&léments.

Pour terminer donnons le résultat suivant :

(7.6) THEOREME,

Les anneaux semi-noethériens & droite A tels que la
dimension de Krull-Gabriel de la catégorie dl= ModA des

A-modules @ droite soit rulle sont les anneaux semi-—
artiniens 4 droite.

Démonstration : Si A est un anneau semi-noethérien i droite
tel qu'on a K-dim(fe) = 0, alors il est &vident que tout

A-module & droite non nul contient un sous-module simple car

c'est un élément de d%o la sous-catégorie localisante socle

de ModA. Donc A est un anneau semi-artinien 3 droite.

Si A est un anneau semi-artinien 3 droite, on a vu (aprés
(2.2)) que c'est un anneau stable 3 droite et donc pour démon-
trer que c'est un anneau semi-noethérien 3 droite il nous suffit,

ier i

d'aprés (3.4), de montrer que toute intersection E; =N 51
d'ensembles premiers 3 droite de A (formant une famille non

vide) peut Etre réduite. En fait d'aprés la démonstration de
(1) = (4) du théordme (3.1) il nous suffit de montrer que, pour

tout 1i€I, il existe un &€lément de le qui est élément de
i

,9?;. Or ceci est vérifié car d'aprds la proposition (2.3.8) de
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9) (proposition (1.8) de (10)) les ensembles qji sont des
ensembles simples 3 droite ce qui implique que, pour tout i€1l,
11 existe un 1déal 2 droite maximal qui est &lément de .Qqﬁ

i

et qui sera nécessairement élément de Rp,. Le fait que la
dimension de Krull-Gabriel de la catégorie ModA soit nulle
résulte alors de la proposition (2.3.8) de (9) déji citée, du

théoréme (7.2) et de la remarque (7.3).
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