
PUBLICATIONS DU DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES DE LYON

J. RAYNAUD
Localisations et anneaux semi-noethériens à droite
Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1971,
tome 8, fascicule 3
, p. 77-112
<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1971__8_3_77_0>

© Université de Lyon, 1971, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications du Département de
mathématiques de Lyon » implique l’accord avec les conditions gé-
nérales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisa-
tion commerciale ou impression systématique est constitutive d’une in-
fraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier doit conte-
nir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PDML_1971__8_3_77_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


77 

Publications du 

Département de 

Mathématiques 

Lyon 1971 t. 8 - 3 . 4 

LOCALISATIONS ET ANNEAUX 

SEMI-NOETHERIENS A DROITE 

J . RAYNAUD 

INTRODUCTION : Pour un anneau non nécessairement cotnmutatif, s i 

on prend comme spectre à d r o i t e l'ensemble des ensembles topo-

l o g i s a n t s , idempotents e t premiers d'idéaux à dro i te de 

l 'anneau, on peut a s s o c i e r à toute l o c a l i s a t i o n dans l a ca tégor ie 

des modules à dro i te sur cet anneau.une p a r t i e du spectre à 

d r o i t e , e t inversement à toute p a r t i e du spec tre à d r o i t e on 

peut assoc ier une l o c a l i s a t i o n . Comme M. Haeque pour l e s anneaux 

cotnmutatif s ( 3 ) , on c a r a c t é r i s e l e s l o c a l i s a t i o n s qui sont 

s tab les par c e t t e correspondance : ce sont l e s i n t e r s e c t i o n s 

de l o c a l i s a t i o n s premières à d r o i t e . On donne une c a r a c t é r i s â t i o n 

e t des exemples des l o c a l i s a t i o n s qui sont i n t e r s e c t i o n s 

rédui tes de l o c a l i s a t i o n s premières à d r o i t e , e t c e c i nous 

amène a l o r s à c a r a c t é r i s e r les anneaux A t e l s que la dimension 

de Krull-Gabriel de l a ca tégor i e ModA des A-modules à d r o i t e 

s o i t déf in ie . Ces anneaux sont appelés semi-noethériens à d r o i t e 

c a r nos r é s u l t a t s général i sent ceux é t a b l i s pour des anneaux 

commutâtifs dans ( 6 ) par N. Popescu. On s ' a p e r ç o i t a l o r s que le 

seul r é s u l t a t , à notre connaissance, où N. Popescu abordait dans 

le cas non commutatif l a c a r a c t é r i s a t i o n de ces anneaux e s t 
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erroné e t un contre-exemple e s t donné. On termine en montrant 

comment l a notion de dimension de Krul l -Cabrie l se t r a d u i t sur le 

spectre à dro i te de ces anneaux semi-noethériens â d r o i t e , e t on 

démontre que les anneaux semi-noethériens à dro i te A t e l s que 

la dimension de Krull-Gabriel de la ca tégor ie ModA s o i t nul le sont 

les anneaux semi-art lniens à droite. 

Les r é s u l t a t s de cet a r t i c l e ont été en p a r t i e annoncés 

dans ( 1 3 ) . 

I - PRELIMINAIRES. 

Dans la s u i t e , les anneaux, modules e t morphismes considérés 

sont u n i t a i r e s , et les anneaux non nécessairement commutatifs. On 

désignera par ensemble premier 2 dro i te d'un anneau A tout 

ensemble topologisant , idempotent et premier (2) d'idéaux â 

dro i te de A. Le spectre â dro i t e de A, noté Speg(A), sera 

l'ensemble des ensembles premiers S dro i te de A. Comme dans 

( 9 ) , tout ensemble topologisant et idempotent d'idéaux à 

dro i te de A associé à un A-module â dro i te simple sera 

appelé ensemble simple à dro i te de A. La ca tégor ie des A-

modules c. dro i te sera notée ModA, e t s i Ot e s t un idéal à 

dro i te de A e t x «n élément de A on notera Gir x l ' i d é a l 

à dro i t e {a€A|aca€Gc} de A. D'une manière générale les n o t a ­

t ions e t la terminologie u t i l i s é e s seront c e l l e s de ( 1 ) , ( 2 ) 

e t ( 9 ) . 

Pour un ensemble topologisant e t idempotent JJ* d'idéaux 

à dro i t e d'un anneau A, désignons par QJff l'ensemble des 

idéaux à dro i te de A qui sont maximaux cans l'ensemble des 
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idéaux à droi te de A qui n'appartiennent pas à . I l v ient : 

( 1 . 0 ) LEMME : Soient ^ un ensemble topologisant et idem-

potent d* idéaux à droite drun anneau k et 'C la sous-

catégorie localisante de ModA associée à • Les proprié­

tés suivantes sont alors équivalentes : 

( 1 ) possède un A-module support ; 

(2) L'ensemble est non vide ; ' 

(3 ) La catégorie quotient ModA^ possède un objet simple. 

Démonstration : ( 1 ) < = > ( 2 ) I l e s t f a c i l e de v o i r que l 'annula -

t e u r de tout élément non nul d'un A-module support de Ht e s t 

un élément de ftjp' e t que réciproquement pour tout élément 

de Qjf le A-module à d r o i t e k/p e s t un A-module support de Jj! • 

( 1 ) < = > ( 3 ) Si on désigne par T le foncteur canonique de 

ModA dans la ca tégor ie quotient ModA/£ e t par S le fonc­

t e u r adjoint à d r o i t e à T de ModA/j* dans ModA, on peut 

v é r i f i e r aisément que s i M es t un A-module support de tfî 

a l o r s T(M) e s t un objet simple de ModA/^ e t que r é c i p r o ­

quement s i U e s t un objet simple de ModA/ç, a l o r s le 

A-module à dro i te S(U) e s t un A-module support de ^ • 

On peut en outre remarquer que s i p e s t un élément de 

Çlp, c ' e s t un h- idéal â dro i t e (4 ) ( " c r i t i c a l r ight ideal 1 1 de 

( 1 2 ) ) de A e t que, pour tout élément ± de A n'appartenant 
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pas à p , l ' i d é a l à dro i t e p#«x es t aussi un élément de 

Qfr* • I l r é s u l t e de tout ce qui précède que pour un ensemble 

premier à dro i te £F d'un anneau A, l'ensemble e s t non-

vide e t que de plus l'atome associé à 9? par H. S t o r r e r (12 ) 

e t considéré comme c la s se d'équivalence de h- idéaux à d r o i t e 

n 'e s t autre que ce nêre ensemble Q^j. 

( 1 . 1 ) LEMME : Si Or est un ensemble premier à droite d'un 

anneau et (jt, un idéal à droite de k> on a alors : 

(h $ 3^<->i pCftpf 3 a ^ C c < x . * a ç p 

Démonstration : Pour é t a b l i r ce lemme i l nous suf f i t de 

démontrer que l a condition es t n é c e s s a i r e . Si 6 t es t un idéa l 

â droi te de A n'appartenant pas à 5 ^ , e t s i on considère un 

A-module support M de ^ a lors i l e x i s t e un homoraorphisme non 

nul f du A-module à dro i te A / ^ dans l'enveloppe i n j e c t i v e 

E(M) du A-module M. Ainsi y = f ( l ) > où 1 e s t l'élément de 

A / Q ^ désignant la c las se de l'élément 1 de A, es t un élément 

non nul de E(M), et donc i l e x i s t e un élément a de A t e l que 

ya e s t un élément non nul de M. Une v é r i f i c a t i o n immédiate 

nous montre a lors que a n'appart ient pas à <5v > que l 'annula -

teur p de l'élément ya es t un élément de Q<g e t que 0 c « # a 

es t contenu dans p -

Donnons au passage une proprié té des h- idéaux à d r o i t e qui 

e s t l 'analogue dans le cas non commutatif de ce qui se passe pour 

les idéaux premiers d'un anneau commutatif. 
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( 1 . 2 ) PROPOSITION 

Soient C C 1 , 0 i 2 , . * . , 0 t n des idéaux à droite d'un 

anneau A et f* un h-idéal à droite de A . Si p 

contient le -produit OL^. G ^ . . . . • 0fn ou l9intersection 

Oc Oi.20 • • ^0c n » alors il existe au moins un Gt^ 

( l£ i*n) et deux éléments a , a ' de A tels qu'on a : 

a ^ K , a ' ^ O c i et G t - V a ' Ç F * . ' a . 

Démonstration : Puisque e s t un h- idéa l à dro i te de A, 

l'ensemble topologisant e t idempotent 5 ^ = ^A/^4 d'idéaux à 

dro i te de A associe au A-module à d r o i t e k/^ e s t un ensemble 

premier à dro i te de A, e t P es t un élément de Q ĵ . Donc 

s i le produit O c 1 . 0 r 2 0 ^ e s t contenu dans , ce n'est 

par, un idéal à dro i t e appartenant à 3** , ce qui implique qu ' i l 

e x i s t e un i , ( l ^ i $ n ) 5 t e l qu'on a Gt^ ^ 3**. Ceci en tra îne , 

d'après ( 1 . 1 ) , l ' e x i s t e n c e d'un élément F ' de ftg/ et d'un 

élément a. de A t e l s que Ot^.'a^ s o i t contenu dans ' • 

Mais puisque F e t J=f ' sont tous deux éléments de n<jf e t 

que tog* n ' e s t autre que l'atome assoc ié à $ par H. S t o r r e r 

i l vient : 3 a ^ P 3 a " £ P « # a = F ' . - a " . Si on pose 

a lors a' = a j a 1 1 , on obtient le r é s u l t a t . Si Of £ \ O ^ O • • -^0c n 

e s t contenu dans F , l a démonstration e s t identique. 

Dans toute l a s u i t e , nous désignerons par Cl (A) l'ensem­

ble des ensembles topologisants e t idempotents 9 * d'idéaux à 

dro i te de A t e l s que { 0 } ^ $ . 
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( 1 . 3 ) PROPOSITION 

Soit A un anneau. Alors : 

(1 ) Si est un élément de 3 ( A ) e t si ^ est un 

ensemble premier* à droite de A3 les assertions suivantes 

sont équivalentes : 

( c ) 3 K € ^ . V X J Ê F 

(2 ) Si SF e t sont deux ensembles premiers à droite 

de Aj les assertions suivantes sont équivalentes : 

(a) tf'Çî' ; 

ffn ce qui concerne l'égalité on a les conditions équiva­

lentes suivantes : 

(a) 3? - ; 
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Démonstration : E l l e e s t immediate : i l su f f i t d ' u t i l i s e r l es 

propr ié té s de Qgj > le lemme ( 1 . 1 ) e t le f a i t que l'ensemble Qj* , 

pour 3* ensemble premier à d r o i t e de A, n ' e s t autre que 

l'atome associé à 3** . 

Cette proposi t ion, t r è s u t i l e dans la s u i t e , nous donne 

pour un anneau commutatif l e lemme ( 2 . 4 ) de N. Popescu ( 6 ) . 

I I - LOCALISATIONS STABLES A DROITE. 

Si Oc es t un idéal â dro i te d'un anneau A, on désignera 

par D(GO l'ensemble des éléments 3 * de Speg(A) t e l s qu'on 

a OtÇtf • (La famille formée par les réunions quelconques de 

p a r t i e s de Speg(A) du type D(6&) const i tue une famil le 

d 1 ouverts pour une c e r t a i n e topologie sur Speg(A) que l 'on 

pourra appeler topologie s p e c t r a l e ) • 

Toute p a r t i e Y de Speg(A) détermine une l o c a l i s a t i o n j£^ 

dans ModA c a r a c t é r i s é e par l'ensemble topologisant e t idempotftnt 

<3̂ y d e s idéaux à dro i te de A défini par : 

^ Y = 3?6Y * <Ol*A|YÇD(00>. 

Inversement, toute l o c a l i s a t i o n ^ > dans ModA, c a r a c ­

t é r i s é e per un ensemble topologisant e t idempotent 9 ^ d'idéaux 

à dro i te de A, détermine une p a r t i e Yg * Y^ de Speg(A) 

définie par : 
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Si , comme M. Eacque dans (3) pour les anneaux commutât i f s, pot* 

toute l o c a l i s a t i o n dans ModA c a r a c t é r i s é e par un ensemble topo-

logisant e t idempotent $ d'idéaux à dro i t e de A on considère 

^ s l'ensemble topologisant e t idempotent d'idéaux à d r o i t e de 

A défini par ^ s

 m ^ z avec Z = , on d ira que SI* e s t 

un ensemble stable à droite de A (ou que la localisation associée 

e s t stable) s i on a SJ^ = 5* • 
s 

I l e s t évident, avec les notat ions précédentes , que 3̂  
s 

e s t le plus p e t i t ensemble stable à dro i te de A contenant 

3" (on pourra l 'appe ler le stabilisé à droite ¿6 ? ), 

( 2 . 1 ) THEOREME. 

Soient A un anneau et ^ un élément de iJ(A). 
Les assertions suivantes sont équivalentes 

(1) ^ est un ensemble stable à droite de A ; 

(2) Il existe une famille non vide ( S ^ ^ g j d'ensembles 

premiers à droite de A telle qu'on a ^ = 3^ ; 

(3 ) Pour tout idéal à droite Gx de A tel que G{ ^ j 

il existe un h-idéal à droite F de A et un élément a 

de A n'appartenant pas à Gx. tels que Ï O i / a C P e t 

Démonstration : (1 ) <~>(2) C'est évident. 

(2 ) <*=>(3) La condition ( 2 ) e s t équivalente à l a condition 

suivante : pour tout idéal à dro i te Oc d e A t e l que Gt ^ ^ , 
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i l ex i s t e un ensemble premier à dro i t e 3* de A t e l qu'on a 

^ c 5 ^ e t Gr^Çtf. Or, d'après les r é s u l t a t s du paragraphe I , 

c e t t e condition e s t équivalente à la condition ( 3 ) . 

Ce théorème étend aux anneaux non nécessairement commutatifs 

l a proposition ( 3 . 3 ) de (3) e t le théorème ( 1 . 1 ) de ( 7 ) . 

( 2 . 2 ) DEFINITION. 

On dira qu 'un anneau A est un anneau stable à droite 

si tout élément de ^ 00 est un ensemble stable à droite. 

I l r é su l t e de la proposit ion ( 2 . 5 . 3 ) de (A) e t du théorème 

précédent que tout anneau localement homogène â dro i te ( l . h . -

anneau à d r o i t e ) e s t un anneau s table à dro i t e e t donc en 

p a r t i c u l i e r que les anneaux noethériens à d r o i t e , semi-

ar t in iens à d r o i t e , e t c . . sont des anneaux s tables à d r o i t e . 

( 2 . 3 ) PROPOSITION. 

Si A est un anneau stable à droite> alors les 

assertions suivantes sont équivalentes : 

( 1 ) est un élément maxima l de J (A) . 

(2 ) cj* est un élément maximal de Speg(A). 

Démonstration : C'est immédiat puisque A e s t un anneau s table 

à dro i te et que donc tout élément de J(A) es t contenu dans 

un ensemble premier à dro i te de A. 
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Dans le cas commutatif ce r é s u l t a t n ' é t a i t c i t é que pour 

des anneaux semi-noethériens (théorème ( 2 . 5 ) de (6 ) ) qui sont 

s tables comme on le verra dans le paragraphe suivant. 

I I I - LOCALISATIONS STABLES REDUITES A DROITE ET ANNEAUX SEMI-

NOETHERIENS A DROITE. 

( 3 . 1 ) THEOREME 

Soient A un anneau et un élément de ^ ( A ) . Les 

assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) Jh| est une intersection d'ensembles premiers à droite 

de A de la forme ^ * iCV^ i ( o ù 1 * M tel^e 

pour tout i € l j il existe un élément K de Çi^ qui 
î* 1 

est élément de Q(* ; 

(2) ^ est une intersection d'ensembles premiers à droite 

de A de la forme % m Çj^\ ( o û 1 * telle que, 

pour tout i € I j il existe un module support de ^ qui 

est module support de ^ ; 

(3) Pour tout idéal à droite Ot de A tel que Or ^ ^ 

il existe un idéal à droite H de A et un élément a 

de A n'appartenant pas à Gt tels qu'on a O f . ' a c t* 

et ^ G n J ; 

(4) ^ est intersection réduite d'une famille non vide 

d'ensembles premiers à droite de A. 
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Démonstration : (1 )<=»(2) C'est évident. 

(1 ) =>(4) Dans l a condition ( 1 ) i l e s t toujours possible de 

supposer que i ï i ' implique 3 ^ ï 9^,. I l su f f i t a l o r s de 

montrer que ^ = 9*̂  e s t une i n t e r s e c t i o n rédui te : pour 

le voir on peut remarquer que pour un élément quelconque j de I 

l'élément F de îî<^ qui e s t élément de fli^ ( e t qui 

e x i s t e par hypothèse) es t un idéal à d r o i t e appartenant à 

j^l^l* c e <lui nous donne le r é s u l t a t . 

(4) =>(3) Par hypothèse ^ e s t i n t e r s e c t i o n réduite d'une 

famille non vide ( ^ j ^ i g i d'ensembles premiers à d r o i t e de A. 

Si Oi es t un idéal â dro i te de A t e l que ^ ^ ^ > a l o r s i l 

e x i s t e un élément j de I t e l que Ot ^ $ y e t i l r é s u l t e du 

lemme ( 1 . 1 ) l ' e x i s t e n c e d'un élément \XJ de ïlqf e t d'un 

élément x de A t e l que Oc**x s o i t contenu dans Comme 

de plus ^ m e s t une i n t e r s e c t i o n r é d u i t e , i l e x i s t e 

un élément ^ r de fljf qui es t élément de e t puisque 

^1 e t ^T' sont tous deux élé^nents de on a : 

3 y ^ ^ 3y% $ y y.'y = ^ f . - y ' . Si on pose 

^ • ^ - y = V ^ f . # y 1 e t a « x y f on obtient le r é s u l t a t . 

(3 ) (1 ) Tout élément P de ^ (qui e s t non vide) é tant un 

h- idéal à droi te de A, l'ensemble topologisant e t idempotent 

^¡^1 d'idéaux à dro i te de A assoc ié au A-nodule à dro i te 
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A, e s t un ensemble premier à droi te e t F* es t un élément 

de Œg? . O n obtient a lors le r é s u l t a t c a r une simple v é r i f i -
A,^ 

cat ion nous montre qu on a = ^ A * 

% 

( 3 . 2 ) DEFINITION. 

Tout ensemble topologisant et idempotent d'idéaux à 

droite d'un anneau A qui vérifie les conditions équi­

valentes du théorème ( 3 . 1 ) précédent sera ccppelé ensemble  

stable réduit à droite de A. (On dira que la localisation 

associée est une localisation stable réduite à droite). 

I l e s t évident que tout ensemble s table réduit à dro i t e 

d'un anneau A es t un ensemble stable à d r o i t e . 

Un ensemble stable réduit à dro i te d'un anneau A é tant 

in tersec t ion réduite d'une famille non vide d'ensembles premiers 

à dro i te de A, on peut se demander s i c e t t e famil le e s t unique : 

l a réponse es t oui car en e f f e t s i on a ^ = ™ / ^ j ^ ' j * 

où l e s deux in tersec t ions sont réduites e t où les famil les 

( î3*^) i ç I et ^ f j ) j € j s o n t n o n v i d e s e t f Q r m é e s d'ensembles 

premiers a droi te de A, a l o r s i l e s t f a c i l e de v é r i f i e r que 

pour tout élément i de I i l e x i s t e un élément j de J t e l 

qu'on a 3* j = " ^ ' j ( P u i s c l u e ^ s i £ * i ^ i e s t i n t e r s e c t * - o n 

rédu i te , i l e x i s t e un élément p de n<—» qui e s t élément de 
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Qj. Ainsi i l e x i s t e un élément j de j t e l que V^^^'j 

e t i l r é su l t e de ( 1 . 1 ) , des propr ié tés de G g e t de ( 1 . 3 ) 

qu fon a 3* t - . ) . 

On peut c i t e r comme exemple d'ensemble s table rédui t à 

droi te d fun anneau A : tout ensemble topologisant , idempotent 

e t de type f i n i d'idéaux à d r o i t e de A (d'après le lemme 

( 5 . 1 . 2 ) de ( 9 ) ) , e t en p a r t i c u l i e r tout ensemble topologisant , 

idempotent e t p la t d'idéaux à dro i te de A. Donc dans un anneau 

noethérien à droi te A tous l e s éléments de ^ ( A ) sont des 

ensembles s tables rédui t s à dro i te de A. 

On es t a l o r s amené à se demander quels sont l es anneaux A 

t e l s que tous les éléments de ^J(A) soient des ensembles s tab les 

réduits à dro i te ? C'est l ' o b j e t de ce qui su i t : 

Suivant N. Popescu (6 ) nous appellerons anneau semi-rioethérrùen 

à droite tout anneau A t e l que la dimension de Krull-Gabriel 

de l a ca tégor ie ModA des A-modules à dro i t e e s t définie 

( ( 1 ) page 3 8 2 ) . 

Donnons dès maintenant un lemme du à N. Popescu (lemme 

( 1 . 1 ) de ( 6 ) ) dont l a démonstration se trouve dans ( 8 ) (lemme 

( 4 . 3 ) page 232) e t qui nous s e r v i r a dans la démonstration du 

théorème ( 3 . 4 ) : 

( 3 . 3 ) LEMME (N. Popescu) : Soit iPi une catégorie abélienne 
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(localement petite) avec générateurs et limites inductives 

exactes. On a alors les conditions équivalentes suivantes : 

( 1 ) La dimension de Kmll-Gabriel de \A/ est définie ; 

(2) Pour toute sous-catégorie localisante propre C de 

(i.e. C ± Ji) la catégorie quotient contient des 

objets simples. 

( 3 . 4 ) THEOREME 

Soit A un anneau. Les assertions suivantes sont 

équivalentes : 

(1 ) A est un anneau semi-moethérien à droite ; 

(2) Tout élément da 3(A) est un ensemble stable réduit 

à droite ; 

(3 ) A est un anneau stable à droite^ êt toute inter­

section d'une famille non vide d'ensembles premiers à 

droite de A peut être réduite ; 

(4 ) Tout élément de 3(A) possède un k-^nodule support. 

Démonstration : Pour le début de la démonstration de ( 1 ) =>(2) 

c ' e s t à peu de choses près ce que f a i t N. Popescu dans (8) pour 

une p a r t i e de la démonstration du théorème ( 5 . 1 ) page 235 

(lequel e s t erroné comme on en v e r r a un contre-exemple u l t é ­

r ieurement) . (1 ) =^(2) Montrons que pour un élément quelconque 

^ de 5(A) y l a condition (2) du théorème ( 3 . 1 ) e s t v é r i f i é e . 
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Considérons ^ i ^ i £ i u n e n s e m b l e de représentants de tous les 

types d'objets simples de Jj , où ^ e s t l a sous-catégor ie 

locale de ModA assoc iée à l'ensemble topologisant e t idempotent 

Pour tout i £ l , soient E(U J L) l 'enveloppe i n j e c t i v e de 

dans Jj e t Q± • S ( E ( U t ) ) f où S e s t le foncteur inclusion 

canonique de dans ModA qui e s t adjoint à dro i t e au foncteur 

canonique T de ModA dans Jj . Alors , d'après ( 2 . 3 ) page 217 

de ( 5 ) , l'ensemble topologisant et idempotent 
1 ^i 

d'idéaux à dro i te de A e s t un ensemble premier à d r o i t e de A 

( l a sous-catégorie l o c a l i s a n t e assoc iée à $ ^ n 'es t autre que 

T 1 ( ^ i ) , où e s t l a sous-catégor ie l o c a l i s a n t e de Jj 

c a r a c t é r i s é e par les objets Y de ¿6 t e l s que Hom^ ( Y , E ( U . ) ) * o) 

C / g x ^ i * ^ e S t U n * ^ a * 

à droi te de A appartenant à x^l^V o n a * P o u r t o u t i € I , 

Hom (̂AJ ,Q^) = 0 . I l vient a l o r s pour tout i € I : Hom^(T(Ay^) , 

E(U^)) = 0 . I l r é su l t e a l o r s du lemme ( 1 . 2 ) de (6 ) (où lemme 

( 5 . 2 ) page 235 de ( 8 ) ) qu'on a T ( A ^ ) = 0 , c ' e s t - à - d i r e que 

(y( appart ient à ^ . 

On a a ins i démontré l a r e l a t i o n ^ | = i Ç l ^ i* ° ^ 

^ i ^ i € I e S t x m e ^ a m ^ ^ e n o n v ^ d e d 1 ensembles premiers à 

dro i te de A, e t a i on pose M̂  « S(U^), une v é r i f i c a t i o n 

immédiate nous montre que M̂  es t un A-module support des 

ensembles topologisants e t idempotents e t 

( 2 ) = » ( 3 ) I l suf f i t de montrer que s i C ^ ) ^ e s t une famil le 
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non vide d'ensembles premiers à dro i te de A, a l o r s l ' i n t e r s e c ­

tion ^ • iÇ Î̂ ̂ i p e u t ^ t r e r é d u i t e # 0 r > P a r hypothèse, l'ensemble 

^ qui e s t élément de ^(A) es t in t er sec t ion réduite d'une 

famil le non vide (Çji \ ) ^ ^ ^ d , e n s e m b l e s premiers à dro i t e de A. 

Nous al lons montrer que c e t t e famille ^^'k^kCK 6 S t U n e s o u s ~ " 

famille de la famille ( ^L^LÉI > c ' e s t - à - d i r e que : 

Vk£K 3 i £ l ^ \ = ^ i » c e q u i n o u 8 donnera le r é s u l t a t . 

Soit k un élément quelconque de K. Alors puisque 

^ = k ^ K ^ V ' e s t u n e i n t e r s e c t * o n r édu i t e , i l e x i s t e un 

élément de qui est élément de . De p lus , comme 

^ n'appart ient pas à ^ = j g j * ^ » e x i s t e un élément i de I 

t e l que P ^ n'appart ient pas à I l r é su l t e a l o r s de ( 1 . 1 ) , 

du f a i t que e s t un élément de Q et de ( 1 . 3 ) qu'on a 

g?» - <F c 
^ k - T r 

(3) =>(2) C'est t r i v i a l . 

(2) =>(4) C'est évident. 

(4) =»(1) Si on considère une sous-catégorie l o c a l i s a n t e propre 

^ de ModA ( i . e . 4 ModA) e t s i on désigne par ^ l ' e n ­

semble topologisant e t idempotent d'idéaux à dro i te de A 

assoc ie on a " ré su l t e a l o r s du lemme ( 1 . 0 ) que la 

ca tégor i e quotient ModA/Ç possède des objets simples e t donc 

d'après le lemme ( 3 . 3 ) que A es t un anneau semi-noethérien à 

d r o i t e . 

Le théorème es t a ins i démontré. 
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En conséquence s i A e s t un anneau t e l que tout élément de 

3 (A) es t un ensemble topologisant, idempotent e t de type f in i 

d'idéaux à dro i te de A, c ' e s t un anneau semi-noethérien à 

d r o i t e . En p a r t i c u l i e r tout anneau noethérien à dro i te e s t semi-

noe thérien à d r o i t e . 

Remarque : Je ne sa i s pas s ' i l e x i s t e un anneau localement 

homogène à dro i te qui ne so i t pas semi-noethérien à d r o i t e 

(un anneau semi-noethérien à dro i t e e s t évidemment localement 

homogène à d r o i t e ) . 

( 3 . 5 ) COROLLAIRE 

Si A est un anneau semi-noethérien à droite^ alors 

toute partie non vide de Speg(A) possède un élément 

minimal. 

Démonstration : Si . ) . ^ T e s t une famil le non vide 

d'ensembles premiers à dro i t e de A, a l o r s d f après ( 3 . 4 ) l ' i n ­

t e r s e c t i o n ^ = f^1

C^i peut ê t r e r é d u i t e , c ' e s t - à - d i r e q u ' i l 

e x i s t e un sous-ensemble non vide J de I t e l que ^ - / é J ^ j 

e s t une i n t e r s e c t i o n rédu i t e . I l e s t a l o r s aisé de vo i r que l e s 

> j ( j É J ) sont des éléments minimaux de la famil le ^ J ^ I ^ I 

(en e f f e t puisque ^ = j ' ^ J ^ j e S t U n e * n t e r s e c t * o n r é d u i t e , 

i l e x i s t e pour tout j de J un élément ^ 7 de Çi~t qui e s t 

élément de e t a i n s i s i on a \F ^ Ç T j , pour un c e r t a i n 1 6 1 , 

comme i l r é su i t e a l o r s de ( 1 . 3 ) qu'on a V pC Çl^ 3 a ^ ^ 

3 a ' ^ F* ^ . ' a C P. ' a ' , on en déduit que ^f. ' a e s t égal à 
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F*.'a* et donc qu'on a <tf± = °3* ) . 

On déduit immédiatement de ce c o r o l l a i r e : 

( 3 . 6 ) COROLLAIRE 

Si A est un anneau semi-moethérien à droite^ et si 

9* est un ensemble premier à droite de A élément non 

maximal de Speg(A), alors il existe un ensemble premier à 

droite de k tel que °£ £<^f

3 $ î et tel que 

pour tout ensemble premier à droite de A vérifiant 

S* C<*" Çffr on a = ou = 3\ 

Dans le cas commutatif les r é s u l t a t s précédents nous donnen 

en p a r t i c u l i e r le théorème ( 2 . 1 ) , les c o r o l l a i r e s ( 2 . 2 ) et ( 2 . 3 ) 

de ( 6 ) . 

IV - ANNEAUX VERIFIANT LA CONDITION (R) A DROITE. 

On a vu dans l a proposit ion ( 1 . 3 ) que pour qu'on a i t l a 

r e la t i on ^ ' c î* entre deux ensembles premiers à d r o i t e i l 

f a l l a i t qu'on a i t une condition fa i sant in terven ir tous l e s 

éléments de Q^t e t de. H ĵ , , e t on peut se demander s i une 

condition presque analogue ne fa isant in terven ir qu'un élément 

de Q<-J e t qu'un élément de ^çyjt ne s u f f i r a i t pas pour qu'on 

a i t l a r e l a t i o n • L a réponse es t non en général comme on 

en v e r r a un exemple ultérieurement. 



95 

Localisations et anneaux semi-noéthériens à droite 

(4.1) DEFINITION 

On dira qu run anneau A vérifie la condition (R) à  

droitej si quels que soient les h-idéaux à droite fi et ' 

de A la relation f^Çf*' implique la relation 

Q ^ À entre les ensembles premiers à droite 

associés aux k-modules à droite homoaènes A, et A, 

I l e s t évident que les anneaux cotnmutatif s e t même plus 

généralement les anneaux dont tous l e s idéaux à dro i t e sont 

b i l a t è r e s v é r i f i e n t c e t t e condition (R) à d r o i t e . 

On obtient immédiatement le lemme suivant : 

(4.2) LEMME 

Si A est un anneau vérifiant la condition (R) à 

droite ; et si et sont deux ensembles premiers à 

droite de Aj on a : 

(4.3) LEMME 

Si A est un anneau vérifiant la condition (R) à 

droite^ et si (3s).- T est une famille non vide 

d'ensembles premiers à droite de Aj alors si est un 

autre ensemble premier à droite de A les conditions 

suivantes sont équivalentes : 
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(b) 3*1 ^ c 9 \ 

Démonstration : Pour démontrer que (a) implique (b) i l 

suf f i t d ' u t i l i s e r les lemmes ( 1 . 1 ) et (4.2)# 

( 4 . 4 ) LEMME 

Si A est un anneau vérifiant la condition (R) à 

droite > et si est un ensemble premier à droite de 1 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) (F* est un ensemble simple à droite de A ; 

(2) est un élément minimal de Speg(A) ; 

(3 ) Tout élément de Cl^i est un idéal à droite maximal 

de A. 

Démonstration : (1) => (2) C'est v r a i et bien connu même s i 

A ne v é r i f i e pas l a condition (R) à d r o i t e . 

(2) ==> (3) Si on considère un élément F* de ftg^, a l o r s 

i l e x i s t e un idéal à dro i te maximal 7fi de A qui contient ^ 

e t a i n s i , puisque A v é r i f i e la condition (R) à d r o i t e , 

l'ensemble simple à dro i te e^t contenu dans ce 

. % 
qui implique qu'x>n a = V* par minimalité de 5* dans 

'm 

Speg(A). On en déduit l ' é g a l i t é P » et donc F e s t un 

idéal à dro i te maximal de A. 
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(3) ( 1 ) C'est t r i v i a l . 

On pourrai t aussi démontrer facilement que s i e s t un 

ensemble premier à dro i t e d'un anneau A v é r i f i a n t la 

condition (R) à d r o i t e , a l o r s pour que 3* s o ^ t ^ élément maximal 

de Speg(A) i l faut e t i l su f f i t que tout élément de î^jj so i t 

minimal parmi l'ensemble des h-idéaux à dro i t e de A. 

Donnons maintenant un exemple d'anneau qui ne v é r i f i e pas 

c e t t e condition (R) à d r o i t e : i l nous e s t fourni par l'exemple 

( 2 . 1 ) de (12) : 

Soit A l'anneau des matr ices t r i a n g u l a i r e s supérieures 

d'ordre 2 sur un corps . Considérons les idéaux F = ^ O y ^ ' 

^ = { ( £ £ ) } e t = <<§Jt>> d e A - 1 1 e s t f a c i l e d e v o i r 

que e t Oj* sont des idéaux à dro i te maximaux de A, et une 

v é r i f i c a t i o n immédiate nous montre que es t un h- idéal à 

droi te de A. De plus le A-module à dro i t e e s t * - s o m o r P n e 

à un A-sous-module de A ^ ( s i on pose s = (qq) » on a f^.'s . 

Soit l f ensemble topologisant e t idempotent des idéaux à 

dro i t e de A assoc ié au A-module à dro i te A« : c ' e s t un 

ensemble simple à dro i t e t e l que ff e s t un élément de , 

e t puisque p n ' e s t pas un idéal à dro i te maximal de A on 

déduit de ( 4 . 4 ) que A ne v é r i f i e pas la condition (R) à 

d r o i t e . 
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Remarquons que cet anneau A es t noethérien à dro i te 

(donc semi-noethérien à d r o i t e ) ce qui nous s e r v i r a dans la 

s u i t e . 

V - LOCALISATIONS STABLES PLEINEMENT REDUITES A DROITE. 

( 5 . 1 ) PROPOSITION. 

Soient A un anneau et ^ un élément de 

Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1 ) ^ est une intersection d'ensembles premiers à droite 

de A de la forme i | = iei^i ( o û 1 * ® telle que, 

pour tout i € ly l'unique (à un isomorphisme près) module 

atomique E i associé à ^ ^ (12) est module support de 

(2) est une intersection d'ensembles premiers à droite 

de A de la forme ^ * ^ 1 ^ ^ telle que, pour 

tout i c i , tout module support de 9 ^ est module support 

(3) ^ est une intersection d'ensembles premiers à droite 

de A de la forme ^ = {^I^i ^ 1 ^ ^ telle qu'on a 

Démonstration : (1 ) <=>(2) C'est évident c a r d'après ( 6 . 4 ) de 

(2 ) le module atomique assoc ié à un ensemble premier à d r o i t e 

(12) e s t "le plus grand" module support de cet ensemble premier 
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à dro i te . 

(2) = 3 t e »(3) La r e l a t i o n i^i^gf C e s t immédiate. Si \* 

est un élément de Œg. , a l o r s i l e x i s t e un élément i de I t e l 

que ^ n 1 appart ient pas à *5* ^ e t i l r é s u l t e a l o r s de (1.1) 

qu'i l e x i s t e un élément x de A n'appartenant pas à V t e l 

que P . * x e s t un élément de e t donc que V* e s t auss i 
^ i 

élément de Çl^ ( car ft^J &st l f atome assoc ié à l'ensemble 

premier à dro i te ± ) . On obt ient donc : fl^ = ^ V^Q^f . 

(3 ) =>(2) Soit E i un module support de $ ^. Pour 

démontrer que c ' e s t un module support de ^ i l nous s u f f i t 

de montrer que s i E' e s t un A-sous-module non nul de E^ 

a lors E 4 e s t un A-module ^ - n é g l i g e a b l e . Considérons 
' v ° 

x = x+E' un élément non nul de E . (où x Ç E . ) . Posons 

(X = Ann (x ) e t P « Ann ( x ) . Evidemment P e s t un élément 

de et i l e s t contenu dans 6 t • Comme E^ es t module 

support de l ' i d é a l à dro i t e Gc appart ient à 9^ ̂  e t 

on en déduit que es t s tr ic tement contenu dans Ol • De plus 

i l r é s u l t e de l'hypothèse que K es t un élément de flg ce 

qui entraîne que Gt appart ient à ^ . On a donc : x £ ^ ( E ^ ) • 

En conséquence Ê ^ e s t un A-module - négl igeable . 
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( 5 . 2 ) DEFINITION. 

Tout ensemble topologisant et idempotent d'idéaux à 

droite d'un anneau A qui vérifie les conditions équi­

valentes de la proposition ( 5 . 1 ) précédente sera appelé 

ensemble stable pleinement réduit à droite de A. (On dira 

que la localisation associée est une localisation stable  

pleinement réduite à droite). 

I l e s t c l a i r que tout ensemble stable pleinement rédui t à 

dro i te es t un ensemble s table réduit à d r o i t e . 

Caractér isons les anneaux A t e l s que tout élément de ^J(A) 

so i t un ensemble stable pleinement réduit à dro i te : 

( 5 . 3 ) THEOREME 

Voit A un anneau. Les assertions suivantes sont 

équivalentes; 

(1) Tout élément de ^j(A) est un ensemble stable pleinement 

réduit à droite ; 

(2) A est un anneau stable à droite qui vérifie la 

condition (R) à droite, et toute partie non vide de 

Speg(A) possède un élément minimal ; 

(3) A est un anneau semi-noethérien à droite qui vérifie 

la condition (R) à droite. 
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Démonstration : (1) (3 ) I l nous suf f i t de montrer que A 

v é r i f i e l a condition (R) à d r o i t e . Considérons F1 e t p' deu> 

h-idéaux à dro i te de A t e l s qu'on a i t la r e l a t i o n f* Çf*', 

et 9 ,̂ S*1 les ensembles premiers à dro i te de A r e s p e c t i v e ­

ment assoc iés aux A-modules à dro i te A L e t A, • Montrons 
¥ 'p1 

qu'on a l a r e la t i on Çtf'cS*' • 0 n peut supposer que et p' 

sont d i s t i n c t s e t a ins i en déduire qu'on a 9*^^J? f» ? i on 

suppose que la r e l a t i o n %t'c*P n 'e s t pas v é r i f i é e e t s i on 

considère l'élément ^ = 9 ^ 0 ^ ' de 3(A) : c ' e s t un ensemble 

stable pleinement réduit à dro i te de A et donc i l e x i s t e une 

famille non vide ( ^ j ) d'ensembles premiers à dro i te de 

A t e l l e qu'on a ^ = i ^ I ^ i e t t e l l e flue *lf^ = i ^ I ^ J ? m 

Mais une v é r i f i c a t i o n immédiate nous montre que c e t t e famille 

^ i ^ i € I n ' e s t autre que c e l l e formée par les deux seuls 

éléments 3** e t . On a donc l a r e l a t i o n - fy£ Ufl^ , . 

Comme Jtf e s t un élément de ^4 , c ' e s t a l o r s un élément de 

ft^ ce qui implique que p ' appartient à ^ et donc à 3 ? 1 

contrad ic t ion . En conséquence on a la r e l a t i o n 

(3) => (2 ) Résulte de ( 3 . 4 ) e t de ( 3 . 5 ) . 

(2 ) (1 ) Considérons un élément ^ de 3 ( A ) . Comme A 

es t un anneau stable à d r o i t e , i l e x i s t e une famille non vide 

( ^ ^ ) ^ ç ^ d'ensembles premiers à dro i t e de A t e l l e qu'on a 

^ - s i o n considère l a sous-famil le ^ j ^ j ç j d e 

la famille ( ^ j ^ i ^ l ^ o r m ^ e de tous les éléments minimaux de 
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l a famille ±)± ci o n a a l o r s ^ = jeV^j e t o n o b t i e n t 

sans d i f f i c u l t é l a r e l a t i o n 0 * C j ^ # S o i e n t ^ u n 

j 

élément de J , e t F un élément de Q̂ -i . Ainsi n'appar­

t i en t pas à ^ . Si Ot e s t un idéal à dro i te de A contenant 

s tr ictement , i l appart ient à <$y S ' i l e x i s t a i t un élément 

j ' de J , d i s t i n c t de j , t e l que Qn n'appartienne pas à ^ j ' > 

a l o r s d'après ( 1 . 1 ) i l e x i s t e r a i t un élément tf' de Qcr* e t 
j ' 

un élément a de A t e l s qu'on aura i t P . ' a C O t . ' a Ç F*1 , ce qui 

impliquerait , d'après ( 4 . 2 ) , là r e l a t i o n ^ ? C 9\j e t donc 

une contradict ion avec la minimalité de ^ y ^ n conséquence 

Ox appart ient à ^ et donc K es t un élément de 

Ceci nous montre que ^ es t un ensemble s table pleinement 

réduit à d r o i t e . 

VI - SUR UN RESULTAT DE N. POPESCU. 

Les r é s u l t a t s que nous avons obtenus précédemment permet­

tent de v o i r que le théorème ( 5 . 1 ) page 235 de ( 8 ) es t erroné . 

En e f f e t la condition (1) de ce théorème s ign i f i e que l 'anneau 

A es t semi-noethérien à d r o i t e , tandis que la condition ( 2 ) 

équivaut à dire que tout élément de ^ ] ( A ) e s t u n ensemble 

s table pleinement réduit à droi te ce qui d'après notre théorème 

( 5 . 3 ) équivaut à dire que A est un anneau semi-noethérien à 

dro i te qui v é r i f i e la condition (R) à d r o i t e . Donc ces 

conditions ne sont pas équivalentes c a r on a vu au paragraphe 

IV qu'exis tent des anneaux semi-noethériens à dro i te qui ne 
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vér i f i ent pas la condition (R) à dro i t e (un exemple a été 

donné). Signalons aussi que l a condition (3 ) de ce théorème 

( 5 . 1 ) de (8 ) es t également légèrement i n e x a c t e . 

VII - SUR LA DIMENSION DE KRULL-GABRIEL DES ANNEAUX SEMI-

NOETHERIENS A DROITE. 

Dans toute l a sui te A désigne un anneau semi-noethérien 

à droite et J\i la c a t é g o r i e ModA des A-modules à d r o i t e . On 

u t i l i s e a l o r s l e s notat ions de (1 ) page 382. Pour tout ordinal a , 

on notera ^ a l'ensemble topologisant e t idempotent d'idéaux 

à droi te de A assoc ié à l a sous -catégor ie l o c a l i s a n t e Jia 

de Ji définie dans (1 ) page 382 , e t on désignera par Speg a(A) 

(resp. par E ) l'ensemble des éléments de Speg(A) t e l s 

qu'on a i t 3?a-^* e t ^ot+l^^ ( r e s P * t e l s V1'11 e x i s t e u n 

élément P de Ĵjf t e l que K-dim <a) . 

( 7 . 1 ) PROPOSITION. 

Soit A un anneau semi-noethérien à droite. Alors 

pour tout ordinal a<K-dim(o£)j il y a bijection entre 

s P e 8 a ( A ) et lfensemble des types d'objets simples de la 

catégorie quotient iA/r • &e P ^ 5 <3» a

 e s ^ ^ 'intersec-
a 

tion des ensembles premiers à droite de A qui sont 

éléments de Speg a (A) et cette intersection est réduite. 

Démonstration : Comme d'après ( 5 . 1 ) de (12) i l y a correspondance 

binnivoque entre l'ensemble des types de modules atomiques e t 
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l'ensemble Speg(A) des ensembles premiers à dro i te de A, on peut 

cons idérer que Speg (A) n 'es t autre que l'ensemble des types de 

modules atomiques - fermés et contenant un sous-obiet non 
û a 

nul de v^+i* D e P l u s l ' app l i ca t ion de Speg^(A) dans 

l'ensemble S p ^ ( ^ ) défini par P. Gabriel ( ( 1 ) page 3 8 3 ) , qui 

au type d'un module atomique f a i t correspondre le type de son 

enveloppe i n j e c t i v e e s t une b i j e c t i o n ( l ' a p p l i c a t i o n réciproque 

étunt c e l l e qui au type d'un i n j e c t i f indécomposable Q f a i t 

correspondre le type du coeur C(Q) de Q) : ce la r é s u l t e du 

f a i t qtî'un anneau semi-noethérien à droi te e s t localement 

homogène à d r o i t e , de ( 2 . 9 ) de (12) et de ( 2 . 5 ) de (12) (ou de 

la proposition ( 2 . 5 . 1 ) de ( 4 ) ) . On a a lors la première p a r t i e du 

r é s u l t a t d'après la proposition (2) page 383 de ( 1 ) . La 

deuxième par t i e du r é s u l t a t se déduit immédiatement de l a dé­

monstration de (1) => (2) du théorème ( 3 . 4 ) , de ce qui précède 

et de la démonstration du théorème ( 3 . 1 ) . 

( 7 . 2 ) THEOREME 

Soit A un anneau semi-noethérien à droite. On a 

alors : 

(1 ) Speg(A) = USpeg a(A) = VE^* 

(2 ) Pour tout ordinal a^K-dim(^) : E A = ^ Speg g (A) . 

(3 ) Pour tout ordinal a$K-dim(^)> les ensembles E sont 
a 

constitués de la façon suivante : 

- est vide, et E q = S p e g ^ A ) est V'ensemble des 
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ensembles simples à droite de A ; 

- si a a ui prédécesseur B : E = E USpegQ(A) et 
01 p P 

E 6 n S p e g B ( A ) = 0 ; 

- si a est m ordinal limite : E = JJ E 0 . 
a B<a B 

D ëmon s t r a t i on : Si a e s t un ordinal s tr ic tement plus p e t i t que 

K-dim(i^), a l o r s i l r é s u l t e de ( 1 . 3 ) que pour qu'un ensemble 

premier à dro i te de A so i t élément de Speg a(A) i l faut 

e t i l su f f i t que $ appartienne à l'ensemble ^a+i e t 

n'appartienne pas à l'ensemble E . 
a 

(1) C'est évident. 

(2 ) Si e s t un élément de E , a l o r s i l e x i s t e un élément 

P de î^j t e l qu'on a K-dimAy^^et. Or i l e x i s t e un ordinal B 

t e l que CC* appart ient à Speg 0(A) ce qui implique que Çf* 
p 

n'appart ient pas à Eg e t donc qu'on a K-dimA^ >B. On en 
déduit B<a, e t on a a ins i démontré la r e l a t i o n E C o y Speg Q (A) . 

ot — p^a p 
Si <F e s t un élément de Speg (A), où B e s t un ordinal 

p 
str ictement plus p e t i t que a , a lors c ' e s t un élément de 
E ô - e t donc de E . D'où le r é s u l t a t E = eU Speg 0 (A) . 
p+l a a p<cx p 

(3) I l es t c l a i r que l'ensemble E_^ est v ide , et que l 'on 

a E Q = Speg_^(A). En o u t r e , d'après ( 7 . 1 ) , Speg_ 1(A) e s t 

l'ensemble des ensembles simples à dro i t e de A. 

Si a es t un ordinal qui admet un prédécesseur B, a l o r s 

les r e l a t i o n s se démontrent sans d i f f i c u l t é d'après ce qui 
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précède• 

Si a es t un ordinal l imite : s i B e s t un ordinal 

s tr ictement plus p e t i t que a , a lor s 8+1 e s t auss i un 

ordinal s tr ictement plus p e t i t que a et on en déduit : 

Spegg(A) Ç E g + 1 Ç ^ a E , ce qui implique qu'on a : 

E = «II s p e g o ( A ) C U E C E . 

( 7 . 3 ) Remarque : Si A es t un anneau semi-noethêrien à d r o i t e , 

a l o r s la dimension de Krull-Gabriel de la catégor ie = ModA 

des A-modules à dro i te es t le plus p e t i t ordinal a t e l qu'on 

a i t E^ = Speg(A). 

( 7 . 4 ) PROPOSITION. 

Soit A un anneau semi-moetkérien à droite. Considé­

rons un ordinal non nul a qui admet un prédécesseur g_, 

et 9^ un élément de E^. Alors tout élément <$/f de 

Speg(A) tel qu'on ait et î $ est élément 

de Eg. Si de plus l'anneau A vérifie la condition (R) 

à droite, alors E^ est l'ensemble des éléments *]* de 

Speg(A) tels qu'on ait 9**'£Eg pour tout élément g**1 

de Speg(A) qui vérifie ^ ' ç ^ et J . 

Démonstration : On peut supposer qu'on a a < K - d i m ( ^ ) . Comme 

d'après ( 7 . 2 ) on a les r e l a t i o n s E * E ûUSpeg û(A) e t 
ot p p 

E 0 A S p e g 0 ( A ) = 0, on en déduit que $ es t so i t un élément de 
P p 

Eg f so i t un élément de Speg^(A). Considérons un élément ' de 
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Speg(A) t e l qu'on a i t g J ' c ^ e t $ ' 4 $ • 

- Si 9< e s t un élément de E , i l e x i s t e un élément \* 
P 

de î̂ j» t e l qu'on a K-dimAy^^B. En outre d'après (1.3) s i on 

considère un élément f*' de ïl^* t i l e x i s t e deux éléments 

x e t x ' de A t e l s qu'on a : x ^ x ' fi f4 ' et F. # x CH' • *xf • 

Comme Jl^ e s t une sous-catégor ie l o c a l i s a n t e de J\ e t que 

^ f . * x ' e s t un élément de , , on en déduit qu'on a 

K-dimAyr , <$ et donc que CjJ ' e s t un élément de E^. 

- S i e s t un élément de Speg^(A), i l r é s u l t e de ( 7 . 1 ) 

que ÇJÎ ' n 'es t pas élément de Speg^(A) e t donc qu'on a 

^ g ^ S ^ ' • 1 1 r é s u l t e a lor s de ( 1 . 3 ) que <3** ' e s t un é l é i ent 

de E B . 

Supposons de plus maintenant que l'anneau A v é r i f i e la 

condition (R) à d r o i t e , et considérons un élément de 

Speg(A) t e l que pour tout élément $ ? ^ e Speg(A) qui v é r i f i e 

$ ' £ $ * e t & on a i t ^ £ L , D'après ( 7 . 2 ) i l e x i s t e 

un ordinal y t e l que es t élément de Speg^(A). Si on 

ava i t > on en déduirait y > 8 e t on a u r a i t a l o r s Q 
c^ yC

< 5 î < - C e c i impl iquerait , d'après ( 7 . 1 ) e t ( 4 . 3 ) , l ' e x i s t e n c e 

d'un élément ' de Speg^A) t e l qu'on a i t ^ ' Ç ^ * Comme en 

outre y es t d i s t i n c t de & e t que les ensembles Speg^(A) e t 

Spegg(A) sont d i s j o i n t s on aura i t (J?1 4 > ce qui e n t r a î n e ­

r a i t a l o r s par hypothèse que ^ ' e s t un élément de Eg et 

donc une contradic t ion c a r l es ensembles E 0 e t Speg (A) sont 

d i s j o i n t s . C'est donc qu'on a : y<ay ce qui implique que 
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es t un élément de E . 
a 

Remarque : 

1) Pour un. anneau commutatif, le théorème ( 7 . 2 ) e t la 

proposit ion ( 7 . 4 ) nous donnent le thëorène ( 2 . 7 ) de ( 6 ) . 

2 ) Si A e s t un anneau noethérien à dro i te ayant assez 

d f idéaux b i l a t è r e s , i l y a correspondance bittnivoque entre 

ensembles premiers à dro i t e de A et idéaux b i l a t è r e s premiers 

de l'anneau A. Une simple v é r i f i c a t i o n nous montre a l o r s que 

l'ensemble que nous avons défini s ' i d e n t i f i e à c e l u i 

défini par P. Gabriel dans (1) page 425 . Donc le théorème ( 7 . 2 ) 

e t l a proposition ( 7 . 4 ) nous donnent en quelque sorte une 

général i sat ion du c o r o l l a i r e 2 page 425 de ( 1 ) . 

On déduit sans d i f f i c u l t é à p a r t i r des r é s u l t a t s p r é c é ­

dents : 

( 7 . 5 ) COROLLAIRE. 

Soient A un anneau semi-noethérien à droite^ et a 

un ordinal strictement inférieur à K-d inK^)- Considérons 

E ' ^ le complémentaire de l'ensemble E^ dans Speg (A) . 

Alors les éléments de Speg (A) sont des éléments minimaux 
a 

de l'ensemble E f • Si de plus l'anneau A vérifie la 

condition (R) à droite> alors Speg a(A) est l'ensemble 

des éléments minimaux de E f . 
a 

I l e s t f a c i l e de v o i r que s i A es t un anneau semi-
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noethérien à d r o i t e t e l que s o i t un ordinal f in i n. 

a lors toute chaîne d'ensembles premiers à dro i te de A possède 

au plus a+1 éléments. 

Pour terminer donnons le r é s u l t a t suivant : 

( 7 . 6 ) THEOREME. 

Les anneaux semi-noéthériens à droite A tels que la 

dimension de Krull-Gabriel de la catégorie (/t = ModA des 

A-modules à droite soit nulle sont les anneaux semi-

artiniens à droite. 

Démonstration : Si A e s t un anneau semi-noethérien à dro i t e 

t e l qu'on a K-dim((/2) = 0 , a l o r s i l e s t évident que tout 

A-module à dro i t e non nul cont ient un sous-module simple c a r 

c ' e s t un élément de C ^ Q l a sous-catégor ie l o c a l i s a n t e socle 

de ModA. Donc A e s t un anneau semi-art inien à d r o i t e . 

Si A e s t un anneau semi-art iuien à d r o i t e , on a vu (après 

( 2 . 2 ) ) que c ' e s t un anneau s table à d r o i t e e t donc pour démon­

t r e r que c ' e s t un anneau semi-noethérien à d r o i t e i l nous s u f f i t , 

d'après ( 3 . 4 ) , de montrer que toute i n t e r s e c t i o n ^ « i C I ^ i 

d'ensembles premiers à dro i t e de A (formant une famil le non 

vide) peut ê t r e rédu i t e . En f a i t d'après la démonstration de 

(1 ) ==> (4 ) du théorème ( 3 . 1 ) i l nous suf f i t de montrer que, pour 

tout i € I , i l e x i s t e un élément de fi^ qui e s t élément de 

ft^. Or c e c i e s t v é r i f i é c a r d'après la proposit ion ( 2 . 3 . 8 ) de 
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(9 ) (proposit ion ( 1 . 8 ) de (10 ) ) les ensembles sont des 

ensembles simples à dro i te ce qui implique que, pour tout i 6 I , 

i l e x i s t e un idéal à dro i te maximal qui e s t élément de ft^ 

e t qui sera nécessairement élément de ^ e f a * t <I u e l a 

dimension de Krull -Gabriel de la catégor ie ModA so i t nul le 

r é s u l t e a l o r s de la proposit ion ( 2 . 3 . 8 ) de (9) déjà c i t é e , du 

théorème ( 7 . 2 ) e t de la remarque ( 7 . 3 ) . 
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