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PROPRIETES DES DEMI-GROUPES DE FRACTIONS 

Alain BOUVIER - Alain FAISANT 

MM. ZARISKY et SAMUEL, [lo] ont étudié l'ensemble des élé

ments d'un anneau A rendus inversibles dans l'anneau de frac

tions AJJ5 , lorsque A est commutatif, unitaire, et intègre, 

et S une partie multiplicative de A. En partant de cette idée 

on étudie pour un demi-groupe D l'application S» > J(S) où 

J(S) désigne précisément l'ensemble des éléments de D rendus 

inversibles dans DQ> demi-groupe des fractions de D par rap

port à S, [7]|. On montre comment cette application permet d'é

tendre aux demi-groupes de fractions d'un demi-groupe quelcon

que certains résultats connus pour les anneaux dans le cas 

commutatif intègre : conditions de fermeture de diagrammes, 

propriétés de transfert pour les homomorphismes, les idéaux, 

la factorisation ; commutation avec l'équivalence de Rees ; 

condition suffisante pour que D[ST soi isomorphe à DJJTS ^] 

Les notations et la terminologie utilisées sont celles de 

[7] dont ce travail constitue une suite. 
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§7. THEOREME FMPAAOTAL 

Si S est un complexe d'un demi-groupe D, on note Up 

l fhomomorphsime canonique de D dans D [ S J . 

[1-7.) TklotëmtL : VouJi tout comploxz S d'un dem^-g^oupe D Vkomo-

phUmt da la cioutzQOKi<i doj> dzmi-gioupzA. 

PëwOKlA^ia^tcon : Supposons que u« *jj g = v 0 v$g et soit e l'élément 

neutre de D [s l~] . 

* u(e) = v(e) En effet, S n'étant pas vide, soit s €. S ; on a : 

d'une part : u(e)v(e)=u(e)v(^ g(s))v(vï g(s))
 1=u(e)u(^ g(s))v(vf s(s))"

1 

=u(vvs(s)) .v(vfs(s))
 1=v(v^ s(s))v(q) s(s))"

1=v(e) 

et d'autre part : u(e)v(e)=u(vj>g(s) )
 lu(\ys ( s))v(e) 

= u(^ g(s))
 1v(vç g(s))v(e) 

= u(vjg(s))
 1v(vp s(s))=u(^ s(s))~

1

u(ij) s(s)) 

= u(e) 

s, s e s : u(v^g(s)
 1 ) = v(ipg(s>

 1 ) En effet puisque u(e)=v( e) : 

u(^ g(s)
 1)u(Lçg(s))=v(q>g(s)

 1)v(ip g(s)) donc u(^ s(s)"
1)u(^ g(s)) 

- V(^ g(s))"'
1)u(l0 s(s)) 
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soit encore : u ^ C s ) l) = v(^g(s) buO^Cs)
 1)u(vps(s)

 1 

• v(^g(s)
 X)u(e) = v<4>s(s)

 1v(e) 

= v ^ g C s ) ) " 1 

^ V x , xCDfs"" 1] : u(x) = v(x) En effet x s'écrit 

a l a 

x = ^gO^) ••• 4>s^xn^ n a v e c a i = - 1 e t a i = 1 

seulement si x. £S. Donc : 
î 

a- a , a 

u(x) = u(i ? g(x 1)
 L) . . . u ( ^ ( x n ) ^-vftpgCXj) ^...vdpgCx^ 

= v(x) 

RmaA.quz : Il est immédiat que if est simplifiable dans la sous-

catégorie des demi-groupes avec élément neutre, le 

résultat ci-dessus est strictement plus fort. 

§2. L'APPLICATION J 

(2.1) Soit D un demi-groupe : à tout complexe S de D on associe 

le complexe J(S) = {x, x C D , ^os(x)e<U>(D[S et l'on désigne 

par J l'application ainsi définie, 

Lorsque S = 0 le problème universel (D, S), [6] , ad

met encore une solution : le couple ( D \ i) où i : D > 

est l'injection canonique. Ceci permet de prolonger J à l'en

semble <?(D). (il est à remarquer que i n'est pas nécessairement 
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ijn>épimorphisme) 
. Il est clair que J(D) = D, J(0) = U(D) et que J(S) = 0 équi
vaut à S = ̂ (D) = 0 

. VS, S e ̂ (D) : SÇJ(S) et J(S) est une partie stable de D. 

[2.2] VKopobJUULon : ?оил toatz paAtiz S de D J(S) u t la ptuM 

gtiandt du pcuitiu T de D toJUiu quz 

DfT*"1] * D [ S l~\ рая un >uomoKpkl6mz о toJL 

qua eu ц>т

 s 4>s 

VomonàtAotion : . On a D [ j ( S ) l~\ ~ D [ S l] ; en effet ц>5 rend 

inversibles les éléments de J ( S ) et il existe donc un unique 

homomorphisme a tel que a* 4>j( S )
 = 4>s » d'autre part S C J ( S ) 

donc pour la même raison il existe т unique homomorphisme tel 
que Ta 4 S - 4>j ( s ) - On en déduit а 0 т о 4)5 - 4>s et T e a 0 4 J ( S ) - ^ ( g ) 

donc, (d'après (1.1)) : а©т = 1 et т во = 1. 

• si 0 : D [ T ̂  > D [ S est un isomorphis-
me tel que o9 ц>т = q>g 

On a V t e T ip g(t) = a, 4>T(t) = o(c?T(t)) e a(4b(D[т"1]))çu(D[s"1] ), 

donc t c J ( S ) . Ainsi TÇJ(S) 

(2-3) CoKolùuAt : L'application J гл£ une ^слте^але -бил ^ ( D ) . 

• J est extensive car S Ç J ( S ) . 
. J est croissante : si S Ç T Ц>Т rend inversibles les éléments 
de S donc il existe un homomorphisme unique a tel que 6©Ц> =ц> . 

S T 
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Comme a conserve l'élément neutre, [è] , si x G J ( S ) 

M> S(X)€-U =(D[S"
1]) d'où «f (X) = 6. if (X)G <U<D[T" 1]) soit : xej(T). 

. J est idempotente: d'après (2.2) D [ S - 1 ] ^ [ J C S ) " 1 ] * D [ J 2 ( S ) - 1 ] ; 

il résulte alors de (2.2) que J 2(S)<^J(S) donc J 2(S) = J(S). 

[2.4.)Thlotâme. : Lu> pn.ophJ.£t&> iuÂ.vanteA 6ont (LquLivaZznteA 

U J ( s ) = J(T) 

2| D[s ^ = D[l ̂ ] par un isomorphisme atel 

que a 8 4>T = 4>g 

3) 4> S(T)ÇU(D[S
_ 1]) e t ^ l S j ç l K D ^ " 1 ] ) 

V£mon&&icubLon 

1 ) = > 2 ) . car d'après (2.2) : D [ S _ 1 ] = D [ J ( S ) " 1 ] = D [ J ( T ) _ 1 } = D [ T _ 1 ] 

2)=^>3) car (D[S , 4>g) et (D[T , 4>T) sont alors solutions 

du même problème universel 

3)—>1) Si H> S(T)ÇU(D[S
- 1]) on a TÇJ(S) donc J(T)ÇJ(S) d'après 

(2.3). De même J(S)ÇJ(T). 

(2.5) Pour tout complexe S de D : J(S. U.(D 1)=J(S) .11<D1)=J(S) 

. J(S)Ç J(S) M D 1 ) d'une part ; d'autre part si x = y. Uej(S) .^.(D
1) 

alors tps(x)e <U>(D[S
_ 1]) donc x eJ(S) . 

. On a J(S)ÇJ(S.U(D 1)) car S Ç S . U ( D 1 ) et d'après (2.3). Ré

ciproquement J(S.U>(D 1))Ç J(S) 

car S. ^ ( D 1 ) çj ( s ) et d'après (2.3). 
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VèAlnltlonA : On dit qu'une. paAttz S ut un jdXmz ¿1 S = J ( S ) . 

Un otiveJU Ut la complmuntcûA^ d'un j$e>unë. 

(2.6)U>(D) est le plus petit fermé 

En effet U(D) est fermé : si U(D) = 0 on a J(0) = ̂ (D) = 0 

si U(D) * 0 on a DJILCD)""1] =̂ D, cf [ô] 

donc J(U(D)) = <&(D) 

U> (D) est le plus petit fermé car pour toute partie S:U>(D)ÇJ(S) • 

On ne connait pas encore la caractérisation des fermés 

dans le cas général. Remarquons toutefois que si <S> est le 

sous-demi-groupe engendré par S : {x, x e D , xDx n<S> ^ 0} QJ(S) 

car si xyx erxDx alors ^>g(xyx)e U(D[S
 1 ] ) donc (^(x^U^D[s" 1] ) 

et x ^J(S) . 

(2,7) Tkzotàrm : Soit S un complexe d'un deml-gioupz coYmuÙLtlÇ D: 

1) J(S) = {x, x D, xD <S> ï 0} 

2) Lu ivimu de V h ont lu pantiu Atablu 

conblAtantu e t lu ouveAtA 6ont lu Idéaux 

pKomioJiA. 

Vtmonàt/iCitlon : 1) Si xye<S> alors cpg(xy) est inversible donc 

4> g(x) aussi car D est commutatif et l'on a 

x e j ( S ) . Si xCj(S) il existe (a, s)£DX <S> 

tel que : M>g(x) M>g(a) M>s(
s) = ^[s""1] 

donc il existe t^<S>tel que xat = st€.<S> 
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) J(0) 5 8 %(D) est une partie consistante et stable ; 
si S ф 0 : xyej(S) entraîne 4>g(x) .^s(y)eU(D[s"

1] ) 

donc x, y €J(S). 

Si S est stable et consistant soit x €J(S) ; il 

existe d'après 1) y e D tel que xy € <S> = S d'où 

x C S d'après la consistance de S. 

Reaqfrqae, : . La réunion de deux fermés n'est pas nécessaire

ment un fermé car l'intersection de deux idéaux premiers n'est 

pas nécessairement premier. 

(2.8) СокоИалле. : Soient S zt T deux аотрЫхол d'un demi-groupe 

commutatif D. Lu алдел&Сопд Suivantи bont 

équivalentes. 

a) J(S) = J(T) 
Ы РОИЛ tout OUVQAt A : AO<S> ф 0<=^>Ao<T> ф 0 

а ) = > Ъ ) Si x c A n < S > comme <S>ç j(s) on a x^J(S) donc xCJ(T) 

soit, d'après (2.7) il existe y e D tel que xy с <T> et 
comme A est un idéal : xy€An<T> Ф 0 

b ) = > a ) £j(S) est un ouvert et £j(S)n<S> = 0 d'où [j(S)o<T>= 0 

c'est à dire que TÇj(s) donc J(T) ÇJ(S). De même 

J(S)Ç J(T). 
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§3. PROPRIETES VE TRANSVERT POUR LES HOMOMORPHISMES. 

Soient D et D 1 deux demi-groupes, S une partie de D, 
T une partie de D' et f : D > D f un homomorphisme. 

(3.1) Les assertions suivantes sont équivalentes 

1) il existe un unique homomor- D > D' 
phisme f conservant l'élément neutre tel n 

^ s , 4>т 
q u e f . if - 4 . f * + 

Ь 1 D [ S l] t>D'[T L ] 
2) f(S)çj(T) 

Dans ce cas on a f(J(S))£J(T) 

1 ) = > 2 ) Soit x = f(s)ef(S) : 4>T(x) = 4) Tof(s)=f e 4> s(s)€U(D
,[T~ 1]) 

car f conserve l'élément neutre, donc x ^ J ( T ) . 

2)===>1) ^rpof rend inversibles les éléments de S donc il existe 

f conservant le neutre tel que fo Ц> = ^Tof. L'unicité 

de f s ren déduit aussitôt. Il est clair que f(J(S))ÇJ(T) 

(3-2) Théorème : a) At f ut un zpimosipki&mz, il m ut de même — ^ — — ^ — — — — ^ 
роил f 

b) VOUA toutd pantLe. S de D f (J(S ) )ç J ( f (s)) 
c) SI J(f (S)) = j(T) U i ut л&ласХаЫа, 

f V u t axjubbJL 

d) SI de plu* J(f (S)) = f (J(S)) U U i ut бил-

jtctii \кир. LbomoKpkLbm(î\ ÂJL m ut de 

même роил & 

Vêmonbtsicutlon : 

a) Immédiat puisque et sont des épimorphismes (1.1). 



123 

Propriétés des demi-groupes de fractions 

b) On a f(S)çj(f(S)) donc d'après (3.1) f(J(S))ÇJ(f(S)) 

c) On a toujours (dès que f existe) : f (J(S)) Çj(£(S)) Ç J ( T ) , 

Si de plus J(f(S)) = J(T) et s fil existe r tel que r Qf = 1 D 

on a : r(T)ç r(J(T)) = r(J(f(S))) or d'après b) 

r(J(f(S))ÇJ(r Qf(S)) = J(S) ; donc r(T)çj(s) et d'après (3-1) 

il existe r unique tel que r 0 <fT - Hg o r d
!où r 0f = l^g-l-j 

d'après (1.1) 

d) Si f est surjectif il suffit de montrer que les éléments de 

la forme 4>T(y) et 4>T(t)
 1 sont atteints par f : 

• 4>T(y) = Mx(
f(x)) = f(^(x)) car f est surjectif 

. si t e T Ç J ( T ) = f(J)(S)) donc t = f(s), s £ J ( S ) . D'où : 

4> T(t)
_ 1 = &f T.f(s)]"

1 = [ f . ^ ( s ) ] " 1 =f[vf s(s)
_ 1] 

Si f est un isomorphisme f est rétractable et surjectif donc 

f aussi. 

Remfl/iqae : On a le transfert , ff injectif==>f injectif" dans 

les cas suivants : 

. S et T simplifiables dans D et D' respectivement, et 

f(S)C J(T) 

. D et D' commutatifs et f(J(S)) = J(T) . 

§4. PROPRIETES VE TRANSFERT POUR LES IPEAUX 

Nous étudions ici les relations entre les idéaux de D 

et de D [ S l] : si I est un idéal de DTS"" 1] , ̂ ^ ( D peut être 

vide ; nous nous limiterons donc au cas où D]S | est un demi-

groupe de fractions à droite ([ô] et [8] ) ; dans ce cas tout 
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élément de D [ S 1 ] peut s'écrire <fg(x) ^ ( s )
 1 avec x c D , s £ < S > . 

On note (resp.^)) l'ensemble des idéaux à droite 

(resp. bilatère) de D, et o$g les ensembles analogues pour 

D [ S . Lorsque l^^g ^ s ^ 1 ^ n'est pas vide puisque : 

4>s(x) LÇ s(s)"
1e I >xe ep^1 (I) . 

Nous avons à utiliser les applications suivantes : 

r iS) >#) définie par r(I) = ^ 1 ( I > > ^ s définie 

par 6 (1) - 4 ^ ( 1 ) - D Ê S ^ 1 ] ; et 3 Î ̂ ) > £ è g définie par 

= D t s'^^gCD . D f s " 1 ] . 

L'application r est appelée r e s t r i c t i on ,6 et g sont 

appelées extensions. Remarquons que 6(1) = { ^ g ( i ) .<4>g(s) \ ieiiSEtiS}1 

et que g(I) « ^Ls" 1 ] • 6 ( 1 ) . 

Les applications r, ô, g sont des applications croissantes d'en

sembles ordonnés par inclusion. De plus : 

(4.1) ô#r - l£ et g«r - lg g 

S 

ce qui montre que r est injective,ô et g sont surjectives et que : 

card oêlg «card â ) g < card ; en général ces applications ne sont 

pas bijectives. 

[4.2) ThloKzmz : SI D [ S ~ 1 ] ut cm demt-gftptApe de. fria&Uoru> à 

dJioita qX ¿1 J> v&U£lz Vma du condition* 

AiilvanteA : 

. D 2J>t no&thVvizn 

• D ZÂt nottk&Uzn à dJiolZd 
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. D ut aKtlnim 

. D ut a/utlntm à d/iottz 

. D ut Atmpld 

. D ut bimplz. à dnoitz 

aloié D [ S l~\ v&il^tz la même pKopKloM 

La démonstration se déduit aisément de (4.1). Il résulte 

également de (4.1) que r 0 6 et r©3 sont des fermetures dans 2) 

et désignant les ensembles d'idéaux fermés pour 

r©6 et r©3 on a : 

[4.3] ThzoKzmz : r e£ la lutntctton de 6 à ^ [Kup. r oX la 

lut/itctton de 3 a ̂  ) Aont du 4^omoKpkUmu 

KzcipKoquu mt/ie. tu enàwblu oidonnu S ) 

e* S ) g [Kup. $g) 

(4.4) Si T est un sous-demi-groupe de D [ S contenant ̂ ( S ) 

et si R = ̂ ( T ) alors : DJY"1] est isomorphe à Dfs""1]^"1] 

VmOYlAt/lCLtlOYl 

. vf^o rend inversibles les éléments D >D[_R J 

de R car si x C R on a 4>Q(x) C T ; il \ \ 

\ -li ' 6 

existe donc un homomorphisme a tel que D[S J J 

°" ̂ R = V A i 

. if R rend inversibles les éléments de S, D[S ] [t ] 

car si s C S Lfs(s)c T donc s c R ; donc 

il existe 8 tel que 6 0 4> = ̂  
S R 
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. 6 rend inversibles les éléments de T : D S D[s — — D [ S " ^ " ^ 

si t €T on a t = 4> g(x). ^ ( s ) " "
1 ; or \ / 

LÇ g(s ) e T doncLf s(x ) e T ie x € R ; alors : \ / 

8(t) = ^ ( x ) . e L(s)" 1] inversible. \ 6 X 

Il existe donc X tel que X0 U> = 9. \ 

s -i ° [ R 1 
Il résulte alors de (1.1) que a = X est un isomorphe. 

Lorsque P est un idéal premier on note D p au lieu de 

D [(D-P) j : demi-grou£e_localise_de_D_en_P 

(4-5) ThzoKlmQ. : Soit P un IdloJL pKomioA oX piopui dz ^ [ s" 1 ] et 

P 1 * r(P). Al&U D P L za£ sUomoKphe. à D J V 1 ] P 

V£moYU>tKouLLon : P étant un idéal premier propre, T = D[s -P 

est un sous-demi-groupe de D[S J ; comme P O u (S) = 0 on a 

(T) = D-r(P) et l'on applique (4.4) 

On note^f l'ensemble des idéaux bilatères premiers de D ne cou

pant pas <S>, et é d

c l'ensemble des idéaux bilatères premiers 

-1 
et propres de D]S |. 

[4.6] Thzotàmz : Lo>uqu<i S &>t 4>lmpZl^labtz dcuu D, ou loKÂquz 

D QAZ (lommtœtll, g ut K 4 ont doj> tAomoiphsU-

me* nnt/ia lu zvuwblte ordonne* ^ ut 4f . 

V&nOYlAtAatlon : a) Supposons S simplifiable dans D 

• si P € & P est fermé : soit x e r 0 g (P), d'où ^ (x) = ̂> (a)co (s) " 1 , 
S S S 

^ S ( P ) vç»g(t) 

avec p £ P , soit u?g(xt) = U?g(a) ^ ( s ) " 1 . ifg(p)-^s(a)q> (b)vç ( u ) " 1 
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avec sb = p u C P donc b £ P . Alors : (xtu) = 4> (ab) donc xtu=ab^P 

et x € P , 

. Il suffit de montrer d'après (4.3) que P € ^ = > B ( P ) £ & g et que 

- si P d ? s r(P) est premier et r(P) ̂ <S> = 0 sinon 

g 0r(P) = P = d J V 1 ] 

- si g(p) est propre sinon P =r 0B (P) - D ; g(P) 

est premier : si Ç.n = ^ s(a) ^ g ( s ) "
1 . q>g(b) . q>g(t)

 1 € g(P) alors 

^> s(ac)e &(P), avec se = bt ; donc accrog (P) » P et l'on a soit 

a eP, d'où Ç £ B ( P ) , soit c C P d'où se = b t £ P et b£-P, donc n^6(P)« 

b) Supposons D commutatif et posons 3 = 6 = e 

. si P 6 & P est fermé : soit x e r ô e ( P ) , d'où Lps(x)=*fg(p)q>g(s) 

avec p£ P ; donc 4> (xs) = 4>c(p) e t il existe t e<S> tel que 

xst = pt£ p d'où x ep. 

• - si P € < ^ s r(P)e% pour la même raison qu'en a) 

- si P c ^ e(P) est propre (même raison qu'en a) ; e(P) est 

premier : si Çn = M'gCa)* ^ s ^ s ) ^ s ^ * 4 * s ^ 1 C e ^ 

alors 4> (ab)ee(P) donc ab£r 0e(P) = P donc a £ P ou b ^ P soit 

Ç e e(P) ou n€e(P). 

§5. COMPOSITION VES DEMI-GROUPES VE FRACTIONS 

Soit a C D un élément fixé ; on pose ̂  (D)= {Se^T(D),S 0a>^ 

et l'on munit < 5 >

a(D) des deux lois (S,T) I > S.T et (S,T)» >S yT 
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qui font d e ^ (D) un demi-anneau. La loi U est idempotente et 

admet l'élément D pour zéro.^ (D) est préordonné par la rela-
a 

tion £ définie par S $T si J(S)ç J ( T ) . 

On pose D - (D[S (D)} et l'on définit une 

oc oc 
application f de ̂  (D) dans D par f (S) • D [ S " 1 : f 

a a a a L J • a 
étant bijective on peut transporter sur D la structure de^?(D) • 

a a 

D f s " 1 ] . D p " 1 ] = D [(ST)" 1] 

©[S" 1] D p " 1 ] = D[(S T)" 1] 

Dfs" 1] D p " 1 ] si J(S)Ç J(T) 

Soit ^l'équivalence sur D associée au préordre ^ : 

D L S " 1 l & D p " 1 ] si J(S) = J(T) Il résulte de (2.4) que 

D[S ] D[T" ] si D[S ]= D[T ] . Posons - D / & e t notons 

D [s" 1] la classe de D [S modulo 

(5.1) Theonème : Роил tout oc £ D on a l u ркорклЛХи 6aivantu : 

a) $t u t compatible, avec l u deux lotb de V 
a 

b) Vanbb l u deux lotb . et U coïncident 
a =T 

c) Ut une bande commutative ayant I>[D ] 

роил голо гХ D [<a> г] роил élément 

neu&ie. 

Vmon&txation : 
Il - 2 ^>D[S~11 

. Compatibilité avec la loi U : \ L J 

supposons D[S D [ T l l et mon- ^ N . ^ 

trons que pour tout Xfc$a(D) >v 

D^SUX)" 1] * D ^ T U X ) " 1 ] : il DpTuX)" 1]* D p " 1 ] 
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existe par hypothèse un isomorphisme 8 tel que ô© = d'au

tre part ^ T u X rend inversibles les éléments de T, donc il existe 

6 tel que 6G = vç II s'ensuit que tp rend inversibles 

les éléments de SuX : c'est évident pour les éléments de X, et 

si s £ S ^ ^ ( s ) = éo e© f s ^
s ^ e s t inversible. De même *fS ( j X 

rend inversibles les éléments de TUX d'où 1'isomorphisme d'après 

(2.4) 

. compatibilité avec la loi . : notons d'abord que pour tout 

S e ^ ( D ) on a y € J ( S ) car S 6 c § )

e ( ( D ) = ^ 3 n C N * tel que <* n C S 

donc ^ s ( ^ n ) est inversible dans D [s ^ et M>s(°0 aussi, 

ie o i e j ( s ) . Pour montrer la compatibilité de la loi. nous allons 

prouver que VS , T € ̂ ( D ) : D (ST)"" 1 ] D (SuT)"" 1 ce qui démon

trera aussi b ) . 

- 4> rend inversibles les éléments de ST donc J ( S T ) Ç j ; s u T ) 

- U> rend inversibles les éléments de SuT : Te^(D>=^}neN* 
1 ST ' <* 

si s ^ S on a S>gj( s ) = ^g,p( S ï* n) 4>gj0<n) * inversible. De même 

(D) donc 3 p e N * a p e s et si t € T on a ^ ^ ( t ) ^ ^ ^ ) " 1 . 

M > S T &
P t ) inversibl 

L 1isomorphisme résulte alors de (2.4). 

La propriété c) s'en déduit aisément. Notons la conséquence 

suivante de b) : 

(5.2) CoKotlaÀxe : SI s zt T -60Kit deux complexe* de. D eJt ¿'11 

cxl&tc a dan* D tel que s e t T appartiennent 

à ^ ( D ) aloK* D [ ( S T ) " 1 ] ut isomorphe, a D [ ( T S ) " ^ 
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§6. VEUT-GROUPES VE FRACTIOA/S V'UN VEM-GWUVE ATOMIQUE 

Soit D un demi-groupe commutatif, ^l'équivalence de Green 

sur D, [5] ; on dit que p € D-SJL(D) est irréductible si a|p 

("a divise p") implique soit aeSl^D), soit a ^ p . On note 

D * = D-{0} si D possède un zéro, et D* = D sinon. D est atomique 

si tout élément de admet une factorisation complète c'est-à-

dire peut s'écrire d = p^ ... p^ avec Vi p^ irréduc

tible et o^e N. On appelle base_de_D un système représentatif 

d'éléments irréductibles, si B est une base d'un demi-groupe 

atomique D tout élément d€ D s'écrit u ^ fi P ^ avec ue^D''"), 

n € N presque tous m : S est un complexe de D on pose 

M(S) = J(S)HB et P(S) « <M(S)> . Remarquons que M(S)ÇP(S)ÇJ(S) . 

(6.1) Soit D un demi-groupe atomique et S un complexe de D * . 

On a : S c p ( S ) 1 . ^ ( D 1 ) 

Soit s £ S et B une base de D ; comme s ^ D * on a s = up^ . , ,pr 

donc : Vf s ( s ) = ^gC^^fgCPj^) 1 . . . L f g C p ^ ^ ^ C D f s " 1 ] ) et Vi ̂ g ( p ) 

inversible, soit p^ £ J(S) donc p.6 J(S)nB et 

s = u . p / ... p 6 P(S) .%(D ) . 
1 n 

(6.2) Pnopo&ltLon : Soit D un deml-gfioupt atomique, et S un com

plexe de D*\ Le* dzmi-gtioupeA D J Y " 1 ] , 

D ^ S ) " 1 ] , D[N(S)~^"J , D ^ S ) " 1 ] sont Uo-

moKpkojb. 

VëmonAtfiatlon : 

. d'après (2.2) D J V 1 ] « D[J(S)" 1] 
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. d'après (2.5) et ( 6 . 1 ) : S Ç P ( S ) 1 . ^ ( D 1 ) ç J ( S ) 1 . a ^ D 1 ) 

= J(S) . ̂ ( D 1 ) u ^ ( D 1 ) = J(S) 

J étant croissante et idempotente : J(S) Ç J(P(S) X . « U ^ D 1 ) ) ç J ( S ) 

soit J(S) = J(P(S) 1. ^ ( D 1 ) ) . 

Appliquons à nouveau (2.5) : J ( S ) = J(P(S) 1 . U ^ 1 ) ) - J ( P ( S ) L ) 

« J(P ( S ) ) d'après [6] . 

Par conséquent D [s l ] - D J ^ S ) " 1 ] (d'après ( 2 . 4 ) ) . Comme 

P(S) = < M ( S ) > on a : D [ M ( S ) " 1 ] - D [ P ( S ) " 1 ] 

HotoutloviA : ^ ( B ) = ̂ (B) - {0} ; avec les notations du §5 : 

3? (D) = { D [ S - 1 ] ; S-tb(D) i 0} On dit que p £ D - U > e s t £remier 

si p |ab >p| i ou p|b. 

(6.3) Théorème : Soit D un dzmi-gioupz atomique. ^Imptl^lablt de 

boôe B da.vu> lnqudi tout ILzmmt viAèductlble, 

QÂt ptimloA. Mou &*(B) e t ^ ( D ) tant zqul-

potzntA. 

VmoyUit/iatlon : . On définit y : *§f (D) >LS*(B) par 

vp ( D [ A - 1 ] ) = J(A) n B - M (À) 

C'est bien une application car DJV" 1] = D[c" 1]< s b s>J(A) = J(C) 

donc J(A) = J(C)r\ B ; J(A)n Be^*(B) car par définition de a 

^ ( D ) : A - U ( D ) + 0 ; soit x £ A -lb(D) donc x = up 1 ... p R

 n 

et du moins l'un des ^ . est distinct de zéro donc p.£ J(A)O B 

i i 

et J(A)o B t 0. 

. soit 4> : Ç*(B) > ^ D ) définie par 

^ (A) = D J A " " 1 ] . Oa a bien iç(A)e<if(D) car B o U ( D ) = 0 donc 

A- U>(D) = A ^ 0. 
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. d'après (6.2) : y<>4> (DpT 1]) = M>(J(A) B) 

= D[M(A)~ 1] = D [ A - 1 ] 

. ^o^(A) = ^(D [A~̂ "] ) = J(A)nB. Montrons que A=J(A)nB : 

il est immédiat que A Ç J ( A ) n B ; soit p € J ( A ) n B donc p e B et 

d'après (2.7) il existe y € D tel que py ̂  <A> . Donc py=q nq 0...q 
1 2 n 

avec q ^ £ A . p est irréductible donc premier. Par conséquent : 

3 i p | q^ • D'où p&>q^. Comme p £ B et q , £ B on a p = q^ F CA, 

Donc ^ ( A ) = A. 

§7. DEMI-GROUPES A FACTORISATION UNIQUE 

Soit B une base d'un demi-groupe atomique D : on dit que 
D est à factorisation unique si : V d £ D * : d=up np^...p =VG G . . n — r 1 2 m ^1^2 n 

implique n = m et Vi p.SLq. 

1 , ^ v (d) 
Dans ce cas tout élément d de D*" peut s écrire d = u p p 

p £ B ^ 
avec v (d) ̂  N et dans ce produit seul un nombre fini de v (d) 

P P 
n'est pas nul. [3] On démontre, cf[3], que : xy ^ 0 = = =>Vp(xy) 

= v p(x)+v p(y) . 

[l^A)ThtoKQmz : Soit D un dwl-gioupo. à iaoXoHJj>atiovi unique. 

Atotu pouA tout &ou6-d2/rU.-gfioupe, S de D 

D [ s QAt à ^acto^uation unique. 

VëmovU&iatLon 

. d'après [3] il suffit de trouver un sous-ensemble A de Dfs" 1 ] 

tel que tout élément de D [ S s'écrive de façon unique à 

"une unité près" comme produit fini d'éléments de A. Si card 
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D[S ^] = 1 le résultat est évident. Supposons donc card D [ S >1. 

. Soit B une base de D, B Q = ( p ^ B , 3s C S ps = 0} et 

B f = B-(B . u J ( S ) ) 

_ v (s) 
. par définition de B et J(S) : V s C S s = u ^ V ^ T / 0 \ P P 

p G- b o J 

. Cherchons les unités de D [ S (on note au lieu de 

v^>g(d)^g(s) . Si ~ est inversible il existe ~ tel que 

s ^ = "s d o n c ^ a C S t e l que odbs = as^t S. Comme card D [ S *]>1 

on a S Ç D * donc as t # 0 donc si p ^ B : v (d)+v (b)=v (s)+v (t) ; 
P P P P 

et si pé J(S) : v (d) = v (b) = 0. Donc si — est une unité : 
P P s 

V p ^ J ( S ) v p(d) = 0. Réciproquement si Vp^J(S) v p(d) = 0 : 

v (d) 

C F S « ) = M>s(u) p e B O J ( s ) H> G(P)
 P donc ? est inversible. 

Les unités de D[s sont donc les fractions de la forme 

j v (d)-v (s) , 

7 = V u )

 Pc BT[j(S) ^ ' - v e c u e ^ C D ) , 

. Soit ~ ^ D [ S "h donc d j* 0 et s ^ 0 et l'on peut écrire 
s L -J 

j = 4 >

s(u) 4> g(v)" vps(p) P P avec u, v e i f D 1 ) . 

Puisque - î * 0 et que s e s : V p £ B 0 v (d) = v (s) = 0 et l'on 
s p p 

d 7. v (d)-v (s) 
peut écrire f = <o P P a v e c 
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u, v ^ ^ C D 1 ) . Puisque j ^ 0 et que s e s : Vp eB c v p(d)=v (s)=0 

d 7 T v (d)-v (s) 
et l'on peut écrire — = ̂  ' V lç ( p)

 p P a v e c 

S p é_ D O 

v (d)-v (s) 

Pour p € B' a = v (d)-v (s) = v (d)>0 donc - = eu f a> ( D) P 
P P P P s p e B 1 ^ S v p ; 

. L'écriture précédente est unique à une unité près : si 

d T y 6 

7 = ^ P C B ' ^ s ( p ) P ' ̂ ? u n i t é > a l o r s ^ ? = f a v e c V P ^ B n J ( S ) 

v (a) = 0. Si d' = T p P on a - = donc il existe 
p p £ B T s t 

a* S tel que adt = aad's. Mais - ^ 0 et at € S==s=3>adt ^ 0, donc 
s 

si p e B : v (d)+v (t) = v (a) + v (d')+v (s) ; si p^J(S) : 
P P P P P 

v (d) = v (d r) = £ , d'où le résultat. 
P P P 

Rdma/iquz : On a démontré que ~ = ~ = > Vp £B' v^(d) = v (d') 

S*. AUTRES PROPRIETES 

[8.1) Vnopo&ition : Soit D un dml-QKoucpt commutcuti^ avec ë£ëmen£ 

neu#ie e D, e£ S un Aouà-demi-gtioupz de D*. 

SI (D,S) Ut du typz (R)[2], lu pKopKlztu 

Auivantu A ont zquivalzntu : 

a) S£<u>(D) 
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b) ut un ÎAomoKpkiAmz 

c) 4>s ut ^uJijzcitÂ,^ 

VemonAt/icuLLon : a)ss=>b) d'après [ô] 

b) >c) évident 

c)=====^>a) e £ S car si s e S se = s et comme SçD* e t(D,$ 
D D 

Est de type (R) on en déduit e D = e g e S. Soit se S ; comme vpg est 

surjectif, 3x €D : ̂  (x)=^p (s) \ donc il existe t £ S tel que 

txs = te D * t ; (D, S) étant de type (R) on a xs=e D=e s > puisque 

S Ç D * ; donc s e U ( D ) . 

(£.2) Commutation avec V&quivaJLznc£ de Reeô 

Soit D un demi-groupe commutatif, I un idéal et S un complexe 

de D ; a: D > D/I, : D > D [ S - 1 ] , if' : D/I > D/l[a(S) L j 

les homomorphismes canoniques. Alors les demis-groupes D/l[a(S) ] 

et D [ S ^"]/e(I) sont isomorphes. 

Vmomt/iatlon : fr'après ( 3 . 2 ) il existe a D 2 > D/I 

surjectif tel que a © ^ = ^ , o o C . Montrons que ^ «y 

l'équivalence d'homomorphisme de a est l'é- ^ - v _^ 

quivalence de Rees dans D [ S ̂ ] modulo e(I): ^ D/l£a(S) j 

. Si x = vç(a) ^ ( s ) "
1 , y = ^>(b) ^ ( t ) " 1 et 

a(x) = a(y) on a tff(a(at)) = ^'(a(bs)) donc il existe u £<a(S)> =(<S^ 

tel que u© a(at) » u 0a (bs) ; si u = a(a) avec a€<S> : a(aat) = 

a ( abs) donc ou bien aat = abs d'où x = y 

ou bien aat, abs € I d'où x, yee(I) 

. De même si x = y mod e(I) : a(x) = â(y) D'où le résultat. 
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