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LOCALISATIONS ET SCHEMAS AFFINES 

Michel HACQUE 

INTRODUCTION. 

Cet article est consacré à la mise en évidence des pos

sibilités qu'offre la théorie des localisations, en vue de 

l fétude des schémas affines. 

Etant donné un anneau cormutoubi^ A , si c#= Mod A est la 

catégorie des A-modules et si X = Spec(A) est le spectre pre

mier de A, muni de la topologie spectrale, tout ouvert U de X 

détermine une localisation é£ dans tÂ (Proposition 2-8). Les 

foncteurs localisations L^ de ces localisations àE^ , permet

tent la construction d fun ^onoJbLVJi ptâûcuucejcui P (Définition 

3-4) f tel que pour tout objet M d e j , le foncteur P(»,M) soit 

un préfaisceau P(M) sur l'espace topologique X et tel que tout 

ouvert U de X vérifie P(U,M) = LyM . 

Le foncteur préfaisceau P étant séparé (Théorème 3-6), la 

méthode de Cech -détermine un ^onctOM/L ^CUUCCJCUUL P (Définition 

4-2) et le morphisme fonctoriel canonique 0 : P £ est un m o -
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№w\otvphJa>M<¿ koïictotLLtt (Proposition 4-1). 

L'intérêt de ces constructions réside en ce que pour tout 

ouvert quctt»L-£Oïïip(lcX U de X , les morphismes canoniques 
TJ V 

0 W : P(U,M) + P(U,M) sont des ÎAcmoJiptvUmaA (Théorème 4 - 3 ) . 
M 

Ce résultat, fondamental pour la suite, entraîne que le fais-

ceau d'anneaux P(A) sur X coïncide avec le faisceau structu

ral (û.T = A du schéma affine (X, 6 ) associé à l'anneau A et 

que pour tout objet M de le faisceau P(M) sur X est un 

P(A)-Module qui coïncide avec le ^ -Module quasi-cohérent M 

associé de façon classique au A-module M (Corollaire 4 - 4 ) • 

Ces résultats montrent donc que le Théorème 4-3 constitue une 

généralisation du théorème ( 1-3 - 7 ) de [ 7 ] , qui établit le ré

sultat analogue dans le cas particulier où U est un OiW&ut 

CL^ÁMt bptoJLoJL de la forme D(f) avec f £ A . 

Il en résulte également des caractérisations simples des 

sections du faisceau structural d'un schéma affine ou d'un 

Module quasi-cohérent, au-dessus d'un ouvert quasi-compact 

(Corollaire 4 - 5 ) . Un cas particulier (Corollaire 4 - 6 ) donne 

une généralisation des premiers résultats obtenus dans cette 

voie dans [l 2~\ . 

Dans le cas où l'anneau A est nooXktHJjivi% les résultats 

obtenus prennent une forme simple (Corollaire 4 - 8 ) et il en 

résulte en particulier que pour tout A-module ¿YijZct¿ú N , le 

& -Module quasi-cohérent N associé, est un ^ o X ó c e o u faZcU>qui<¿ 

(Corollaire 4 - 9 ) . A titre de curiosité, ce résultat permet 

d'obtenir une démonstration élémentaire de la trivialité de 
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la cohomologie des Modules quasi-cohérents (Remarque (c)). 

Etant donné un schéma affine (X, associé à un anneau 

commutatif A, la suite est consacrée à l'étude du préschéma 

(U, <5 ) induit sur un ouv&it quaAJL-compact U , de X , par le 

schéma affine (X, & )• 

A. 

Tout d'abord, l'étude des localisations images directes, 

donne une propriété très utile des localisations du type <SP̂  , 

vis à vis des images directes (Lemme 5 - 8 ) et conduit à une 

propriété intéressante liant le spectre de A au spectre de 

l'anneau localisé A' = A^ de A pour une localisation du 

type ¿6 (Théorème 5 - 9 ) • 

11 est alors montré que la catégorie Qb^ des ^-Modules 

quasi-cohérents est équivalente à des sous-catégories locales 

de catégories de modules (Théorème 6-3 et Corollaire 6-4) et 

il en résulte l'existence d'un "foncteur fc^-Module quasi-

cohérent associé" (Corollaire 6-5). 

Si (X', <&',) est le schéma affine associé à l'anneau 
A. 

A' = r ( U , &. ) des sections au-dessus d'un ouveAt quoAt-compact 

U de X , si p est 1'homomorphisme canonique de A dans A' déter

miné par la restriction à l'ouvert U de X et si <f> est l'appli

cation continue de X' dans X déterminée par 1'homomorphisme p , 

alors l'ouvert U' = cf>"] ( u ) de X' est quat>t-compact, paAtout 

dojnAC dans X' et l'homomorphisme canonique de restriction p ' 

de r ' ( X ' , ( 5 ' f ) dans r ' ( U ' , 0 ' ) est un tbomoiphÂAmc. De plus 

si (U', <&y,) est le préschéma induit sur l'ouvert U' = 9 " (U) 

de X' par le schéma affine (X', &',) , l'application continue^ 
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de X 1 dans X induit un komtomoKpkibmd w de U ! sur U , qui dé

termine un JU>omo>vphAj>m<L d e p^e¿ckemo¿W de (U T, < 3 ^ f ) sur ( u , ( 5 ^ ) 

(Théorème 6 - 8 ) . 

Enfin, ces résultats conduisent à diverses caractérisa-

tions des ouvoAtS a^ÂJiZA des schémas affines (Théorème 7 - 1 ) 

et en particulier à une caractérisation cohomologique (Corol

laire 7 - 4 ) qui généralise le Théorème ( 1 - 3 - 1 ) de [&*] . 

Dans la suite, les principales références bibliographi

ques sont indiquées dans le texte, mais de façon générale, 

la terminologie et les notations relatives aux localisations 

sont celles de [ 3 ] et de [il] et la terminologie relative aux 

schémas affines et aux préschémas est celle de [ 7 ] • 
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1 - PRELIMINAIRES TOPOLOGIQUES 

Un espace topologique X est dit qucLA^t-compact si, de 

tout recouvrement ouvert de X , il est possible d'extraire 

un recouvrement fini de X . Il revient au même de dire que 

toute famille filtrante décroissante d'ensembles fermés non 

vides a une intersection non vide. Une partie Y d'un espace 

topologique X est un ensemble quasi-compact si le sous-espace 

Y est quasi-compact. 

Un espace topologique X est JLKKcdxicXÂJotc s'il est non 

vide et s'il n'est pas réunion de deux sous-espaces fermés 

distincts de X . Il revient au même de dire que X ^ 0 et que 

l'intersection de deux ouverts non vides de X est non vide. 

Une partie Y d'un espace topologique X est irréductible si 

le sous-espace Y est irréductible. Pour qu'un sous-espace Y 

d'un espace topologique X soit irréductible, il faut et il 

suffit que son adhérence Y soit irréductible. En particulier, 

tout sous-espace qui est l'adhérence {x} d'un sous-espace ré

duit à un point est irréductible. 

Dans un espace topologique X , la relation yc{x} équi

valente à {y}c-{x} se traduit en disant que y est une >6péoca-

lÂÀOuLLon de x ou que x est une Qcn&HJJ>CLtJLovi de y . Dans un 

espace topologique X , un posent g^nz^vlquc d'une partie fermée 

irréductible Y est un point x tel que Y = {x} . 
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1-1 . LEMME : Soit X un espace topologique quelconque. 

Toute, paAtic Y de X , qui admet un *y6tème 

fondamental de voisinage* qua^i-compacta, 

&6t un A ouA-espace qua^i-compact. 

Soit un recouvrement ouvert du sous-espace Y 

de X . Pour tout i€I , il existe au moins un ouvert U. de X 

1 

tel que W. = Y O U . . La partie U = U. est un voisinage 

i€l 

ouvert de Y dans X et par hypothèse, il existe un voisinage 

quasi-compact U f de Y tel que U f ^ U . En posant U£ = U ' O 

pour tout i€l , ce qui entraîne = Y n i M , la famille 

{ U | } ^ € l constitue un recouvrement ouvert du sous-espace qua

si-compact U f . Puisque U f est quasi-compact, il existe une 

partie finie J de I telle que la famille {Uï}. T constitue 

un recouvrement fini de U 1 . La relation : 

U W. = U Y D U ! = Y O [l^J U ! ] = YO U f « Y 
j e J 2

 J6J 1 j e J J 

montre que la famille {W.}. constitue un recouvrement ou-

vert fini du sous-espace Y , extrait du recouvrement ouvert 

"(Wĵ ifcl de Y , ce qui prouve que le sous-espace Y est quasi-

compact. 

1-2. LEMME : Soit X un espace topologique vérifiant la condi

tion : 

(a) Touut point de X admet un 6 y* terne iondamcn-

tal de voisinage* ouverts qucu>i-compacta. 
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Alou, tout &ovus-<ispace quuousi-compact Y dd X , 

admet un système fiondamentaZ de voisinage* ou-

v&its quuousi-compacts • 

Soit W un voisinage de Y dans X . Pour tout y £ Y , il 

existe un voisinage ouvert quasi-compact de y dans X 

tel que U y C W . En posant tT = Y O U y pour tout y€Y , la 

famille {U 1} constitue un recouvrement ouvert du sous-
Y y*Y 

espace Y . Puisque Y est quasi-compact, il existe une fa

mille finie {yj^jçj ̂ e points de Y , telle que la famille 

{Uf } constitue un recouvrement fini de Y . Il en résulte 

que la famille {U } constitue un recouvrement fini de Y 

par les ouverts quasi-compacts U dans X . La partie 

U - >^ U est alors un voisinage ouvert et quasi-compact 

de Y dans X , inclus dans W . 

1 -3 . LEMME : Soit X un espace topologique veài&iant la 

condition : 

( 6 ) Vans V espace X , Vapplication x + {x} ItA-

btit une conAejspondance biunivoque wtne X 

et V ensemble de* paAti&s henmée* VlAcdULC-

tibleJS de X . 

klohA, ¿1 U> u t un ensemble ^tttnant demois-

&ant d1 ouvetàs quasi-compacts, la pa/ttie 

Y = O U (Ut qua&i compacte et 16 constitue 

un 6y&tème ^ondamentat de voisinage* de Y . 
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Soit F f un ensemble fermé dans X , tel que %b induise une 

base de filtre sur F', c'est-à-dire tel que UHF1 £ 0 pour tout 

U€ %b . 

Soit S l'ensemble non vide des parties fermées F de F', 

telles que%? induise une base de filtre sur F , c'est-à-dire 

telles que UHF ̂  0 pour tout . 

Dans l'ensemble S ordonné par l'inclusion, soit S' une 

partie non vide et totalement ordonnée. Pour toute partie 

quasi-compacte U€ 16 , l'ensemble non vide, totalement ordon

né des parties fermées non vides UHF de U , pour F€S', a une 

intersection non vide. Il en résulte que l'ensemble fermé 

F" = £^jf F vérifie UnF" ̂  0 pour tout U€ U>, ce qui prouve 

que F" est un élément de S . L'ensemble S possède donc au 

moins un élément minimal F 

o 

Soient Fj et F 2 deux parties fermées de X telles que 

F Q = F U F . Si F^S et si F^S , il existe Ujelk tel que 

U J O F J = 0 et U 2€ *U> tel que U 2

n F 2 = ^ ' E n c h o i s i s s a n t 

U € V? avec UcUjOl^ , il en résulte 
U O F q = UH(F 1UF 2) = (UOF^U (UnF2> = 0 

ce qui est absurde. Ainsi F^ ou F 2 appartient à S et puisque 

F est minimal dans S , il en résulte F, = F ou F = F 
o 1 o 2 o 
ce qui montre que F q est un fermé irréductible. 

La condition (g) entraîne qu'il existe un point x de X 

tel que F q = {*} , ce qui entraîne en particulier xeF' . Pour 

tout U6 , la relation U O F Q ^ 0 entraîne qu'il existe y€U 
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avec y£{x} , ce qui implique xeU et par suite xeY . 

Ainsi, tout ensemble fermé F T de X , tel q u e ^ induise 

une base de filtre sur F f, vérifie F'HY ф 0 . 
Pour tout voisinage ouvert U f de Y , l'ensemble fermé 

F T = X-U* vérifie F'HY = 0 et par suite ̂  nTinduit pas une 

base de filtre sur F 1, ce qui prouve qu'il existe Ue ^ 

tel que UDF 1 = 0 c'est-à-dire tel que UcU' . 

Ainsi, Vo constitue un système fondamental de voisinages 

de Y et le lemme 1-1 montre que Y est quasi-compact. 

1-4. VETW1T10U ; Vanb un espace topologique X , une paAtie Y 

C6t stable par générisation At tout point x d e X 

qui ebt une, genènibation d ' u n point y d e Y , ebt 

un element d e Y . 

1-5. LEMME : Vanà un e s p a c e topologique X, pou/i toute, pa/utie 

Y d e X , V Interjection de6 voibinaga> d e Y , no

tez T et appelée le депеплле d e Y , ut la pluA 

petite paAtie d e X stable рая generation et 

contenant Y . 
En panXiculien роил que Y boit stable рол geneni-

/VU-

dation, i l haut et i l &ufâit que Y = Y . 

Une partie Z de X est stable par générisation si pour 
tout xeX , la relation {x}n Z ф 0 implique xeZ , c'est-à-dire 
si pour tout xeX , la relation xfZ implique {x}OZ = 0 . Il est 

immédiat que cette dernière condition signifie que tout xeX 

qui n'appartient pas à Z , n'appartient pas à un voisinage ou-
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vert U de Z . Il en résulte que pour qu'une partie Z de X 

soit stable par génêrisation, il faut et il suffit que Z = Z. 

Pour tout partie Y de X , les parties Y et Y admettent 

les mêmes voisinages, de sorte que Y est 1 intersection de 

ses voisinages, ce qui prouve que Y est stable par génêrisa

tion. Enfin, pour toute partie Z stable par génêrisation, la 

relation Ycz entraîne YcZ = Z ce qui montre que Y est la plus 

petite partie de X stable par génêrisation et contenant Y . 

1-6. PROPOSITION : Soit X un espace topologique vérifiant les 

conditions (a) et (з). Alors роил toute partte Y 
de X , i l y a équivalence des condition* suivante* : 

[a]. Le ¿00*-espace Y est stable рал généhJjbatton et 

quasi-compact. 

(b). La partie Y est stable рак génêrisation et ad

met un système fondamental de voisinages ou

verts quasi-compacts. 

[c]. Il existe un ensemble^ filtrant décroissant 

d'ouverts quasi-compacts, tel que Y = г - } y e 

Ve plus, un tel ensembleconstitue alors un sys

tème fondamental de voisinages de Y . 

Les lemmes 1-1 et 1-2 entraînent l'équivalence des con

ditions (a) et (b). 

Si Y vérifie la condition (b), en choisissant pour ЪЬun 
système fondamental de voisinages ouverts quasi-compacts de 

Y , le lemme 1-5 entraîne Y = T = u • Ainsi, la condi-
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tion (b) entraîne la condition (c). 

Si Y vérifie la condition ( c ) , le lemme 1-3 montre que 

Y est quasi-compact et que ^IM constitue un système fondamen-

tal de voisinages de Y . Il en résulte en particulier Y = Y 

et le lemme 1 - 5 montre alors que Y est stable par générisa-

tion et quasi-compact. Ainsi, la condition ( c ) entraîne la 

condition [a], ce qui achève la démonstration. 

1-7. COROLLAIRE : Soit X V ел p a c e topologique доил-jacent à 

un &ckema affine ou à an pnzbchema. 

А1оы, роил toute pa/itle Y de X , II y a equiva

lence de6 condLtlonb 6ulvanteA : 

[a] . L e лоил-глрасе Y ел1 stable рал. gcnenAAatlon 

et quuoubl-compact. 

[b] . La partie Y cbt stable рак géne^lbatlon et 

admet un bijbtème fondamental de volàlnageA 

ouverts qucubl-compacta. 

[c] . Il existe un ensemble U> filtrant dectiolbAant 

d]ouveAtb qucubl-compacte, tel que Y = U . 

Ve р1ил, un tel ensemble Ve constitue alou un щь-

teme fondamental de vo-i&tnage* de Y . 

D'après la proposition 1 -6 , il suffit de montrer que 

l'espace topologique X sous-jacent à un schéma affine ou à 

un préschëma vérifie les conditions (a) et (B) des lemmes 

1-2 et 1 - 3 . 
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La proposition (1-1-10) de [ 7 ] montre que tout ouvert 

affine est quasi-compact. La proposition (2-1-3) de [ 7 ] , 

qui assure que les ouverts affines forment une base de la 

topologie de X , montre que tout point xeX admet un systè

me fondamental de voisinages ouverts affines quasi-compacts, 

c'est-à-dire que X vérifie (a). 

Enfin, la proposition (2-1-5) de [ 7 ] montre que X vérifie 

(B), ce qui achève la démonstration. 

2 - LOCALISATIONS STABLES. 

2-1 - Rappels. Etant donné un anneau cormutati^ A , soit 

X = Spec(A) l'ensemble des idéaux pKtmiViA de A , appelé aussi 

le Apect/ie pKQjnie/t de A . Pour un xeX = Spec(A) , il est sou

vent commode d'écrire au lieu de x , ou même simplement 

lpe X . 

Pour toute partie E de A , la partie V(E) de X désigne 

l'ensemble des x€X tels que E c p 

x 

Les ensembles de la forme V(E) , dans laquelle E parcourt 

l'ensemble des parties de A , sont les ensemble* {ehmeb d'une 

topologie sur X , appelée la topologie bpeetnjxle ou la topolo

gie de la/iiski; sauf mention expresse du contraire, l'ensemble 

X - Spec(A) est toujours muni de la topologie spectrale. 

Si r(E) désigne la racine de l'idéal de A engendré par la 

partie E de A , la relation V(E) = V(r(E)) montre que lorsque 

CL parcourt l'ensemble des idéaux de A , les ensembles de la 

forme : 

12 



Localisations et schémas affines 

D ( a ) = X-V(Cl) = {x; x6X , a ^ x ) = {p; |p6X ,CL</ jp} 

constituent les ensembles ouvert* de la topologie spectrale 

de X . 

En posant : 

D(f) = D(Af) = { ^ ) ; ] p e x , f 4 | p } 

pour f6A , les ouverts de la forme D(f) sont les Ouverts af

fines Spéciaux de X [2] . 

En particulier : 

D ( 0 ) = 0 et D(l) = X . 

De plus, pour toute famille ( O U ) ^ ^ d'idéaux de A et 

pour tout couple ( CXj , CL) d'idéaux de A , les relations : 

D(Q.) = D( £ CL.) 
i€I i€I 

et 

D(CL , ) n D ( Q 2 ) = V(OL}n a 2 ) = D ( Q ] CXj 

montrent que l'application surjective D de l'ensemble des 

idéaux de A dans l'ensemble des ouverts de X est compatible 

avec les bornes supérieures et avec les bornes inférieures 

finies. 

Enfin, pour tout jp€X , les ouverts affines spéciaux 

D(f) associés aux éléments f€A , tels que f ̂  )p , consti

tuent un système fondamental de voisinages ouverts et quasi-

compacts de p dans X . 
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2-2. Notations. Etant donné un anneau commutati^ A , soit 

X = Spec(A) le JSpectXe pKQjnloA de A et soit c&= Mod A la 

catégorie des A-modules. 

Tout élément p 6 X détermine une localisation ^ danscrë 

caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent 

défini par : 

^fr> - {i ; i f ï> } • 

Toute partie Y de X détermine une localisation , 

définie par : 

âf « a sL 
Y P€Y P 

c'est-à-dire caractérisée par l'ensemble topologisant et idem-

potent défini par : 

Y y ^ 

Il en résulte naturellement : 

Inversement, toute localisation dans caractérisée 

par un ensemble topologisant et idempotent W , détermine une 

partie Ŷ - = Ŷ - de X , définie par : 

V V - D ( I ) • 

2-3. L B J M E : A v e c notations précédentes, V application 

Y -> &Y de Vensemble des paxtles de X , d m * 

£ ' e n * e m b £ e d e ô lo cotisations dans c4 e t V applica

tion £ + de Vensemble du localisations 

dan* aé, dans V ensemble des pcwties de X , venJL-

14 
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£ient les propriétés suivante* : 

(a). Pour toute paAtie Y d e x , Vensemble topo-

logisavtt ejt idempotent WY est VImage ré

ciproque, par l'application D, de l'ensemble 

des voisinage* ouverts de Y dans X . Autre

ment dit : 

WY = { I ; Y C D ( I ) } . 

[a'). Pour toute localisation 5? dan* oè, carac

térisée peut un ensemble topologisant et idem-

potent W , la paAtie Y<g = Y<^ de x est consti

tuée paA l u idéaux premiers de A qui n'appar

tiennent pas à . Autrement dit : 

( 6 ) . La relation Y , c y 0 implique < c ' e ^ -
1 2 Y 2 Y l 

à-dire : 

2 J 1 

(fa f ) • L a relation < j £ ê q u / c v a t e a ^ e à la rela

tion c *5"2 , implique Y £ c Yc^ » e'est-a-

( c ) . P o a / i £ o a £ e 6am< X £ e { Y . } . d e p a / U x & ô d e X , 
J J 

en posant Y = M T Y . , alou : 

X Y J6J * Y . ' 
3 6 j 
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(с') - Pour toute famille {£.}. de localisations 
J ~ 

dans сЛ-> en posant : Я. = A c] est-à-

(icAe ; ̂  = 9 T , aloKS : Y<p = ^— \ Y Q . , 

c1 est-à-dire : Y ^ = . 

(d) . Р о и л toute partie Y de x , *i ¥ est le gêné-

клле de Y , c* est-à-dùie la plu* petite par

tie de x stable pax généris ation et contenant 

Y , alors : 
Y Y ' 

(df ) • Р о а л toute localisation £ dan* o£ ; caractéri

sée par un ensemble topologisant et idempotent 

¥r, la partie xg> = Y ^ est stable par généni-

sation, c1 est-à-dire vérifie : 

La definition de Sf^ montre que La condition I équi

vaut à )oeD(I) , ce qui entraîne la partie [a] . 

La condition )peY^= Y<p se traduit alors par la condi

tion W с , qui est équivalente à f j . W , ce qui entraî
ne la partie (a*). 

Les parties (b) , (b1) et (c) sont immédiates. 
Avec les notations de la partie (c1) , il est évident que 

la partie Yg^ est contenue dans Ygr et si ]pe Y ^ , alors 
y ^ î et par suite il existe un indice jej tel que }p j . W ̂  , 
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c'est-à-dire tel que "jp € Ygj\ , ce qui entraîne la partie ( c 1 ) . 

Pour toute partie Y de X , la partie Y est l'intersection 

des voisinages ouverts de Y dans X , d'après le lemme 1-5. Il 

en résulte que Y et T ont les mêmes voisinages ouverts et la 

partie (a) entraîne la partie (d). 

La définition de Y ^ = Yg? montre que cette partie de X 

est une intersection de parties ouvertes de X et par suite 

elle est égale à l'intersection de ses voisinages dans X . Le 

lemme 1-5 montre alors qu'elle est stable par génêrisation, 

ce qui entraîne la partie [d*). 

2-4. DEFINITION : A v e c les notations précédentes, étant donnez 

u n e localisation $ dans caractérisée рая un en
semble topologisant et Idempotent W , soit W V en
semble topologlsant et idempotent défini рак : 

W= Ф_ avec z = Y<gp . 
La locoJUusatlon £ de crf est dite stable si Vensem

ble topologlsant et Idempotent est stable, c* est-

a-dire vérifie : 

y - W . 

2-5. PROPOSITION : PouK toute localisation £ dans oê, сакас-
térlsée рак un ensemble topologlsant et Idempotent 
Ф, Il y a équivalence des conditions suivantes : 
( a ) . La locatUation & ut àtablz, c ' eAt-à-dLLnz 
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( b ) . L1 en* emble veKlfle : 

# = I W P 

{ y 6 x ; $ c<5?p} . 

( c ) . PooA. tout l , <JL existe un Ideal premier 

>p de A ; t e £ que I cjp et <f W. 

( d ) . L'ensemble 9 vérifie l u deux condition* 

suivante* : 

( a ) . Le* ouverts dan* x de la forme D(i) avec 

leW constituent un *y6teme fondamental de 

voisinage* de la partie : 

Y*= [?F D<r> 

(6) • L1 ensemble est *aturé pour la relation 

d*equivalence a66ocA.ee à Vapplication D . Au

trement dit et D(i) = D(i f) entraînent 

i'e<5 . 

Il est d'abord évident que W vérifie toujours : 

? c f = ( ^ <JF 

En remarquant que )p € équivaut à p ou à f 

et que I ̂  ^ F y équivaut à I c "Jp , l'équivalence des conditions 

( a . ) , ( 6 ) et ( c ) est immédiate. 

La partie [a] du lemme 2-3 entraîne la relation : 

W = {I' , Y j C D d 1 ) } 

qui montre immédiatement que la condition [a] implique les 

parties (a) et (3) de la condition (d). 

18 
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Réciproquement, lorsque la condition [d] est vérifiée, 

pour tout I'€ W , vérifiant donc : Y<j CD(I') , la condi

tion (a) entraîne qu'il existe I e ^ tel que D (I) C- D(I ? ) . 

Il en résulte D(I) = D(ini'), avec I O I ' C I ' , et la condi

tion (g) implique ( I O I f ) 6 ^ , ce qui entraîne I ' € cf . Ain-

si, S c<F et d'après la remarque initiale, il en résulte : 

= , ce qui montre que la condition (d) implique la condi

tion [a]. 

2 - 6 . LEMME : Pour tout ouvert и de X, ^ localisation ^ danSc£ 

caractérisée pan Vensemble topologlsant et idem

potent ^' , vérifie les propriétés suivantes : 

(a). Pour tout idéal Cl de к , tel que U = D(a), 
Vensemble Ф у est constitué par les idéaux I de 

A , dont la racine r(l) contient Cl. 
Autrement dit : 

^ = {I ; a с r(I)} 
(b). Si Vouvert и de X est quasi-compact, tout 

Idéal a' de A tel que и = D( a!), contient un 

Idéal de type fini C l , tel que U = D(OL) et Ven

semble est constitué par les Idéaux I de к 

qui contiennent une puissance de Ci. Autrement 

dit, V ensemble Ф admet pour ensemble со final, 

Vensemble : 

{ Q 1 1 ; nelN} 
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(c). Si V ouvert U de X u t quasi-compact et si 

Qui un ideal de type fiini de A , tel que 

U = D(Ct) toute localisation dans <$, COJVXC-

tenJusee pax un ensemble topologisant et Hem-

potent W, veii&iant Qety est plus £lne que 

à£ . En pa/iticulieA, u t la moins ^ine de 

eu localisations. 

La partie [a] du lemme 2-3 entraîne : 

^ - {I ; D(CL) CD(I)} 

La condition I £ I F ^ se traduit donc par la condition : 

)P^D(I) implique £>^D(Gl), c'est-à-dire par la condition : 

le ]9 implique Cl^Jo. Puisque r(I) est l'intersection des 

idéaux premiers p de A qui contiennent I , la partie (a) en 

résulte immédiatement. 

La famille d'ouverts {D(f)} f £ ^ t constitue un recou

vrement de l'ouvert quasi-compact U = D(d'). Il existe donc 

une famille finie {f,}. d'éléments de CL* telle que la fa-

mille {D(f)jK^j constitue un recouvrement fini de U = D(GL'). 

La relation U = D(a f) = M T D(f.) « D(S Af.) montre que 

l'idéal de type fini CX= YZ A f • vérifie a c a ' et 
j e J 2 

U = D(CX') = D(Cl). Puisque le produit de deux idéaux appar

tenant à un ensemble topologisant et idempotent est encore un 

élément de cet ensemble, les puissances de OL appartiennent à 

puisque CL€<3^ . Pour démontrer la partie (b) , tout re

vient à montrer que pour tout l e ÏF , il existe un entier n 

20 



Localisations et schémas affines 

tel que ÛL nc I . Puisque Clcr(I) et que r(I) est l'ensem

ble des éléments aeA dont une puissance appartient à I , 

pour tout j é J , il existe un entier n. tel que f. € I . En 
J . J 

particulier un entier n f majorant les n. pour j€J , vérifie 
n 1 . 3 

f̂  el pour tout jej , Si p est le nombre d'éléments de J 

soit n = n'p . Tout élément a e a s'écrit sous la forme : 

a = 4—.L a. f. et a se développe sous la forme d'une somme 

de termes qui sont des "monômes11 par rapport aux p éléments 

fj , de "degré total" égal à n = n'p , ce qui entraîne que 

l'un au moins des fj figure avec un exposant supérieur ou 

égal à n' . Ainsi chacun de ces termes appartient à I et 

par suite a n e I . Il en résulte alors CX ncI , ce qui achè

ve la démonstration de la partie (fa). 

La condition C t e ' ï F entraîne O ^ e ^ pour tout entier 

n et la partie (b) entraîne alors ?R c 9* , ce qui démontre 
u 

la partie (c) puisque CX e . 

2-7. COROLLAIRE : Vans o£, toute localisation de type fini 

% [et en particulier toute localisation plate] 

est stable. 

SI est caractérisée pan. un ensemble topologi

sant et Idempotent , tout Idéal I n1 apparte

nant pas à Ç est contenu dans un Idéal maximal 

pouA cette propriété et un tel idéal est premier. 

La localisation èâ est de type fini si l'ensemble ̂  admet 

un système cofinal d'idéaux de type fini et toute localisation 

plate est de type fini [il]. 
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Pour tout idéal Cl de type fini, admettant un famille 

finie {f,}. T de générateurs, la relation D(a) = V—i D(f.) 

montre que l'ouvert U = D(ûL) qui admet un recouvrement 

fini par des ouverts affines spéciaux qui sont quasi-compacts 

est quasi-compact. En résumé, ce qui précède et la partie 

(b) du lemme 2-6 montrent que pour qu'un ouvert U de X soit 

quasi-compact, il faut et il suffit qu'il existe un idéal de 

type fini CL tel que U = D(CL). De plus, pour tout idéal ûLf 

tel que U = D(Ct'), il est toujours possible de choisir OL de 

sorte que CL c QJ . 

Pour tout I e ̂ , il existe un idéal de type fini 

tel que CL' c I , ce qui entraîne U = D(Qj)^D(I). Pour tout 

idéal I' de A tel que D(I) = D(I'), il en résulte la rela

tion : U = D(Q.') = D(afO Puisque l'ouvert U de X est 

quasi-compact, la partie (b) du lemme 2-6 montre qu'il exis

te un idéal CL de type fini tel que U = D(d) et a c u i t i ' . 

D'après la partie (c) du lemme 2-6, la relation U = D(Ou') = 

D(C0 dans laquelle a'€̂ F entraîne ̂ c 1 ? et comme Cl e 9^ , il 

en résulte CL€^F. La relation CLCI' entraîne alors l'e^ , ce 

qui montre que la localisation ifvérifie la condition ( S ) de 

la condition [d] de la proposition 2-5. 

D'autre part, pour tout I , il existe un idéal de type 

fini O clP, tel que a cl , ce qui entraîne : C D(CL)cD(I) . 

Il en résulte que l'ensemble U des ouverts quasi-compacts D(Cl) 

associés aux idéaux de type fini devest un ensemble filtrant 

décroissant d'ouverts quasi-compacts tels que Ygj» = U . Le 

corollaire 1-7 entraîne que ï-6est un système fondamental de 
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voisinages de Yĝ  , ce qui montre en particulier que lfensemble 

vérifie la condition (a) de la condition [d] de la proposi

tion 2-5. 

Cette proposition 2-5 entraîne alors que la localisation 

de type fini £6 est stable, ce qui achève la démonstration de 

la première partie du corollaire 2-7. 

Il convient de remarquer au passage que le corollaire 1-7 

entraîne également que Y^ est une partie de X stable par géné-

risation et quasi-compacte. 

Lorsque la localisation est de type fini, il est immé

diat que l'ensemble des idéaux de A n'appartenant pas à W est 

inductif. Il en résulte que tout 1 4 ^ e s t contenu dans un 

idéal 1 ' ^ et maximal pour cette propriété. Puisque la locali-

sation S?est stable, la condition (c) de la proposition 2-5, 

appliquée à I' montre que l'idéal I T est premier. 

Il convient de remarquer qu'il est possible d'obtenir une 

démonstration directe de ce résultat, de sorte que la proposi

tion 2-5 fournit alors une nouvelle démonstration de la premiè

re partie du corollaire 2-7. 

2-8. PROPOSITION : Avec le* notations précédentes, l'appllca-

tion Y -> 2 y et Vapplication è£+ Yg, caractérisent 

des correspondances bijectives réciproques en^ie l'en

semble des parties de X, stables par générisation et 

l'ensemble des localisations stables dans o#. 

Ces correspondances possèdent les propriétés sui

vante* : 

( a ) . Pour deux partie* Yj et Y^ , stable* par géné-
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risatlon, la relation YjCY 2 implique. : 5^ < j £ , 

c'est-à-diAe : ^ Y

 c ^ v , 2 1 

2 1 
( b ) . VOUA toute. Camille, {Y.}. de. parties stables 
par générisation, la partxe : Y = >y Y. est stable 
р а л générisation et vérifie : 

# = A 
Y j€J Yj ' 

с ' est-à-dlre : 
tir = П ^ " . *Y jeJ Yj 

Soit <f l'application caractérisée par <f(Y) = S? Y pour toute 
partie Y de X et soit s l'application caractérisée par 
s(#) = Y ^ pour toute localisation 5? dans c#. 

La partie [a] du lemme 2-3 montre que s о <p>(Y) est l'inter
section des voisinages ouverts de Y et le lemme 1-5 montre que : 

Y = s o<f (Y) . 
Alors, la partie [d] du lemme 2-3 entraîne la relation : 

( 1 ) = <f о s о <f 

et la partie (df) du lemme 2-3 entraîne la relation : 
(2) s = s о Cp о s . 

Les parties Y de X , stables par générisation sont carac
térisées par : 

(3) Y = s о <f (Y) 
et les localisations stables Sê dans e/#-, sont caractérisées par : 

(4) % = <?o s<SO . 

Pour toute partie Y de X , la relation (1) montre donc que 

la localisation <f (Y) dans c£> est stable et pour toute locali

sation dans c% , la relation (2) montre donc que la partie 
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s(S9 de X , est stable par génêrisation. 

Les relations (3) et (4) montrent enfin que ̂  et s carac

térisent des correspondances bijectives réciproques entre l'en

semble des parties de X , stables par génêrisation et l'ensemble 

des localisations stables dans . 

Le lemme 1-5 montre que la réunion d'une famille de par

ties stables par génêrisation est stable par génêrisation et les 

propriétés [a] et (b) résultent alors du lemme 2 - 3 . 

2 - 9 . PROPOSITîOW : A v e c les notations précédentes, Vapplica

tion : Y 5?y et V application £ + Y g > caractéri

sent des correspondance* bijectives réciproques en

tre l'ensemble des pa/ttles de X , stables par génêri

sation et quasi-compactes et V ensemble des locali

sations de type fini dans . 

Ces correspondances possèdent les propriétés sui

vantes : 

[a). Pour deux parties Y^ et Y^ stables par génêri

sation et quasi-compactes, la relation Y <^Y impll-

que : Se < 2W , c'est-à-dire : ^FY

 c tfY . 

(b). Pour toute famille finie ( Y . } . f i T de parties 

stables par génêrisation et quasi-compactes, la 

pajitie Y = j - J Y j est stable par génêrisation et 

quasi-compacte, et vérifie : 

J j 

( c ) . Pont deux position Y гХ Y 2 btabloj, рал QtnznÀ.-
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section et quasi-compactes, la pontic Y = Y^f^ est 

stable par générisation et quasi-compacte, et vérl-

^ : £ y = £ v £ , c'est-à-dLOie = . 

(d) . VOUA tout ensemble Vo ^titrant décroissant d ' o u -

ouverts quasi-compacts, la partie Y = u est 

stable par générisation et quasi-compacte, et vérl-

*Y U e U U ' e c Y D€IG U ueU U * 

Avec les données et les notations de la partie (d) , le 

corollaire 1-7 monte que Y est stable par générisation et quasi-

compacte, et que de plus tteonstitue un système fondamental de 

voisinages ouverts et quasi-compacts de Y . 

La partie (a) du lemme 2-3 donne la relation : 

- {I ; YCD(I)} 

et il en résulte que pour tout 1 6 ? ^ , il existe U e LG tel que : 

YcUcD(I). D'après la partie (b) du lemme 2-6, il existe un idéal 

CL1 de type fini tel que U = D(ÛLT), ce qui entraîne 

U = D(a')n D(I) = D(a'f)I), et il existe également un idéal Cl de 

type fini tel que U = D(Q) avec CLc CL' 0 I<=I . Cette relation 

entraîne donc I € 9^ et par suite : 

Pour tout U e l l » , la relation Y CU implique c ^ et il 

en résulte alors la relation: 

1 ueu> u 

Comme tout ensemble topologisant et idempotent ^vérifiant 
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^ U C ^ p o u r t o u t U € ^ > vérifie naturellement 3^^^ , il 

en résulte la relation : 

W = V ^ 
Y U 

ce qui achève la démonstration de la partie (d) . 

De plus, la partie ( 6 ) du lemme 2 - 6 montre que les loca-

lisations «5?^ sont de type fini et la caractérisation de «7̂  

entraîne que la localisation St^ est de type fini. 

Cette remarque entraîne que pour toute partie Y de X , 

stable par générisation et quasi-compacte, la localisation 

SfY = T ( Y ) est de type fini. En effet, pour une telle partie, 

le corollaire 1 - 7 montre qu'il existe un ensemble Vû filtrant 

décroissant d'ouverts quasi-compacts, tel que Y - U . 

Aussi, avec les notations précédentes, pour toute partie 

Y de X, stable par générisation et quasi-compacte, la localisa

tion j? = ( f ( Y ) est de type fini. 

Inversement, d'après le corollaire 2 - 7 , toute localisa-

tion de type fini S? dans <$ est stable et au cours de la démons

tration de ce corollaire 2 - 7 , il a été montré que la partie 

Yc£r = s(#) de X est stable par générisation et quasi-compacte. 

La proposition 2 - 8 entraîne alors la première partie de 

la proposition 2 - 9 , ainsi que les propriétés ( a ) et (b) . 

Avec les données et les notations de la partie ( c ) , silbj 

et sont les ensembles constitués par les voisinages ouverts 

et quasi-compacts de Yj et de Y^ , le corollaire 1 - 7 entraîne : 

Y l = U ^ , U l e t Y 2 = U ^ 2 " 2 
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Si \lo est l'ensemble filtrant décroissant des ouverts 

quasi-compacts de la forme U = UjrïU^ , avec *Vi<>j et 

£ *U*2 > ̂  e n résulte i a relation : 

Y = O U 
Ue^JU 

et la partie [d] entraîne alors : 

Y U e.Vo u 

ainsi que : 

= l ) % et = L J . 
Yl U,€ IJUj Ul Y 2 U 2e ^

 u

2 

Pour tout , il existe donc U £ 'Us tel que 

I e ^ . Puisque U = U j n u

2

 a v e c U i e e t U 2 & ^ 2 * 

il existe des idéaux de type fini CL^ et OL^ tels que 

Uj = D ( C L j ) et = D C C L ^ ) » ce qui entraîne en particulier 

n e S ? C *Jf e t a e e *fr . L'idéal de type fini 
1 Ul 1 Z U2 Y2 

a = ^ a 2 vérifie U = U j O U ^ = D ( C L j ) n D(a 2) = D(a> . 

D'après la partie (6) du lemme 2-6, les relations I € \ y et 

U = D ( O L ) entraînent l'existence d'un entier n tel que 

a11
 ci . 

Si e s t u r* ensemble topologisant et idempotent vérifiant 

*F c ̂  et 5^ C , les considérations précédentes impliquent 
Yj ï 2 

C L ^ é ^ et C L 2 € "g? ^ c e qui entraîne CL = CL^ CL^eSr et par 

suite C X n 6 9" . Puisque G . n c I , il en résulte I €*Çf , Ce 
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q u i démontre l a r e l a t i o n : ^Jr^ C ?3r . 

Comme d ' a u t r e p a r t l e s r e l a t i o n s Ycy^ e t Y cy^ 

i m p l i q u e n t î e t ^ c 1 ? i l en r é s u l t e l a r e -

1 2 Y 

l a t i o n : 

• y = 'g? V ^ 

Y Y , Y 2 

ce q u i a c h è v e l a d é m o n s t r a t i o n . 

R e m a r q u e s . 

( a ) L a p r o p o s i t i o n 2 - 9 e x p r i m e en p a r t i c u l i e r que l e t r e i l 

l i s des p a r t i e s de X , s t a b l e s p a r g é n é r i s a t i o n e t q u a s i -

c o m p a c t e s , o r d o n n é p a r l ' i n v e r s e de l ' i n c l u s i o n e s t i s o 

morphe au t r e i l l i s d e s l o c a l i s a t i o n s de t y p e f i n i dans 

c/ê. 

( b ) T o u t e l o c a l i s a t i o n s t a b l e â? dans c^ê e s t une b o r n e i n 

f é r i e u r e de l o c a l i s a t i o n s p l a t e s ( d o n c de t y p e f i n i ) e t 

r é c i p r o q u e m e n t l e s p r o p o s i t i o n s 2 - 8 e t 2 - 9 m o n t r e n t que 

t o u t e b o r n e i n f é r i e u r e de l o c a l i s a t i o n s de t y p e f i n i (ou 

de l o c a l i s a t i o n s p l a t e s ) e s t une l o c a l i s a t i o n s t a b l e dans 

L e s l o c a l i s a t i o n s s t a b l e s d a n s cA» s o n t d o n c a s s e z 

v o i s i n e s des l o c a l i s a t i o n s de t y p e f i n i e t d e s l o c a l i s a 

t i o n s p l a t e s . 

3 - L E FONCTEUR P R E F A I S C E A U . 

3 - 1 - N o t a t i o n s . E t a n t donné un anneau commutatl^ A , 

s o i t X = S p e c ( A ) l e SpectAe pKmJLZK de A e t s o i t cÂ = Mod A 
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la catégorie des A-modules. 

Tout ouvert U de l'espace topologique X détermine une 

localisation dans , caractérisée par lfune des don

nées suivantes : 

(a) Un ensemble topologisant et idempotent ^ d'idéaux 

de A déterminé par : 

^ = {I ; DCD(I)} . 

(b) Une sous-catégorie localisante fé7 de cïê . 

(c) Une mono-sous-catégorie c / ^ de c/^ . 

(d) Une sous-catégorie locale de c$ . 

(e) Un système localisant (L^ , i p U ) dans c?£ . 

Dans un tel système localisant, le foncteur localisa

tion peut être choisi de façon canonique et caractéri

sé par la condition suivante: pour tout objet M de : 

L M = licj Hom(I , M/<£ ) . 

I £ 3 ? и U 

Sauf mention expresse du contraire, dans la suite, 
désigne ce foncteur localisation canonique [ i l ] . 

3 - 2 . LEMME : A v e c les données oX les notations précédentes, 

pour tout couple d'ouverts U et u ' de x, vérifiant 

U ^ U 1 , la locatuatlon Sf , u t pltu> £ c n e 4 U £ la 
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localisation 2? et i t existe un morphisme fona

to l i t i canonique : 

possédant tes propriété* Suivantes : 

[a] Pour tout ouvent U de X, le morphiòme fonc-

toniel \|;U,U est le morpkisme fonctoriel Identi

que du fondeur 

(b) Pour trois ouverts u , u ' et u " d e x , vérifiant 

3> u n , alors 

u " , u . u ^ u 1 .U 'u 

Le lemme 2-3 montre que la relation U^U' entraîne 

afD < * , , c'est-à-dire 3 ^ , . 

Pour tout objet M de o# , la relation c ^ u f M per

met de considérer le morphisme canonique ^^'^ ^ e ^^^jM 

s u r M / « F u tM • 

Pour tout ouvert U de X, soit L^ le foncteur caracté

risé par la condition suivante : pour tout objet M de : 

L' M = li^ Hom(I , M) . 

Si deux ouverts U et U ! de X vérifient U^U' , ce qui 

31 



Localisations et schémas affines 

entraîne 3 ^ С ^ П | > la caractérisation de L^ et de L^ t mon

tre qu'il existe un morphisme fonctoriel canonique, défini 

de façon évidente : 

* , U m ' u : 4 m * M • 

Pour tout objet M de eê , en posant N * M /^yM e t N ' = М/Згц»М э 

les relations : 

Ly M = Ly К et Ly, M = 1^, N' 

montrent que la relation : 

,U',U ,,U',U _ , t U\lk 
* M - • H» ° Ù M } 

caractérise un morphisme de L^ M dans L^, M , qui provient d'un 

morphisme fonctoriel : 

Les propriétés [a] et (b) sont alors immédiates. 

3-3, LEMME : Avec le* donnée* et le* notation* précédente*, 

si Ouv(x) e*t Vensemble de* ouvert* de x ordon

né par Vinver*e de Vinclusion, il existe un jonc

teur ? de la. catégorie produit Ouv(X )xc# dans la 

catégorie <A- caractérisé par le* conditions sui

vante* : 
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[a] Pour tout objet (U,M) de Ouv ( x ) x c # , Vob

jet P(U,M) dedi QJ>t défini рол : 

P(U,M) = L D M . 

(b) Р о и л tout morphibme ( A , g) dans Ouv(x)*o# 
devint рал ил morphlsme A : U U' d a n 4 Ouv(X) 
[lorsque и э и т ) e t р а л un morphlsme g : M + M 1 

dansc4 , le morphlsme P(A,g) d e P(U,M) d a n * P(U',Mf) 
e ^ t devint рал : 

P(X,g) = L u f(g) о = о L u(g) . 

C'est une conséquence immédiate du lemme 3-2. 

3-4. VEV1NÏTZ0N : Etant donné un anneau commutatif A , si 

X = Spec(A) est le spectre premier d e A et Si 

o& = Mod A est la catégorie des к-modules, le fonc-
teur préfaisceau P , déterminé par A , est le bi-
foncteur : 

P(. ,•) Ouv(X)x Л + Je 

caractérisé рол le lenvne 3-3. 

En particulier, pour tout objet M d e cÂ, 

le joncteur : 

P(«,M) : Ouv(X) Л 

est le préfaisceau associé à M , noté également 

P(M) , et роил tout ouvert и d e X, le joncteur : 
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P(uV) : <A -> c# 

e*t le foncteur localisation canonique L,, de la 

localisation x y danó c# , associée à U . 

3 - 5 . Rappels et notations - Etant donné un espace topologique 

Y quelconque et une catégorie © , la catégorie de* pHJéjal*-

ceaax sur Y à valeurs dans 6b est la catégorie des foncteurs 

F de la catégorie Ouv(Y) des ouverts de Y ordonnés par l'in

verse de l'inclusion, dans la catégorie Gh . 

Etant donné un ouvert U de Y et un recouvrement ouvert Vo 

de U , le recouvrement ouvert òatuAé associé à*L6est cons

titué par les ouverts de Y contenus dans au moins un élément 

de 'Us. 

Avec ces notations, pour tout préfaisceau F sur Y à va

leurs dans (R> , soit F(7jL?) la restriction de F à la sous-caté

gorie U> de Ouv(Y) . 

Le préfaisceau F est un jalòceau si pour tout ouvert U de 

Y et pour tout recouvrement ouvert U d e U , l'objet F(U) et le 

"cône projectif" de "sommet" F(U) et de "base" P ( 1 U ) , déter

miné par F, caractérisent dans Ob , une Limite pXojectlve de 

F(1>b) . 

Si la catégorie© est avec limite* pnojectlve*, pour tout 

préfaisceau F sur Y à valeurs dans dò , pour tout ouvert U de Y 
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v 
et pour tout recouvrement ouvert U> de U , soit F(*UO une 

limite projectlve du foncteur FCU>) . Si de plus la catégorie 

(K> est avec limites inductlves filtrantes, soit F(U) une 
V 

limite Inductive des F(Xb) suivant l'ensemble filtrant décrois

sant des recouvrements ouverts saturés lb de U . Il est facile 
Y 

de vérifier que ces objets F(U) et les morphismes évidents de 
Y Y V 

F(U) dans F(U T) lorsque U=>U' , caractérisent un préfaisceau F 
sur Y à valeurs dans 6b , appelé le préfaisceau de Cech associé 
au préfaisceau F . Enfin, les morphismes canoniques de F(U) 

v 

dans F(U) caractérisent un morphisme 0(F) du préfaisceau F dans 

le préfaisceau F . [ 4 ] 

Avec ces hypothèses, un préfaisceau F sur Y à valeurs dans 

Gb est Sépare [ 4 ] si le morphisme 0(F) : F + F est un mono-

morphisme. 

Toujours avec les mêmes hypothèses, il est facile de vé-

rifier qu'il existe un foncteur Г de la catégorie des prêfais-
ceaux sur Y à valeurs dans 6h , dans elle-même , tel que pour 

tout préfaisceau F sur Y à valeurs dans (5b , le préfaisceau de 

ech F associe soit caractérisé par F = Г F . 

3-6. THEOREME : Etavit donné un anneau commutatif A , ¿1 

X = Spec(A) est le spectre premier de A et Si 

<Ж = Mod A est la catégorie des k-modules, le fonc

teur pré faisceau P , déterminé рал A , est séparé, 
ce qui signifie que роил tout objet M de <Л , le pré
faisceau P(M) = P(«,M) sur x à valeurs dans <Ж , 

associé à M , est séparé. 
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Il faut vérifier que pour tout o b j e t M d é c r e t pour tout 

ouvert U de X , le morphisme canonique : 

P(U,M) + P(U,M) = lijj P(U,M) 

est un monomorphisme. 

Puisque dansciï les limites inductives filtrantes sont 

exactes, il suffit de vérifier que pour tout objet M de cÂ , 

pour tout ouvert U de X et pour tout recouvrement ouvert Tjb 

de U , le morphisme canonique 

P(U,M) + P(U,M) = iim_ P(U',M) 

est un monomorphisme. 

Si *U> = {U_. ) • e j > en posant provisoirement L = L y et 

L. = Ly pour tout jeJ , compte tenu de la définition du 

foncteur P , tout revient à vérifier que le morphisme canoni

que : 

to î L M •> T T L- M 

j€j 3 

déterminé par les morphismes canoniques : 

fJ =fI!i , U : L M + L. M 

est un monomorphisme. 

En posant également SC = et S£. = Sf̂  pour tout j€j 

les localisations S?, sont plus fines que la localisation 5?, 

ce qui entraîne que les sous-catégories locales 56̂  des loca-
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/V/ 

lisations %. sont contenues dans la sous-catégorie locale $ 
• ^ r "I 

de la localisation SS . [llj 

Pour tout objet N de c/£, les diagrammes commutatifs : 

M l 
LM : • L. M 

déterminent des diagrammes commutatifs : 

Horn (M,N) 

u tjn ^ \ H o m ( i ( ; M

J , N ) 
Hom(^M,N) ^ < ^ J M 

Hom(LM,N) 4 : Hom(L. M,N) 

Hom(ijjJ,N) 2 

Pour tout jcj et pour tout objet N de , qui est à 

fortiori un objet de , les définitions de L et de L. entraînent 
U U • 3 

que les morphismes Hom(^ , N) et Hom ( i J^ , N) sont des iso-

morphismes. Il en résulte que le morphisme Hom(i|> J ,N) est un 

isomorphisme, ce qui entraîne que 1Tobjet L^ M et le morphisme 

^ caractérisent un localisé de l'objet L M de <i pour la loca

lisation j £ . . Autrement dit : 

J 
j Ui 

L. M * L. L M et f - i|) J . 
J J LM 

En posant également ^ = ̂  et 3*. = ̂  pour tout j €J , 

il en résulte alors les relations : 

Ker ijr = Ker xj> J = cf. LM . 
LM J 
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La relation ai = ] f ^ entraîne donc : 
jeJ 

Ker ID = D ~?f. LM = ( O ^ - ) LM . 
j e j J j e j J 

D'après la proposition 2-8, la relation 

u = U u . 

implique la relation : 

S?- f~)W. 

qui entraîne alors : 

Ker u) = ^ L M = 0 

ce qui achève la démonstration. 

3-7. Remarque : Soit Ann la catégorie des anneaux commuta-

tifs et soit Mod la catégorie des modules "sur un anneau corn-

mutatif variable11. Le foncteur canonique : p : Mod -> Ann , qui 

associe à tout B-module N l'anneau "de base" B est bi-filbfiant 

M -

Avec les données et les notations précédentes, pour tout 

ouvert U de X , le A-module P(U,A) = L y A est aussi le A-mo

dule sous-jacent à Vanneau locaLUé de A pour la l O C a l i s a -

RC* "Vj 
tion , noté alors P Q(U,A) et pour tout objet M d e 4 5 le 

A-module P(U,M) détermine un PQ(U,A)-module noté P Q ( U , M ) . 

Pour deux ouverts U et U' de X vérifiant U ^ U ' , le morphisme 
U 'U X 

peut être considéré comme un homomorphisme de l'anneau 
A 
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P (U,A) dans l'anneau P (Uf,A) de telle sorte que le morphisme 
0 U TU ° 

de A-modules : P(U,M) -> P ( U T ,M) peut être considéré comme 
u ' u 

un morphisme de P (U,A)-modules de P (U,M) dans (i|;A ) P (U f,M), 
. . 0 ° t ° U'U 

qui caractérise donc un morphisme dans Mod , note encore ^ 

de P (U,M) dans P (Uf,M) . 
o o 

Ces remarques montrent que le bi-foncteur : 

P(« , •) : Ouv(X)x cÂ cfe 

détermine un bi-foncteur : 

?(•»•) : Ouv(X)x -> Mod  

vérifiant en particulier la relation : 

P(U,M) = P Q ( U , M ) 

pour tout ouvert U de X et pour tout objet M de 

De plus, le préfaisceau P (A) - P Q(*,A) est un ptâ&CUACZCLU 

d1'anne/MX. sur X et pour tout objet M de le préfaisceau 

P Q ( M ) = P^C^jM) est un préfaisceau sur X à valeurs dans Mod 

vérifiant : P (A) = p o P (M) . 
o o 

Comme est la "fibre11 de Mod au-dessus de A , en fait, 

tout objet A de Ann détermine donc un foncteur P de la fibre J o 

de Mod au-dessus de A , dans la catégorie des préfaisceaux 

sur le spectre premier X de A , à valeurs dans Mod . 

En général, le foncteur noté ici P est noté simplement P 
o 

et il suffit alors de préciser que le foncteur P est "considéré 

comme à valeurs dans Mod 11 . 
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4 - LE FONCTEUR FAISCEAU. 

4 - 1 . PROPOSITION : Etant donné un anneau commutatif A , si 

X - Spec(A) est te spectre premier de A et Si 

cÂ = Mod A est la catégorie des A-modules, alors : 

la) Le fondeur pré faisceau P , déterminé par A et 

caractères ë par le Ы- foncteur : 

P(*,0 : Ouv(X)x <A •> <â 
Y y 

détermine un foncteur préfaisceau de Cech P carac

térisé par un Ы-foncteur : 
?(•>•) : Ouv(X)x d cÂ 

tel que pour tout objet M de <A, le prêfaisceau 

?(M) = £(*,M) SUT X est le préfaisceau de Cech as

socié au préfaisceau P ( M ) = P ( * , M ) sur X . 

(b ) Il existe un morphisme fonctoriel canonique : 

0 : P ( - , - ) + P(-,0 

caractérisé par les morphismes canoniques : 

0^ : P ( U , M ) - P ( U , M ) 

pour tout ouvert и de x et pour tout objet M de <Л . 

Ve plus, 0 est un monomorphisme fonctoriel. 

( c ) Pour tout objet M de c/&, le prêfaisceau de 

Cecfi p ( m ) = P ( * , M ) est le faisceau associé au prê

faisceau P ( M ) = P ( * , M ) . 
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Puisque la catégorie & est avec limites projectives et 

avec limites inductives filtrantes exactes, tout objet M de 

(^détermine un préfaisceau de Êech P(M) = P(«,M) . Comme le 

préfaisceau P(M) dépend fonctoriellement de M , il en résulte 

que le préfaisceau P(M) dépend fonctoriellement de M , ce qui 

établit la propriété (<x) et la première partie de la propriété 

(b). 

Le théorème 3-6 montre alors que 0 est un monomorphisme 

fonctoriel. 

Enfin, pour tout objet M deçA , d'après le théorème 3-6 

le préfaisceau P(M) sur X est séparé et il est connu que dans 
y 

ce cas, le faisceau associé à P(M) est le préfaisceau de Cech 

P(M) associé à P(M) [ 4 ] . 

4-2. DEFINITION : Etant donné un anneau commutatif A , Al 

X = Spec(A) est le spectre premier d e A <¿t Sl 

c#= Mod A est la catégorie d e ó A-modules, le fonc-
y 

teur faisceau P , déterminé par A , ebt le Ы-jonc

teur : 

£(•,•) : Ouv(X)x -> ct£ 

caractères é par la proposition 4-1. 

En particulier, pour tout objet M d e сЛ, le 

joncteur : 

P(M) = P(»,M) : Ouv(X) + c£ 

est le faisceau associé à M e t c1 est aussi le faisceau 

associé au préfalsceau P(M) = P(',M) . 
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D'après la remarque 3 - 7 , le foncteur préfaisceau P , dé

terminé par A , peut être "considéré comme à valeurs dans 

Mod " . Lorsqu'il en est ainsi, le théorème 7 (p. 1 7 8 ) de [ 2 ] 

et le théorème 5 - 4 - 4 de [ 9 ] montrent qu'une construction ana-
v 

logue à celle du foncteur faisceau P permet d'obtenir un bi-

foncteur à valeurs dans Mod qui détermine alors de façon 
y 

canonique le foncteur faisceau P , déterminé par A . 

Ainsi, il convient de remarquer que le foncteur préfais-
V 

ceau P et le foncteur faisceau P , déterminés par A , peuvent 

être considérés comme à valeurs dans Mod " et que cette iden-
Y 

tification est compatible avec la construction de P à partir 

de P . 

4 - 3 . THEOREME : Etant donné un anneau commutatif A , ¿1 

X = Spec(A) est le spectre premier de A , si 

<rf = Mod A est ta catégorie des A-modules, si P 

est le joncteur prêtais ceau et si v est le jonc

teur faisceau, déterminés par A , alors pour tout 

objet M de cÂ et paur tout ouvert quasi-compact U 

de X , le morphlsme : 
ej[ : P(U,M) - P(U,M) 

est un isomorphisme. 

La proposition 4 - 1 assure que o}[ est un monomorphisme. Il 
U 

suffit donc de montrer que 0 est un épimorphisme et puisque 
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dans <ft , les limites inductives filtrantes sont exactes, tout 

revient à montrer qu'il existe des recouvrements ouvertse\hde 

U , arbitrairement fins, tels que le morphisme canonique : 

P(U,M) + POb,M) 

soit un épimorphisme. 

Comme U est un ouvert quasi-compact de X et que les ou

verts affines spéciaux constituent une base de la topologie 

de X , il est toujours possible de supposer que est consti

tué par une famille finie {U.}. _ d'ouverts affines spéciaux 

formant un recouvrement de U . 

2 

Pour tout couple (j,k)€ J x J = J , soit U. = U . = U.OU . 

En posant provisoirement L = L,T , L. = L pour tout j€J et 
2 J i U;U 

L.^ = L^. = Ly pour tout (j,k)€J , ainsi que : i¡i - \¡>^J pour 

tout jeJ et tyK-j - ijj J k J , il est d'abord immédiat que POU?,M) 

est aussi une limite projective du système projectif représenté 

par le diagramme : 

L j M —¡i! 

L k M ^ 

o 
dans lequel j€j et (j,k)6J 

V 

Un élément ÇePOU^M) est donc représenté par une famille 

Ç = (£.). T d'éléments £.eL. M pour tout jej , telle que tout 
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2 
(j,k)fcJ entraîne la relation : 

( , ) * k 3 ( ç j > = ç k j - « j k - * 3 ^ • 

Tout revient donc à montrer que pour tout élément 

Ç€P(*U*,M) caractérisé de cette façon, il existe au moins 

un élément n€P(U,M) = LM vérifiant pour tout j€J , la re

lation : 

(2) Ç. = * J(n) . 

En posant provisoirement ^ = If pour tout j€j et 

2 J î 
#f * <F pour tout (j,k)€Jz , les relations : ^. M c m 
^ jk ^ ^ 

permettent la considération des morphismes canoniques : 

p, . : M! = M/tT- x, -> M!. = M/y- x = M 1 . . 
Tc.j J 'tf.M jk /Ç.,M Tcj 

J 

Soit Ç€P(U*,M) un élément représenté par une famille 

Ç - (Çj)j€j d'éléments £j
€ Lj M > vérifiant les relations (1). 

L'élément Ç.€L. M = lin̂  Hom(I,M!) est représenté par 
J J I e g?. J 

J 

un homomorphisme : ¥'.' : AfV -> M'. , dans lequel fï est le eé-

nérateur d'un idéal monogene AfV , élément de S * . , c'est-à-

dire vérifiant : U. = D(fV) et pour lequel Ç. = <f'.' , en dé-
3 3 3 3 

signant systématiquement par la lettre "sur lignée", l'image 
d'un homomorphisme, dans la limite inductive où il figure. 

L'élément Ç ,€L. M = litî  Hom(I,M' ) image de Ç, 
3 3*- j € g? J k J 

jk 
kl 

par il; , est représenté par la restriction à l'idéal Af'.'f" 
3 k 
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du compose : y. . o <p'.' : AfV + M e t l'élément 
kj 1 j J jk 

îk 
Ç4 v e L v i M = l i a Hom(I,MT ) image de Ç par tyJ , est 

k 

représenté par la restriction à l'idéal AfVf£ du composé : 

La définition de L,, M , la relation U.. = U. O U = 
jk * jk j k 

D(fV)0 D(f") = D(f".f") et le fait que admet pour 
j k j k j k 

système cofinal les puissances de l'idéal Af'.'f" , montrent 
J k 

que les relations ( 1 ) entraînent l'existence d'entiers m. . 

tels que les restrictions de y, . o SP" et de y., o S7'1 à 
kj j jk k 

l'idéal ACfVf.")™^, coïncident. 
J k 

2 

Puisque l'ensemble J est fini, si m est un entier qui 
2 

majore les entiers m. pour tout (j,k)€J , il en resuite 
J ?k 

que pour tout (j ,k)€j2 y les restrictions de y^j o ^pV et de 
y., o <f" a l'idéal AfV m f"m , coïncident, 
jk 1 k j k * 

En posant f î = £" m pour tout j€j , ce qui entraîne en 

particulier U. = D(fï) , si ÇÇ>\ est la restriction de P̂'.' 
J J J - J 

à l'idéal Af! , ce qui entraîne donc Ç. = *?! > pour tout 
2 ^ J -3 

(j,k)6J les restrictions de y, . o ̂  et de y., o ? ' à l'idéal 
kj ! j jk k 

Af! f' , coïncident. 
J k 

Pour tout jej , l'homomorphisme ! : Af! M! peut être 
J J J 

caractérisé par un élément y.eM , dont l'image y! dans M', vé-
J J J 

rifie : 
f ï ( f ! ) = y! . 
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Puisque les restrictions de 

V j ° f j e t d e vik°% à 1 , i d ê a l 

Af'.f.' coïncident, il en résulte la relation : 
J k 

qui donne alors la relation : 

Les deux membres de cette relation sont les images dans 

Ml, « M/^ w des éléments f,'y. et f !y. de M et cette re-
j k k j j ' k 

lation entraîne donc la relation : 

La relation U.. - D(f'.f') , la définition de M et 
j k j k j k 

le fait que Ĵr., admet pour système cofinal les puissances de 

l'idéal Af'.f' , montrent que la relation précédente entraîne 
J 2 

l'existence d'entiers p. , pour tout (j ,k)£J , tels que : 
J >^ 

2 
Puisque l'ensemble J est fini, si p est un entier qui 

o 
majore les entiers p. pour tout (j , k ) € J , il en résulte 

J *k 
les relations : 

(3) (fïf^)P (fïyk - f£y.) » 0 

2 
pour tout (j ,k)€J 

En posant f^ « P o u r t o u t jfcJ » ce qui entraîne 
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en particulier U_. = 5 s^ e s t ^ a r e s t r i c t ^ o n de 

«p! à 1 T idéal Af, = Af'.P f! , ce qui entraîne donc Ç. = ̂ . , 

elle est caractérisée par : 

f.(f.) = <fî(f! p f!) = f'.p<f!(f!) = f!p y! 
J J J J J J J J J J 

et en posant x^ - f ! P y_. pour tout j€J , les images x^ 

dans M! , vérifient : 

W • xi • 

La relation (3) se met sous la forme : 

ce qui donne alors : 

f. x - f x. = 0 . 
J k j 

En résumé, pour tout élément ££PCU),M) déterminé par 

une famille Ç = (Ç.). T d'éléments Ç.6L. M , vérifiant 

les relations (1), il existe une famille ( f . ) V T d'éléments 

de A , vérifiant : 

(4) U = D(f 

une famille ^^fj^jçj d'homomorphismes : 

(5) <3. : Af. -> M! 
J J J 
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vérifiant : 

et une famille (x.) . d'élémer*-e de M , tels que si xî 
J J t J J 

désigne l'image canonique de x. uciiis Ml = My^ , les 

homomorphismes (p̂  soient caractérisés par les relations : 

(7) < f j ( f . > - *j 

et que de plus : 

( 8 > f j \ ~ fu xj - 0 

pour tout (j,k)€J . 

Puisque U « l / U. , les relations (4) entraînent que 

l'idéal : 

vérifie U = D(Q) et par suite a e 5 . 

Si r est le nombre d'éléments de J , en posant : 
r 

A = A , soit g l'homomorphisme surjectif de A sur OU 
défini par la condition suivante : pour tout X^A , carac
térisé par une famille X * ^j^jeJ d'éléments de A : 

g ( x ) » H x f . 
jeJ J J 

Il en résulte une suite exacte : 
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o -> k a a -> o 

dans laquelle le noyau K de g est constitué par les éléments 

X = ( X . ) . T > vérifiant : 

X. f. = 0 . 

Si X = ( X . ) . vérifie X6K , pour tout indice keJ , 

en posant = J - {k} , il en résulte la relation : 

- K f i = T2 A. f. 

qui entraîne : 

" Ne f

k \ - £ ^ f j \ 

et les relations (8) impliquent : 

" \ \ \ = g, Aj fk
 Xj 

ce qui donne : 

V H x ) - 0 . 
jej J J 

Puisque la famille ( f v ) V C T engendre l'idéal CL, il 

en résulte que tout a £ CL , vérifie : 

a • ( J~ A. x.) = 0 

et puisque CL e , il en résulte la relation : 

( XL A. x.) € . 
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Ainsi, la condition X6K implique : 

( T ~ x . x . ) e gfM . 

Soit u 1'homomorphisme canonique de M sur M' = M/ 

et soit <po 1'homomorphisme de A dans M défini par : 

G (X) = ]T A. x. . 

Ce qui précède montre donc que la condition X €. K im

plique : 

y o <f> (X) = 0 
1 o 

ce qui montre qu'il existe un homomorphisme unique : 

Cp : a -> M' 

vérifiant : 

Cf> o g = u o çp 

De façon précise, cet homomorphisme <p peut être carac

térisé par la condition suivante : pour tout élément a e O l 

mis sous la forme : 

a = / a . f. 

l'élément *f (a) de M' est caractérisé par : 
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Cf (a) = Ц a. y(x.) 

et il est indépendant de la décomposition de a . 

Pour tout j£J , il en résulte en particulier : 

<f(fj) = U ( X j ) 

et comme l'image de p(x^) par 1'homomorphisme canonique 

uï : M' -* M', est x! , il en résulte les relations : 
J J J 

( 9 ) uj 0 ? ( f j ) = x j 

Puisque a € ty% 1' homomorphisme P̂: CL M 1 determine 

un élément л = ̂  de LM et pour tout j в J , les relations 
( 6 ) , ( 7 ) et ( 9 ) entraînent les relations : 

Çj = Ф 3(л) 

ce qui achève la démonstration. 

4-4. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif A , si 

X = Spec (A) est le spectre premier de A , le jonc

teur jaUceau P déterminé рал A , possède les pro

priété* suivantes : 

[a] Le jalsceau d1 anneaux P(A) sur X coïncide avec 

le faisceau structural © = A du schéma affine 
л 

(X, Ф ) déjlnl par A . 

(b) Pour tout A-module M , le jalsceau P(M) sur X 

est un P (A) -Module qui coïncide avec le Ф -Modale 

M associé de jaçon classique au A-module M . 
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La remarque qui suit la définition 4 -2 montre que le 
V V 

faisceau P(M) sur X est un P(A)-Module, c'est-à-dire que 

pour tout ouvert U de X , l'objet P(U,M) de Mod est un 

P(U,A)-module et que pour deux ouverts U et U' de X véri

fiant : U^>U' , le morphisme canonique P(U,M) ->P(U',M) 

dans Mod se projette dans Ann suivant le morphisme canoni

que : P(U,A) + P(U' ,A) . 

Pour tout élément f^A , l'ouvert affine spécial D(f) 

est quasi-compact et le théorème 4-3 entraîne les relations : 

P(D(f),A) = P(D(f),A) = L D ( f ) A = Aj 

et 

P(D(f),M) = P(D(f),M) = ̂ ( ^ M = M f 

dans lesquelles A^ [resp. M^] est l'anneau [resp. le module^ 

localisé de l'anneau A [resp. du A-module M] pour la locali-

sation dans la catégorie des A-modules, caractérisée par 

l'ensemble topologisant et idempotent ^ des idéaux de A 

qui contiennent une puissance de f . 

Comme la construction classique [ 7 ] [ 2 ] du faisceau struc

tural = A [respectivement du @ -Module m] le caractérise 
A. A. 

par les conditions r(D(f),e>x) = A f [resp. : T(D(f),M) = M f] 

pour tout élément f€A , le corollaire 4 -4 en résulte immé

diatement. 

4-5. COROLLAIRE : Etant donné an anneau commutatif A , si 

X = Spec (A) est Iz spectre premier d e A , Si P 
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est le joncteur préjalsceau et si £ est le jonc

teur jalsceau determines par A , pour tout ouvert 

quasi-compact U de X et pour tout idéal de type 

fini CL de A , véntjlant и = D(&) , alors : 

[a] Le jalsceau structural & = A du schéma aj-

jlne ( x , 0 ) déjlnl par A , vénljle 
Л. 

r(U, # x ) = P(U,A) = P(U,A) = Ly A . 

En particulier, si 9* A гд£ V Idéal de A 

constitué par les éléments de A do Kit £ ' annulateur 

appartient à ф , c1 est-à-dlre contient un Idéal 

de la jorme a n
 , a v e c n IN , a£o/tô : 

r ( U , G ? ) = lim Hom(I,A/ ) = lim^ Нот ( а П , А / * г д ) 
X DO)=U ^ U A пеШ . *VA 

(b ) Р о и л £ o u ^ k-module M , £ e (5 -Module M associé 

à M , vérljle : 

r ( U , M ) = P ( U , M ) = P ( U , M ) = Ly M . 

Eki particulier, si ф M est le sous-module 

constitué par les éléments de M dont V annulateur 

appartient à Ф , c*est-à-dire contient un Idéal 

de la jorme Gt n , a v e c neiN , alors : 

r (U,M) = lim Нот(1,М^ л) = U m ^ H o m ( C L \ M % м ) . 
D(I)=U и n€lN и 

La caractérisation de résulte du lemme 2-6 et elle 
entraîne alors les caractérisations de ^ A et de M . 
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Ce corollaire 4-5 est alors une conséquence immédiate 

des définitions de P et de P , ainsi que du théorème 4-3 

et du corollaire 4-4. 

4-6. COROLLAIRE ; Etant donné un anneau commutatif A , ¿1 

X = Spec(A) e*t le spectre premier d e A , aloh* : 

[a] ?OUX tout ouvert quasi-compact U d e X tel 

que tout Idéal I de A , vérifiant U = D(l) ait un 

annulateuA nul et pouA tout idéal de type fini ci 

d e A vérifiant U = D(a) , le &ai*ceau stAuctuAal 

(5V = A du schéma a&&lne (X, & ) défini peut A , 
x A 

véhljle : 

T(U, O ) = lim Hom(I,A) = lim Hom (CX n,A) . 
D(I)=U n€!N 

(b) VOUA tout k-module M et pouA tout ouvert 

quasi-compact U d e X tel que tout Idéal I d e A , 

véAi^tant U « D(l) , ne sott contenu dans aucun 

des annulateuA* du élément* non nul* de M et 

pouA tout idéal de type fini CL d e A , vérifiant 

u = D(d) , le &x~Module M associe à M , vérifie : 

r(U,M) = lim Hom(I,M) = lim Hom(OL.n,M) . 
D(I)=U ne IN 

Les hypothèses entraînent respectivement A = 0 et 

M = 0 . Le corollaire 4-6 est alors une conséquence immé

diate du corollaire 4-5. 
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4-7. LEMME : Etant donné un anneau commutatif noethérien A , 
soit c$= Mod A la catégorie des mo dales. Роил 

toute localisation ^ dans o&, caractérisée рак un 

ensemble topologlsant et Idempotent^ d'Idéaux de 

A , le foncteur localisation L peut etKe caracté

risé рак la condition suivante : роил tout objet 

M de Л : 

LM = lig Hom(I,M) . 

En effet, si ê* est la sous-catégorie localisante de 
associée à SE* , la proposition 10 (p. 428) de [з] montre que 

est stable par enveloppes injectives et le lemme 4-7 ré
sulte alors du corollaire 1. (p. 413) de [з]. 

4-8. COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif noethérien 
A , Si X = Spec(A) est le spectre premier de A , 
роил tout ouvert U de X et роил tout Idéal CL de A , 
vérifiant U = D(a) , alors : 

(a) Le faisceau structural 0 = A du schéma affine 

di^lnl рал A , мгкЛ^Ля. : 

r(U,0 ) = 1 щ Hom(I.A) = lim, Hom(q n,A) 
D(I)=U пеШ 

(b) VOUA tout k-modulz M , £ e G> x - M o d a £ e M ал&ослг 

à M , vztbllia : 

T(U,M) = Hm, Hom(I,M) = 1 щ Hom( а П,М) . 
D(I)=U neTN 
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Comme tout ouvert U de X est quasi-compact et que tout 

idéal CL de A , est de type fini, le corollaire 4-8 est une 

conséquence du corollaire 4-5 et du lemme 4 - 7 . 

4 - 9 . COROLLAIRE : Etant donné un anneau commutatif noethérien 

A , si X = Spec(A) Ut le spectre premier de A eJt 

si <3V = A u t le jatsceau structural du schéma aj-

jine déjini par A , alors pour tout A-module injec-

tif N le &-Module N Ut un faisceau flasque, 
x 

Puisque N est injectif, pour tout idéal I de A , l'appli

cation canonique de Hom(A,N) dans Hom(I,N) est surjective et 

par suite pour tout ouvert U de X , il en est de même pour 

l'application canonique : 

N lirn̂  Hom(I,N) 
D(I)=U 

Ainsi, d'après le corollaire 4 - 8 , l'application canonique 

^ : T(X,N) •+ T(U,N) 

est surjective, ce qui prouve que le ^-Module N est un fais-

ceau jla*que [ 5 ] . 

Remarques. 

(a) Compte tenu du corollaire 4 - 4 , le théorème 4 - 3 exprime 

que pour tout A-module M et pour tout ouvert qua*i-compact 

U de X , le morphisme canonique : 

0^ : M = P(U,M) + r(U,M) 
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est un isomorphisme. Ainsi, le théorème 4-3 est une gé

néralisation du théorème ( 1 - 3 - 7 ) de [ 7 ] qui établit le 

résultat analogue dans le cas particulier où U est un 

OUVQAt a^inz. Spécial de la forme D(f) avec f 6 A • 

(b) L'étude des ouverts affines dans les spectres des anneaux 

intègres noethériens a été abordée dans [ 1 2 ] . Comme il 

était indiqué que les hypothèses faites étaient très res

trictives, pour aborder un problème analogue dans le cas 

du schéma affine (X, 0 ) défini par un anneau commutatif 
A 

A quelconque, il convient en particulier d'étudier les 
anneaux de sections T(U, & ) au-dessus d'un ouvert quasi-

X 
compact U de X . 

La proposition 5-10 et le corollaire 5-11 de [ l 2 ] 

qui constituaient des résultats dans cette voie, sont don

nés par la partie (a) du corollaire 4 - 6 , qui montre que 

des résultats analogues subsistent pour tout & -Module M 
A 

associé à un A-module M . 

Comme ce corollaire 4 - 6 n'est évidemment qu'un cas 

particulier du corollaire 4 - 5 , il en résulte que les hy

pothèses relatives aux annulateurs ne sont pas indispen

sables, à condition de formuler les résultats sous une 

forme adaptée. 

De plus, dans le cas noo£hétii£n> le corollaire 4-8 

montre que les formulations simples des résultats restent 

valables sans hypothèses sur les annulateurs. 
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(c) Etant donné un anneau comwutatij A , soit ̂ = Mod A la 

catégorie des A-modules et si &^ = A est le faisceau 

structural du schéma affine (X, 0 ) défini par A , soit 

Gb la catégorie des & -Modules (non nécessairement 
O A 

quasi-cohérents) et soit tih la catégorie des O -Modules 
x 

quasi-coherent*. 

D'après le corollaire 4 - 4 , le théorème (1-4-1) de 

[ 7 ] montre que le foncteur P de dans 6h et la restric

tion à 6h du foncteur T = T(X,«) de 6i>o dans cy#, établis

sent une équivalence entre Jè et • 

Pour tout objet M de <Â> il est possible de cons

truire une résolution cohomologique injective de M dans 

ĉ ?, de la forme : 

v o 1 p 

La proposition (1 -3 -5 ) de [ 7 ] montre que l'image 
y 

de cette résolution par le foncteur P est une résolution 

cohomologique de P(M) = M , dans Gb^ , de la forme : 

(2) 0 M N -> • • • N -> • • • 
o 1 p 

et par application du foncteur r = r(X,-) il en résulte 

un complexe augmenté, dans c^, de la forme : 

(3) 0 -> TM -> TN -> TN, + TN + ... 
o 1 p 

qui, d'après ce qui précède, est équivalent à la résolu

tion (1) et par suite est acyctique. 
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Si l'anneau commutatif A est noethêtvLen> le corollaire 

4-9 entraîne que la résolution (2) est une résolution coho-

mologlque de M dans dàQ par des faisceaux flasques. 

Le théorème 4-7-1 de [ 5 ] entraîne que la cohomologie 

H (X,M) du G? -Module M peut être calculée au moyen dfune 

résolution flasque de M . 

Il en résulte que la cohomologie H (X,M) du CS^-Module 

M est la cohomologie du complexe augmenté (3) et puisqu'il 

est acyclique, il en résulte : 

HP(X,M) = 0 

pour tout p > 0 . 

Cette méthode permet donc d'établir facilement que pour 

tout schéma affine noethérien (X, G> ) déterminé par un anneau, 

commutatif noethérien A , et pour tout & -Module quasl-cohê-

lent M , alors : 

HP(X,M) = 0 

pour tout p > 0 . 

Ainsi, le corollaire 4-9 conduit à une démonstration élé

mentaire dans le cas des schémas affines noethêriens, du résul

tat établi dans le théorème (1-3-1) de [8] pour les schémas af

fines quelconques, mais dont la démonstration fait appel à une 

technique beaucoup plus élaborée. 
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5 - LOCALISATIONS IMAGES DIRECTES. 

5-1 - Notations. Etant donnés deux anneaux (non nécessai

rement commutatifs) A et A' , soient <Â et tfè les catégories 

de modules (à gauche) sur A et sur A T . 

Pour tout homomorphisme d T anneaux p : A A T , le fonc

teur restriction des scalaires p # de <J%* dans c#, est un ad

joint à droite au foncteur extension des scalaires de d% 

dans <̂ g' • 

Pour toute localisation S? dans c^, caractérisée par une 

sous-catégorie localisante ^de ou par un ensemble topologi

sant et idempotent , puisque le foncteur p ^ est exact et com

mute aux limites inductives, il est facile de vérifier que la 

sous-catégorie pleine É?' de <y#' caractérisée par les objets 

dont l'image par p ^ est un objet de fé7, constitue une sous-ca

tégorie localisante de té\ appelée l'image fê* = p(^) de 6? 

par p . L'ensemble topologisant et idempotent associé à &' est 

appelé l'image = p(t50 de par p . Il est constitué par 

les idéaux (à gauche) I' de A' , tels que p^(A f/ I f) soit un ob

jet de % • Ainsi, la localisation 5? dans & détermine une loca

lisation dans c& , appelée l'image S?f = p ( £ ) de Û par p 

et caractérisée par la sous-catégorie localisante fë' = p(fë) 

ou par l'ensemble topologisant et idempotent $?' • p ( ^ ) . 
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5 - 2 . LEMME : A v e c le* donnez* et les notations précédentes, 

si l'une ou l'autre des conditions suivante* est 

réalisée : 

(a) Les anneaux A et h1 Sont commutatifs. 

(g) L'anneau A r est le localisé de A pour la 

localisation % et p est V homomorphisme canonique 

de A dans A~ ; 

Alors, l'ensemble est consltué par les 

Idéaux [à gauche) de A 1 dont l'Image réciproque 

par p , appartient à V ensemble Vf . 

La conclusion est immédiate sous la condition (a) et elle 

est facile à vérifier sous la condition (g) (voir par exemple 

la partie h) de l'exercice 19 (p. 161) de [l]). 

5 - 3 . LEMME : A v e c les donnée* et le* notations précédentes, 

soient & et ¥' le* sou*-catégories locale* de 5f 

et de S?' , soient s et s' les joncteurs canonique* 

d'Injection de dans Л et de %' dan* <Л' , et 

soient T et T T de* joncteur* canonique* de *é dan* 

Se et de Л' dan* Ж' , tel* que les joncteurs loca-

llsatlon L et L' associés à % et à Ж ' soient carac

térisés par : 

L = ST et L' = s'T' 
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Alors : 

[a] II existe un joncteur canonique : 

P n : ST -> se 
o 

caractérisé par la condition : 

(/] p T' = T p 
o * 

(b) SI Vanneau A' est le localisé A^de A pour 

la localisation % et si p est V homomorphisme ca

nonique de A dans A ^ , le joncteur p Q est carac

térise par la condition : 

M') S p o = p „ S ' 

et il existe un joncteur canonique : 

p , : * - * • 

caractérisé par les conditions : 

(Z) S = p # S' P j et ( 3 ) T ! • p, I 

De plus, les joncteurs p q et pj établissent 

une équivalence ejt£/ie la catégorie S? et la catégorie 

2 ' . 

La définition de la localisation SP' montre que le fonc

teur exact T p^ de c€f dans Sf s'annule sur la sous-catégorie 

localisante fë1 associée à Sff . Puisque la catégorie quotient 

° ^ , % f 6 S t é q u * - v a l e n t e à l a catégorie ££' et que le foncteur 
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canonique de di' dans di' correspond, dans cette équiva

lence, au foncteur canonique T' de c#' dans j£f , le corol

laire 2 (p. 368) de [3] montre qu'il existe un foncteur uni

que p Q de %?' dans jjf vérifiant la relation : 

(1) p T 1 = T p . 
0 * 

Sous la condition (b), la proposition 3 (p. 413) de [ 3 ] 

montre qu'il existe un foncteur Sj de % dans <s6' , induit par 

le foncteur localisation L , tel que p^ soit adjoint à droi

te à I , ce qui entraîne S • p # S^ et tel que T p f induise 

le foncteur localisation L 1 , ce qui entraîne l'existence d'un 

foncteur Pj de ¡6 dans 5ff , caractérisé par : 

S 1 * S 1

 P j et S'T' = S' p j T p^ . 

Puisque S f est pleinement fidèle, la seconde relation 

est équivalente à la relation (3) et, compte tenu de la rela

tion S - Sj , la première relation se traduit par la rela

tion (2). 

La relation T f S f • I , entraîne en particulier : 

p - p T f S f * T p S' 
0 o * 

il en résulte alors les relations : 

p o p l - T p . S ' P, = T S = 

et 

pl p o * p l T p * S ' = T ' S ' " I £ ' 
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qui montrent que e t pj établissent une équivalence entre 

la catégorie S? et la catégorie ££' . 

La relation P | P Q

 = e t l a relation (2) entraînent : 

S po = p * S ' pl po = p . S ' 

c'est-à-dire la relation (1') et réciproquement la relation 

(l f) entraîne : 

s p o r = p # S'T' = p # S ' P , T p w = ST P M 

et puisque S est pleinement fidèle, il en résulte la relation 

(1), ce qui achève la démonstration. 

5-4. PEFINITIOW : Etant donné, un anneau [non nécessairement 

commutati^) A , soit c$= Mod A ta catégorie des 

A-modules [à gaucke) et soit J? une localisation 

dans cÂ caractéxisêe par un ensemble topologlsant 

et idempotent d*idéaux [à gauche) de A . 

Un sous-objet N d'un objet M deepest 'S'-clos 

dans M jsI ^ ( M / N ) » o , c' est-à-dire si M / N est un 

objet de la mono-sous-catégoriel associée à ta lo

calisation $ . 

Un tel objet N est un sous-objet clos de M 

pour ta localisation 

5-5. LEMME : Etant donné un anneau [non nécessairement com

mutati f) A , soit <d= Mod A la catégorie des 

A-modules [à gauche), soit % une localisation dans 
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c7$, caractérisée рая un ensmble topologisant et 
Idempotent Ф d'Idéaux [à gauche.) de A et 6oit 
Ф : L £e толрЬсбте jonctorleZ canonique 
du joncteur Identique de é> dans le joncteur lo
calisation L de la localisation S6. 

VOUA tout objet M de vfc, V application : 
N -> L N et V application N' -> Ф^О* 1) caractéri
sent des correspondances bijectives réciproques 
entre Vensemble des sous-objets lr-clos dans M 
et l1 ensemble des sous-objets "9-clos dans LM . 

Soit la sous-catégorie localisante de <Л associée à la 

localisation £f et soit c^la mono-sous-catégorie de o& associée 

à la localisation [lu] . 

Pour simplifier les notations, le morphisme canonique : 

Ф м : M L M sera provisoirement noté : u : M •+ M F = L M • 

Tout d'abord, il sera supposé que u est un monomorphisme, 
c'est-à-dire que ̂ M * 0 • 

Pour tout sous-objet N' de M' (et à fortiori de M ) , la 
caractérisation d'une -enveloppe donnée dans la démonstra
tion de la proposition 4 (p. 372) de [ з ], montre que le loca
lisé L N F de N' est l'image réciproque dans M' du sous-objet 
9(M'/ N,) de M' / n, . 

Il en résulte en particulier que pour que N' soit *9*-clos 
dans M 1 , il faut et il suffit que N' = LN' . 
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Pour tout sous-objet N de M , puisque (LN) / est un ob
jet de ̂  [ 3 ] , le sous-objet (M0LN)/ est également un objet 
de ^ • Si N est ̂ -clos dans M , ce qui signifie que M/^ est 
un objet de 0 $ , le sous-objet (MOLN)/^ est également un ob
jet décret puisqu'il appartient aussi à , il est nul, ce 
qui entraîne N = MOLN • Réciproquement, si un sous-objet N 
de M vérifie N = MOLN , ce qui entraîne la relation : 

% = M/(Mf,LN) = ( M + L N ) / L N C M ' / L N » 1 3 r e l a t i o n ^ ( M ' / L N ) = 0 , 
qui résulte de la caractérisation de LN , montre alors que 
^(M/^) *= 0 , c'est-à-dire que N est 3^-clos dans M . 

Ainsi, pour qu'un sous-objet N de M soit ^-clos dans M, 
il faut et il suffit que N vérifie : N = MflLN . 

Il en résulte alors que pour tout sous-objet N de M qui 
est #f-clos dans M , le sous-objet LN de M' est "̂ F-clos dans 
M' et de plus : u" 1 (LN) = MOLN = N . 

Soit N' un sous-objet de M' qui est Sr-clos dans M 1 , 
c'est-à-dire qui vérifie : N' = LN' • En posant N = Mf\N' , 
puisque M'/ M est un objet de % , la relation : 
r / N " N ?/(MON') = ( N ' + M ) / M

C M ! / M
 M O N T R E ^ U E N V N est un 

objet de ce qui entraîne LN = LN' . Il en résulte la re
lation : N = M O LN qui montre que N est ̂ -clos dans M et la 
relation : N' = LN . 

Ainsi, pour tout sous-objet N' de M' qui est ^F-clos dans 
M 1 , le sous-objet u - 1(N') » MPIN' de M est ^ c l o s dans M et 
de plus : L(u" 1(N 1)) = N' . 
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La conclusion du lemme 5-5 est donc démontrée lorsque 

u est un monomorphisme. 

Pour passer au cas général, il convient de remarquer 

que si N est un sous-objet de M qui est ^-clos dans M , 

la suite exacte : 

0 •+ N + M + M/ + o 

donne la suite exacte : 

0 + <SM -> ^ ( M / N ) 

dans laquelle ^(^/^) 9
 0 , ce qui entraîne $ M c N et par 

suite : M / n . u ( M ) / u ( H ) . 

Il en résulte que l'application : N + u(N) et l'appli

cation : N 1 1 u * (Nlf) caractérisent des correspondances bi-

jectives réciproques entre l'ensemble des sous-objets N qui 

sont $-clos dans M et l'ensemble dessous-objets N" qui sont 

3?-clos dans u(M) • 

En remarquant que LN » L(u(N)) pour tout sous-objet N 

de M et que u *(N') » u ' (N,-fi u(M)) pour tout sous-objet N f 

de M' , la combinaison des deux résultats précédents entraîne 

immédiatement la conclusion du lemme 5-5 dans le cas général. 

5-6. COROLLAIRE : Etant donné un anneau [non nécessairement 

cormutati£) A , soit c&= Mod A la catégorie des 

k-modules et soit % une localisation dans ca

ractérisée par un ensemble topologisant et Idempo-
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tent d'idéaux (U gauche) de A . 

Soit p : A + A 1 V homomorphlsme canonique de 

A dans Vanneau localisé. A 1 = k^ de A pour la 

localisation if, soit <#' = Mod A 1 la catégorie 

d&ô A f -modu£e6, boit ££' - p ( j ? ) &г localisation 
dans c4* t image pax p de £a localisation £ et 
soit = р ( Ф ) Vensemble topologisant et Idem
potent d9Idéaux [à gauche) de A , image рал. p de 
Vensemble 

Alors, Vapplication : I •> e £ l'applica

tion : I 1 p 1 (l) caractéAlsenl des correspon

dances bijectives réciproques entre Vensemble 

des Idéaux [à gauche) I de A qui sont <F-clos dans 

A г * l'ensemble des Idéaux [à gauche) V de k' qui 
sont Ф'-clos dans A 1 . 

Pour tout objet M 1 de c# ' et pour tout élément y € M ' , 
l fannulateur dans A de y considéré comme un élément de p^ M' 
est l'image réciproque par p de l'annulateur dans A' de y 
considéré comme un élément de M' . Puisque le lemme 5-2 montre 
que I'e 1?' équivaut à p 1 (I f ) € ̂  , il en résulte la relation : 

Ърщ M' * p^t?' M' . 

Pour tout objet M 1 de et pour tout sous-objet N f de 
M f , cette relation et l'exactitude du foncteur p # montrent 
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que pour que N f soit ^'-clos dans M 1 , il faut et il suffit 

que ç>m N' soit 5?-clos dans p # M
1 • 

La relation : p^(M^) = LM pour tout objet M de mon

tre alors que le corollaire 5-6 résulte du lemme 5-5. 

5-7. COROLLAIRE : Avec les données et les notations du corol

laire 5-6, si Vanneau A est commutatif (ce qui en

traîne que Vanneau A' =^e&£ commutatif), alors, 

Vapplication f+ frg et V application y r + p""1 Çjpf ) 

caractérisent des correspondances bijectives réci

proques entre Vensemble des idéaux premiers y> de 

A qui n'appartiennent pas a*$ et Vensemble des 

idéaux premiers p9 de qui n'appartiennent pas 

à <5% . 

Si Y> est un idéal premier de A , l'annulateur de tout 

élément non nul du A-module A/^ est égal à y> , ce qui entraîne 

que &(k/y> ) - A / p si p £t? et que 

En particulier, pour que }p soit ^F-clos dans A , il faut et il 

suffit que y> . De même, pour qu'un idéal premier y>f de A' 

soit S*'-clos dans A' , il faut et il suffit que }p' £ U' . 

Compte tenu du corollaire 5-6, il en résulte que pour 

démontrer le corollaire 5-7, tout revient à montrer que les 

deux correspondances transforment un idéal premier en un 

idéal premier. 
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Il est bien connu que pour tout idéal premier y> 1 de A 1

 э  

l'idéal 7 0 - p 1 (̂ pf) de A est premier. 

La construction classique d'un anneau localisé permet de 

montrer que le localisé d'un anneau intègre est un anneau in

tègre. Puisque le foncteur localisation est exact à gauche, 

pour tout idéal premier ̂  de A , la suite exacte : 

0 y> •+ A A/^ + 0 

donne une suite exacte : 

qui montre que e s t u n sous-anneau de l'anneau intègre 

( A / p > 8 f . Si y> , ce qui entraîne ~Щ ф A ^ , il en résul
te que )0ф est un idéal premier de A' = A ^ , ce qui achève 

la démonstration. 

5-8. LEMME : Etant donnés deux anneaux, commutatifs A et A 1 , 

U X « Spec (A) et X' = Spec(A') Sont les spectres 

premiers de A et de A' munis de la topologle spec

trale, si <4= Mod A et c#' » Mod A' s ont les caté

gories des k-mo dales et des k'-modules et si 

p : A •+ A' est un homomorphlsme d'anneaux, soit 

x f + X l9application continue déterminée par p . 

Alors, pour tout ouvert и de x , en posant 
U ' « < f - 1 ( u ) , £ a localisation # f d a n a <y£f , Oo4o-
с л ё г à Vouvert U f d e x , г б £ £'image р о л p de la 
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localisation JP dans associée à Vouvert U 
de X . 

Soient et les ensembles topologisants et idem-

potents associés aux localisations et SP̂ . et soit 

cPf * pOSÎT) l'ensemble topologisant et idempotent associé à 

la localisation ££' = P^^y) image par p de la localisation «Ŝ  . 

Pour tout idéal I de A , en posant p(I) = A'p(I) , la dé

finition de l'application continue ^f: X' X entraîne la re

lation : 

? "'(D(I)) = Dfo(I)) • 

D'après le lemme 5-2, l'ensemble <?' « p(^j) est consti

tué par les idéaux I' de A' dont l'image réciproque p *(I') 

appartient à ^ . 

En particulier, pour tout I' € ̂ ' , il existe I € ^ 

tel que p(I)cl' , ce qui est équivalent à p(I)ci' , Puisque 

la condition se traduit par la relation : U C D ( I ) , il 

en résulte la relation : 

U' = «P^ODc ^"'(Dd)) - D(ÏT(I))CD(I !) 

qui entraîne I'€ IFy. . 

Ainsi, les ensembles XS% et ^ , vérifient la relation : 

F 1 ^ ^ j , • 
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Si cette inclusion n f e s t pas une égalité, il existe un 

idéal I" de A f vérifiant : 

I"G F et I" i * 

c'est-à-dire : 

U ' c D(I") et p ^ U " ) i 

ou encore : 

U ' c D ( I " ) et U ^ D ( p - 1 ( I , f ) ) • 

L'idéal I' - r(I f l) , racine de l'idéal I" , vérifie : 

p - ' d ' ) = p ^ C r C I " ) ) = r C p ^ U " ) ) 

ce qui entraîne : D(I") = D(I') et D ( p " ! (!"))= D C p " 1 ^ 1 ) ) . 

Ainsi, il existe un idéal I' de A' , tel que I' « r(I') et 

p ^ ' c i ' ) « r(p '(I 1)) , et vérifiant : 

U ' C D ( I ' ) et U ^ D C p ^ U » ) ) . 

Soit CL un idéal de A , vérifiant U « D(CI) et par suite : 

u' - « r ^ u ) - ^ ( D c a ) ) - D ( F ( a » 

La condition U ^ D ( p ^ I ' ) ) entraîne C L ^ p " ^ ! 1 ) et par 

suite p ( G L ) ^ I f et p"(a)4If
 • Puisque l'idéal I' est égal 

à sa racine, il existe donc un idéal premier p' de A' , v é 

rifiant p " ( a ) Jof et I ' d Jp ; c'est-à-dire £>'fcD(p"(CL)) = U' 

et y^D(V) y ce qui est absurde en vertu de la condition : 

U ' C D ( I ' ) . Ainsi, il en résulte l'égalité : 

3 ? ' - F D , 

ce qui achève la démonstration. 
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5 - 9 . THEOREME : Etant donné un аппгаи commutatif A , soit 
X = Spec(A) le spectre premier- de A muni de ta 
topologle spectrale et soit Ф= Mod A la catégo
rie des À-modules. 

Pour tout ouvert и de V espace topologique x , 
soit 5£ la localisation dans té, associée à Vou

vert U de x (¿1 caractérisée par Vensemble topolo

gisant et Idempotent , soit p = Фд : A A 1 

Vhomomorphlsme canonique de A dans Vanneau loca
lisé A 1 = de A pour la localisation Sé^ , soit 
X' = Spec(A') le spectre premier de A 1 muni de la 
topologie spectrale et soit <f : x T -+ x Vapplica
tion continue déterminée par V homomorphlsme p . 

Alors, Vapplication continue <p : x f -> x 
Induit un homéomorphisme w de V ouvert и ' = ЯР (U) 

de X 1 л и л Vouvert U de X , 

Soit c?£' = Mod Af la catégorie des A'-modules. D'après le 

lemme 5 - 8 , la localisation i? , dans c 6 ' , associée à l'ouvert 
— 1 

U f = T (U) de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant 

et idempotent c?uf , est l'image par p de la localisation S?u 

dans associée à l'ouvert U de X . Comme les idéaux premiers 

]p de A qui n'appartiennent pas à sont les éléments de l'ou

vert U de X et comme les idéaux premiers )p' de A' qui n'appar

tiennent pas à ^ t sont les éléments de l'ouvert U' = *P
 1 (U) 

7 3 



Localisations et schémas affines 

de X 1 , le corollaire 5-7 montre que l'application 
P Ĉ)?1) = (?()p T) caractérise une correspondance bijec-

tive de U 1 = f - 1 ( U ) sur U . 

Ainsi, l'application continue <f : X f •+ X induit une 
application continue bijective w de l'ouvert U' = ̂  1(U) de 
X' sur l'ouvert U de X , caractérisée par la condition : 
w(y>?) «TCyj1) - p H(]p f) pour tout p'e U' et dont l'appli
cation inverse w ^ est caractérisée par la condition : 
w 1 (y>) = yîjp̂  pour tout p e u . 

Tout revient à montrer que w est un homéomorphisme. 

Pour tout ouvert lT de U' , il existe au moins un idéal 
CLf de A 1 tel que : U' = U'o D(Gl') . En posant : o n o o r 

Y' = U 1 - U 
o 

tout p'eY' vérifie )p'€Uf et y>'^D(0/) , c'est-à-dire : 
a'cyj' . L'idéal a 1 = f 1 p ' de A' , vérifie donc 
(V c Cl1 et par suite : D(a^)cD(a ?) . Puisque tout p'eY' 
vérifie naturellement p 1 ^ D(CL') , il en résulte la relation : 

(D uf = u f n D ( a f ) = u f n D ( a f ) 
o o 

qui entraîne la caractérisation : 
( l 1 ) Y 1 = { p ' e U 1 ; a ' c } . 

Puisque les éléments y) f€Y' sont des idéaux pre
miers n'appartenant pas à ^f^, , ils sont ^,-clos dans A 1 
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et il en résulte facilement que l'idéal CL ' = ( ^ ÌP ? e s t 

Jp'eY' 

15^.-clos dans A' . Le corollaire 5 - 6 entraîne alors que lfidéal 

a= p ^ C C l / ) de A , vérifie : a 1 = . 

L'ouvert U de U caractérisé par : 
o 

(2) U Q = UOD(a) 

détermine la partie Y de U définie par : 

Y = U - U 
o 

et elle admet la caractérisation : 

(2') Y = { p € U ; Cl <z f } . 

Pour tout p'^Y' , la relation (I') entraîne CL1 c y>' , 

ce qui implique ( 1 = p"" 1 ( (X' )c: p " 1 ( ^p 1 ) et la relation (2') 

montre que l'élément : 

P = < f ( ) > ! ) - w(p') = p " l ( ) p f ) v ê r i f i e P e Y • 

Ainsi : 

(3) w(Y')cY . 

Pour tout p € Y , la relation (2') entraîne C l c p , ce 

qui implique CLf » CUj^c jpgr̂  e t la relation ( l f ) montre que l'élé

ment : p' = w *(y>) = "ftp vérifie y e Y' . Ainsi : 

( 4 ) w" 1(Y)CY' . 
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Puisque w est bijective, les relations (3) et (4) en

traînent w(Y') = Y et par suite : 

( 5 ) w ( U ' ) = U . 
o o 

La relation ( 5 ) montre que l'application continue bijec-

tive w de U T sur U est ouverte, c'est-à-dire que w est un ho-

méomorphisme de U' sur U , induit par l'application continue 

: X' -> X , ce qui achève la démonstration. 

6 - OUVERTS QUASI-COMPACTS DES SCHEMAS AFFINES. 

6-1 - Hypothèses et notations. Etant donné un anneau 

comnutatlf A , soit (X,0V) le schéma affine associé à A , 
A. 

pour lequel X = Spec(A) est le SpectAC phmlOA de A muni de 

la topologie spectrale et <2?x = A le faisceau St/vuctu/ial 

vérifiant en particulier : A = T(X, = T(X,A) 

Etant donné un ouvert quasi-compact U de X , soit (U*^) 

le pKêSchêma induit sur U par le schéma affine (X, & ) . 
A. 

L'anneau A' des sections du faisceau structural & = A , 
A. 

au-dessus de l'ouvert quasi-compact U de X est défini par : 

A' = T(U, & x) = T(U,A) 

et la restriction à U détermine un homomorphisme canonique 

d'anneaux : 

p : A A' 
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Soient CÂ = Mod A et c#f = Mod A f les catégories de A-

modules et de A'-modules. 

Soit fò la catégorie des 0 -Modules quasi-cohérents et 
X 

soit r la restriction à (Jb du foncteur sections r(X,«) défini 

sur la catégorie des ô -Modules. 

A. 

Si P est le foncteur faisceau associé à l'anneau A , le 

théorème 4-3, le corollaire 4-4 et théorème (1-4-1) de [7] 

montrent que les foncteurs : 
P : c v # - v t f à et T : G ò + <$ 

établissent une équivalence entre les catégories t$ et <f?> , ce 

qui entraîne les relations : 

(1) r P = 1^ et (1') P r = 1 ^ . 

Soit la catégorie des ^-Modules quasi-cohérents 

et soit r ' :ôoy -> cvtë' la restriction à du foncteur sections 

r'(U,0 défini sur la catégorie des ^-Modules. 

Soit : (R> d ? ' la resctriction à © du foncteur sec

tions T(U,«) défini sur la catégorie des 6 -Modules. 
À. 

La proposition (9-4-2) de [7] montre que le morphisme 

quasi-compact j défini par l'injection canonique de U dans 

X , détermine un foncteur image directe : j # : Ûi>̂  et 

un foncteur image réciproque : j : Sh •+ dS^ , vérifiant : 

U 
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Si = %y est la localisation dans tv#, associée à l'ou

vert U de X et caractérisée par l'ensemble topologisant et 

idempotent t 3?= ̂  et si 5?= ̂  est la sous-catégorie locale 

de c#, associée à , soit S le foncteur canonique d'injec

tion de j? dans et soit T le foncteur canonique de c?ê dans â? , 

tel que le foncteur localisation L = L^ de la localisation , 

soit caractérisé par : 

( 3 ) « ST et ( 3 ' ) TS = . 

Enfin, soit Sj le foncteur utilisé dans la démonstration 

du lemme 5 - 3 • 

6 - 2 . LEMME : Avec l u hypo£hè&u piídtdmtu, l u donníu vë-

nJLjlwvt l u >ieZcution¿ ¿alvantu ; 

( a ) r îm - p * r ' ( a ' ) = r ' j* 

(b ) p ¥ « r ( b ' ) r ^ S j i r 

( O i ^ - r l e ' ) i . j ' - f i ^ r . 

Les relations ( a ) et ( a r ) résultent immédiatement de la 

construction des foncteurs j^ et j* [ 7 ] . 

Pour tout objet M de , la définition du foncteur 

entraîne la relation : P(M) = P(U,M) • Puisque U est quasi-

compact, le théorème 4 - 3 entraîne : P(U,M) = P(U,M) et le corol

laire 4 - 4 entraîne : A 1 - r P(A) = P(U,A) = A ^ . La partie (b) 
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du lemme 5-3 est donc applicable, La construction du foncteur 

préfaisceau P associé à A , implique alors la relation : 

£(M) = P(U,M) = Sj TM 

pour tout objet M de 6% y ce qui entraîne les relations : 

ru * = s i T e t p . ru 5 = p . s i T = S T = ^ • 

Par composition avec r , la relation (l f) implique alors 

les relations (b') et (b) • 

Les relations (a), (a') et (b) entraînent la relation : 

r j . i ' * - p , r ' j * ? - p . r D P - L , , r * 

et la relation (1) implique alors la relation (c). 

Enfin, compte tenu des relations (1) et (l 1), la rela

tion (c) implique facilement la relation (c'). 

6-3. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, 0 ) , associé 

à un anneau commutatif A , soit c$= Mod A la catégo

rie des A-modules. 

VovJi tout ouvert quasi-compact U de X , Soit 

(U, le préschéma Induit sur U pax le schéma aj-

ilne (X, & x) . 

Alors, la catégorie des G^-Hodules quasi-

cohérents est équivalente à la sous-catégorie locale 

de cA, déterminée par la localisation $P dans Je, 

associée à V ouvert u de X . 
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De façon précise, a v e c l u notations prece-

dentu, cette équivalence u t caractérisée par l u 

joncteu/u : 

déjini* рал l u relations : 

x = т г et p = j * p s . 

La relation ( c ) du lemme 6-2 entraîne la relation : 

à у = T г j § j * h = T s 

et les relations (3) et (3 f) impliquent alors : 

l p = IS{ • 

La relation (3) entraîne la relation : 

p X = j* P S T Г = j* P Ly Г j e 

et la relation (c1) du lemme 6-2 et la relation (2) impliquent 
alors : 

v л " T « b ' 
U 

Les relations : 

л p = Tsc e t y л = \ 
montrent que X et y caractérisent une équivalence entre la ca
tégorie (uy et la catégorie SP . 
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6-4. C0ROLLAIRE : kveclzs données et les notations da tkéorème 

6-3, en posant A* = r ( U , б ) , soli <4% « Mod A f la 
categorie deb k} -modules et soit : 

p : A + A 1 

V homomorphisme canonlque d'anneaux détermlné рал 
la restriction à Vouvert и de x . 

Мои, la catégorie d&ó 6^-fAoduZes quasi-
cohérents est equivalente à &x ^ou^-catego^ite locale 
X4 de <&x , détenminée par la localisation dans 
c^' , image рал p de localisation 5? don* c # , a o -

<óoc>tèe à Vouvert и de x . 

Ре faeton précise, avec les notations antérieu-

res di eri considerarti le joncteur : 

*ù ' « * ' + * i 

déjini par : 

p ^ = j p p . 

с e t t e equvtva^eKice est caractérisée par les joncteurs : 

X 1 : + £ ' e t u' : + ^ 

déjinis par les relations : 

x 1 = T f r ! e t p f = s ' 

dans lesquelles s ' e ò t £e joncteur canonique de •£?' 

danó di% et T f £e óonctea* сакюкис^ае de dan-ó 

tei que le joncteur localisation V de la localisa¬ 
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tion if' , 6oit сстасХг^лле рал : 

L' = s ' T ' a v e c T f s ' = i<g , . 

Puisque l'ouvert U de X est quasi-compact, le théorème 
4-3 et le corollaire 4-4 montrent que l'anneau A' est le lo

calisé de l'anneau A pour la localisation 56^ dans . Les 

conclusions de la partie (Ò) du lemme 5-3 sont donc applica

bles, compte tenu de la concordance des notations. 

Comme les foncteurs : 

P o : - * D et P j : ̂  -

caractérisent une équivalence entre la catégorie et la 

catégorie St' , le théorème 6-3 entraîne que les foncteurs : 

X' = P l X : ® ; T et p ' = y p : £ ' + Si' 
l u o u 

caractérisent une équivalence entre la catégorie (Q^ et la caté

gorie if' . 

Tout revient à démontrer les formules définissant les 

foncteurs X' et p ' dans l'énoncé du corollaire 6-4. 

La relation (a) du lemme 6-2 entraîne la relation : 

V = P ] X = P j T Г - Pj t р ш г' 

et la relation (3) du lemme 5-3 implique alors : 

X' = T' Г' . 
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La relation ( 1 T ) du lemme 5-3 entraîne la relation : 

^ = H o = j* p s p o = j* s f 

v 

et la définition du foncteur P^ implique alors : 

p' = S' 

ce qui achève la démonstration. 

6-5. COROLLAIRE : Avec les donnée* et les notations du corol

laire 6-4, alors : 

[a] le "foncteur (e^-tAodule quasi-cohérent associé" : 

y T = j* P : d. + db^ 

est exact et admet pour adjoint à droite le joncteur 

pleinement fidèle : 

S A = Г' : fl^ + . 

En particulier, tout &^-Module quasi-coherent 

G est déterminé par le A-module p ^ r ' G = P ^ r ! ( U , G ) 

de ses sections au-dessus de \J et pour qu'un objet 

M de <4 soit le A-module des sections au-dessus de U , 

d'un 6^-Module quasi-cohérent, Il jaut et II sujjlt 

que M soit un objet de la s о us-catégorie locale c £ y 

de la localisation «S? dans , associée à U . 

(b) le foncteur " C? -ModuJLe quasi-cohérent associé" : 

y' T ! = P^ : c^' + ^ 
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est exact et admet pouK adjoint à droite te fonc-

tevJi pleinement fidèle : 

S' V = r 1 : •> 4" • 

En particulier, tout ^-Module cohérent G 

déterminé pax le k'-module r ' G = r ' ( u , G ) de 

ses sections au-dessus de v et pour qu'un objet 

M' de cÂ' soit le k'-module des sections au-des

sus d e U , d'un ó^-tAodule quasi-cohérent, il 

faut et il suffit que M ' soit un objet de ta sous-

catégorie locale $£' de ta localisation ££' dans 

<£' . image par p de $6^ . 

Les relations (3) et (1) entraînent la relation : 

U T = j P S T = j P L u = j P I ^ T P 

et la relation (c') du lemme 6-2, implique alors : 

P T = j j m j P 

et d'après la relation (2), il en résulte la relation : 

p T = j P 

La relation (3) entraîne la relation : 

s x = s T r = L u r 

et les relations (fa) et (a1) du lemme 6-2, impliquent alors : 

s x " p »
 ru j . = p * r ' j * j * 

et d'après la relation (2), il en résulte la relation : 
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s x = r ' . 

La démonstration du corollaire 6-4 a établi la relation : 

P ' = u p 0 . 

La relation (1) du lemme 5-3 entraîne alors la relation : 

p' T* - u p T' - u T p . 
O * 

$ v . 
La relation p T = j P démontrée ci-dessus et la defini

va 
tion du foncteur P^ impliquent donc la relation : 

u f T f = P 1 

M U 

La démonstration du corollaire 6-4 a établi la relation : 

X T = Pj \ 
et compte tenu de la relation : p Q Pj = 1^ , elle est équiva
lente à la relation : 

X = p X' . 

La relation : Sj = S' p^ établie dans la démonstration du 
lemme 5-3, entraîne alors la relation : 

S' V = S' p X = S 1 X = Sj P o X' . 

La relation : X' = T f Y1 du corollaire 6-4 entraîne donc 

S ! X f = S. p T f r f 

1 o 

et la relation (1) du lemme 5-3 et les relations (a), [b1] et 
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(a') du lemme 6-2 impliquent la relation: 

S'À' = S T p r' 1 • 

La relation (2) entraîne alors la relation 

S' À' = r' . 

Ces relations étant démontrées, il en résulte facilement 

les relations : 

(SÀ)(~T) = ST = Lu et (pT)(SÀ) = ~ I~ À = ~À = I~ 

ainsi que les relations : 

(S'À')(ll'T'.) = S'T' = L' et (~'T')(S'À') = )J'I:.,À' =)J'À' = 

= I~ 
Les affirmations complémentaires du corollaire 6-5, résul

tent alors immédiatement des propriétés générales d'une locali

sation. 

6-6. LEMME Etant donné un anneau (non néeehô~ement eommuta-

ti61 A , Mil cIi = Mod A f.a ea.:tégoJtie. deh A-moduR..u 

(à ga.u.c.hel . 

Etant donnéu deux .toeaLU.a.tionô ç e;t ~ danô c#-, 
o 

ô-i /il et. lie .6ont.tu &ou..6-ea.:tégo.tU..eh .toc.a.e.u de ~ 
o IV .v 

déteJtmi.néeh pail. se e;t $e , .6o-ient S e;t S .tu nonc.-
o 0 

teWc.6 eanorU.que& d' -inj ec;t..[on de ft danô cIf et. de. se 
o 

da.n.6 eIt, e;t .6oie.nt T et. To .tu 6onue.uJL6 eanoniquu 
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deé dans & et de c$ dans S6 Q tels que les. joncteurs 

localisations L et L des localisations Sf et £ 
o o 

soient caractérisés par : 

L = ST et L = S T 
o o o 

avec : 

TS = K et T S = I, 

2 ° 0 

Mors, si la localisation i£ est plus fine 

que la localisation SC, Il existe des joncteurs 

uniques : 

c : $ e + à ? et x : 1 - % 
o o 

tels que ; 

S = S a et T = t T . 
o o 

De plus le joncteur pleinement fidèle a est 

adjoint à droite au joncteur exact t . 

L'hypothèse entraîne que la sous-catégorie localisante ^ 

de est une sous-catégorie de la sous-catégorie localisante 

tf de ¥ Q . Le corollaire 4-4 de [io] montre alors que 9?Q 

est une sous-catégorie pleine de , ce qui assure l'existence 

et l'unicité du foncteur pleinement fidèle a vérifiant S = S a . 
^ o 

Comme le foncteur exact T q s'annule sur ^ et par suite sur ^f, 

puisque la catégorie est équivalente à la catégorie quotient 

CT£/<£ , les corollaires 2 et 3 (p. 368 et 369) de [3] montrent 
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qu'il existe un foncteur exact unique т de S dans S.̂  > véri
fiant T = t T . 

о 

Le foncteur S étant un adjoint à droite au foncteur T о о 
il existe un isomorphisme fonctoriel canonique : 

Hom f, (T S • , • ) ~ Нот ^ ( S • , S • ) • 
% o о $ о 

Puisque le foncteur S est pleinement fidèle, la relation 
T S = t TS = t I » t et la relation S = Sa donnent alors о о 
un isomorphisme fonctoriel : 

Horn^ (t • , •) « Hom^(-,a •) 

ce qui achève la démonstration. 

6-7. LEMME : Etant donné un anneau (non nécessairement commu-

tatij) A , soit é= Mod A la catégorie de* k-modules 

(à gauche). 

Etant donnée une localisation dans c/î9 carac

térisée par un ensemble topologtsant et idempotent 

9?, soit 

p : A -* A' 

Vhomomorphisme canonique de A dans Vanneau localisé 

A f = A<y de A pour la localisation , sott la 

catégorie des kx-modules [à gauche) et soit F le jonc

teur de cftdans <£* tel que le joncteur localisation 

canonique L de. Se boit саласМплле рал : 

L = p F . 
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«4/ 

Pour toute localisation % dans erf, plus fine 

que la localisation ¥ et caracterisee рак un en-

semble topologlsant at Idempotent , solt 

*£%

Q = p ( 5CQ) la localisation dans d} , image рак 

p de et caracterisee рак Vensemble topologl

sant et Idempotent ^gT' = p(#") > image рак p de 

Ф о , OIOKS r 

[a] Vanneau localise A l ^ , de А т р о и л £?T co£ricxde 
avec Vanneau localise k^ de А р о и л S£ г£ h o -

^o 
momorphismes canoweques : 

p T : A ? A , T = Ajy p M : A -> A M = A ^ 

veniflent la relation : 

p - p p . 

( Ы d" = Mod A ! ! e A t la categoric des k"-modules 

(a gauche) et si F eiF' soni les foncteurs de o£ о о 
dans o f " et de vt* dans e4" tels que les foncteurs 

localisations L et V de X e X S£' oo ^ e n * сакас-
o о о о 

te*is es рак : 
L = p" F L ? = p T F f 

0 * 0 0 * 0 

alors 1 

F = F' F et F ! = F p 
0 0 о о * 

II est immediat que la localisation s p ( S£ ) est plus 
о о 

fine que la localisation ££' = p ( £ £ ) dans c/t1 , image par p de 
• Le lemme 6-6 est done applicable et avec des notations evi-

dentes deduites de celles du lemme 6-6, il existe des foncteurs 
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uniques : 

0 . : ^ - e t T » : X» -, $Ç 

tels que : 

S f = S 1 a 1 et T f = t ! T T . 
o o 

De plus, le foncteur pleinement fidèle a T est adjoint à 

droite au foncteur exact t ' . 

Avec les notations du lemme 5-3 et de sa démonstration, 

le foncteur F introduit dans le lemme 6-7 est caractérisé par : 

F - Sj T - S 1 p T . 

Le foncteur T de ô£ dans j£f défini par : 
o o 

X = T f F 
o o 

vérifie donc : 

T = T r T f S' p, T 
o ^1 

et comme T'S' « I^. , il en résulte la relation : 

T = t 1 p f T • o 1 

Compte tenu du lemme 6-6, cette relation montre que le 

foncteur T Q est exact et admet pour adjoint à droite, le fonc

teur pleinement fidèle S Q de dans cfèdéfini par : 

S = S p a 1 . 
o o 

Soient Ç? et <i?' les sous-catégories localisantes de Sf 
os O O 

et de J?' . 
o 
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Pour tout objet M de c/, La condition T M = 0 signifie 
o 

que FM = S f TM est un objet de , c'est-à-dire que 

p S ' p TM est un objet de et d'après le lemme 5-3 

cette condition signifie que STM est un objet de % • Comme 

La localisation $g est plus fine que la localisation > il 

est facile de vérifier que pour que STM soit un objet de , 

il faut et il suffit que M soit un objet de % . 

Ainsi, la sous-catégorie localisante ^ est le noyau du 

foncteur T 
o 

La proposition 5 (p. 374) de [3] montre alors que le 

foncteur T q induit une équivalence entre la catégorie quotient 

dljip et la catégorie ' «De plus, le foncteur localisation 
u 0 ° 

L vérifie : 
o 

L = S T 
o o o 

Il en résulte en particulier que l'anneau localisé Â r-

de A pour 5?o est l'opposé de l'anneau des endomorphismes 

de l'objet T A = T* FA . Comme FA = A' , l'anneau localisé o o * 

A'tfj, A ' P o u r est l'opposé de l'anneau des endomorphismes 

de l'objet T^ A' et par suite : 

k « A" « A' . 
^o ^ o 

Il est alors immédiat que les homomorphismes canoniques 
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p 1 et p " vérifient : 

P " = p 1 p • 

En introduisant la localisation ^ = PT(5£ f) dans 0?" , 
image par p T de , avec des notations évidentes analogues 

à celles du lemme 5-3, les résultats précédents montrent que 

le foncteur F' de ĉ ' dans est caractérisé par : 
o 

F' = S" p ! T' 
o 1 o 

et que le foncteur F q de di dans c£fl
 est caractérisé par : 

F = S" p ! T . 
o l o 

La relation : T = T 1 F entraîne alors la relation : 
o o 

F = F' F . 

o o 

La relation i T' = t' T' et le lemme 5-3 entraînent la 
o 

relation : 

T' = t' T f = t ? p . T p^ 
o 1 * 

et la relation T « t ! p , T entraîne alors la relation : 
o 1 

T f = T p A . 
o o * 

Il en résulte la relation : 

F F - F p^ 
o o * 

ce qui achève la démonstration. 

92 



Localisations et schémas affines 

6-8. THEOREME : Etant donné un schéma affine (X, & ) , associé 

à un anneau commutatif A , pour tout ouvert quasi-
compact и de x , en posant A T = г ( и , ф) sott : 

л. 

p : A A ' 

Vhomomorphisme canonique d'anneaux déterminé par 

la restriction à l'ouvert и de x el si (xf, 6>^,) 

est le schéma ajjlne, associé à l'anneau A 1 , soit 

cp : xf •+ X 
l'application continue caractérisée par Vhomomor

phisme p . 

En posant U ' « ^ ( U ) , soient ( и , О ) et 
( U T , < 2 ^ f ) les préschémas Induits sur и et par 
les schémas amines (X, €>y) el (x ' , 6^ , ) . Mors : 

(а) L'ouvert U' =cf"1(U) de Xf
 ejst un ouvert quasi-

compact, partout dense dans Xr et Vhomomorphisme 

canonique d'anneaux 

P f : A T = Г М Х 1 , ^ , ) - r ' ( U ' , © £ f ) 

déterminé par la restriction à l'ouvert u' de x' 

eô-t un isomorphisme. 

(б) L1 application continue <f>: X1 X Induit un 
homéomorphisme w de l'ouvert U' de X 1 ДОЛ, l'ouvert 

v de x , tel que : 
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Autrement dit, w caractérise un isomorphisme 

de préschémas : 

W : ( U \ < 3 £ f ) - (U, & V ) . 

Soit c^= Mod A la catégorie des A-modules et soit 

ĉ S' = Mod A f la catégorie des A'-modules. Soit S£ = SP̂  la lo

calisation dans c/êj associée à l'ouvert quasi-compact U de X 

et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent 

D'après le théorème 4 - 3 et le corollaire 4 - 4 , l'anneau 

A' = T(U, é3^) est le localisé A^ de l'anneau A pour la loca

lisation §P et l'homomorphisme canonique p coïncide avec l'ho

momorphisme ^ . Le théorème 5-9 montre donc que l'application 

continue <p : X' X induit un homéomorphisme de l'ouvert 

U' - ^ ( U ) de X' sur l'ouvert U de X . 

Pour tout ouvert U q de U , c'est-à-dire pour tout ouvert 

U Q de X tel que U Q C U , en posant lT = W*" 1(U Q) «^""'(U ) , soit 

¥ 5 5 5?T T la localisation dans coassociée à l'ouvert U de X et 
o ° 

caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent ^ q 

et soit %^ = ^U' ^ a localisation dans <y$' associée à l'ouvert 

U' de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempo-

tent = <*nf * ° l aP rès le lemme 5-8, la localisation Sf' dans 
o ^ ° 

est l'image par p de la localisation SPQ dans . 
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Puisque la localisation ^ est plus fine que la localisa

tion le lemme 6-7 entraîne la relation : 

F M = F T (FM) 
o o 

pour tout objet M de <&. 

Si l'ouvert U q est quasi-compact (par exemple si U q est 

un ouvert affine spécial) le théorème 4-3 et le corollaire 4-4 

donnent les relations : 

T(U ,M) = F M 
o o 

et 

T' (IT ,FM) = F^(FM) 

qui entraînent donc : 

r ( U Q , M ) = T ' ( U ^ F M ) . 

Si j et j' sont les foncteurs images réciproques déter

minés par les morphismes de préschémas j et j' associés aux in

jections canoniques de U dans X et de U' dans X' , il en résul

te les relations : 

r ( U o , j * M ) = r'(ir,j'* FM) 

pour tout ouvert quasi-compact U q de U . 

D'après la définition du foncteur image directe w , la 

relation U' » w (U ) entraîne : 
o o 

r(U o,w # j'* FM) = r'OT.j'* FM) 
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et il en résulte donc les relations : 

r ( U o , j * M) = r(U o,w^ j ' * FM) 

valables pour tout ouvert quasi-compact U q de U . 

Puisque j M et w # j' FM sont des faisceaux sur U et 

que tout ouvert de U admet un recouvrement par des ouverts 

quasi-compacts, les relations : 

r ( U o , j * M) = r ( U Q , w m j ' * FM) 

restent valables pour tout ouvert U q de U , ce qui entraîne 

la relation : 

(D j * M = j ' * FM . 

En particulier, puisque FA = A' , cette relation entraîne 

j A = w # j A' 

c'est-à-dire la relation : 

(2) & v = . 

Il en résulte que 1'homéomorphisme w de U' sur U et le 

morphisme identique de 0 y sur w^( 0^) caractérisent bien 

un isomorphisme de préschémas: 

W : (U', ô^) - (U, G7D) 

ce qui achève la démonstration de la partie (b). 

Avec les notations du lemme 6-7, pour tout ouvert quasi-

compact U Q de U , 1'homomorphisme canonique : 
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p 1 : A ' -v A" = A' 

est l'homomorphisme canonique, de l'anneau : 

A ' = r ( U , 0 X ) = r ' ( X ' , 0 ^ , ) 

dans 1 1 anneau : 

r ( D Q . © x ) - A - A » - A' = r'(D;.^,) 
^ o "o 

déterminé par la restriction à l'ouvert U' de X' . 

En particulier, si U Q = U , ce qui entraîne IT - U' , il 

en résulte que 1'homomorphisme canonique : 

p ' : A' = r'(X', 0 ^ f ) + T'(U', g^ f) 

est un isomorphisme. 

Il convient de remarquer que ce résultat exprime que 

l'anneau A' coïncide avec l'anneau localisé de A' pour 

la localisation <?' = J^, dans c^' , associée à l'ouvert U' 

de X' et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempo

tent <3?' = ^ u ? . 

Il en résulte en particulier la relation : 

(3) #?' A' = 0 . 

Puisque w est un homëomorphisme et que U est un ouvert 

quasi-compact de X , l'ouvert U' de X' est également quasi-

compact. Il existe donc une famille finie (g!).. T d'éléments 
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de A' , telle que : 

U' = l—I D(g!) . 

Soit f un élément de A' tel que l'ouvert affine spécial 

D(f') de X' vérifie : 

D(f')0 U ' = 0 . 

Pour tout j eJ , il en résulte : 

D ( f g ! ) = D < f ' ) n D ( g ï ) = 0 

et par suite, il existe des entiers n. tels que : 

( f gî)
nJ = 0 . 

Si n est un majorant des entiers pour j e j , en posant : 

f* = f' n et f! = g! n 

pour tout j £ J , ce qui entraîne à fortiori : 

f f! = 0 
o J 

pour tout j e J , les relations : 

D(gj) = D(fï) 

pour tout j e J , entraînent : 

U' - C_j D(f.) 

j eJ J 

et de plus . 

D(f') = D(f^) . 
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Les relations f ï = 0 pour tout j £J ! montrent que 

l'annulateur de fT contient 1Tidéal : о 
œ = Yl A' f! 

de A f qui appartient à l'ensemble topologisant et idempotent 

cFT = З'цт • 11 en résulte la relation : 

о 
et la relation (3) entraîne : 

fT = 0 о 
ce qui donne : D(f') = D(f^) = 0 . 

Ainsi tout ouvert affine spécial de X 1 disjoint de U T 

est vide. Il en résulte que U T est partout dense dans X ? , ce 

qui achève la démonstration de la partie (a). 

6-9. COROLLAIRE : Avec les donnée* et le* notation* du théorème 

6-8, soit Ф le morphisme du schéma ajjlne ( X ' , ( 5 ' t ) 

dans le schéma ajjlne (X, <2?v) déterminé par Vhomo-
x 

morphisme p et soit F le joncteur de qÂ dans (Ây tel 

que le joncteur localisation L de la localisation 

Sf =«$^j dans çfè, associée a Vouvert и de x,solt 

caractérisé par : L = F . 

S/C j et j 1 sont les joncteurs Image* récipro

que* déterminés par les morphisme* de préschéma* j 
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et j T associes aux Injections canoniques de u dans 

X et de dans x T , alons : 

(a) Tout objet M deJhvéhtjle : 

j M = j' FM 

(b) lout objzt M' de c^' vé-^c^e : 

j'* M' = w \ j * w M' . 

Compte tenu de la relation : 

& « w ( G?1 ,) 
U * v U f / 

la partie ( a ) est une conséquence immédiate de la relation (1) 

établie dans la démonstration du théorème 6-8. 

Comme dans la démonstration du théorème 6-8, le lemme 6-7 

entraîne la relation : 

F' M 1 = F ( p ^ M') 
o o * 

pour tout objet M 1 de c^1 , ce qui implique la relation : 

pour tout ouvert quasi-compact de U' .Un raisonnement ana

logue à celui de la démonstration du théorème 6-8, conduit à 

la relation : 

* ^ — i * 
j' M' = w j M' 

La partie (6) est alors une conséquence immédiate de la 
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relation : 

qui résulte de la proposition (1-6-3) de [ 7 ] . 

7 - OUVERTS AFFINES DES SCHEMAS AFFINES. 

7 - 1 . THEOREME : Etant donne, un schéma affine (X, 0?^) , associé 

ci un anneau commutati f A , 6 oit c& = Mod A la cate

gorie des к-то dates. 

VouA tout ouvert quasi-compact U de X , soit 

(U, &y) le préschéma induit sur U par le schéma 

affine (X, 0 X) , soit (iy la catégorie des ^-Mo

dules quasi-cohérents et en posant к1 = Г (U, &^) = 
г!(и,<^) toil d' = Mod A' la catégorie des k1-mo

dules. 

Alors, Il y a équivalence des conditions sui

vantes : 

(а) L'ouvert U d e X est un ouvert affine. 

(б) L e foncteur section r f de (S>^ dans <&' déter

mine une équivalence. 

[b'} L e foncteur r ' d e 66^ dans <J' est exact. 

( c ) La localisation 5? dans associée à l'ou

vert U d e X , est exacte. 
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[c') La localisation $f dans ¿4, associée ä Vou

vert U de X , est plate. 

(d) T o u £ e jamllle jinle ( f j ) j e j d'éléments de A , 

£ e £ £ e q u e : 

U = l — J D(f.) 
j € J J 

vérijie la condition : 

[d ) Il existe une jamllle (g.). , de sections 

g.e r(u, <2>) , telle que : 
J Ä 

JZ ( f Ju ) « l|u . 
j € J J J 

( d ' ) I £ existe au moins une jamllle jlnle (f.) . 
J J €. J 

d'éléments de A , telle que : 

U - L J D(f ) 
j e J J 

et vérifiant la condlXlon [dQ\ . 

( e ) Tout idéal de type jlnl Q de A admettant un 

système jini de générateurs (f.). e t £ e i q u e 
J j € j 

U = D ( a ) , vérifie la condition : 

( e ^ ) u : A + A q e6£ l'homomorphisme canonique 

de A dari4 l'anneau quotient A d e A pa/i VIdéal i 

constitué par les éléments de A , annulés par une 

puissance de CX> H existe un entier n et une Ca

mille (h.) de k-homomorphisme h . d e Q n dans 
J J € J J 

A Q , ; t e £ £ e q u e : 
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7 ~ h.(x) u(f.) = u(x) 

j e J J J 

pour tout x e c i n . 

( e 1 ) Il existe au moins un Idéal do, type jlnt Cl d e 

A , admettant un système jlnl de générateurs (f.). c T 

et tel que U = D ( a ) , vérifiant la condition (eQ). 

Soit S?= Sf̂  la localisation dans coassociée à l'ouvert U 

de X et caractérisée par l'ensemble topologisant et idempotent 

^ . Puisque l'ouvert U de X est quasi-compact, le théorème 

4-3 et le corollaire 4-4 montrent que l'anneau A' est l'anneau 

localisé A^j de A pour la localisation Il en resuite que 

l'anneau A' est caractérisé par : 

A' = Atf- = lim Hom(I, A / ) 
9 I € ^ « A 

et 1'homomorphisme de restriction p de A dans A' coïncide avec 

l'homomorphisme ^ . 
ci. 

Tout d'abord, pour qu'une famille finie (f.).^ T d'élé-

ments de A vérifie 

U = U D(f ) 
j eJ J 

il faut et il suffit que (^j)jç j s°it un système fini de géné

rateurs d'un idéal de type fini OLde A, tel que U = D(Cl) . 

D'autre part, pour tout idéal de type fini CL de A 

vérifiant cette condition, l'ensemble admet pour système co-
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final les puissances de CL et par suite l'idéal I introduit 

dans la condition ( e ^ ) coïncide avec l'idéal , ce qui 

entraîne A - A / , n e n résulte alors que l'anneau A ' 

peut être caractérisé par : 

A ' = A^p = limy Hom ( a n > A Q) . 
V n€lN ° 

Compte tenu de la caractérisation classique de la struc

ture multiplicative de l'anneau A ^ - , ces remarques entraînent 

immédiatement l'équivalence des conditions (d^) et ( e ^ ) • 

Il en résulte immédiatement que les conditions [d) et ( e ) 

sont équivalentes et que de même les conditions [d') et ( e 1 ) 

sont équivalentes. 

Le théorème (1-4-1) de [7] montre que la condition ( a ) en

traîne la condition (b). 

Il est évident que la condition (b) entraîne la condition 

( fa - ) . 

Les relations ( a ) et ( c ) du lemme 6 - 2 entraînent la rela

tion 

D'après le corollaire 6 - 5 , le foncteur j P est exact et comme 

le foncteur p est exact, si le foncteur T ' est exact, le fonc-

teur localisation L^ de la localisation ££=«3?^ dans est exact. 

Ainsi, la condition (b*) entraîne la condition ( c ) . 
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Puisque l'ouvert U de X est quasi-compact, la proposi-

tion 2-9 montre que la localisation $C = 5^ dans c#est de type 

fini. La proposition 3-5 et le théorème 3-6 de [il] montrent 

donc que la condition ( c ) entraîne la condition ( c r ) . 

Soit j£T = p(j£) la localisation dans ¿3? ' , image par p 

de la localisation $t et caractérisée par l'ensemble topologi-

sant et idempotent = p(*$?) image par p de l'ensemble 

D'après le théorème 3-6 de [il], pour que la localisation 

àf^ dans soit plate, il faut et il suffit que l'ensemble 

*£f% vérifie 

S?' = {A'} . 

En particulier, lorsque la localisation 9 f = d a n s ctâ 

est plate, pour tout idéal CL de A tel que CL £ W , le lemme 

5-2 entraîne que l'idéal A'p(CL) de A' est un élément de 9*' 

et par suite : 

A' p(a) = A' . 

Toute famille finie (f.).- T d'éléments de A , telle que : 

u = L_J D(f ) 
jeJ J 

est un système fini de générateurs d'un idéal de type fini CL 

de A vérifiant : U = D(Q.) et par suite : CL £ -

Ce qui précède montre donc que la condition ( c 1 ) entraîne 

A' p(f ) = A' 
j 6J 3 
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de X 1 sur lfouvert U de X , qui caractérise un isomorphisme 

de préschémas : 

W : (X',^,) + (U,<&D) . 

La condition [d1) entraîne donc que le préschéma (U, ) , 

induit sur l'ouvert U par le schéma affine (X, , est iso

morphe au schéma affine (X',0' f) , c'est-à-dire que l'ouvert 
x 

U de X est un ouvert affine. 

Ainsi, la condition [d*) entraîne la condition (a), ce qui 

achève la démonstration. 

7-2 - Notations - Etant donné un schéma affine (X, 0 ) , asso-__________ x 

eie à un anneau commutatif A , pour tout ouvert U de X , en po

sant : A' = T(U, , le foncteur section r ( U , * ) de la catégo

rie des (5^-Modules (non nécessairement quasi-cohérents) dans 

la catégorie et1 = Mod A' des A'-modules, est exact à gauche. 

p i eme 
Pour tout entier p^o , soit Ir (U,*) , le p foncteur 

dérivé du foncteur T(U,*) . Ces foncteurs H^(U,«) caractérisent 

un jonct&uA cokomotogiqiiz un<Lv<i>ueJt [6] , noté H*(U,0 , de la 

catégorie des (^-Modules dans la catégorie c^' des A'-modules, 

d'après une remarque analogue à la remarque (0-12-1-2) de [8]. 

De même, pour tout entier p^O , soit HP(U,-) le p l e m e f 0nc-
V ' 

teur associé au foncteur T(U,») par la méthode de Cech. (Voir par 

exemple [5] ou [9] ) • 
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Puisque l'anneau A' est commutatif, pour tout entier n , 
• • 1 ème 

la considération de la puissance n des deux membres de la 

relation précédente, montre que l'élément unité 1' de A' peut 

s'écrire sous la forme d'une combinaison linéaire, à coeffi

cients dans A' , d'éléments de A 1 qui sont les images par p 

d'éléments de l'idéal Q . n . Autrement dit, il en résulte la 

relation : 

a ' P ( a n ) = A ' 

qui montre que A ' est le seul idéal & f de A ' vérifiant : 

ex c p ( a' ) . 

Comme la condition U = D (O l) entraîne que l'ensemble to

pologisant et idempotent t3?= ̂  admet pour système cofinal les 

puissances de l'idéal Û L , le lemme 5-2 montre que l'ensemble 

topologisant et idempotent $̂r' = p("Ç) , image par p de l'en

semble vérifie : 

3?*' = {A'} . 

Soit (X', <5',) le schéma affine associé à l'anneau A' et 
A. 

soit ^p: X' -+ X l'application continue déterminée par 1'homo

morphisme d'anneaux p : A A' .Le lemme 5-8 entraîne que la 

localisation i£' = p(if) dans 6€' est la localisation dans 

crë' , associée à l'ouvert U' •Y'^OJ) de X' . La relation 

3F' = {A'} entraîne donc U' = X' et le théorème 6-8 montre que 

l'application continue <f s X' -> X induit un homéomorphisme w 
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de X f sur l'ouvert U de X , qui caractérise un isomorphisme 

de pré schémas : 

W : (X', 0^) - ( U , ^ ) . 

La condition (cf) entraîne donc que le préschéma (U, ) , 

induit sur l'ouvert U par le schéma affine (X, 0^) , est iso

morphe au schéma affine (X',0'f) , c'est-à-dire que l'ouvert 

U de X est un ouvert affine. 

Ainsi, la condition [d* ) entraîne la condition (a), ce qui 

achève la démonstration. 

7-2 - Notations - Etant donné un schéma affine (X, 0 ) , asso-
— — — — — — A . 

cié à un anneau commutatif A , pour tout ouvert U de X , en po

sant : A' = T(U, &^) , le foncteur section r(U,*) de la catégo

rie des (5^-Modules (non nécessairement quasi-cohérents) dans 

la catégorie c#' - Mod A' des A'-modules, est exact à gauche. 

p i ème 
Pour tout entier p>o , soit HK(U,«) , le p foncteur 

dérivé du foncteur r ( U , * ) . Ces foncteurs H^(U,0 caractérisent 

un fanctojuJi cohomotoglque uvUvzsueZ [6] , noté H*(U,-) , de la 

catégorie des (^-Modules dans la catégorie ĉ ' des A'-modules, 

d'après une remarque analogue à la remarque (0-12-1-2) de [8] . 

De même, pour tout entier p^O , soit H P(U,0 le p l ê m e fonc-

teur associe au foncteur T(U,0 par la méthode de Cech. (Voir pa: 

exemple [5] ou [9] ). 
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7-3. LEMME : Etant donné un schéma affine (X, & ) , associé 
A 

à un anneau commutatif A , pour tout ouvert affine 
U de X , tout ф -Module quasi-cohérent M , vérifie : 

A. 

HP(U,M) = 0 

pour tout p>o . 

Tout dTabord, il est immédiat que tout ouvert affine U de 

X est quasi-compact. 

Soit un recouvrement ouvert de l'ouvert quasi-compact 

U de X , par des ouverts U. = D(f.) , caractérisés par une 
2 3 

famille finie (f.). , d'éléments de A , vérifiant 
J J & J 

U = D(f.) . 

j€ J J 

Le théorème 7-1 entraîne qu'il existe une famille (g-). T 

de sections g.£ Г ( и , Ф ) , telle que : J X 

Ц g (f |u) - i|u . 
j e J J J 

Pour tout <3> -Module quasi-cohérent M , la restriction 
X 

M IU de M à l'ouvert U est un |U)-Module quasi-cohérent et 
le corollaire (1-2-4) de [8] entraîne alors : 

HP(U>, M) « 0 
pour tout p>o . 

Comme les recouvrements ouverts de U , de la forme rVby 
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sont arbitrairement fins , par passage "à la limite inductive", 

il en résulte alors : 

HF(U,M) = 0 

pour tout p>o , ce qui achève la démonstration. 

7 - 4 . COROLLAIRE : Etant donné un schéma affine (X, 0^) , asso

cié à un anneau commutatif A , pour, tout ouvert U de 

X , avec lu notations précédentes, il y a équivalen

ce des conditions suivantes : 

[a) L1 ouvert u de x est un ouvert affine. 

(b) U ouvert U de X est quasi-compact et tout 

&-Module quasi-cokérent M , vérifie : 
A. 

HP(U,M) * 0 

pour tout p>o . 

Naturellement, tout ouvert affine de X est quasi-compact. 

Soit Ul'ensemble des ouverts affines de X . La proposi

tion ( 5 - 5 - 6 ) de [ 7 ] montre que U'elT et U"€lf impliquent : 

U'OU" G If*. Il est évident que If contient des ouverts arbi

trairement petits. Enfin, pour tout 0 -Module quasi-cohérent 

M , le lemme 7 - 3 entraîne : 

Hq(U',M) = 0 

pour tout q>I et tout U f 6 V" . 
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, , _ nu 
Ainsi, pour tout <5 -Module quasi-cohérent M , la fa-

A 

mille 1/*, qui constitue naturellement un recouvrement ouvert 

de X , possède les propriétés a), b) et c) de l'énoncé du 

théorème 5-9-2 de [5]. La démonstration de ce théorème 5-9-2 

de [5] établit, par récurrence sur n , que les homomorphisme s 

canoniques : 

Hn(U',M) + Hn(U',M) 

sont bijectifs pour tout U' 6 1^ . 

Compte tenu de ce résultat, le lemme 7-3, entraîne : 

HP(U',M) = 0 

pour tout p>o et tout U'€ 17" . 

Ainsi, la condition ( a ) entraîne la condition ( b ) . 

Avec les notations 6-1, pour tout ouvert quasi-compact 

U de X , le foncteur T , défini sur la catégorie 60 des G? -
U A 

Modules quasi-cohérents, est la restriction du foncteur section 

T(U,0 défini sur la catégorie des 0-Modules. Il en résulte 
A 

immédiatement que la condition ( b ) entraîne que le foncteur 

est exact. 

Les relations ( c ) , ( a ) et ( a ' ) du lemme 6 - 2 entraînent 

la relation : 

- F j P - p. F' j P = P , r 0 P 
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v 

et comme les foncteurs p # et P sont toujours exacts, il en 

résulte alors que le foncteur localisation est exact, 

c'est-à-dire que la localisation Jfy danscÂr , associée à 

l'ouvert quasi-compact U de X , est exacte. Le théorème 7-1 

entraîne alors que l'ouvert U de X est un ouvert affine. 

Ainsi, la condition (fa) entraîne la condition ( a ) , ce 

qui achève la démonstration, 

7-5. Remarque - Le corollaire 7-4 constitue une généralisa

tion du théorème (1-3-1) de [8]. 

112 



Localisations et schémas affines 

BIBLIOGRAPHIE 

[l] N. BOURBAKI : Algèbre commutative, Ch.l. Modules 
plat*. Ch.II. localisations, Paris 
Hermann [Act. Sc. et Ind. 1290,Elé-
ments de Mathématiques ) . 

[2] C CHEVALLEY : introduction à la Théorie des Schémas, 
Cours professé à 1TI.H.P., Année 1964— 
65, édité par le Centre de Physique 
Théorique de l'Ecole Polytechnique. 

[ 3 ] P. GABRIEL : Des catégories abéliennes, Bull. Soc. 
Math. Fr., t.90, 1962, p. 323-448 
(Thèse Sc. Math. Paris 1961). 

[4] J. GIRAUD : Analysis Situs, Séminaire BOURBAKI, 
Mai 1963. 

[ 5 ] R. GODEMENT : Topologie algébrique et théorie des 
faisceaux, Paris Hermann 1958 [Act. 
Sc.et Ind., 1252, Pubi. Inst. Math. 
Univ. Strasbourg, XIII). 

[6] A. GROTHENDIECK : Sur quelques points d'algèbre homolo-
glque, Tohoku math.J, Série 2, t.9, 
1957, p. 119-221. 

[ 7 ] A. GROTHENDIECK : Eléments de géométrie algébrique, 
I. La langage des schémas, Paris 
Presses universitaires de France,1960 
(Institut des Hautes Etudes Scienti
fiques, Publications Mathématiques № 4 ) . 

[8] A. GROTHENDIECK : Eléments de géométrie algébrique, 
III. Etude cohomologlque des faisceaux 
cohérents, Paris Presses Universitaires 
de France 1961 [Institut des Hautes 
Etudes Scientifiques, Publications ma
thématiques № l l ) . 

113 



Localisations et schémas affines 

[ 9 ] M. HACQUE : P r é f a i s c e a u x sur les 
situations , Cahiers de topologie 
et géométrie différentielle, Vol.IX, 
3, 3ème trimestre 1967, p. 36-108 
(Dunod, Paris). 

[io] M. HACQUE : Mono-sous-catégories d'une catégorie 
de modules, Publications du Départe
ment de Math. Fac. des Se. de LYON, 
t.6, 1969, fasci , p. 13-48. 

[l l] M. HACQUE : Localisation* exactes et localisations 
plates, Publications du Département 
de Math. Fac. des Se. de LYON, t.6, 
1969, fase.2, p. 97-117. 

[l2] D. LAZARD : Autour de la platitude, Bull. Soc.Math. 
Fr., t.97, 1969, p. 81-128 (Thèse Se. 
Math. Paris, 1968). 

Manuscrit remis le 2 0 mars 1 9 7 0 . M. HACQUE 

Maître de Conférences 

Département d e Mathématiques 

Faculté des Sciences 

43 , bd du 1 1 novembre 1 9 1 8 

VILLEURBANNE 

114 

114 


