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Publicat ions du 9 7 

Dépar tement de 

Mathémat iques 

Lyon 1969 t . 6 - 2 

LOCALISATIONS EXACTES ET LOCALISATIONS PLATES 

Michel HACQUE 

Etant donné un anneau A, avec élément unité, soit À » ModA la catégorie des 

modules unitaires à gauche sur A. 

Une localisation dans A peut être caractérisée par l'une des données suivantes s 

(a) Une sous catégorie localisante C de A 0 

(b) Un ensemble F topologisant et idempotent d'idéaux à gauche de A. 

Ce) Un système localisant (L,Y) constitué par un foncteur localisation 

L exact à gauche de A dans A et un morphisme fonctoriel ¥ : 1^—) L 
2 

tel que YL et LY soient des isomorphismes fonctoriels de L sur L „ 

(d) Une sous catégorie locale L de A, c'est-à-dire une sous catégorie 

pleine de A, telle que le foncteur canonique ? de L dans A admette 

un adjoint à gauche T, qui est un foncteur exact à gauche de A dans L0 

(e) Une mono sous catégorie M de A e 

La terminologie utilisée est celle de [fj et de {ï] 0 

Lorsque ces données caractérisent une même localisation L dans A, elles sont 

reliées, par exemple, par les conditions suivantes : 

L'ensemble F est constitué par les idéaux à gauche I de A, tels que A/I 

soit un objet de C 0 Réciproquement, la sous catégorie localisante C de A, est la 

sous catégorie pleine de A, caractérisée par les objets F-négligeables0 

La sous catégorie locale L de A est la sous catégorie pleine de A, carac

térisée par les objets de A invariants pour le système localisant (L,T)fl c°est-à-

dire par les objets 11 pour lesquels s M ^ LM est un isomorphisme et alors T 
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SUAJ 

est caractérisé par : L - ST. 

Réciproquement, le système localisant (L,¥) est caractérisé par s L = %ft et 

Y est'le morphisme fonctoriel d'adjonction» 

La sous catégorie locale L de A est la sous catégorie pleine de A caractérisée 

par les objets C-fermés. Réciproquement, la sous catégorie localisante C de A est 

le noyau du foncteur localisation L ou du foncteur T. 

La mono sous catégorie M de A est la sous catégorie pleine de A caractérisée 

par les objets M de A vérifiant FM =* 0. 

Réciproquement, la sous catégorie locale L de A est la sous catégorie pleine 

de M, caractérisée par les objets purs de M, 

Dans la suite, la localisation L sera caractérisée par l'une quelconque de 

ces données» 

De plus, soit T le foncteur canonique, exact, de A dans la catégorie quotient 

A/C„ Soit Ap l'opposé de l'anneau des endomorphismes de TA dans A/C et soit 

^ A : A — * Ap l'homomorphisme d'anneaux défini par T, en identifiant A à l'opposé 

de l'anneau de ses endomorphismes dans A. Soit Ap • HodAp la catégorie des modules 

à gauche, unitaires, sur Ap et soit C^)* le foncteur restriction des scalaires 

de Ap dans A, 

Il existe un foncteur S' de A/C dans Ap caractérisé par la condition suivante s 

pour un objet P de A/C, l'objet S'P de Ap est le groupe abélien Horn^CTA^P) muni 

d'une structure de Ap-module à gauche par la composition par les endomorphismes 

de TA dans A/C 0 

Le foncteur section S = t^l^f S' de A/C dans A est unadjoint à droite au 

foncteur T et il est possible de supposer que ; L - ST = C^^l^S'T, 

Le A-module à gauche défini sur l'anneau Ap par ̂  est donc t^A)#oAp= LA 

noté également Ap. 

Plus généralement, tout objet M de A détermine un homomorphisme : 

¥ M 5 M * M F " L M o 
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Le module M peut être caractérisé par : 

M - ligL Hom(I,M/Fn) 

et H1 est alors la limite inductive des homomorphismes canoniques de M = Hom(A,M) 

dans HomCI^/f M). 

Soit p : A A' « A/<x 1 "homomorphisme canonique de l'anneau A dans l'anneau 

quotient Q' de A par 1 "idéal bilatère = FA. 

L'idéal bilatère CC* FA de A est le noyau de 1'homomorphisme : 

f A : A ^ - A F 

de l'anneau A dans l'anneau localisé A^ de A pour f. dont le module sous-jacent 

peut être caractérisé par : 

A r = lim Homtl.A') 
F 

lo Localisations exactes s 

D'après le corollaire 3 de [l] (p. 369), l'exactitude du foncteur localisation 

L est équivalente à l'exactitude du foncteur section S. 

1.1 Définition : Une localisation L dans A est exacte, si le foncteur localisation 

L (ou le foncteur section s) est exact. 

1.2 Proposition : Avec les notations précédentess il y a équivalence des conditions 

suivantes : 

(a) La localisation l est exacte> 

(b) Si M est un sous objet de Q et si M et Q sont des objets de lj alors 

Q/M est un objet de L. 

(c) Ext2(N,M)= 0 pour tout objet N de C et tout objet M de L. 

(d) Ext1(I,M) = 0 pour tout I € F et tout objet M de L 

(e) Pour toute suite exacte de la form 

0 >N > Q 2 » P > 0 
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dans laquelle M et Q sont des objets de pour tout Je F et tout 

ueHomCJ.PÎ, il existe I £ F 3 avec icj et veHom(I,Q) tels que p 0v 

aoînoide avec la restriction de u à Ic 

L'équivalence des conditions (a) et (b) résulte de la proposition 7 de [l] 

(p. 376). 

Pour tout objet M de l, une enveloppe injective Q de M dans A est aussi un 

objet de L. Tout objet N de C détermine une suite exacte : 

Ext 1(N,Q)—> Ext1(N,Q/N)—> Ext2(N,M) —• Ext2(N,Q) 

dans laquelle les termes extrêmes sont nuls puisque 0 est injectif. 

La condition (b) entraîne que Q/(1 est un objet de L. D'après le corollaire 

4-4 de [2], il en résulte Ext1(N,Q/P1) = 0, ce qui implique Ext2(N,M) = 0. Ainsi, 

la condition (b) implique la condition (c). 

Pour tout objet M de L et pour tout l€F, puisque A/I est un objet de C, la 
1 2 

relation Ext (1,11) = Ext (A/1,M), montre que la condition (c) entraine la condi

tion (d). 

La condition (d) implique la condition (e) en choisissant I - J, puisque 

Ext1(J,M) = 0, entraine la surjectivité de l'application canonique s 

Hom(J,Q) > Hom(J,P). 

Les hypothèses de la condition (b) entraînent que P = Q/M est un objet de M. 

L'homomorphisme 

* p : P P F 

est donc injectif : 

Pour montrer que P est un objet de L, il suffit donc de montrer que Y est 

surjectif. 

Tout élément x de Pp est représenté par un homomorphisme ueHomQ.P) pour 

un certain J€F„ 
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La condition Ce) entraine qu'il existe ieF, avec I C J et un homomorphisme 

v£Hom(I,Q) tels que p ev coïncide avec la restriction de u à I. Puisque Q est un 

objet de L, l'homomorphisme veHomCI,Q) se prolonge en v€Hom(A,Q)j qui détermine 

p 0v » w€Hom(A tP) Q La restriction de w à I est donc p 0v et elle coïncide avec la 

restriction de u à I, ce qui prouve que les homomorphismes wçHom(A fP) et ueHom(J,P) 

ont la même image dans Hom(I,P) et par suite, aussi dans Pp. Il en résulte que 

l'élément x de P^ est l'image par ¥ p de weHom(A,P) = P c Aussi, la condition (e) 

implique la condition (b), ce qui achève la démonstration. 

1 03 Corollaire : La localisation L dans A est exacte si l'une des conditions savantes 

est vérifiée : 

(1) Tout objet M de L est injectif dans À. 

(2) L9ensemble F possède un sous ensemble cofinal constitué d'idéaux à 

gauche projectifSo 

En effet, la condition (1) entraine les conditions (c) et (d)0 

D'autre part, la condition (2) entraine la condition (e) en choisissant IC F , 

avec icj et I projectifo 

Exemple l O4 0 Si F© est l'ensemble des idéaux à gauche de A, exxentiels dans A, et 
2 

si F » F* est l'ensemble topologisant et idempotent engendré par Fe, il est connu 
2 

que la localisation caractérisée par F • F# est exacte. Il est facile de retrouver 

ce résultat puisque la condition (1) est alors vérifiée0 

2. Localisations plates0 

Pour tout homomorphisme d'anneaux <f> : A — > B, le foncteur restriction des 

scalaires <J># de ModB dans ModA, est un adjoint à droite au foncteur extension des 

scalaires <j>* de ModA dans ModBo 

Pour toute sous catégorie localisante C de ModA, associée à un ensemble F 

topologisant et idempotent, il est facile de vérifier que la sous catégorie pleine 

101 
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V de ModB caractérisée par les objets dont l'image par <fê  est un objet de C, 

constitue une sous catégorie localisante de ModB, appelée l'image de C par <J>Q 

L'ensemble G topologisant et idempotent, associé à V, appelé 1'image de F 

par <f>, est constitué par les idéaux à gauche J de B, tels que ^(B/J) soit un 

objet de C 0 

Enfin, un épimorphisme d"anneaux <J> : A — B est plat à gauche, si B est 

un A-module plat à droite 0 

t/ 
2.1 Définition : Une localisation L dans A est plate, si le foncteur localisation 

L commute aux limites inductives. 

Une localisation L dans A étant exacte si le foncteur localisation L 

commute aux limites inductives finies, toute localisation plate est une loca

lisation exacteQ 

2.2 Proposition : Pour toute localisation L dans A, il a équivalence des 

conditions suivantes : 
SU 

(a) La localisation L est plate* 

(b) Le foncteur localisation L admet un adjoint à droite 

(c) Le foncteur localisation L est isomorphe au foncteur : (VA^AV 
A A 

(d) Lfhomomorphisme d9anneaux : ¥ i A — > Ap est un épimorphisme 

plat à gauche et la sous catégorie localisante C de A est le 

noyau du foncteur 

(e) L'image G - ^(F) de F par vérifie G = {Ap}. 

(f) Le foncteur section S commute aux limites inductives. 

La proposition 1 bis de [Y] (p» 404) montre que la condition (a) entraine 

la condition (b)o 
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Soient *' : (TA)*C<rA)^—> I A et *• : I A — ^ (¥ J^.C* ̂ , les morphismes 

fonctoriels liés à l'adjonction de et de CM» 
A A 

La condition (c) entraine qu'un système localisant (L,Y] peut être caractérisé 

par L =
 ( V * o C V * e t * = L e m o rPhisme fonctoriel L<P = C ^ ^ t ^ f *• de 

L = ̂ VM'A 1 d a n s * ̂ A ^ ' ^ A 1 B T ¥ A ^ O T T A 5 S S t d 0 n ° U n i s o m o r P h l s m 8 fonctoriel. 

Puisque le foncteur (¥.J* e s t fidèle, il en résulte que le morphisme fonctoriel 
A 

(¥A) *• de (^î* dans t? Af t ' A y A ^ e s t un isomorphisme fonctorielo D'après les 
propriétés générales des foncteurs adjoints, le composé *'(¥ F*0 (¥)*¥'

 e s t u n 

A A 
isomorphisme fonctoriel de (T ) sur C*.î , ce qui entraine alors que le morphisme 

A A 
fonctoriel *•(¥ j* de . (V.)* dans (Y AJ* est un isomorphisme fonctoriel. A A A * A A 
Puisque Ap = (Y ) A, ce résultat, appliqué à l'objet A de A , donne un isomorphisme : 

Comme cet isomorphisme est aussi l'homomorphisme canonique de ^ A ^ ^ A ^
A p = 

= Ap 8 A Ap dans Ap, induit par la multiplication dans Ap, la proposition 1.1 de 

[4], montre que : A > Ap est un épimorphisme d'anneauxo Puisque le foncteur 

localisation L, caractérise par LU » ̂ A ^ * ^ A ^ M * A F 8 A M ' e s t 8 X a c t ' 1 1 e p r é s u l t e 

que Ap est un A-module à droite plat. Enfin, puisque le foncteur W e s t fidèle 

et puisque la sous catégorie localisante C de A est le noyau de L, elle est aussi 

le noyau du foncteur I*AÎ Ainsi la condition (c) entraine la condition (d). 

Si ̂ A ; A — y Ap est un épimorphisme d'anneaux, la proposition 2 01 ds- [VJ 

montre que le foncteur C? AÎ^ est pleinement fidèle, ce qui entraine que $
? est 

un isomorphisme fonctoriel de (fA) t*A?^. sur 0 La sous catégorie localisante 

P • * A f C ) d e Ap, image de la sous catégorie localisante C de A par ¥A„ est la 

sous catégorie pleine de Ap, caractérisée par les objets N de Ap„ tels que C^A^.N 

soit un objet de C. La condition (d) entraine alors qu'un tel objet N est isomorphe 

à (?A) ( Â1^N, qui est nul puisque C est le noyau du foncteur (*AÎ . Il en résulte 

que V ne contient que des objets nuls. L'image G = ¥.(F] de F par Y étant. 
A A 
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l'ensemble topologisant et idempotent constitué par les idéaux à gauche J de Ap , 

tels que Ap/J soit un objet de V, il en résulte la relation G = {Ap} . Ainsi, 

la condition Cd) entraine la condition Ce). 

Avec les notations précédentes, le foncteur S' de A/C dans Ap est toujours 

adjoint à droite au foncteur T(f ^ et la proposition 3 de [Ï] (p. 413) montre 

que le foncteur T C ^ ) * induit une équivalence entre Ap/P dt A/C , La condition (e) 

signifie que V ne contient que des objets nuls, ce qui entraine que Ap/P est 

canoniquement isomorphe à Ap. Il en résulte que le foncteur T C^l* détermine 

une équivalence entre Ap et A/C et que par suite, le foncteur S' détermine une 

équivalence entre A/C et Ap. Il en résulte que les foncteurs S 9 et t^ltf commutent 

aux limites inductives et la relation S = ̂ /\'#* s > m o ntre q u e le foncteur section 

S commute aux limites inductives. Ainsi, la condition Ce) entraine la condition (f). 

Enfin, puisque le foncteur T, qui est un adjoint à gauche, commute toujours 

aux limites inductives, la relation L • ST montre que la condition (f) entraine 

la condition (a), ce qui achève la démonstration. 

3. Caractérisations des localisations plates. 

3.1 Lemme : Si un homomorphisme d9anneaux <f> ; A — ^ B est un épimorphisme plat 

à gauche, alors : 

(a) Le noyau C du foncteur extension des scalaires <j> , est une sous-

catégorie localisante de A. 

(b) L'ensemble F topologisant et idempotent associé à C est constitué 

par les idéaux à gauche I de A, vérifiant l'une des conditions suivantes : 

suivantes : 

(1) - B 8A(A/I) - 0 

(2) - B <f>U) - B. 
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En particulier^ F possède un sous ensemble cofinal, constitué d'idéaux 

à gauche de type fini. 

(c) Si Yft : A —*r Ap caractérise un localisé de A pour cet ensemble F, 

alors il existe un isomorphisme unique u de Ap sur B, tel que 

Soit $ l l'homomorphisme fonctoriel de dans I n o d B » l
i é à l'adjonction 

de <J>̂  et de <j>*. Puisque <)> : A y B est un épimorphisme d'anneaux, la proposition 

2.1 de [3] montre que le foncteur <fê. est pleinement fidèle, ce qui entraine que 

est un isomorphisme fonctoriel. Puisque $ : A — > B est un épimorphisme plat 

à gauche, le foncteur ̂ , caractérisé par <ĵ H = B 8 M, est exact. 

La proposition 5 de [i] Cp. 374) montre que C = Ker4>* est une sous catégorie 

localisante de A et que induit une équivalence entre A/C et NodB. La condition 

(a) est donc démontrée. 

La relation I^F, signifie que A/I est un objet de C, c'est-à-dire que 

<j> (A/I) « 0, ce qui se traduit par la condition (1). 

Puisque B est un A-module plat à droite, une suite exacte 

• > I } A » A/I y 0. 

donne une suite exacte : 

0 ^ B8 AI * B8 AA » B8 A(A/I) }0 

La condition (1) équivaut donc à la surjectivité de l'application canonique 

de B8 AI dans B8 AA identifié à B, Or, l'image d'un élément de B8 F TI de la forme 

£BJB cjj, est l'élément Zb^ia^)81 de B8 AA, identifié à l'élément fb^Cou) de B. 

Comme ces éléments sont les éléments de l'idéal à gauche B<HD de B engendré par 

• ( I ) , la condition (1) est équivalente à la condition (2). 

Puisque la condition (2) signifie qu'il existe un nombre fini d'éléments 

B$ de B et de I, tels que |b^Ca ) soit l'élément unité de B, tout élément 

I Ê F contient l'idéal à gauche de type fini, engendré par ces éléments ct̂  et 
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cet idéal à gauche est aussi un élément de F . 

Ainsi F possède un sous ensemble cofinal, constitué d'idéaux à gauche de type 

fini, ce qui achève la démonstration de la condition (b). 

La démonstration de la proposition 5 de (p. 374) montre qu'il existe 

un foncteur unique R de A/C dans ModB, vérifiant = RT« De plus, le foncteur 

<J>̂ 0R est adjoiht à droite au foncteur T et R détermine une équivalence entre A/C 

et ModBo 

Puisque R est une équivalence, l'application u - R(TA,TA) est un isomorphisme 

de l'anneau des endomorphismes de TA dans A/C, isomorphe à l'opposé de l'anneau 

Ap, sur l'anneau des endomorphismes de <|> A = B dans ModB, isomorphe à l'opposé 

de l'anneau B. Comme l'homomorphisme T(A,A) de l'anneau des endomorphismes de A 

dans A, isomorphe à l'opposé de l'anneau A, dans l'anneau des endomorphismes de TA 

dans A/C, isomorphe à l'opposé de l'anneau Ap, s'identifie à V ; A — > A p et comme 

l'homomorphisme <^(A,A) de l'anneau des endomorphismes de A dans A, isomorphe à 

l'opposé de l'anneau A, dans l'anneau des endomorphismes de <^A = B dans ModB; 

isomorphe à l'opposé de l'anneau B, s'identifie à <|> : A—>B, la relation <f>* = RT 

entraine la relation : 

<f>*(A,A) = R(TA,TA) o T(A,A) 

qui donne alors : 

4> - u 0Y A. 

Cette relation entraine ¥ • u et puisque <j> est un épimorphisme,, il en 
A 

résulte l'unicité de 1'isomorphisme u, ce qui achève la démonstration0 

3. Définition : Un ensemble F topologisant et idempotent d9idéaux à gauche d'un 

anneau A avec élément unité, est plat s'il vérifie la condition suivante : 

(P) "Pour tout Me F, il existe F et des familles finies : 

^ni^l<i^n d'éléments de M et ^f^^2«i<n d'homomorphismes de I dans 
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A' = A/FA , vérifiant : ± 

S f i - p ( x i > = p i 
relation dans laquelle p est l'homomorphisme canonique de A sur A' = A/F A 

et Pj sa restriction à I". 

3.3 Lemme : Pour toute localisation X dans k9 il y a équivalence des conditions 

suivantes : 

(a) L'ensemble F topologisant et idempotent d'idéaux à gauche de 

l'anneau A^ est plat. 

(b) L'image G = ̂ (F) de F par *A vérifie G = {Ap}. 

Puisque l'anneau Ap est isomorphe à l'opposé de l'anneau des endomorphismes 
de TA dans A/C, si b et c sont des éléments de A p représentés par des homo-
morphismes f : I — ^ A' et g : J — V A', avec I^F et J c F, alors 
I' = f 1 [p(J)] est un élément de F et le produit d * bc dans Ap est représenté 
par le composé h = g' 0f : I' ^ A', de la restriction f de f à I' et de l'ho
momorphisme g' : p(J) >A', déterminé par g, puisqu'il vérifie g(FA)cFA' =» 0. 

En particulier, si a est un élément de A, l'élément y
A(aî de Ap est représenté 

par f : A V A', caractérisé par f (a) = p(a)p(a), qui détermine f' : A'-—* A', 
a a ( a caractérisé par f'(a') = a ' p(a). Le produit b.Y.Ca) dans A P est donc représenté a A i 

par h • f• o f : I—=>A', caractérisé par h(a) = f(a)p(a) pour tout a e l , c'est-
à-dire par h = f 0 p(a). 

La condition (b) signifie que pour tout Me F, l'idéal à gauche de Ap engendré 
par ^ACM) est identique à Ap, c'est-à-dire qu'il existe des familles finies 
*Xi^l«i$n d , é l é m e n t s d e M et t b

i ^ 1 < i < n d'éléments de Ap, vérifiant 

i-n 

i-n 
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Si la condition (a) est vérifiée, d'après ce qui précède, la relation précé

dente est également vérifiée en choisissant pour fc^ l'élément de Ap représenté 

par f i # puisque représente l'élément unité de Ap. Ainsi la condition (a) 

entraine la condition (b)„ 

Réciproquement si la condition (b) est vérifiée, les éléments b. de A p sont 
v i an 

représentés par des homomorphismes fj s I £ — ^ A' avec I^eF. Puisque I' = Ç\ I£ 

est un élément de F, il est possible de remplacer I£ par 79 et fj par sa» restriction 

f! à I'. L'homomorphisme : 
i-n 

h = ̂  fi»Ptx±î 

i-n 

de I' dans A' représente donc l'unité de Ap et comme cette unité est aussi repré

sentée par p : A — ^ A', il existe I€F, avec Ici 1» tel que p ^ soit la restriction 

de h à I. Si f i est la restriction de f à I, il en résulte la relation s 
i=n 

Yl f i - p ( x i 3 * pi 
i=n 

Ainsi, la condition (b) entraine la condition (a), ce qui achève la démonstration. 

3.4 Définition : Un ensemble F topologisant et idempotent est de type fini s'il 

possède un sous ensemble cofinal, constitué d'idéaux à gauche de type 

fini. 

3.5. Proposition : Pour toute localisation L dans A, il y a équivalence des condi

tions suivantes : 

(a) l'ensemble F est plat, 

(b) l'ensemble F est de type fini et le foncteur localisation L est exact. 

(c) l'ensemble F est de type fini et en posant CZ= Tf\, il vérifie la 

condition suivante : 
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tpa) " P o u r t o u t M c p > i l existe : 

- un idéal de type fini leF , ayant une famille de générateurs 

t aJ }l*J*m ' 

- une famille finie ( x ^ ^ i ^ dféléments de M. 

- une famille finie ( v 4 . ) , ^ dréléments de A, ces éléments 
" * ij L$i4n* l<$j$m 

vérifiant les conditions suivantes : 
i=n 

(Qo) : Pour tout indice j : / v.,x. = aJmoduloO) 

(Q^ ; Pour tout indice i, toute relation de la forme : 

j=m 
> X a = 0 (moduloCQ. 
J-l J J 

aue<? X € A, entraine : 
3 Jîm 

) X v.. ̂  0 (moduloO) " 
J-l J J 

Si F est plat, 19 lemme 3.3 et la proposition 2.2 montrent que la localisation 

L vérifie la condition (d) de la proposition 2.2, c'est-à-dire que ? : A —^ Ap 

est un épimorphisme plat à gauche et que C est le noyau du foncteur (̂ ) . Le 

lemme 3.1 entraine alors que F est de type fini. Puisque toute localisation plate 

est exacte, la condition (a) entraine la condition (bî. 

Le corollaire 2 de [l] (p. 414) montre que la conditon (b) entraine la 

condition (c) de la proposition 2.2 et d'après cette proposition 2.2 et le lemme 

3.3, il en résulte que la condition (b) entraine la condition (a). 

Compte tenu du fait que tout ensemble F plat est de type fini, il est toujours 

possible de supposer que l'idéal à gauche I € F , intervenant dans la condition (P) 

de la définition 3.2, est de type fini et possède une famille de générateurs 
t aj }Ktfm-

Etant donné un homomorphisme f : I-> A', soit (vJ, ̂  une famille d'éléments 
j i*j<$m 

de A vérifiant fCa^) = p ( v j J P o u r t o u t i n d i c B J« Puisque f(<*ni)oFA' = 0, toute 

relation de la forme : 

a * y A a. S 1 • (modulo 0/ 
J-l J 2 

109 
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entraine donc : 

fCa) - ptX )f(a î = 0. 
J-l 3 3 

c'est-à-dire : 
j-m j=m 
> pU.)p(v.) - PCJZ X v.] • 0 
j-l J J j=l J J 

ou encore : 
J u s 

y A v . = 0 (modulo CO. 
j = l 

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, la relation : 
j=m j-m 

f( ) y. a.) = y p(yjp(vj 
J-l J J j-l 

caractérise b i B n un homomorphisme f : I — ^ A'. 

Ces remarques montrent que la donnée d'une famille finie Cf.), . d'homo-
i l^i^n 

morphismes de I dans A', est équivalente à la donnée d'une famille (v J J), . 
ij l<i<n,Kj<m 

d'éléments de A vérifiant la condition CQ' î. 
a 

La relation figurant dans la condition (P) se traduit donc par les relations 
i=n 
Y~ f.(a,)p(x.) = p.(a.) 
î^T 1 J 1 1 J 

pour tout indice j, c'est-à-dire par les relations : 
i-n 
I Z PlVyJpCxj) - pjlaj) 

qui se traduisent par la condition (Q ). 
a 

Il en résulte bien l'équivalence des conditions (a) et (c), ce qui achève la 

démonstration. 

3.6 ^ 

3.6 Théorème : Pour toute localisation L dans A 4 il y a équivalence des conditions 

suivantes : 

(a) La localisation L est plate. 

(b) L'homomorphisme d'anneaux : ; A—^A^ est un épimorphisme plat 

à gauche et la sous catégorie localisante C de A est le noyau du 

foncteur CrA)* 

(c) L'image G = v (T) de F par ^ vérifie G - {A^} 

(d) L'ensemble F topologisant et idempotent est plat. 
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L'équivalence des conditions (a), (b) et Ce) résulte de la proposition 2.2. 

et l'équivalence des conditions (c) et (d) résulte du lemme 3.3. 

3.7 Corollaire : Si un ensemble F topologisant et idempotent possède un sous 

ensemble oofinal constitué d'idéaux projectifs de type fini, alors 

(a) L'ensemble F est plat. 

(b) L'homomorphisme d'anneaux : A Ap est un épimorphisme 

plat à gauche. 

La condition (a) résulte du corollaire 1.3, qui montre que le foncteur 

localisation L est exact, ce qui entraine la condition (b) de la proposition 3.5. 

La condition (b) résulte alors du théorème 3.6. 

3.8 Remarques : 

(a) D'après la proposition 2.2, le théorème 3.6 et la proposition 3.5 

si le foncteur localisation L est isomorphe au foncteur W/JxW/J*» c'est-à-dire 

si LM = Ap 8 A M, l'ensemble F est de type fini et le foncteur localisation L est 

exact. Ce résultat constitue une réciproque du corollaire 2 de fi] (p. 414). 

(b) Il est facile de vérifier que la condition (P^) entraine la 

condition (e) de la proposition 1.2, c'est-à-dire que le foncteur localisation 

L est exact. Ainsi, la condition Ce) de la proposition 3.5 entraine directement 

la condition Cb). 

(c) D'après la proposition 2.1 de [4], un idéal à gauche I de A est 

un idéal projectif de type fini si et seulement si, il existe des familles finies 

*Xi^l<iSn d ' e l e m e n t s d e 1 e* ̂ gi^i<i«n d , h o m o m o r P h i s r n e s d e 1 d a n s A t e l s Q u e P o u r 

tout x I s 

i-n 
J g.Cxî.x. = x. 
i=l 1 1 
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Cette caractérisatîon des idéaux projectifs de type fini, montre donc que les 

hypothèses du corollaire 3-7, entraînent la condition (P) en choisissant pour I un 

idéal projectif de type fini contenu dans M. Il en résulte aussi une autre démons

tration de la condition (a) du corollaire 3-7. 

De plus, lorsque CL = FA = 0, la condition (P), qui entraine que l'idéal M est 

projectif de type fini s'il est possible de choisir I - M , exprime en somme une 

propriété de "projectivité globale" des éléments de l'ensemble F. 

4. Applications aux épimorphismes plats d'anneaux. 

Etant donné un anneau A, avec élément unité, deux homomorphismes d'anneaux 

<f> : A — ^ B et <(>' : A - ^ B ' , de source A, seront dits équivalents s'il existe un 

isomorphisme u : B ' — > B, vérifiant : <J> - u 0 <(>' . 

Pour toute localisation L dans À, déterminée par un ensemble F topologisant 

et idempotent, soit X{L) • y(F], la classe d'équivalence d'homomorphismes d'anneaux 

de source A, caractérisée par un homomorphisme ^ : A — v Ap , de A dans le localisé 

A F . 

Soient X et y les applications déterminées par ces conditions0 

4.1 Théorème : Avec les notations précédentes, pour tout anneau A avec élément 

unité, l'application X \resp. y] est une bijection de l'ensemble des 

localisations exactes L dans A [resp* de l'ensemble des ensembles F 

topologisants, idempotents et plats 2 sur l'ensemble des classes 

d'équivalences d'épimorphismes plats à gauche de source Ac 

Pour toute localisation plate dans A, déterminée par un ensemble F topo-

logisant, idempotent et plat, le théorème 3-6 montre que A(L) - y(F) est une 

classe d'équivalence d'épimorphismes plats à gauche de source A. De plus, les 

appliccations A et y sont injectives, puisque réciproquement, L et F sont '-arfai-

tement déterminés par la sous catégorie localisante C de A, noyau du foncteur (Y ) 
A 

file:///resp
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Enfin, ces applications sont surjectives, puisque d'après le lemme 3-1, toute 

classe d'équivalence d'épimorphismes plats à gauche de source A, est l'image 

par X d'une localisation L dans A et que cette localisation est plate puisque la 

sous catégorie localisante C de A, qui lui est associée, est le noyau du foncteur 

<J> et par suite du foncteur ( T . ) , ce qui montre que la condition (d) de la propo-
A 

sition 2-2 est vérifiée. 

4.2 Corollaire (N9 Popesau et T. Spircu) 

Pour tout homomorphisme d'anneaux <f> : A — ^ il y a équivalence des 

conditions suivantes : 

(a) L'homomorphisme d'anneaux $ : A > B est un épimorphisme plat à 

gauche. 

(b) L'ensemble F des idéaux à gauche 1 de h tels que Bc|>(I) - B est 

topologisant et idempotent fresp. la sous catégorie C de h noyau 

du foncteur <f> est localisante J et de plus9 il existe un isomor

phisme u s A p — > tel que <f> = u©^. 

Le lemme 3-1 montre que la condition (a) entraine la condition (b). 

Si la sous catégorie C de A, noyau du foncteur <(> , est localisante, il 

est immédiat qu'elle est associée à l'ensemble F topologisant et idempotent 

constitué par les idéaux à gauche I de A tels que B<J>(I) = B. 

La seconde hypothèse de la condition (b) implique donc la première. Lorsqu'elle 

est réalisée, elle entraine que l'image G « ̂ A ^ î
 d e ^ P a r vérifie G = {Ap} , 

c'est-à-dire la condition Ce) de la proposition 2-2. La proposition 2-2 et le 

lemme 3-3 entrainer.t que l'ensemble F est plat. 

Le théorème 4-1 montre alors que la condition (b) entraine la condition (aî. 
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4.3 Lemme : Etant donnée une partie £ de lfanneau k, telle que les idéaux à 

gauche de A qui contiennent n élément de Z, constituent un ensemble 

F - Fj. topologisant et idempotent[par exemple, une partie multiplicative 

£ vérifiant la condition : 

(•*) <*Pour tout seE et tout aeA , il existe teE et be h, tels que 

ta - bs »J 
alors, il y a équivalence des conditions suivantes : 

(a) L'ensemble F = F^ est plat9 

(b) En posant & = FAj la partie £ vérifie la condition suivante 

,rPour tout oeZ, il existe sel et v€f\, tels que : 

(1) va = s (moduloâ). 

(2) Toute relation de la forme : 

As = 0 (moduloCÛ 

avec Xe h, entraine 

As = 0 (moduloa) " 

De plus, lorsque l est une partie multiplicative vérifiant (*), ces 

conditions équivalentes sont réalisées lorsque l vérifie la condition : 

(X*)* "Si aef\, si se l et si as = 0 alors il existe tel, tel que ta-0"o 

La détermination de F - F̂ , montre que la condition (b) entraine la condition 

(P')de la proposition 3-5, ce qui montre que l'ensemble F est plat. Ainsi, la 
a 

condition (b) entraine la condition (a)0 

Réciproquement, si F est plat, pour tout aél, en choisissant M » Aa„ la 

condition CP') entraine qu'il existe s€E , une famille finie (x„)„ . d "éléments 
a 1 K i 4 n 

n. * a.a de M et une famille (v 4) 1 . d'éléments de A, ces éléments vérifiant les 

conditions suivantes s 

1-n i«n 
> v. x„ = y v.x. a 2 s Cmodulo<*} 
i-1 1 1 i«l 1 
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et pour tout indice i, toute relation de la forme : 

As = 0 (moduloOi 

entraine 

Av i = 0 (modulodd 

Puisque CP est un idéal bilatère, il est immédiat que la condition (b) est 

vérifiée en choisissant : 
i«n 

v = X I v a 
i»l 

Aussi, la condition (a) entraine la condition (b). 

Enfin, lorsque E est une partie multiplicative vérifiant la condition (Vf), 

l'idéal bilatère CL de A est constitué par les éléments a de A, pour lesquels 

il existe tel, tel que ta - 0. Ainsi, pour toute relation de la forme : 

As = 0 (modulocri 

avec AeA et s e E , il existe s'eE, tel que s'As • •, et en posant a = s'A , 

la condition OXX) entraine l'existence d'un élément t€ E, tel que ta = ts'A » 0, 

et puisque ts'CE, il en résulte A€ ÔL9 c'est-à-dire : 

A = 0 (modulo£j 

Puisque est un idéal bilatère, la condition (*"*î entraine alors la condition 

(b) en posant s = a et v = 1. 

4.4 Corollaire : Pour tout homomorphisme d'anneaux <J> : A — > B surjectif3 il y a 

équivalence des conditions suivantes : 

(a) L'homomorphisme surjectif <J> : A y B est un épimorphisme 

plat à gauche. 

(b) Le noyau &- de <J> est un idéal bilatère fortement idempotent à gauche 

\2]3 c'est-à-dire qu'il vérifie la condition suivante : 

"Pour tout cteG* il existe au moins Be<2^ tel que a » Sa 
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Il est immédiat que l'ensemble F des idéaux à gauche I de A, vérifiant 

B<|>(I) = B, c'est-à-dire <f>(I) = B, est constitué par les idéaux à gauche de A qui 

contiennent un élément de la partie multiplicative £=1-0/. 

D'après le corollaire 4-2, la condition (a) entraine Cb = FA. Il en résulte 

que pour tout veCL, il existe s£-£, de la forme s = 1-8 avec §edL$ tel que sa = Q, 

ce qui entraine a = Ba0 Aussi la condition (a) entraine la condition (b). 

Réciproquement, si la condition (b) est réalisée, il est facile de vérifier 

que la partie multiplicative £ = 1-CL, vérifie les conditions C*) et (**). Le lemme 

4-3 entraine que l'ensemble F « F est topologisant et idempotent. Il est facile de 

vérifier que OL,est le noyau FA de l'homomorphisme d'anneaux A — > A p = A £ * 

Puisque tout élément de Â , est de la forme Jĵ Csf] 1 ^ta) avec s e E et a&A et 

puisque ^És) * 1# il en résulte que Hf̂  est surjective. Il existe donc un isomor

phisme u : A p - — ^ B, tel que <f> = u c ̂  et l'ensemble F « F^ topologisant et 

idempotent est constitué par les idéaux à gauche I de A vérifiant B<J>(I) - B 0 Le 

corollaire 4-2 montre alors que la condition (b) entraine la condition (a). 

4.5 Remarque : 

Une démonstration du corollaire 4-4 a été obtenue dans [2] et il a été montré 

que les idéaux bilatères fortement idempotents à gauche interviennent dans la 

caractérisation des mono sous catégories, abéliennes ou localisantes, de la catégorie-

des A-modules à gauche. 
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