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LA COMPLETION UNIVERSELLE D'UN PRODUIT  

D'ESPACES COMPLETEMENT REGULIERS 

R. PUPIER 

On donne ici l'essentiel des démonstrations de résultats énoncés dans une 

note aux comptes-rendus l\jì\) ; on utilise systématiquement le fait bien connu, 

que pour un espace localement compact Y, il existe une bijection naturelle entre 

les ensembles C(X*Y,Z) et C(X,C (Y,Z)), où C (Y,Z) est muni de la topologie 

c c 

compacte-ouverte, et X et Z sont des espaces topologiques arbitraires. On notera 

C la catégorie des espaces topologiques et CR celle des espaces complètement 

réguliers (séparés). Par ailleurs C(X) désignera toujours l'algèbre des fonctions 

continues de X dans F . 

1. La sous-catégorie CR est réflective dans C. 

C'est exactement ce qu'exprime le théorème 3.9 de [6]. Il est cependant 

intéressant d'étudier l'espace complètement régulier associé à un espace X. 

On peut, par exemple, l'obtenir de la façon suivante : la construction du 

y 

"compactifiéH de Stone-Cech, entre autre au moyen de l'espace des caractères de 

l'algèbre de Banach C°°(X), n'exige pas que X soit complètement régulier ; mais 

alors l'application canonique X > 6X est seulement continue (cf. {VJ, lemme 4.5). 

On notera pX l'image de X M X . Alors X » pX définit un foncteur p : C > CR, 

adjoint à gauche au foncteur injection i : CR ^ C . On note g j—*>gp la 

bijection naturelle de C(X) sur C(pX). 

,# Les conséquences classiques d'une adjonction pourront donc être exploitées 

chaque fois qu'il sera utile. On retrouve ainsi une situation courante en topo

logie : bien que, pour deux espaces X et Y, le produit pX*pY soit complètement régulier 

il n'est pas, en général, homéomorphe à p(XxY). 
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1.1. Proposition : Soient X un espace topologique et Y un espace complètement 

régulier ; les propriétés suivantes sont équivalentes : 

a) il existe une surjection continue p : X—>Y,, telle que l'application 

f *-*p0f de C(Y) dans C(X) soit une bijection ; 

b) l'espace Y est homéomorphe à pX. 

Il suffit de montrer l'implication a ) = ^ bî ; or il existe une unique appli

cation continue p' : pX ^ Y, telle que le diagramme 

X P — » Y 

\/-
PX 

soit commutatif. Comme p est surjective, il en est de même de p' ; soient alors 

x et x* deux éléments distincts de X ; il existe g p£C(pX) telle que g p(x) / g P C x f ) , 

et h : Y——>|R, telle que h 0p • g et évidemment h 0p'
 8 g p, ce qui montre que p 1 

est injectif. Enfin la continuité de l'application réciproque de p' résulte 

immédiatement de la complète régularité de Y. 

1.2. Corollaire : Soient X un espace topologique et Y un espace localement 

compact ;alors p(X*Y) s pX*Y. 

En effet la bijection naturelle rappelée dans l'introduction nous donne les 

"égalités" suivantes : 

C(X*Y) - CCX,C (Yî) - C(pX,C (Y)) « C(pX*Y) 
c c 

car C (Y) est complètement régulier s ainsi la surjection canonique p s X*Y—>pXxy 
c 

satisfait à la condition a) de 1.1. 
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De ce résultat découle des propriétés catégoriques, dont la plus intéressante 

concerne les limites à droite Cinductives) dans la catégorie CR. Pour une petite 

catégorie I , et un (petit) foncteur jj j I )CR, les propriétés de l'adjonction 

(p,0 montrent que la limite à droite de |J dans la catégorie CR est l'image par 

p de la limite à droite dans C de i0tf : 

lijn i « pCliyiotp. 

Comme le produit par un espace localement compact commute aux limites 

à droite dans C, on obtient : 

1.3. Théorème : Soit Iïy le foncteur XI—> X*Y de CR dans CRJ où Y est localement 

compact ; alors : 

ïïydim i) = limitò 

pour tout petit foncteur & : I — * C R . 

En effet, on a : 

ny(Utn ^) « n Y 0 P(li£ « pt iyi irnioón 

= p(limi o n Y o^ = lim n y 0 (J . 

Remarques : 1. Dans les égalités précédentes la catégorie dans laquelle se cons

truit la limite à droite est indiquée par le but du foncteur correspondant. 

2. Ce résultat est lié à la notion d'objet convenable dans la catégorie 

CR (cf.flQ^), et sera repris dans un prochain article. 

Rappelons maintenant qu'un espace complètement régulier X est un l^-espace 

si toute application de X dans R, dont les restrictions aux compacts de X sont 

continues, est elle-même continue. En d'autres termes, si K(X) désigne la petite 

catégorie formée par les compacts de X et les injections canoniques, et si 

fe(X) : K M > CR est le foncteur injection, alors X * lir^fe(X). 
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1.4. Proposition : Soit X un ̂ -espace et Y un espace localement compact j alors 

X*Y est un [^-espace. 

On trouvera la démonstration de ce résultat de façon générale dans [loj 

th. 3.1. 

1.5. Proposition : Soit X un espace de Kelley séparé 3 et soit Y un espace tel 

que pY soit localement compact ; alors p(X*Y) " pX*pY0 

Il suffit de montrer que p(XxY) « p(XxpY), car d'après 1 . 2 p(XxpY) = pXxpY. 

Or toute application continue f : XxY ^R se prolonge à XxpY de la façon suivante 

si C est un compact de X, f^ : CxY >R désignant la restriction de f à CxY, se 

prolonge, d'après 1 . 2 , en f c à CxpY, et les ? c définissent une application continue 

f : x x p Y — ^ TR, car XxpY est un espace de Kelley. 

Ceci est en particulier réalisé si pY est compact (cf. |l| et |ll|) et 

donne entre autre le théorème 7 de fil] . 

2» La completion universelle d'un produit. 

Dans toute la suite les espaces sont complètement réguliers (séparés). 

D'autre part on utilise systématiquement les propriétés du foncteur 0, de completion 

universelle, rappelées dans [ 2 ] . On se propose de démontrer le théorème suivant s 

2.1. Théorème : Soient X un espace complètement régulier et Y un espace localement 

compactj complet pour une structure uniforme compatible ; alors 

OCX*Y.J = 0 / * Y . 

Commençons par remarquer que C c(Y) est complet, donc universellement complet, 

et que par suite : 

C(X,C (Y)) = C(0X,C (Y)h 
c c 
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En appliquant le résultat cité en intréduction, on obtient une bijection 

naturelle de C(X*YÎ sur COXxY). Essayons d'en définir les étapes : 

a) CCX*Y)—->C(X,C (Y)) : c'est l'application qui à f : XxY } TR 

c 
fait correspondre l'application x | — > f , où * (y) • f(x,y). 

x x 
b) C(X.C (Y)) » COX.C (Y)) : cette bijection n'est autre que l'appli-

c c 
cation g I > 0g dans le cas particulier 

X * ex 

A A 
C CY) 

r, 
c) C(0X,C (Y)) * C(OXxY) tc'est l'application qui à h : OX »C (Y) 

associe e0(hxl J où c est l'évaluation de C (Y)xY dans R, 
Y C 

Désignons par s le composé de tous ces ingrédients j s est la bijection 

cherchée ; si feC(XxY), u^OX et ycY, on a : 

sCf)(u,y) = u(f y), avec f y(x) * f(x,y). 

L'application réciproque r de s n'est autre que la restriction associée 

à l'injection canonique XxY ^0XxY, i.e. r(g) • g|XxY. On vérifie sans trop 

de peine que r est un morphisme compactologique (cf. [2] , 1.1.1) de C(0XxY) dans 

CCX XY). Reste à montrer la même propriété pour s. 

2 0 2 e Lemme : Soient X et Y deux espaces topologiques et HcCCXxY) une partie 

êquieontinue et simplement bornée ; pour toute partie compacte C de y, 

Vensemble K = {f | (f,y)eHxc} est équicontinu et simplement borné 

dans CCXÎo 

Preuve : Quels que soient xeX, ye C et eeR, e>0, il existe un voisinage v

y

x W

y 

de (x,y) dans Xxy, tel que, pour toute f€H, et tout Cx' ,y • ) € V

y

x W

y '
 o n a i t 

|f(x,y) - f(x',y')|<e. 
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Les W forment un recouvrement de C dont on peut extraire un recouvrement 
y 

fini W 1,...,W n ; posons V = 0 où les correspondent aux W i , i = 1,... ,n s 

V est un voisinage de x ; soit y€C, il existe i tel que y ê l ^ , et par suite 

pour tout x1 € V : 

|f (x') - f (x)| «|f tx') - f Cxj| + |f Cx) - -F Cxî | < 2e, 
y y y y y«£ y 

ce qui montre que K est équicontinu. 

Par ailleurs, toujours pour on a |f(x,y) - ftx,yi)|<e pour toute f H, 

et si M = sup f(x,y), il vient : 
x y f€H 

|f (x)| < |f Cx)| + e « max M + e = M 
y y± i x y i x 

et K est simplement borné. 

2 . 3 . Lerrme : Soient Y un espace localement compact et X un espace complètement 

régulier ; soit H une partie êquicontinue et simplement bornée de 

C(X*Y) ; alors s(H) est une partie êquicontinue et simplement bornée 

de C(0XxY) et de plus s|H est simplement continue. 

En d'autres termes s est un morphisme compactologique. 

Preuve : Tout d'abord s(H) est simplement bornée ; soit yeY ; les fonctions 

f f f €H forment une partie êquicontinue et simplement bornée de C(X) ; si 

u e.&, il existe x €X, tel que u(f ) - f (x), pour tout fcH, Ccf0 Hf] , 4 . 3 . 3 ) 
y y 

et |uCfyï| M x y. 

Soient maintenant (u,y)€0X><Y et e>0 ; soit Vl^ un voisinage compact de y ; 

il existe x€*X, tel que u(f yJ = f(x,y') pour tout couple (f.y'JcHxWj^ [d'après 

2 . 2 et le résultat déjà cité de [ 2 ] ) . D'autre part il existe un voisinage V de x 

et un voisinage compact W 2 de y, tels que |f(x',y') - f(x,y)|<-| pour tous f cH 

et (x',y' VxW 2. Posons W = W^H W 2 et soit V
0 le voisinage de ueOX défini par 

la partie êquicontinue et simplement bornée K = {f § | (f ,y ' )e Hxw} et-| ; V
Q est 

l'ensemble des u'€0X, tels que |u'(f y i) - u(f y,)|«| pour tout (f,y')€HxW. 
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Alors si (u\y')€V 9xW ; on a : 

|s(f)Cu',y') - s(f)(u,y)| = |u'(f y l) - u(f y)| 

* |u'(fy,) - f(x,y)| 

« |u'Cf yJ - u(f y,)| + |f(x,y') - f(x,y)|<e. 

Enfin, soient f € H et U un voisinage élémentaire de s(f) dans C(9X*Y} 

muni de la topologie de convergence simple ; U est l'ensemble des geC(0XxY) 

telles que pour un couple (u,y) donné, et un e>0, on ait : 

|g(u,y) - s(f)(u,y)| = |g(u,y) - u(fy)|<e-

Toujours d'après le lemme fondamental de [Y}, il existe xCX tel que 

uth y) = h(x,y) quel que soit h € H j soit V(x,y,e) le voisinage élémentaire de 

f défini par (x,y) et e ; si h € H O V , on a |h(x,y) - ftx,y)|<e et par suite 

|u(hy) - u(fy)|<e, i.e. sCh)€U. 

En appliquant alors le critère de complétion universelle ( { 2 ] , th. 4.4 . 5 ) 

le théorème 2.1 est démontré. 

2.4. Corollaire : Soient X un espace complètement régulier et Y un espace 

compact (resp0 discretj localement compact et paracompact) ; alors 

6CXXY) = GXxY. 

Proposition : Soient X un ^-espace et Y un espace (complètement régulier) 

dont le complété universel est localement compact ; alorb 0(XxY) * 0Xx0Y. 

Preuve ; Soient Z un espace complètement régulier universellement complet et 

f : x x Y — u n e application continue j pour toute partie compacte C de X, la 

restriction f c de f à CxY se prolonge en fç à Cx0Y d'après le corollaire 2.4. 

D'après 1.4, les f définissent une application continue f : Xx0Y V Z qui 

prolonge f, et par application du théorème 2,1, f se prolonge en 0f : 0Xx0Y->Z o 
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Donnons une première conséquence de ce résultat ¿ dans [VJ , W 0W 0 Comfort 

donne une démonstration élégante du théorème de Tamaño ([12^) sur les produits 

de pseudocompacts $ comme il le remarque lui-même,, elle est malheureusement 

obérée par la condition cardinalen La proposition 2 0 5 permet d°obtenir ce résultat 

sous la forme donnée par N e Noble l[B¡\) s 

2.60 Théorème (Tamano-Noble)o Le produit d'un Y^-espace pseudocompact et d'un 

espace pseudocompact est pseudocompact o 

En effet, 0{X*{) = 0X*0Y
 s
 ex*BY et la structure uniforme universelle sur 

X XY est précompacte« 

3o Retour sur la replétion0 

Les résultats du 5 2 généralisent à la cornplétion universelle les théorèmes 

correspondants de W 0W 0 Comfort et S. Negrepontis ([4] et [s] ) pour la réplétion, 

et permettent de s'affranchir de la condition de cardinalité non mesurable,, Par 

ailleurs la méthode de démonstration est différente et a été utilisée dans [çfj 

pour prouver directement le théorème fondamental pour la replétion (cor, 2 0 2 0 de 

[ 4 ] ) o On sait que l'existence d'un espace X tel que 0X ¿ uX est équivalente à 

l'existence d'un cardinal mesurable ; on peut cependant espérer que l'égalité 

0X = uX peut se produire pour certains types d'espaces sans condition de cardi-

nalitéo On en donne ici un exemple et une application 

—0 -u 

Soit A une partie de X ; on désigne par A Cresp0 A ) l'adhérence de A 

dans 0X (respB uX)„ 

3.1. Lemme : Soit P c X une partie pseudocompacte ; alors p c 0X O 

En effet, P étant pseudocompacte, son adhérence dans 0X est compacte donc 

-G ~v 
fermée dans uX et P = P 0 
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Par suite ̂ P U C GXCuX. Or si oX est localement compact la caractérisation 

donnée dans [ 4 ] , th. 4 . 6 , impose que tout point de uX appartienne à l'adhérence 

d'un pseudocompact de X 0 On a ainsi montré : 

3.2. Proposition : Si la replétion d'un espace X est localement compacte3 on 

a ex = uXc 

Ceci donne un moyen simple pour recornaître que la replétion d'un espace 

discret de cardinal mesurable n'est pas localement compacte. 

D'autre part on peut modifier ainsi les hypothèses du théorème 4.5 de pi] : 

3.3. Théorème : Soit X un ^-espace de cardinal non mesurable, et soit Y un 

espace dont la replétion est localement compacte ; alors 

u(XxY) - uX*uY. 

On a, en effet, 0X = uX et 6Y = oY. D'après 2.5, G(X*Y) « OX*GY s uX*uY, 

et 9(XxY) est un espace replet donc s'identifie à o(XxY). 

Il convient de souligner que l'abandon d'une condition de cardinalité sur 

Y se paie par le renforcement de la condition sur X. Par ailleurs les difficultés 

rencontrées dans cette voie pour trouver une solution définitive à la conservation 

du produit par le foncteur o ou le foncteur 0, incitent à orienter la recherche 

vers d'autres méthodes qui restent pour l'instant à définir. 
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