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OISCRETUDE, LIBERTE ET LIBERTE BORNOLOGIQUE 

par A. ACHACHE 

Dans la partie I, nous introduisons la notion de f-discrétude par rapport à 

une fermeture f d'un treillis gauche E ; nous introduisons, pour un treillis complet 

E, les notions de fermeture héréditaire et de A-fermeture ; nous établissons, notam

ment, enfin, que, si E est l'ensemble £P(e) des parties d'un ensemble e, les notions 

de f-discrétude et de f-liberté coïncident. Dans la partie II, nous appliquons les 

résultats obtenus à certaines fermetures topologiques ; nous introduisons, pour celé 

la notion de fermeture surtopologique ; si E = e), nous introduisons la notion 

de fermeture bornologique ; la notion de finitude apparaît notamment alors comme 

un cas particulier de la notion de liberté bornologique. 

Les démonstrations sont concises, ou même laissées au lecteur, La terminologie 

et les notations employées sont celles de (1) (à ceci près que l'expression "ensemble 

réticulé à gauche (droite)' est remplacée par "treillis gauche [droit )')Les références 

renvoient aussi à (1) (où certains énoncés de la partie II restent visiblement 

valables si E n'est qu'ordonnée 

Les précieuses remarques de MM. BRUTER, COMBET, PONASSE et PUPIER ne sont pas 

étrangères à l'élaboration de ce texte. 
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I. Discrétude et liberté. 

Nous considérons, dans tout ce qui suit, un ensemble ordonné E, nanti d'une 

fermeture f(E * E ) . Nous désignons par F l'ensemble f(E) des fermés, par C 

l'ensemble des f-libret (dont les éléments seront dite f-creux), par L l'ensemble 

des f-libres, par I l'ensemble des f-indépendants. Remarquons que, pour que l'élément 

x de E soit à la fois libre et fermé, il faut et il suffit que l'ensemble de ses 

bases soit {x} . Notons que, si f = 1^ : E - F = I = L, et que l^est faiblement 

échangiste (Cl)(21)). 

1) Cas où E est un treillis gauche. 

1. Définition : L'élément d de E est dit f-discret si : 

n < d -=f 3x , fermé, tel que n = dAx. 

On en déduit aisément que tout minimal est discret ; que tout minorant d'un 

discret est discret ; qu'un fermé est discret si et seulement si tous ses minorants 

sont fermés ; que tout discret-fermé est libre ; que tout creux-minimal (i.e. mini

mal dans C) est discret. Soit D l'ensemble des discrets. 

2) Cas où E est un treillis complet. 

Notons 0 et e les minimum et maximum ; K l'ensemble des fins. Rappelons que 

l'ensemble des fermetures (de E) ordonné par <: (f<:g«^ VxeE,f (x)^g(x) ), est un 

treillis complet, de minimum 1^ et maximum z(z(x) s e). Introduisons G défini 

par : G = (F-{e})U{o) si f>l £ ; G = E si f • 1 E. On a : GUe = FUo. Remarquons 

que : o ^ F ^ G Ç F ^ F = G Ue ; que e 6 G+* f - G = E * * E = F < ^ F = G ; et 

que 1 £ est algébrique (pour 1 £, on a, en outre : D = I = L = E). 

2. Définitions : 1) La fermeture f est dite héréditaire si : y ^ x e G ^ y e G . 

2) Si A C E , on appelle A-fermeture toute fermeture telle que ; 

(x,a) € GxA-=^x V a €G. 

Remarquons que, si G C D , f est héréditaire ; que si f est héréditaire 

et que o € F : G C L . Notons enfin, que d f ast une A-fermeture : A c G . 
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3) Cas où E est un treillis spécial. 

Nous négligeons le cas où f - 1^, sur lequel rien de nouveau ne peut être dit. 

3. Théorème : Si E est un treillis spécial où Cke ; et f une A-fermeture,> 1 £ , 

héréditaire, avec K Ç A et O C F : 

1) G = L = F~e ; E-G = f~X(e) ; D = G U C (C f ensemble des minimaux de C) 

2) f n'est pas algébrique ; f est faiblement échangiste ; e n #a pas de 

base ; I = 0. 

Preuve. 1) On sait déjà que G C L . Soit xf^G ; on a : 0<x ; donc, 3p, fin, >o, 

tel que p^x ; soit W(p,o,x) * q ; pVq = x ; s'il existait un élément de G qui 

majore q, on aurait q € G , donc pVqCG, ce qui n'est pas ; donc f(q) = e = f(x) ; 

E-G £f 1(e). Par ailleurs q<x : donc x est lié ; donc L C G. Si u É G : f(u) = u<e ; 

donc f " 1 ( e ) Ç E - G . On sait déjà que G U C ' ç D ; e n'est pas discret, car s'il l'était 

tous ses minorants seraient fermés, ce qui n'est pas, puisque C 4 0 ; soit c un 

creux-non minimal, et soit c' creux <c, et x fermé tel que c' = cAx , on en tire 

ftc'^fCx), d'où x = e, et c' = c (contradiction), donc c n'est pas discret. 

2) Soit c un point creux ; 3p, fin, >o : pAc = o ; on a : p^f(c) s e ; 

si on avait a fin v$c tel que p^a, on aurait (puisque p 6 F ) : p$a*c, donc pAc * p, 

donc p = o, ce qui n'est pas ; ceci montre que f n'est pas algébrique. Soit K 

libre <r ; 3p, fin, >o : k<pvk^r ; donc kVp € G = L ; donc lk,rl^L ¥ 0 j la 

2ème implication de (1) (21) est assurée ; donc f est faiblement échangiste. 

Les générateurs de e sont : les creux et e ; aucun n'est libre ; donc e n'a pas 

de base. En faisant, dans (11(15), v = e, on voit que 1 = 0 . 

4) Cas où E « «J (e). 

0 est la partie vide de e. On continue à réservér0 à la partie vide de E. 

4. Définition : Un point a d'une partie a de e est dit f-isolé par rapport à a 

si : 3x fermé : {a} = dA £ x (i.e. d-a = x^d) 

5. Proposition : Pour qu'une partie d de e soit discrète, il faut et il suffit 

que tout point (éventuel) de a soit f-isolé par rapport à d. 
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Preuve. Soit o£d, discrète ; on a : d-<x<d. Donc 3x, fermé : d-a = xAd. 

Réciproquement, supposons que tout point de d soit isolé par rapport à d ; 

soit n < d et s : d-n ; V a ê s , 3 fermé x : a 88 d ̂ [ x ; donc s = V a = 
a a£s 

= V(d A * d A £ x , où x = ^ x

a

 e s t f e r m é ; d o n c n = d^£s = d/> A d A {x) = 
a a£s 

= dAx. 

6. Théorème : Une partie de e est discrète si et seulement si elle est libre. 

Preuve. Pour ot£R <$e, appelons A^ l'ensemble des fermés qui majorent K-a . 

On a : k libre ̂  Va e k, a^fCk-a)<£=^ Va e k, OL ÀA A &~?Va, 3 x 6 A , a 4 x<*=^ 

Va,, 3x fermé, a = d A £x*V>a ^ k, a isolé par rapport à k. 

Remarque : Il résulte de (6) que, dans (3) C = 0 Cpour E = £?(e)). 

7. Proposition : Toute A-fermeture héréditaire telle que K C A et 0 £ F , est 

échangiste U13(41)). 

Preuve, Soient (ct,B)£e et x ^ E tels que a£f(xl/B). Si x€-G et que a«f(x), 

on en tire : a j£x, et : a = B = f(xVa). Si x ^ G : et €rCx) = e. L'implication 

(1)(41) est assurée. 

II. Applications aux fermetures topologiques. 

1) Cas où E est un treillis droit. 

8. Définition : Une fermeture f d'un treillis droit E est dite topologique si, 

quelle que soit la partie finie P de F, le supremum de P est fermé. 

2) Cas où E est un treillis complet. 

9. Définition : Une fermeturePd'un treillis complet E est dite surtopologique si, 

quelle que soit la partie finie P de G, le supremum de P appartient à G. 

et si, O C F. Il est clair que toute fermeture surtopologique est topologique 

10. Lemme, Si A ç E , une fermeture surtopologique héréditaire est une A-ferme

ture si et seulement si : A_CG. 
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11. Définition : On appelle bornologie de E toute partie B de E telle que 

1) a ̂ be B =4> a&B 

2) K Ç B 

3) P finie Ç B = ^ VP €B. 

Soit 35 l'ensemble des bornologies de E (il a pour maximum E). 

12. Proposition : Etant donnée une bornologie B , l'ensemble des B-fermetures 

surtopologiques et héréditaires est anti-isomorphe à la partie 

[ B , E] de £>. 

Preuve. On définit une application vers [B,E] de l'ensemble des fermetures 

considérées, en attachant à une telle fermeture f, la partie G associée. On 

voit aisément que cette application est une bijection, et qu'elle est décroissante 

ainsi que sa réciproque. 

3) Cas où E = 9(e). 

13. Lemme : L'ensemble S est un treillis complet, de minimum K et de maximum E. 

14. Définition : On appelle fermeture bornologique de E = ̂ ( e ) toute K-ferme-

ture surtopologique et héréditaire. Soit $ l'ensemble des telles 

fermetures. 

<& est donc un treillis complet anti-isomorphe â Si • de minimum 1 £, de 

maximum <J>(4>(x) « x si x est fini j <f>(x) • e sinon). Soit u> ( B — > $) l'anti-

isomorphisme réciproque de celui dont il était question plus haut, mais où 

on remplace B par K. Les énoncés (3) et (7) valent. 

15. Proposition : Etant donnéeune bornologie quelconque G, la fermeture bor

nologique f(- a) (G)) associée est échangiste, et l'ensemble L des 

parties f-libres coïncide avec G. De plus : 

1) Si G = E, f est algébrique et I - E. 

2) Si G C E , f n'est pas algébrique, E-G - C U e « f"1(e) et I «.0. 

16. Cas particulier 1. <f> = OJ(K). L'ensemble des parties <|>-libres de e est K 

(de sorte que la notion de finitude apparaît comme un cas particulier 



72 Discrétude, liberté et liberté bornologique. 

de la notion de liberté bornologique). Les parties <f>-creuses 

sont les parties infinies autres que e (s'il y en a). 

17. Cas particulier 2. Soit A l'ensemble des ordres totaux sur e. 

1) L'ensemble des parties de e bien ordonnées par X 6 A (pour l'ordre 

induit) est une bornologie. Les parties creuses sont alors les parties 

non-bien-ordonnées, autres que e. 

2) Soit a( A —?><£>) l'application qui, à X<? A, associe la bornologie 

précédente,, Les fermetures 1^ et $ appartiennent toutes deux à la 

partie A = (a)0a)(A) de 

Preuve de 2). D'après l'axiome de Zermelo, on peut munir e d'un bon ordre ç. 

On a alors a(ç) = E. Et (w0a)£çî = io(E) = 1 . Donc 1 C A , 

Soit e l'ordre opposé de ç: toute partie non vide de e a un maximum pour ex 

Soit x une partie infinie de e. Soit cc0 le e-maximum de x. Soit le e-maximum 

de x-a 0 : a0>ot^. Soit le e-maximum de tx-a©)-^. E t c . . La partie {ao.a^a^,...} 

de x n'a pas de minimum. Donc x n'est pas bien-ordonnée (pour e).Il en résulte 

que toute partie bien ordonnée (par e) est finie. Comme par ailleurs, a(e)j>K, 

on a : a(e) = K, de sorte que (oj0a)(e) = u>(K) = <t> £A. 

Problème. Etudier l'ensemble A. Sa nature semble liée à l'axiome de Zermelo. 
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