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NOMBRES TRANSFINIS RELATIFS ET RATIONMNCLS

F. LATREILLE

1°) Introduction®

Sierpinski a montré que tout ordinal £ non nul peut, et cela d'une seule
maniére, se mettre sous la forme d'une somme finie de pulssances décroissantes
de w; nous écrirons :

a
E=Niw * $e0ad nw (forme normale)
Niseeesy étant des nombres naturels non nuls, et @},..., g une suite stric-
tement décroissante d'ordinaux.
Hessenberg a défini sur les ardinaux ainsi écrits des oérations commutatives

dont la définition est formeilement celle des polynomes. Ces opérations sont

distinctes des opérations ordinales ; ainsi :

(3w?41) + (w+3) = 3wl+w+d (addition naturelle)
alors que (30?81) & (w3) = 3w?swsl (addition crdinale)
de méme, (30?+1) x (w3) = 3wl+guPrun3 (multiplication naturelle)
alors que (3w231) ¥ {ug3) = 3w339w231 {(multiplication erdinale)

Cependant il y a identité pour les sommes de puissances décroissantes ;
ainsi tout ordinal est égal & la somme, au sens de Hessenberg, des termes de
sa forme normale (1'ordre peut alors &tre pris quelconque).

Sikorski a défini, 3 partir de certains ensembles d’'ordinsux stables
pour les opérations naturelles, des ensembles ardonnés de structure algdbrique

simple (anneaux et carps) mais dont les propriétés relatives & 1'ordre sont

©9) Cet exposé suppose conme, au moins som mziremert, l'arithmétique clasrique des ordinzux ; les autres
notions seront iatrodvites en temps utile,
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intéressantes. Ainsi scus une certaine réserve relative & 1l'ordinal y , on
démontre :

1°) pour gu’une partie X de l'anneau Cu solt bornée, il faut et 11
suffit que Card X < Card Cu.

2°) pour gu'une partie bornée X du corps wu ait un point d'accumulation,
il faut et il suffit que Card X = Card Wu .

Il semble en outre que les anneaux Cu (dont le type d'ordre est dicperse)
contiennent tous les ensembles totalement ordonnés de type dispersé. Cette
hypothése avait déja été formulée par M. FRAISSE mais nous n'en possédons pas
encore de démonstration définitive. Par contre nous avons pu Téscudre plusieurs
questions relatives soit aux opérations soit & l'ordre ; par exemp le

1°) dans Cu » tout nombre posséde une décomposition en produit fini
de nombres premiers, unique & l'ordre prés ;

2°) dans wu , 11 n'existe aucun nombre entre les entiers et les {$h1€ NY .,

2°) Définition des nombres transfinis relatifs (¥).

D'aprés le théoréme précédemment cité de Sierpinski, tout ordinail autre

Cle. 0
gue 0 peut &tre identifié & la suite double(}n n ) de ses exposants et
lc-ok
de ses coefficients avec les conditions a1>...>ak et n1,...,nk€ N-{0}
Nous appellerons transfini relatif toute suite double (:l"‘gk) ol
llll
k

Qpreeesqy est une suite strictement décroissante, donc finie, d'ordinaux,
et Niseresn € Z-{0} la suite double vide sera notée 0. Pour faciliter certains
calculs il pourra nous arriver de permuter les ﬁermes {c.a.d. les coup les
[qi,ni]] ou d'adjoindre des termes nuls (c.a.d. de la forme (o, C}).

Notons qu'en groupant les termes dort les coefficlents- ont méme signe
on fait apparaitre la possibilité de considérer un transfini relatif comme
couple d'ordinaux n'ayant pas d'exposants communs, ou encore comme classe

-

de couples d'crdinaux obtenus & partir du précédent par adjonction de termeg

N N
) Terminologie et mode de définition de M. FRAISSE.



Nampbres transiinie relatife et-rationnals

ggaux quelcanques.

Neus identifierons les ordinsux sux trans

-

he

iri

tous positifs. Nous addisi

relatifs

p ~
a c

o]

ionnerons les transfinis relatifs commc les polvnomes

soit a = /Ql"'ak et b = (Bl"'sk ); si un B, ne figur2 pas dans la suitc
\ Myeeeny 8 ml...mk J
des ays le terme (mj) sera plscé dans la suite des termes de a de manidre
J

& conserver la décroissance sl

de la suite supérieure ;

temps un @y, ON ajocutera m, & n

J i

tés de commutstivité et d'asso

s
197

"ﬁ+ni = 0). Les propr

0 est neutre ; tout nombre a un opposé
sont satisfaites.

l :

Prono yition

pour tout orcdinal vy ,

d’exposants <y est un grovpe. Notors que tout

th

gst al & la sove de ens

o]

S

Nous
gst un entier peozitif, et de dizlarer a sunérie

Nots multiplicrons les transfinis relatifs comme le

un

ciativit

les propriétés de 1la

+
L

e3

3.

O

-
i

loi

1'cnsemble des to2nefinis reletif

cst en méme

o]

raagfied relatif
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prenant soln d’'appligquer aux exncaants 1'addition commuiative qui vient

ur 8 b si a-h es3* seritif,
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d'étre difinie (co gul implique de les considéror eux-mim:s comne des
trznsfinis, ce qul a ét8 canvenu pronédammant), Nous neuvons <'ailleours

N o, ,R LN sy .
rous contonter de pnser (Y. (0) = c* de nostuler la cdlietributivi

N ] 7

La cormutativit?® et 1'ascociativit2 étant évidertes, les preopridiés de la
loi d'annceu scnt satisfaites,
Prearzitinn 2 1 pour tout ordinal ¢, 1l'ensemble des transfinis relatifs

d’'exposants <w¢ est un anneau,

Cet arneau, que ncus notercns Z¢ , est unitaire et intéwrcix]}.

XY Zikerskintétodia que lo_cas od. 4’\03* amording) jritlal, sot P o 7

{et on supprimera le terme cane la coc o

conviendrons de diclarer pcsitif tout nembre daont le 1° cecificient
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. a o
Nous conrviendrons enfin de ncter w pour (1) ; alcers 11 vient
ﬂloc-ak 0L1 (Xk
n\ = nm e

nl.‘. k
3°) Propridtis dos tranndinis rolatifs,
Thein-tmg 1 1 Scit a un trensfind relatif quelcongue de dog Aa; soit Q

, {wy)
1'ordiral w &Y

{a) @ a un précédent et un suivant immédiats : ce sont a-1 et a+l

(B) 11 existe des ordinaux ¢ tels que a€Z

¢

{v) il exiete un ordinal ¢; tel gue a €Z¢1+1 ct a #Z$’ ; de plus
il existe des entiers S,TyseesT et des transfinis 81s000,a

A 3 B » s

tels que

;;ﬁ “i ¢1

il existe un enticr t et des ardinaux ¢1...¢t tels que

re
(¢
-

(e) a est ézal au produit d'un nombre fini do trarsfinis relatifs

[ s

pramtars, et cette factariesat

(2}

on est unigus aux sign2s pras
et & 1'ordre des facteurs pros.

» 2 ¢ Scit X un enscmdle gunlconcue de transfinis relatifs

(n) 11 exiszte des iranzfiris relatifs qui majcrent X et des trancfiris

N

(B) 11 existe des ardinaux ¢ tels que X ¢7

¢
(Y) suppccons XC:Z¢ ; X est borné dans Z¢ si et setulement si
1'oncomile des degrés de ses €14ments non nuls eet maioré par

¢

ur mdinnl <w’,
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*
(8) supposons XCZ, avec ¢ régulier (* at infiri ; X est borné

¢

dans 7, si st seulement si card X<cardZ

¢ ¢ °
{e) supposons X<1Z¢ avec ¢ régulier et infini ; X est borné dans

* %
Z, si et seulement si son caractére ) est <¢.

¢

Théoreme 3 : Soit ¢ un ordinal régulier, et (a

une ¢-suite de trans-

)
£ OgE<¢
finis relatifs.

(e} de la ¢-suite {a_) on peut extraire une sous-¢-sulte constante

12

ou une sous~¢-suite strictement monotone.

(B) si la ¢-suite (a_) est strictement croissante (resp. décroissante)

£

il existe une ¢-suite (b_) strictement décroissantc (resp.

3

croissante) et adjacente & la précédente.

Théoréme 4 : tout anneau commutatif totalement ordonng de caractére 4 contient

un sous-anneau isomorphe a Z¢.

4°) Nombres transfinis rationnels.

Les anneaux Z, étant intégres, chacun peut 8tre plongé dans son corps

9
des fractions Q¢. Nous appellerons donc transfinis ratiocnnels les couples
de transfinis relatifs étrangers (c.a.d. sans diviseurs eammuns - cf. th. 1 €

Tout transfini rationnel appartient & un corps §, ; les opéretionz sur ces

nombres sont donc bien définies ainsi que leur comparaison .
Nous appellerons degré du transfini rationnel z =-§ le tranczfini
relatif 4, = Ox-Ady.

Théoréme 5 : aucun transfini relatif n'est compris entre les entiers et

1’'ensemble des-s (nen-{0}),

(%) Un ordinal est dit régulier si toute partie non ma‘orse de @ (c. 2. d.tout encemble d'ordinaux ayant ¢ pour
borve supérieure stricte) est isom orphe 2 G jexemyple : (O est régulier,

*) Or appelle caractre (finral) d'an ensemble totalemeant ordonné A 1s plus petit ardinal @ tel qu'il existe
une @ ~sujte co-finale A A (c,3.d, unre partie non majorée de A lsomorphe A ) tout carctdre et un
ordinal régulier,

fxx) st P est régulier ’(\)Cf =@ donc ¢ =\{f.
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Théoréme € : Soit ¢ et y deux ordinaux tels que ¢ = mw( ) et X une partie

d HH
e Q¢

(o) X est borné dans"ﬁ¢ si et seulement si 1’ensemble des degrés

de ses €ldments non nuls est majoréd dans Zw .
(B) si X est minoré par 0,X admet O pour borne inférieure si et
seulement si 1l'ensemble des degrés de ses éléments n'est pas

minoré dans 7, .

¥
(y) si ¢ est régulier et supérieur d w, alors X borné,

card X = cardZ, =>Xa a un point d'accumulation (c.a.d. de toute

¢

¢-suite bornée dans Z, on peut extraire une sous-P-suite

6

convergente).
Remarque : (y) est faux pour ¢ = O (pas de Bolzano-Weierstrass dans [ = Q)
e — o]

Théoréme 7 : tout corps commutatif totalement ordonné de caractére ¢ cortient

| un sous-corps isomorphe a Zd> .

Manuscrit remis le 31 janvier 1957, F. LATREILLE
Facults drs Sciences
de Merseille,
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