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PPPROXIMATION D’UN PROBLEME VARIATIONNEL NON LINEAIRE

G. PETOLLA

Intreoduction.

Ce travail a fait 1'abjet d'un rapport de recherched de D.E.A., effectué
sous la direction de J.P. AUBIN, et soutenu en juin 1967 & Lyon,

HARTMAN ET STAMPACCHIA ont donné les conditions d'existence et d’uricité
du probléme variationnel non lingaire qui est défini au § 1. AUBIN, dans[:Zj
a construit une théorie générale de 1'’approximation des espaces de dictributions
et des opérateurs différentiels. Il s'est agit d'appliquer les résultats de
cette théorie au probléme de HARTMAN-STAMPACCHIA, afin de dégager une méthode
d'approximation théorique‘: le § 3 traite le cas général, et donne deux
théorémesde convergence. Le § 2 rappelle certaines définitions, et les § 4
et 5 sont consacrés & des cas particuliers importants.

Les notations et la terminologie sont celles de [liL
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§ 1 - D2finition dos prehlames (P) et (P).

EXY

1-1 Donvfze ririnaing
Dens toute la suilte, h sera un paramdtre réel, destiné & tencdre vers zéro.
Nous désignerons par :
- V,Vh des espaces de Banach réflexifs, dont les normes seront respectivemcnt

[0 et 1,

K,K_ des convexes fermés de V,V,_ ;

h h
- a(u.v][ TESP, ah(uh,vh]] une forme définie sur VxV [.resp. thVh] .

linézire et continue en v [resp. Vh]

- VLV

b o* les duals resnectifs de V,V

h H

Les produits scalaires qui les mettent en dualit® sercnt respectiverent

(...) et (.,.) ; et les normes duales Holy et ll'|i*h .

Sricnt Ausel

- f,fh un élément donné de V',VE :

- olu,v) = afu,u=v)-alv,u-v)

- oh(uh, ) = ah(uh,uh—vh] - a (vh.u vh]

Mrirs Hﬁ"'h- omone gralemont par ¢

e e 4 TV o g AN T § S g e o e o

= A 1’ cpérateur de V dans V' défini par :
(Au,v) = alu,v) 3 VYvev;

- Ah 1'opérateur de Vh dars V% défini par @
(Ahuh’vh]h = ah[uh,vh] ; Vvhe Vh :
1-2 Problémes (P) et P.)

Nous appellerors (P) le prohléme :

" Treuver u daes K vérifiant : alu,u-v)« (f,u-v) ;v\/€|< nEt (Ph) 2 prehlémes
u.- Vh] <[Fh,u Vi
Le théor2me suivant, démortré par HARTMAN et STAIPACTHIA [2] donne des

Trouver U dans Kh vérifiant : ah(uh, ]h 3 V\/ e K ".

conditions suffisantes pour que (P) admette des solutions.
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T-1. Théordme d’existence. Sous les hypothéses suilvantes @

-
(1-2) {A est borné et lim alu-iw,v) = alu,v) ; Vu.v,we:v.
A=0

i) olu,vizo ;Vu,vEK -[monotonie] .

(1-3) alu, ¢s)

Hu=¢, 1

11) 3¢o€K tel que |lu-¢ || + +@= > +c0

Yuek - [coercivité ].

le probléme (P) admet au moins une soclution.
Remarques :

1) Ce théoréme, énoncé pour le probléme (P) est valable aussi pour le
problame (Ph], avec les hypothéses correspondantes.

2) Si on suppose o(u,v)>o, la solution est unique.

3) Si K est barné, 1'hypothése (1-2) ii est inutile,

4) Si K est un cdne, on vérifie immédiatement que le probléme (P) est
équivalent & trouver u dans K tel que :

alu,vI<(F,v) sYvek
{a(u.u) = (f,u)

Jusqu'ad maintenant, les problémes (P) et [Ph] sont identiques, & 1a
notation prés. Nous allons les différencier, en disant que [Ph) ast une
"approximation”, au sens ci-dessous, de (P).

§ 2 - Notion d'approximations.

Pour des compléments concernant ce paragraphe, on peut voir AUBIN [1] .

2-1 Approximation d'un espace de Banach.

DEfinitions:: ¥ D.1. On appelle approximation d’'un espace de Banach V 1la donnés :

- d'espaces de Banach vy,
- des applications : Ph€ L[Vh,V] 3 rheL(V,Vh] s appelées respecti-

vement _prolongements et restrictions. On note Ah(v] = {V.V

ha Ph, rh}
une approximation,
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D.2, Stabtilit

O

'gprés D.l., nous avons :

e ullcmmll o I

[’r ulf m(h)” u H

Nous dirons que les prolengements (resp. restrictions) sont stables

sl sup M(h) (resp. sup m{h)) existe.
h>o h-o

L'epproximation sera steble sl les prohongements et les restrictions

le sont.

(% . Il n'est pas néressaire que Ty solt linéaire. Dans ce cas
A (V) est dite semi-linéaire.)

D.3. L'eppreximation sera convargente si I u—uhrhuu tend vers O

avec h, pour tout u de V.

D.4, Une suite (uh]h sera discrétement converpente vers u si

H uh-rhullh tend vers O avec h.

La mdme suite convergzera vers u (ou sera foricment converaerte)

el llu~phu|’ tend vers 0 avec h,
Elle sera stable si ” u I h 3
Elle sera bcrrﬁe_ si ” Dhuh”\< c

ol ¢ est une constante indépendante de h.

P.1 Propositicn : Si Ph est stable et si ﬁ#\q est convergente, alors la

convergence discréte implique la convergente forte.

En effet :

il u-ppu, I & I u—phrhull + |l PLTLY - I

Pt
< 1\u-phrhu“ + Miluh—rhuH h

d'ol le résultat,
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2-2 Approximation duals.

Soit Ah(V] = {V,Vh.ph,rh } une approximation.
Désignons par r: le transposé de p, , p¥ le transposé de r.. Alors
A:(V') = {V'.Va,pﬁ,fﬁ }est une approximation du dual V' de V, que 1'on appelle

approximation duale de Ah[V)'

Dans la suite, nous utiliserons 1la :
P.2 Proposition : L'approximation duale d'approximation stable (resp : convergente
est stable (resp : faiblement convergente).

En effet, nous avons :
”ph”uv;‘.v') ® ”"h”uv,vhl

* =
“Fh”hv'.v;‘) ‘”ph”uvh.w
D'o0 la premiére partie de la proposition.
De plus, si B 8t bormé dans V' et si feB,

lim supl[d*f*f-?.u] <lim sup |f| |p,r u-u
h=0 f€B h™h I h=p0 f€B I L l h'h I'

D'ol la convergence faible de ﬂ;rﬁ¥ vers f, uniformément sur tout borns.

§ 3 = Cas général : Théorsmes de convergence .

Nous nous plagons dans le cas général défini au § 1. Nous allons démontrer

deux théorémes qui différent par la seule nature des hypothdses de monotonie,

———

T-2, Théoréme de convergence forte.

Sous les hypothéses suivantes :

1) A est barné et lim a(u-iw,v) = alu,v) ; V,U,v,w eV
A=o )
(3-1) 11} alu,vl>o ; VuF wkK,

114) o ek tel que [[uf| » »o Zlited Ly
[u=¢e1]
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1) Ah est glabalement borné en h : ||uh||h$ c@=7[|Ahuh|| hs(kﬂ

et lim a (uh )wh,vh) = ah[uh,vh] \fuh e W v

e
A=0
(3-237 i1} Ve>o, dn>o0 (ind. de h) tel que Vuh,vb eKh vérifiant
]tuh-vhllh;e , alors o (uh,v J2n
111) 3o, € K, tel que |loo, || <o et s1 [u =0, 11, >+
o(uh,¢ohl
alors - +
Iluh_¢0hl {h

[3‘3){ Tn KckK st th cK

h h
(3-4) Ah[V] = {V.Vh.ph.rh} est une approximation stable et
convergente,
lalu, PV ) - [rhu v J|
i) 1lim w (R) =0 ou wU(h] 2 GUP e e e
h=o v NI
(3% L(F, PV, (F h)hl
i1) 1im eC(F, f ) = 0 ol s (f, f } = sup- cede-
h=o0 TR

La solution U, du probléme (Ph] converge vers la sclution u du

probléme §P), lorsgue h tend vers O.
L'existence et 1'unicité des solutions résultent des hypothises (3-1)
et (3-2) d'aprés le théoréme de Hartman-Stampacchia.
Puisque ici Ph est stable, et Ah(V) est convergente, il suffit, d'aprés Pl

de démontrer la convergence discréte. Nous utiliserons pour cela deux lemmes.

L1 - Majoration de 1l'erreur discrete.

Si nous désignons par up, (resp. u) la solution du probléme (Ph)

(resp. (P}), les hypothdses (3-3) et (3-5) entraient que :

o (u,r,u) {9 (h) + elf,f )] Jlu=r ul
(3-8) h""h" " h " ™ [ u h h " h h

e 11# = aull llup,eoull
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En effet, par définition de oy, ¢
oh(uh.rhu] = ah(uh,qurhu] - ah[rhu.uh-rhu]
Par définition de U, et en ajoutant un terme nul :

oh(uh,rhu) & [fh.uh°rhu)h - ah(rhu.uh-rhu]
+ a(u.ph(uh—rhu]) - a(u.ph[uh—rhull

Par définition de wu(h], et en ajoutant zéro :

op (U T ¢ (F Lu -r u) o+ wu[hllluh-rhullh - alu,pplu, - u))
+ a[u.u—phuh) - a(u,u-phuh)

op tu . ud & wu(thluh-rhullh - alu,u-p r,u)

h""h "h™"h

Par définition de u, et en ajoutant zéro :

+ (f_,u ~r.u), + a(u.u—phuh)

o (u .1 u) < wu(hllluh-rhu)llh - alu,u-p,r u)
*[fwuﬁrﬁnh+(f”"p$h]
+ (f.ph(uh-rhul - [f.ph(uh-rhull
Par définition de e(f,fh]
oh(uh.rhul 3 [wu(h] + e(f.fh)] Iluh-rhullh
+ (f—Au.u-phrhu]
Enfin, par définition du produit scalaire mettant en dualité V et v°* :
(f-Au,u-p,r u) ¢ ||f—Au{|*||u-phrhu||
D'ol 1'on déduit la majoration (3-6).
Pour pouvoir terminer la démonstation du théoréme, il suffit de montrer

que [uh-rhu)h est stable, donc que (uh)h est stable car

Huh-rhullh § ”uh“h + mIIU”'
Nous utiliserons pour cela le lemme :

L2 - Stablilité de u,.

L'hypothése de coercivité globale (3-2) iii entraine que si (fh]h

est stable, alors (uh]h l'est aussi.
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En effet nous avons :
Uh(Uhl¢°h] = ah(uhluh-d.’oh) - aht¢ohluh-¢°h)

h et de Ah :

donc, par définitiecn de u
O U dop) & (Fi=Agdopsupdop )y & HIF Ao ] T Tu =00y [
D'ol :

oh(uh.¢°h]

u ¢ |1, e They » HAopll < cte.
h ¥eh!ih

car |[¢o, |1, ¢ cte =>|IAdo 1] | < cte
et HfhlLth L cte par hypothese,
La coercivité globale entraine alors que ||uh—¢°h||h & ctedonc que
(uh)h est stable car doy, 1'est.

Démonstration du théoréme.

La stablilié de (fh)h découle de 1'inégalité :

* ¥*
'lfh|l’fh = H'Fh-rh f+ r:fH*h\< llfh-rhfl'aéh + HI:).‘-F'FH,(h
car ||fh-3;f||*h tend vers o d'aprés (3-5) ii
%
et rh est stabls [cf. PZJ. .

Alors le lemme L2 implique que u, est stabls, donc sussi

h
||uhfrﬁq|ih < ||uh||h +m|l{u]] ¢ cte . La majoration de L1
entraine alaors que oh(uh,rhu) tend vers o avec h d'aprés (3-8), donc que
[luh-rhullh tend vers o d'aprés (3-2)ii. La convergence farte est alors une
conséquence de Pl,
I1 est clair que la convergence est obtenue grice & 1'hypothése (3-2)ii.

S1 on ss contente d’'une hypothése de monotonie, suffisante pour 1l'existence

des solutions , alors on peut démontrer la convergence faible, au sens

ci-dessous,
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T-3. Théordme de convergence faible.

Si dans T2, on remplace les hypothéses :
olu,vl>o par olu,v)>o0 ; Yu,v ek
(3-2) ii. par oh(uh,vh]zo 3 Vuh,vhe Kh

Alors il existe une sous-suite extraite de (phuh)h qui converge

faiblement vers une soclution u du probléme (PJ).

L'existence de solutions Uy {resp. u) au probléme (P) [[resp. (th] est
assurée par le théoréme de Hartman-Stampacchia.

D'aprés L2, up est stable, donc aussi bornée car Ph est stable ; clest-
ad-dire qu'il existe une constante ¢ indépendante de h telle que !lphuhllsc'
Il existe dorc une sous-suite [Pkuk]k qui converge faiblement vers un &lément
u* de K, car K est convexe et fermé, donc aussi faiblement fermé. Montrons
qua u¥ est une solution du probléme (P).

L3 - leme.
Si il existe une sous~suite (Pkuk]k de [pkuk] qui converge fat-
blcment vers u* dans K et di de plus:

i) 1im alu~iw,v) = alu,v] ;VlJ.V,w EV.

»vo
i1) ism ¢ th) = o et lim e(f,f. ) = D
u h
h=o h=o
Alors u* est une solution du prob!ome (P).

Solt v un élément quelcongue de K, Alors

0« oh(uh,rhvl = ah[uh,uh-rhv) - a i

< (Fh.uh-rhv]h - [f.ph[uh—rhv])

1V’Uh_rhV]

+ a(v,ph(uh-rhv]] - ah[rhv,uh-rhv)
+ (F,phuh-phrhvl - a(v,phuh-phrhv)
En se limitant & la sous-suite (pkuk]k’ et en passant & la limite

falble :
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(3-7) O« (F,u vy - alv,u®v) 3 Yvek,
On utilise alors le proctdé de MINTY : quel que soit 1'élément W de K,

v = uTa(w-u®) = awe (=008 appartient au convexe K, sl ogi¢l. En portant
v dans (3-7), 11 vient :
Aa(d*-x(w-u*],u*-w] 3 l(f,d*-w) ;s YV wek,
En divisant par A , puls en faisant tendre X vers G :
a[u*,u*-w] < (-F.u*~w) ; Ywek,

Ce qui montre que d* gst une solution de (P).

Si on avait supposé olu,v) et oh[uh.vh) strictement positifs, alors
(P} admettrait une sclution unigue qui serait u® » et toutes les sous-suites
convergentes extraites (Phuh)h convergeraient vers u* , donc toute la suite

(phuh)h convergeralt faiblement vers la soluticn du probléme.

§ 4 - Cas particulier du schéma aux restrictions.

4-1 Béfinition du schéma aux restrictions.

v__ 8 Vv Cn appelle schéma aux restrictions le
®h I% L4k cas ol 1'opérateur A &tant donné, on
P définit A_ par A =" o A

e A 2 ) =
v, Vi hP h ™ TheePh

Bans ce cas, suivant la nature des hypoth@ses faites sur A ct sur Ah[V]

on pourra cbtenir la convergenee forte ou faible des solutinns du probléme

approché.

BDans tout ce paragraphe, nous nous placerons dans les conditions

suivantes

1) Vh est de dimension finie, pour tout h fixé.

(4-1) i1) Py cst injcctif.

iii) Huhllh = ||phuh|| téfinit la norme dans Vh



Approximation d'un probl2me variationel non 4néaire 80

(4-2){ 1) aplup,v) = alppug.py,)
11) f, = r’;,]f (i.e. el£,£,) = 0)
{ 1) Ah(V) est une approximation stable et convergente
4-3)
11) p K, ¢ K et r K< K
Comme précédemment, nous appellerons uh une solution du probléme (ph]

lorsqu'elle existe, et u une sclution du probleme {(p).

4-2 Le théoreme d'approximation.

Nous obtiendrons la convergence, en divers sens suivant que 1'on
utilisera 1'une des hypothéses suivantes :
(4-5) olu,v)»o ; Vu,veKk,
(4-8) olu,v)>0 ;s Yu, vEK 5 (ufv).
(4-7) Veso, 3 nso tel que |Jusv]|ze = alu,v)sn

T-4. Théoreme d’'approximation.

Dans les conditions définies par (4-1), (4-2), (4-3), si on
suppose de plus que @
i) A est borné et lim alu-iw,v) = a(u,v) ; Vu.v,wev.
(4-4) 1i) 7 ¢,€ K tel que, si u€k , Hu-phrh¢°” + 4+ o
o(u,phrh¢°)

implique > +
I iu-phrh¢° ' I

Alors :

(4-5) impligque : il existe une solution u*

au probleme (P), qui
est limite faible d'une sous-suite de (phuh]h

(4-6) implique : il existe une solution unique u’t au probldme
(p), qui est limite faible de toute la suite (phuh)h.

(4-7) implique : i1 existe une solution unique au problame (p),

gui est limite forte de (phuh]h. et qui vérifie :

ﬂumﬁ%)<llﬁAme]H*meﬁh4|



Approximation d*un probl2me variationel non linéaire 81

Remarguons d'abord que le probléme (p) admet dcs solutions, car si
o €st dans K, 11 en est de méme de phrh¢°.

L4 -_Lemme.

L'hypothése (4-4) implique :

i) Ah est globagement borné en h ;

(4-8) 1%2 ah[uh-xwh,vh] = ah(uh,vh] 3 \Vuh.vh,whe;vh.

) +
i1i) 3 ¢°h € Kh tel que ||¢°h||h £ ¢ et ||uh-¢°h||h tend
oh(uh,¢°h]
vers 1'infini entraine ——— e} 4 @

o, =00 1
De plus : h **h"th

{4-5) implique : o _(u,_,v

pipsvpizo s V”h"’

heKh.
(4-6) implique : ch(uh,vh]>o 3 Vthfvh€ Kh.

(4-7) implique : ¥ e>0, 3 n>c, indépbndant de h, tel que

!luh-vh||h35==> o fug,v, 130

- La deuxiéme partie du lemme est évidente.

= On vérifie également :
liz ah(uh-kwh,vh] = iiz a(phuh-kphwh.phvh] = a[phuh.phvh) = ah(uh.vh]

. Montrons que A, est globalement borné en h

Supposons que lluhIlH§ L ; L indépsndant de h,

Autrement dit ||p,u, |lsL . donc 11 existe une constante indépendante
de h, R telle que IlA(phUhllL(<R ceci d'aprés (4-4) i,

Par définition de la norme duale :

a[Phuh,v]
sup ——— <
vev [ vl

En particulier, pour v = PRV °

atphuh,gpvhl

sup

cv Hpov Il
Vb h PrVh
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Or

a(phuh.phvh) ah(uh.vh)

sup = sup —eem—e-

A N vevy vty

= Al <R

Ce qui prouve notre assertion.

Montrons (4-8) ii.

I1 suffit pour cela de prendre ¢ h o rh¢° . Nous obteznons alors 1a
©
stabilité : |]oo, [1, = oz 0ell € Mm.]]o,]]
alnsi gque la coercivité globale :
si lluh—¢°h||h tend vers 1'infini, c’est-a-dire si llphuh-phrh¢o|lt8nd vers

1'infini, alors

)

thhuhlphrh¢0] = Uh(uhﬂ ¢°h ]

RERTCR RN Hup=¢ep 1,
tend aussi vers 1'infini.
Ce lemme prouve que nous sommes dans les conditions du théoréme de
Hartmann-Stampacchia pour le prcbléme (ph] . L'unicité est assurde si 1'une
des hypothéses (4-6) ou (4-7) est vérifiée.

Démonstngipn de I:ﬁ.

. * “
Par définition : fh = rhf. d'ol la stabilité de (fh)h et par conséquent

celle de (thh [ cf. LZ]. Donc I!Dhuh|l€°t9- Cr K étant convexe et ferms,

u,)

11 est aussi faiblement fermé ; on peut donc extraire une Sous-suite (p
k'k'k

faiblement convergente vers un élément d» de K.

Montrons que u est solution de (p).
Soit v un &lément quelcongue de K ; nous avons :
o <€ G(pkuk’V] = a[pkuk.pkuk-vJ - a(v,pkuk-vl

= a(pkuk,pkuk-pkrkv) + a[pkuk,pkrkv-v] - a(v,pku -v)

k-pkrkvl - a(v.pkuk-v) + a(pkuk.pkrkv-v)

Kk
£ (f;pku
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Le dernier terme tend vers o car Ilpkrkv-v|| tend vers o et IIA(pKuk)Il
est borné. En passant & la limite :
(4-9) 0« (F,d*—v] - atv,d*=v) ; VYvek
D'aprés L3 [procédé de MINTY} , uX est donc solution du probléeme (pl.
Si 1’on fait 1'hypothiess (4-6) [é fortiori (4-7]} » la solution de (p)
est unique, donc [cf. L3) toute la suite (phuh]h converge faiblement vers u .
Nous avons dans ce cas la majoration de 1'erreur :
o[u.phuh] = a(u.u—phuh) - a[phuh.u-phuh]
+ a(phuh,phuh-phrhu] - a(phuh;phuh-phrhu]
< (f,u-phuh] * [f,phuh-phrhu] - a(phuh,u—phrhul
< (f—A[phuh], u-phrhu]
D'ol la majoration annoncées :

c(u,phuh) € IIF-A[phuh)Il*l|u~phrhu|l

On en déduit que o[u,phuh] tend vers o avec h. Si nous sommes dans
les conditions de (4-7), alors ||u—phuh|| tend vers o, ce qui achéve 1la
démonstration du théoréme.

§ 5 - Cas des approximations partielles.

5-1 Le probléme (p).

Considérons un nombre finl d'espaces de Banach réflexifs Vi[i=1.....n).
tous contenus dans un méme espacs V,. La ncrme de Vi est notée ||.||i.
Nous prenons pour V un sous-espace vectoriel fermé de 1'intersection

des Vi’ muni de la norme :

ot = (211113 ) 2 o aca o

V est alors un espace de Banach réflexif.
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Considérons également les formes aJ(u vJ) définies sur 6~”—v£>xv

1inéaires et continues en v, (J=1 & n), ol u = (u preesy ]C“ﬁ V

i= 1
Nous définissons alors une forme a(u,v] sur VxV, 1lindaire et continue

J

en v par :
n
> >
alu,v) = 2 a,(G,v) od u = (uu,...u) €V TV
7y J I
j=1 i
etvE,VCVJ
Soit f un €lément de V', Alcors 11 existe au moins une décomposition
il
f= 2 -F , ol fié.Vi. Dans tout ce qui suit, nous supposerons la décom-
{1

positizn cholsie une fols pour toutes,
Etant donné un convexe fermé K de V, le prcbléme (p) est de trouver un
Elément u de K vérifiant :

alu,ufv) < [f,u-v)i Vvek.

5-2 Notion d'approximations partielles. (of. AURIN [1])
Soit Vh un espace de Banach réflexif, supposé de dimension finie.

Nous considérons les approximations Ahtvil = [Vi,Vh,pi,rh), ol Th e Ly 'vh)

et py € Ltv,,v,).

D5 - Nous dirons que Ah(Vi] scnt des approximations partielles

1
Ge v si: 1) ||uh||h=(5||phh %)% est une noms de v

ii) si p:‘uh converge faiblement vers uy dans Vi .

pour tout i, alors il existe u* = ui,\fi

u cv,

D6 - Des approximations partielles sont stables, si r, l'est.

D7 - Des approximations partielles sont convergentes si :

( gillu-pﬁrhullg >1/atend vers o avec h, pour tout u dans v,
i=1
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P3 - Proposition : Si |]u, ||, <cte, il existe un 6lément v de v, et 11
existe une sous-suite de (pzuh]h quil cenverge faiblement vers ug
dans Vi’ pour tout 1.

Démonstration :

n
1 1 1
Hup H, =( 2 Hepu 113 \)/a cde == ||ppup!ly <ote dans v . Done 11 existe

une sous~suite convergeant folionlement vers uy dans Vi’ pour tout 1 ; donc

aussi u; = uﬂCV d'apras D5,
o3 12 n b
Notation : PhUh [phuh‘ph”h""’phuﬁ)e ;E; Vi

5-3 Définition du schéma aux approximations partielles.

Nous définicscons ah(uﬁ,v ] et Fh par :

- N c
i) ah(uh.vhl = zjaj(phdh'pn\'h] 3 uh:thVh.

(5-1) -
1) (Fv), = Z(-Fj,ph Wy VL EV, 3 o= ZFJ.
J J
Et nous supposons que
(5-2) i) r, K¢ Kh , ol Kh est un convexe fermé de Vh‘

ii) s1 uh€ Kh et si piuh converge faiblement vers u

tout 1, alors il existe uXQEK tel que u* = u

1 dans Vi' pour

pour tout i.

i:

Le probléme (phJ est alors @

Trouver uh dans K vérifiant :

n

p2 3, .3 + i, 2.3
§=1 aj(ph b PRURPRYR) S 451 (FyePRug PRV
pour tout vh-de Kh.
5-4 Le théoréme d'approximation.

Nous allons démontrer :
1) un lemme d'existence de solutions au probléme (ph).
2} un théoréme qui assure la convergence, en différents sens, des solutions

de (ph] vers une solution de (p).
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Nous aurons besoin des hypothéses suivantes :
-
(d,v ]|
< a Yo lIa
](Z,.HUiHi ) \<Ct{l = sup 3= 7 < cte
: Fetv, (£ (v E
gz 3
(5-3) -5 >
pmrtmma”VCWV.
2 RN n
i1} Iim ;_é aj[u Aw,v,) = "L-l a ([?,v ) ;0 ,?Z‘«WV .
rmo {7 N E A R
4 €K ( a\l/a
T4, tel gne si Hu ph T dol J + + o , alors
; oj[u,phrh¢°]
= tend vers 1'infini.
(~l;:u ﬂjl \
j 5
Ainzi que do 1'une des hypoth3ses suiventos :
< [9"‘7 N e 77'
(5=5) ﬁ oj u,v) 2 0 ; pour u,veV ; u,v€ V.
(5-8) { Z 03(3’,\7] > 0 ; pour ufvelV,
J

¥Yeso .3 nvo tel cue si (E}Iu—vl !3 ) 1o > €, alors

J

(5-7)
E Q(" v] 2n ; pour u,veKk.

- ..
Orn a nots u = (u,u...u) et v de m®me.

> >
o.lu,v) = a,(u,u,-v,) - a.(?.u.-v.)
J J J J J 3

J

L5 - Lemre,

Dans les conditions dé&finies par D5,06,C7 et (5-1),(5-2)

(5-3) 1) imlicue : A, est globalement borné en h.

A=0
(5-4) implique : El ¢°h€ Kh tel que H¢°h”h gcte et si

[ Hutop 1y + = alors =2 2000

e . T I : 4 = ~
(5-3} ii) imrlique @ 1im ah R AR V) ah(uh.vhl P ULVLW EV,
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(5-5) implique : oplupsvp) > o pour b,V €V,

- 4 »
(5-8) implique : ¢ [uh h] > o pour u #vhé Vh'

(5-7) implique : Ve>o ,J n indépendant de h et >0 tel que si

||uh-vh|| 2e . alors o, (U ,v,) 2n.
Bans ces conditions, nous sommes assurés de l'existence de sclutions
au probléme (ph], et de 1'unicité si (5-€) ou (5-7) est vraie, d’apreés le
théoreme de Hartman-Stampacchia.
Nous ne donnerons que la démonstration de la premiérs et la troisiéme
implication, le reste du lemme étant évident d'eprés les définitions de
Hugtly, et de o (u v ),

1) Ay, est globelement borné en h.

Rappelons que, par définition :
A
(Ahuh.vhJh = ah[uh,vh) = §; aj(phuh.phvh) 1V EV .
Ce qui peut encore s'écrire :

> 3 oA '
(Ahuh'v ) 53 (AJ(phth , phvhlj ; ol AJ(phuh] € Vj'

Supposons que ||uh||h =( Ej ||piuhl|a )1/a gcte, Alers

TR Tl L 25} ol
h AV
h Vi, liv ‘l vh “Vh'Ih
J [47 :
Ha v, 1., < su |aJ(phUh"phvh]| ‘o PRI |
§ hi'h iy

car 1l'ensemble {ph hlv € Yy } est inclus dans Vj [ét en tenant compte
de (5-3) 1))

8) Supposons (5-4) vraie et prenons ¢°h a rh¢° €K

h.
Alors ||¢°h||h est bornée, d'aprés D7. f u= ¢;].

D'autre part si !luh-¢°h||h tend wers 1'infini, alors, d'aprds (5-4) :
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>
E_o (pyu, ,p, T} ¢o)
ch[uh,¢oh) } j h h’"h"h

= . tend vers 1'infini.
_ l - o H a\1l/a :
‘|Uh ¢°h||h J ph h Ph h [
ta troisiéme implication du lemme est donc démontrée.
T-5 . Théoréme ¢

Si nous appelons u, une solution du probléme (phJ. et si les

h
hypotheéses (5-1) & (5-4) sont vérifides
(5~5) implique : 11 existe une solution ux au probleéme (p), limite
faible dans Vi d'une sous-suite de (piuh)h » pour tout i,
{5-6) implique : Cette sclution est unique, ¢t toute la suite
[p:th converge faiblement vers elle, pour tout i.

(5-7) implique : la convergence a lieu au sens fort :

( lep%uh-u II? )l/a tend vers o avee h,
J

La démonstration est analogue dans son principe & celle de T-4 : on
démentre d'abord la stabilité de [uh]h d'ol l'existence d'une sous-suite ¢
convergente, le point limite étant solution de (p).

Démonstration.

1) Uh.EEE_EEEPIE'

Par définition :
5L 3,3
E %3 PR PRTR®, ) < E” PRI PR, Za CEXNE TSI

> >
Zj JICREECRE Z:Hfj'/\j(phrhfﬁolllvjl lphuh'oﬂrhcﬁollj

Si 1'on tient compte de :

Jo_ < J.o_3 o \1/a
odunrimne, g < (T rde e 115 )
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Il vient :

S 0.[; u ;g r.¢ )
Lj— J7h h""h hve Z -
== LEAG eIy, € cte
<ZI| ju - JD Ha>l/a ! ;
] PhYn PhBhve ! 1y

Et donc, d'aprés (5~4)
i 1/
( Zjnphuh-pihrhmlg‘) “ < cte

)1/&

j o 3 o 1/a
o+ (Tllodryeell] ) goto aron (T lIpdugllf) < cte
J J

Ce qul entraine !|pguh||j < ctepour tout j. En particulier (uh] est
stable, sinon( E:Ilpiuhllg >1/u tendrait vers 1l'infini,
J
Il existe donc [-d'aprés PBW un élément u* de Vv qui est limite faible

' - i i a
dans Vi d'une scus-suite (Pkuk)k dé (phuh)h pour tout i. On peut méme affirmer

que uf €K, d'apres (5-2) 1i).

2) Montrons que u _est solution du probléme (p).

Soit ve K quelcongue. Nous pouvons écrire :

~> > > - -
0 < E% oj(phuh'V] = 53 aj[phuh,piuh-pirhvl + Ei aj(phuh.phrhv-vl

Y > 3.
L aJ(v.r:\huh v).

- i d -
o< % UJ(DhUh.V) € E- (fj.p‘:‘uh-p‘:\rhvlj - % 2y (v,p‘;uh—v]
S > >
+ ? aJ[phuh.phrhv-v)

Si nous passons & la limite, pour la sous-suite [E:UK)K :

o< E(-F.u*-v] -Sa(?.u*-v]
PRAE B R

c’'est-a-dirse :

>
alv,u -v) « («F,u%-v]
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Le procédé de MINTY [cf. L3] permet de conclure que u est une solution

de (p).

Si (5-6) est vraie, la solution u’x est unique, donc toute sous-suite

J

convergente extroite dc (phuh]h converge vers u

hj

suite (phuh)h converge falblement vers ux ,» pour tout j.

x » Cc'est-&~dire, que toute 1a

Si (5-7) est vraie, il y a toujours unicité et convergence faible. De plus

5o

>
(phuh.—a*) < Y (f 3 Jrhu"x]

sPLYULTR
h™h "h
L 3 J J
- & 3, ¥
z aj[u »PpU, U )
—
7
+ Z aj(phuh.phrhu d)
> .
Done ¥ o_(p.u,,u’) tend vers o avec h, et donc | 3 ||pju - >é| IG)I/“
3 7h7h h™h k|
J J
tend vers o avec h. Ce qui signifie la convergente "forte” des sclutions (uh)h
vers la solution u¥ de (p).
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